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Resumo

O proposito deste trabalho ¢é estudar a boa e md colocagao do problema de valor inical

(PVI) associado a equagao de Schrodinger nao linear

10+ Au+ Mul[*u =0, tER, veRY, (1)

em que 0 < a < 7 (caso suberitico) e a = + (caso critico).

No primeiro capitulo, apresentaremos alguns resultados importantes de Analise Harmo-
nica e estudaremos os espacos de Sobolev H*(RY), que serao a base fundamental de nosso
trabalho.

No segundo capitulo, mostraremos, no caso subcritico, boa coloca¢ao local e global
do PVI associado a equacdo (1)) com dado em L?*(RY). Além disso, no caso critico,
mostraremos boa colocagdo local e, em caso particular, boa colocacdo global.

Finalmente, no capitulo 3, estudaremos o PVI associado a equagao em H*(RYN)
N _ 2
2

para indice negativo s. Mostraremos md colocagio para s € ( =,0) e md colocagdio do

PVI com dado inicial a funcao Delta de Dirac.

Palavras-chave: Anélise Harmonica. Boa Colocagao Local. Ma colocagao. Equagao

de Schrodinger nao Linear. Boa Colocacao Global.



Abstract

The purpose of this work is to study well-posedness and ill-posedness of the initial-

value problem (IVP) for the nonlinear Schrodinger equation

i0u + Au+ Mu[*u =0, teER, veRY, (2)

for, 0 < a < + (subcritical case) and v = + (critical case).

In the first chapter, we present some important results of Harmonic Analysis and we
study the Sobolev spaces H*(R¥), which provide the fundamental basis of our work.

In the second chapter, we will show, in the subcritical case, local and global well-
posedness of the (IVP) associated to equation with data in L*(RY). Furthermore,
in the critical case, we will show local well-posedness and, on special case, global well-
posedness.

Finally, in the chapter 3, we study the (IVP) associated to equation in H*(RY)
% 2

for negative indices s. We will show ill-posedness for s € ( =,0) and ill-posedness of

the (IVP) with the Delta function as initial datum.

Keywords: Harmonic Analysis. Local well-posedness. Ill-posedness. Nonlinear

Schrodinger equation. Global well-posedness.
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Notacoes

(1,y) = 2191 + T2y2 + ... + xyyn: Produto interno em RY;

B.(x) ={y € RY : |y — 2| < r}: Bola aberta de raio r e centro em x € RY;
Mlu] = [|u(t)||r2: Massa de u;

C(R: X): Espaco das fungoes continuas de R em X;

[ullc@x) = supeg [[u(t)||x;

NY = {a = (ay, ...,ay) : a; € N}: Conjunto de Multi-indices;

xa

=it LW

Vu(z) = (0 u(x), ..., Op,u(z)): Gradiente de u;

Au(z) =N, 8§$u(w): Laplaciano de u;

p = ﬁ: Expoente conjugado de p;

X*: Espaco dual de X;

mhu(x) = u(x — h): Translacdo de u por h € RY;

dou(x) = u(az): Dilatagdo de u por a > 0;

(f +9)(x) = Jav f(x = y)g(y)dy: Convolugao de f e g;
¢(N, a, p) denota uma constante que depende de N, « e p;

a ~ b é equivalente a cia < b < cya, onde ¢; e ¢y sa0 constantes positivas;

B Tl
TN o re = SUPy g0 177,25

Utilizaremos a letra ¢ para denotar diversas constantes positivas que poderao variar

de uma linha a outra.



Introducao

Neste trabalho estudaremos o problema de Cauchy, também chamado de problema

de valor inicial ou simplesmente PVI, associado a equacao de Schrodinger nao linear

0+ Au+ Mu[*u =0, teR, zeRY,
u(0, ) = ug(x),

em que A = +1, 0 < o < + (caso subecritico) e o = 1 (caso critico).

A equacao de Schrodinger nao linear, denotada simplesmente por NLS, recebeu esse
nome em homenagem ao Fisico Austriaco Erwin Schrodinger que foi um dos primeiros
pesquisadores da Mecanica Quantica. Essa equacao tem sido o motivo de intensa pesquisa,
pois ela modela vérios problemas fisicos (veja [17], [20] e [24]). Devido a sua grande
aplicabilidade em fenémenos fisicos, essa equagao também tem sido de grande interesse
para os matemaéticos e tem-se desenvolvido rapidamente nos tltimos anos.

Pelo principio de Duhamel,
t
u(t,z) = U(t)uo(x) + i)\/ Ut —t") (Ju(t', x)|*u(t', z)) dt’ (4)
0

é a equacao integral associada a equacao de Schrodinger , em que U(t) é o grupo

associado a equacao de Schrodinger linear e é definido por
U(t)uo = ug * (e Y.

Definicao 0.1. Dizemos que o PVI @ ¢ localmente bem colocado se para todo uy €

H*(RY), existe T > 0 e uma tinica fungio u tal que
1. u € solugio da equagdo integral ({));
2. u € C([-T,T] : H*(RY)) (Persisténcia);
3. Ha a dependéncia continua com relacao aos dados iniciais

upy — ug em H*(RY) = v — w em C([-T,T] : H*(RY)). (5)



Se estas trés propriedades podem ser estendidas para qualquer T' > 0, dizemos que o PVI
é globalmente bem colocado. Por outro lado, se alguma das condigoes 1,2, 3 é violada,
dizemos que é mal colocado.

Surgem questoes importantes:
» Existe s € R tal que o PVI é bem colocado em H*(RY)?
e Qual o menor s € R onde temos boa colocacao?

Essas questoes foram respondidas por Ginibre e Velo [9], Cazenave e Weissler [7] e
Tsutsumi [23]. Eles mostraram que o PV (3)) é bem posto local e globalmente em H*®(RY)
para s > 0. Sendo s = 0, ou seja, H*(RY) = L*(RY) o menor valor s onde temos boa
colocagdo. Por argumentos de scaling, é esperado que se s > 5 T entao terfamos
boa colocagao. No entanto, Kenig, Ponce e Vega [13], provaram que se A =1, N = 1 e
a = 2, ou seja, se —; < s < 0, ndo ha boa colocacao, pois o item 3 da Definicao nao
é verificado. Além disso, no mesmo artigo, foi mostrado que se ug = § (funcao delta de
Dirac), o problema de Cauchy nao é bem colocado se N =1 e a = 2 pois, neste caso,
o item 2 nao ¢é verificado.

O objetivo desta dissertacdo é estudar a boa coloca¢io em L*(RYN) do PVI e
generalizar os dois resultados de md colocagao sugeridos em [13] para dimensao N. A fim
de obter boa colocacao para o problema de Cauchy usaremos o teorema de ponto fixo

de Banach, para encontrar um ponto fixo do seguinte operador

G(u)(t) = U(t)uo + i /0 U= ) (fulu())dt . (6)

N _
2

QI

Para a md colocagio, com s € ( ,0), demonstraremos que a aplicagao dado-solugao

nao ¢é uniformemente continua, isto é,
V6 >0, 3¢ >0 tal que ||uy — uf||gs@ny < 6, mas |[u' —u?|lormm@yy > e (7)

Para o problema de Cauchy com uy = 0, provaremos que a Persisténcia (item 2 da
Definicao ndo é verificada, isto é, a solugao u nio pertence a C([0,7] : S'(RY)), em
que S’(RY) é o espaco das distribuicoes temperadas.

Esta dissertagao é composta de trés capitulos, além desta introdugao. Descrever-se-a
abaixo, o contetudo de cada capitulo.

No Capitulo 1, é registrada uma breve revisao de alguns conceitos basicos de Analise
Harmonica nos quais estabeleceremos algumas ferramentas importantes para a compre-
ensao dos proximos capitulos. Serao introduzidos alguns espagos funcionais onde procu-

raremos a solucao e estudaremos alguns resultados de interpolagdo de operadores nesses



espacos. Também definiremos a transformada de Fourier e enunciaremos alguns resul-
tados importantes dela. Finalmente, serdo apresentados os espacos de Sobolev H*(RY),
ferramenta fundamental do nosso estudo (veja [18], [16], [5], [2], [1], [11] e [6]).

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo do PVI para a equacao de Schrodinger linear,
obtendo uma familia de solugoes a qual denotaremos por U(t)uy e demonstraremos que
essa familia ¢ um grupo unitdrio em H*(RY), para s > 0. Em seguida, mostraremos as
estimativas de Strichartz, o que sera fundamental para provar a boa colocacao do problema

de Cauchy . Especificamente demonstraremos os seguintes resultados:
1. Caso Subcritico

Teorema 0.1. Considere o PVI (@) Se) <a< %, entdo para todo uy € L*(RY),
existe T = T(||ugl|z2, N, ) > 0 e uma dnica solugio u da equagdo integral no

intervalo [0, T] com

we ((0.7): L*®Y) L ([0.7) : L (RY)),

(a+2)
Na -

em quer =4

Corolario 0.1.1. Com as mesmas condicoes do Teorema temos que o PVI (@

¢ bem posto globalmente.

2. Caso Critico

Teorema 0.2. Considere o PVI (@) Se ov = +, entdo para todo ug € L*(RY), existe
T = T(ug,) > 0 e uma unica solu¢io u da equagdo integral no intervalo [0,T]
com

we C([0,7]: 2®RY)) L ([0,7] : L' (RY)) |
em quer =2+ %.

Corolario 0.2.1. Eziste 0 < ¢y = (N tal que para todo ug € L*(RY) com a norma

|uol| < €0, temos que a solugio dada no Teorema|0.9 € global e ainda
we C(R: L2RY) L (R: L'(RY)), (8)
em quer =2+ %.

No capitulo 3, iremos expor o argumento de scaling que nos fornece uma intuicao para
boa colocagao do PVI em H*(R™), e serao mostrados dois resultados de md colocagio.

Mais precisamente, mostraremos os seguintes teoremas.



Teorema 0.3. Considere o PVI @, A=1leu € H\RY). Se0 < a <
N 2
(5 — —,0), entao a aplicagio dado-solugio nao é uniformemente continua.

Q@

e s €

Teorema 0.4. Considere o PVI (@) Seug =0 ea > %, entdo ndao hd solucao fraca u

na classe

u, [u|*u € L®([0,00) : S (RY)) com lim u(t,.) =6 em S'(RY);

t—0t

ou existe mais que UMma.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo apresentar a teoria basica necessaria a ser uti-
lizada no estudo do problema de Cauchy . Estudaremos conceitos e resultados da
Anélise Harmonica e as propriedades principais do operador transformada de Fourier que
tem um papel fundamental na teoria que serd desenvolvida neste trabalho. Algumas

demonstragoes serao omitidas, mas indicaremos precisamente onde encontra-las.

1.1 Espacos Funcionais

Nesta secao estudaremos alguns espacos funcionais, assim como teoremas e desigual-
dades que serao aplicados nos proximos capitulos. Resultados importantes como as desi-
gualdades de Holder e Minkowski e o teorema do Ponto Fixo de Banach.

Definicdo 1.1. Sejam (X, A, u) um espago de medida e 1 < p < 0o. Definimos o espago
LP(X) = LP(X,A, 1) como sendo o conjunto das funcoes f : X — C mensurdveis, tais

que
1l = (/ |f|”du)p < o0, se 1 < p<oo e
X
[fllze = sg}gess|f(m)|:inf{0:|f(x)|§C’, p—gtpem X} < oo.

Observacdo 1.1. L7(X) é um espaco de Banach e quando p = 2, L?*(X) é um espaco de
Hilbert com o produto interno definido por
.9y = [ f@)g@)dp.

Além disso, denotaremos L (X) o espaco dual de LP(X) onde p e p’ sdo expoentes

conjugados, isto é,
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Definicdo 1.2. Sejam 1 < p < co. Denotaremos por LY (X)) = L (X, A, 1) o espago
das fungoes pertencentes a LP(X), localmente sobre cada subconjunto compacto E C X,
isto €,

LY (X)={f:X — C mensurdvel : / | f|Pdp < oo}
B

Teorema 1.1. (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam (X, A, i) um espago
de medida e p; > 1 (i = 1,2,...,m) tais que

Se f; € LPi(X) para todo i = 1,...,m. Entdo [~ f; € LP*(X) e vale a desigualdade

ITT filler < TN ew.
=1 =1
Demonstracdo. Veja [5], pdgina 57. [ |

Corolario 1.1.1. (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(X) e g € LI(X), entdo
fg € L"(X) e vale

19l < 1 fllzellgllze,
em que

p e

Corolario 1.1.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam f e g € L*(X), entdo
fg € LY(X) e vale

1fglle < 1 fllz=llgllze-

Corolario 1.1.3. (Interpolacdo entre espacos LP(X)). Sejam 1 <p <r < g <

tais que
1 6 1-96
T
r p q
para algum 0 € [0, 1]. Suponha que f € LP(X)NLI(X), entdo f € L"(X) e vale

e < U I f e
A seguir, vamos a definir os espagos mistos denotado por LP(Xy, L1(X5)).

Definicao 1.3. Sejam (X1, Ay, 1) e (Xo, Ay, o) dois espagos de medida. Defina-se para
1 <p,qg < o0 o espaco misto

LP(Xq, LY(X3)) = {f : X = C mensurdvel : ||f|zz 1 < oo},
1 2
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em que

1

p
E p
1l s, = WF G, Mg, g, = ( S ([ 17w ) dm) Csel< p < oo
€
1l s, = WG Mg, o, = max [1F (e, lag,,

Observacdo 1.2. [7(X;, L9(X5)) é um espago de Banach e quando p = ¢ = 2, L*(X;, L*(X3))

é um espaco de Hilbert com o produto interno definido por

(f.9) r2(x1,12(x2)) = /X (f(m1,.), 9(m1, ) p2 () dpa -

1
Notagao. Denotaremos o espaco LP(X;, LY(X;)) simplesmente por L% L%, e quando
p = q por L% y,. Além disso, Lg;l L§Q2 denota o espago dual de L% L%, onde p’ e ¢' sao
os expoentes conjugados de p e g respectivamente.

No que segue provaremos a Desigualdade de Holder para os espacos mistos.

Teorema 1.2. Sejam (X1, Ay, j11) e (Xo, Ao, p1p) dois espagos de medida. Se f € L% L%,

e fe LR LR, entio fg € L% L%, . Além disso, vale a desigualdade

IFolleg, zs, < I lezs o olluge oz (1)

em que

Demonstracao. Usando duas vezes o Corolario [1.1.1} segue-se

ol s, = [I7stes g, |,
1

< it g ot g |,

1

< g |, sl

L P2
X1 X1

= Mgy o Nolloza oo

em que

Agora vamos a enunciar um resultado dos espagos LP(X), que serd usado para provar

a Desigualdade de Minkowski e provar algumas estimativas no Capitulo 2.
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Lema 1.1. Sejam (X, A, u) um espago de medida , 1 < p < 0o e f uma fung¢dio mensurdvel.
Se

sup / |fgldp < oo,
X

lgll, <1

entio f € LP(X). Além disso,

|fll.» = sup X {/Xf.gdu}.

lgll, <

Demonstracado. Veja [2], pagina 2. [

Teorema 1.3. (Desigualdade de Minkowski). Sejam (X1, Ay, 1) e (Xa, Ao, po) dois
espacos de medida. Se f : X1 x Xo — C € uma funcdo mensurdvel, entao para todo

1 < p < q< oo vale a desigualdade
s, e, < Iflleg 1,
Demonstracao.
1. Se ¢ = oo, o resultado é claro.

2. Se g < oo entao fazendo r = %, segue que

1y, oy, = </><2 </X1 |f(q;1,x2)|pdm>gdu2>§
N (/)(2 </X1 ’f($1,x2)|7’dul)rdu2>rlp

= ([P

em que F'(z2) = [y, |f(21,22)|Pdpy. Assim usando o Lema Teorema de Fubini

e a Desigualdade de Holder com expoentes conjugados r e r/, temos

1
Il iz, = IFIEs,

B =

= | sw ([ Flagle) di)

loll v <1
2
< | s A ([ 1)) gl did
gl <1 /X1 \Jxo X2
Ly,
p 1
< (/ (/ |f($1>$2)|qdﬂ2>qdﬂl>
X1 X
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Portanto,

1l en, < 17l i,

Observe que, se p = 1 entao

([ ([ 1) ) < [ ([ 1@ apa) . o2

O préximo teorema é andlogo ao Lema para os espacos mistos.

Teorema 1.4. Sejam (X1, A1, 1) e (Xo, Ag, o) dois espagos de medida, 1 < p,q < 00 e

f: Xy x Xy — C é uma fungao mensurdvel. Se

sup / f(x1,22).9(x1, x2) dpto dpy < 00,
lgll p g <1 J/X1JX2
Loy Ix,

entdo f pertence a L L%, . Além disso, vale a igualdade

[fllze zo = sup {/ far,x2).9(21, x2) dpa dpn }. (1.3)
e g X x
Loy Lk,
Demonstracdo. A demostracao é andloga & do Lema [1.1] ]

Encerramos esta se¢ao enunciando um resultado que usaremos para nosso estudo de

boa colocacao.

Teorema 1.5. Seja S um espaco métrico completo, onde S # 0, e f : S — S uma

contracao, ou seja,
d(f(x)vf(y)) S & d(CL’,y), V%?J € Sea<l.

Entdo, f possui um tnico ponto fito em S, isto €, existe x € S tal que f(z) = x.

Demonstracdo. Veja [15]. u

1.2 Interpolacao de Operadores

Nesta secao estudaremos o teorema de interpolacao de Riesz - Thorin. Como con-
sequéncia dele, provaremos a desigualdade de Young e o teorema de Hardy-Littlewood-
Sobolev para o potencial de Riesz que serao utilizados para provar algumas estimativas

para nosso estudo de boa colocacao.
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Definicao 1.4. Sejam X,Y espagos de Banach. Denotamos por £(X,Y) o espago dos

operadores lineares continuos, isto €,
L(X,)Y)={T: X =Y :T€ linear e continua}.
Quando X =Y, denotaremos £(X,Y’) simplesmente por £(X).
Teorema 1.6. Sejam X,Y espacos de Banach. Entao,

i) £(X,Y) é um espago de Banach com a norma definida por

1T} = mf{C > 0 [T (2)[ly < Cllzlx, Vo € X} = sup{[|T(2)]ly - [l«]lx <1}.

i) O operador T € £(S,Y) admite unica extensio T € £(X,Y), onde S é um subcon-
junto denso em X, e vale
1T = (1T

Demonstracao. Veja [19], capitulo 8. |
O lema que enunciaremos a seguir é conhecido como o Teorema das Trés Linhas.

Lema 1.2. (Teorema de Phragmen-Lindelof). Seja F uma fungao continua e limi-
tada definida na faixa

S={zx+iy: 0<z <1}
tal que F ¢ analitica no interior de S. Se para todo y € R
|F(j+1)| <A; onde je{0,1}

entdo, para todo z € S, tem-se

[F(2)] < Ay~ A7
Demonstracdo. Veja [16], pagina 26. |

Agora vamos a provar o teorema de interpolagao de Riesz - Thorin para o caso dos

espacos mistos.

Teorema 1.7. (Teorema Interpolacgdo de Riesz - Thorin). Sejam (Xy, Ay, pix)1<k<3
trés espagos de medida e 1 < pj;,q;,7; < 00 para todo j = 0,1. Se T : LY LY — LY,
¢ um operador continuo com norma M; respectivamente para todo j € {0,1}. Entdo

T: LR LY, — LY, éum operador continuo com norma My tal que

My < My~ M?,
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em que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
<77>:<1_9>< 9 ) >+6<77> ) 96[071]
Po G To Po 4o To b1 ¢1 71

Demonstracao.

Considere f € L L% e f € LY,. Usando o Teorema é suficiente provar que
/@M)%WﬁM”WMWWMH

Seja z € S, onde S = {x +iy: 0 <z < 1}. Defina

3

ao(
f(@1, @) f(x1, m2) v po( L= +35)
Flana) = Lﬂwbxﬂ!(Hf@hwWL%) el

1—2 z )

g(ws) ()
e )|!( w3)]’ :

se z =0, temos que f, = f e g. = g. Agora, considere a funcao

= [ Tf(a)glaa)dps.

Temos que F' é continua e limitada em S e é analitica em seu interior. Como F(f) =

H\]\‘ N

gz ($3)

Jx, Tf(x3)g(x3)dus, pelo teorema das Trés Linhas, ¢ suficiente mostrar que
F(j+1)|<A; Vji=0,1
e assim, obtemos o resultado desejado.

Afirmacdo 1: f € LY Lq] para todo 7 = 0,1 e vale a igualdade

||fj+iy||L1;gqu Hf”LPG Lqe . (14)

De fato, usando que |a”| = 1 para todo a > 0 e t € R, temos

1— ] 1y+1+zy

as(
flan. ) (i
wa(Tn, )| = || (x1,.
|f]+y( 1 2)| (“f(l‘l)-)“ng ||f 1 ||Lq9

)] |
(Hf(xl,,)u%) Hf(:cl,.)Hng.

Logo, usando o fato que || f™||z» = || f||75m temos
20
vl = [ssaten i |, = [0 00 b, 0% ¥
X1 LX1
Po_4p
= (IS, -)Hng 1 (1, -)HLqe .
L
X1
Po
o
- Mmm%;e

X1

||f||Lp9 qu < 0.
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Isto mostra a afirmacio f € LY LX2 e vale ((1.4).

/
0

= |g(x3)]".

" Segue-se

T
Continuando com a prova, note também que |g;4,(23)|

Dai, usando a
Desigualdade de Holder com expoentes conjugados 7; e r

FG+m)l < [ T hmlloenaldn = [ [T fes)la)

i‘*!
[SENCSN

dps

S
\QD\

< Tl Mol ™1l -

Xs

r

>~

< M ”fJ-HyHLpJ qu HgH

ﬁ“\‘

L9
X3

3

’
_6

’!‘/
= M; Hf“LPe L% HgHLi

)

X3

onde na pentltima desigualdade usamos que 1" € i)(L?g1 L;’?Q, LY ,) € na tltima igualdade
a Afirmagdo 1. Assim, se j =0 e j = 1, tem-se respectivamente

3

i}

| (Zy)| < MO||f| Lpe Lqe ||g||;2/9 = Ao
X3
e

k'

[N

[F(1+1y)| < MleHLpe L2 lgll’

A
L
Portanto, usando + = % + 2 ri, —
0

Xk

3
__1-6

!
To

+ 2 ¢ a estimativa do teorema das Trés Linhas
1
obtemos o resultado desejado:

| = |/X3 Tf(ws)g(ws)dps] < Ay AT = My~ MY||fll 2o 120 llgl]

Portanto My < Mj~M?.

Corolario 1.7.1. Sejam (Xy, Ay, i) 1<k<2 dois espagos de medida e 1 <
todo j =0,1. SeT : L'} — LY

Dj,qj < 00 para

¢ um operador continuo com norma M; respectivamente
para todo j € {0,1}. Entao T : LK — L

¢ um operador continuo com norma My tal
que

My < MIOMY,

()-eonfd) - ol

, ) , 0€0,1].
Po Qo P1 Q1

em que
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Corolario 1.7.2. Sejam (Xy, Ay, px)1<k<2 dois espagos de medida e 1 < p;,q; < 00 para
todo 7 =0,1. Se T : ngngéz — C € um operador continuo como norma M; respectiva-
mente para todo j € {0,1}. Entao T : LR LY, — C é um operador continuo com norma
My tal que

My < MO MY,

1 1 1 1 1 1
(L5 amn (L) oL L) sepn
Do Qo Po 4o P11 ¢1

As demonstragoes dos dois ultimos coroldrios seguem diretamente do Teorema [1.7]

em que

Observacdo 1.3. Daqui em diante (X7, Aq, 1) e (Xa, Ag, 11o) serdo os espagos de medida
de Lebesgue na reta e no RY respectivamente, onde (X1, Ay, u;) serd o espago da varidvel

temporal e (X3, Ao, 119) serd o espago da varidvel espacial.

Uma consequéncia importante do Teorema ¢ a seguinte desigualdade.

Teorema 1.8. (Desigualdade de Young). Sejam f € LP(RY), g € LY(RY) e 1 <
p,q < 00 com % +$ > 1. Entdo f+g € L"(RY) onde % + é =1+ % Além disso,

L * gllr < A f o llgll o (1.5)

Demonstracdo. Para g € LY(RY) definamos o operador

T(f@) = [ Sz =ygly)dy = (f * 9)(x).

Logo, pela Desigualdade de Minkowski (1.2)) e usando que a convolugdo é comutativa,

ol = ([ ([ o =) i)’

< [ (L o= npisras)’ ay
= lglzal 2.

temos

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder temos

1T fllze < Ngllpall Il ar-

Assim, T € £ (Ll(RN), Lq(]RN)) Ne (Lq/ (RM), LOO(RN)) com norma limitada por ||g||zq,
logo pelo teorema de Riesz-Thorin implica T € £(L(RY), L"(RY)), em que

1 1-0 0 1 0
e L (10 +0(1 - ) =1—~ e
, 1 7 (1—0)+6( q) .
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Além disso,

ITlleqze.cry < ITer, o 1T gz ooy < gl llgllza = llgllza

e portanto,
1T fllr = 1f % gllir < I Fllzellgllze-

Agora vamos a definir a fungdo maximal e o potencial de Riesz, ferramentas ne-
cessarias para mostrar o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev que sera determinado

posteriormente.

Definicdo 1.5. Seja f € L} (RY), definimos a funcio Mazimal associada a f denotada
por M(f)

1 1
Mi@ = sl [ oy =spd [
1
= (1 gyt

Observacdo 1.4. Se f € L>(RY), entao || M fllze < ||f|lpe-

Proposicao 1.1. (Teorema de Hardy-Littlewood). Seja 1 < p < oo. Entio M :

LP(RN) — LP(RYN) € um operador quase-linear continuo, isto €,

M flle < cO)|fllee » paratodo f € LP(RY). (1.6)
Demonstracao. Veja [16], pagina 37. [
Lema 1.3. Seja g € LY(RY) uma funcdo radial, positiva e ndo crescente de r = ||z||.
Entao
1z
sup g+ f(2)] < llglle Mf (), onde gu(z) = 159(7).
Demonstracdo. Veja [16], pagina 38. [ |

Definicdo 1.6. (Potencial de Riesz). Seja 0 < a < N. O potencial de Riesz de ordem
«, denotado por 1, € definido por

hﬂ@z%/ f)

- Wdy = Cockoc * f(l'), (17)
onde

o 1 o r—1 _—t
- 5), ko(x) = e e T'(z) :/o t*etdt, x € R.

N (6% N
o = m22°T(=)'(—
ca =2 2T(HI0(5
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Teorema 1.9. (Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejam 0 < o < N e

1 <p<q< oo tal que % =1_ Entdo I, : LP(RY) — LY(RY) é um operador linear e

—_1_ «a
p N*

continuo, isto €,
1o fllze < e(N,a,p)||fllz» , paratodo f € LP(RYN). (1.8)
Demonstracdo. Dividimos o kernel k,(z) = £/ (z) + k(z),

. 0 , se x| >e
ko) =
ka(z)  selz] <e,

onde € > 0 serd determinado. Assim,
Lo f(@)] < callk * f(@)| + |k * f(2)]) = call + IT). (1.9)

Observe que £/, € L*(RY) pois

¢ pN-1

/RN Ik (z)|dz = /Im ko (2)|dz = ¢(N, a)/o S dr = e(N, a)e” < oo,

Logo considerando ¢(z) = M%X[mgu e usando o Lema temos

1
I =1k, x f(z) = ‘(WX[HSE]) * f(x)

(o2 +7) @)] = ltgex @)
< el f@) = e(N,a)e Mf (o),

= Ea

ou seja,
I <c¢(N,a)e*Mf(z) . (1.10)

Por outro lado, considerando f € LP(RY) e usando a Desigualdade de Holder, segue-se
11 = K f@)| = | [k =) @)dy] < 1Ak

mas,

1 i 00 T,Nfl P
Ikl = </|$|>E|x‘(]v_a)p/dx> =¢(N,p) (/e T(N_a)p/dr>

N _
= ¢(N,p)rv Nt .
ComoO<a<Ne%+§:1,temosqueg—N+oz<0, isto implica

N _
||k(c>zo||LP' < C(N,p, oz)ep/ N-I—oz'
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Assim,

IT < ¢(N, p,a)e” 4 flls . (1.11)

Agora escolhemos € = €(x) tal que as estimativas ((1.10) e (1.11]) sejam iguais, ou seja,

N _Nta
eMf(x)= e " fllze

logo, ja que p e p’ sdo expoentes conjugados temos que g — N = —%, e assim,
_x  Mf(z)
€ r = (1.12)
[paive
combinando ([1.9)), (1.10)), (L.11)) e (1.12), tem-se
N _N-a
Laf(@)] < e(N,p,@)(e*Mf(x) + e " flir)
= ¢(N,p,a)e" M f(x)
Mf(z)\ ™
= ) (12) T wsw
/1] e
= (N, p.a)(Mf(@)FIfIE
_ pa
= o(N.p,a)(Mf(@)lfllz,  0=F €(0,1).

Finalmente, pelo Teorema de Hardy-Littlewood e tomando a norma L4(RY) conclui-

mos que

Hafllze < e(Np, )| FIZ (M) Nlza = (N, )| F Il (M) 60y

S ( » Dy )HfHLPHf”Lq(l 0) *
Note que (1 —0)q = (1 — 5 )q = p, pois % = }D — & Portanto,
Hafllze < (N, o, p) || f][ e

1.3 A Transformada de Fourier

Nesta secao estudaremos a transformada de Fourier. Comecamos estudando tal con-
ceito para fungoes em L'(RY) e posteriormente veremos que a transformada pode ser

considerada em outros espacos como S'(R¥Y) (espaco das distribuicoes temperadas).
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1.3.1 A Transformada de Fourier em L!(R")

Definicdo 1.7. Seja f € LY(RY). A transformada de Fourier de f, denotada por F(f)

ou f, ¢ a funcao dada por

F(Hw) = fly) = /N e @Y f(x)dr , paratodoy € RY, (1.13)
R
em que (z,y) = 1y1 + ... + TNYN-

Teorema 1.10. Seja f € LY(RY). Entdo

i) A lei que associa f — f, define um operador linear de f € L*(RN) em L®(RN),
satisfazendo

IF (e < (I f]]Lr- (1.14)

it) A fungdo f:RYN = C € continua.

~

iti) f(y) = 0 quando y — oo (Lema de Riemann - Lebesgue).

)

Tf(y) =e " f(y), onde mf(z) = f(x—h) e (1.15)
D f(y) = fly = h) = (). (1.16)
v)
Sufw) =aF (V) . onde uf(@) = flax). (1.17)
Demonstracio. veja [L1], capitulo IV. -

Observacdo 1.5. Note que se f > 0, entdo em (1.14) vale a igualdade

FO) =11 Fllee = I1fllos-

Na tentativa de caracterizar a transformada de Fourier em L'(RY), uma questdo
natural surge: serd que a transformada também pertence a L*(R™)? A reposta é negativa,

veja o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. Sejam N =1, f(x) = x-1,1)(2). Entao f ndo pertence a L'(R).
De fato, é claro que f € L'(R). Logo,

f)= [ e pmdr = [ eiovde = gsef;@)_

Note que f ¢ L*(R).
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O proximo teorema mostra a relagdo existente entre a transformada de Fourier da

convolucao e a transformada das fungoes envolvidas.

Teorema 1.11. Sejam f,g € L'(RY), entdio

— ~

(f*9)(y) = f(y)5(y) (1.18)

Demonstracao. Utilizando o Teorema de Fubini e uma mudanca de variaveis, obtemos

Fea) = [ e (feg)ayda= [ e [ fla—2)g(:)dzdo
= /]RN/RN —@W) (1 — 2)g(2)dxdz
= / g(2)e” Yz /RN e @) f( — 2)dx

= / w)dw | g(z)e Y dz
RN

RN
= Y)3(y

1.3.2 A Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Nesta subsecdo apresentaremos o espaco de Schwartz denotado por S(RY), que serd
a ferramenta basica para estender a transformada de Fourier a uma classe maior de dis-

tribuigoes.

Definicao 1.8. Definimos o espago de Schwartz ou das funcoes C* rapidamente decres-

centes por

SRY)={f:RY = C: fecC®R")e sup |2°D°f(x)| < oo}

zeRN

para quaisquer multi-indices o, B € NV.

Observacoes.

i) C*(RN) € S(RV). Note que a funcio f(z) = e 1** pertence a S(RV) mas nio a
C(RN).

ii) O conjunto S(RY) é um espago vetorial sobre os complexos e tem uma topologia

natural induzida pela familia de seminormas || f||. s definidas por

[ £lla,s = sup |z*D?f(x)].

zeRN
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Mais precisamente, S(RY) é um espago métrico completo, quando munido da dis-

tancia

d _ N o (lal+18) |f = gllas ‘ 11
(.9 =2, T (119

iii) S(RY) ¢ um subespago denso em LP(RY), para todo 1 < p < co.

Agora vamos introduzir uma noc¢ao de convergéncia em S(RY), para definir o espaco

das distribui¢oes temperadas.

Definicdo 1.9. Dizemos que a sequéncia (¢n)neny em S(RY) converge a ¢ € S(RYN) se,
somente, se

lim ¢, —¢llag=0 Va,p¢€ N,

n—oo
Teorema 1.12. Suponha que f, — f em S(RY). Entdo f, — f na norma LP(RY) para
todo p € [1, 00].

Demonstracdo. Veja [11], pagina 200. [ |

No préximo teorema trataremos da relacao existente entre f, D*f e a transformada

de Fourier de f no espago S(RY).

Teorema 1.13. Seja f € S(RY), entio [, 2°f e D*f pertencem a S(RN). Além disso,

para todo multi-indice o € NV

Def(y) =iy f(y). (1.20)
Df(y) = (—i)*lzf(y). (1.21)
Demonstracdo. Veja [18], pagina 103. [ |

Teorema 1.14. (Teorema de Inversdo). Se f € S(RY), entdo vale o teorema de

NVersao

~

f(z) = /]RN '@ f(y)dy, paratodox € RY. (1.22)

Demonstracdo. Veja [11], pagina 196. |

Corolario 1.14.1. f,g € S(RY), entdo

R ~

i) [gy f(z)g(x)de = [gn f)a(y)dy  (férmula de Parseval)

IRy ——A

i) [pn f(@)g(x)dr = [pn f(y)g(y) dy
iii) || fllz2 = || fllze-
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Definicdo 1.10. Seja f € S(RY), definimos a transformada inversa de Fourier por

FHH(@) = (f)V(z) = /RN ei(m’y)f(y)dy para todo x € RV, (1.23)

Observacdo 1.6. Note que F ! estd bem definida pois S(RY) c L*(RY). Além disso,
tem-se
(/)(@) = f(-x) VaeRY
(N'=r=0"  FesS®RY).
A Transformada de Fourier em L?(RY)

A transformada de Fourier ndo pode ser definida em L?(RY), através de (1.13)),

uma vez que a integral ndo faz sentido em geral se f € L2(RY) .

Exemplo 1.2.
0 , sex € (—oo,l1]
! sex e (1,00)
temos que f € L?(R"Y), mas ndo pertence a L'(R").

Nao entanto, pelo Teorema e a identidade de Parseval temos que a transfor-
mada de Fourier define um operador linear e continuo F : (S, ||.||z2) — (S, ||-||z2), que
é uma isometria na norma L?(R"). Deste modo, como S(RY) é denso em L?(RY) o Te-

oremal[1.3] (ii) nos afirma que F pode ser estendido como un operador continuo de L?(RY).

Observacao. O mesmo concluimos com a transformada de Fourier inversa.
Definicdo 1.11. Definimos a transformada de Fourier em L*(RY) dada por
F: LA(RY) — L*(RY)
f— F()=1
em que f ¢ a tnica extensio da transformada em S(RY).

Teorema 1.15. A transformada de Fourier F: L*(RY) — L*RY) é um isomorfismo

topoldgico, isto €, ela e a sua inversa sdo continuas.

1.3.3 Distribuicoes Temperadas

O proposito desta subsegao é estudar a classe de funcgoes generalizadas ou distribui-
¢oes temperadas. Os conceitos e propriedades da transformada de Fourier estudados na

subsecao anterior serao estendidos a essa classe.
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Definicdo 1.12. Uma aplicacio T : S(RY) — C ¢ uma distribuicio temperada se
i) T € linear
ii) T € continua , isto é, se o, — ¢ em S(RY), entio T(p,) — T(p) em C.

Denotaremos por S'(RY) ao conjunto de todas as distribui¢des temperadas e T'(¢) por

<T p>.

Observagao. S'(RY) é o dual topoldgico de S(RY).

Exemplo 1.3. Sejam 1 <p < ooe f € LP(RY). Defina

Ty(¢) = [ f@)e)dz ¥ ¢ e SERY), (1.24)
entao Ty € S'(RY).
A prova segue-se imediatamente da Desigualdade de Holder.

Exemplo 1.4. Seja x5 € RY e defina
0ug () = p(z0) Vo € S(RY), (1.25)

entdao § € S'(RY).
0z, € conhecido como a distribuigdo Delta de Dirac centrada no ponto x.

Exemplo 1.5. Seja 1 uma medida finita no RY e defina

Tulo) = [ edu Vo eSRY),
entdo T, € S'(RY).

Observacao 1.7. Observe que no Exemplo [1.3] uma distribui¢do provém de uma funcao

LP(RY), mas nem toda distribuicio provém de uma fungdo. O exemplo cldssico é a Delta

de Dirac (Exemplo [L.4).

Definicdo 1.13. Dizemos que uma sequéncia (T},)nen em S'(RY) converge a T € S'(RY)
se, e somente se

lim <T,,p>=<T,p > Vo e S(RY).

n=y%0
Esta nocao de convergéncia é muito fraca. De fato, se f, — f em LP(RY), entdo
T, — Ty em S'(RY), o que é uma consequéncia imediata da Desigualdade de Holder.
Além disso, a aplicagao f + T} é continua é injetiva. Assim, podemos identificar LP(R")
como um subespaco de S'(RY).
No que segue, estenderemos a operacao de derivagao e a transformada de Fourier para

o espaco S'(RY).
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Definicdo 1.14. (Derivada de Distribuicdo). Sejam T € S'(RY) e a € NV, definimos

a derivada de T' de ordem « por
< DT, o >= (-1l < T, D* > V¢eSRY).
Observe que, DT € §'(RY), pois T' € S'(RY).
Definicdo 1.15. (Transformada de Distribuicdo). Sejam T € S'(RY), definimos a

transformada de Fourier de T e respectivamente a transformada inversa de T por

<T,o>=<T,(¢)" > VepeSRY)

<(T),p>=<T,p> VepcSRY).

Note que, T e T pertencem a S'(RM).
Observacado 1.8. As defini¢oes ([1.14) e (1.15]) sdo coerentes com a teoria desenvolvida
na subsecao anterior. De fato, se f € S(R) entdao ' € S(R) (Teorema [1.13]). Usando

integracao por partes temos

<Tp,p>= /Rf'(x)mczx - —/Rf(x)mdx = <T;¢ > VeeSR).

Do mesmo modo, se f € S(RY) entdo f € S(RY). Logo usando o Corolério [1.14.1] (ii)
temos, V ¢ € S(RY)

<Tpp>= [ f@e@de= [ F@@wdy= [ F@)@0dy =< Tp.¢ > .
RN RN RN
Teorema 1.16. A transformada F : S'(RY) — S'(RY) é um isomorfismo topoldgico, ou

seja, ela e a sua inversa sao continuas. Além disso,

FFYT)=T=F'FT) VTeSRY). (1.26)

A demonstracio segue diretamente da definicio da transformada em S'(RY) e a defi-
nicao de continuidade.
Definimos agora o produto de uma distribuicdo com uma fungdo. Isso nem sempre

estd bem definido, no entanto podemos fazé-lo em certos casos.

Definicdo 1.16. Seja o € C®(RY), dizemos que ¢ é de crescimento lento se, e somente
se, para todo multi-indice o, existem uma constante ¢ = c(«) e um inteiro ndo negativo
k= k(a) tal que

|D(z)| < c(1+ |z|*)* Vo e RV,
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Notagao: Denotaremos por Q(RY) ao conjunto de todas as fungoes de crescimento

lento.

Definicdo 1.17. Sejam T € S'(RY) e v € Q(RY), definimos o produto da distribuicio T

com a fungao Y por
<yYT,p>=<Tpp> VY €SERY). (1.27)
Note que ¥T € S'(RY), pois claramente ¢ € S(RY).
Teorema 1.17. Seja T € S'(RY), entdo valem as férmulas

DoT = ilelyT. (1.28)

DT = (—i)lelzaT (1.29)

onde x*T (respectivamente y*T ) denota o produto da funcio (x) = z* (Y(y) = y*) com
a distribuicio T' (respectivamente T ).

Demonstracdo. Veja [1§]. n

Encerramos esta subsecao observando que para simplificar a notacao, daqui por diante
passaremos a denotar os elementos de S’(RY) por f, g, h, etc., ou seja, usaremos a notacio
usual de funcao, mas fica subentendido que quando falamos de derivada ou transformada
destes elementos estaremos sempre falando no sentido de distribui¢coes. Em particular a

distribuicao T serd identificada simplesmente por f.

1.4 Os Espacos de Sobolev

Nesta secao introduziremos os espagos de Sobolev. Comecaremos definindo os espacos
WmP(RYN), logo serao apresentados os espagos de Sobolev H*(R") tanto homogéneo como
nao homogéneo e estudaremos algumas de suas propriedades tais como as imersoes de

Sobolev. Esses espagos constituem uma ferramenta fundamental para nosso estudo.

Definicdo 1.18. Sejam 1 < p < 0o e m € N. Definimos o espago de Sobolev W™P(RY)
por
wme(RY) = {f € S'(RY) : D*f € LP(RY), com 0 < |a] < m}.

Observacgoes

i) D*f ¢é a derivada no sentido das distribuigdes.
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ii) O espago W™P(RY) é um espago de Banach com a norma

Ifllwme = > 11D flL»- (1.30)

laf<m

iii) Quando p = 2, W™P(RY) denotado simplesmente por H™(RY) é um espaco de

Hilbert com o produto interno dado por

(f,g)um = > (D“f, D) 2.

laf<m
Agora vamos definir os espagos de Sobolev ndo homogéneos.

Definicao 1.19. Seja s € R. Definimos o espago de Sobolev de ordem s, denotado por
H*(RY) como um subespago de S'(RY)

~

H'RY) = {f e S'RY) : A°f(y) = (1 +]yl*)2f(y) € L*RY)} (1.31)
onde o produto em é como o definido em (1.27).
Note que, pela férmula de Parseval, quando s = 0 temos H°(RY) = L%(RY).

Teorema 1.18. O espagco H*(RY), s € R, é um espago de Hilbert quando munido do

produto interno,
(f.9)ue = /RN(l + 1y1*)* F(9)3(y)dy

Demonstracdo. Veja [1§]. n

A norma correspondente é dada por

e =114 Pz = ([ L+ Py )Pdy) (1.82)

Denotaremos simplesmente por || f||s quando nao houver perigo de confusao.
O proximo teorema reune algumas propriedades basicas dos espagos de Sobolev

H*(RY).
Teorema 1.19. Sejam s,s' € R, entdo
i) H*(RN) C H¥ (RV) se s > s'. Além disso, esta inclusio é continua e densa.
ii) O espago de Schwartz S(RY) é denso em H*(RY).
i) O dual topoldgico de H*(RY) é isometricamente isomorfo a H=*(RY).

Demonstracdo. Veja [11], pagina 337. [
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Observagdo 1.9. O Teorema [1.19(i) mostra em particular que os elementos de H*(RY),
com s > 0, sao fungoes quadrado integraveis, mais precisamente sao distribugdes que
provém de fungdes em L?(RY) pois, neste caso, H*(RY) c H(RYN) = L3(RY). Isso é
falso para s < 0.

O préximo exemplo mostra que a distribuicdo Delta de Dirac pertence a H*(RY) com

s negativo.

Exemplo 1.6. § € H*(RY), sempre que s < —%. De fato,

<O >=<8,g>=(0) = [ eMeldy = [ elydy =<1, >,
RN RN

assim, 6 =1. Logo

N N
1 255 Qd :/ 1 2sd _ .
/RN( P dy = [ A+ [yF)°dy <oo, ses < -5

Portanto, § € H*(RY) se s < — .

Observacgao. A distribuicao de Dirac nao provém de uma funcao, ou seja, nao existe

f tal que Ty = 0 (veja, por exemplo, [1§]).

O préximo teorema mostra que quando s € N, o espago H*(RY) ¢ igual ao espago de
Sobolev da definigao (1.18]) com p = 2. Além disso as normas ((1.30)), com p = 2 e (1.32)

sao equivalentes.

Teorema 1.20. Seja s € N. Entdo f € H*(RY) se, e somente se, D*f € L*(RY) para
todo multi-indice o tal que |o| < s, onde as derivadas sao calculadas no sentido das
distribuicoes.

Demonstracdo. Veja [11], pagina 339. [ ]

Vamos agora definir os espacos de Sobolev homogéneos denotado por H $(RY) para

todo s € RV,
Definicao 1.20. Seja s € R. Definimos o espago de Sobolev homogéneo de ordem s por
H'RY) = {f € S(RY) : D*f(y) = (lyI'f(y)) € L*(R)}. (1.33)

Definimos também a norma em H*(RN) dada por

1.f1

e = 1D = [ W 1F )Py (1:34)
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Observacdo 1.10. Se s > 0 entao H*(RY) ¢ H*(RY). Alem disso,

/]

i < [ f s (1.35)

De fato, seja f € H*(RY). Logo,

2+ < 00.

171 = [ WP )Pdy < [ 0+ )Py = 1)
R R
Encerramos esta secao provando duas imersoes de Sobolev.

Lema 1.4. Sejam s > & e f € H*(RY), entdo f e LYRYN). Além disso, vale a desigual-
dade
1l < e(s) [1£ls- (1.36)

Demonstracao. Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

~

1l = [ 1 @ldy = [ 1+ 17 (14 lyP)E1F )y

< ([ i) 15l = ol

como s > I entdo c(s) é finito. Assim fe LY(RY) e vale l} u

Teorema 1.21. Seja s > &, Entio H*(RYN) pode ser imerso continuamente em Coo(RY)
(a colegio das fungoes continuas de RN em C que tendem a zero quando |x| — 0o) e vale

a desigualdade
[fllzee < c(s) 1]l (1.37)

Demonstracdo. Seja f € H*(RY), logo pelo Lema [1.4] temos que f € LY(RY). Combi-
nando (|1.14) e (1.36]), segue-se

1£llzee = 1))z < 1Fllmr < e(s) 1 £1]s-
Isto é, f € Coo(RY) e vale ([1.37)). ]

Teorema 1.22. Seja s € (0,5), entdo H*(RYN) ¢ continuamente imerso em LP(RY) com

p =22 Além disso, para todo f € H*(R") temos

1flle < (N, s,p) [ f]s- (1.38)

Demonstracao. Considere ¢ = D*f. Usando a formula de Parseval e (1.35]), obtemos
que g € L*(RY), pois

lgllze = 1D°fll2 = [[D*fll2 = || f]

is < I flls < oo
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Aplicando a transformada de Fourier a g e usando a definicio de D?®, temos

) = Wl fly) = Fy) = ‘;,smy).

Logo, aplicando a transformada inversa a f e usando || segue-se

fla)=(FX

onde I, é o potencial de Riesz definido por l) Por outro lado, como s < &

ge L’RY)ep=

2N
N—-2s?

1/ 1]ze

1 1
20 = V9 (175 ) () = Lo

2
obtemos pelo Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev que

= [sgllr < (N, 5,0) [lgllez < (N, s, ) f]s-

28
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CAPITULO 2

Boa Colocacao Para a Equacao de

Schrodinger nao Linear

O objetivo deste capitulo é estudar boa coloca¢ao do problema de Cauchy para a

equacao de Schrodinger nao linear, isto é,

i0u+ Au+ Nul*u =0, teR, zeRY,
(2.1)

u(0, ) = uo(x),
onde A = +1,a > 0 e ug € L*(RY). Mostraremos boa colocagdo local e global no caso

subcritico, isto ¢, quando a < %. Além disso, provaremos no caso critico, quando o = %,

boa colocagdo local e, em caso particular, boa colocacdo global.

2.1 Equacao de Schrodinger Linear

Nesta secao estudaremos algumas propriedades do grupo associado a equagao de
Schrodinger linear, que serdo tteis nas demonstragoes dos teoremas de boa colocagao.

Considere o problema de Cauchy envolvendo a equagao de Schrodinger linear, isto é,

{ idpu(t,z) + Au(t,z) =0, teR, z RV, (2.2)

u(0,x) = ug(x).

Seja ug € S(RY). Aplicando a transformada de Fourier em relagio a varidvel x em (2.2)

e usando (|1.20]), obtemos

(2.3)

{ id(t,y) = —ily|2a(t,y)
u(0,y) = to(y).

29
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Fixando y € RY, reduzimos o problema de Cauchy de uma EDP a um PVI para uma

EDO de primeira ordem. Sabe-se que a solu¢ao do problema ([2.3)), é dada por

a(t,y) = do(y)e M. (2.4)

Logo, aplicando a transformada de Fourier inversa e usando (1.18]), obtemos
u(t, @) = (Go(y)e ™) = ug x (7 (2). (2.5)
Fixado s € R, denotaremos por U(t) ou e o operador de H*(RY) em H*(R") dado por
U(t)ug = €™ ug = ug * (e~ W)V (2.6)

Assim, temos o grupo associado a equagao de Schrodinger linear

u(t) = U(t)ug = e uy. (2.7)

Agora, mostraremos algumas das propriedades do operador U(t) = €2,
Proposicdo 2.1. A familia {U(t)} ¢ um grupo unitdrio de operadores em H*(RY), isto ¢,

1) Vt € R, e . H¥(RY) — H*(RY) € uma isometria, ou seja,

itA

||6 U,()| Hs = ||UO| Hs-

2) 6itA€it’A — ez’(t+t’)A com (eitA)—l — e(=i)A

3) A =1.

4) Se f € H¥(RY), entio a fun¢io Gy : R — H*(RYN) definida por G;(t) = e f ¢

continua, isto e, G; descreve uma curva continua em H*(RY).
Demonstracao.
1) Seja up € H*(RY). Usando (2.4), segue-se
el = [ U+ P el dy = [ (4 ) (e Py

= [+ )l () Py
= Juollz.

2) Sejay € RV

(eitAeit/AuO)A(y) _ <6i(t,)Au0)A(y)e_i‘y|2t

= Gp(y)e WY et = g ()P )

o~

_ (€i(t+t’)Au0) (y)

o . .
A A — illH)A - A outra parte segue do item 3.

entao e
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. \
3) €0tAU0 = (a06710|'|2> = (ao)v = Ug-

4) Seja f € H*(RY). Combinando (2.4) e o Teorema da Convergéncia Dominada,

segue-se
. 3 s 2\5|GitA | _ gitnA F|2
i (|G (1) = G (tn) s fim, J A+ [y etdf — et R f | dy

= lim [ (1 |yP)* [ Fly) (e — e ) Pay

tn—t JRN

= 0.

2.2 Estimativas Strichartz

Nesta secao definiremos o conceito de par admissivel e em seguida, provaremos as
estimativas de Strichartz que serao fundamentais para mostrar os teoremas de boa colo-

cacao.

Definicao 2.1. Dizemos que o par (p,q) é admissivel se,

2 N N
-—= = — — e (2.8)
q 2 p
2 < p<% se N >3,
2< p< oo se N =2, (2.9)
2< p< se N =1.

Observacao 2.1. Se (p, ¢) é um par admissivel, entdo 2 < ¢ < co. Além disso, observamos

que (2,00) é sempre admissivel.

A seguir, mostraremos um resultado que serd usado na demonstragdo do préximo

lema e no Capitulo 3.

Proposicao 2.2. Considere € RN e a fungdo

flz)=e= (2.10)
Entdo, a transformada de Fourier de f estd dada por
F(y) = clit) = e P, (2.11)

em que ¢ € uma constante independente de t.
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Demonstracdo. Note que f ¢ L'(RY), entdo ndo podemos usar a férmula ((1.13). Para

calcular a transformada vamos usar o método de regularizagdo da fungdao f. Considere
—e+1i :c2

e > 0 e defina a fungdo f.(z) = =7 Pela Desigualdade de Hoélder temos que

elz|?
f. € LY(RY), pois f € L®(RN) e e~ € L'(RY). Além disso, temos
fe = f quando, € — 0.

Por outro lado, T}, e T} pertencem a S'(RY), com T} dada por (1.24). Como |f] < 1,

entao

Ty, — Ty em S'(RY) quando € — 0.

De fato, seja ¢ € S(RY), logo

lim T () =limy | fe(z)p(z)dz.

e—0

Considere g. = f.(x)p(x). Temos que g. é limitada pela fungdo ¢ que é integravel, logo

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue-se

7y, (p) = [ | f@)e(e)de = Ty(p).

e—0

Agora denotaremos T}, simplesmente por f.. Como a transformada de Fourier ¢ um

isomorfismo em &'(RY), temos que
f.— f em S'(RM).

Por outro lado, ja que f. € L*(RY), podemos calcular a transformada pela férmula ((1.13)),
isto é,
N o (metd)|x|?
o =Y g —
fely) = /RN e "We @ dx.
Denotemos ﬁ_ por h. Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue-se que

a derivada parcial de h em relacao a y; estd dada por

(—eti)z]?
4t T

Ohly) = [ —iwje e
’ R

—1 2t . — ) —e+1 z2
_ i( )/ e*”y( 6+Z)xje< sl
—e+ 1 JrN 2t

Z.

— (—eti)|z|? : ~
Consequentemente, fazendo u = e™*¥, 0, v = e # e usando integracao por partes,

obtemos
_ —i(2t) iy (eIl
0,,h(y) = —e+i/RN iye e x,
isto é,
2ty;
Oy, h(y) = ~—=N(y). (2.12)

71— €
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Derivando novamente (2.12)) em relagio a y;

2t 2ty ot 41292
Oah(y) = —— + —9, h(y) = (—— + —1

Ys i—€ i—¢€ i—e (i—e¢€)

Portanto, o laplaciano de h é dado pela seguinte EDP

Ah(y) = (ft_Ne " éﬁi’;) h(y).

(2.13)

Além do mais,

wfZ

h(O):c( ! ) , (2.14)

€—1
em que ¢ é uma constante que independe de t.

De fato, fazendo z = VQf/x e usando o fato que e -l ¢ integravel, segue-se

N N
h(0) :/ EJZ?WQ dx :/ \/ﬁlx\ 2V / e 1Py = C( t )2
RN RN VeE—1 RN €—1
Logo, a solugdo da EDP (2.13)) com a condigao (2.14]) é dada por
N
~ t 2 tyl?
hy) = fe(y) = C( ) e,
€—1
Finalmente, tomando € — 0 obtemos a transformada de Fourier de f
N
fy =c(5)" e = clinyFer
—i
[ ]
Observacdo 2.2. Combinando (|1.26)) e a Proposigao temos o seguinte resultado
. 1 i|x 2
(e PV = ¢~ i (2.15)

Mostraremos agora um lema o qual serda usado para provar as estimativas de Stri-

chartz.
Lema 2.1. Sejam t # 0, %—i— 1% =1 ep €]1,2]. Entao, o operador
U(t) : LV (RY) — LP(RY)

é continuo e vale a desigualdade
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Demonstracdo. A Proposicao 2.1} para s = 0, nos diz que U(t) : L2(RY) — L*(RV) ¢
limitado com norma

||U(t)||L2_>L2 = sup HU( )fHL2

-1
ifl2o0 I f] ez

Por outro lado, o operador U(t) : L}(RY) — L>°(RY) é limitado e sua norma é dada

por
Ut oo 1

WO gsss = sup WO ey L

2o Nz &

De fato, combinando ([2.15)) e a Desigualdade de Young, segue-se

U@ fllee = |c

Logo, pelo Teorema de Riesz-Thorin obtemos que U(t) : L¥ (RY) — LP(RY) ¢ limitado.

Além disso,

_ _N
U@ < U@l IU@NT < eft]=*, (2.16)
desde que,
1 1-46 1 1—-46
—=—+40 e —= com 0<60<1,
4 2 p 2
isto é,
1 1
S+==1
p P
Além do mais, note que
1 1
0=——-
p p

Teorema 2.1. (Desigualdade Strichartz). Seja g € L7 (R : LP'(]RN)) Entao, o
grupo {U(t)} satisfaz

| [ Utt= 190,810 izrz < cllgl (2.17)
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em que (p,q) € um par admissivel.

Demonstracao. Combinando a Desigualdade de Minkowski ([1.2)) e o Lema 2.1} tem-se
||/Ut—t AN || p < /||Ut—t )| ppdt!

< ot
< / ot Ol
— e gl

Itla

= Il—a(||g(‘7t )HLg')(x)u

em que
N1 1

a=5(—7)

2p P

e I;_, é o potencial de Riesz definido por . ). Logo, pelo Teorema de Hardy-Littlewood-

Sobolev temos

I [ U= e)gt. et e]|

5allgte )

S c H Hg(7 t/>HL§' Le

(/ ||/Ut—t )| pdt)q §c(/ lg(.6)]7 ,dt)
R
desde que,

1 1 1-a) o 1 a 1> (1 N<1 2>> @2 N N
_—= — — — Qa —_ = _ =) — _—— _ = _= — = —,
q ¢ q q 2 P 2 p

!
q
Lt

Isto é,

Por outro lado, como (1 —a) > 0 entdo 1 — 3 > 0, ou seja,

2
- <1 2.18
. (2.18)
Logo, combinando ([2.18]) e o fato que (p, q) é par admissivel obtemos
N N -1
2 p
Isto é,
N-2 1
2N P
Portanto,
)2 < < 2 N >3
i se
e — p N _ )
)2 < p<oo se N=2,
i) 2 < p<oo se N =
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Observacdo 2.3. Note que, se N =2 e p = oo entdo 5 — % =2 s q=2
Se N =2, p= o0 nao é admissivel e se N > 3, p = ﬂ ¢ admissivel. Isto foi provado

por Keel e Tao [12].

Corolario 2.1.1. Sejam (p,q) wm par admissivel, g € L7 (]R : LPI(RN)) e f € L*(RY).

Entao, valem as sequintes desiqualdades:

i) 1 [ U®g Btz < cllglly (2.19)
i) [|U@)fllzae < cll fllzz- (2.20)
Demonstracio.
i)
||/ )dt]|7, = /RN(/U mtdt)(/U(t’)g(a:,t’)dt')dx
_ /RN/ xt(/Ut—t )dt)dtdx

dai, usando a Desigualdade de Holder para espagos mistos (|1.1)) obtemos

| [U®gC0dtlEs < gllyy el [ UG =196 00 1z,
Finalmente, usando a Desigualdade Strichartz (2.17)) concluimos

H/U Dt < cllgll o o lgll o -

Portanto,

H/ U0tz < cllgl g

ii) Pelo Teorema |1.4| temos

—

U@ gz = sw{ [ [ UOF@gla.Odwdt : gl gy <1

entretanto, usando duas vezes a férmula de Parseval obtemos

L U@y de = [ U030 0dy
= [ e Wt Hdy
= [ F@e gy, )y
= /RN F@)U®)g(x, t)dz.
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Logo, combinando o Teorema de Fubini e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, e o

item i, tem-se

| L v

g(x,t)dxdt

= [ e
_ /RN () (/R U(t)g(a:,t)dt) da

g(x, t)dtdx

)t 2

Ifllzzll [ UGt

1Al z2llgll o -

Assim, tomando o supremo em ambos os membros da desigualdade acima e usando

o fato de que ||g]| » < 1, obtemos

i e

0Oy =suw{ [ [ U

Corolario 2.1.2. Sejam (po, qo)
entio o grupo {U(t)} satisfaz

| [ve-v)

Demonstracao. Defina

,t)at’ HquLpl < c[gll « qOLpO-

ol )t gl <1} < el

e (p1,q1) pares admissiveis. Se g € L% (]R . LPo (RN)>

(2.21)

2N N>3,
p(N)=q "7 -
s, N=12
Observe que,
1 1 1 1
2 < popr<p(N) & ——— < = — <=
< po,p1 < p(N) o) 0 S 2
2 N N I N N
p = pN)=-=———F+ & —=— .
() ¢ 2 p(N) g 4 2p(N)
Sejam
1 N N
P () o o- (e e ).
2 p(N) 4 2p(N)

entdo podemos concluir que (pil, qil) (pio,

| [ue-e)

AN dt|| 2

Afirmacgao 1.

De fato,

[

t

IA

)dt |z < cllgll o Lk

q%) estao na reta que ligam os pontos PQ.

(2.22)

t
sup | [ Ut = )g(..t)dt'| 2

teR 0
t

supuU(t) [ U901z
0

teR
sup | | U(=t)g(..¢)dt'|| 2

teR

HgHLg/lLZ/l
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em que na pentltima igualdade usamos que U () é uma isometria em L*(RY) e na desi-
gualdade utilizamos (2.19)). Assim, a Afirmagdo 1 estd provada.

Agora suponha sem perda de generalidade py € [2,p;). Logo, aplicando o Corolério

[1.1.3] obtemos
1
q0 q0
)
L2

t
H/ U(t—tl)g(.,t/>dt/”quLP0 = (/
0 £ R

/OtU(t—t)( ¥)dt

t qo(1-0)
< (/ / Ut —t)g(., ¢')dt
R [1Jo L2
t q0(0) %
/ Ut —t)g(.,t")dt dt)
0 Lt
t (1-6)
< sup / Ut —t)g(.,t)dt
ter 11J0 L2
t q0(0) ©
(/ / Ut —)g(., ¢')dt dt) ,
R 0 Lgl
ou seja,
I<|| | Ut—t)g(, t"dt'] s t')dt’ 2.23
I Izzrzll f, )t a0 1 (2.23)
em que
t
I— ||/ Ut — t)g(., t')dt'|| yao .
0 e
Desde que,
1100
Po 2 P
isto é,
9 _
po(2 — p1)
Por outro lado, como (pg, o), (p1,q1) sdo pares admissiveis temos
2 N N 2 N N
—=——-— € —=—=—-—.
Q1 2 m do 2 po
Assim,
N 2 —
N__—mw  _ m o B _n2-p) (2.25)
4 qo(po — 2) q1(p1 —2) a1 pi(2—po)
Logo, usando ([2.24) e (2.25]), obtemos que
a1 = qot (2.26)

Portanto, combinando (2.23)), (2.26), a Afirmacao 1 e a Desigualdade Strichartz (2.17)),
segue-se

(1—-6
I [ U =)0 ) oz < elgll o ol (2.27)

qlL
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Para finalizarmos a demonstracao, provaremos a seguinte afirmacao

Afirmacgao 2.
t
I [ U= )90t g < gl (228)

De fato, utilizando o Teorema e a Desigualdade de Holder para espagos mistos ([1.1]),

segue-se

t t
H/ Ut —tg(.,t)dt'||jar p;n = sup {// (/ U(t—t’)g(m,t’)dt’> h(x,t)dxdt}
0 o Il g pr <1 R RN AJO
Ltlel

t
< swp gl gl [ UE= R0 oo
HhHLz/l L £

T

< ||9HL36L§'O | |sup/ : (C||h||L;1/1L§I1)

[EFAVAS
t

< clgl g

onde na penultima desigualdade usamos a estimativa (2.27) e assim obtemos o resultado

desejado. [

2.3 Boa Colocacdo em L*(RY)

O objetivo desta se¢ao é estudar a boa colocagio do PVI (2.1) no caso subcritico
(0 < < 4)em LARY).

2.3.1 Caso Subcritico

Nesta subsegao provaremos a boa colocagao local e global do PVI (12.1)) no caso sub-
critico em L2(RY).

Antes de enunciar e provar o teorema de boa colocagio local, denotaremos por ||ul| Ll @

1
T 3
fulagas = ([ hucoltgar)

Observe que a diferenca desta norma para a norma ||ul[zrs ¢ o dominio de integragao em

norma definida por

relacao a variavel t.

Teorema 2.2. Considere o PVI . Se0 < o < +, entdo para todo ug € L*(RY), existe
T = T(||uo|lzz, N, ) > 0 e uma tnica solugio u da equagio integral (4}) no intervalo [0,T)]
com

we C((0.7): LARY) N L ([0,7] : L*2(RY)),
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em que r = 74(?\‘,22)
Demonstracao.

Afirmagao 1: O par (a+ 2,r) é admissivel.

De fato,
> N N 2 N(a+2)—2N 1 Na
S= - & - = & S=—
ro2 a+2 r 2(a+2) r 4dla+2)
4 < 4 _ 2N44 2N+4
Como a < 4, entdo 2+ a < 2+ + = 254, Daf, 284 < 28 pois
ON+4 2N ) ,
< & 2N -8 <2N° & -8 <.
N N —2

Portanto, o par (« + 2,7) é admissivel.
Seja X =C (([O,T] : LQ(RN)) NL" ([O, T): La+2(RN)) e defina o operador

G: X — X
u — G(u) =U(t)ug + iA /Ot Ut — ") (Ju]®u(t"))dt'.

Vamos utilizar o teorema do ponto fixo de Banach, assim desejamos encontrar um sub-

conjunto S C X fechado tal que
i) G(S) C S,
ii) G é uma contracao em S.

Defina
S(a,T)={ue X : ||ullr <a}, (2.29)

em que

[ullr = sup [lu(t)c2 + [|u|

te(0,7)
Afirmacao 2: Existem a > 0, T' > 0 tal que G(S(a,T)) C S(a,T).
De fato, usando a Desigualdade Strichartz (2.17)) e (2.20)), segue-se

t
IG @z < N0 ollgrzve+ 1| [ UE =) (ulu(t))de | g oo

< alluollez + ealllulull L orar
ou seja,
Gy rave < erlluollez + calllulull L vy (2.31)
Entretanto,
mwwwww,zmw%mywyszwwygﬁ
= el = el s
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em que usamos os seguintes fatos

1
pum— 1 m pumy mm‘
arm =y © e = i
Logo,
|Gl 2 < alluollz + ealull 2o (2.52)

Note que, como a < 5 entdo (o + 1)r' < r, pois

r (a+2) 4
(a+1)r'<r & a+1<;:r—1 & a+2:r:4Ta S a<

Daf, usando [I.1.1] temos

ol s e = ol g oy < WUay [l e, = (T)PMlpgpgee (2:33)
desde que, X
r(a+1) - 5—{_;’
isto é, X ' Ve
b:a+1<1_4)' (2:34)

Assim, combinando ([2.32)), (2.33)), (2.30) e (2.34]), segue-se

il
1G@) I yzeve < erlluollzz +eo(T) T flullf ) ors

_Na
< cilluollzz + eo(T) 7 ufl3

Por outro lado, utilizando (2.20]) e (2.22)) obtemos

t
Gy < ||U(t)uOHLgs>Lg+||/0 Ut —t)(Ju|*u(t))dt'|| Lo 2
< Ul aeys
< alluollzz + cofl|ul UHL;L; +2)
ou seja,
1G(Wllzze 2 < erlluollez + calllulull 0 @ror (2.35)
T Hx

Observe que, (2.35)) é a mesma estimativa que (2.31)), entdo obtemos o mesmo resultado,
isto é,
_Na g
IG(@)llpgerz < erlluolles + e2(T)' =75 [lullF™. (2.36)

Portanto,

Gz = NGl e + G (WL rz

_Na
< afluollzz + ea(T)' 7 ull3
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Assim, se u € S(a,T) entao

IG@W) e < exllupllzz + eo(T)' =5 0+, (2.37)
Agora escolhendo
a = 2c1|jugl|2 com CQ(T)I_%CLCerl < g, (2.38)

obtemos de (2.37) que G(u) € S(a,T), ou seja,
a a
1G(u)||r < 5Ts =
Portanto, G(S(a,T)) C S(a,T).
Afirmacao 3: Existem a > 0, T > 0 tal que G é uma contragao em S(a,T).

De fato, primeiro provaremos a seguinte estimativa

No
e = o0l oy < T (alggagen + 015ggznn ) I = ol gz (2:39)

Ja que,
L1 a1 2 1
(a+2) a+2 a+2 7 roor

entdo pela Desigualdade de Holder ([1.1)), segue-se

Mul®w = ol*0ll oo < ell(ful® + 0] e =l vy

< ellful™u = vl pgarar + 10w = ol vy

< ¢ <|||u!a”L;T2L;§2 + |Hv|aHL;rZLﬁg> lu =l pgos
S C <HHUH?§+2 L,;£2 + HHU”%g+2 L;Tz) ”U, - U|’L}L§3a+2)'

Logo, usando o Corolario [[.1.1] na varidvel temporal ¢ temos

lala = [o]*0ll o porar < ellLlg (Hnunzgw R [ LbT) e = vll ;g2
1
— o(T)* (Iullggoggrn + I0M3gopgen ) Iu = vl o,
isto é,
1
[[|ul*u — ’U|QU”L€F/L§CC«+2)/ <c(T)e (HUH%%Z’L§+2 + ‘|UH%%Z’L5+2> lu — UHLTTLg“a (2.40)
desde que,
r-2_ 1.1
r a b
Note que,

1 2
1ot

o -
Se — = —, entao —
b r a r
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ou seja,

1_, Mo

a 4
Portanto, combinando (2.40) e (2.41]) obtemos a estimativa desejada.

Desta maneira, utilizando a Desigualdade Strichartz (2.17)), (2.39) e u,v € S(a,T),

temos

(2.41)

IG@) = Gz = | [ UC =)l folo) @)t

clluluw = [o]*0l| L ovar

Ly Lyt?

IN

_Na
< It 4a)(||u||%;L%+2 + ||U||?/%L§;+2)||7~L—U||L;L§i-‘+2
< el - 0l Ly o2,
ou seja,
IG (1) = GW)I| 1y pese < T 0 i = ]| oo (2.42)

De forma similar a prova da Afirmagdo 2, obtemos para ||G(u) — G(v)||rzr2 a mesma

estimativa que para ||G(u) — G(v)||L;Lg+2. Isto é,
_Nay 4
IG(w) — Gz < T — o] oo (2.43)
Portanto, somando (2.42)) e (2.43)) obtemos
1G(w) — Gl < T Fau — vl vz < T Pafu— oy, (244)

Consequentemente, escolhendo T' e a como em ([2.38)), ou seja,

N a
1_Taa/a+1 < _

a = 2c¢i||ug||2 com ¢(T) <3

. Portanto, utilizando (2.44]) concluimos que G é uma contracao

N[

temos que ¢(T) ™ a® <
em S(a,T).

Finalmente pelo Teorema do ponto fixo de Banach existe uma tinica u tal que
G(u) =u (2.45)

Dependéncia Continua.
Sejam u e v Unicas funcoes que satisfazem (12.45) com dados iniciais uy e vy respectiva-

mente. Logo,

lu =vllr = [|G(u) = Gv)lr

S ClHuO — UUHL2 + (327_'(17]\]T

Vau— vz,



Boa Colocacido em L?(R™) 44

em que na ultima desigualdade usamos (2.44]). Finalmente, novamente escolhendo T, a

como em ([2.38]), ou seja,
1D

T~ <

DN | —

obtemos que

[ = vllr < efluo = voll2-

Portanto, se ug estd perto de vy na norma L*(RY), entdao u estd perto de v na norma

definida por (2.30)).

|
Corolario 2.2.1. Com as mesmas condi¢oes do Teorema [2.3, temos
we C([0,7]: L2®Y)) 27 ([0, 7] : LP(RY)) (2.46)
para qualquer (p,q) par admissivel.
Demonstracao. Usando o Corolario 2.1.2] ou seja,
I [ U= 09003t sz < clgl (2.47)

em que (po, qo) € (p1,q1) sdo pares admissiveis e tomando em particular

(r1,q1) = (p,q) e (Po,q) = (a+2,7),

temos
I [ U= 2)0 )0 Nigaz < ellglpygovsr
onde (a +2,r) é o par admissivel da Afirmagao 1 do Teorema [2.2]
Logo, considerando X = C' (([—T, T]: L2(RN)> N L1 ([—T, T): LP(RN)) e usando o mesmo
argumento da prova do Teorema , segue-se o resultado desejado ([2.46)).

Antes da prova de boa colocagao global, provaremos a propriedade conhecida como

conservacao da massa, isto é,
Mlu) = ||u(t)||zz2 =¢, Vt €R,

onde MJu] denota a masa de u e ¢ é constante.
De fato, suponha que u(t) € S(RY). Agora multiplicando a equacio NLS por ,
temos

i0u(t, x)u(t, x) + Aua(t, x) + Mu(t, x)|*u(t, x)u(t,z) = 0, (2.48)
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logo integrando em relacao a variavel x, tem-se
i / dyu(t, 2)a(t, z)dr + / Ault, 2)a(t, z)dz + / Mult, )| 2de = 0. (2.49)
RN RN RN
No entanto,

/R At wyu(t,a)de = — / Vu(t, 2)Va(t, z)dr € RY, (2.50)

RN

z'/RN Owu(t, x)u(t, z)de = z'/R

Desta maneira, combinando (2.49), (2.50) e (2.51)), segue-se que

Re(Oyult, z)u(t, «))dz— /

i Im(Opu(t, x)u(t,z))dx. (2.51)

N

i /]R _ Re(du(t, xyut, z))dz = 0. (2.52)
Como
2Re(Oyu(t, v)u(t, z)) = (Qwu(t, z))u(z) + u(t, v)0u(t, x) = O|ul?, (2.53)
obtemos
’/ Oylult, ) 2dz = 0 (2.54)
5 Jon Qlult;z)"dz =0, :
isto é,
2 _
0, /RN lu(t, z)|2dz = 0.
Portanto,

/RN lu(t, 2)|?dx = ||lu(t)||2 = c.

Como S(RY) é denso em L%(RY), temos dependéncia continua da solucdo com relacio

aos dados iniciais e vale a identidade acima para solugoes em L*(RY).

Corolario 2.2.2. Com as mesmas condi¢oes do Teorema temos que o PVI é
bem posto globalmente.
Demonstracdo. Pelo Teorema 2.2] existe 7 = Ti(||uo||z2, N, @) tal que o PVI [2.1]) é

localmente bem colocado e

we C (0,71 : L2®Y)) L ([0,7] : LT (RY)),

4(a42)
Na

em que r =
Se consideramos o PVI (2.1)) com tempo inicial ¢ = T}, entdo pelo mesmo teorema,
existe Ty = To(||u(T1)| 12, N, ) > T} tal que temos boa colocagio local.

Por outro lado, como a massa é conservada, ou seja,

[Tl 2 = lluoll2 = llu(T2)]| 2
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entao,

T2 = TZ(HUOHL% N, CY).

Isto é, o tempo T depende somente do tamanho do dado inicial no tempo ¢t = 0, e ndo de
t = Ty. Portanto, repetindo o mesmo procedimento temos que o PVI (2.1)) é globalmente

bem colocado. ]

2.3.2 Caso Critico

O objetivo desta subsecao é provar boa coloca¢io do PVI l} no caso critico (a = %)
em L*(RY). Primeiro provaremos boa colocagio local e em seguida para um caso particular

mostraremos boa colocagdo global.

Proposicdao 2.3. Seja (p,q) um par admissivel. Dados ug € L*(RYN) e € > 0, entdo

existem § >0 e T > 0 tais que

1

T q
se ||lug — vol|z2 < 0, entao </ HU(t)UOHqudt) <e. (2.55)
0

Demonstracao.
Afirmagédo 1. Seja iy € S(RY) tal que |lug — @iol|r2 < £, entdo

( [ HU(t)uO\|%pdt>q << (2.56)

De fato, combinando ([2.20)), a Proposigao e o Teorema |1.22] segue-se

T q T q
([ Wwnlta) < 100 -l + ([ 100wIL)
?,sdt>
€
< =
- 4

em que s = 5 — %. Fixando T tal que cTi l|to]| rs < §, obtemos ([2.56)).

Finalmente, novamente usando ([2.20), a Afirmacao 1 e escolhendo ¢ < - concluimos

T
< = alus-+e [ W

+ T ||

Hs»

a demonstragao:

1
T q
([ 1wmlta) < w0 - wlig + 10wl
€
< c||u0—vo||L2—|—§
€
< 0+ =
C +2

< €.
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Teorema 2.3. Considere o PVI . Se a = %, entdo para todo uy € L*(RY), existe

N
T = T(up,) >0 e uma unica solu¢io u da equagao integral no intervalo [0,T] com

we C(10.7): LXRY)) L7 ([0,7] : L'(RY)).

em que T =2+ %.
Demonstracdo. Considere X = C (([0, T): L2(RN)) NL" ([O, T): LT(RN)). Demonstra-
remos de forma similar & do Teorema [2.2] isto é, encontrar u que seja ponto fixo de G,

onde G é o mesmo operador definido anteriormente.

Defina
S(a,T)={ue X : ||lullp < a}, (2.57)
em que
T T
fulr = s () = Uuali + ([ o) 259
t€]0,7) 0

Afirmacio 1: Existem ¢ > 0 e T > 0 tais que G(S(a,T)) C S(a,T).

De fato, como o par (r,r) é admissivel entdo usando (2.22)) temos

t
sup |G(u)(t) = U(t)uol[rz < sup|| [ Ut —t)A(Ju["u(t)))dt'|| 2
[OvT] [O,T] 0

([ Mutorigar)
e(f e i

' (a+1) > "
L' (e+1) gy
T ., r
= 1olia) " (2:59)

a+1
em que na ultima igualdade usamos os seguintes fatos:

2N +4 4 4 1 a+1
/ 1:< )(1 >:2 A e Lo ,
(o +1) Nid +N +N rerl .

IN

Por outro lado, utilizando a Desigualdade Strichartz (2.17]), segue-se

([ hena) < 100wl + 1 [ U= O

1
7

T /
< 10@uligss + e [ Mg )

a+1

r

< W0l +e [ Tuolia) (2:60)
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Da Proposicao (aplicada a up = 0), estimativas (2.59) e (2.60) temos que dado

e > 0, existe T' > 0 tal que se u € g(T, a) temos
|G ()|l < ce+ ca®tV, (2.61)

Portanto, se

ce + ca®tV) < q, (2.62)

temos que G(S(a,T)) C S(a,T).
Afirmacao 2. G é uma contracao.
De fato, como (r,r) é um par admissivel entdao usando o mesmo argumento da prova do

Teorema, (estimativa (2.42))), segue-se

1 1

r

(/OT I(G(w) - G@))(tﬂlbdt) < e (/OT I(u — v)(t)||2rdt> . (2.63)

Assim, para

1
ca® < 3 (2.64)

temos que G é uma contragao. Agora, fixando € > 0 tal que

1
CGa < 5, (265)

note que, (2.62)) e (2.64]) sao verificados. Portanto, combinando as Afirmagoes 1 e 2

temos pelo teorema do ponto fixo de Banach existe uma tnica u tal que
G(u) = u.

Finalmente, para provar dependéncia continua da solugao em relagao aos dados iniciais
utilizamos o mesmo argumento da prova do Teorema [2.2]

Observacao 2.4. O Teorema nos diz que o PVI (2.1)), no caso critico, é localmente

bem colocado em L*(RY). No entanto, a boa colocagdo global ainda estd em aberto.

Conjectura. Com as mesmas condi¢des do Teorema , temos que o PVI (2.1)) é
bem posto globalmente em L?(RY).

A seguir, mostraremos que, em caso particular, temos boa colocacio global.

Corolario 2.3.1. Eziste 0 < ¢y = ¢y(N) tal que para todo ug € L*(RYN) com a norma

|uol| < €0, temos que a solugio dada no Teorema (2.9 € global e ainda

u € C([0,00) : L*(RY)) (L7 ([0,00) : L"(RY)), (2.66)
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emqueT:2+%.

Demonstracao. Da prova do Teorema temos a seguinte estimativa (2.62)), isto é,
ce + ca ™) < q.

Agora, tomando € = ||ugl|z2 € @ = 2¢||ug| 12 temos que a desigualdade acima é equivalente
a

ca® < —,

2
e assim obtemos que a estimativa (2.64)) do Teorema é verificada. Logo, como € e a

sdo independentes de T, segue-se que a solu¢ao dada no Teorema [2.3] é global.



CAPITULO 3

Ma Colocacao Para a Equacao de Schrodinger

nao Linear

Neste capitulo, estudaremos dois resultados de md coloca¢ao do problema de Cauchy
(2.1). No primeiro resultado, mostraremos md coloca¢io da equagao (NLS) com dado
N_ 2

inicial em H*(RY), com § —2 < s < 0 e no segundo resultado, mostraremos md colocagio

da equagao (NLS) com a fungao Delta como dado inicial.

3.1 Ma Colocacdo em H*(RY), para 5 — 2 < s <0
3.1.1 Introducao

O objetivo desta segao é estudar o problema de valor inicial (PVI) associado a equacao
de Schrodinger nao linear, isto é,
10+ Au+ Nul*u =0, teR, zeRY,
u(0, ) = uo(z),

(3.1)

em que, A = +1 e ug € H*(RY).

No capitulo anterior estudamos boa colocagio do PVI em L*(RY). Depois disso,
a seguinte questao ¢é natural: serd que temos boa colocagdo para valores de s negativos?

Argumento de Scaling

Afirmagao. Se u(t,z) é solugao do PVI , entao u®(t,x) = a%u(cﬁt, ax) também
é solucao de , com a > 0.

50
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Demonstracao. De fato,

Ou® = a%a2u(a2t, ax)
Ayt = a%aQAu(cﬂt, ax)
|u®|*u® = a’s |u|aa%u(a2t, ax).

Colocando em evidéncia a=a? e usando o fato que u € solugao, segue-se
i0u® + Au® + Au|*u® = a%az(iatu + Au+ AMu|*u) = agaQ(O) = 0.

’ / ~ i s 2
Isto é, u® é solugao de 1} com dado inicial uf = aaug(azx).
n
Agora queremos saber quantas derivadas sdo permitidas para ||D*u®||r2 se tornar

invariante. Tomando a derivada homogenea de ordem s* em L*(RY) obtemos

1D gz = 1Dl = ) w13 = [l ()

ollL2 ollr2 Yy ollr2 N Yy o\Y Y
= [ ol () y = [ ad N () P
= ad N D2,
— aéfNJFZS* DS*U/OH%Q

em que utilizamos a férmula de Parseval, a propriedade de dilatagao (1.17)) e a mudanga

de varidvel z = £. Portanto, D**ug ¢ invariante se % — N +2s* =0, ou seja, s* = % — %

O argumento de Scaling sugere que a boa colocacao do PVI deveria acontecer
se s > s*. Kenig, Ponce e Vega [I3] mostraram que isso nao é verdade para a equagio
(3.1) no caso particular, A =1, N =1 e a = 2, ou seja, se —% <s<0oPVI 1) é mal
colocado, pois a aplicacao dado - solucdo nao é uniformemente continua.

O objetivo desta secao é mostrar que esse resultado vale para dimensao N e para

4

0 < a < 5 (isto foi sugerido em [I3] (pagina 662, remark 3)). Mais precisamente,

mostraremos o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Considere o PVI euy € HS(RY). SeA=1,0<a <+ es €
N 2
(2 - —, O), entao a aplicacao dado-solucao nao € uniformemente continua, isto é,
a

V6 >0, Fc>0, tal que lluy — uillgs@vy <0, mas |[u' — WPl oer @y > c.

Antes da prova deste teorema, enunciaremos dois resultados que serao utiliza-
dos na demonstragao. O primeiro resultado nao sera provado pois é um resultado de
EDP, do tipo eliptica, que nao ¢ o objetivo de nosso trabalho. No entanto, indicaremos

precisamente onde encontra-lo.
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Considere a seguinte EDP eliptica
— f(@) + Af(x) + [ f(@)[*f(z) =0, xeRY, (3.2)

em que a > 0. A existéncia de solugoes da equagao (3.2) em dimensao N > 3, foi
provada por Strauss [2I]. No caso bi-dimensional, foi provada por Berestycki, Gallouét
and Kavian [3] e a unicidade de solugoes de (3.2)) foi provada por Kwong [14]. Resumimos

esses resultados na seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 3.1. Sejam N >2 e 0 < a < v (0 < a < oo, N =2). Entio existe uma
unica solugdo posiltiva, esfericamente simétrica de ( em HY(RYN). Além disso, [ e

suas derivadas até ordem 2 decaem exponencialmente ao infinito.
O outro resultado que sera usado na demonstragao é chamado invariancia Galileana.
Proposicao 3.2. Se u € solugio do PVI , entao
uy(t, z) = e PRyt 2 — 2ty) | Vv eRY,

é solugio de (3.1)) com dado inicial u,(0,z) = @)y,

Demonstracdo. Faga A = —it|v|? +i(v,z). Usando a regra da cadeia, temos

Oy, = e (—i|v|2u(t, x —2tv) — 2(Vu(t, z — 2tv),v) + du(t, v — 2252))) (3.3)

Au, = e <—|v|2u(t, x — 2tv) + 2i(Vu(t,z — 2tv),v) + Au(t,x — 2tv)) . (3.4)
Logo, utilizando (3.3 e (3.4]), segue-se

100y + Aty + Nuy|uy = e (i0u + Au + \u|*u)

= ¢*0) =0,
em que a ultima igualdade usamos o fato que u é solugao de (3.1)). [
3.1.2 Prova do Teorema 3.1
Seja o PVI (3.1) com dado inicial
2
up(z) = fu(z) = wea f(wz), (3.5)

em que fi(z) = f(x) resolve a EDP eliptica (3.2)). Entao

u(t,z) = ™’ fo(z), (3.6)
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é solucao da equagao (3.1)).
De fato,

10+ Au + |ul|*u = " w2 (—flwz) + Af(wz) + | f(wx)|* f(wzx))
itw?, 2 (O) =0,

Qv

= € ww

em que na ultima igualdade usamos o fato que f é solugao de (3.2).

Agora, considere o dado inicial
Uy (0, 2) = O Dyg(x), Vo eRY, (3.7)
logo pela invariancia Galileana temos que
uy(t, x) = e PHED (¢ 2 — o), (3.8)
é solucao do PVI . Isto é,

uy(t, 2) = e MePHi) gitw? g (0 opyy = e P w) i) )3 f (w(z — 2t0)). (3.9)

Afirmacao 1. Sejam vy = v, v; = v — %7 e w = |v|~*. Entdo

ER
lugh = ug*|[ s <9,

2as
4—Na«

em que a = e uy’ = u,,(0,2), com j =1,2.

De fato, sem perda de generalidade podemos supor que f esta concentrada na bola

unitaria. Logo, usando ((1.16)) e (1.17]) obtemos

2

f;(y) = waw N A<y) , (3.10)

w
assim, f,, concentra-se na bola B, (0) = {y € RN : |y| < w}.

Afirmacgdo 2. Se y € B,(+v), entdo |y| =~ |v] e (1 + |y|?)® =~ |[v|**, w e a com na
Afirmagao 1.

Com efeito, se y € B, (+v) entdo |y — v| < w. Usando a Desigualdade Triangular temos

ol —w <ol = o -yl < Jyl <y —v[+ o] <w o],
[o](1 =77 < Jyl < Jol(Jo] 7T+ 1),

Como s > % — %, entao —1 — a < 0. Portanto, existem c; e ¢y tais que
ol < Jyl < eafol. (3.11)
Agora, elevando ao quadrado e somando 1 a todos os termos de (3.11)) obtemos

L+ <14 y)? <1+ elvf?, (3.12)
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no entanto, como ¢ |v|? <1+ ¢|v]? e 1+ eo|v]? < |v]2(1 + ¢2) temos
alv)? <14+ |yl2 < (1 +c)|vf*. (3.13)
Finalmente, elevando ao expoente s a (3.13]), tem-se
(L+ ) < (L+[y]*)* < (e)|of*, (3.14)
isto &, (14 |y|*)® ~ |v]*.
Desta maneira, usando a Afirmacio 2, segue-se
g =il = [ (Ul 1 (o) — g ()
= [P Faly = ) = Fuly = v2) Pdy
< cuf* /RN [fuly —v1) = fuly —v2)|*dy,

isto é,

gt = g e < elol™ [ 1Faly = o) = Fuly = vo)Pdy. (3.15)
Agora, considere 5(t) =y — tv; + (t — 1)vy para t € [0, 1], a parametrizagdo do segmento
de reta [y — v,y — 1] € seja g = f; o 3. Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo

temos

Isto implica que

Fuly =) = Fuly ) = [ B G@)@ 0= [ (VR0 70)) dr.

0

Logo, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando o fato que 5'(t) = vy — vy,

obtemos
[fuly = v1) = fuly = v2)]” < Jvg — v / IV £ (B(t)dt. (3.16)

Consequentemente, fazendo z = 5(t) = y — tv; + (t — 1)vg e combinando (3.15)), (3.16]) e

o Teorema de Fubini temos

IN

efof®[oz =il [ | / IV Tu(B(t)) Pdtdy

= ol — i [ [ IVFa(50) Py

= cJv[*|vy — V fuw(2)|*dzdt
Ao loy — il [ [ | IVFule)ds

_ 2s - 2 T 2

= clo s —wif? [ | IVFa() Pl
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Por outro lado, ji que f,(2) = waw ™ f(2) implica que Vf,(2) = wa Nw 'VF(2) e
assim

| VR Pz = w0 [ F(2 a
RN

Finalmente, fazendo u = Z e usando o fato que f € H LRYN) segue que

g

< dop |v2—v1|w e [V flw)Pdu

~N-2)

IA

c|v]28|vg v1| wla

g = 1ol [p] N

= vy — vi]*|v]*

= 6>
Portanto,
lug' — ug?|| s < cd.

Afirmacgao 3. Sejam u' e u? solugoes de (3.1)) associadas as condicoes iniciais ug! e ug?
respectivamente. Entao,
12
Ju’ —u ||C([—T,T]:HS(RN)) > c.

De fato, considere u'(t) e u*(t) no tempo ¢ = T*. Provaremos primeiro que existe 7*
tal que
|u' (T*) — w*(T*)|| s > c. (3.17)

Utilizando a Afirmacao 2 e a férmula de Parseval, segue-se

[t (T7) = (T |3 = 11+ D)2 (uH(T7) = (T |72 = Jo]*[Ju' (T7) — u(T) |72
(3.18)
Agora, sem perda de generalidade podemos supor também que f estd concentrada na

bola unitaria, entao
uw (T, z) = e’i(T*‘”ﬂ'|2’(”1’x)’T*w2)w%f(w(x —2T"v;)), j=1,2, (3.19)
estd concentrada na bola B,,-1(27™*v;), j=1,2. Portanto, se escolhemos 7™ tal que
2T* vy — v1| > w™t = |v|%, (3.20)
temos que nao ha interacdo entre as solugoes e
lu(T7) = w (T2 = [ (T2 + [ (T7)]I7-- (3.21)

No entanto,

. " . 4 _
1 (T)IZ> = 1w (0)[[72 = [ fullZz = cwow™. (3.22)
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Logo, combinando (3.18), (3.21) e (3.22)), tem-se

uNT) = (T3 > clo[PwaN
[Ju™( H
_ C|U|23—a(g—N)
= C|U|28743?18N(475N)
= C’
isto é,
' (T*) — u?(T*)|| s > c.

Observe que, tomando v; = v — ﬁ e vo = v (igual & Afirmagao 1), temos que (3.20)) é

equivalente a

20
T* - >> ’U|CL7
|v]
ou seja,
| |2a
T > ) 3.23
5 (3.23)
Desta maneira, tomando 7™ como em ({3.23)) obtemos
[u' = Pl ermums@vy = |[u(T7) = (T*)||as > c.
Portanto, das Afirmacgoes 1 e 3 concluimos a prova do teorema.
Observacao 3.1. O Teorema [3.1| ndo vale, quando A = —1, pois, nesse caso, a fungao

dada por (3.6)), ou seja, u(t,x) = eitw? fw(z), ndo é solucao da equagao
10 + Au — |u|*u = 0.

O caso A = —1 foi estudado por Christ, Colliander e Tao [g].

3.2 Ma Colocacao do Problema de Cauchy com a
Funcao Delta como Dado Inicial

O objetivo desta secao é estudar o Problema de Cauchy (3.1]) com ug = 4, isto é,

0+ Au £ |ul/*u =0, t>0, reRY,
u(0,x) = 6(x).

Provaremos que nesse caso a propriedade de persisténcia nao é verificada, isto é, o PVI

(3.24)

(3.24) é mal colocado. Antes de enunciar e provar o teorema, primeiro provaremos alguns

resultados que serdo usados em sua demonstracao.
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Proposicdo 3.3. Seja a fungio u(t, z) = e P H@Dy (¢t & — 2tv) onde v € RN, entio

i) o Laplaciano de u em relagio a v € dado por

N — 2tv?
Ayu(t,z — 2tv) = <22t - m> u(t, z — 2tv) (3.25)

i\z72tv|2

it) a fungao w dada por w(t,x —2tv) = G(t)e™ @ € solu¢io da EDP (3.25), onde G

¢ uma funcao que depende de t.

Demonstracao.

i) Faga A = —it|v|> + i(v,x). Usando a regra da cadeia, temos a derivada de u em

relacao a v; dada por

0 = Oy (e ult,x —2tv) + e 9y,u(t, z — 2tv)

J

0 = et[(—2tiv; +iz;)u(t,z — 2tv) — 2tdy,u(t, z — 2tv)].
Como e? ¢ diferente de zero, obtemos
20, u(t, v — 2tv) = i(x; — 2tv;)u(t, z — 2tv). (3.26)
Derivando novamente com relacao a v; e usando , segue-se

—4t20%u(t, x — 2tv) = i(z; — 2tv)u(t, x — 2tv)
= i[=2tu(t,x — 2tv) — (z; — 2tv;)2t0, u(t, v — 2tv)]
= i[—2tu(t,z — 2tv) — (z; — 2tv;)i(x; — 2tv;)u(t, x — 2tv)]

= —2tiu(t,r — 2tv) + (z; — 2tv;)*u(t, x — 2tv).

Consequentemente,

t,x—2t ;— 2tv;)?
Ohu(t, z — 2tv) = zu( ,x2t v) _ (@ e v) u(t, z — 2tv). (3.27)

Finalmente, obtemos o Laplaciano de u em relagao a v

iN |z — 2t

Ayu(t,z — 2tv) = (—
ult, e =2tv) = (5 42

Ju(t, z — 2tv).

—2tv 2
i) w(t,x — 2tv) = G(t)eth‘ é solugao da EDP ([3.25)).

Para verificar que w satisfaz a equacao, primeiro achamos o Laplaciano de w

i\zf2t'u|2

Aw(t,xz —2tv) = G(t)A(e” = ). (3.28)



o8

Ma Colocacao do Problema de Cauchy com a Funcao Delta como Dado Inicial

No entanto,
i|z72tv\2 i\zf2t'u|2 ZN |fL' — 2t'U|2
) = et (e - T2y 3.29
() e (3:29)
de fato,
ilo—2tv]? ilz—2tv2 T — 2t0;
O. (e a ) = e @ (279
r 2t
9 ile—2tv|? B i\z—2tv|2£ _ ([Ej — Qtz;j)2 i|le—2tv|?
Dale 307) = e g wr o
. . e 'U\2
Assim, obtemos o Laplaciano de e = dado por
i|x— ,v2 i|x— v2 ) — 2
A(el( 2w deoa (ﬂ_lflj 2tv| )
2t 4t2

Portanto, usando (3.29)) em (3.28) e o fato que w é a multiplicacdo de G com a

exponencial obtemos

a2 iN |z — 2t iN |z —2t)?
Aw(t,x —2tv) = G(t)e™ = (Q—t — T) =w(t,r — 2tv)(2—t — T)
Isto mostra o resultado desejado, ou seja, w é solucao da EDP (3.25)).
|
Proposicao 3.4. Seja a equagdo diferencial ordindria
N
iG/(t) + %G(t) £ |G)°G(t) = 0. (3.30)
Entao a solugdo estd dada por
a +ila|*log(t) - 2
W72 € se o= %,
cy=d @7 " (3.31)
o Stimat 7 2
e e at
em que a € C.
Demonstracdo. Dividiremos a prova em dois casos.
1. Caso = 2. Considere B = +ila|*log(t). Um calculo direto nos fornece
Na ialal®
G'(t) = ——————eP £ 5—€P. 3.32
0=~ T 332
o ja|* 5 a
IG)|*G(t) = zre’ 5= (3.33)
t2 1212
Logo, como a = % e usando (3.32)-(3.33)), segue-se
4 iN ie? Na ialal® Na la|® a
G'(t)+ —G@t) £ |G)|"G(t) = — |(— + ==
G0+ o0 £I60rGH = -+ e B e i
eB ([ Na _ala* iN a la|* a
= x|\ 'S Eg Tt S NE T N
12 otz +l t2 11 2t t t2
B
e
— T(O) —
12

Portanto G é solugao de (3.30)).
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. . lale ,1_Ne . . .
2. Caso a # % Considere C' =1 |a‘Na t'=%". Novamente um célculo direto nos da

-5
1 Na ialal®
4 — _ C
Gt = ( o t%féa) €. (3.34)
al® ~ 1 a
GG = e (339

Logo, usando (3.34)-(]3.35)), segue-se

o iN N ge® Na ialal® iN a la|® a
G0+ OO EIGOIGH = S |- i+ S
G Na alal* iN a la|* a
It op3+l TS 2t /2 T N
c
e
= I(()):
12

Portanto G ¢ solucao de (3.30)).

A seguir, enunciaremos e provaremos o teorema de ma colocacao do problema de

Cauchy ([3.24)), com a fung¢ao Delta como dado inicial.
Teorema 3.2. Nao hd solugdo fraca w para o PVI na classe

u, [u|*u € L>([0,00) : S'(RY)) com lim u(t,.) =8 em S'(RY),

t—0t+

ou existe mais que uUMma.
Demonstracao.

Suponha que u = u(t, ) com u, |u|*u € L>®(]0,00) : S'(RY)), é a tinica solugao fraca
do PVT ({3.24)). Isto é, para todo ¢ € S(RVT!), tem-se

L, | Gt — utsg % glulmu)(t,2)dtdz = 4 (0).
Seja v € RN, entdo *§ = § em S'(RY). De fato, como €% € Q(RY) e usando ([1.27)
temos
< €5 >=< 6, p >=e"p(0) = p(0) =< 5,0 > Ve SRY).

Agora, usando a invariancia Galileana, obtemos

uy(t, ) = e Py (1 0 — 2ty) . Vo e RV,

Afirmacgao 1. u, também é solucao fraca de (3.24]).
De fato, considere (t,z) = e?p(x — 2tv), em que A = —it|v|? + i(v,z). Temos que

Y € S(RVF1), pois p € S(RVH1) e e? € Q. Logo, fazendo y = z — 2tv temos

/ /Oo(iuv@tcp — Uy A F @|uy|“uy) (t, z)dtdr = / /Oo ieu(t,y)0ip(t, y + 2tv)dtdy
RN Jo RN Jo
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- /RN / T etult,y) (Ap(t,y + 2tv) £ o(t,y + 2t0)|u(t, y)|*) didy

= /RN/ u(t,y)d, (e*p(t,y + 2tv)) dtdy — / / ty)A (e*o(t,y + 2tv)) dtdy
+ /RN /OOO (t,y)|“u(t, y)eto(t, y + 2tv)dtdy

= /N/OOo (tudy) — ul F Ylul"u) (¢, y)didy

= 9(0) = ¢(0),

em que a ultima igualdade usamos o fato que u é solugao fraca. Portanto u, também e

solugao fraca de (3.24)).

No entanto, pela suposi¢ao da unicidade da solugao fraca de (3.24), segue-se
u(t, z) = uy(t, x) = e Pyt 2 — ). (3.36)

Logo, pela Proposicao (i), o Laplaciano de u em relacdo a v em (3.36) ¢ dado por

iN |z — 2tv|?

Au(t, x — 2tv) = < 5 e

) u(t, z — 2tv). (3.37)
Combinando a mudancga de varidvel y = x — 2tv e (3.37)), temos a seguinte EDP
.N 2

assim, pela Proposicao [3.3)(ii) a solugdo de (3.38) estd dada por

u(t,y) = G(t)e . (3.39)

Por outro lado, se G é escolhido tal que u(t,y) resolva a equacao em ([3.24]), obtemos a
seguinte EDO

, 1N
i/ (1) + TG £ GG =0 (3.40)
De fato,
o = % (ew - am
4¢2 ’
iN - y)? iN -yl ilyl®
Au = ([— - )uty) = (— - L) G)e
vt <2t az ) ) =\ Gp g ) 0
iy2
ul*u = [G(0)]*Glt)e .
Entao, i0u + Ayu £ |u|*u = 0 é equivalente a

@)+ o+ (5 - ) 6w £ 6orn -

e obtemos (3.40)).
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Consequentemente, temos que a solugao da EDO (3.40]), pela Proposicao esta

dada por
a +i|a|*log(t) se a = 2
@~z © ) N
G(t) = ; |aK;‘ a-Na , (3.41)
(Z.t)‘ﬁme =3 , se aF 5.

Portanto, combinando (3.41)), (3.39) e voltando a variavel =, segue-se

||

2
a +ila|*log(t)+iti— _ 2
(it)N/2€ ‘ | g( ) At , se o = ﬁ’
u(t,z) = _la|® a-Be | a)? (3.42)
_a__ - T se a# 2
(it)N/2 ’ N*

No entanto, na demonstracao do Lema que sera provado a seguir temos que

lim w(t,.) ndo existe em S'(RY)
t—0t

e isto contradiz o fato que lim,_,g+ u(t,.) = § em S'(RY). u

Antes de mostrar o lema, vamos definir o espaco de Besov B%EO(RN ).
2

Definicao 3.1. Definimos o espago de Besov B%T(RN), como um subespaco das distri-
2

buigoes temperadas, isto €,

B*FRY) = {f € SRY) : || fllg2 < o0},

2

em que
_ - 2
Il =sup {2 [P

Observacao 3.2. B%ZO(RN ) é um espago de Banach. Para mais detalhes sob os espagos

2
de Besov (veja [2]).

Lema 3.1. Seja o > 2, entdo o PVI

N’
i0pu + Au =+ |u|u = 0, t<1, zeRY,
'L\z|2
u(l,x) = (i)?V/QeT, se o = %, (3.43)
lal® ;1=
U(]_,I) = @%6 = ) ) s « 7é %7

¢ mal colocado em C ([0, 1] : S’(]RN)> N L> ([0, 1] : Bi’ix/’z(]RN)).
Demonstracao.
Temos que (3.42)) resolve o PVI ([3.43), isto é, a fungao u

2
a :I:i\a|"‘log(t)—|—im

2
- (& 4t se & =
(zt)N/Q ) N
u(t, Z‘) = . |a|® 1_% Jz|? (344)
a Gy or T3 2
@zt , se a# N
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em que a € C, satisfaz a equacao de Schrodinger nao linear
PO+ Au |[u/u=0, t>0, zcR".

Usando a Proposi¢ao [2.2] temos que a transformada de Fourier de w na varidvel x é dada

por
Caeii|a|al09(t)€_it|y|2 , Sse a= %7
ﬁ(tay) = i \a\; tl—% . (345)
cae % e se a2,
Assim,
|a(t, y)| = |cal,
e consequentemente,
ue L= ([0,1] : B2, (RY)) . (3.46)
De fato, usando coordenadas polares, segue-se
= —J u 2
||U||LOO([0,1}:BE’;’72(RN)) 083221 <81]1P2 /2j<|y<2j+1 a(t, y)| dy)
= sup <sup 2_j/ |ca|2dy>
0<t<1 \ j 20 < |y|<2i+1
) 9j+1
= sup <sup 27| cal? / TN_ldadr>
0<t<1 \ j 29 SN-1
= ¢(N) sup (supQ‘j?"N 3§“> < 00.
0<t<1 \ j

Provaremos agora que lim,_,o+ u(t,.) ndo existe em S&'(RY), e portanto
ug C([0,1]: S'(RY)).

De fato, usando a férmula de Parseval, para todo ¢ € S(RY) temos

<u(t, x),p(r) >=<u(t,y), o(y) > (3.47)
caet 1190 o e G(y)dy  se a = %,
< a<t7y)7 @(y) >= i \aﬁ AT s (348)
cae =% Jan €S (y)dy , se a # 2.
Combinando (3.47)) e (3.48]), temos
<u(t,z), p(xr) >= A(t)b(t), (3.49)

em que

bit) = [ e Bly)dy
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e
N (e
caeFilal*log(t) se a =2,
A(t) = Lo 1-No
" Na 2
cae 72 , se aF

Observe que,

lim b(t) = lim [ e PG ()dy = [ ply)dy =< b, >,

t—0+ t—0t JRN RN
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(3.50)

(3.51)

onde na igualdade acima usamos o Teorema da Convergéncia Dominada e a féormula de

inversao (|1.22)).

Por outro lado, temos que

lim A(t) ndo existe.
t—0+

De fato, dividimos a demonstragdo em dois casos

Caso (I). a = 2. Seja t = 10T | entdo

— N7
10 lal® ‘
= ca lim e™""

iia|alog(
lim A(t) = calim e
n—00 n—00

t—0t
= ca lim cos(nm) = ca lim (—1)",

e portanto nao existe o limite.

Caso (II). a # 2. Como o > 2, entdo 1 — 2= < 0. Assim

] la‘]\c: 17% i ‘EEV lim, 41 7%
. . (a3 (a3 —
lim A(t) = ca lim e =72 =cae "2 ,

t—0t+ t—0t+

nao existe.

(3.52)

Finalmente de (3.49), (3.51) e (3.52)), concluimos que lim; ,o+ u(,.) ndo existe em

S'(RM).
Portanto o PVI (3.43)) é mal colocado em

C (0,1 : S'(RY)) (L ([0,1] : B5,(RY)).
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