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Prof. Rémy de Paiva Sanches Profa. Aniura Milanês Barrientos
Universidade Federal de Minas Gerais Universidade Federal de Minas Gerais
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A todos os meus irmãos: Jossi que, mesmo de longe, certamente torcia por

mim, Lucinha, Celinha, Lene e em especial a Jocélio que me deu muito apoio no
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Resumo

Considere o passeio aleatório simples simétrico na rede Zd iniciado na origem
e denotado por (Xn)n≥0. É bem conhecido que o passeio é recorrente, quando
d = 1, 2, e é transiente quando d ≥ 3. Para x ∈ Zd denotamos por Lxn o tempo
local em x até o tempo n, ou seja,

Lxn :=
n∑
i=0

1{Xi=x} .

Assim, também definimos
L∗n := max

x∈Zd
Lxn ,

que representa o número de visitas ao śıtio mais visitado na rede Zd pelo passeio
até o tempo n. L∗n é chamado de tempo local máximo do passeio aleatório até o
tempo n. O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento assintótico do
tempo local máximo no limite quando n→∞, em d ≥ 2. Para dimensões d ≥ 3,
Erdös e Taylor [1] mostraram que o tempo local máximo para o passeio aleatório
é da ordem de log n, ou seja,

L∗n
log n

→ λd, q.c. ,

em que λd é uma constante que depende da dimensão d. Quando d = 2, Erdös e
Taylor conjecturaram que

L∗n
(log n)2

→ 1

π
, q.c. .

A conjectura foi provada por A. Dembo, Y. Peres, J. Rosen e O. Zeitouni em [2] e
novamente por J. Rosen em seu trabalho A random walk proof of the Erdös-Taylor
Conjecture, de 2005 [3].
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Notação

Para duas funções f e g, escreveremos f ' g, quando

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= c1 ,

para alguma constante c1 6= 0. Escreveremos, também f ∼ g, quando

lim
n→∞

log f(n)

log g(n)
= c2 ,

para alguma constante c2 6= 0. Além disso, dizemos que

f(n) = O(g(n)) ,

quando n→∞ se, e somente se, existem uma constante positiva c3 e n0, tais que

|f(n)| ≤ c3|g(n)| ,

para todo n > n0. Dizemos, também, que

f(n) = o(g(n)) ,

quando n→∞ se, e somente se, para todo ε > 0 existe n0 tal que n > n0 implica

|f(n)| ≤ ε|g(n)| .

Usaremos #A para denotar a cardinalidade do conjunto A. Para denotar o com-
plementar de A, usaremos Ac. Para x ∈ R, bxc denotará o maior inteiro, menor
ou igual a x. Enquanto dxe denotará o menor inteiro, maior ou igual a x. | · | de-
notará a norma do máximo em Zd, ou seja, para x ∈ Zd |x| = max{|x1|, · · · , |xd|}.





Caṕıtulo 1

Introdução

Na Seção 1.1 definiremos o passeio aleatório simples simétrico e iremos estudar
a recorrência e transiência do passeio. Na Seção 1.2 definiremos o tempo local
máximo iremos provar o seu comportamente assintótico para d ≥ 3. O material
deste caṕıtulo introdutório segue essencialmente o trabalho de Erdös e Taylor,
[1].

1.1 Passeio aleatório

Considere uma sequência (ξj)j≥1 de variáveis aleatórias independentes e identica-
mente distribúıdas, definidas no mesmo espaço de probabilidade e que assumem
valores no conjunto {±e1, · · · ,±ed}, onde os ei’s denotam os vetores da base
canônica de Rd. Em outras palavras, para todo j ≥ 1,

P (ξj = ±ei) =
1

2d
, ∀i = 1, . . . , d .

Definimos a sequência de variáveis aleatórias (Xn)n≥0 por X0 := x0, para um
ponto inicial x0 ∈ Zd fixo, e Xn := X0 +

∑n
j=1 ξj para n ≥ 1. A sequência

(Xn)n≥0 é uma Cadeia de Markov com espaço de estados Zd chamada passeio
aleatório simples simétrico iniciando em x0. Usaremos Px0 e Ex0 para denotar
a distribuição e a esperança do passeio, respectivamente, iniciado no ponto x0

(X0 = x0). Quando o passeio iniciar na origem (x0 = 0), escreveremos apenas
P ≡ P0 e E ≡ E0.

1.1.1 Recorrência e Transiência

Seja X = (Xn)n≥0 um passeio aleatório simples em Zd, com X0 = 0. Denotamos
por T o tempo do primeiro retorno à origem:

T := inf{i > 0 : Xi = 0} ,
com a convenção que inf ∅ := ∞. Dizemos que o passeio é recorrente se P (T <
∞) = 1, ou seja, quase certamente o passeio volta à origem em um tempo finito.
Caso contrário dizemos que o passeio é transiente.

3
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Se o passeio é transiente ele pode sair do ponto inicial e não retornar, neste
caso P (T = ∞) > 0. P (T = ∞) é chamado de probabilidade de escapar. A
respeito da recorrência do passeio, temos o seguinte resultado, bem conhecido,
que será provado na próxima seção.

Teorema 1.1. O passeio aleatório simples simétrico é:

1. recorrente, se d = 1, 2; e

2. transiente, se d ≥ 3.

1.1.2 Probabilidade de escapar

Para n ≥ 1, defina

γd(n) := P (Xi 6= 0, ∀1 ≤ i ≤ n) ,

ou seja, a probabilidade do passeio não retornar à origem até o n-ésimo passo.
Observe que

γd(n+ 1) ≤ γd(n) , (1.1)

para todo n. Assim, o limite

γd := lim
n→∞

γd(n)

existe. Além disso, como γd(n) = P (T > n), para todo n, e os eventos {T > n}
formam uma sequência decrescente de eventos, cuja interseção é {T =∞}, pela
continuidade da probabilidade, temos

γd = P (T =∞) .

Na sequência estudaremos γd para d ≥ 2. O caso mais fácil d = 1 pode ser
encontrado em [4].

Decompondo a trajetória do passeio com respeito à última visita à origem até
o tempo n, temos

n∑
i=0

P (Xi = 0, Xj 6= 0, ∀j = i+ 1, i+ 2, · · · , n) = 1 . (1.2)

Mas,

P (Xi = 0, Xj 6= 0, i+ 1 ≤ j ≤ n)

= P (Xj 6= 0, i+ 1 ≤ j ≤ n|Xi = 0)P (Xi = 0)

= P (Xj 6= 0, 1 ≤ j ≤ n− i)P (Xi = 0)

= γd(n− i)P (Xi = 0) .
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Já que P (X2j−1 = 0) = 0, para todo j ≥ 1, pois para o passeio aleatório simples,
com X0 = 0, só é posśıvel retornar à origem em um número par de passos, e de
acordo com a observação acima, podemos reescrever (1.2) da forma

m∑
j=0

P (X2j = 0)γd(n− 2j) = 1 , (1.3)

onde m = n
2
, se n é par, e m = n−1

2
, se n é ı́mpar.

Fixando um inteiro k tal que 0 < k < m, segue de (1.3) que

1 =
k∑
j=0

P (X2j = 0)γd(n− 2j) +
m∑

j=k+1

P (X2j = 0)γd(n− 2j)

≤ γd(n− 2k)
k∑
j=0

P (X2j = 0) +
m∑

j=k+1

P (X2j = 0) . (1.4)

O que fizemos até agora não depende da dimensão d. Mas, agora vamos assumir
que d ≥ 3.

Definimos

U :=
∑
j≥0

P (X2j = 0) .

O próximo teorema nos dá uma estimativa para o valor de P (X2j = 0). (Veja [4],
Teorema 1.2.1, Seção 1.2 .)

Teorema 1.2 (Teorema limite local). Para x ∈ Zd e d ≥ 1,

P (Xn = x) = 2
( d

2πn

)d/2
e
d|x|2

2n +O
(
n−

d+2
2

)
, ∀n ≥ 1 . (1.5)

Logo para d ≥ 3, U < ∞. Assim, quando n → ∞ (consequentemente m →
∞) da equação (1.4) encontramos

1 ≤ γd

k∑
j=0

P (X2j = 0) +
∞∑

j=k+1

P (X2j = 0) .

Em seguida tomando o limite k →∞, obtemos

1 ≤ γd

∞∑
j=0

P (X2j = 0) = γdU .

Ou seja,
1

U
≤ γd . (1.6)
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Por outro lado (1.3) nos dá

1− 1

U

m∑
j=0

P (X2j = 0)

=
m∑
j=0

P (X2j = 0)γd(n− 2j)− 1

U

m∑
j=0

P (X2j = 0)

=
m∑
j=0

P (X2j = 0)
(
γd(n− 2j)− 1

U

)
.

Observe que γd(n − 2j) − 1
U
≥ 0, para todo 0 ≤ j ≤ m, já que γd(n) ≥ γd, para

todo n e, por (1.6), γd ≥ 1
U

. Logo, deixando apenas o termo j = 0, obtemos

m∑
j=0

P (X2j = 0)
(
γd(n− 2j)− 1

U

)
≥ P (X0 = 0)

(
γd(n)− 1

U

)
= γd(n)− 1

U
.

Portanto,

1− 1

U

m∑
j=0

P (X2j = 0) ≥ γd(n)− 1

U
. (1.7)

Tomando o limite quando n→∞ temos

1

U
≥ γd ,

que, junto com (1.6), nos dá

γd =
1

U
.

Como d ≥ 3, temos U <∞, logo γd > 0 e, portanto, conclúımos que o passeio é
transiente. Assim, acabamos de provar o item 2 do Teorema 1.1.

Além disso, podemos estimar o valor de γd(n) para d ≥ 3. De fato, de (1.7)
segue que

γd(n) ≤ γd +
1

U

(
U −

m∑
j=0

P (X2j = 0)
)

= γd +
1

U

∑
j>m

P (X2j = 0) .

Mas, pelo Teorema 1.2, ∑
j>m

P (X2j = 0) ≤ c1m
1−d/2 .
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Onde c1 é uma constante positiva. Logo

γd(n) ≤ γd +O
(
n−

d+2
2

)
, ∀n ≥ 1 .

Como γd ≤ γd(n), para todo n, isto prova a seguinte proposição.

Proposição 1.1. Para d ≥ 3

γd(n) = γd +O
(
n−

d+2
2

)
, ∀n ≥ 1 . (1.8)

Para d = 2, de acordo com (3.14) do Apêndice,

m∑
j=0

P (X2j = 0) =
1 + o(1)

π
logm. (1.9)

Agora usando (1.3) e (1.1),

γ2(n)
m∑
j=0

P (X2j = 0) ≤ 1 .

Então

γ2(n) ≤ π + o(1)

log n
, ∀n . (1.10)

Além disso, a partir de (1.4) e (1.9), temos

1 ≤ γ2(n− 2k)
1 + o(1)

π
log k +

1 + o(1)

π
log

m

k
. (1.11)

Agora tomando k = m− b m
logm
c, (1.11) implica

γ2

( n

log(n/2)

)
≥ π(1− o(1))

log n
. (1.12)

Mas, dado N ∈ N, defina

n∗ := min
{
n :

n

log(n/2)
≥ N

}
,

segue então que

logN > log
( n∗ − 1

log((n∗ − 1)/2)

)
' log n∗

(
1− log log n∗

log n∗

)
. (1.13)

Usando a monotonicidade de γ2(n), (1.12) e (1.13),

γ2(N) logN ≥ γ2

( n∗
log(n∗/2)

)
logN ≥ π(1− o(1)) .

Ou seja,

γ2(N) ≥ π(1− o(1))

logN
, ∀N . (1.14)

Portanto, (1.14) e (1.10) provam a seguinte proposição.
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Proposição 1.2.

γ2(n) =
π + o(1)

log n
.

Segue que γ2 = 0 e, portanto, o passeio é recorrente. Isto mostra o item 1 do
Teorema 1.1 para d = 2.

1.2 Tempo local em Zd

Considere o passeio aleatório simples simétrico (Xn)n≥0 na rede Zd, com X0 = 0.
Para x ∈ Zd e n ≥ 0 denotamos por Lxn o tempo local em x até o tempo n, ou
seja,

Lxn :=
n∑
i=0

1{Xi=x} .

Em particular, quando x = 0,

E[L0
n] = E

[ n∑
i=0

1{Xi=0}

]
=

m∑
j=0

P (X2j = 0) .

Onde m = n
2
, se n é par, e m = n−1

2
, se n é ı́mpar. Usando o Teorema 1.2,

obtemos

E[L0
n] ∼


√
n, se d = 1 ,

log n, se d = 2 ,
C, se d ≥ 3 ,

(1.15)

em que C <∞ é uma constante.
Pelo Teorema 1.2 a probabilidade do passeio estar na origem tende a zero,

quando n tende para o infinito. Apesar disso, (1.15) nos diz que o valor esperado
do número de visitas à origem diverge nos casos d = 1, 2. Isto pode ser justificado
pela recorrência do passeio nesses casos, garantida pelo Teorema 1.1. O Teorema
1.1 também nos garante a transiência do passeio no caso d ≥ 3. Assim, é razoável
pensar que assintoticamente o número de retornos à origem é finito, como afirma
(1.15).

Definimos também,
L∗n := max

x∈Zd
Lxn ,

que representa o número de visitas ao śıtio mais visitado pelo passeio até o n-
ésimo passo. L∗n é chamado de tempo local máximo do passeio aleatório até o
tempo n.

Como vimos, para d ≥ 3, temos 0 < γd < 1. Assim, seja λd constante positiva
definida por

λd := − 1

log(1− γd)
> 0 .

Erdös e Taylor [1] mostraram o seguinte resultado a respeito do tempo local
máximo para o passeio aleatório simples simétrico em Zd, para d ≥ 3.
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Teorema 1.3 (Erdös - Taylor). Em dimensões d ≥ 3,

lim
n→∞

L∗n
log n

→ λd, q.c.

Para d ≥ 3, o número esperado de retornos a qualquer ponto da rede Zd, em
particular a origem como mencionado anteriormente, é finito no limite quando
n→∞. Mas, de acordo com o Teorema 1.3, o tempo local máximo diverge. Isto
quer dizer que ao longo da trajetória o ponto mais visitado varia com o passar
do tempo.

No caso de dimensão d = 2, Erdös e Taylor encontraram as seguintes cotas
para o tempo local:

1

4π
≤ lim inf

n→∞

L∗n
(log n)2

≤ lim sup
n→∞

L∗n
(log n)2

≤ 1

π
, q.c. (1.16)

Neste caso, deduz-se que o tempo local é da ordem de (log n)2, embora não se
saiba a constante exata. Assim, conjecturaram que L∗n

(logn)2 → 1
π
, quase certamente.

Em [3], Jay Rosen melhorou esta cota inferior provando assim, a conjectura.

Teorema 1.4. Para o passeio aleatório simples simétrico em Z2,

lim
n→∞

L∗n
(log n)2

=
1

π
, q.c.

Por este motivo a cota inferior obtida por Erdös e Taylor em (1.16) não será
estudada aqui. Nesta seção apresentaremos o caso d ≥ 3 e no caṕıtulo seguinte
vamos estudar o caso d = 2.

Prova do Teorema 1.3 (Cota superior). Primeiro provaremos que

lim sup
n→∞

L∗n
log n

≤ λd, q.c. (1.17)

Para isso, dado ε > 0 defina M+
n := (λd+ε) log n. Afirmamos que para δ := ε

λd
>

0, temos

P (L∗n > M+
n ) ≤ 1

nδ
. (1.18)

Suponhamos provada a afirmação (1.18). Escolhendo nj = 2j, (1.18) implica∑
j P (L∗nj > M+

nj
) <∞ e, pelo Lema de Borel-Cantelli, quase certamente, existe

j0 tal que L∗nj ≤M+
nj

, para todo j > j0. Logo

lim sup
j→∞

L∗nj
log nj

≤ λd + ε, q.c.

Mas dado n existe um único j tal que nj ≤ n < nj+1 e

L∗n
log n

≤
L∗nj+1

log nj
=

L∗nj+1

log nj+1

j + 1

j
.
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Logo, para todo ε > 0

lim sup
n→∞

L∗n
log n

≤ lim sup
j→∞

L∗nj
log nj

≤ λd + ε, q.c.

Pegando ε := 1
k

para k ≥ 1, conclúımos que

lim sup
n→∞

L∗n
log n

≤ λd, q.c. (1.19)

Portanto, (1.17) está provado.
Para provar (1.18) considere τ ∗n definido como o tempo de primeira visita ao

śıtio mais visitado até o n-ésimo passo.1

Decompondo a trajetória do passeio com respeito ao tempo τ ∗n e ao śıtio mais
visitado, temos

P (L∗n > M+
n ) =

n−1∑
j=0

P (L∗n > M+
n , τ

∗
n = j)

=
n−1∑
j=0

∑
x∈Zd

P (Lxn > M+
n , τ

∗
n = j|Xj = x)P (Xj = x) .

Mas

P (Lxn > M+
n , τ

∗
n = j|Xj = x) = P (Lxn−j ≥M+

n , τ
∗
n = j|X0 = x)

≤ P (Lxn−j ≥M+
n |Xj = x)

≤ P (L0
∞ ≥M+

n ) .

Segue, então, que P (L∗n > M+
n ) ≤ nP (L0

∞ ≥M+
n ). Além disso, pela Propriedade

de Markov 2 forte,

P (L0
∞ = k) = (1− γd)kγd .

Logo,

P (L∗n > M+
n ) ≤ nγd

∑
k≥M+

n

(1− γd)k = n(1− γd)M
+
n =

1

nδ
, (1.20)

lembrando que 0 < γd < 1. Portanto, (1.18) está provado.

1Se houver mais de um ponto mais visitado, definimos τ∗n com respeito ao menor deles (na
ordem lexicográfica).

2A Propriedade de Markov no tempo n afirma que para todo x1, · · · , xn em Zd,

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1, · · · , X0 = x0) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1) .

A versão forte representa a mesma afirmação, onde n é trocado por um tempo aleatório (cha-
mado tempo de parada) T . Um enunciado preciso se encontra em [6].
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Prova do Teorema 1.3 (Cota inferior). Agora mostraremos que

lim inf
n→∞

L∗n
log n

≥ λd q.c. (1.21)

Seja M−
n := (λd − ε) log n. Para mostrar (1.21) é suficiente mostrar que

P (L∗n < M−
n ) ≤ e−n

δ

, (1.22)

onde δ = ε
λd

> 0. De fato, (1.21) segue diretamente de (1.22) e do Lema de
Borel-Cantelli.

Considere o número inteiro positivo l, tal que l2 < n e seja m := b n
l2
c. Divi-

dimos o intervalo [0, n] ∩ Z em m intervalos Jk, k = 1, 2, · · · ,m, de tamanho l2

cada. Cada intervalo é da forma Jk = [jk, jk + l2 − 1] ∩ Z, com jk = (k − 1)l2.
Para todo k = 1, 2, · · · ,m definimos

LxJk :=
∑
j∈Jk

1{Xj=x} ,

isto é, o tempo local do śıtio x restrito ao intervalo de tempo Jk. Definindo
zk := Xjk , observe que se L∗n < M−

n então LzkJk < M−
n para todo k = 1, 2, · · · ,m.

Segue pela Propriedade de Markov que

P (L∗n < M−
n ) ≤ E

[ m∏
k=1

1{LzkJk<M
−
n }

]
= E

[m−1∏
k=1

1{LzkJk<M
−
n }Ezm−1

[
1{Lzm−1

Jm−1
<M−n }

]]
.

Mas
Ezm−1

[
1{Lzm−1

Jm−1
<M−n }

]
= Pzm−1(L

zm−1

Jm−1
< M−

n ) = P (L0
l2 < M−

n ) ,

já que #Jk = l2, para todo k. Logo, recursivamente, obtemos

P (L∗n < M−
n ) ≤

(
P (L0

l2 < M−
n )
)m

. (1.23)

Agora encontraremos uma cota superior para P (L0
l2 < M−

n ). Para isto, seja
Tj o tempo da j-ésima visita à origem, definido por T0 := 0 e, para j ≥ 1,

Tj := inf{k > Tj−1 : Xk = 0} ,

com a convenção que inf ∅ =∞. Se Tj−1 <∞, definimos

∆j := Tj − Tj−1

e, caso Tj−1 =∞, ∆j :=∞. ∆j é o tempo da j-ésima excursão na origem.
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Escolhendo l ≡ blog nc, observe que se ∆j ≤ l, para todo j = 1, 2, · · · , bM−
n c,

então L0
l2 ≥M−

n , ou seja, se o tempo de cada uma das bM−
n c primeiras excursões

é no máximo l, então o número de retornos à origem em l2 passos é pelo menos
M−

n . (Lembrando que M−
n ' l.) Logo,

P (L0
l2 ≥M−

n ) ≥ E
[ bM−n c∏

j=1

1{∆j≤l}

]
.

Novamente, pela Propriedade de Markov forte, obtemos

E
[ bM−n c∏

j=1

1{∆j≤l}

]
= (P (∆1 ≤ l))bM

−
n c = (1− γd(l))bM

−
n c .

Agora definindo µn := (1− γd(l))bM
−
n c segue de (1.23) que 3

P (L∗n < M−
n ) ≤ (1− µn)m ≤ e−mµn . (1.24)

Por último, usando (1.8), m = n
l2

, l = blog nc e δ = ε
λd

, temos mµn ≥ nδ e,

portanto, (1.22) está provado.

3Aqui usamos que 1− x ≤ e−x, para todo x ∈ R.



Caṕıtulo 2

Tempo local em Z2

Neste caṕıtulo vamos estudar o comportamento assintótico para o tempo local
máximo na rede Z2. A conjectura de Erdös e Taylor sobre o tempo local máximo
em Z2 feita em [1], foi provada inicialmente por A. Dembo, Y. Peres, O. Zeitouni
e J. Rosen em [2].

Teorema 2.1 (Rosen, Dembo, Peres, Zeitouni). Para o passeio aleatório simples
simétrico em Z2,

lim
n→∞

L∗n
(log n)2

=
1

π
, q.c. (2.1)

Aqui apresentaremos a prova desse resultado dada por J. Rosen em [3]. Na
Seção 2.1 mostraremos a cota superior para o tempo local. Na Seção 2.2.1 de-
finiremos a função de Green que nos permite estudar o tempo local em caixas
centradas na origem e provaremos a cota inferior do tempo local máximo, assu-
mindo alguns resultados que serão provados no decorrer deste caṕıtulo.

2.1 Cota superior para o tempo local em Z2

Prova da cota superior em (2.1): Seja ln := b(1/π + ε)(log n)2c. Como foi feito
anteriormente no caso d ≥ 3, decompondo a trajetória do passeio com respeito
ao tempo de primeira visita ao śıtio mais visitado até o tempo n e, também, com
respeito ao śıtio mais visitado, temos

P (L∗n > ln) ≤ nP (L0
n ≥ ln) . (2.2)

Considere o tempo Tj da j-ésima visita à origem e ∆j := Tj − Tj−1 o tempo
da j-ésima excursão na origem entre a j− 1 e a j-ésima visita à origem. Observe
que, se até o tempo n a origem foi visitada pelo menos ln vezes, então o tempo de
cada uma das ln primeiras excursões na origem é no máximo n. Assim, usando a

13
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Propriedade de Markov forte obtemos

P (L0
n ≥ ln) ≤ E

[ ln∏
j=i

1{∆j≤n}

]
= E

[ ln−1∏
j=1

1{∆j≤n}EXTln−1

[
1{∆ln≤n}

]]
.

Mas,

EXTln−1

[
1{∆ln≤n}

]
= P (T1 ≤ n) .

Logo, recursivamente obtemos

P (L0
n ≥ n) ≤ (1− P (T1 > n))ln ≤ e−lnP (T1>n) .

De acordo com a Proposição 1.2, temos

P (T1 > n) = γ2(n) =
π + o(1)

log n
,

que implica, para n suficientemente grande,

e−lnP (T1>n) = e−(1+επ+o(1)) logn ≤ e−(1+2επ) logn .

Portanto, usando (2.2), obtemos

P (L∗n > ln) ≤ n−δ ,

com δ := 2επ > 0.
Tomando a sequência nj = 2j e usando o Lema de Borel-Cantelli, temos

lim sup
j→∞

L∗nj
(log nj)2

≤ 1

π
+ ε ,

quase certamente. Com um racioćınio semelhante ao usado na prova da cota
superior do Teorema 1.3, obtemos, para todo ε > 0,

lim sup
n→∞

L∗n
(log n)2

≤ lim sup
j→∞

L∗nj
(log nj)2

≤ 1

π
+ ε, q.c.

Pegando ε := 1
k
, com k ≥ 1, e tomando k →∞,

lim sup
n→∞

L∗n
(log n)2

≤ 1

π
, q.c. (2.3)

Com isso a cota superior do Teorema 2.1 está provada.
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A cota inferior é a parte mais dif́ıcil da prova do Teorema 2.1. Daqui para
frente nosso texto estará voltado para mostrá-la. Mas antes disso, faremos um
breve comentário sobre a prova.

Existem técnicas que nos permitem estudar o tempo local LxTn até o passeio
sair da caixa Λn de centro zero e raio n, como será mostrado na Seção 2.2.1.
Assim, ao invés de estudar o comportamento do tempo local até o tempo n,
podemos estudar o seu comportamento até o passeio deixar a caixa Λn. Como
mostra a Proposição 2.1 abaixo, o tempo Tn, que o passeio leva para sair da caixa
Λn, é da ordem de n2,

Tn ∼ n2 .

Logo,
L∗Tn

(log Tn)2
∼

L∗Tn
(log n2)2

=
L∗Tn

4(log n)2
.

Assim, veremos na Seção 2.2.2 que

lim inf
n→∞

L∗Tn
(log n)2

≥ 4

π
, q.c.

implica

lim inf
n→∞

L∗n
(log n)2

≥ 1

π
, q.c.

Ou seja, a prova da cota inferior do Teorema 2.1 se resume em mostrar que
existe pelo menos um ponto x ∈ Λn, tal que LxTn ≥

4−ε
π

(log n)2. Pontos com esta
propriedade serão chamados de pontos bem visitados. Na seção seguinte iremos
estudar estes pontos com mais detalhes.

Para mostrar a existência de pontos bem visitados, introduziremos a definição
de pontos bem cercados, onde, grosso modo, dizemos que um ponto x pertencente
à caixa Λn é bem cercado se o passeio passa um certo tempo caminhando em volta
destes pontos antes de deixar a caixa Λn. A vantagem de se trabalhar com estes
pontos é que, para n suficientemente grande e todo ponto x bem cercado com
probabilidade grande, tem-se LxTn ≥

4−ε
π

(log n)2. Ou seja, se o passeio fica um
certo tempo em volta de um ponto bem cercado, quase certamente, o passeio o
visita muitas vezes. Além disso, para dois pontos x e y bem visitados distantes, as
excursões do passeio entre ćırculos centrados em x e próximos, de certa forma, a x,
são quase independentes das excursões entre ćırculos centrados em y e próximos
a y. A Seção 2.4.1 será destinada a estudar estes pontos e a sua relação com os
pontos bem visitados.

2.2 Função de Green e Pontos bem visitados

Na Seção 2.2.1 falaremos sobre a função de Green que nos permite estudar o tempo
local máximo L∗Tn na caixa Λn. Na Seção 2.2.2 iremos introduzir a definição de
pontos bem visitados. Apresentaremos o resultado, a respeito desses pontos, que
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nos garante a existência de um ponto em Λn, cujo tempo local máximo até Tn
é da ordem de (log n)2. A existência de pontos bem visitados será mostrada na
Seção 2.3 quando introduziremos a definição de pontos bem cercados.

2.2.1 Função de Green

Para todo A ⊂ Zd definimos o tempo de primeira visita a A por

TA := inf{i ≥ 0 : Xi ∈ A} ,

com a convenção que inf ∅ =∞.

Definição 2.1. Considere A ⊂ Z2 e x, y ∈ A. Definimos a função de Green
GA(x, y) como o valor esperado do número de visitas a y, iniciando em x, até o
passeio sair de A, i.e.,

GA(x, y) := Ex

[ TAc∑
i=0

1{Xi=y}

]
= Ex

[
LyTAc

]
.

Para x ∈ Zd e n ∈ N denotamos por Λn(x) a caixa de centro x e raio n, i.e.,

Λn(x) := {y ∈ Zd : |x− y| ≤ n} .

Lembrando que |z| = max{|z1|, · · · , |zd|}, para z ∈ Zd. Quando x = 0 escrevemos
Λn(0) ≡ Λn. Quando A = Λn(x)c escrevemos Tn(x) ≡ TΛn(x)c e, consequente-
mente, Tn ≡ TΛcn .

O item 1 do Lema 2.1 nos fornece o comportamento da função de Green na
caixa Λn. Os itens 2 e 3 determinam relações entre esta função e o tempo local
do passeio em Λn. A prova do item 1 do Lema 2.1 é dada pelos Teoremas 1.6.6 e
1.6.7 da Seção 1.6 de [4]. A prova dos itens 2 e 3 foi dada em [3] e será apresentada
na sequência.

Lema 2.1. 1. Para x ∈ Λn e uma constante β,

GΛn(x, 0) =

{ 2
π

log n+ β +O(n−1), se x = 0 ,
2
π

log( n
|x|) +O(|x|−1), se x 6= 0 .

2. Para x ∈ Λn, x 6= 0 e para todo 0 < ϕ < 1

Ex

[
e
− ϕ
GΛn

(0,0)
L0
Tn

]
= 1−

log
(
n
|x|

)
log n

ϕ

1 + ϕ

(
1 +O

( 1

log |x|

))
. (2.4)

3. Para k ≥ 1, x 6= 0 e uma constante c independente de x, k e n

Px

(
L0
Tn ≥ kGΛn(0, 0)

)
≤ c
√
ke−k .
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Prova do Lema 2.1 (itens 2 e 3). Considere x ∈ Λn, com x 6= 0, fixado ϕ ∈ (0, 1)
e seja φ := ϕ

GΛn (0,0)
. Logo, a função geradora de momento do tempo local é dada

por

Ex

[
e−φL

0
Tn

]
= Px(L

0
Tn = 0) +

∑
k≥1

e−φkPx(L
0
Tn = k) . (2.5)

Usando a Propriedade de Markov forte,

Px(L
0
Tn = k) = Ex

[
1{T <Tn}EXT

[
1{L0

Tn
=k}
]]

= Px(T < Tn)P (L0
Tn = k) , (2.6)

onde T é o tempo de primeiro retorno à origem definido na Seção 1.1.1. Em
particular, se x = 0

P (L0
Tn = k) =

(
P (T < Tn)

)k−1

P (T > Tn) .

Ou seja, quando o passeio inicia na origem, L0
Tn

tem distribuição geométrica1 com
média GΛn(0, 0).

Usando (2.6) em (2.5), temos

Ex

[
e−φL

0
Tn

]
= 1− Px(T < Tn)

(
1− E

[
e−φL

0
Tn

])
. (2.7)

Pela observação acima a função geradora de momento E
[
eφL

0
Tn

]
é dada por

E
[
e−φL

0
Tn

]
=

1

1 + (eφ − 1)GΛn(0, 0)
. (2.8)

Como GΛn(0,0) = O(log n), segue que

1 + (eφ − 1)GΛn(0, 0) = 1 + ϕ+O
( 1

log n

)
. (2.9)

Pela Propriedade de Markov forte,

GΛn(x, 0) = E
[
1{T <Tn}EXT

[
L0
Tn

]]
= Px(T < Tn)GΛn(0, 0) (2.10)

que implica

Px(T < Tn) =
GΛn(x, 0)

GΛn(0, 0)
.

1Uma variável aleatória geométrica Y ∈ {1, 2, · · · } com parâmetro p ∈ (0, 1) e média 1
p tem

distribuição
P (Y = k) = (1− p)k−1p ,

e sua função geradora de momento é

E[etY ] =
pet

1− (1− p)et
, ∀t < − log(1− p) .
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Portanto, usando o item 1,

Px(T < Tn) =
log
(
n
|x|

)
log n

(
1 +O

( 1

log |x|
))
. (2.11)

Usando (2.11), (2.9) e (2.8) em (2.7), obtemos (2.4). Portanto o item 2 do Lema
2.1 está provado.

Agora iremos provar o item 3. Nos ı́ndices j1, j2, · · · , jk das somas abaixo
estamos sempre considerando 0 ≤ j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jk < Tn. Para o tempo local
em zero, temos(

L0
Tn

)k
=

( Tn∑
j=0

1{Xj=0}

)k
≤ k!

∑
j1≤j2≤···≤jk

k∏
i=1

1{Xji=0}

= k!
∑

j1≤j2≤···≤jk−1

k−1∏
i=1

1{Xji=0}

Tn∑
jk=jk−1

1{Xjk=0} .

Agora considerando x ∈ Λn e usando a Propriedade de Markov forte

Ex
[(
L0
Tn

)k] ≤ k!Ex

[ ∑
j1≤j2≤···≤jk−1

k−1∏
i=1

1{Xji=0}EXjk−1

[ Tn∑
jk=0

1{Xjk=0}

]]

= k!GΛn(0, 0)Ex

[ ∑
j1≤j2≤···≤jk−1

k−1∏
i=1

1{Xji=0}

]
.

Assim, indutivamente, obtemos

Ex

[(
L0
Tn

)k] ≤ k!GΛn(0, 0)k−1Ex

[ Tn∑
j1=0

1{Xj1=0}

]
= k!GΛn(0, 0)k−1GΛn(x, 0) .

(2.12)
Logo por (2.10),

Ex

[(
L0
Tn

)k] ≤ k!GΛn(0, 0)k . (2.13)

Pela Desigualdade de Tchebychev,

Px(L
0
Tn ≥ kGΛn(0, 0)) = Px((L

0
Tn

)k ≥ kk(GΛn(0, 0))k)

≤
Ex
[
(L0

Tn
)k
]

kk(GΛn(0, 0))k

≤ k!

kk
.

e usando a fórmula de Stirling k! =
√

2πkke−k
√
k(1 + o(1)), conclúımos

Px(L
0
Tn ≥ kGΛn(0, 0)) ≤ ce−k

√
k .

Portanto o item 3 do Lema 2.1 está provado.
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2.2.2 Pontos bem visitados

Fixe a ∈ (0, 2). Dizemos que um ponto x ∈ Λn é um ponto bem visitado se ele
foi visitado pelo menos 2a

π
(log n)2 vezes até o passeio sair da caixa Λn, ou seja,

se LxTn ≥
2a
π

(log n)2. Denotamos por Ba
n o conjunto dos pontos bem visitados em

Λn:

Ba
n :=

{
x ∈ Λn : LxTn ≥

2a

π
(log n)2

}
.

O comportamento assintótico (quando n → ∞) do número de pontos bem visi-
tados possui a seguinte propriedade, como mostra o próximo teorema:

#Ba
n ∼ n2−a .

Assim, para n suficientemente grande, existe pelo menos um ponto bem visitado
na caixa Λn, como foi mencionado no final do Caṕıtulo 1. Portanto, podemos
provar a cota inferior do Teorema 2.1.

Teorema 2.2. Para a ∈ (0, 2)

lim
n→∞

log(#Ba
n)

log n
= 2− a, q.c.

Proposição 2.1. Para o passeio aleatório simples simétrico em Z2,

lim
n→∞

log Tn
log n

= 2, q.c.

A demonstração da Proposição 2.1 se encontra na Seção 3.1 do Apêndice.
Assumindo o Teorema 2.2 e a Proposição 2.1 iremos provar a cota inferior do
Teorema 2.1.

Prova do Teorema 2.1 (Cota inferior). Pelo Teorema 2.2 e pela Proposição 2.1,
dado ε > 0 pequeno o suficiente de forma que 2 − a − ε > 0, temos que, quase
certamente, existe n0 (aleatório e que depende de ε), tal que para n > n0,

n2−a−ε ≤ #Ba
n ≤ n2−a+ε (2.14)

e

n2−ε ≤ Tn ≤ n2+ε .

Uma consequência imediata de (2.14) é que Ba
n 6= ∅ para todo n > n0. Assim,

existe pelo menos um ponto bem visitado x∗ ∈ Λn, i.e., tal que Lx∗Tn ≥
2a
π

(log n)2.
Em particular, se n > n0,

L∗dn2+εe

(log n)2
≥

L∗Tn
(log n)2

≥
Lx∗Tn

(log n)2
≥ 2a

π
.
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Agora, dado N ∈ N existe n ∈ N tal que dn2+εe ≤ N < d(n+ 1)2+εe, então

L∗N
(logN)2

≥
L∗dn2+εe

(log n)2

( log n

logN

)2

≥
L∗dn2+εe

(log n)2

1

(2 + ε)2

( log n

log(n+ 1)

)2

.

Logo, para todo ε > 0 e para todo a ∈ (0, 2),

lim inf
N→∞

L∗N
(logN)2

≥ lim inf
n→∞

L∗dn2+εe

(log n)2

1

(2 + ε)2
≥ 2a

π

1

(2 + ε)2
, q.c.

Portanto, tomando ε = 1
k

e a = 2− 1
k
, com k →∞,

lim inf
N→∞

L∗N
(logN)2

≥ 1

π
, q.c. (2.15)

Assim, (2.15) e (2.3) provam o Teorema 2.1.

Observe que para provar o Teorema 2.1 precisamos apenas da cota inferior
para #Ba

n. Provaremos agora a cota superior. A cota inferior será provada na
próxima seção.

Prova do Teorema 2.2 (cota superior). Considere ε > 0. Então, pela Desigual-
dade de Tchebychev,

P (#Ba
n ≥ n2−a+ε) ≤ n−(2−a)−εE

[
#Ba

n

]
= n−(2−a)−ε

∑
x∈Λn

P
(
LxTn ≥

2a

π
(log n)2

)
≤ n−(2−a)−ε

∑
x∈Λn

P
(
LxT2n(x) ≥

2a

π
(log n)2

)
.

Na segunda desigualdade usamos que, se um ponto x ∈ Λn é bem visitado, o
número de visitas a ele, antes de sair da caixa Λ2n(x), é pelo menos 2a

π
(log n)2,

pois Λn ⊂ Λ2n(x). Agora considere o seguinte lema o qual será provado no final
desta seção.

Lema 2.2. Para todo x ∈ Λn \ {0}, para todo δ > 0 e n suficientemente grande

P
(
LxT2n(x) ≥

2a

π
(log n)2

)
≤ c̃n−a+δ , (2.16)

para alguma constante positiva c̃.
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Logo, como #Λn = 4(n+ 1)2 e escolhendo δ tal que 0 < δ < ε, temos

P (#Ba
n ≥ n2−a+ε) ≤ c1n

−(ε−δ) , (2.17)

para alguma constante positiva c1.
Tomando nj = 2j, pelo Lema de Borel-Cantelli, quase certamente, existe

j0 <∞ tal que j ≥ j0 implica #Ba
nj
< 2(2−a+ε)j. Mas dado n, existe um único j

tal que nj ≤ n < nj+1. Segue que,

#Ba
n = #

{
x ∈ Λn : LxTn ≥

2a

π
(log n)2

}
= #

{
x ∈ Λnj+1

: LxTn ≥
2a

π
(log n)2

}
.

Além disso, como

LxTn
(log n)2

≤
LxTnj+1

(log nj)2
=

LxTnj+1

(log nj+1)2

( log nj+1

log nj

)2

,

temos {
x ∈ Λnj+1

: LxTn ≥
2a

π
(log n)2

}
⊂

{
x ∈ Λnj+1

:
LxTnj+1

(log nj+1)2
≥ 2a

π

(
1 + 1/j

)−2
}
,

com a(1 + 1/j)−2 ∈ (0, 2), para todo j ≥ 1. Então

#Ba
n ≤ #Ba(1+1/j)−2

nj+1

≤ 2(2−a(1+1/j)−2+ε)(j+1)

≤ n(2−a(1+1/j)−2+ε) j+1
j .

Logo, para todo ε > 0,

lim sup
n→∞

log(#Ba
n)

log n
≤ 2− a+ ε, q.c. (2.18)

Assim, provamos a cota superior no Teorema 2.2.

Prova do Lema 2.2. Segue do item 1 do Lema 2.1 que

GΛ2n(x)(x, x) = GΛ2n(0, 0) =
2

π
log n

(
1 +O

( 1

log n

))
.

Além disso, usando o item 3 do mesmo lema temos que, para todo δ′ > 0 e n
suficientemente grande,

P
(
LxT2n(x) ≥

2a

π
(log n)2

)
= P

(
LxT2n(x) ≥

a log n

1 +O((log n)−1)
GΛ2n(x)(x, x)

)
≤ P

(
LxT2n(x) ≥

a log n

1 + δ′
GΛ2n(x)(x, x)

)
≤ c1

√
log nn−

a
1+δ′ .
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Agora, dado δ > 0, δ′ deve ser tomado pequeno o suficiente de forma que δ̄ :=
δ − a(1− 1

1+δ′
) > 0. Segue que, para n suficientemente grande,

P
(
LxT2n(x) ≥

2a

π
(log n)2

)
≤ c2n

δ̄n−
a

1+δ′ = c2n
−a+δ .

2.3 Cota inferior para o tempo local em Z2

Queremos mostrar que, para todo a ∈ (0, 2)

lim inf
n→∞

log(#Ba
n)

log n
≥ 2− a, q.c. (2.19)

Considere uma sequência de números reais Rn tal que

Rn ↗∞ e lim
n→∞

logRn+1

logRn

= 1 . (2.20)

A sequência Rn será escolhida adequadamente. Para mostrar (2.19) é suficiente
mostrar que, para todo a ∈ (0, 2)

lim inf
n→∞

log(#Ba
Rn

)

logRn

≥ 2− a, q.c. (2.21)

De fato, suponha (2.21) provado e fixe a ∈ (0, 2). Dado N ∈ N considere n tal
que Rn ≤ N < Rn+1. Segue que

#Ba
N ≥ #

{
x ∈ ΛRn : LxTN ≥

2a

π
(logN)2

}
pois ΛN ⊃ ΛRn . Além disso, como

LxTN
(logN)2

≥
LxTRn

(logN)2
≥

LxTRn
(logRn+1)2

,

temos

#Ba
N ≥ #

{
x ∈ ΛRn : LxTRn ≥

2a

π
(logRn+1)2

}
= #

{
x ∈ ΛRn :

LxTRn
(logRn)2

≥ 2a

π

( logRn+1

logRn

)2}
.

Agora, como limn→∞
logRn+1

logRn
= 1, para todo ε > 0 e n suficientemente grande

temos logRn+1

logRn
≤ 1 + ε. Assim, pegando ε > 0 pequeno o suficiente de forma que

a(1 + ε) ∈ (0, 2), temos

#Ba
N ≥ #

{
x ∈ ΛRn :

LxTRn
(logRn)2

≥ 2a

π
(1 + ε)

}
= #B

a(1+ε)
Rn
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e
log(#Ba

N)

logN
≥

log(#B
a(1+ε)
Rn

)

logRn+1

=
log(#B

a(1+ε)
Rn

)

logRn

logRn

logRn+1

.

Então, usando (2.21), temos, para todo ε > 0 tal que a(1 + ε) ∈ (0, 2),

lim inf
N→∞

log(#Ba
N)

logN
≥ lim inf

n→∞

log(#B
a(1+ε)
Rn

)

logRn

≥ 2− a(1 + ε) .

O que prova (2.19).
A partir de agora vamos considerar a sequência Rn como sendo

Rn := b16enn3nc . (2.22)

Observe que a sequência Rn definida desta forma satisfaz (2.20).
Para mostrar (2.21), considere o seguinte lema. A sua prova será dada na

Seção 2.4.

Lema 2.3 (Principal). Dado ε > 0 e a ∈ (0, 2) considere o seguinte subconjunto
de ΛRn:

Aan(ε) :=
{
x ∈ ΛRn : LxTRn ≥

2a− ε
π

(logRn+1)2
}
.

Então para todo ε > 0 existe pε, 0 < pε < 1, tal que

P (#Aan(ε) < R2−a−2ε
n+1 ) ≤ 1− pε ,

para n suficientemente grande.

Prova de (2.21) a partir do Lema 2.3. Para x ∈ Z2 e k = 1, 2, · · · , n3, considera-
mos a sequência

TkRn(x) = TΛkRn (x)c .

Com TkRn ≡ TΛckRn
, se x = 0. Definimos zk := XTkRn

, para k = 1, 2, · · · , n3.

Observe que P (TkRn <∞) = 1, para todo k, logo os zk são bem definidos. Dado
ε > 0 e a ∈ (0, 2), definimos o conjunto

Aan(k, ε) :=
{
x ∈ ΛRn(zk) : LxTRn (zk) ≥

2a− ε
π

(logRn+1)2
}
,

para todo k = 1, 2, · · · , n3. Temos

{#Ba−ε/2
Rn+1

< R2−a−2ε
n+1 } ⊂

n3⋂
k=1

{#Aan(k, ε) < R2−a−2ε
n+1 } .

Logo, usando a Propriedade de Markov forte,

P (#B
a−ε/2
Rn+1

< R2−a−2ε
n+1 )

≤ E
[ n3∏
k=1

1{#Aan(k,ε)<R2−a−2ε
n+1 }

]
= E

[ n3−1∏
k=1

1{#Aan(k,ε)<R2−a−2ε
n+1 }Ezn3

[
1{#Aan(n3,ε)<R2−a−2ε

n+1 }

]]
.
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Mas, pelo Lema 2.3

Ezn3

[
1{#Aan(n3,ε)<R2−a−2ε

n+1 }

]
= P (#Aan(ε) < R2−a−2ε

n+1 ) ≤ 1− pε ,

para algum 0 < pε < 1. Portanto, recursivamente, obtemos

P (#B
a−ε/2
Rn+1

< R2−a−2ε
n+1 ) ≤ (1− pε)n

3

.

Segue, então, que
∑

n P (#B
a−ε/2
Rn+1

< R2−a−2ε
n+1 ) < ∞ e, pelo Lema de Borel-

Cantelli, para todo ε > 0 tal que a + 2ε ∈ (0, 2), quase certamente existe
n0 := n0(ε) tal que, para todo n > n0

log(#B
a−ε/2
Rn+1

)

logRn+1

≥ 2− a− 2ε .

Portanto, para todo a ∈ (0, 2),

lim inf
n→∞

log(#Ba
Rn

)

logRn

≥ 2− a, q.c.

Supondo o Lema 2.3 provado, isso prova (2.21)

Como vimos, (2.21) implica (2.19) que por sua vez implica o Teorema 2.2.
A próxima seção será destinada à prova do Lema 2.3.

2.4 Prova do Lema Principal

Antes de provar o Lema 2.3, observe que, para todo ε > 0 e n suficientemente
grande, vale a seguinte desigualdade

P (#Aan(ε) < R2−a−2ε
n+1 ) ≤ P (#Ba

Rn < R2−a−ε
n ) . (2.23)

De fato, como limn→∞
logRn+1

logRn
= 1, dado ε > 0, para n suficientemente grande,

temos
(

logRn
logRn+1

)2

> 1− ε
2a

o que implica

#Ba
Rn = #

{
x ∈ ΛRn :

LzTRn
(logRn+1)2

≥ 2a

π

( logRn

logRn+1

)2}
≤ #

{
x ∈ ΛRn :

LzTRn
(logRn+1)2

≥ 2a

π

(
1− ε

2a

)}
= #Aan(ε) .

Além disso, como 2−a−ε
2−a−2ε

> 1, temos logRn+1

logRn
≤ 2−a−ε

2−a−2ε
, para n suficientemente

grande, o que implica R2−a−2ε
n+1 ≤ R2−a−ε

n . Portanto, para mostrar o Lema 2.3,
basta mostrar que existe pε ∈ (0, 1) tal que

P (#Ba
Rn < R2−a−ε

n ) ≤ 1− pε . (2.24)
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2.4.1 Pontos bem cercados

Para mostrar (2.24) vamos considerar alguns pontos espećıficos de ΛRn os quais
chamaremos de pontos bem cercados. Rn será sempre considerado como definido
em (2.22).

Para cada x ∈ Z2, denotamos a fronteira de Λn(x) por

∂Λn(x) := {y ∈ Λn(x)c : inf
z∈Λn(x)

|z − y| = 1} .

Quando x = 0 denotamos ∂Λn(0) ≡ ∂Λn. Fixado n, considere a sequência

rj := benn3(n−j)c, j = 0, 1, · · · , n

e o seguinte subconjunto de ΛRn ,

Kn := [2r0, 3r0]2 ∩ Z2

Para cada x ∈ Kn e cada j = 1, · · · , n definiremos uma sequência de tempos
em que o passeio visita ∂Λrj−1

(x) e ∂Λrj(x). Também definiremos excursões e o
número de excursões do passeio de ∂Λrj−1

(x) para ∂Λrj(x) (veja figura abaixo).
Estas variáveis sempre vão depender de n, do ponto x ∈ Kn e j ∈ {1, · · · , n},
mas explicitaremos apenas alguns desses parâmetros afim de facilitar a notação.

Fixado x ∈ Kn, e j ∈ {1, · · · , n} sejam

T 1 := T∂Λrj−1 (x)

e, para k ≥ 1,

T 2k := inf{i > T 2k−1 : Xi ∈ ∂Λrj(x)}

e

T 2k+1 := inf{i > T 2k : Xi ∈ ∂Λrj−1
(x)} .

Pela recorrência do passeio em Z2, todos os T i estão bem definidos. Definimos

Ej(k) := {Xi : T 2k−1 ≤ i ≤ T 2k} .

Ej(k) é a k-ésima excursão do passeio de ∂Λrj−1
(x) para ∂Λrj(x).
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Λrj+1 (x)

Λrj (x)

XT1

XT3

XT4

XT2x

Para x ∈ Kn e para cada j ∈ {1, 2, · · · , n}, denotamos por Nj(x) o número
de excursões Ej(k) antes de sair de ΛRn , que pode ser definido como

Nj(x) := max{k : T 2k < TRn} .

Definição 2.2. Considere a ∈ (0, 2). Sejam lj(a) := 3aj2 log j, para j =
1, 2, · · · , n, e j∗ := min{4, inf{j : lj(a) ≥ 2j}}. Dizemos que um ponto x ∈ Kn é
bem cercado se

Nj(x) = 1, ∀ j = 1, 2, · · · , j∗ − 1 ,

e
|Nj(x)− lj(a)| ≤ j, ∀ j = j∗, j∗ + 1, · · · , n .

Denotamos por Ca
n o conjunto dos pontos bem cercados em Kn. Em geral, um

ponto bem cercado é necessariamente bem visitado, como mostra o lema abaixo.

Lema 2.4. Para todo a ∈ (0, 2) e todo δ > 0,

P (Ca
n \Ba−δ

n 6= ∅) ≤ ce−c̃n(logn)2

, (2.25)

em que c > 0 e c̃ := c̃a(δ) > 0 é tal que c̃a(δ)↘ 0, quando δ → 0. Em particular,
quase certamente, para todo n suficientemente grande

Ca
n ⊂ Ba−δ

Rn
. (2.26)

Com isso, para x ∈ Kn conclúımos que se o passeio passa um longo tempo
fazendo excursões a partir da fronteira de uma caixa centrada em x para outra,
quase certamente o passeio visita o ponto x um número grande de vezes.
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Prova do Lema 2.4. Queremos mostrar que para todo a ∈ (0, 2) e δ > 0, quase
certamente,

Ca
n \Ba−δ

Rn
= ∅ ,

a menos de um conjunto finito de ı́ndices n.
Observe que

P (Ca
n \Ba−δ

Rn
6= ∅) ≤

∑
x∈Kn

P
(
{x ∈ Ca

n} ∩
{
LxTRn <

2a− δ
π

(logRn)2
})
. (2.27)

Estudaremos agora a probabilidade

Pδ(a, x) := P
(
{x ∈ Ca

n} ∩
{
LxTRn ≤

2(a− δ)
π

(logRn)2
})

.

Fixado x ∈ Kn e n, denotamos por Lx,k o número de visitas ao śıtio x du-
rante a k-ésima excursão de ∂Λrn(x) para ∂Λrn−1(x). Estamos definindo Lx,k

para excursões de ∂Λrn(x) para ∂Λrn−1(x), pois estamos interessados em saber as
chances de um ponto x ser bem visitado, sabendo que o passeio visitou a fronteira
de Λrn(x). Usando os T i′s definidos anteriormente podemos escrever

Lx,k :=

T 2k+1∑
i=T 2k

1{Xi=x} .

Observe que, para x ∈ Ca
n, o número de excursões de ∂Λrn(x) para ∂Λrn−1(x)

é igual a Nn(x) e, por definição,

Nn(x) ≥ ln(a)− n .

Além disso, se LxTRn ≤
2(a−δ)
π

(logRn)2, então o número de visitas a x durante as
bln(a)− nc primeiras excursões de ∂Λrn(x) para ∂Λrn−1(x) satisfaz

bln(a)−nc∑
k=1

Lx,k ≤ 2(a− δ)
π

(logRn)2 .

Logo

Pδ(a, x) ≤ P
(
{x ∈ Ca

n} ∩
{ bln(a)−nc∑

k=1

Lx,k ≤ 2(a− δ)
π

(logRn)2
})

≤ P
( bln(a)−nc∑

k=1

Lx,k ≤ 2(a− δ)
π

(logRn)2
)
.

Para 0 < φ <∞ e usando a Desigualdade de Tchebychev, obtemos

Pδ(a, x) ≤ exp
{
φ

2(a− δ)
π

(logRn)2
}
E
[
e−φ

∑bln(a)−nc
k=1 Lx,k

]
.
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Mas, pela Propriedade de Markov

E
[
e−φ

∑bln(a)−nc
k=1 Lx,k

]
= E

[
e−φ

∑bln(a)−nc−1
k=1 Lx,kEXT2(ln(a)−n)

[
e
−φLx

Trn−1 (x)

]]
.

Pelo item 2 do Lema 2.1, com φ ≡ ϕ
GΛrn−1 (x)(x,x)

, para 0 < ϕ < 1, temos

Ey

[
e
−φLx

Trn−1 (x)

]
= 1− 3 log n

n

ϕ

1 + ϕ

(
1 +O

( log n

n

))
,

independente do ponto y escolhido em ∂Λrn−1(x). Logo

sup
y∈∂Λrn−1 (x)

Ey

[
e
−φLx

Trn−1 (x)

]
= 1− 3 log n

n

ϕ

1 + ϕ

(
1 +O

( log n

n

))
≤ exp

{
− 3 log n

n

ϕ

1 + ϕ

(
1 +O

( log n

n

))}
.

Agora usando que ln(a)− n = 3an2 log n
(

1 +O
(

1
n logn

))
, obtemos

E
[
e−φ

∑bln(a)−nc
k=1 Lx,k

]
≤ exp

{
− 9an(log n)2

(
1 +O

( log n

n

)) ϕ

1 + ϕ

}
. (2.28)

Vamos estimar agora exp
{
φ2(a−δ)

π
(logRn)2

}
. Como, pelo item 1 do Lema

2.1,

GΛrn−1 (x)(x, x) = GΛrn−1
(0, 0) =

2

π
n
(

1 +O
( log n

n

))
,

e, além disso,

(logRn)2 = (log(16enn3n))2 = 9(n log n)2
(

1 +O
( 1

log n

))
,

temos

exp
{
φ

2(a− δ)
π

(logRn)2
}

= exp
{
ϕ9(a− δ)n(log n)2

(
1 +O

( 1

log n

))}
. (2.29)

Portanto, (2.29) com (2.28), nos dá

Pδ(a, x) ≤ exp
{(
ϕ(1− δ/a)− ϕ

1 + ϕ

)
9an(log n)2

(
1 +O

( 1

log n

))}
,

para todo 0 < ϕ < 1. Agora vamos otimizar essa cota superior em função de φ.
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A função h(x) = xM − x
1+x

N, x ∈ (0, 1), atinge o seu mı́nimo quando x =√
N/M − 1 e

h(
√
N/M − 1) = −(

√
N −

√
M)2 .

Segue que, para n suficientemente grande e para alguma constante positiva c′,

Pδ(a, x) ≤ exp
{
−
(

1−
√

1− δ/a
)2

9an(log n)2
(

1 +O
( 1

log n

))}
≤ e−c

′(1−
√
δ/a)9an(logn)2

.

Fazendo c̃a(δ) := c′(1 −
√

1− δ/a)29a > 0, usando (2.27) e que, para alguma
constante c, #Kn = (r0 + 1)2 = (enn3n + 1)2 < cn8n = ce8n logn, temos

P (Ca
n \Ba−δ

Rn
6= ∅) ≤

∑
x∈Kn

Pδ(a, x) ≤ ce−c̃a(δ)n(logn)2

.

Portanto, (2.25) está provado. Aplicando o Lema de Borel-Cantelli prova (2.26)
e completa a prova do Lema 2.4.

Agora, dado δ > 0, para n suficientemente grande

P (#Ba−δ
Rn
≥ R2−a−ε

n ) ≥ P
({

#
(
Ba−δ
n ∩ Ca

n

)
≥ R2−a−ε

n

}
∩
{
Ca
n \Ba−δ

Rn
= ∅
})

= P
({

#Ca
n ≥ R2−a−ε

n

}
∩
{
Ca
n \Ba−δ

Rn
= ∅
})
.

Mas

P
({

#Ca
n ≥ R2−a−ε

n

}
∩
{
Ca
n \Ba−δ

Rn
= ∅
})

= P
(
#Ca

n ≥ R2−a−ε
n

)
− P

({
#Ca

n ≥ R2−a−ε
n

}
∩
{
Ca
n \Ba−δ

Rn
6= ∅
})

≥ P
(
#Ca

n ≥ R2−a−ε
n

)
− P

(
Ca
n \Ba−δ

Rn
6= ∅
)
.

Portanto para mostrar (2.24) basta verificar que, para todo ε > 0, existe pε ∈
(0, 1) tal que

P (#Ca
n ≥ R2−a−ε

n ) ≥ 2pε . (2.30)

De fato, supondo (2.30) provado e usando (2.25) do Lema 2.4,

P (#Ba−δ
Rn
≥ R2−a−ε

n ) ≥ P (#Ca
n ≥ R2−a−ε

n )− P (#Ca
n \Ba−δ

Rn
) ≥ pε ,

para n grande o suficiente. Assim, tomando δ := 1
k
, para k ≥ 1, temos

{#Ba−1/k
Rn

≥ R2−a−ε
n } ↘ {#Ba

Rn ≥ R2−a−ε
n },

quando k →∞, e conclúımos portanto, que

P (#Ba
Rn ≥ R2−a−ε

n ) = lim
k→∞

P (#B
a−1/k
Rn

≥ R2−a−ε
n ) ≥ pε . (2.31)

Usaremos a Proposição 2.2 e a Proposição 2.3 para estudar (2.30).
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Proposição 2.2. Sejam 0 < α < 1 e Z uma variável aleatória integrável com
variância finita. Então

P (Z ≥ αEZ) ≥ (1− α)2

[
EZ
]2

E[Z2]
.

Apesar da Proposição 2.2 ser bem conhecida, daremos a prova a seguir.

Prova da Proposição 2.2. Considere α ∈ (0, 1). Podemos escrever

Z = Z1{Z<αEZ} + Z1{Z≥αEZ} .

Assim,
EZ = E[Z1{Z<αEZ}] + E[Z1{Z≥αEZ}] . (2.32)

Para a primeira parcela em (2.32), temos

E[Z1{Z<αEZ}] ≤ αEZ (2.33)

Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

E[Z1{Z≥αEZ}] ≤
(
E[Z2]

)1/2(
E[1{Z≥αEZ}]

)1/2

=
(
E[Z2]

)1/2
P (Z ≥ αEZ)1/2 . (2.34)

Usando (2.34) e (2.33) em (2.32), acaba a prova da Proposição 2.2.

Fazendo Z ≡ #Ca
n na Proposição 2.2, temos

P (#Ca
n ≥ αE[#Ca

n]) ≥ (1− α)2 (E[#Ca
n])2

E[(#Ca
n)2]

, (2.35)

para α ∈ (0, 1). A Proposição 2.3 abaixo nos permite comparar E[#Ca
n] com

R2−a−ε
n e, além disso, estudar a relação entre (E[#Ca

n])2 e E[(#Ca
n)2].

Seja χn a indicadora do conjunto Ca
n, ou seja, para x ∈ Kn,

χn(x) = 1{x∈Can} .

Com isso, podemos escrever

#Ca
n =

∑
x∈Kn

χn(x)

que implica

E[#Ca
n] =

∑
x∈Kn

P (x é bem cercado) (2.36)

Mas pela Proposição 2.3 veremos que, para todo x ∈ Kn

P (x é bem cercado) ≥ R−(a+ε)
n ,
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para todo n suficientemente grande. Agora o segundo momento de #Ca
n pode ser

escrito como

E[(#Ca
n)2] = E

[( ∑
x∈Kn

χn(x)
)2]

= E
[ ∑
x∈Kn

(χn(x))2 +
∑

x,y∈Kn:
x6=y

χn(x)χn(y)
]

= E[#Ca
n] +

∑
x,y∈Kn:
x 6=y

E[χn(x)χn(y)] . (2.37)

Usaremos a Proposição 2.3 para estudar a correlação entre variáveis χn(x) e χn(y)
para dois pontos x e y em Kn distintos.

Proposição 2.3. 1. Existe uma sequência (δn)n≥1 de números positivos que
converge para zero tal que, para todo n ≥ 1,

pn := inf
y∈Kn

P (χn(y) = 1) ≥ R−(a+δn)
n . (2.38)

Além disso,
pn ≥ c1P (χn(x) = 1), (2.39)

para alguma constante positiva c1, para todo n e todo x ∈ Kn.

2. Seja
l(x, y) := min

{
k ∈ {0, 1, · · · , n} : Λrk(x) ∩ Λrk(y) = ∅

}
.

Existe uma sequência (δ′n)n≥1 de números positivos que converge para zero
tal que, para todo n ≥ 1 e x 6= y,

E[χn(x)χn(y)] ≤ c2p
2
n(l(x, y)!)3a+δ′

l(x,y) . (2.40)

para alguma constante c2.

De acordo com (2.38) da Proposição 2.3 existe uma sequência δn que converge
para zero tal que,

E[#Ca
n] =

∑
x∈Kn

P (χn(x) = 1) ≥ (#Kn)R−(a+δn)
n ≥ cR2−a−δn

n .

Lembrando que #Kn = cR2
n, para alguma constante 0 < c < 1. Agora, dado

ε > 0, para n suficientemente grande, temos

cE[#Ca
n] ≥ c2R2−a−δn

n ≥ R2−a−ε
n . (2.41)

Portanto, usando (2.41) e (2.35), dado ε > 0 e para todo n suficientemente grande

P (#Ca
n ≥ R2−a−ε

n ) ≥ (1− c)2 (E[#Ca
n])2

E[(#Ca
n)2]

. (2.42)
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Agora mostraremos que, para alguma constante c̃ e n suficientemente grande,
temos

E[(#Ca
n)2] ≤ c̃(E[#Ca

n])2 . (2.43)

De (2.37), temos

E[(#Ca
n)2] = E[#Ca

n] +
∑

x,y∈Kn:
x 6=y

E[χn(x)χn(y)] .

Mas pelo item 1 da Proposição 2.3, existe δn ↘ 0 tal que R
−(a+δn)
n ≤ pn, para

todo n ≥ 1. Assim, como a < 2, temos

R−2
n ≤ R−(a+δn)

n ≤ pn ,

para n suficientemente grande. Logo,

1 ≤ R2
npn = c̃(#Kn)pn ≤ c̃E[#Ca

n] , (2.44)

que implica

E[#Ca
n] ≤ c̃

(
E[#Ca

n]
)2

. (2.45)

para alguma constante positiva c̃ e n suficientemente grande.
Para a segunda parcela em (2.37), vamos mostrar que∑

x,y∈Kn:
x 6=y

E[χn(x)χn(y)] ≤ c̄
(
E[#Ca

n]
)2

, (2.46)

para alguma constante positiva c̄ e n suficientemente grande. Para isso, dividire-
mos esta soma em duas partes, a primeira será sobre todos os pontos de Kn que
estão a uma distância de, no máximo, 2rn entre si, e a segunda parte sobre os
pontos que estão a uma distância entre 2rn e 2r0. Lembrando que rj = enn3(n−j),
com j = 0, 1, · · · , n, e Kn = [2r0, 3r0]2 ∩ Z2. Então,∑

x,y∈Kn:
x 6=y

E[χn(x)χn(y)] = S1 + S2 , (2.47)

em que

S1 :=
∑
x∈Kn

∑
y∈Λ2rn (x)\{x}

E[χn(x)χn(y)]

e
S2 :=

∑
x∈Kn

∑
y∈Kn\Λ2rn (x)

E[χn(x)χn(y)] .

Para S1, usando (2.39) da Proposição 2.3, temos

S1 ≤
∑
x∈Kn

∑
y∈Λ2rn (x)

E[χn(y)] ≤ c2e
2n
∑
x∈Kn

pn ≤ c2e
2nE[#Ca

n] .
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Além disso, para n suficientemente grande e usando (2.38),

e2n ≤ c3R
2−(a+δn)
n ≤ c3R

2
npn ≤ c4E[#Ca

n] .

Portanto

S1 ≤ c5

(
E[#Ca

n]
)2

. (2.48)

Agora vamos analisar S2. Para cada x ∈ Kn e k = 1, · · · , n defina

Rx
k := {y ∈ Kn : 2rk < |x− y| ≤ 2rk−1}

e, para x, y ∈ Kn, com x 6= y, considere l(x, y) definido no item 2 da Proposição
2.3. Observe que

k∗ := max
y∈Rxk
{l(x, y)} = k, ∀k = 1, · · · , n . (2.49)

Usando (2.40), temos

S2 =
∑
x∈Kn

∑
y∈Kn\Λ2rn (x)

E[χn(x)χn(y)]

=
∑
x∈Kn

n∑
k=1

∑
y∈Rxk

E[χn(x)χn(y)]

≤ c1

∑
x∈Kn

n∑
k=1

∑
y∈Rxk

p2
n(l(x, y)!)3a+δl(x,y) ,

para alguma sequência δn tal que δn → 0. Mas, pela observação (2.49), usando
(2.44) e que Rx

k ⊂ Λ2rk−1
(x),

∑
x∈Kn

n∑
k=1

∑
y∈Rxk

p2
n(l(x, y)!)3a+δl(x,y) ≤ c1

∑
x∈Kn

p2
n

n∑
k=1

∑
y∈Rxk

(k∗!)3a+δk∗

≤ c2E[#Ca
n]pn

n∑
k=1

∑
y∈Λ2rk−1

(x)

(k!)3a+δk .

Agora olhando para o número de pontos na caixa Λ2rk−1
(x),

#Λ2rk−1
(x) = (2rk−1 + 1)2 ≤ c3R

2
nk

6(k!)−6 .

Portanto, temos

S2 ≤ c4E[#Ca
n]R2

npn

n∑
k=1

k6(k!)−6(k!)3a+δk

≤ c5

(
E[#Ca

n]
)2

n∑
k=1

k6

(k!)δ
,
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para algum δ > 0. Como a série acima converge, segue que

S2 ≤ c6

(
E[#Ca

n]
)2

. (2.50)

Logo (2.50) e (2.48) provam (2.46). Assim, junto com (2.45) e (2.37), (2.43) está
provado.

Agora, voltando à desigualdade (2.42) temos, para todo n suficientemente
grande,

P (#Ca
n ≥ R2−a−ε

n ) ≥ (1− c)2 (E[#Ca
n])2

E[(#Ca
n)2]
≥ (1− c)2

c̃
=: 2pε > 0 . (2.51)

Logo, usando (2.31)

P (#Ba
Rn ≥ R2−a−ε

n ) ≥ 1

2
P (#Ca

n ≥ R2−a−ε
n ) ≥ pε. (2.52)

Portanto, isto prova (2.24) e, consequentemente, o Lema 2.3 está provado.

2.5 Prova da Proposição 2.3

2.5.1 Prova do primeiro item

Nesta seção consideremos o conjunto Kn ⊂ ΛRn e, fixado um ponto x ∈ Kn, pro-
curamos uma cota inferior sobre P (x bem cercado). Antes de entrar nos detalhes
da prova daremos uma descrição informal. A estratégia descrita abaixo pode ser
acompanhada na Figura 2.1.

Lembramos que o evento {x bem cercado} é definido da seguinte maneira.
Considere a sequência decrescente de caixas centradas em x:

Λr0(x) ⊃ Λr1(x) ⊃ · · · ⊃ Λrn(x) ,

e defina Nj(x) como a número de excursões de ∂Λrj−1
(x) até ∂Λrj(x). x é bem

cercado se
Nj(x) = 1, ∀j = 1, 2, · · · , j∗ − 1 ,

e
|Nj(x)− lj(a)| ≤ j, ∀j = j∗, j∗ + 1, · · · , n ,

onde lj(a) = 3aj2 log j.
Para começar, obrigaremos o passeio a intersectar ∂Λr1(x) antes de sair de

ΛRn e estudaremos

P
(
x bem cercado|T∂Λr1 (x) < T∂ΛRn

)
. (2.53)

Diremos que j é o ı́ndice da caixa Λrj(x). A partir do instante τ0 := T∂Λr1 (x),
consideraremos somente a sequência aleatória de ı́ndices das sucessivas visitas
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x

Xτ2Xτ0

Xτ1

0

Λr2 (x)

Λr1 (x)

Λrn−1
(x)

Λrn (x)

Xτ3

Xτ4

Λr0
(x)

ΛRn

Figura 2.1: A estratégia para estudar o evento {x é bem cercado} (Obs: esse
desenho não respeita as relações de proporcionalidade entre as grandezas das
caixas.) Primeiro, esperamos o tempo τ0, em que o passeio intersecta Λr1(x),
antes de sair de ΛRn . Em seguida, consideremos somente os tempos τ1, τ2, . . . ,
em que o passeio passa ou para uma caixa de ı́ndice menor, ou para uma caixa
de ı́ndice maior.

do passeio às fronteiras das caixas Λr1(x): J (0),J (1),J (2), . . . Por definição,
J (0) = 1, J (i + 1) − J (i) = ±1, e se J (i) = n então J (i + 1) = n − 1. Por
exemplo, à trajetória da Figura 2.1 correspondem os ı́ndices J (1) = 2, J (2) = 1,
J (3) = 2, etc..

A aplicação i 7→ J (i) ∈ {0, 1, 2, . . . , n} contém toda a informação sobre a
maneira com a qual o passeio cerca o ponto x, em termos das visitas às fronteiras
das caixas Λrj(x). Na Figura 2.2 estão representados os quatro primeiros valores
de J para a trajetória representada na Figura 2.1. Assim, a evolução do passeio
se reduz a olhar a sequência de ı́ndices J (0),J (1), . . . até o passeio sair da caixa
Λr0(x). Acontece que os tamanhos das caixas Λrj(x) foram escolhidos de maneira
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Figura 2.2: A sequência de ı́ndices encontrada ao longo da trajetória do passeio
na Figura 2.1. m é o primeiro instante em que a trajetória alcança ∂Λr0(x) após
tocar ∂Λr1(x) pela última vez antes de TRn .

tal que os eventos J (i+ 1) = J (i) + 1 e J (i+ 1) = J (i)− 1 têm probabilidades
essencialmente iguais (ver (2.59) abaixo):

P (J (i+ 1) = J (i) + 1) = P (J (i+ 1) = J (i)− 1) ' 1
2
. (2.54)

Quando x é bem cercado, a função i 7→ J (i) satisfaz uma condição equivalente
a (2.55) e (2.56) abaixo, o que torna o estudo da probabilidade em (2.53) posśıvel,
via um problema de combinatória sobre funções do tipo J .

Formalmente podemos definir como segue. Fixado x ∈ Kn, seja

τ0 := inf{s ≥ 0 : Xs ∈ ∂Λr1(x)} ,

e para i ≥ 0

τi+1 := inf{s > τi : Xs ∈ ∂Λrki+1
(x) ∪ ∂Λrki−1

(x)} ,

em que ki ∈ {0, 1, · · · , n} é tal que Xτi ∈ ∂Λrki
(x). Lembrando que se ki = 0 e

o passeio não saiu e ΛRn , só podemos ter Xτi+1
∈ ∂Λr1(x). Além disso, ki = n

implica Xτi+1
∈ ∂Λrn−1(x). Em particular, k0 ≡ 1.

Seja Hx :
⋃n
j=0 ∂Λrj(x)→ {0, 1, 2, · · · , n}, tal que Hx(y) = j, se y ∈ ∂Λrj(x).

Defina
J : {0, 1, 2, · · · } → {0, 1, 2, · · · , n}

i 7→ J (i) := Hx(Xτi) .

Em particular, pela definição de τi, J (0) ≡ 1 e se J (i) = n, para algum i, então
J (i+ 1) = n− 1. Definindo

m := inf{i > 0 : Xτi ∈ ∂Λr0(x)} ,

para estudar a função J , até o passeio sair de Λr0(x), é equivalente estudar a
função Φ definida abaixo.
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Dado um vetor ~m := (m2,m3, · · · ,mn), tal quemn 6= 0, sejam := 2
∑n

j=2 mj+
1. Defina Hn(~m), como o conjunto das funções

Φ : {0, 1, · · · ,m} → {0, 1, · · · , n} ,

tais que, m = inf{i > 0 : Φ(i) = 0},

Φ(i) =

{
1, se i = 0 ,
Φ(i− 1)± 1, se 1 ≤ i ≤ m− 1

(2.55)

e
mj = #{(i, i+ 1) : (Φ(i),Φ(i+ 1)) = (j − 1, j)} . (2.56)

Portanto, se y ∈ ∂Λr1(x)

Py(x é bem cercado) = Py

(
J ∈

⋃
~m

Hn(~m)
)

=
∑
~m

∑
Φ∈Hn(~m)

Py(J = Φ) , (2.57)

em que a união é feita sobre todos os vetores ~m tais que (m2,m3, · · · ,mn) =
(N2(x), N3(x), · · · , Nn(x)). Veremos mais a frente que a probabilidade P (J = Φ)
depende apenas do vetor ~m escolhido, portanto é útil saber o número de funções
em Hn(~m).

Lema 2.5. Dado um vetor ~m = (m2,m3, · · · ,mn),

#Hn(~m) =
n−1∏
k=2

(
mk+1 +mk − 1

mk − 1

)
.

Prova do Lema 2.5. Considere um vetor ~m = (m1,m2, · · · ,mn), com mn 6= 0 e
o conjunto de śımbolos {c1, c2, · · · , cn} cada cj será chamado de letra. Seja P(~m)
um subconjunto de {c1, · · · , cn}m, m := 2

∑n
j=1mj, definido da seguinte forma:

P(~m) =
{
π = b1b2 · · · bm ∈ {c1, · · · , cn}m :

b1 = c1 e se bi = cj então bi+1 = cj+1 ou

bi+1 = ck, k ≤ j emj = #{i : bi = cj}
}
.

Chamaremos os elementos de P(~m) de palavras. Existe uma correspondência
biuńıvoca entre as palavras de P(m2, · · · ,mn) e as funções de H(m2, · · · ,mn).
Basta associar a cada par (i, i+ 1) tal que (Φ(i),Φ(i+ 1)) = (j − 1, j) uma letra
cj.

Fixado ~m = (m1, · · · ,mn) podemos mostrar por indução no número de letras
diferentes (=n) que

#P(~m) =
n−1∏
j=1

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)
.
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De fato, para n = 2 é claro, pois #P(m1,m2) consiste no número de palavras
b1b2 · · · bm1+m2 formadas a partir de m1 letras c1 e m2 letras c2 com b1 = c1:(
m2+m1−1
m1−1

)
.

Agora suponhamos que

#P(m1, · · · ,mn) =
n−1∏
j=1

(
mj+1 +mj − 1

mj

)
.

Pretendemos mostrar que

#P(m0,m1, · · · ,mn) =
n−1∏
j=0

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)
.

Onde m0 é número de novas letras c0 acrescentadas.
Para cada palavra π ∈ P(m1, · · · ,mn) e 1 ≤ k ≤ m1 definimos a k-ésima

śılaba de π como b̄k = bkbk+1 · · · bi∗k−1, onde i∗0 := 1 e i∗k := inf{i > i∗k−1 : bi = b1}.
Agora observe que cada palavra π̃ ∈ P(m0,m1, · · · ,mn) é obtida a partir de
uma palavra π ∈ P(m1, · · · ,mn) fazendo b0 = c0 e ordenando as m0 − 1 letras
c0 restantes com as m1 śılabas de π. Isto pode ser feito de

(
m1+m0−1
m0−1

)
maneiras

distintas. Logo

#P(m0,m1, · · · ,mn) = #P(m1, · · · ,mn)

(
m1 +m0 − 1

m0 − 1

)
=

n−1∏
j=0

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)
.

Portanto o Lema 2.5 está provado.

Como mostra o lema abaixo, a função de Green nos permite calcular as pro-
babilidades em (2.54).

Lema 2.6. Considere n < m e x ∈ Λm \ Λn ⊂ Z2. Então

Px(Tn < Tm) =
log
(
m
|x|

)
+O(n−1)

log
(
m
n

) . (2.58)

Prova. Usando a função de Green e a Propriedade de Markov forte,

GΛm(x, 0) = Ex

[
1{Tn<Tm}EXTn

[
L0
Tm

]]
= Px(Tn < Tm)Ex

[ ∑
y∈∂Λn

1{XTn=y}Ey
[
L0
Tm

]]
= Px(Tn < Tm)

∑
y∈∂Λn

Px(XTn = y)GΛm(y, 0) .
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Pelo item 1 do Lema 2.1 e usando que |y| = n, para todo y ∈ ∂Λn,

Px(Tn < Tm) =
2/π log

(
m
|x|

)
+O(|x|−1)

2/π log
(
m
n

)
+O(n−1)

=
log
(
m
|x|

)
+O(n−1)

log
(
m
n

) .

Usando o Lema 2.6, para todo 1 ≤ j ≤ n− 1, se y ∈ ∂Λrj(x), temos

Py(T∂Λrj+1 (x) < T∂Λrj−1
) =

log
( rj−1

|x−y|

)
+O(r−1

j+1)

log
( rj−1

rj+1

) =
1

2
+O

(
(en log n)−1

)
. (2.59)

Consequentemente

Py(T∂Λrj−1 (x) < T∂Λrj+1
) =

1

2
+O

(
(en log n)−1

)
. (2.60)

Além disso, podemos estimar a probabilidade do passeio iniciando na origem
alcançar ∂Λr1(x) antes de sair de ΛRn . De fato, pelo Lema 2.6,

P (T∂Λr1 (x) < TΛRn
) = Px(T∂Λr1

< TΛRn
)

=
log
(
Rn
|x|

)
+O(r−1

1 )

log
(
Rn
r1

) .

Usando que Rn
r1

= 16n3 e que 2r0 ≤ |x| ≤ 3r0, conclúımos

c

log n
≤ P (T∂Λr1 (x) < TΛRn

) ≤ c′

log n
. (2.61)

Agora usaremos a Propriedade de Markov para calcular a probabilidade da
função J ser igual a Φ. Considere y ∈ ∂Λr1(x). Dado um vetor (m2,m3, · · · ,mn)
com m = inf{i : Φ(i) = 0},

Py(J = Φ) = Ey

[m−1∏
k=1

1{J (k)=Φ(k)}EXτm−1

[
1{J (m)=0}

]]
,

Mas, por (2.60) e pela definição de J ,

EXτm−1

[
1{J (m)=0}

]
= PXτm−1

(T∂Λr0 (x) < T∂Λr2 (x))

=
1

2
+O

(
(en log n)−1

)
.

Portanto indutivamente, obtemos

Py(J = Φ) =
(1

2
+O

(
(en log n)−1

))m−mn
. (2.62)
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O termo mn aparece devido ao fato de que J (i) = n implica J (i+1) = n−1 pela
definição de τi. Além disso, se Φ(i) = n, então só podemos ter Φ(i+ 1) = Φ(i)−
1, pela definição de Φ. Como

∑n
j=2mj = n3 log n(1 + O((log n)−1)), podemos

reescrever (2.62),

Py(J = Φ) =
(1

2

)m−mn(
1 +O

(
n3/en

))
. (2.63)

Portanto por (2.63), (2.57) e pelo Lema 2.5, para y ∈ ∂Λr1(x),

Py(x é bem cercado)

=
(

1 +O
(
n3/en

))∑
~m

(
#Hn(~m)

)(1

2

)m−mn
=

(
1 +O

(
n3/en

))∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)m−mn
.

Usando que m−mn = 2 +
∑n−1

j=2 (mj+1 +mj), temos

Py
(
x é bem cercado

)
=

(
1 +O

(
n3/en

))1

4

∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj
. (2.64)

Usaremos o Lema 2.7 abaixo para obter a cota em (2.64). A sua prova será dada
no Apêndice.

Lema 2.7. Para algumas constantes positivas c e c̃, todo j ≥ 2, mj+1 e mj tais
que |mj+1 − lj(a)| ≤ j + 1 e |mj − lj(a)| ≤ j,

cj−3a−1

√
log j

≤
(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj
≤ c̃j−3a−1

√
log j

.

Segue do Lema 2.7 que∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj
≥

∑
~m

n−1∏
j=2

cj−3a−1

√
log j

=
n−1∏
j=2

cj−3a

√
log j

∑
~m

1

(n− 1)!
.

Usando que #{mj : |mj − lj(a)| ≤ j} = 2j + 1 e que mj = 1 para todo j =
2, · · · , j∗ − 1

n−1∏
j=2

cj−3a

√
log j

∑
~m

1

(n− 1)!

=
( n−1∏
j=2

cj−3a

√
log j

)(2n+ 1)(2n− 1) · · · (2j∗ + 1)

(n− 1)!
.
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Mas

(2n+ 1)(2n− 1) · · · (2j∗ + 1)

(n− 1)!
= 2n−j∗

(n+ 1/2)(n− 1/2) · · · (j∗ + 1/2)

(n− 1)!

≥ 2n−j∗
n(n− 1) · · · j∗(j∗ − 1)!

(j∗ − 1)!(n− 1)!

≥ 2n−2 .

Logo

∑
~m

n−1∏
j=2

cj−3a−1

√
log j

≥
n−1∏
j=2

c2j
−3a

√
log j

e, portanto,

∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj
≥

n−1∏
j=2

c2j
−3a

√
log j

. (2.65)

Agora usaremos (2.65) e (2.64), para estimar a probabilidade do ponto x ser
bem cercado. Mas antes disso, observe que

n−1∏
j=2

c2j
−3a

√
log j

≥ (n!)−3acn−2
2

( n−1∏
j=2

1

log j

)1/2

e

log
{
cn−2

2

( n−1∏
j=2

1

log j

)1/2}
=

(
log n!

)(n− 2) log c2 −
1

2

∑n−1
j=2 log log j∑n

j=1 log j

≥
(

log n!
)(n− 2) log c2 − n log log n

n log n

≥
(

log n!
)(
− log log n

log n

)
.

Logo,

n−1∏
j=2

c2j
−3a

√
log j

≥ (n!)−3a− log logn
logn ≥ (n3n)−a−

log logn
3 logn ≥ R

−a− log logn
3 logn

n . (2.66)

De maneira análoga, obtemos

n−1∏
j=2

c3j
−3a

√
log j

≤ (n!)−3a− c4
logn . (2.67)
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Pela Propriedade de Markov forte,

P (x é bem cercado) = E
[
1{χn(x)=1}1{T∂Λr1 (x)<TΛc

Rn
}
]

= E
[
1{T∂Λr1 (x)<TΛc

Rn
}EXT∂Λr1 (x)

[
1{χn(x)=1}

]]
.

Assim, por (2.64), (2.61) e para n suficientemente grande

c

8 log n

∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj

≤ P (x é bem cercado)

≤ c′

2 log n

∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj
, (2.68)

para todo x ∈ Kn. Por um lado, usando (2.65), (2.66) e tomando δn := 2 log logn
3 logn

,
obtemos

pn ≥ R−(a+δn)
n .

Por outro lado, temos

P (x é bem cercado)

≤ 4c′

c

c

8 log n

∑
~m

n−1∏
j=2

(
mj+1 +mj − 1

mj − 1

)(1

2

)mj+1+mj

≤ c̄pn .

Portanto o item 1 da Proposição 2.3 está provado.

2.5.2 Prova do segundo item

Nesta seção esboçaremos a prova do item 2 da Proposição 2.3; os detalhes encontram-
se em [3]. Precisamos achar uma cota superior para

E[χn(x)χn(y)] ≡ P (x e y bem cercados) .

A dificuldade de estudar o evento {x e y bem cercados} é devida ao fato das
excursões em torno de x e y serem fortemente dependentes. O primeiro passo é
de reduzir essa dependência.

Fixados x, y ∈ Kn, lembramos que l(x, y) é definido como sendo o menor
ı́ndice j tal que Λrj(x) ∩ Λrj(y) = ∅. Seja então

` := l(x, y) + 1 ,

o que implica Λr`(x) ∩ Λr`(y) = ∅. Definiremos a σ-álgebra G`(z) gerada pelas
excursões de ∂Λr`−1

(z) para ∂Λr`(z). Para isso, seja τ̄0 = 0 e para i = 1, 2, · · ·

τi := inf{s > τ̄i−1 : Xs ∈ ∂Λr`(z)} ,
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τ̄i := inf{s > τi : Xs ∈ ∂Λr`−1
(z)} .

As excursões de ∂Λr`−1
(z) para ∂Λr`(z) são definidas por

ei := {Xs : τ̄i−1 < s < τi} , i = 1, 2, . . .

A σ-álgebra gerada pelas excursões de ∂Λr`−1
(z) para ∂Λr`(z) é definida como

G`(z) := σ(ej, j = 1, 2, · · · ) .

Escreveremos mj ∼ lj(a) se mj satisfaz a condição da Definição 2.2, ou seja:
mj = 1 se j = 2, · · · , j∗−1 e |mj− lj(a)| < j se j = j∗, j∗+1, · · · , n. Para z ∈ Z2

e I ⊂ {1, 2, . . . , n}, defina

Nz(I) := {Nj(z) ∼ lj(a), j ∈ I} .

Observe que

{x e y bem cercados} ⊂
⋃
m`:

m`∼l`(a)

Nx(I`) ∩Ny(J`) ∩ {N`(y) = m`}

onde I` := {2, , 3, · · · , `− 3, `, · · · , n}, e J` := {`+ 1, `+ 2, · · · , n}. Portanto,

P (x e y bem cercados) ≤
∑
m`:

m`∼l`(a)

P
(
Nx(I`),Ny(J`), {N`(y) = m`}

)
Observe que G`(y) contém toda a informação sobre o passeio entre o tempo 0 e
até sair da caixa ΛRn , menos os detalhes da trajetória dentro de Λr`(y). Portanto,

P
(
Nx(I`),Ny(J`), {N`(y) = m`}

)
= E

[
P
(
Ny(J`)|G`(y)

)
1{N`(y)=m`}1Nx(I`)

]
Mas, olhando agora para y, observe que condicionalmente a G`(y), a proba-

bilidade do evento Ny(J`) é completamente determinada pelas posições Xτ1 , Xτ2 ,
. . . , XτN`(y)

. Na verdade, pode ser mostrado que essa probabilidade é determi-

nada somente a partir do conhecimento do número N`(y), e não das posições
exatas Xτ1 , Xτ2 , . . . , XτN`(y)

. Assim (veja o Decoupling Lemma em [3]), existe
uma constante c1 > 0 tal que

P
(
Ny(J`)|G`(y)

)
1{N`(y)=m`} ≤ c1P (Ny(J`)|N`(y) = m`) .

Portanto,

P (x e y bem cercados) ≤ c1P (Nx(I`))
∑
m`:

m`∼l`(a)

P (Ny(J`)|N`(y) = m`)

Esta última expressão contém dois termos desacoplados, dependendo respectiva-
mente de x e y. Esses termos podem ser calculados usando a técnica de combi-
natória desenvolvida na Seção 2.5.1:

P (Nx(I`)) ≤ c2pn`
15((`− 1)!)δ

′
`−1
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∑
m`:

m`∼l`(a)

P (Ny(J`)|N`(y) = m`) ≤ c3pn((`− 1)!)3a+δ`−1

Lembrando que `− 1 = l(x, y), multiplicando essas duas expressões obtemos
(2.40).



Caṕıtulo 3

Apêndice

3.1 Prova da Proposição 2.1

Seja Xn =
∑n

k=1 ξk o passeio aleatório simples simétrico em Z2, começando na
origem. Considere dois passeios aleatórios simples simétricos (Zn)n≥0 e (Yn)n≥0

em Z independentes, ambos iniciando na origem e com incrementos (ϕi)i≥1 e
(ψi)i≥1, respectivamente. O passeio aleatório Xn pode ser definido como

ξk :=
1

2

{
ϕk

( 1
1

)
+ ψk

( −1
1

)}
e

Xn :=
1

2

{
Zn

( 1
1

)
+ Yn

( −1
1

)}
.

Assim, os passeios Zn e Yn descrevem o passeio aleatório Xn na rede Z2. Lem-
bramos que Tn = TΛcn .

Prova do Teorema 2.1. Queremos mostar que

lim sup
n→∞

log Tn
log n

≤ 2, q.c. . (3.1)

Dado ε > 0,

P (Tn > n2+ε) ≤ P (Xbn2+εc ∈ Λn)

≤ P (|Zbn2+εc| < 2n, |Ybn2+εc| < 2n, )

=
(
P (|Zbn2+εc| < 2n)

)2

=
( 2n∑
k=−2n

P (Zbn2+εc = k)
)2

.

Pelo Teorema 1.2, para d = 1

P (Zbn2+εc = k) ≤ c1√
bn2+εc

' c1

n1+ε/2
.

45
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para constantes positivas c1 e c2. Portanto

P (Tn > n2+ε) ≤ c3

nε
. (3.2)

Pegando nj := 2j, para todo ε > 0, temos

lim sup
j→∞

log Tnj
log nj

≤ 2 + ε, q.c. .

Um racioćınio semelhante ao usado na prova da cota superior da Proposição 1.3
completa a prova do Teorema 2.1.

Agora, queremos mostrar que

lim inf
n→∞

log Tn
log n

≥ 2, q.c. . (3.3)

Observe que, se Tn ≤ n2−ε, então existe n ≤ k ≤ bn2−εc tal que Xk /∈ Λn.
Logo,

P (Tn ≤ n2−ε) ≤
bn2−εc∑
k=n

P (Xk /∈ Λn) . (3.4)

Mas, Xk /∈ Λn implica |Zk| > n√
2

ou |Yk| > n√
2
. Usando que os passeios Zn e Yn

são identicamente distribúıdos e simétricos temos

P (Xk /∈ Λn) ≤ 4P (Zk >
n√
2

) .

Pegando t ∈ (0, 1), temos

P (Zk >
n√
2

) ≤ e
−t n√

2

(
E
[
etϕ1
])k

= e
−t n√

2 (cosh(t))k .

Mas para t ∈ (0, 1) existe uma constante1 c4 > 1/2 tal que cosh(t) ≤ 1 + c4t
2.

Logo,

e
−t n√

2 (cosh(t))k ≤ e
−t n√

2 (1 + c4t
2)k ≤ e

kc4t2−t n√
2 .

para todo t ∈ (0, 1).
A função f(t) = kc4t

2 − nt para t ∈ (0, 1), atinge o mı́nimo quando t =
n

2
√

2c4k
∈ (0, 1) e vale f

(
n

2
√

2c4k

)
= −c5

n2

k
, com c5 > 0. Usando (3.4),

P (Tn ≤ n2−ε) ≤ n2−ε max
n≤k≤n2−ε

{
e−c5

n2

k

}
= n2−εe−c5n

ε

.

Portanto, usando o Lema de Borel-Cantelli, obtemos (3.3) que junto com (3.1)
prova a Proposição 2.1.

1Usando a expanção de Taylor da função g(t) = cosh t, com t ∈ (0, 1), temos

cosh t ≤ 1 + t2
(∑
j≥1

1

(2j)!

)
= 1 + (cosh(1)− 1)t2 .

Basta fazer c4 := cosh(1)− 1 > 1/2.
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3.2 Prova do Lema 2.7

Para facilitar a notação escreveremos m := mk+1 e l = mk−1. Portanto queremos
mostrar que, para constantes positivas c e c̃,

ck−3a−1

√
log k

≤
(
m+ l

l

)(1

2

)m+l+1

≤ c̃k−3a−1

√
log k

.

Usando que |m− lk(a)| ≤ k + 1 e que |l + 1− lk(a)| ≤ k, temos

m

l
= 1 +

2

k
+O

( 1

k log k

)
. (3.5)

Basta observar que

m = 3ak2 log k
(

1 +O
( 1

log k

))
+ 6ak log k (3.6)

e

l = 3ak2 log k
(

1 +O
( 1

k log k

))
. (3.7)

Por (3.5) e pela fórmula de Stirling

m! =
√

2πmme−m
√
m(1 + o(1)) ,

temos(
m+ l

l

)(1

2

)m+l

=
1√
2π

√
1 +

l

m

(m
l

)−m(
1 +

m

l

)m+l(1

2

)m+l

(1 + o(1)) . (3.8)

Agora usando (3.5) e (3.7),

c1√
k2 log k

(m
l

)−m(
1 +

m

l

)m+l(1

2

)m+l

≤
(
m+ l

l

)(1

2

)m+l

≤ c2√
k2 log k

(m
l

)−m(
1 +

m

l

)m+l(1

2

)m+l

. (3.9)

Além disso, temos(m
l

)−m(
1 +

m

l

)m+l(1

2

)m+l

= exp
{

log
((m

l

)−m(
1 +

m

l

)m+l(1

2

)m+l)}
= exp

{
− lg

(m
l

)}
, (3.10)
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em que
g(x) = x log x− (1 + x) log(1 + x) + (1 + x) log 2 .

A função g(x) é tal que g(1) = g′(1) = 0, g′′(1) = 1/2. Logo, se |x| < 1 a
expansão de Taylor da função g nos dá

g(x+ 1) =
1

4
x2 +O(x3) .

Então, por (3.5)

g
(m
l

)
=

1

4

(m
l
− 1
)2

+O
((m

l
− 1
)3)

=
1

k2
+O

( 1

k2 log k

)
e, por (3.7),

−lg
(m
l

)
= −3a log k +O(1) . (3.11)

Portanto de (3.11), (3.10) e (3.9), obtemos

c3k
−3a−1

√
log k

≤
(
m+ l

l

)(1

2

)m+l+1

≤ c4k
−3a−1

√
log k

,

provando, assim, o Lema 2.7.

3.3 Estimativas

Nesta seção daremos uma estimativa para a seguinte soma, usada para estudar a
probabbilidade de escapar na Seção 1.1.2,

m∑
j=0

P (X2j = 0) .

Pelo Teorema 1.2, existe uma constante c1 tal que

1

πj
− c1

j2
≤ P (X2j = 0) =

1

πj
+
c1

j2
.

Seja S :=
∑∞

j=1
1
j2
<∞. Logo, por um lado, temos

m∑
j=0

P (X2j = 0) ≤ 1 +
1

π
+

m∑
j=2

1

πj
+ S .

Mas
m∑
j=2

1

πj
≤ 1

π

∫ m

1

dx

x
=

1

π
logm.
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Logo
m∑
j=0

P (X2j = 0) ≤ 1

π
logm+ c2 , (3.12)

onde c2 é uma constante positiva.
Do mesmo modo,

m∑
j=0

P (X2j = 0) ≥ 1 +
m−1∑
j=1

1

πj
− S .

Mas
m−1∑
j=1

1

πj
≥ 1

π

∫ m

1

dx

x
=

1

π
logm.

Logo
m∑
j=0

P (X2j = 0) ≥ 1

π
logm− c3 , (3.13)

para alguma constante positiva c3. Portanto de (3.13) e (3.12) conclúımos que

m∑
j=0

P (X2j = 0) =
1 + o(1)

π
logm. (3.14)



50 CAPÍTULO 3. APÊNDICE



Referências Bibliográficas
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