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Resumo

Considere o passeio aleatério simples simétrico na rede Z¢ iniciado na origem
e denotado por (X,)n>0- E bem conhecido que o passeio é recorrente, quando
d = 1,2, e é transiente quando d > 3. Para x € Z? denotamos por L% o tempo
local em x até o tempo n, ou seja,

L:; = Z 1{X¢:m} .
1=0

Assim, também definimos
* o, xT
L = 1;2}61( Ly,

que representa o nimero de visitas ao sitio mais visitado na rede Z¢ pelo passeio
até o tempo n. L} é chamado de tempo local mdzimo do passeio aleatério até o
tempo n. O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento assintético do
tempo local maximo no limite quando n — oo, em d > 2. Para dimensoes d > 3,
Erdés e Taylor [1] mostraram que o tempo local méximo para o passeio aleatério
¢ da ordem de logn, ou seja,

*
n

logn

— )\d, gq.c.,

em que Ay é uma constante que depende da dimensao d. Quando d = 2, Erdos e

Taylor conjecturaram que
L R 1
—2— — — (.C..
(logn)? — « q
A conjectura foi provada por A. Dembo, Y. Peres, J. Rosen e O. Zeitouni em [2] e
novamente por J. Rosen em seu trabalho A random walk proof of the Erdos-Taylor

Congjecture, de 2005 [3].
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Notacao
Para duas fungoes f e g, escreveremos f ~ g, quando

im m =
am oy T

para alguma constante ¢; # 0. Escreveremos, também f ~ g, quando

quando n — o0 se, e somente se, existem uma constante positiva cs e ng, tais que

[f(n)] < eslg(n)],

para todo n > ng. Dizemos, também, que

quando n — oo se, e somente se, para todo £ > 0 existe ng tal que n > ng implica

[f(n)| < elg(n)].

Usaremos # A para denotar a cardinalidade do conjunto A. Para denotar o com-
plementar de A, usaremos A°. Para z € R, |z] denotard o maior inteiro, menor
ou igual a . Enquanto [z] denotard o menor inteiro, maior ou igual a z. |- | de-
notars a norma do méximo em Z4, ou seja, para z € Z% |z| = max{|x|, - - , |x4]}.






Capitulo 1

Introducao

Na Secao 1.1 definiremos o passeio aleatério simples simétrico e iremos estudar
a recorréncia e transiéncia do passeio. Na Secao 1.2 definiremos o tempo local
maximo iremos provar o seu comportamente assintotico para d > 3. O material
deste capitulo introdutério segue essencialmente o trabalho de Erdos e Taylor,

1].

1.1 Passeio aleatorio

Considere uma sequéncia (§;),>1 de varidveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas, definidas no mesmo espago de probabilidade e que assumem
valores no conjunto {#ey,---,+ey}, onde os e;’s denotam os vetores da base
canodnica de R?. Em outras palavras, para todo j > 1,

1
P(fj:iei):ﬁ, VZ:L,CZ

Definimos a sequéncia de varidveis aleatérias (X,,)n>0 por Xo := xg, para um
ponto inicial z, € Z¢ fixo, e X, = X, + > & paran > 1. A sequéncia
(Xn)n>0 ¢ uma Cadeia de Markov com espago de estados Z? chamada passeio
aleatorio simples simétrico iniciando em xy. Usaremos P,, e E,, para denotar
a distribuicao e a esperanca do passeio, respectivamente, iniciado no ponto xg
(Xo = z0). Quando o passeio iniciar na origem (xy = 0), escreveremos apenas
P=Fye E=E,.

1.1.1 Recorréncia e Transiéncia

Seja X = (X,,)n>0 um passeio aleatério simples em Z%, com X, = 0. Denotamos
por 7 o tempo do primeiro retorno a origem:

T :=inf{i >0:X; =0},

com a convengao que inf () := oco. Dizemos que o passeio é recorrente se P(T <
o0) = 1, ou seja, quase certamente o passeio volta a origem em um tempo finito.
Caso contrario dizemos que o passeio é transiente.
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Se o passeio ¢ transiente ele pode sair do ponto inicial e nao retornar, neste
caso P(T = oo) > 0. P(T = oo) é chamado de probabilidade de escapar. A
respeito da recorréncia do passeio, temos o seguinte resultado, bem conhecido,
que sera provado na proxima secao.

Teorema 1.1. O passeio aleatorio simples simétrico é:
1. recorrente, se d=1,2; e

2. transiente, se d > 3.

1.1.2 Probabilidade de escapar

Para n > 1, defina
va(n) == P(X; #0,V1 <i<n),

ou seja, a probabilidade do passeio nao retornar a origem até o n-€simo passo.
Observe que

Ya(n+1) < qa(n), (1.1)

para todo n. Assim, o limite

g = lim 4(n)

n—oo

existe. Além disso, como v4(n) = P(T > n), para todo n, e os eventos {7 > n}
formam uma sequéncia decrescente de eventos, cuja intersecao é {7 = oo}, pela
continuidade da probabilidade, temos

Na sequéncia estudaremos 4 para d > 2. O caso mais facil d = 1 pode ser
encontrado em [4].

Decompondo a trajetéria do passeio com respeito a ultima visita a origem até
o0 tempo n, temos

Y PXi=0X;#0Vj=i+1i+2--- n)=1. (1.2)
1=0

Mas,

P(X;=0,X;£0,i+1<j<n)
P(X;#0,i+1<j <n|X; =0)P(X; =0)
= P(X;#0,1<j<n—i)P(X;=0)
= vn—1i)P(X; =0).
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Ja que P(X3yj_1 =0) =0, para todo j > 1, pois para o passeio aleatério simples,
com Xy = 0, s6 é possivel retornar a origem em um nimero par de passos, e de
acordo com a observagao acima, podemos reescrever (1.2) da forma

> P(Xo; = 0)aln —2) = 1, (1.3)

onde m = 7, se n € par, e m = ”T_l, se n é impar.
Fixando um inteiro k tal que 0 < k < m, segue de (1.3) que

k m
I = Y P(Xy;=0)7a(n—2j) + Y P(Xp; = 0)ya(n — 2j)
Jj=0 j=k+1
k m
< qaln —2k) > P(Xp;=0)+ Y P(Xy =0). (1.4)
5=0 j=k+1
O que fizemos até agora nao depende da dimensao d. Mas, agora vamos assumir
que d > 3.
Definimos

U:=> P(Xy=0).

>0

O préximo teorema nos dd uma estimativa para o valor de P(Xy; = 0). (Veja [4],
Teorema 1.2.1, Se¢ao 1.2 .)

Teorema 1.2 (Teorema limite local). Para x € Z% e d > 1,

P(X, =) = 2(%)‘1/26‘1%'2 +0(n),Vn>1. (1.5)

Logo para d > 3, U < co. Assim, quando n — oo (consequentemente m —
o0) da equagao (1.4) encontramos

k 00
1§’7dZP(X2J:0)+ ZP(XQJZO)
7=0 j=k+1

Em seguida tomando o limite k& — oo, obtemos
1<) P(Xy =0) =l .
§=0

Ou seja,
(1.6)

=
IA
2
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Por outro lado (1.3) nos da

—%Z (X2 =0)
=0

= ZP(X2J—O)’de—2J Z (X5 =0)
3=0 3=0

3

= 3Py =0)(naln ~2)) - 7).

j=0

Observe que v4(n — 2j) — % > 0, para todo 0 < 7 < m, ja que y4(n) > 74, para

todo n e, por (1.6), 74 > % Logo, deixando apenas o termo 7 = 0, obtemos

P(Xa; = 0) (1uln —23) ~ )

M

J=0 v
> P(Xo=0)(nln) - )
= 7a(n) — %
Portanto, .
- 5;130@]- =0) > () — 7 (1.7)

Tomando o limite quando n — oo temos

1

— >
U~ s
que, junto com (1.6), nos dé
1
Yd = U

Como d > 3, temos U < oo, logo v4 > 0 e, portanto, concluimos que o passeio é
transiente. Assim, acabamos de provar o item 2 do Teorema 1.1.

Além disso, podemos estimar o valor de y4(n) para d > 3. De fato, de (1.7)
segue que

IA

i+ — ( ZPX2]_0>

= %HrﬁZP(XQj:O)-

j>m

Ya(n)

Mas, pelo Teorema 1.2,

Z P(ij = O) < CﬂTllid/2 .

ji>m
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Onde ¢; é uma constante positiva. Logo
Ya(n) < g+ O(n_¥), Vn>1.
Como v4 < v4(n), para todo n, isto prova a seguinte proposigao.

Proposicao 1.1. Para d > 3
Ya(n) = va + O(n_¥), Vn>1.
Para d = 2, de acordo com (3.14) do Apéndice,

1+o(1)

M

I
o

P(Xy; =0) = logm .

J

Agora usando (1.3) e (1.1),

m

72(71)ZP(X2J‘ =0)<1.

=0

Entao
T o(1)

Y2(n) < ,Vn.

logn
Além disso, a partir de (1.4) e (1.9), temos

1+ 0(1) l+o(l) m

1 < vo(n —2k) log k + log e

Agora tomando k = m — | =2 |, (1.11) implica

logm

72(10g(7:z/2)) = 7T(llo_g(;l(l)) '

Mas, dado N € N, defina

n

» = i i—— > N},
n mln{n log(n/2) = }
segue entao que

ne ) 1 (1
~ 10g Ny —
log((n. — 1)/2) s log 1.

Usando a monotonicidade de y2(n), (1.12) e (1.13),

log N > log (

Y2(N)log N > 72 <10g(7;ﬁ) logN > 7(1—0(1)).

Ou seja,

m(1—o(1))
'72(N) > log—N’ VN .

Portanto, (1.14) e (1.10) provam a seguinte proposicao.

log log n, )

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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Proposicao 1.2.
T+ o(1)

72(n) = logn

Segue que v, = 0 e, portanto, o passeio é recorrente. Isto mostra o item 1 do
Teorema 1.1 para d = 2.

1.2 Tempo local em Z¢

Considere o passeio aleatério simples simétrico (X,,),>0 na rede Z%, com X, = 0.
Para z € Z% e n > 0 denotamos por L% o tempo local em x até o tempo n, ou

seja,
Li = lix—a}-
=0

Em particular, quando = = 0,

= B> x| = D (X =0).
=0 7=0

Onde m = %, se n é par, e m = "T’l, se n é impar. Usando o Teorema 1.2,
obtemos
vn, sed=1,
E[LY] ~ ¢ logn, sed=2, (1.15)
C, sed > 3,

em que C' < oo é uma constante.

Pelo Teorema 1.2 a probabilidade do passeio estar na origem tende a zero,
quando n tende para o infinito. Apesar disso, (1.15) nos diz que o valor esperado
do ntimero de visitas a origem diverge nos casos d = 1, 2. Isto pode ser justificado
pela recorréncia do passeio nesses casos, garantida pelo Teorema 1.1. O Teorema
1.1 também nos garante a transiéncia do passeio no caso d > 3. Assim, é razodvel
pensar que assintoticamente o nimero de retornos a origem ¢ finito, como afirma
(1.15).

Definimos também,

L; :=maxLy,
zeZd

que representa o nimero de visitas ao sitio mais visitado pelo passeio até o n-
ésimo passo. L} é chamado de tempo local maximo do passeio aleatério até o
tempo n.

Como vimos, para d > 3, temos 0 < 74 < 1. Assim, seja \; constante positiva

definida por
1
A= ————>0.
log(1 —7a)
Erdés e Taylor [1] mostraram o seguinte resultado a respeito do tempo local
méximo para o passeio aleatério simples simétrico em Z?, para d > 3.
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Teorema 1.3 (Erdés - Taylor). Em dimensdes d > 3,

*
n

lim — A4, q.C.

n—oo logn

Para d > 3, o nimero esperado de retornos a qualquer ponto da rede Z?, em
particular a origem como mencionado anteriormente, ¢ finito no limite quando
n — 00. Mas, de acordo com o Teorema 1.3, o tempo local méximo diverge. Isto
quer dizer que ao longo da trajetéria o ponto mais visitado varia com o passar
do tempo.

No caso de dimensao d = 2, Erdos e Taylor encontraram as seguintes cotas
para o tempo local:

1 Ly L, 1
— < liminf L < < —, q.c. 1.16
Ar = o (logn)? — el (logn)? = 7’ e (110

Neste caso, deduz-se que o tempo local é da ordem de (logn)?, embora nio se
saiba a constante exata. Assim, conjecturaram que m — %, quase certamente.
Em [3], Jay Rosen melhorou esta cota inferior provando assim, a conjectura.

Teorema 1.4. Para o passeio aleatdrio simples simétrico em Z?,

L1
im =—, g.c.
n—oo (logn)? 7’ 1

Por este motivo a cota inferior obtida por Erdds e Taylor em (1.16) nao sera
estudada aqui. Nesta secao apresentaremos o caso d > 3 e no capitulo seguinte
vamos estudar o caso d = 2.

Prova do Teorema 1.3 (Cota superior). Primeiro provaremos que

L*
lim sup — < Ay, q.C. (1.17)
n—00 10gn
Para isso, dado € > 0 defina M, := (A\;+¢) logn. Afirmamos que para § := /\id >
0, temos
1
P(LY > M) < — . (1.18)
n

Suponhamos provada a afirmagao (1.18). Escolhendo n; = 27, (1.18) implica
> i P(L;j > M;) < o0 e, pelo Lema de Borel-Cantelli, quase certamente, existe
jo tal que Ly, < My, para todo j > jo. Logo

*
nj

lim sup < X +¢, q.c.

j—oo 1081
Mas dado n existe um unico j tal que n; <n <nj; e

LBy By gl
logn ~ logn; lognja j
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Logo, para todo € > 0

* *

lim sup —2— < limsup —2— < \g + ¢, q.c.
n—o0 ogn Jj—00 og nj
Pegando ¢ := % para k > 1, concluimos que
. L
lim sup < \g, q.C. (1.19)
n—oo 10T

Portanto, (1.17) esta provado.

Para provar (1.18) considere 7;¢ definido como o tempo de primeira visita ao
sitio mais visitado até o n-ésimo passo.
Decompondo a trajetéria do passeio com respeito ao tempo 7,5 e ao sitio mais

visitado, temos
n—1
P(Ly > M) = Y P(L,> M} 7 =)
§=0

n—1
= Y Y P(Lp>M 7 =jX;=2)P(X; =1).

7=0 zez4d
Mas

P(Ly > M 7y =jlX; =2) = P(Ly ;> M, 7 = j|Xo =)

P(L;_; = M|X; =)
P(L%, > M,).

IA A

Segue, entao, que P(LY > M;") < nP(LY > M,). Além disso, pela Propriedade
de Markov 2 forte,
P(Lg, =k) = (1 —7a)"a.

Logo,
1
P(Ly > M) < Y0 (1= =n(l =)™ =—,  (1.20)
k>M,¢ "
lembrando que 0 < 74 < 1. Portanto, (1.18) estd provado. [

1Se houver mais de um ponto mais visitado, definimos 7% com respeito ao menor deles (na
ordem lexicogréfica).
2A Propriedade de Markov no tempo n afirma que para todo 1, - , &, em Z¢,

P(Xn = xn|Xn—1 =Tp—-1,""" 7X0 = .’IJO) = P(Xn = xn|Xn—1 = xn—l) .

A versao forte representa a mesma afirmacao, onde n é trocado por um tempo aleatério (cha-
mado tempo de parada) T. Um enunciado preciso se encontra em [6].
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Prova do Teorema 1.3 (Cota inferior). Agora mostraremos que

L*
liminf — > \;q.c. (1.21)
n—oo logn
Seja M, := (A\q — ¢) logn. Para mostrar (1.21) é suficiente mostrar que
P(LE < M) <e™, (1.22)

onde 0 = £ > 0. De fato, (1.21) segue diretamente de (1.22) e do Lema de
Borel-Cantelli.

Considere o ntimero inteiro positivo [, tal que [? < n e seja m = | ). Divi-
dimos o intervalo [0,n] N Z em m intervalos Ji, k = 1,2,--- ,m, de tamanho [?
cada. Cada intervalo ¢ da forma Ji, = [ji, jir + > — 1] N Z, com j, = (k — 1)I%
Para todo k£ =1,2,--- ,m definimos

?k = Z 1{Xj:x}7

Jj€Jx

isto é, o tempo local do sitio x restrito ao intervalo de tempo Ji. Definindo
2y, := X, observe que se Ly < M, entdo L7 < M, paratodo k =1,2,--- ,m.

Segue pela Propriedade de Markov que

m

P(L;, <M,) < E[Hl{L;’Z<M;}]
k=1

m—1
k=1
Mas
T — [1{L;::1<M;}} =P, (L7 < M;)=P(L) < M),

j& que #J, = [2, para todo k. Logo, recursivamente, obtemos
P(L; < M) < (P(Lf: < M,;))m. (1.23)

Agora encontraremos uma cota superior para P(LY% < M, ). Para isto, seja
T, o tempo da j-ésima visita a origem, definido por 7y := 0 e, para j > 1,

T; =1inf{k > 7,1 : X} =0},
com a conven¢ao que inf ) = oo. Se T;_; < 0o, definimos
Aj=Ti =T

e, caso Tj—1 = 00, Aj :=00. A; é o tempo da j-ésima excursao na origem.
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Escolhendo [ = [logn], observe que se A; <[, para todo j =1,2,---, | M, |,

entdao LY, > M, , ou seja, se o tempo de cada uma das | M, | primeiras excursoes

¢ no maximo [, entdo o nimero de retornos a origem em [? passos é pelo menos
M. (Lembrando que M, ~1.) Logo,

[ My |
P(Ly > M;) > B| [T 1ea,n)-
j=1

Novamente, pela Propriedade de Markov forte, obtemos
[ M ] i .
E[ 11 1{Aj§l}] = (P(A; < D)) = (1 — (1)1
j=1

Agora definindo p,, := (1 — 4(1)) M) segue de (1.23) que ?

P(L < M) < (1—p,)™ < e ™Mmn, (1.24)
Por 1ltimo, usando (1.8), m = 5, [ = [logn] e § = /\%’ temos mu, > n’ e,
portanto, (1.22) estd provado. O

3Aqui usamos que 1 — z < e~%, para todo = € R.



Capitulo 2

Tempo local em 72

Neste capitulo vamos estudar o comportamento assintético para o tempo local
méximo na rede Z2. A conjectura de Erdos e Taylor sobre o tempo local maximo
em Z? feita em [1], foi provada inicialmente por A. Dembo, Y. Peres, O. Zeitouni
e J. Rosen em [2].

Teorema 2.1 (Rosen, Dembo, Peres, Zeitouni). Para o passeio aleatdrio simples
simétrico em Z2,
L 1
im =—, q.c. 2.1
n—x (logn)? =« 1 (2.1)

Aqui apresentaremos a prova desse resultado dada por J. Rosen em [3]. Na
Secao 2.1 mostraremos a cota superior para o tempo local. Na Secao 2.2.1 de-
finiremos a funcao de Green que nos permite estudar o tempo local em caixas
centradas na origem e provaremos a cota inferior do tempo local maximo, assu-
mindo alguns resultados que serao provados no decorrer deste capitulo.

2.1 Cota superior para o tempo local em Z*

Prova da cota superior em (2.1): Seja I, :== |(1/7 + ¢)(logn)?]. Como foi feito
anteriormente no caso d > 3, decompondo a trajetéria do passeio com respeito
ao tempo de primeira visita ao sitio mais visitado até o tempo n e, também, com
respeito ao sitio mais visitado, temos

P(L: > 1) < nP(L° >1,). (2.2)

Considere o tempo 7; da j-ésima visita a origem e A; := 7, — T;_1 o tempo
da j-ésima excursao na origem entre a j — 1 e a j-ésima visita a origem. Observe
que, se até o tempo n a origem foi visitada pelo menos [,, vezes, entao o tempo de
cada uma das [,, primeiras excursoes na origem ¢ no maximo n. Assim, usando a

13
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Propriedade de Markov forte obtemos

In
P(Ly>1,) < E[Hl{Ajgn}}
j=i

ln—1

- E[ H 1{Aj§"}EXTZn,1 [1{Azn§n}]] :

=1

Mas,
EXTL,M [1{Aln§n}] = P(T1 <n).

Logo, recursivamente obtemos
P(LY >n) < (1= P(T; > n))l» < e PT>n)
De acordo com a Proposicao 1.2, temos

T+ o(1)

P(T; > ) = rufn) = T2

que implica, para n suficientemente grande,

—ln P(T1>n) 1+em+o(1)) logn < 67(1+257r) logn

e = e

Portanto, usando (2.2), obtemos
P(L: >1,)<n™°,

com 0 := 2em > 0.
Tomando a sequéncia n; = 27 e usando o Lema de Borel-Cantelli, temos
Ly 1
limsmp¢2 <-+¢,

jooo (logmny)? = 7
quase certamente. Com um raciocinio semelhante ao usado na prova da cota
superior do Teorema 1.3, obtemos, para todo € > 0,
L Ly 1

lim su <limsup —— < — +¢, q.c.
mim’ (logn)2 = P (logny2 =@ T

Pegando ¢ := %, com k > 1, e tomando k£ — oo,

! b 1 (2.3)
imsup —*— < —, q.c. :
B (logn)? = «’ E

Com isso a cota superior do Teorema 2.1 esta provada. O
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A cota inferior é a parte mais dificil da prova do Teorema 2.1. Daqui para
frente nosso texto estara voltado para mostra-la. Mas antes disso, faremos um
breve comentario sobre a prova.

Existem técnicas que nos permitem estudar o tempo local L7, até o passeio
sair da caixa A, de centro zero e raio n, como serda mostrado na Secao 2.2.1.
Assim, ao invés de estudar o comportamento do tempo local até o tempo n,
podemos estudar o seu comportamento até o passeio deixar a caixa A,. Como
mostra a Proposicao 2.1 abaixo, o tempo T},, que o passeio leva para sair da caixa
A, é da ordem de n?,

T, ~n”.
Logo,
L7, Ly, Ly,

~ =

(log 7, ~ (logn?? _ 4(logn)?

Assim, veremos na Secao 2.2.2 que

*
. . LTn 4
liminf —=— > —, q.c.
n—oo (logn)? =~ m
implica
o Ly 1
liminf —— > —, q.c.
n—oo (logn)? — m

Ou seja, a prova da cota inferior do Teorema 2.1 se resume em mostrar que
existe pelo menos um ponto = € A, tal que L} > %(log n)?. Pontos com esta
propriedade serao chamados de pontos bem wvisitados. Na secao seguinte iremos
estudar estes pontos com mais detalhes.

Para mostrar a existéncia de pontos bem visitados, introduziremos a defini¢ao
de pontos bem cercados, onde, grosso modo, dizemos que um ponto x pertencente
a caixa A,, € bem cercado se o passeio passa um certo tempo caminhando em volta
destes pontos antes de deixar a caixa A,. A vantagem de se trabalhar com estes
pontos é que, para n suficientemente grande e todo ponto z bem cercado com
probabilidade grande, tem-se L% > %=£(logn)2. Ou seja, se o passeio fica um

n s
certo tempo em volta de um ponto bem cercado, quase certamente, o passeio o
visita muitas vezes. Além disso, para dois pontos x e y bem visitados distantes, as
excursoes do passeio entre circulos centrados em x e préximos, de certa forma, a x,
sao quase independentes das excursoes entre circulos centrados em y e préximos
a y. A Secao 2.4.1 seré destinada a estudar estes pontos e a sua relagao com os
pontos bem visitados.

2.2 Funcao de Green e Pontos bem visitados

Na Secao 2.2.1 falaremos sobre a funcao de Green que nos permite estudar o tempo
local méximo L7, na caixa A,. Na Secao 2.2.2 iremos introduzir a definicao de
pontos bem visitados. Apresentaremos o resultado, a respeito desses pontos, que
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nos garante a existéncia de um ponto em A,,, cujo tempo local maximo até T,,
¢ da ordem de (logn)?. A existéncia de pontos bem visitados serd mostrada na
Secao 2.3 quando introduziremos a definicao de pontos bem cercados.

2.2.1 Funcao de Green

Para todo A C Z¢ definimos o tempo de primeira visita a A por
Ty:=inf{i >0: X, € A},
com a convencao que inf ) = oo.

Definicao 2.1. Considere A C Z? e x,y € A. Definimos a funcio de Green
Ga(x,y) como o valor esperado do nimero de visitas a y, iniciando em x, até o
passeio sair de A, i.e.,

TAC

Ga(z,y) = E, [Z 1{Xi:y}:| = Ly [L%AC} :
=0

Para z € Z% e n € N denotamos por A, (z) a caixa de centro z e raio n, i.e.,
Ao(z)={y ez |z —y| <n}.

Lembrando que |z| = max{|z], - , |24]}, para z € Z%. Quando z = 0 escrevemos
An(0) = A,. Quando A = A, (x)° escrevemos T),(z) = T, () €, consequente-
mente, T, = The.

O item 1 do Lema 2.1 nos fornece o comportamento da funcao de Green na
caixa A,. Os itens 2 e 3 determinam relagoes entre esta fungao e o tempo local
do passeio em A,,. A prova do item 1 do Lema 2.1 é dada pelos Teoremas 1.6.6 e
1.6.7 da Segao 1.6 de [4]. A prova dos itens 2 e 3 foi dada em [3] e serd apresentada
na sequencia.

Lema 2.1. 1. Para x € A,, e uma constante (3,
2logn+ B+ 0(n™1t), sex=0
G 70 — T n _ Y Y
1. (2,0) { %log(m)—i-O(l:d D), sex#0.

2. Para x € A,,, © # 0 e para todo 0 < p < 1

Egg[e%fwm%]:1—log('§_') d <1+0< ! )) (2.4)

logn 1+ ¢ log |z

3. Para k> 1, x # 0 e uma constante ¢ independente de z, k en

P, (LOTn > kGAn(O,0)> < cvke ™.
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Prova do Lema 2.1 (itens 2 e 3). Considere xz € A,,, com z # 0, fixado ¢ € (0,1)

e seja ¢ = m. Logo, a fungao geradora de momento do tempo local é dada
por

E, [e—¢L°Tn] = P(Ly, = 0)+ > e P(LY, = k). (2.5)

k>1
Usando a Propriedade de Markov forte,

P(LY =k) = B, [1{T<TR}EXT 1 {LoTn:k}]}
= P(T <T,)P(L}, =k), (2.6)

onde T é o tempo de primeiro retorno a origem definido na Se¢ao 1.1.1. Em
particular, se x = 0

P(Ly, = k) = (P(T < Tn)>k_1P(T ~T,).

Ou seja, quando o passeio inicia na origem, LOTn tem distribuicao geométrica! com
média G, (0,0).
Usando (2.6) em (2.5), temos

E, [eﬂﬁ%] —1-P(T <T,) (1 - E[e’d’LoTn}) . (2.7)

Pela observagao acima a fungao geradora de momento F [e‘w%n] ¢ dada por

— L% o 1
Bl = e a0 28)

Como Gy, (0,0) = O(logn), segue que

1+(e¢—1)GAn(o,0)_1+go+0(10;n). (2.9)

Pela Propriedade de Markov forte,

Gy (2,0) = E[1{7—<Tn}EXT [LOTnH = P,(T < T,)G,(0,0) (2.10)
que implica
CTYA (l‘, 0)
P T,) = A0
(T <T) =G 0.0)

'Uma varidvel aleatéria geométrica Y € {1,2,---} com parametro p € (0,1) e média zl) tem
distribuicao
P(Y =k)=(1-p)"'p,

e sua funcao geradora de momento é

Ele'Y] = S Vit < —log(1 —p)
1—(1—p)et’ '
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Portanto, usando o item 1,

P$(T<Tn):log('%)(1+0( ! )). (2.11)

logn log |x|

Usando (2.11), (2.9) e (2.8) em (2.7), obtemos (2.4). Portanto o item 2 do Lema
2.1 esta provado.

Agora iremos provar o item 3. Nos indices ji, ja,--- ,jr das somas abaixo
estamos sempre considerando 0 < j; < o < --- < g < T,,. Para o tempo local
em zero, temos

k I k
(25)" = (X tix-o)
j=0
k
SIS DR [ R

J1<g2 <<y i=1

k—1 Ty
= k! Z Hl{XjZ:O} Z Lix;, =0y -

J1<j2 < <jg—1 =1 Jk=Jk—1

Agora considerando x € A,, e usando a Propriedade de Markov forte

k—1 Tn
EL15) T <kE| > [Tim-aBx, [ lx,-0l]

J1<5j2 <SG =1 Jk=0
k—1

=Ky 0,08 Y T]l-n].
S1<GaS e i=1

Assim, indutivamente, obtemos

Th
E, [(L%ﬂ)k] < k!GAn(O,O)’“*lEI[Z 1{Xj1:0}} — kIG A, (0,00 1G . (2, 0).
71=0
(2.12)
Logo por (2.10),

Ex[(L%l)k} < kG, (0,0)F. (2.13)
Pela Desigualdade de Tchebychev,
Py(Ly, > kG, (0,0)) = P, ((LO )" > K5(G, (0,0)F)

_ B[R

T kF(Ga,(0,0))"
k!

< —.,

e usando a formula de Stirling k! = v/2rk*e=#v/k(1 4 o(1)), concluimos
Py(LY, > kG4, (0,0)) < ce™"Vk.

Portanto o item 3 do Lema 2.1 esta provado. O]
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2.2.2 Pontos bem visitados

Fixe a € (0,2). Dizemos que um ponto x € A,, é um ponto bem visitado se ele
foi visitado pelo menos i—“(log n)? vezes até o passeio sair da caixa A, ou seja,
se Ly, > %(log n)?. Denotamos por B? o conjunto dos pontos bem visitados em

A,

2
B = {x €N, L}, > ?a(lognf}.

O comportamento assintético (quando n — 0o) do ntimero de pontos bem visi-
tados possui a seguinte propriedade, como mostra o proximo teorema:

#BY ~ >

Assim, para n suficientemente grande, existe pelo menos um ponto bem visitado
na caixa A,, como foi mencionado no final do Capitulo 1. Portanto, podemos
provar a cota inferior do Teorema 2.1.

Teorema 2.2. Para a € (0,2)

1 a
lim BB o
n—00 logn

Proposicao 2.1. Para o passeio aleatdrio simples simétrico em 7.2,

A demonstracao da Proposicao 2.1 se encontra na Secao 3.1 do Apéndice.
Assumindo o Teorema 2.2 e a Proposicao 2.1 iremos provar a cota inferior do
Teorema 2.1.

Prova do Teorema 2.1 (Cota inferior). Pelo Teorema 2.2 e pela Proposicao 2.1,
dado € > 0 pequeno o suficiente de forma que 2 — a — ¢ > 0, temos que, quase
certamente, existe ng (aleatério e que depende de ¢), tal que para n > ny,

n2—a—a S #Bg S n2—a+€ (2.14)

n2—6 S Tn S n2+6 )

Uma consequéncia imediata de (2.14) é que B® # () para todo n > ng. Assim,
existe pelo menos um ponto bem visitado x, € A, i.e., tal que Ly > QW—“(log n)?.
Em particular, se n > ny,

Tn2+e] Ly, Ly, _ 2a

(logn)? = (logn)? = (logn)> — 7
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Agora, dado N € N existe n € N tal que [n*™] < N < [(n + 1)**¢], entao

L*N > LFn2+E'| (logn )2
(logN)? = (logn)?\log N

Lippeey 1 ( logn )2
(logn)? (2 +¢)? \log(n + 1)

v

Logo, para todo € > 0 e para todo a € (0, 2),

; Lippeey 1 2a 1
liminf ——2~ — > liminf " >2_—  qe
Noe (log NJ2 = s (logn)? (2422 = 7 2+ )2 &€
Portanto, tomando ¢ = % ea=2-— %, com k — o0,
L3 1
liminf —2~— >~ q.c. 2.1
i fog N = 7 4 (2.15)
Assim, (2.15) e (2.3) provam o Teorema 2.1. O

Observe que para provar o Teorema 2.1 precisamos apenas da cota inferior
para #B{. Provaremos agora a cota superior. A cota inferior serd provada na
préxima secao.

Prova do Teorema 2.2 (cota superior). Considere € > 0. Entao, pela Desigual-
dade de Tchebychev,

2a
— —(2—a)—¢ P(Lx > 270 2)
w9+ 3 (1, > Zogn

.ZL'GAn

P#B > n*™*) < n"C-0=p[4B]

2
S n7(27(l)75 Z P(‘L%Qn(x) Z ?CL(].Og n>2) .

CEEAn

Na segunda desigualdade usamos que, se um ponto z € A, é bem visitado, o
nimero de visitas a ele, antes de sair da caixa As,(z), é pelo menos 22 (logn)?,
pois A, C Ag,(x). Agora considere o seguinte lema o qual sera provado no final
desta secao.

Lema 2.2. Para todo x € A, \ {0}, para todo § > 0 e n suficientemente grande

2a

P (L%n@) > — (log n)z) <én~ot (2.16)

para alguma constante positiva c.
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Logo, como #A,, = 4(n + 1)? e escolhendo ¢ tal que 0 < § < &, temos

P(#B > n* ") < ¢in~ 9| (2.17)
para alguma constante positiva c¢;.
Tomando n; = 27, pelo Lema de Borel-Cantelli, quase certamente, existe

jo < oo tal que j > jo implica #B;, < 2(2—a+e)i  Mas dado n, existe um nico j
tal que n; < n < mnji1. Segue que,

2
#Bo = #{m €N, LT, > —a(logn)Q}
m

2a
= o LE > — 2L
#{x €Ny, Ly, > - (logn) }

Além disso, como

Lt - U, _ b, (10g”j+1>2
(logn)? — (logn;)?  (logn;1)?\ logn; / '
temos

2
{l’ €A, LT, > —a(logn)Z}
7r

L7, 2a 2
C eEN, . T — > 1'_},
{m 1 (lognjy)? T o ( + /‘7)

com a(l+1/7)7% € (0,2), para todo j > 1. Entao
#B, < #B(1"T

Tj+1

< 9@2=a(1+1/5)"2+e)(G+1)
< n(2—a(1+1/j)—2+e)j]i.1 '
Logo, para todo € > 0,
1 B
lim sup - 22F50) o041 e (2.18)
n—oo  logn
Assim, provamos a cota superior no Teorema 2.2. ]

Prova do Lema 2.2. Segue do item 1 do Lema 2.1 que

G pon(2)(T,7) = G4,, (0,0) = %10gn(1 + O<lo;;n>> :

Além disso, usando o item 3 do mesmo lema temos que, para todo 0" > 0 e n
suficientemente grande,

v 2a 9 - alogn
P(LTQn(I) 2 ?(logn) ) = P<LT2n(x) = 1+O((logn)_l)GAQn(f)(‘r7x)>

< clx/lognnfﬁ )
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Agora, dado § > 0, ¢ deve ser tomado pequeno o suficiente de forma que § :=

d—a(l— 5 n 5,) > (. Segue que, para n suficientemente grande,

2a 5 ——a_

O
2.3 Cota inferior para o tempo local em Z*
Queremos mostrar que, para todo a € (0,2)
Ba
lim inf ———"~ log(# 5) >2—a, q.c. (2.19)
n—oo logn
Considere uma sequéncia de nimeros reais R,, tal que
IOg Rn+1
R, lim ——— =1. 2.20
Joo e lim SET (2.20)

A sequéncia R, serd escolhida adequadamente. Para mostrar (2.19) é suficiente
mostrar que, para todo a € (0, 2)

log(# B2
lim inf % >92—q, q.c. (2.21)

De fato, suponha (2.21) provado e fixe a € (0,2). Dado N € N considere n tal
que R, < N < R, 1. Segue que

2a
4B > #{x € Mg, : L3, > ?(logN)Q}
pois Ay D Ag,. Além disso, como
L%N S L‘%Rn S L%Rn |
(log N)> = (log N)* ~ (log Rp41)?

temos
2a
#4B% > #{x € An, : L, > —(log Rn+1)2}
LT 2a /log R,11\ 2
— Ap +— Bn > _<—”+) } )
#{x < A (logR,)? = m \ log R,
log Ry +1
log Ry,
Oan+1

temos 7+ < 14 e. Assim, pegando £ > 0 pequeno o suficiente de forma que
a(l+¢) € (0,2), temos

Agora, como lim,, = 1, para todo € > 0 e n suficientemente grande

xT

L 2a a(l+e
#B%Z#{QCGARnZﬁZ?(lJF@} #By )
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e
log(#B%) _ log(#Bj, ") _ log(#B5, ") log R,
logN =  logR,i1 logR, logR,.1
Entao, usando (2.21), temos, para todo € > 0 tal que a(1 +¢) € (0,2),
1 Bo 1 Ba(l-i—e)
lim inf CEFEBY) S g 8BRSy gy
N—oo log n—oo og Rn

O que prova (2.19).
A partir de agora vamos considerar a sequéncia R,, como sendo

R, := [16e"n™"]. (2.22)

Observe que a sequéncia R,, definida desta forma satisfaz (2.20).
Para mostrar (2.21), considere o seguinte lema. A sua prova serd dada na
Secao 2.4.

Lema 2.3 (Principal). Dado ¢ > 0 e a € (0,2) considere o sequinte subconjunto
de ARn N

2a — €

A%(e) = {x €A, : Ly, > (log Rn+1)2} .

Entao para todo € > 0 existe p., 0 < p. < 1, tal que
P(#A(e) < B357%) < 1—pe,
para n suficientemente grande.

Prova de (2.21) a partir do Lema 2.3. Parax € Z*> ek =1,2,--- ,n?, considera-
mos a sequeéncia

Tir, (2) = Thyp, (@) -
Com Typ, = TAan, se x = 0. Definimos 23 := Xp,, , para k = 1,2,--- . nd.
Observe que P(Tyg, < o) = 1, para todo k, logo os zj sdo bem definidos. Dado
e>0eac€(0,2), definimos o conjunto

2a — €

A% (k,e) = {a; € Ay (21) s Ly o) 2

2K) =

(log Rn+1)2 } 3

para todo k = 1,2,--- ,n®. Temos

3

{(#B5 " < RZ47%) € ({#A%(k,e) < RE9%).
k=1

Logo, usando a Propriedade de Markov forte,

PG < Rt ™)

Ryt1

n3

= E[H Lpag o) <ring ]
k=1
n3—1

= b [ [ Tepasemrerzzsey Be [H#Az@ie)wm* H :
k=1



24 CAPITULO 2. TEMPO LOCAL EM 7?

Mas, pelo Lema 2.3

Eis 1{#Az(ns,s)<331‘i‘25}] = P(#A(e) < R.T%) < 1-p.,
para algum 0 < p. < 1. Portanto, recursivamente, obtemos
a—e/2 —a— n3
P#Bj 72 < RT) < (1—po)™

Segue, entdo, que Y. P(#B% * < R*%%) < oo e, pelo Lema de Borel-

n+1
Cantelli, para todo ¢ > 0 tal que a + 2¢ € (0,2), quase certamente existe

no := no(e) tal que, para todo n > ng

log(#Bj %)

>2—a—2¢.
log Ry ¢

Portanto, para todo a € (0, 2),

.. log(#B% )
liminf ———2~

>2—a, q.c.
n—00 og Rn - 4

Supondo o Lema 2.3 provado, isso prova (2.21) ]

Como vimos, (2.21) implica (2.19) que por sua vez implica o Teorema 2.2.
A proxima secao sera destinada a prova do Lema 2.3.

2.4 Prova do Lema Principal

Antes de provar o Lema 2.3, observe que, para todo € > 0 e n suficientemente
grande, vale a seguinte desigualdade

PU#AY(E) < RE35) < P(#B3, < R, (2.23)
De fato, como lim,,_,~ loli gRE: L =1, dado ¢ > 0, para n suficientemente grande,

2
log Ry, & . .
temos <log Rn+1> > 1 — o= o que implica

L7 2a 1 log R, \?2
s - e e ()
#5. AR (log Rn+1)? = 7 \log Rypa

< #loetn o2 2]

V

(log Rp1)? — 2a
o a
, . o log Rn —a— .
Além disso, como 2=%=£ > 1, temos —erntl < 220=¢ narg p suficientemente
) 2—a—2¢ ) log Ry, 2—a—2¢’

grande, o que implica Rijr‘{’% < R?7%7¢. Portanto, para mostrar o Lema 2.3,

basta mostrar que existe p. € (0,1) tal que

P(#Bf, < Ry7"°) < 1—p.. (2.24)
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2.4.1 Pontos bem cercados

Para mostrar (2.24) vamos considerar alguns pontos especificos de Ag, os quais
chamaremos de pontos bem cercados. R, sera sempre considerado como definido
em (2.22).

Para cada x € Z?*, denotamos a fronteira de A, (z) por

O\, (x) = {y € Ap(2)°: zei/{lf(ac) |z —y| =1}.

Quando x = 0 denotamos 0A,,(0) = JA,,. Fixado n, considere a sequéncia
rj= Le”ng(”’j)J, j=0,1,---,n
e o seguinte subconjunto de Ag ,

K, = [2r¢, 3r0)* N Z?

Para cada x € K,, e cada j = 1,--- ,n definiremos uma sequéncia de tempos
em que o passeio visita OA,,_ (x) e A, (r). Também definiremos excursées e o
nimero de excursoes do passeio de JA,,_ (x) para JA, (v) (veja figura abaixo).
Estas varidveis sempre vao depender de n, do ponto x € K,, e j € {1,--- ,n},
mas explicitaremos apenas alguns desses parametros afim de facilitar a notagao.

Fixado z € K, e j € {1, -+ ,n} sejam

T1 = TBArj,l(x)

e, para k > 1,
Top :=inf{i > Toy_1 : X; € 0N, (2)}

Tgk+1 = mf{z > Tgk : Xz € aArj71 (.’E)} .
Pela recorréncia do passeio em Z2, todos os T; estdo bem definidos. Definimos
gj(k?> = {Xz ZTgk_l S ) S Tgk}.

Ej(k) ¢ a k-ésima excursdo do passeio de O, (x) para OA, (z).
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Ar;(2)
A’"j+1(x)
[
"
x Xr '//f)
Xt
/
/—\XT4
'¥,
Para x € K, e para cada j € {1,2,--- ,n}, denotamos por N;(x) o nimero

de excursoes £;(k) antes de sair de Ag,, que pode ser definido como
Nj(z) == max{k : Tq, < Tg,} .

Definicao 2.2. Considere a € (0,2). Sejam lj(a) = 3aj*logj, para j =
1,2,---,n, e j, :=min{4,inf{j : [;(a) > 2j}}. Dizemos que um ponto x € K,, é
bem cercado se

N](I) =1L, Vy=12-- 5. —1,

|NJ($) _l](a)l S]v VJ:j*,j*—l—l, y .

Denotamos por C? o conjunto dos pontos bem cercados em K,,. Em geral, um
ponto bem cercado é necessariamente bem visitado, como mostra o lema abaixo.

Lema 2.4. Para todo a € (0,2) e todo 6 > 0,
P(Ci\ By® #0) < ceenloen), (2.25)

em que ¢ >0 e ¢:=¢,(0) >0 € tal que ¢,(5) \( 0, quando § — 0. Em particular,
quase certamente, para todo n suficientemente grande

CtC By, (2.26)

Com isso, para r € K, concluimos que se o passeio passa um longo tempo
fazendo excursoes a partir da fronteira de uma caixa centrada em z para outra,
quase certamente o passeio visita o ponto x um nimero grande de vezes.
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Prova do Lema 2.4. Queremos mostrar que para todo a € (0,2) e 6 > 0, quase
certamente,

Co\ By, =0,

a menos de um conjunto finito de indices n.
Observe que

2a — 0

P(Ci\BE #0) <> P({zecCiyn{L;, <

weKn

(log R,)*}) . (2.27)

Estudaremos agora a probabilidade

2(a —9)

Ps(a,z) = P<{x ecan{Ly, < (log R@?}) .

Fixado # € K,, e n, denotamos por L** o nimero de visitas ao sitio x du-
rante a k-ésima excursio de OA,,(x) para OA,, ,(x). Estamos definindo L®*
para excursoes de OA,. (x) para JA,., ,(x), pois estamos interessados em saber as
chances de um ponto x ser bem visitado, sabendo que o passeio visitou a fronteira
de A, (z). Usando os Ty definidos anteriormente podemos escrever

Top+1

Lx’k = Z 1{Xi=x}-

i=Toy

Observe que, para x € C%, o nimero de excursoes de A, (z) para A, ,(z)
é igual a N, (z) e, por definicao,

Ny (z) > l,(a) — n.

Além disso, se L}, < M(log R,)?, entdao o niimero de visitas a x durante as
R s

|1,(a) — n] primeiras excursdes de dA, (z) para dA,, ,(z) satisfaz
2a —
> L < M(log R,)*.
m

Logo

Ps(a,r) < P({x eCoin { Z Lok < T(log Rn)2})

< P( 3 Lﬁvvkg@(l()g}zﬂ)?).

k=1

Para 0 < ¢ < oo e usando a Desigualdade de Tchebychev, obtemos

Ps(a,z) < exp {qﬁ@(bg Rn)Q}E[e"bzklﬁl@iM Lz’k] :
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Mas, pela Propriedade de Markov

pleemiel ™ i) _ pleemin ™ gy [ o))
T2(ln (a)—n)

Pelo item 2 do Lema 2.1, com ¢ = m, para 0 < ¢ < 1, temos
Tn—1\% ’

B, |:€7¢L%Tn71(z)i| _1_ 3logn ¢ <1+O(logn>>7
n 14+ n

independente do ponto y escolhido em 0A,, ,(x). Logo

—@LE
Sup E’y |:€ Trn71($>i|
yeOAr, (z)

_ 1_312gn%<1+0<loin>)

< op{ - TELE (14 o( M)},

Agora usando que [,,(a) —n = 3an? logn<1 +0 <#>>, obtemos

nlogn

ple-emiei e

< exp { — 9an(logn)? (1 + O(loin>>%} . (2.28)

Vamos estimar agora exp {gb@(log Rn)2}. Como, pelo item 1 do Lema
2.1

?

Gu,, (@ (x,2) =Gy, (0,0)= %71(1 + 0<1Ogn)) :

n
e, além disso,

(log R,,)? = (log(16e"n"))? = 9(nlogn)* (1 + O(loén)) ,

temos

2(a — )

exp {gb (log Rn)z} = exp {@9(@ —d)n(log n)2<1 +0(

))} . (2.29)

logn

Portanto, (2.29) com (2.28), nos d&

Pg(a,x)§exp{<g0(1—5/a)—L)9an(logn)2<1+0< L ))},

1+ logn

para todo 0 < ¢ < 1. Agora vamos otimizar essa cota superior em fungao de ¢.
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A funcdo h(z) = oM — Z=N, x € (0,1), atinge o seu minimo quando = =

VN/M —1e 1+I
h/N/M —1) = —(vVN —VM)?.

Segue que, para n suficientemente grande e para alguma constante positiva ¢,

Ps(a,z) < exp{—(1—\/1—5/a>29an(logn)2(1+0( ! ))}

logn
< efc’(lf\/5/(1)9an(logn)2 )

Fazendo ¢,(0) := (1 — /1 —§/a)?9a > 0, usando (2.27) e que, para alguma
constante ¢, #K,, = (1o + 1)? = (e"n®" + 1) < cn®" = 18" temos

P(CZ \ B?%:s # @) < Z P(;(CL7 x) < cefécz(l;)n(logn)2 .

wEKn

Portanto, (2.25) estd provado. Aplicando o Lema de Borel-Cantelli prova (2.26)
e completa a prova do Lema 2.4. [

Agora, dado § > 0, para n suficientemente grande
PO#BES > ) = P(#(B7nCy) > B} n {C1\ B * = 1)
P({#C:> R =yn{Ci\ By =0}).
Mas
P({#Cy = Ry} n{C\ By " = 0})

= P(#C;p > Ry %) = P({#Cy > Ry} n{Ch\ BE.* #0})
> P(#Cs > RZ) — P(Ca\ By #10).

Portanto para mostrar (2.24) basta verificar que, para todo ¢ > 0, existe p. €
(0,1) tal que
P(#C% > R25) > 2p, (2.30)

De fato, supondo (2.30) provado e usando (2.25) do Lema 2.4,
P#B};° > Ry %) 2 P(#C;; > By %) = P(#Cy \ By °) 2 p-,
para n grande o suficiente. Assim, tomando § := %, para k > 1, temos
{#B;j/k > R2Oey N, {#£B% > R
quando k — oo, e concluimos portanto, que

P#Bg > RX %) = lim P(#By /" > RZ%¢) > p,_. (2.31)

k—o0

Usaremos a Proposi¢ao 2.2 e a Proposicao 2.3 para estudar (2.30).
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Proposicao 2.2. Sejam 0 < a < 1 e Z uwma varidvel aleatoria integrdvel com
variancia finita. Entdo

|EZ]

P(Z>aEZ)>(1—a)? BZ7]

Apesar da Proposicao 2.2 ser bem conhecida, daremos a prova a seguir.

Prova da Proposi¢ao 2.2. Considere a € (0,1). Podemos escrever

Z = Zlz<apzy + Z1{z5aE2) -

Assim,
EZ - E[Zl{z<aEZ}] + E[Zl{ZzaEZ}] . (232)

Para a primeira parcela em (2.32), temos
E[ZI{Z<04EZ}] S aFEZ (233)

Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

ElZlzsarm) < (E1Z%)" (Ellz2an2)]) "
— (E[2%)"?P(Z > aEZ)">. (2.34)
Usando (2.34) e (2.33) em (2.32), acaba a prova da Proposi¢ao 2.2. O

Fazendo Z = #C? na Proposicao 2.2, temos

2 (E[F#CR)?
E[(#C2)?]

para a € (0,1). A Proposi¢ao 2.3 abaixo nos permite comparar E[#C?| com

R?77¢ ¢, além disso, estudar a relacao entre (E[#C?])? e E[(#C%)?].
Seja X, a indicadora do conjunto C¢, ou seja, para x € K,

P(#C2 > aB[#C2) = (1 - a)? (2.35)

Xn(x) - 1{160%} .
Com isso, podemos escrever
#Cp, = Z Xn ()
CEEKn

que implica
E[#Cy] = Z P(z é bem cercado) (2.36)

.’I?GKn

Mas pela Proposigao 2.3 veremos que, para todo x € K,

P(zé bem cercado) > R, (@9
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para todo n suficientemente grande. Agora o segundo momento de #C? pode ser
escrito como

gl#csy] = E[( X )]
= E[Z(Xn(:c))2+ Z Xn(2)Xn (Y)

reK, z,yeKn:

= E#Ci+ Y Elw(@)xa(y)]. (2.37)
e

Usaremos a Proposicao 2.3 para estudar a correlagao entre varidveis y,(z) e x»(v)
para dois pontos x e y em K, distintos.

Proposicao 2.3. 1. Existe uma sequéncia (0,),>1 de nimeros positivos que
converge para zero tal que, para todo n > 1,

pn = inf P(xa(y) =1) > R, @) (2.38)
yeKn
Além disso,
pn > a1 P(xa(7) = 1), (2.39)

para alguma constante positiva ci, para todo n e todo x € K.

2. Seja
l(z,y) :=min{k € {0,1,--- ,n}: A, (x) y)=0}.

Ezxiste uma sequéncia (0),),>1 de nimeros positivos que converge para zero
tal que, para todon > 1 e x # vy,

En(2)xa ()] < copl (1, ))* e (2.40)
para alguma constante cs.

De acordo com (2.38) da Proposigao 2.3 existe uma sequéncia d,, que converge
para zero tal que,

E[#Cg) = Y Plxn(r) = 1) > (#K,)R,*") > cR2 0

CEGKn

Lembrando que #K,, = cR2, para alguma constante 0 < ¢ < 1. Agora, dado
e > 0, para n suficientemente grande, temos

E[#C% > ?R*> % > R27a~¢ (2.41)

Portanto, usando (2.41) e (2.35), dado € > 0 e para todo n suficientemente grande

P(#C* > R2* %) > (1 — 0)2% : (2.42)
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Agora mostraremos que, para alguma constante ¢ e n suficientemente grande,
temos

E[(#C)"] < e(E[#C])* (2.43)
De (2.37), temos

E[(#C2)’) = E#C+ Y Elxa(@)xav)]-

z,yeKn:
TH#Y
Mas pelo item 1 da Proposicao 2.3, existe 9, N\, 0 tal que R;(GJ’&”) < pn, para
todo n > 1. Assim, como a < 2, temos
R < R, <p,
para n suficientemente grande. Logo,
1< R2p, = &(#K,)p, < EE[#CY], (2.44)
que implica
2
E[#Cy) < & Bl#CL) (2.45)
para alguma constante positiva ¢ e n suficientemente grande.
Para a segunda parcela em (2.37), vamos mostrar que
2
> Eba(@)xaw) < e Bl#c) (2.46)
T, yeEKn:
zHY

para alguma constante positiva ¢ e n suficientemente grande. Para isso, dividire-
mos esta soma em duas partes, a primeira sera sobre todos os pontos de K, que
estao a uma distancia de, no maximo, 2r, entre si, e a segunda parte sobre os
pontos que estdo a uma distancia entre 2r,, e 2ry. Lembrando que r; = e"n?"=9),
com j=0,1,---,n, e K, = [2rg, 3rg]* N Z2. Entao,

> Ela(@)xn(y)] = Si+ S, (2.47)
z,yeKn:
TFY
em que
Si=Y Y Ela@)xa)]
z€Kn yeAor, (z)\{z}
(§]

Spr= Y > Ela@)xa)].

zeKy yeK'n\A2rn (1‘)

Para S, usando (2.39) da Proposigao 2.3, temos

St < Z Z Elxn(y)] < c2e™ Z Pn < 2" E[#C).

z€Kn yeAar, (z) z€Ky,
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Além disso, para n suficientemente grande e usando (2.38),
e < g R27(@H0n) < o R2p, < ey E[#CY.

Portanto )
Si < cs (E[#cg]) . (2.48)
Agora vamos analisar S;. Para cada z € K,, e k =1,--- ,n defina

ri={ye K, :2r, <l|r—y| <2rp_1}

e, para z,y € K,, com x # y, considere [(x,y) definido no item 2 da Proposi¢ao
2.3. Observe que

k* = max{l(x,y)} =k, VE=1,--- ,n. (2.49)

YyERY

Usando (2.40), temos

S = > > Elu(@)xa®)

2€Kn yeKn\Aar, (z)

= D> D> Elt(@)xay)]

z€Kn k=1 yeRY,

< a XY R gy,

2€Ky, k=1 yeR?

para alguma sequéncia 4, tal que §,, — 0. Mas, pela observacao (2.49), usando
(2.44) e que R} C Ay, (),

DO P )P e < Yo p Y0 (R

z€Kn k=1 yeR], €Ky k=1 yeR;}

< CQE[#(Jg]pnzn: > (ke

k=1 yeAar, ()

Agora olhando para o nimero de pontos na caixa Ay, (),
#M\or () = (2rp—1 +1)* < s REES (K1) ™°

Portanto, temos

Sy < E[#CYR ank6 (K1)~ (k1)3eton

< o (E[#CZ]>2 i % :
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para algum ¢ > 0. Como a série acima converge, segue que

S, < co (E[#Cz])z. (2.50)

Logo (2.50) e (2.48) provam (2.46). Assim, junto com (2.45) e (2.37), (2.43) esta
provado.

Agora, voltando a desigualdade (2.42) temos, para todo n suficientemente
grande,

al)2 _)\2
P(#C*> R2* %) > (1 — C)Z(EE[([igZ])g] > a f:) =:2p. > 0. (2.51)
Logo, usando (2.31)
P(#B}, > R:“7°) > %P(#C’g > R2797%) > p,. (2.52)

Portanto, isto prova (2.24) e, consequentemente, o Lema 2.3 estd provado.

2.5 Prova da Proposicao 2.3

2.5.1 Prova do primeiro item

Nesta secao consideremos o conjunto K, C Ag, e, fixado um ponto x € K,,, pro-
curamos uma cota inferior sobre P(z bem cercado). Antes de entrar nos detalhes
da prova daremos uma descricao informal. A estratégia descrita abaixo pode ser
acompanhada na Figura 2.1.

Lembramos que o evento {x bem cercado} é definido da seguinte maneira.
Considere a sequéncia decrescente de caixas centradas em x:

Ay() DA () D - DA, (),

e defina N;(x) como a nimero de excursdes de dA,,_ (x) até IA, (z). = é bem
cercado se

Nj(I):l,ijl,z,'--,j*—l,

onde l;(a) = 3aj*logj.
Para comegar, obrigaremos o passeio a intersectar dA,, (z) antes de sair de
Ag, e estudaremos

P(x bem cercado|Tya,, (@) < Tong, ) - (2.53)

Diremos que j é o indice da caixa A, (z). A partir do instante 7y := Ton,, (),
consideraremos somente a sequéncia aleatéria de indices das sucessivas visitas
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ATO (x)

A, (@)

Arm)
T
G|
X,

Xr

A

o

o

Figura 2.1: A estratégia para estudar o evento {z é bem cercado} (Obs: esse
desenho nao respeita as relagoes de proporcionalidade entre as grandezas das
caixas.) Primeiro, esperamos o tempo 7y, em que o passeio intersecta A, (),
antes de sair de Ar, . Em seguida, consideremos somente os tempos 71,7, ...,
em que o passeio passa ou para uma caixa de indice menor, ou para uma caixa
de indice maior.

do passeio as fronteiras das caixas A, (z): J(0),J(1),J(2),... Por defini¢ao,
JO0)=1,JG+1)—J(G) = *1, ese J(i) =n entao J(i+ 1) =n—1. Por
exemplo, a trajetéria da Figura 2.1 correspondem os indices J (1) = 2, J(2) =1,
J(3) = 2, etc..

A aplicagao i — J(i) € {0,1,2,...,n} contém toda a informagcao sobre a
maneira com a qual o passeio cerca o ponto x, em termos das visitas as fronteiras
das caixas Arj (). Na Figura 2.2 estao representados os quatro primeiros valores
de J para a trajetéria representada na Figura 2.1. Assim, a evolucao do passeio
se reduz a olhar a sequéncia de indices J(0), J(1),... até o passeio sair da caixa
Ao (). Acontece que os tamanhos das caizas A, (x) foram escolhidos de maneira
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3l

12 34...

Figura 2.2: A sequéncia de indices encontrada ao longo da trajetoria do passeio
na Figura 2.1. m ¢é o primeiro instante em que a trajetéria alcanca dA,,(z) apos
tocar OA,, (x) pela ultima vez antes de Tk, .

tal que os eventos J(i+1)=J(@)+1 e J(i+1)=J(i) — 1 tém probabilidades
essencialmente iguais (ver (2.59) abaizo):

P(j(i+1):j(i)+1):P(j(i+1):j(i)—l):%. (2.54)

Quando x é bem cercado, a funcao i — J (i) satisfaz uma condicao equivalente
a (2.55) e (2.56) abaixo, o que torna o estudo da probabilidade em (2.53) possivel,
via um problema de combinatéria sobre fungoes do tipo J.

Formalmente podemos definir como segue. Fixado x € K,,, seja

70 :=inf{s > 0: X, € OA,,(x)},
e parai >0
Tip1 = inf{s > 7, : Xy € OA,, () UOA,, _ (2)},

em que k; € {0,1,--- ,n} é tal que X, € (()Arki (). Lembrando que se k; = 0 e
o passeio nao saiu e Ag,, s6 podemos ter X, ., € OA, (x). Além disso, k; = n
implica X, , € 0A,,_ (z). Em particular, ky = 1.

Seja H, : Uj_g OA;(z) — {0,1,2,--- ,n}, tal que H,(y) = j, se y € I\, ().
Defina
{0,1,2,--- /n}

J:{0,1,2,---} —
i J0) = Hy(X,,).

Em particular, pela defini¢ao de 7;, J(0) = 1 e se J (i) = n, para algum i, entdo
J(i+1) =n— 1. Definindo

m:=inf{i > 0: X,, € O\, ()},

para estudar a fungao J, até o passeio sair de A, (z), é equivalente estudar a
funcao ® definida abaixo.
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Dado um vetor m := (mgy, ms, - -+ ,my,), tal que m,, # 0, sejam := 2 Z?:z mj+
1. Defina #,,(m), como o conjunto das fungoes

@:{0’17...’m}_>{071’...’n}’

tais que, m = inf{i > 0: ®(:) = 0},

. 1, set =20,
%):{ (i—1)+1, sel<i<m-—1 (2.55)
my = #{(i,1+1) : (2(2), 2(i +1)) = (G — 1,5)}- (2.56)

Portanto, se y € O\, (2)

X

P,(z ¢ bem cercado) = P, (.7 € U n(m))

= > Y PI=9), (2.57)
BEH, (1)

em que a uniao é feita sobre todos os vetores m tais que (mg,mg, -+ ,m,) =
(Na(x), N3(z),- -, N,(z)). Veremos mais a frente que a probabilidade P(J = ®)

depende apenas do vetor m escolhido, portanto é ttil saber o nimero de fungoes
em H,,(m).

Lema 2.5. Dado um vetor m = (mg, mg, -+ ,my,),

L mp 4+ my — 1

. k+1 k—
H, = .
#Ha (1) = [ [ ( . 1 )

k=2
Prova do Lema 2.5. Considere um vetor m = (my, ma, -+ ,m,), com m, # 0 e
o conjunto de simbolos {c1, o, - - - , ¢, } cada ¢; serda chamado de letra. Seja P(m)
um subconjunto de {c, -+, ¢, }™, m =2 2?21 my;, definido da seguinte forma:

P(m) = {W:ble---bWE {eg, -+ )™
by = creseb; = cjentao by = cjq 0u

bi+l = Ck,k‘ S jemj = #{Z . bl = Cj}}.

Chamaremos os elementos de P(m) de palavras. Existe uma correspondéncia
biunivoca entre as palavras de P(ma,---,m,) e as fungdes de H(ma, - ,my,).
Basta associar a cada par (i,7 + 1) tal que (®(i), (i + 1)) = (7 — 1,j) uma letra
Cj.

Fixado m = (my, - ,m,) podemos mostrar por indugdo no nimero de letras
diferentes (=n) que
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De fato, para n = 2 é claro, pois #P(my, my) consiste no nimero de palavras

biby - - - by, +m, formadas a partir de m; letras c¢; e my letras co com by = ¢;:
(mz+m1—1)

mi1—1 :

Agora suponhamos que

n—1
#P(my, - - (m”l tmy - 1) :

i=1 m;

.

Pretendemos mostrar que

n—1
#P(m07m1’ e ’mn) _ H (m]+1 +m.7 ) )

m; — 1
j=0 J

Onde mg é numero de novas letras ¢y acrescentadas.

Para cada palavra 7 € P(my, -+ ,m,) e 1 < k < m; definimos a k-ésima
silaba de m como by, = bpbyy1 -+ biz 1, onde if := 1 e i} = inf{i >4 ;:b; = b}
Agora observe que cada palavra @ € P(mg,my, - ,m,) é obtida a partir de
uma palavra m € P(my,--- ,m,) fazendo by = ¢y e ordenando as my — 1 letras
co restantes com as m; silabas de 7. Isto pode ser feito de (mﬁﬁ(’fl) maneiras
distintas. Logo

mq -+ mgy — 1
#P(m07m1a”' 7mn) = #P(mb 7mn)( )
mo — 1
~1
_ 1 (mJ+1 +mj — 1)
=0 mj -1
Portanto o Lema 2.5 esta provado. O

Como mostra o lema abaixo, a fungao de Green nos permite calcular as pro-
babilidades em (2.54).

Lema 2.6. Consideren <m ex € A, \ A, C Z*. Entao

log (le) +O0(n™)
log ()

Prova. Usando a funcao de Green e a Propriedade de Markov forte,

P(T, < Tp) = (2.58)

Grn(,0) = Ee|lm,<rBx, [13,]]

= Pl < Tw)Be| Y 1w, -0 By (L4, ]]
yEIA,

yE@An
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Pelo item 1 do Lema 2.1 e usando que |y| = n, para todo y € A,

2/7log (m) +O0(z| ™Y log (%) O

Bl < ) = e ) v 0 ) log ()

Usando o Lema 2.6, para todo 1 < j <n — 1, se y € 9\, (z), temos

log (|zj‘;|) +O(r ]-i-l) _ % i O((e” logn)_l) . (2.59)

P, (T(?Ar 141 (@) < TaA 1) =

log (577)
Consequentemente
1
Py(Ton,, @) < Ton,,,,) = 5+ O((e"logn)™"). (2.60)

Além disso, podemos estimar a probabilidade do passeio iniciando na origem
alcancar JA,, (z) antes de sair de Ag,. De fato, pelo Lema 2.6,
P(TaArl(I) < TARn> = P (TaAT < TAR )
log ( ) +0(rh
10g (52)

Usando que }f—l" = 1613 e que 2ry < |z| < 3rp, concluimos

c c

SP(T@A ()<TAR)

2.61
~ logn ( )

Agora usaremos a Propriedade de Markov para calcular a probabilidade da
fungao J ser igual a ®. Considere y € A, (z). Dado um vetor (mq, ms,- -, m,)
com m = inf{i : ®(i) = 0},

P(T [nii[ —o) Bxoy, [Ligom=oy] |

Mas, por (2.60) e pela definigao de 7,

Ex, [Lgm=01] = Px.  (Toa,@ < Ton,,@)
1
3 +O((e"logn)™") .

Portanto indutivamente, obtemos

P(J =@) = (% + O((e"log n)’1)>m_mn : (2.62)
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O termo m,, aparece devido ao fato de que J (i) = n implica J(i+1) = n—1 pela
defini¢ao de 7;. Além disso, se ®(7) = n, entdo s6 podemos ter (i + 1) = P(i) —
1, pela definicao de ®. Como » 7 ,m; = n’logn(l + O((logn)~")), podemos
reescrever (2.62),

— _ 1 e 3/,.n
P(T =) = (2) <1+O(n Je )). (2.63)
Portanto por (2.63), (2.57) e pelo Lema 2.5, para y € 0A,, (),

P,(x é bem cercado)

= (1+0(/en) Z (#H,,(m)) (%)’”‘m
= <1 + O0(n®/e") ) ;H (mg+1 +my; — 1) (%)m‘mn.

Usando que m —m,, =2+ > 77, (m11 +m;), temos

P, (x é bem cercado)

n—1

_ <1 N O( 3/6 ) Z (mg+1 +m; — 1) (%)mﬁﬁmj (260)

m j=2

Usaremos o Lema 2.7 abaixo para obter a cota em (2.64). A sua prova serd dada
no Apeéendice.

Lema 2.7. Para algumas constantes positivas ¢ e ¢, todo j > 2, m;1 e m; tais
que [mj1 = li(a)] < j +1 e |my —Ii(a)] <,
cj et mi +my— 1\ f1\mnt+ms  éj
< (5) <
Vlog j mj — 1

2
Segue do Lema 2.7 que

mjq1 + m] 1) <l)mj+1+mj n—1 ijSa 1
Zm: H ( 2 & zm: Jljz Vlog g
n—1

cj”
-5 Viog g %: (n—1)!

Usando que #{m; : |m; — l;(a)] < j} = 25+ 1 e que m; = 1 para todo j =
2.+ g1

Q

H\/@Z n—1)!

3a 2n+1)(2n—1)--~(2j*—|—1).

(H ) (n— 1)1
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Mas
@n+1)@2n—1)- (2 +1) _ oy (0 +1/2)(n—1/2)---(j: +1/2)
n—1)! n—1)!
(n—1)! (n—1)!
= 1) = 1))
- (o — Dl(n —1)!
Z 271—2‘
Logo
n—1 _3a— n—1 —3a
ST 12
paleie log j _jZQ log 7
e, portanto,

n—1 n—1 .
: . — mj41+m; —3a
Z H (m;+1 +m; 1) (1) + - CaJ g (2.65)
, m; — 1 2 ++ Vlog g

Agora usaremos (2.65) e (2.64), para estimar a probabilidade do ponto = ser
bem cercado. Mas antes disso, observe que

n—1 _3a n—1
C2] a0 e 1 \1/2
oz = ()7 “( o )
i—s V108 o 1087
e
1 n—1 .
nlog (12 (n—2)logc, — 2 ijz loglog j
log{c§_2< ) } = (logn!) 7 -
i log j > j-110g ]
> (logn!) (n —2)logcy — nloglogn
nlogn
log1
> (logn!) ( _ M) _
logn
Logo,
nl C2j—3a 3 loglogn loglogn —a—loglﬂ
= Z (n‘)_ A~ TTogn Z (n?’n)_a’_ 3logn Z Rn Slogn . (266)
Lt logj
j=2
De maneira analoga, obtemos
n—1 c j—3a ey
2 < (nl) P Ren (2.67)
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Pela Propriedade de Markov forte,

P(x ¢ bem cercado) = E[liy,@=1}L{ru,, 0 <Ta 3]

— E|:1{T6Ar1 (w)<TA%n}EXT6AT1 “ [1{Xn(x)=1}]] .

Assim, por (2.64), (2.61) e para n suficientemente grande

M1+ mj -1 (1>m]’+1+ma‘
810gn Z H < ) 2

< P(:L‘ é bem cercado)
mjy1 + mj 1 <l)mj+1+mj
— 2.
2lognZH( ) 2 ’ (2:68)

para todo = € K,,. Por um lado, usando (2.65), (2.66) e tomando 9,, := 213%(1)2%1",
obtemos

pn>R a+6)

Por outro lado, temos

P(zx é bem cercado)

m +m;—1 1\ mjr1tm;
< Jj+1 J <_>
T c 810gnZH < m; — 1 ) 2

< p,-

Portanto o item 1 da Proposicao 2.3 esta provado.

2.5.2 Prova do segundo item

Nesta secao esbogaremos a prova do item 2 da Proposicao 2.3; os detalhes encontram-
se em [3]. Precisamos achar uma cota superior para

E[xn(z)xn(y)] = P(x e y bem cercados) .

A dificuldade de estudar o evento {x e y bem cercados} é devida ao fato das
excursoes em torno de x e y serem fortemente dependentes. O primeiro passo é
de reduzir essa dependeéencia.

Fixados z,y € K, lembramos que [(x,y) é definido como sendo o menor
indice j tal que A, (z) N A, (y) = 0. Seja entao

C=1(z,y) + 1,

o que implica A,,(z) N A,,(y) = 0. Definiremos a o-dlgebra G,(z) gerada pelas
excursoes de OA,, , (z) para OA,,(z). Para isso, seja 7p =0 e para i = 1,2, - -

= inf{s > 7_—7;71 : Xs € 8/\7"@(2)}7
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T, =inf{s > 7, : X; € OA,,_,(2)}.
As excursoes de JA,, ,(z) para JA,,(z) sao definidas por
e ={Xs: i1 <s<m}, i=12,...
A o-algebra gerada pelas excursoes de JA,,_,(z) para OA,,(z) é definida como
Go(z) =o0(ej, ) =1,2,--).
Escreveremos m; ~ l;(a) se m; satisfaz a condigdo da Definicao 2.2, ou seja:

m;=1sej=2,--+,j.—1le|lm;j—1lj(a)] <jsej=jujutl, - ,n ParazeZ?
el C{1,2,...,n}, defina

N.(I) :={N;(2) ~ l;(a),j € I}.
Observe que

{z e y bem cercados} C U No(Le) NN, (Je) N {Ne(y) = me}

my:
my~le(a)

onde I, :={2,,3,--- , £ —=3,4,--- ;n},e Jp:={l+1,{+2 --- n}. Portanto,

P(x e y bem cercados) < Z P (N (1e), Ny(Jo), {Ne(y) = me})
mgrfllg:(a)
Observe que Gy(y) contém toda a informagao sobre o passeio entre o tempo 0 e
até sair da caixa Ag, , menos os detalhes da trajetéria dentro de A,,(y). Portanto,

P (N (o), Ny(Jo), {Ne(y) = me}) = E[P(Ny(‘]f”gf(y))l{Ne(y)=me}1Nz(Ie)]

Mas, olhando agora para y, observe que condicionalmente a Gy(y), a proba-
bilidade do evento N, (.J;) é completamente determinada pelas posigoes X, X,
"’XTNe w- Na verdade, pode ser mostrado que essa probabilidade é determi-
nada somente a partir do conhecimento do nimero Ny(y), e nao das posigoes
exatas X, Xo, .o, Xoy - Assim (veja o Decoupling Lemma em [3]), existe
uma constante ¢; > 0 tal que

P(Ny(J0)|Ge()) Lo (y=mey < 1t P(Ny(J0)INe(y) = my) .

Portanto,

P(z e y bem cercados) < ¢; P(N,(Iy)) Z P(Ny(Je)|Ne(y) = my)

my:
me~lg(a)

Esta 1ltima expressao contém dois termos desacoplados, dependendo respectiva-
mente de x e y. Esses termos podem ser calculados usando a técnica de combi-
natoria desenvolvida na Secao 2.5.1:

PN, (1)) < capa (€ — 1)1)5-
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Z P(Ny(Jo)|Ne(y) = me) < cspa((€— 1)1)3et0e

my:
my~le(a)

Lembrando que ¢ — 1 = [(z,y), multiplicando essas duas expressoes obtemos
(2.40).



Capitulo 3

Apeéndice

3.1 Prova da Proposicao 2.1

Seja X, = >_,_, & o passeio aleatdrio simples simétrico em Z?, comegando na
origem. Considere dois passeios aleatérios simples simétricos (Z,)n>0 € (Yn)n>o0
em Z independentes, ambos iniciando na origem e com incrementos (¢;);>1 €
(¢i)i>1, respectivamente. O passeio aleatério X, pode ser definido como

o= 3a(}) ()
xomba (D) en())

Assim, os passeios Z,, ¢ Y, descrevem o passeio aleatério X,, na rede Z2. Lem-
bramos que T,, = T .

Prova do Teorema 2.1. Queremos mostar que

lim sup " <2 q.c (3.1)
n—oo
Dado ¢ > 0,
P(Tn > n2+€) < P(th2+5J & An)
< P(|Zpn2te| <21, |Y]p242)| < 2n,)
2
= (P(Zpses| < 20))
2n 9
= (X PZue =h)
k=—2n
Pelo Teorema 1.2, para d = 1
C1 C1

P(Zpzre) = k) < [n2+] = are2

45
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para constantes positivas c; e c. Portanto
2 c3
P(Tn>n+8)§;
Pegando n; := 27, para todo € > 0, temos

. log T, .
lim sup s
j—oo 1081

<2+¢,q.c..

Um raciocinio semelhante ao usado na prova da cota superior da Proposicao 1.3
completa a prova do Teorema 2.1.
Agora, queremos mostrar que

.. JdogT,
lim inf
n—oo logn

> 2, q.c.. (3.3)

Observe que, se T, < n?™¢, entao existe n < k < [n?"¢] tal que X}, ¢ A,,.
Logo,
[n2=]
P(T, <n’%) < Y P(Xp¢A,). (3.4)
k=n
Mas, X ¢ A, implica |Z;| > \% ou |Yi| > \% Usando que os passeios Z, e Y,
sao identicamente distribuidos e simétricos temos
P(Xy ¢ A,) <4P(Z, > —=

V2

Pegando t € (0,1), temos

P(Z > =) < e (B[e])" = e V5 (cosh())t
V2
Mas para t € (0,1) existe uma constante! ¢; > 1/2 tal que cosh(t) < 1 + c4t2.
Logo,

e t%(cosh(t))k <e
para todo t € (0,1).

A fungao f(t) = kecyt? — nt para t € (0,1), atinge o minimo quando ¢ =

N (0,1) e vale f(2\/g<:4k;) = —65%2, com ¢5 > 0. Usando (3.4),

kC4t27tL2

(14 eut®)F < e

2
_ — —c5 2 —e _—c5nt
P(T, <n? ) <n?° max {e c“k’}:n2 e e,
n<k<n2—¢

Portanto, usando o Lema de Borel-Cantelli, obtemos (3.3) que junto com (3.1)
prova a Proposicao 2.1. O

1Usando a expancao de Taylor da funcio g(t) = cosht, com t € (0, 1), temos

cosht < 1+t2(2@)

j=1
= 1+ (cosh(1) —1)t2.
Basta fazer ¢4 := cosh(1) — 1> 1/2.
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3.2 Prova do Lema 2.7

Para facilitar a notagao escreveremos m := my1 € [l = my—1. Portanto queremos
mostrar que, para constantes positivas c e ¢,

ck 3“1< m+1 m+l+1<ck sa—1
Viogk —( l )(5) = Viogk
Usando que |m — l(a)| < k+1eque |l +1—Ix(a)| <k, temos

m 2 1
T:1+E+O<—klogk¢>' (3.5)

Basta observar que

m:3ak2logk<1+0( )) + 6aklog k (3.6)

log k

1
_ 12
| = 3ak logk<1+0<klogk>>. (3.7)
Por (3.5) e pela férmula de Stirling
m! = V2rm™e "/m(1+ o(1)),

temos

(ml—}—l)<2 m+z \/%F )m”(%>m+’(1+0(1)). (3.8)

Agora usando (3.5) e (3.7),

ﬁ(%m(l )G

(m + l) m+l

\/W( ) (H?)Ml(%)m”' (39)

Além disso, temos

() o0
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em que
g(x)=xloge — (1+x)log(l+z)+ (1 +z)log2.

A fungao g(z) é tal que g(1) = ¢'(1) = 0, ¢"(1) = 1/2. Logo, se |z| < 1 a
expansao de Taylor da funcao g nos da

glx+1) = ixQ +0(z?).
Entao, por (3.5)
o(7) = 1(7-1) +o((F-1))

1
) I
TRz +O(k210gk)

—lg(%) = —3alogk+ O(1). (3.11)
Portanto de (3.11), (3.10) e (3.9), obtemos

e, por (3.7),

3k3a1< m+l m+l+1< k3a1
Viegk — \ 1 (5) = JVlogk ’
provando, assim, o Lema 2.7.

3.3 Estimativas

Nesta secao daremos uma estimativa para a seguinte soma, usada para estudar a
probabbilidade de escapar na Segao 1.1.2,

Zm:P (Xp; =0).
7=0

Pelo Teorema 1.2, existe uma constante c¢; tal que
1 I ¢
— - = <PXy=0)=—+—.
T 5 ’ T 5

Seja S := Z] 17 L < 00. Logo, por um lado, temos

Mas



3.3. ESTIMATIVAS
Logo
- 1
ZP(ij =0) < —logm + ¢z,
s

onde ¢y é uma constante positiva.
Do mesmo modo,

ZP(XQJ_O) > 1+ZE—S
7=0 J=1
Mas
— 1 _1 /m dx
— > = — = —logm
mmoThow
Logo

“@ 1 1

N P = 0) = 2 Wi
T

=0

49

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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