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Resumo

O objetivo desse trabalho é mostrar que a aplicagao de bilhar em uma curva plana,
fechada, simples, de classe C*, k > 2 e parametrizada pelo comprimento de arco admite
pelo menos uma érbita periddica de periodo n, para cada n fixado, que é hiperbdlica

ou parabdlica.
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Introducao

Uma curva plana, fechada, simples, limitando uma regiao simplesmente conexa do
plano onde consideramos uma particula movendo-se em linha reta, com velocidade
com modulo constante e satisfazendo a lei de reflexao nos impactos com o bordo, é
chamada de bilhar. A aplicacao de bilhar fornece, a partir de uma posi¢ao na fronteira
e um angulo que indica a direcao de saida, o préximo ponto de impacto na fronteira e
a proxima direcao de saida.

Birkhoff provou em [6] que para quaisquer n,k € N,n > k, existem pelo menos
duas trajetorias peridédicas da aplicacao do bilhar, onde uma trajetéria corresponde a
um maximo da aplicacao que mede o perimetro do poligono inscrito na curva. Se o
ponto de maximo for um ponto critico dessa aplicacao, entao a outra trajetoria nao é
um maximo da aplicacao.

No presente trabalho verificamos, via formulas de Mackay-Meiss e Hill, que a
aplicagao de bilhar admite, para cada n > 2 fixo, pelo menos uma orbita periddica
de periodo n, que é hiperbdlica ou parabdlica.

O primeiro capitulo aborda algumas defini¢oes acerca do bilhar e resultados que
mostram que a aplicacao de bilhar é um difeomorfismo que preserva a medida de
Lebesgue. A dissertacao [9] foi utilizada como referéncia para esse capitulo.

No capitulo dois verificamos quando uma érbita periédica em um bilhar convexo
é hiperbdlica, parabdlica ou eliptica. Apresentamos as féormulas de Mackay-Meiss e
de Hill, donde obtivemos hipoteses para classificar uma orbita peridodica em um bilhar
convexo. Estudamos essas férmulas em [2], [5] e [1].

Por fim, mostramos nosso principal resultado: a aplicacao de bilhar admite pelo
menos uma orbita periédica de periodo n, para cada n fixado, que é hiperbdlica ou

parabdlica.



Capitulo 1

Aplicacao do Bilhar e Propriedades

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes acerca de bilhares, em particular a
aplicagao do bilhar e algumas propriedades.

Seja I uma curva plana, fechada, simples, de classe C*, k > 2. orientada no sentido
anti-hordrio, com curvatura estritamente positiva, parametrizada pelo comprimento de
arco s € [0,/), onde ¢ é o comprimento de I', que limita uma regiao €2 simplesmente
conexa do plano R?.

Consideremos uma particula movendo-se em linha reta em €2 com velocidade cons-
tante, e com colisao elastica na fronteira, satisfazendo a lei de reflexao: o angulo de
incidéncia ¢é igual ao angulo de reflexao. O caminho descrito por uma particula é dita
a trajetoria do bilhar. Essa trajetoria é identificada com uma poligonal, e cada
segmento dessa poligonal é um segmento da trajetéria do bilhar.

A dinamica do movimento no bilhar é dada pela sequéncia de posicoes s; da particula
nos momentos de colisao com I' e direcao de movimento apods cada impacto, dada pelo

angulo «;, medido entre o vetor tangente a I' em s; e o segmento da trajetéria de saida.

Figura 1: Trajetéria de bilhar.

Temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1. Seja T : [0,¢) x (0,7) — [0,£) x (0,7) dada por T(sg, ) = (s1,01),
onde £ é o comprimento da curva I'. A aplicacao T € chamada a aplicagcao de bilhar

da curva .



Seja ; o angulo orientado entre a dire¢ao positiva do eixo dos = e o vetor tangente

a ' em s;. Como a curvatura de I' é estritamente positiva, entao o raio de curvatura
ds ) .. , , .
R(p) = i ¢é estritamente positivo, e é possivel reparametrizar I' por .

Se a curva I estd parametrizada pelo comprimento de arco, entao I'(s) = (z(s), y(s))

e o vetor unitario tangente ¢ dado por

1) = (5 52 = T'(6) = Ceostl)sen(ip(s)

Consideremos as equagoes paramétricas de I' no parametro ¢, x = z(¢) e y = y(p).
y(1) — y(po)

Pela figura abaixo vemos que tg(po + o) = (o) )
{¥p1) — T{¥o

(x(9). (@)

x(9). ¥(q)

Temos também que ¢ — a1 = g + ap, ou seja, a3 = 1 — g — ag. Definindo o
angulo 0y entre a parte positiva do eixo x e o segmento da trajetoria de saida, obtemos

que ag = bty — o e a1 = o1 — bp.

Mostramos abaixo que a aplicacdo do bilhar é um difeomorfismo de classe C*~1,

para depois calcular o determinante da matriz da derivada de T'.
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Teorema 1.1. Consideremos ' uma curva plana, fechada, simples, de classe C* k > 2,
com curvatura estritamente positiva e de comprimento (. Sejam C' o cilindro [0,0) x
(0,m) e T : C — C a aplicagao de bilhar de T'. A aplicagao T € um difeomorfismo
CFL

Demonstragao. Consideremos as equagoes paramétricas de I', © = f(s),y = g(s)
e seja (89, G9) € C com T(3,00) = (51,41). Dados Qo = (f(50),9(30)) € ' e
01 = (f(31), g(31)) € T, sejam Qo = (f(s0),g(s0)) e @ = (F(s1), g(s1)) pontos em
uma vizinhanca de QO e em uma vizinhanca de Ql, respectivamente, tomando essas
vizinhangas disjuntas.

Suponhamos que f'(59) # 0 e f'(81) # 0, rodando a regiao 2 no plano se ne-
cessario. Por continuidade, podemos supor que f'(sg) # 0 e f'(s1) # 0 em vizinhangas

suficientemente pequenas de Sy e §;, respectivamente. Temos:

Desse modo,

p1 = arctg

e (1)
(53

_ g
o = axcte (f(81 — f(s0)
Logo,
ap = arctg (%) — arctg (?'EZZ))) = M(so, 1), (1.1)
a; = arctg (Jg“((ii;) — arctg (%) := N(sp, s1). (1.2)
Pelo Teorema da Funcao Implicita, para que existam fungdes s; = s1(sg, ) e

a1 = a;(sg, ag) de classe C¥~1 em alguma vizinhanca de (3, ag) tal que
M (s9, s1) — ag := U(s0, a0, 51, 1) = 0,

N<507 51) — Q1 = V(807 Qg, S1, 061) =0,



(81(‘§07 6‘0)7 061<§0, 650)) = (<§1, @1)7

¢ suficiente que o determinante jacobiano seja diferente de zero, ou seja,

US1 (‘§0’ OA‘O? ‘§17 dl) qu (307 dOa §17 dl)

J =det ]7&0.

‘/81(§07&07<§1;651) Val(go,ééo’él,éél)

Observemos que

M, (S0, $1) = [f(31) = f(5)]
o 9(51) — g(50) |2
£(31) — £(30)

=760
] . (1.3)

Notemos que o denominador da expressdo acima nunca se anula, pois [f(Sg) —
F8)I2 +19(30) —9(31) = 0 f(30) — f(31) = 0 e g(30) — g(81) = 0 & f(30) = f(51)
e g(50) = 9(51) © Qo = Q1. Desse modo,

. NEORCOR
Mer (B, 60) 70 ¢ det [ G (o) — g(6) ] 7

Essa desigualdade é equivalente a dizer que os vetores (f'(51),9'(51)) e (f(S0) —
f(51),9(80) — g(51)) ndo sao paralelos, o que é verdade, pois &; # 0 e &1 # 7. Assim,
T é uma aplicacao de classe C*~! em alguma vizinhanca de (3¢, &q).

Vamos verificar se a aplicacao 1" é inversivel. Para isso, vejamos que 7' é injetiva.
Com efeito, consideremos o ponto de coordenadas (sg, ) tal que T'(so, ag) = (51, 1).

Seja (8o, &p) um ponto tal que T'(8y, &) = (s1,01) = T (S0, o).




Observemos que a inclinagdo da reta que une sy e s; é dada por tg(ag + @) =
tg(p1 —aq), e a inclinagao da reta que une 3; e s; é dada por tg(dn+ @o) = tg(e1 —aq).

Desse modo, as duas retas tem a mesma inclinacao e o ponto s; em comum, logo os
pontos sg, s1 € Sg sao colineares. Mas a curva I’ tem curvatura estritamente positiva,
logo o segmento de reta que une sg e s; esta inteiramente contido em €2, e 0 mesmo
ocorre com o segmento de reta que une 5y e s;. Como sg, 59 € I', resulta que sy = 3.

Consideremos a aplicagao R : €' — C dada por R(s,a) = (s,7 — a). Como
T(s0,0) = (s1,01), temos que T7Y(sy,a1) = (89, ). Logo, R o T Y(sy,a1) = T o
R(s1,a1), e assim, T71(s1,a1) = RoT o R(sy,a1) = (s0, ), pois R~ = R.

Se no lugar de T' em uma vizinhanca de (8¢, ag), consideramos a aplicagao T !
em uma vizinhanga de (51, &;) obtemos de modo andlogo que 7' é uma aplicagio de
classe C*~! em alguma vizinhanga de (3;,d;). Portanto, 7' é um difeomorfismo local
de classe C*~1 em uma vizinhanga de (3o, Gpo).

Como a aplicacao T é um difeomorfismo local de classe C*~1 e é injetiva, segue que

T ¢é um difeomorfismo global de classe C*~1. O

Teorema 1.2. Seja T : C — C a aplicagao de bilhar em I', onde C € o cilindro

[0,0) x (0,7) e £ é o comprimento da curva I'. A aplicacao T preserva a medida p

w(og) = // sen oy doy dsg,
o0

onde oy C C, ou seja, p(og) = p(or), com oy =T (o) C C.

dada por

Demonstra¢ao. Temos que p(og) = p(oy) se e somente se // sen o dog dsg =
00

// sen o day dsi, onde «; e s; sao tomadas sobre 0,7 = 0, 1. Efetuando uma troca
g1

de variaveis na segunda integral, obtemos:

// sen oy day ds; :// sen aq |J| dag dsg,
g1 g0

onde J é o determinante jacobiano

J=det< g_zé %>_851 Oay  0s; 0oy

a1 dar | T ' N ' '
950 Do 880 8040 (9060 850

Entao, pu(og) = (o) se e somente se // sen o dag dsg = // sen | J| dayg dso,
oo g0

logo, se e somente se senay|J| = sencapy. Como senag e senay sdo positivos, basta

sen (v
mostrar que J =

sen oy
Consideremos as equagoes paramétricas de I em coordenadas retangulares, x = f(s)

e y = g(s). Derivando (1.2) implicitamente em relagdo a ag e sp, obtemos:
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8]\7 351 0041
s sk g 1.4
D51 (80>51) D (50,040) D (50,040), ( )
ON ON 881 Jda
8_0(80’ s1) + 8_31(80’81) : 8—80(30,040) D50 (80, tp) (1.5)
881 881 881 881 i 881
Logo, J—aSO Nsl'éﬁwo—aﬁm’{Nso‘i‘Nsl'@—s()} = — Ny, - Jog”

Derivando implicitamente (1.1) em relagdo a «g, obtemos:

oM 881
— C— =1 1.6
631 (807 Sl) 80&0 (SOa aO) ( )
1 N
Desse modo, J = —Nj, - = _MO .

De (1.3), temos:

1 = 190s0) = g(s)1f'(s1) = [f(s0) = fs1)]g'(s1)
B [f(s0) = f(s)? +[g(s0) —g(s1)*
) e

Derivando parcialmente (1.2

em relacao a sy, obtemos:

—9'(s0)[f(s1) — f(s0)] + f'(s0)[9(51) — g(s0)]
N80(50781) = = [f(SIz(sﬂ 9(80 2 (17)
[f(sl) I(s0 ]
[f(s1) = f(50)lg'(s0) — [g(s1) — g(s0)]./"(50)
[f(s1) = f(s0)]* + [g(s1) — g(s0)*

Logo, J — — N [f(s1) = f(s0)]9'(s0) — [g9(s1) — g(50)]f"(s0)
’ M, [f(s1) = f(s0)]g'(s1) — [9(s1) — g(s0)]f"(s1)

Observemos que

cosipo = T (30) = f'(s0)
cos (91 Z_é(sl)—f(31)7
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f(s1) = f(s0)

= costh) = ——F————= = senf) = w

d(Q07 Ql) d(QO) Ql) ’

onde Qo = (f(50),9(s0)), @1 = (f(s1),9(s1)) € d(Qo, Q1) ¢ 0 comprimento do segmento
de trajetoria que une os pontos @)y e Q.

tg90 =

Assim

_d(QO, Q1) cos g sen g — d(Qo, Q1) sen g cos o sen(fh — o)  sen g
d(Qo, Q1) cos By sen o1 — d(Qoy, Q1) senbycos,  sen(p; —0y)  senay

]

Proposicao 1.1. Dado (sg, ap) € [0,£) x (0,7), onde £ é o comprimento da curva T,

a matriz deriwada DT (so, ) da aplicagao T : (sg, ag) — (81, 1) € dada por:

9s1 Osi d(Q0,Q1) _ senag d(Qo.Q1)
_ dsp  Oap _ Rp sen ay sen ap sen o
DT(SO’ ao) da; Oy d(QoQ1) _ _senap  _ 1 dQoQ1) _ 1 |’
dso dag RoR1 sen oy R1sen aq Ro R1senaq

onde Ry e Ry sao os raios de curvatura em Qg e QQ1, respectivamente.

Demonstragao. Derivando implicitamente (1.1) em relagao a sg, obtemos:

oM oM 0s; 0s; My, (50, 51)
0_80(80781) D51 — (S0, 51) - D50 —(s0,0) =0 & 8—80(30,a0) = _Msl(SOa =
De (1.6), temos que
881 1
aT‘éo(SO’OéO) B Msl(So,Sl)'
Observemos que, a partir de (1.3), obtemos:
[ 1t
S1)  g(So g{s1
Maalo91) = ) = FG0P + 190 — 9G0P
_ G (51),9'(s1)) x (f(s0) = f(s51),9(s0) = g(s1))
d?(Qo, Q1)
_ G (1), g G- 1 (s0) = f(51),9(50) — g(s1)) ] - sen(m — ay)
(Qo, Q1)
d(Qo, Q1) - sen oy
d?(Qo, Q1)
~ Qo Q)
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L0 1 dQQ)

day My, sen oy
minante é a drea do paralelogramo gerado pelos vetores (f'(s1),4'(s1)) e (f(so0) —

f(s1),9(s0) — g(s1)).

Derivando (1.1) em relacao a so:

, onde na segunda igualdade usamos que aquele deter-

M, (s0,81) = 1 . —9'(s0)[f(s1) — f(s0)] + f'(50)[g(s1) — g(s0)]

o [ F'(s0) fls1) = f(s0) ]
(s0) g(s1) — g(s0) f'(50)g" (s0) — g'(50) f" (50)

[f (s1) = f(s0)]* + [9(s1) — g(s0)]? [ (s0)]? + [9'(s0)]?
d(Qo, Q1) senag — f'(50)g"(s0) — g'(s0)./" (s0)
d*(Qo, Q1) {1F(s0))? + g/ (s0)]2}**

B senag L

d(QO?Ql) RO
L O My, d(Qo @) — Rosenag d(Qo, Q1) _ d(Qo, Q1) — Rosenag
050 M, Rod(Qo, Q1) sen oy Rysen oy )

Derivando (1.2) em relacao a si:

1 g"(51)f'(51) = f"(51)g'(51)
NS1(30>51) = , 2’ (5)12 o
14 [%23] [f"(s1)]
1 g (51)[f(s1) = f(s0)] — f'(s1)[g(s1) — g(s0)]
14 [?E:;:?((iz))} [f(s1) — f(s0)]

ot [ ['(s1) f(s0) = [(s1)
f'(51)g"(s1) — g'(s1).f"(s1) /

[f'(s1)]? + g (1)) [f(s1) = f(s0)]* + [g(s1) — g(s0)]?
1 d(Qo, Q1) sen ay

Ry d?(Qo, Q1)

B i o senoy
Ry d(Qo, Q1)
L0 951 d(Qo, Q) — Risenar d(Qo, Q1) _ d(Qo, Q1) — Risenay
8060 S 8@0 - Rld(Qﬁan) sen o R1 sen o )

De (1.7), obtemos:
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, —
det f/(é‘o) f(s1) = f(s0)
N - _ 9'(50) g(s1) — g(s0)
h [f(s1) = f(s0)]* + [g(s1) — g(s0)]?
~ d(Qo, @1) sen ag
d2<Q0a Ql)
__senayg
d(Qo, Q1)
N day N 4N % _ senayg d(Qo, Q1) — Risenay d(Qo, Q1) — Rosenag
ds0 % o ds0 d(QOle) Rld(Qle) Rgsen oy
d(Qo, Q1)  senag 1
ROR1 Sen o R1 Sen o RO )
Assim,
ds1  Os1 d(Qo,Q1)—Ro sen ag d(Qo,Q1)
_ ds [oJe" _ Ro sen a sen a1
DT<307a0) - 6;«2 a;.é(l) d(Qo,Q1) i senag 1 d(Qo,Q1)—Risena;
dsg dag RoR1sen oy R senaq Ro Ry senaq

]

Calculando o determinante da matriz DT (s, ap), verificamos que det DT'(sg, ag) =
sen ayg

senay
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Capitulo 2

Estabilidade de Orbitas Periédicas

2.1 Existéncia de Orbitas Periédicas

Definicao 2.1. Seja I' uma curva plana, fechada, simples, de classe C*, k > 2, com
curvatura estritamente positiva, parametrizada pelo comprimento de arco s € [0,(),
onde ¢ € o comprimento de I'. Uma sequéncia de pares (s;,a;) € [0,€) x (0,7), que
corresponde ao i-ésimo impacto obtido a partir de uma condi¢ao inicial (s, ), € uma

orbita de um bilhar.

A poligonal identificada com um segmento da trajetoria do bilhar une dois elementos
(8i, ;) e (Si11,@;41) da 6rbita do bilhar, onde T'(s;, ;) = (Six1, Qiy1)-
Definicao 2.2. O espaco de fase do bilhar é constituido por todos os pontos das

possiveis orbitas de um bilhar.

O espaco de fase do bilhar é o cilindro 0 < s < ¢,0 < a < 7, denotado por C', onde
¢ é o comprimento da curva I' e s é uma coordenada periddica, ja que s é equivalente
as—+/L.

Figura 2: Exemplos de pontos de uma o6rbita do bilhar.
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Definigao 2.3. Seja O7(sg, ag) = {T"(s0, ) = (8i, )i € Z} uma rbita com condig¢ao
inicial (so, ). Tal drbita serd periddica se ezistir um menor inteiro n > 0 tal que

(Sn, ) = T™(s0,0) = (S0, ). Ao niimero n chamamos de periodo da orbita.

Suponhamos que Or(sg, ag) seja uma 6rbita periddica de periodo n e denotemos
B = DTn<So, Oéo).

Os autovalores de B satisfazem a equacao caracteristica

N — (tr B)A + det B = 0.

Observemos que det B = 1. De fato, pelo Teorema 1.2, obtemos det DT (s, ag) =
sen o sen «;
% De modo andlogo, verifica-se que det DT (s;, o) = ———. Logo
sen oy Sen 41

Sen o, 1 Sen o2  SeN ;3 sen ;. sen sen g sen

sena, SeNnQ,_1 SEen Qy,_s senas senqp  Senq,  Senqg

Desse modo, os autovalores de B sao dados por

1
Ay = §[trB + /(tr B)? — 4.

Temos trés possibilidades:

i) Ay e A_ sdo reais e distintos se |tr B| > 2. Como Ay A_ = det B = 1, segue que
|A+| # 1, pois caso contrério, terfamos A\, = A_. Nesse caso, a 6rbita Or(sg, ag)
¢ dita instavel e o ponto (sg, ap) é um ponto fixo hiperbdlico de T". A érbita

Or(s0, p) é chamada de 6rbita periédica hiperbdlica.

ii) Ay e A_ s@o nimeros nao reais se | tr B| < 2. Observemos que

| = %[trB L A= (B = %[(uB)? fA— (B = 1.

Nesse caso, (so,p) é um ponto fixo eliptico de T". A érbita Or(sg, ) é

chamada de érbita periddica eliptica.

iii) Ay = A_ = £l seesdse|tr B| =2. Nesse caso, ndo podemos afirmar nada sobre
a estabilidade da 6rbita. O ponto (sg, ) é um ponto fixo parabdlico de T". A

érbita Op(sg, ag) é chamada de 6rbita periédica parabdlica.

Definiremos agora a funcao comprimento L. Considerando a curva I' parametrizada
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pelo comprimento de arco, seja L : [0,¢) x [0,¢) — R definida por

L(si,sit1) = IT(sis1) = D(si) | = v/ (Tsi1) — T(s0), D(sig1) — D(s2)),

onde s; e s;;1 sao pontos sobre I'. A aplicacao L mede o comprimento do segmento de
reta da poligonal que une os pontos s; € §;1.
Pela regra da cadeia, podemos calcular as derivadas dessa aplicacao:
OL? oL
g(sm sit1) = 2L(si, 5i+1)£(5i; sip1) = 2 (=T"(s:), T(si11) — T'(s1)) -

Desse modo,

8_L(S‘ sia1) = — {t(s:), D(si41) — I'(si))
7y 21+1 L(SZ',SZ'+1)

88,-

onde t(s;) é o vetor tangente a I' em s;. De modo andlogo, obtem-se que

= —cos(),

8_L(8’ Siv1) = (t(si41), D (sig1) — I'(s4))
Osiy1 " L(s;, 5i41)

Definigcao 2.4. Chamamos a funcdao L de fungao geradora do bilhar.

= cos(it1).

Fazendo p; = cos «;, obtem-se que

GL( ) oL ( )

5. \8i Sit1) = —Pi € 5—\Si; Siv1) = Pi

s, +1 p Dsir1 +1 Pi+1

e a aplicac@o de bilhar nas coordenadas (s, p) é dada por T : [0,¢) x (—1,1) — [0,¢) X

(_17 1)a onde T<807p0) = (Slapl)'
Seja A : T" — R dada por

n—1

A(sg, .y Sn1) = Z L(si, 8i41),

1=0

com s, = Sp, onde 0 e ¢ estao identificados e T" = [0,¢)" é o toro n-dimensional. Tal
aplicacao ¢ a acao que associa a cada poligono inscrito em I' com n lados e vértices em
[(sg),...,I'(sp—1) 0 seu perimetro.

Consideremos o conjunto
D, ={(s0y.--y8n-1) € T"|s; # $i41,Vi € Zp,},

onde Z,, é o anel dos inteiros modulo n.
Seja (sg, .-+ Sp—1) € Dy. O poligono inscrito em I' com vértices em I'(sp), ..., ['(s,-1)

é poligono de n lados. Se existir k € Z,, tal que s = sx1, entao o poligono inscrito em
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I com vértices em I'(sg), ..., T'(sk), ['(sgr1) = T'(sk), .., T(sp—1) é um poligono de n—1
lados, e seu comprimento é menor que o comprimento do poligono com vértices em ins-
crito em I' com vértices em I'(sg),...,['(s,-1), onde (sg,...,S,—1) € D,. Desse modo,
uma 6rbita (sg,...,S$,_1) de comprimento maximo, isto é, uma érbita (sg,..., S, 1)

que é um ponto de maximo da aplicagao A, estara no conjunto D,,.

Proposicao 2.1. A aplicacao A ¢ diferencidvel em D,,, mas nao € diferencidvel em

T" — D,,.
Demonstragao. Seja (sg,...,S,-1) € D,. As derivadas parciais (S0y+-+ySn_1) =
oL oL _ o e
8_(Si_1’ i) + a—(si, si+1) existem e sao continuas, logo A é diferenciavel em D,,.
S Si
Consideremos agora (S, . ..,5,-1) € T"—D,,. Entao 5, = Sp.1, para algum k € Z,.
Suponha que a derivada parcial de A em relagdo a 5, no ponto (So,...,5, 1) existe.
0L
Entao ela é dada por —(8g,...,8,-1) = —(Sk—1,5k) + =—(Sk, Sp41). Como 5, =
P 85(0 n1) a§<k1 k) ag(k k+1) k
Sk+1, segue que L(Sg, Skv1) = [[I'(Sk+1) — I'(Sk)|| = ]|0]], logo a derivada parcial de L

em relacdo a S, no ponto (Sg, Sk+1) nao existe, pois pelo lema abaixo, a norma nao é

diferenciavel na origem.

Desse modo, a derivada parcial de A em relagao a 5 no ponto (3, ..., §,_1) também
nao existe, e assim A nao é diferenciavel em T" — D,,. O
Lema 1. A fun¢ao norma ¢ : R" — R, onde ¥(x) = ||z| nao € diferencidvel na
origem.

Demonstragao. Seja ¥(z) = ||z|| = ||(z1,...,2,)| = V@i + ... +22. As derivadas

parciais de 1) na origem sao dadas por

o o (0,..,0,h:,0,...,0) — (0,...,0)

Como os limites laterais sao distintos, segue que as derivadas parciais nao existem,

e assim v nao ¢é diferenciavel na origem. O

Lema 2. Uma trajetoria periodica de periodo n da aplicacao de bilhar corresponde a
um ponto critico da aplicacio A em D,,. Reciprocamente, um ponto critico de A em

D,, corresponde a uma trajetoria periodica de periodo n da aplicacao de bilhar.

Demonstra¢ao. Um ponto (g, ...,S,-1) € D, é um ponto critico da aplicacao A se e

somente se, VA(So,...,s,-1) = 0, ou seja, se e somente se,
O (50810 + S (5110 80)s o (s0080) o (51, 52). o oo ) (51, 50)
—(s0, 8 —(Sp_1,50), — (80, s —(81,82), ..., ——(Sp_2, Sp_ Sn—1,50) | =
By 005 T 5 1 50), (80, 81) F F 51, 52 5. 2 N 1,50

0,0,...,0),

o que é equivalente a
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OL(sp-1,80) _ OL(s0,s1) OL(sn—2;8n—1) _ OL(Sn-1,50)

= — COS (X, = = COS Oy —1,
680 880 ’ ﬁsn_l 6sn_1 e
aL(Sifla 52') aL(5i> 5i+1) .
— = ———— = =cosa,t=1,....,n— 2.
681‘ (931-

Isto é, se e somente se, o angulo de incidéncia for igual ao angulo de reflexao, o que é

equivalente a esses pontos determinarem uma érbita no bilhar. O

Proposicao 2.2. O conjunto D,, possui uma trajetoria periodica da aplicagao de bilhar

de comprimento mdximo.

Demonstragao. A aplicagao A : T" — R é continua, pois a fungao geradora L(s;, ;1)
é continua Vi € Z,, com s,, = sg. Como o conjunto T™ é compacto, segue pelo teorema
de Weierstrass (encontrado em [8], cap. 1, p. 45) que A admite um ponto de méximo
(S0y--+,5,-1) € um ponto de minimo (8o, ..., S,_1) em T".

Seja (sg, .., 8,-1) € T"—D,,. Entao existe pelo menos um k € 7Z,, tal que s = Sg1.
Consideremos (o, - . ., Sk, Skt1, Skt2s - -+, Sn—1) € T", onde Sp4q # s, Vi =0,..., k, k+
2,...,n—1. Entao, (So,. .., Sk, Ski1,Ski2s---58n—1) € Dy, e seu comprimento é maior
que o comprimento de (sg,...,$,—1) € T" — D,. Desse modo, o ponto de minimo
(S0y.--,8,-1) de A ocorre em T" — D,,.

O ponto de maximo é um ponto critico de A. Com efeito, para cada i = 1,...,n,
seja fi(t) = A(So, ..., Si—1,t,8i41,---,Sn—1). O ponto §; é um ponto de méximo de f;,
paracadai =1,...,n, pois f;(5;)) = A(80,...,5,-1) > A(So, .-, 8i-1,t, 841+, 8n_1) =
fi(t),Vt € 0,1), pois (5o, .. .,5,_1) é um ponto de méximo de A. Entao f/(s;) = 0 para
cadai=1,...,n, ou seja, a—Si(EO, ooy 8n-1) =0, paracadai=1,... n.

Como a aplicagao A é diferenciavel apenas em D,,, segue que A admite o ponto de
maximo nesse conjunto. Assim, temos uma trajetéria peridédica da aplicacao de bilhar

de comprimento maximo em D,,. ]

A aplicacao A é no minimo de classe C?. Com efeito, temos que a curva I' ¢ de

classe C* k > 2. Como L(s;, si41) = ||[T'(s41) — ['(s4)]], entdo L é no minimo de classe
~1 , .. .

C? e como A = " L(s;, 8i+1), segue que A é no minimo de classe C?. Assim,

podemos classificar os pontos criticos de A através de sua matriz hessiana. Para isso,

utilizamos o seguinte lema.

Lema 3. Seja f: U — R uma funcdo de classe C? onde U C R™ é um aberto. Sejam
po € U um ponto critico de f e 01,...,0, 0s autovalores da matriz hessiana H de f

em po. Temos:
1. se 0; > 0 para todo 1 < j < n entao py € um ponto de minimo local de f;

2. sed; <0 para todo 1 < j <n entao py € um ponto de mdzximo local de f;
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3. se existem dois autovalores 0; e §; com sinais opostos entao py € um ponto de

sela de f;

4. sed0; > 0 para todo 1 < j < n e existe um autovalor 6; = 0, ou se 6; < 0 para
todo 1 < j <n e existe um autovalor o; = 0, entao nada podemos afirmar sobre

a natureza do ponto critico py.

A demonstracao desse lema pode ser encontrado em [3].

2.2 As Formulas de Mackay-Meiss e Hill

Nesta secao apresentamos as férmulas de Mackay-Meiss e Hill, que nos fornecem
hipéteses para classificar uma érbita periddica. Inicialmente, vamos calcular as de-

rivadas segundas da funcao geradora.

Lema 4. As derivadas sequndas da func¢ao L(s;, S;41) sdo:

82L( ) Risena; — L(s;, 8i11)
5 \Si, S = Sen «; ;
8812 i RZ’L(Si, Si+1)
0%L ( ) sen oy sen (4 |
(80 8i41) = ————
050841 i L(Si, Si-',-l)
%L (3' s, ) — son Ri+1 sen 41 — L(SZ‘, Sl‘+1)
8512—1—1 pomy T Riy1L(s4, 8i41) .
0L
Demonstragao. Calculando ————(s;, s;11):
$i0Si+1
82[, (Si Si+1) _ 0 — <t(5,), F(Si+1) — F(SZ»
050841 7 0841 L(3i7 5i+1)

1
' LZ(Si; Si—i—l)
(t(si41), T'(siy1) — F(Sz)q . 1
L2(

L(si,8i41) 2(s4, Siy1)

= [~ (t(si), T'(si11)) L(5i, 8i11)] +

[<t<si>, D(se1) - T(s.))
(t(si),t(si41))

- L(si, si41) i
(t(si), Dsit1) —T'(si))  (siv1), D(si41) = D(si)) 1
L(si, sit1) L(si, sit1) L(si, sit1)

1 1

= —cos(oy + i) - m + COS @y - COS (Y11 - m
1y <1 b

sen qv; sen a1

L(Si, 5i+1)
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2

Agora, calculando — 552 —5 (8, 5i41):
i

0°L (5:.5001) = 9 [—(t(s:),I'(5i41) —F(Sz‘)q
0s 2 o 0s; L(s;, 8i41)
[— (#'(54), T'(si41) = L'(s:)) = (t(s0), =1"(4))] - L(si, Si11)
L2<5i;5i+1)

(t(si), D(si41) = D(si)) [ ((si), D(si1) — I'(si))
+ L2(si,8i41) ( L(s4, 8i41) )
_ {k(si)n(si), D(siv1) = T'(si)) n (t(s:),t(s:))
L(Sz, Sz+1) L(Si, Si+1)
B [< (s1), T'(si1) —T'(s J)F, 1
L(Sz, 81+1> L(SZ', 3i+1) ’
onde n(s;) é o vetor normal a I" em s;. Logo,
*L (s, (n(si),L(sir1) = T(s4)) 1 s o - 1
a7 i sim) = —kls) oS T TG i
1 s sen? a;
- _E $eo8 (§ B Oéi) + L(Si78i+1)
1 sen? o
B _E senait L(5i75i+1)

sen «; 1
= senq; | ———mmMmM — — | .
L(Sz’,SiH) R;
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Por fim,

O*L

8—?“(8@ 3i+1)

0 < (32+1)>F(5H—1) F(Si)>

asz-ﬁ-l

(
[<t (51-1-1) (51-1-1)

Siy Sit1)
L(si)) + (t(si41), T (8i41))] - L(Si, Sit1)
L2(s4, 8i41)
(t(sit1), D(siv1) = D(si))  (E(siv1), Dlsir1) — I'(s0))

L2(si, 8i41) L(si, siy1)
(k(siv1)n(sit1), D(sit1) — I(si)) 1
t(Sit1), t(s; T
L(Si,SiH) " < (S H) <8 +1)> L(Si,SiH)
B {<t<3i+1)7 U(sit1) — F(Sz’»] ‘ 1
L(Si, 5i+1) L(Si, 3i+1)
(n(si41), I'(sit1) — I'(s1)) 1 2 1
k(s; + —COS“ jyp + ——————
( +1) L(Si, 3i+1) L(5i>5i+1) +1 L(Si, 5i+1)
1 {=n(si), D(sivn) = T(s) N sen? a1
Ry L(s4, 5i41) L(s;, si41)
1 <7r ) N sen? o4y
- cos (= — qy _—
Riq 2 i L(si,8i41)
1 S€n2 (07EN ]}
——=—senqy + T ———
i+1 . L(s;,5i41)
“w < sen vy 1 >
11 OY; — .
i L(Si, Si—i-l) Ri1
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[
Seja F':[0,¢) x [0,¢) — [0,£) x [0,¢) dada por F(s;_1, ;) = (Si, Si+1). Definamos

0 [L(si—1,5:) + L(si, 8i41)]

a; =

ds? ’
0*L
bi = =———(8i, 5i41),
050841 (S S+1)
P, = {6F<3ia3i+l):|
O(s4,5i41)
com?=0,...,n—1es, =sq.

Do lema 2, concluimos que a uma sequéncia (s;);en, com S; # S;11, associa-se

uma Orbita da aplicagdo de bilhar T'(s;,p;) = (Si+1,Pi+1) S€ € somente se, Py =
oL ( ) ( )

[ S’, S = —— (S ,S' .

8Si+1 1y i+1 8Si+1 i1y 9942

Desse modo,

0*L 0L
dpit1 = m(si, Sit1)ds; + @(Si, Sit1)dsit1
e
0L 0*L
dpitv1 = —=5—(Si+1, Si+2)dsiv1 — =———F—(Sit1, Si+2)dSito.
Pit+1 asgﬂ (S +1 S+2) Si+1 asi+183i+2 (S +1 S+2) Si+2
Entao,
0*L 0L 0*L 0*L
(84, Si+1)dsi+—55—(5i, Sit1)dSit1+ 55— (Sit1, Siv2)ds; i+15 Sit2)dsite = 0,
5,050 (8, 8i11)ds +8s§+1 (8, 8i11) 8+1+83?+1 (8it1, Siva) 8+1+83i+183i+2 (Sit1, Sive)dsive
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0 que é equivalente a

bids; + ajp1dsip1 + bip1dsi o = 0.

0842 b; 08it2 Q41 .
Logo, = — = — , € assim,
0s; bit1 8S¢+1 bit1
Osiy1  0Osit1 0 1
R 881' 851;+1 _
P = 9site  Osita | | _ bi _ it
Osi  Osina bit1 bit1

Seja P = DF™(sp,s1), onde n é o periodo da 6rbita periédica no bilhar. P é a

matriz que representa a derivada de F™ no ponto (o, s1). Temos que

P=PFP, - -P-F.

Com efeito, P = DF"(sy,s;1) = D(F" ! o F)(sg,51) = DF" (s1,80)DF(s9,81) =
D(Fn72OF)(81782)P0 = ... :DF(Sn_l,So)Pn_Q"'PO = Pn—l 'Pn_g"'P().
Logo
bn—l bn—2 bl bO bO bO

..... 0N 20

det P=det P,_; -det P,_9---det Py =
¢ e S A P N

Sejam p; e ps as raizes da equacgao caracteristica det(P —pl) = 0, onde I é a matriz
identidade. Essas raizes sao chamadas de multiplicadores, e satisfazem a equagao
p* — (tr P)p +det P = 0, isto é, p* — (tr P)p+ 1 = 0. O produto dos multiplicadores
resulta em p; - py = det P = 1. Desse modo, podemos classificar a érbita (sg, ..., S,_1)

da seguinte maneira.

1. Se p; e ps sdo reais e possuem médulo diferente de 1, entao a érbita (s, ..., S,_1)

é dita hiperbdlica. Nesse caso, tr P > 2 ou tr P < —2.

2. Se p1 e p2 a0 sao reais, entao a érbita (sg, ..., s, 1) é dita eliptica. Nesse caso,
—2<trP <2.

3. Se p1 = ps = %1, ent@o a oérbita (sg,...,s, 1) é dita parabdlica. Nesse caso,

tr P = 42.

Teorema 2.1. (Formula de Mackay-Meiss) Sejam P = DEF", onde F(s;—1,$;) =
0*L

(Si,Siv1),bi = ——=—(84i,8i41) € H a matriz Hessiana da aplicagio A : D — R.

33z‘85i+1

Entao,

(—1)"det H

trP —2=-——
[1 b
i=0
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0 . . ,
> o autovetor associado, isto é,

Demonstrag¢ao. Sejam p um autovalor de P e (
U1

v v
P ( 0 ) =p ( 0 ) Consideremos a sequéncia de v; dada por:

U1 (%1
U; Ui—1 0 1 Vi-1 Vi
. =P . =1 b » - _b"_*lv, _%,,
i+1 i b, b, i b, 1—1 b; i
Temos:

p(v()) — P<UO> — pn_l...pl.po(vo> — Pn_l...p1<vl> - =
U1 U1 U1 Vg
Un, Un+1
Logo, v, = pvy € Vpi1 = puy.

Definimos a matriz H,(t) por:

7 (bo + b
Hy(t) = . (bo+ )
t(bo + bl) aq
e
[ Qo b() 0 0 0 t_lbn_l |
bo ap by O 0 0
bl a9 bQ 0 0
Hn(t) = 0 0 b2 as 0 0 ,n > 3
0 0 0 0 ... Ap—2 bn_g
tbn,1 0 0 0 ... bn,Q Ap—1
Observemos que a matriz H é dada por:
bo+ 0
= o 0o = Hy(1), para n = 2
bo+b1
e
| Qo b() 0 0 bn—l |
b() aq b1 0
bl a9 bz 0
H = 0 by as 0 ,para n > 3.
0 0 0 0 ... Ap—9 bn72
bn—l 0 0 0 ... bn_g Qp—1
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Notemos que H,,(1) = H. Vamos mostrar que H,(p) é singular, ou seja, que 3 v # 0

Vo

tal que H,(p)v = 0. Colocando v = : e u = H,(p)v, obtemos:

Uo

Uy

Un—1

aguo + bovy + p~ by 1Un1

aop”  n + bop Vi1 + p b1V

by
P_l aoUp, + bO __1”71—1 - @Un + bn—lvn—l = Oa
bo bo

bovo + a1vy + b1U2

b a
b(ﬂ}o + a1vq + b1 <——0U0 — —1U1) = O;

bn—3vn—3 + ap—2Up—2 + bn—QUn—l

by,— Gy
bn—Svn—B + ap_2Vp_2 + bn—2 __3Un—3 - _QUn—Z - 07
bn—2 bn—?

Pbp—1v0 + by _2Vp_9 + ap_1Vp—1
bnflvn + bn72vn72 + Ap—1Up—1

by— Ay
bn—l - 2vn—2 - 1’Un—l + bn—Z'Un—Z + ap_1Up—1 = 0.
bnfl bnfl

Logo, H,(p)v = u = 0, entao H,(p) é singular, e assim, det H,(p) = 0. Por outro

lado, desenvolvendo o determinante de H,(p) pela primeira coluna, obtemos:

aq b1 0
bl (05} b2
0 b2 as ...
det Hy(p) = aodet | =~ = . . -
0 Ap—2 bn—2
L 0 bn—Q ap—1 ]
[y 0 0 ... 0 plhyy ]
b1 a9 b2 ce 0 0
0 by a3 ... O 0
— bdet| 0T

Ap—2 bnf2

bn—? An—1
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(b 0 0 0 ... p by |
aq b1 0 0 ... 0
bl [¢5) b2 0 ... 0
—1)"*pb,_ det =
i ( ) P 1ae 0 bg as bg 0
0 0 0 0 byo |
I a9 bQ 0 |
62 as
= agdet My —bidet | + 1 . : : +
Ap—2 bn72
0 0 bn—2 Ap—1
I b1 a9 bg 0 |
0 bg as 0
+ (=) heppydet | O 0 by ... 0 |+
0 0 O bp—2
(b 0 0 |
a9 bg e
+ (—1)n+1pbn,1bg det b2 as b3 R 0 —+
0 0 0 bp—2
| aq bl 0 |
bl a9 bg
+ (—1)2n+lbi71 det 0 b2 as ... 0 =
0 0 0 ... apo

= Qo det M1 ? b(Q) det MQ -+ (—1)n+1,071 HZL:_Ol_ bz + (_1)n+1p H?:_Ol bz - bi_l det Mg,

aq bl 0 e 0 0 B b
a9 bQ R 0 0
bl a9 b2 Ce 0 0
bg as ... 0
0 bz as ... 0 0
onde Ml = . . . ) . , M2 — . . . .
Ap_g by_
0 0 0 ... Ap—2 bn72 2 2
0 0 ... bn_g Qp—1
0 0 0 ... b2 apn - -
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aq bl 0

by ay by

M3 = O b2 as

0 0 0 ... apo
Entdo, det H,(1) = agdet My — b3 det My + (= 1) [0 by + (1)1 0 b —

b2 _, det M3. Logo

det H,(p) — det Hy(1) = (=1)""'p ' T[15) bi + (1) pTTSg b — (=1 [Ty bi —

(=)™ [Ty bi Assim
0—det H=(p"+p—1—1)(=1)"" [\ b = (tr P — 2)(=1)"*1 [, b;. Portanto

—1)"det H
frp g (ZDdet O
Hi:O bi
Corolario 2.1.1. Se (—1)"det H > 0 entéo (So,...,Sp,—1) ¢ uma 6rbita periddica
hiperbdlica. Se (—1)" det H = 0 entao (so, . - ., S,_1) é uma 6rbita peridédica parabdlica.

Demonstracao. Observemos que b; > 0. De fato,

; 0%L ( ) sen oy sen (v |
= (8, 85i41) = ————— 1=
7 iy 9141 L(Si, 3i+1)

05,4105; >0,
pois a; € (0,7) e a1 € (0,7), entdo sena; > 0 e sen ;1 > 0.
Logo, se (—1)"det H > 0 entao, pela férmula de Mackay-Meiss, tr P — 2 > 0, logo
(S0y---,8n—1) ¢ uma O6rbita hiperbdlica. Se (—1)"det H = 0 entdo, pela férmula de

Mackay-Meiss, tr P — 2 = 0, e assim (sg, ..., S,_1) é uma 6rbita parabdlica. ]

Caso (—1)"det H < 0, entao pela férmula de Mackay-Meiss, tr P — 2 < 0, logo a
érbita (so, ..., s,—1) poderd ser hiperbdlica, eliptica ou parabdlica.
Apresentaremos agora a formula de Hill:
Teorema 2.2. (Férmula de Hill) Sejam P = DF™, onde F(s;_1,5;) = (i, Siv1),bi =
0?L

——— (84, 8i11) € H a matriz Hessiana da aplicacao A : D — R. Entdo,
050841

—1)"*tdet H
det(p — 1) = (=D det A

Demonstragao. Observemos que det(P — ) =2 — tr P.
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b
De fato, P é uma matriz 2 x 2, digamos P = “ g Entao, det(P — I) =
c

(a—1)(d=1)—bc=ad—a—d+1—bc=det P—tr P+1=2—tr P, pois det P = 1.

Desse modo, pela formula de Mackay-Meiss
—1)"t det H
I1 b:
i=0
O
Antes de apresentar o corolario da férmula de Hill, vejamos a seguinte proposigao.

Proposicao 2.3. Se det(P — I) <0, entdo P tem um autovalor real p > 1.

Demonstragao. Consideremos o polindémio caracteristico G(p) = det(P — pI). Suas
raizes sao os autovalores da solugao periédica (so, ..., Sp_1)-

Observemos que G(p) — 400 quando p — +o0. Por hipdtese, G(1) < 0. Entao,

3 p € (1,400) tal que G(P — pI) = 0. O
Corolario 2.2.1. Se (sg,...,8,-1) ¢ um maximo local nao-degenerado da agao A,
entao (sg,...,S,-1) € uma érbita hiperbdlica.

(=1 det(P — 1) [Ti= b
1 det H
[1=5 b >0e (so,...,S,—1) ¢ um méximo local ndo-degenerado da agao A, obtemos:

Demonstracao. Pela férmula de Hill, = (=1)>""! < 0. Como

e se n ¢é par, entao det H > 0, logo det(P — I) < 0;

e se n é impar, entdao det H < 0, logo det(P — I) < 0.

Assim, pela proposicao anterior, P tem um autovalor real p > 1. Portanto, a 6rbita

(S0, .-+, 8n—1) € hiperbdlica. ]

2.3 Resultado

Temos agora resultados suficientes para demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Seja I' uma curva plana, fechada, simples, de classe C* k > 2, parame-
trizada pelo comprimento de arco s € [0,1), ondel é o comprimento deT'. Consideremos
T:[0,1) x (0,7) = [0,1) x (0,7) a aplica¢io de bilhar de I". Dado n > 2, a aplicagdo

T possui pelo menos uma orbita periodica de periodo n, hiperbolica ou parabdlica.
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Demonstracdo. Como I' é de classe C* k > 2, provamos que T' é um difeomorfismo de
classe C* 1 k > 2.
Pela proposigao 2.2, o conjunto D,, = {(so, ..., Sn—1) € T" = [0,1)"|s; # si+1Vi € Z,}

possui uma trajetéria periédica (so, ..., s,_1) de perfodo n da aplicagao T que corres-
ponde a um maximo da aplicagao A : T" — R, onde A(sq, ..., Sp_1) = Z?:_OI L(s;,8i41)

e L(s;,si41) = ||[T'(si41) — ['(s;)|| é a fungao geradora do bilhar.
Conforme vimos na demonstragao da proposigao 2.2, (sg,...,S,—1) é um ponto
critico de A em D,,, que pelo lema 2 corresponde a uma érbita peridédica de periodo n

da aplicacao de bilhar 7.

Seja H a matriz hessiana de A em (s, . .., S,_1). Se H é uma matriz ndo-degenerada,
como (8o, - .., Sp—1) é um ponto de maximo em A, segue pelo corolério 2.2.1 que a 6rbita
(S0, .-+, Sn—1) € hiperbdlica.

Se H ¢ uma matriz degenerada, entao det H = 0, logo pelo corolario 2.1.1, a érbita

S0, ..,S,—1) € parabdlica. O]
(805 +++58n1) éD

O teorema de Birkhoff afirma que dada uma curva suave, fechada, plana, com
curvatura estritamente positiva, existem, para qualquer n > 0, pelo menos duas érbitas
periédicas de periodo n da aplicacao de bilhar, onde uma delas é um maximo da
aplicacao A. Se esse maximo for um ponto critico de A, entao a outra trajetéria nao
é um maximo da aplicagao A.

Mostramos através das formulas de Mackay-Meiss e Hill, que a aplicagao do bi-
lhar tem pelo menos uma orbita peridédica de periodo n, que pode ser hiperbdlica ou
parabdlica. Pelo teorema de Birkhoff, existe outra érbita que nao é um méximo da

aplicacao A, logo essa orbita podera ser parabdlica, hiperbdlica ou eliptica.
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