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Resumo

O objetivo desse trabalho é mostrar que a aplicação de bilhar em uma curva plana,

fechada, simples, de classe Ck, k ≥ 2 e parametrizada pelo comprimento de arco admite

pelo menos uma órbita periódica de peŕıodo n, para cada n fixado, que é hiperbólica

ou parabólica.
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Introdução

Uma curva plana, fechada, simples, limitando uma região simplesmente conexa do

plano onde consideramos uma part́ıcula movendo-se em linha reta, com velocidade

com módulo constante e satisfazendo a lei de reflexão nos impactos com o bordo, é

chamada de bilhar. A aplicação de bilhar fornece, a partir de uma posição na fronteira

e um ângulo que indica a direção de sáıda, o próximo ponto de impacto na fronteira e

a próxima direção de sáıda.

Birkhoff provou em [6] que para quaisquer n, k ∈ N, n > k, existem pelo menos

duas trajetórias periódicas da aplicação do bilhar, onde uma trajetória corresponde a

um máximo da aplicação que mede o peŕımetro do poĺıgono inscrito na curva. Se o

ponto de máximo for um ponto cŕıtico dessa aplicação, então a outra trajetória não é

um máximo da aplicação.

No presente trabalho verificamos, via fórmulas de Mackay-Meiss e Hill, que a

aplicação de bilhar admite, para cada n ≥ 2 fixo, pelo menos uma órbita periódica

de peŕıodo n, que é hiperbólica ou parabólica.

O primeiro caṕıtulo aborda algumas definições acerca do bilhar e resultados que

mostram que a aplicação de bilhar é um difeomorfismo que preserva a medida de

Lebesgue. A dissertação [9] foi utilizada como referência para esse caṕıtulo.

No caṕıtulo dois verificamos quando uma órbita periódica em um bilhar convexo

é hiperbólica, parabólica ou eĺıptica. Apresentamos as fórmulas de Mackay-Meiss e

de Hill, donde obtivemos hipóteses para classificar uma órbita periódica em um bilhar

convexo. Estudamos essas fórmulas em [2], [5] e [1].

Por fim, mostramos nosso principal resultado: a aplicação de bilhar admite pelo

menos uma órbita periódica de peŕıodo n, para cada n fixado, que é hiperbólica ou

parabólica.
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Caṕıtulo 1

Aplicação do Bilhar e Propriedades

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições acerca de bilhares, em particular a

aplicação do bilhar e algumas propriedades.

Seja Γ uma curva plana, fechada, simples, de classe Ck, k ≥ 2, orientada no sentido

anti-horário, com curvatura estritamente positiva, parametrizada pelo comprimento de

arco s ∈ [0, ℓ), onde ℓ é o comprimento de Γ, que limita uma região Ω simplesmente

conexa do plano R
2.

Consideremos uma part́ıcula movendo-se em linha reta em Ω com velocidade cons-

tante, e com colisão elástica na fronteira, satisfazendo a lei de reflexão: o ângulo de

incidência é igual ao ângulo de reflexão. O caminho descrito por uma part́ıcula é dita

a trajetória do bilhar. Essa trajetória é identificada com uma poligonal, e cada

segmento dessa poligonal é um segmento da trajetória do bilhar.

A dinâmica do movimento no bilhar é dada pela sequência de posições si da part́ıcula

nos momentos de colisão com Γ e direção de movimento após cada impacto, dada pelo

ângulo αi, medido entre o vetor tangente a Γ em si e o segmento da trajetória de sáıda.
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Figura 1: Trajetória de bilhar.

Temos a seguinte definição.

Definição 1.1. Seja T : [0, ℓ) × (0, π) → [0, ℓ) × (0, π) dada por T (s0, α0) = (s1, α1),

onde ℓ é o comprimento da curva Γ. A aplicação T é chamada a aplicação de bilhar

da curva Γ.
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Seja ϕi o ângulo orientado entre a direção positiva do eixo dos x e o vetor tangente

a Γ em si. Como a curvatura de Γ é estritamente positiva, então o raio de curvatura

R(ϕ) =
ds

dϕ
é estritamente positivo, e é posśıvel reparametrizar Γ por ϕ.

Se a curva Γ está parametrizada pelo comprimento de arco, então Γ(s) = (x(s), y(s))

e o vetor unitário tangente é dado por

t(s) =

(

dx

ds
,
dy

ds

)

= Γ′(s) = (cos(ϕ(s)), sen(ϕ(s))) .

Consideremos as equações paramétricas de Γ no parâmetro ϕ, x = x(ϕ) e y = y(ϕ).

Pela figura abaixo vemos que tg(ϕ0 + α0) =
y(ϕ1)− y(ϕ0)

x(ϕ1)− x(ϕ0)
.

α
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Temos também que ϕ1 − α1 = ϕ0 + α0, ou seja, α1 = ϕ1 − ϕ0 − α0. Definindo o

ângulo θ0 entre a parte positiva do eixo x e o segmento da trajetória de sáıda, obtemos

que α0 = θ0 − ϕ0 e α1 = ϕ1 − θ0.
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Mostramos abaixo que a aplicação do bilhar é um difeomorfismo de classe Ck−1,

para depois calcular o determinante da matriz da derivada de T .
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Teorema 1.1. Consideremos Γ uma curva plana, fechada, simples, de classe Ck, k ≥ 2,

com curvatura estritamente positiva e de comprimento ℓ. Sejam C o cilindro [0, ℓ) ×

(0, π) e T : C → C a aplicação de bilhar de Γ. A aplicação T é um difeomorfismo

Ck−1.

Demonstração. Consideremos as equações paramétricas de Γ, x = f(s), y = g(s)

e seja (ŝ0, α̂0) ∈ C com T (ŝ0, α̂0) = (ŝ1, α̂1). Dados Q̂0 = (f(ŝ0), g(ŝ0)) ∈ Γ e

Q̂1 = (f(ŝ1), g(ŝ1)) ∈ Γ, sejam Q0 = (f(s0), g(s0)) e Q1 = (f(s1), g(s1)) pontos em

uma vizinhança de Q̂0 e em uma vizinhança de Q̂1, respectivamente, tomando essas

vizinhanças disjuntas.

Suponhamos que f ′(ŝ0) 6= 0 e f ′(ŝ1) 6= 0, rodando a região Ω no plano se ne-

cessário. Por continuidade, podemos supor que f ′(s0) 6= 0 e f ′(s1) 6= 0 em vizinhanças

suficientemente pequenas de ŝ0 e ŝ1, respectivamente. Temos:

tgϕ0 =
senϕ0

cosϕ0

=
g′(s0)

f ′(s0)
,

tgϕ1 =
g′(s1)

f ′(s1)
,

tg θ0 = tg(ϕ0 + α0) =
g(s1)− g(s0)

f(s1)− f(s0)
.

Desse modo,

ϕ0 = arctg

(

g′(s0)

f ′(s0)

)

,

ϕ1 = arctg

(

g′(s1)

f ′(s1)

)

,

θ0 = arctg

(

g(s1)− g(s0)

f(s1)− f(s0)

)

.

Logo,

α0 = arctg

(

g(s1)− g(s0)

f(s1)− f(s0)

)

− arctg

(

g′(s0)

f ′(s0)

)

:=M(s0, s1), (1.1)

α1 = arctg

(

g′(s1)

f ′(s1)

)

− arctg

(

g(s1)− g(s0)

f(s1)− f(s0)

)

:= N(s0, s1). (1.2)

Pelo Teorema da Função Impĺıcita, para que existam funções s1 = s1(s0, α0) e

α1 = α1(s0, α0) de classe Ck−1 em alguma vizinhança de (ŝ0, α̂0) tal que

M(s0, s1)− α0 := U(s0, α0, s1, α1) = 0,

N(s0, s1)− α1 := V (s0, α0, s1, α1) = 0,
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(s1(ŝ0, α̂0), α1(ŝ0, α̂0)) = (ŝ1, α̂1),

é suficiente que o determinante jacobiano seja diferente de zero, ou seja,

J = det

[

Us1(ŝ0, α̂0, ŝ1, α̂1) Uα1
(ŝ0, α̂0, ŝ1, α̂1)

Vs1(ŝ0, α̂0, ŝ1, α̂1) Vα1
(ŝ0, α̂0, ŝ1, α̂1)

]

6= 0.

Observemos que

J = det

[

Ms1(ŝ0, ŝ1) 0

Ns1(ŝ0, ŝ1) −1

]

= −Ms1(ŝ0, ŝ1).

Então, basta mostrar queMs1(ŝ0, ŝ1) 6= 0. Derivando (1.1) em relação a s1, obtemos:

Ms1(ŝ0, ŝ1) =

g′(ŝ1)[f(ŝ1)− f(ŝ0)]− f ′(ŝ1)[g(ŝ1)− g(ŝ0)]

[f(ŝ1)− f(ŝ0)]2

1 +

[

g(ŝ1)− g(ŝ0)

f(ŝ1)− f(ŝ0)

]2

=

det

[

f ′(ŝ1) f(ŝ0)− f(ŝ1)

g′(ŝ1) g(ŝ0)− g(ŝ1)

]

[f(ŝ0)− f(ŝ1)]2 + [g(ŝ0)− g(ŝ1)]2
. (1.3)

Notemos que o denominador da expressão acima nunca se anula, pois [f(ŝ0) −

f(ŝ1)]
2 + [g(ŝ0)− g(ŝ1)]

2 = 0 ⇔ f(ŝ0)− f(ŝ1) = 0 e g(ŝ0)− g(ŝ1) = 0 ⇔ f(ŝ0) = f(ŝ1)

e g(ŝ0) = g(ŝ1) ⇔ Q̂0 = Q̂1. Desse modo,

Ms1(ŝ0, ŝ1) 6= 0 ⇔ det

[

f ′(ŝ1) f(ŝ0)− f(ŝ1)

g′(ŝ1) g(ŝ0)− g(ŝ1)

]

6= 0.

Essa desigualdade é equivalente a dizer que os vetores (f ′(ŝ1), g
′(ŝ1)) e (f(ŝ0) −

f(ŝ1), g(ŝ0)− g(ŝ1)) não são paralelos, o que é verdade, pois α̂1 6= 0 e α̂1 6= π. Assim,

T é uma aplicação de classe Ck−1 em alguma vizinhança de (ŝ0, α̂0).

Vamos verificar se a aplicação T é inverśıvel. Para isso, vejamos que T é injetiva.

Com efeito, consideremos o ponto de coordenadas (s0, α0) tal que T (s0, α0) = (s1, α1).

Seja (s̃0, α̃0) um ponto tal que T (s̃0, α̃0) = (s1, α1) = T (s0, α0).

s
0

s0

V
V

α0

α0
∼

∼

s
1

ϕ
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ϕ
0
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Observemos que a inclinação da reta que une s0 e s1 é dada por tg(α0 + ϕ0) =

tg(ϕ1−α1), e a inclinação da reta que une s̃0 e s1 é dada por tg(α̃0+ ϕ̃0) = tg(ϕ1−α1).

Desse modo, as duas retas tem a mesma inclinação e o ponto s1 em comum, logo os

pontos s0, s1 e s̃0 são colineares. Mas a curva Γ tem curvatura estritamente positiva,

logo o segmento de reta que une s0 e s1 está inteiramente contido em Ω, e o mesmo

ocorre com o segmento de reta que une s̃0 e s1. Como s0, s̃0 ∈ Γ, resulta que s0 = s̃0.

Consideremos a aplicação R : C → C dada por R(s, α) = (s, π − α). Como

T (s0, α0) = (s1, α1), temos que T−1(s1, α1) = (s0, α0). Logo, R ◦ T−1(s1, α1) = T ◦

R(s1, α1), e assim, T−1(s1, α1) = R ◦ T ◦ R(s1, α1) = (s0, α0), pois R
−1 = R.

Se no lugar de T em uma vizinhança de (ŝ0, α̂0), consideramos a aplicação T−1

em uma vizinhança de (ŝ1, α̂1) obtemos de modo análogo que T−1 é uma aplicação de

classe Ck−1 em alguma vizinhança de (ŝ1, α̂1). Portanto, T é um difeomorfismo local

de classe Ck−1 em uma vizinhança de (ŝ0, α̂0).

Como a aplicação T é um difeomorfismo local de classe Ck−1 e é injetiva, segue que

T é um difeomorfismo global de classe Ck−1.

Teorema 1.2. Seja T : C → C a aplicação de bilhar em Γ, onde C é o cilindro

[0, ℓ) × (0, π) e ℓ é o comprimento da curva Γ. A aplicação T preserva a medida µ

dada por

µ(σ0) =

∫∫

σ0

senα0 dα0 ds0,

onde σ0 ⊂ C, ou seja, µ(σ0) = µ(σ1), com σ1 = T (σ0) ⊂ C.

Demonstração. Temos que µ(σ0) = µ(σ1) se e somente se

∫∫

σ0

senα0 dα0 ds0 =
∫∫

σ1

senα1 dα1 ds1, onde αi e si são tomadas sobre σi, i = 0, 1. Efetuando uma troca

de variáveis na segunda integral, obtemos:

∫∫

σ1

senα1 dα1 ds1 =

∫∫

σ0

senα1|J | dα0 ds0,

onde J é o determinante jacobiano

J = det

(

∂s1
∂s0

∂s1
∂α0

∂α1

∂s0

∂α1

∂α0

)

=
∂s1

∂s0
·
∂α1

∂α0

−
∂s1

∂α0

·
∂α1

∂s0
.

Então, µ(σ0) = µ(σ1) se e somente se

∫∫

σ0

senα0 dα0 ds0 =

∫∫

σ0

senα1|J | dα0 ds0,

logo, se e somente se senα1|J | = senα0. Como senα0 e senα1 são positivos, basta

mostrar que J =
senα0

senα1

.

Consideremos as equações paramétricas de Γ em coordenadas retangulares, x = f(s)

e y = g(s). Derivando (1.2) implicitamente em relação a α0 e s0, obtemos:
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∂N

∂s1
(s0, s1) ·

∂s1

∂α0

(s0, α0) =
∂α1

∂α0

(s0, α0); (1.4)

∂N

∂s0
(s0, s1) +

∂N

∂s1
(s0, s1) ·

∂s1

∂s0
(s0, α0) =

∂α1

∂s0
(s0, α0). (1.5)

Logo, J =
∂s1

∂s0
·Ns1 ·

∂s1

∂α0

−
∂s1

∂α0

·

[

Ns0 +Ns1 ·
∂s1

∂s0

]

= −Ns0 ·
∂s1

∂α0

.

Derivando implicitamente (1.1) em relação a α0, obtemos:

∂M

∂s1
(s0, s1) ·

∂s1

∂α0

(s0, α0) = 1. (1.6)

Desse modo, J = −Ns0 ·
1

Ms1

= −
Ns0

Ms1

.

De (1.3), temos:

Ms1 =
[g(s0)− g(s1)]f

′(s1)− [f(s0)− f(s1)]g
′(s1)

[f(s0)− f(s1)]2 + [g(s0)− g(s1)]2
.

Derivando parcialmente (1.2) em relação a s0, obtemos:

Ns0(s0, s1) = −

−g′(s0)[f(s1)− f(s0)] + f ′(s0)[g(s1)− g(s0)]

[f(s1)− f(s0)]2

1 +
[

g(s1)−g(s0)
f(s1)−f(s0)

]2 (1.7)

=
[f(s1)− f(s0)]g

′(s0)− [g(s1)− g(s0)]f
′(s0)

[f(s1)− f(s0)]2 + [g(s1)− g(s0)]2
.

Logo, J = −
Ns0

Ms1

= −
[f(s1)− f(s0)]g

′(s0)− [g(s1)− g(s0)]f
′(s0)

[f(s1)− f(s0)]g′(s1)− [g(s1)− g(s0)]f ′(s1)
.

Observemos que

cosϕ0 =
df

ds
(s0) = f ′(s0);

cosϕ1 =
df

ds
(s1) = f ′(s1);

senϕ0 =
dg

ds
(s0) = g′(s0);

senϕ1 =
dg

ds
(s1) = g′(s1);
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tg θ0 =
g(s1)− g(s0)

f(s1)− f(s0)
⇒ cos θ0 =

f(s1)− f(s0)

d(Q0, Q1)
⇒ sen θ0 =

g(s1)− g(s0)

d(Q0, Q1)
,

onde Q0 = (f(s0), g(s0)), Q1 = (f(s1), g(s1)) e d(Q0, Q1) é o comprimento do segmento

de trajetória que une os pontos Q0 e Q1.

Assim

J = −
d(Q0, Q1) cos θ0 senϕ0 − d(Q0, Q1) sen θ0 cosϕ0

d(Q0, Q1) cos θ0 senϕ1 − d(Q0, Q1) sen θ0 cosϕ1

=
sen(θ0 − ϕ0)

sen(ϕ1 − θ0)
=

senα0

senα1

.

Proposição 1.1. Dado (s0, α0) ∈ [0, ℓ)× (0, π), onde ℓ é o comprimento da curva Γ,

a matriz derivada DT (s0, α0) da aplicação T : (s0, α0) 7→ (s1, α1) é dada por:

DT (s0, α0) =

[

∂s1
∂s0

∂s1
∂α0

∂α1

∂s0

∂α1

∂α0

]

=

[

d(Q0,Q1)
R0 senα1

− senα0

senα1

d(Q0,Q1)
senα1

d(Q0,Q1)
R0R1 senα1

− senα0

R1 senα1
− 1

R0

d(Q0,Q1)
R1 senα1

− 1

]

,

onde R0 e R1 são os raios de curvatura em Q0 e Q1, respectivamente.

Demonstração. Derivando implicitamente (1.1) em relação a s0, obtemos:

∂M

∂s0
(s0, s1) +

∂M

∂s1
(s0, s1) ·

∂s1

∂s0
(s0, α0) = 0 ⇔

∂s1

∂s0
(s0, α0) = −

Ms0(s0, s1)

Ms1(s0, s1)
.

De (1.6), temos que

∂s1

∂α0

(s0, α0) =
1

Ms1(s0, s1)
.

Observemos que, a partir de (1.3), obtemos:

Ms1(s0, s1) =

det

[

f ′(s1) f(s0)− f(s1)

g′(s1) g(s0)− g(s1)

]

[f(s0)− f(s1)]2 + [g(s0)− g(s1)]2

=
‖(f ′(s1), g

′(s1))× (f(s0)− f(s1), g(s0)− g(s1))‖

d2(Q0, Q1)

=
‖(f ′(s1), g

′(s1))‖ · ‖(f(s0)− f(s1), g(s0)− g(s1))‖ · sen(π − α1)

d2(Q0, Q1)

=
1 · d(Q0, Q1) · senα1

d2(Q0, Q1)

=
senα1

d(Q0, Q1)
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⇒
∂s1

∂α0

=
1

Ms1

=
d(Q0, Q1)

senα1

, onde na segunda igualdade usamos que aquele deter-

minante é a área do paralelogramo gerado pelos vetores (f ′(s1), g
′(s1)) e (f(s0) −

f(s1), g(s0)− g(s1)).

Derivando (1.1) em relação a s0:

Ms0(s0, s1) =
1

1 +
[

g(s1)−g(s0)
f(s1)−f(s0)

]2 ·
−g′(s0)[f(s1)− f(s0)] + f ′(s0)[g(s1)− g(s0)]

[f(s1)− f(s0)]2
−

1

1 +
[

g′(s0)
f ′(s0)

]2 ·
g′′(s0)f

′(s0)− f ′′(s0)g
′(s0)

[f ′(s0)]2

=

det

[

f ′(s0) f(s1)− f(s0)

g′(s0) g(s1)− g(s0)

]

[f(s1)− f(s0)]2 + [g(s1)− g(s0)]2
−
f ′(s0)g

′′(s0)− g′(s0)f
′′(s0)

[f ′(s0)]2 + [g′(s0)]2

=
d(Q0, Q1) senα0

d2(Q0, Q1)
−
f ′(s0)g

′′(s0)− g′(s0)f
′′(s0)

{[f ′(s0)]2 + [g′(s0)]2}
3/2

=
senα0

d(Q0, Q1)
−

1

R0

⇒
∂s1

∂s0
= −

Ms0

Ms1

=
d(Q0, Q1)−R0 senα0

R0d(Q0, Q1)
·
d(Q0, Q1)

senα1

=
d(Q0, Q1)−R0 senα0

R0 senα1

.

Derivando (1.2) em relação a s1:

Ns1(s0, s1) =
1

1 +
[

g′(s1)
f ′(s1)

]2 ·
g′′(s1)f

′(s1)− f ′′(s1)g
′(s1)

[f ′(s1)]2
−

1

1 +
[

g(s1)−g(s0)
f(s1)−f(s0)

]2 ·
g′(s1)[f(s1)− f(s0)]− f ′(s1)[g(s1)− g(s0)]

[f(s1)− f(s0)]2

=
f ′(s1)g

′′(s1)− g′(s1)f
′′(s1)

[f ′(s1)]2 + [g′(s1)]2
−

det

[

f ′(s1) f(s0)− f(s1)

g′(s1) g(s0)− g(s1)

]

[f(s1)− f(s0)]2 + [g(s1)− g(s0)]2

=
1

R1

−
d(Q0, Q1) senα1

d2(Q0, Q1)

=
1

R1

−
senα1

d(Q0, Q1)

⇒
∂α1

∂α0

= Ns1 ·
∂s1

∂α0

=
d(Q0, Q1)−R1 senα1

R1d(Q0, Q1)
·
d(Q0, Q1)

senα1

=
d(Q0, Q1)−R1 senα1

R1 senα1

.

De (1.7), obtemos:
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Ns0 = −

det

[

f ′(s0) f(s1)− f(s0)

g′(s0) g(s1)− g(s0)

]

[f(s1)− f(s0)]2 + [g(s1)− g(s0)]2

= −
d(Q0, Q1) senα0

d2(Q0, Q1)

= −
senα0

d(Q0, Q1)

⇒
∂α1

∂s0
= Ns0+Ns1·

∂s1

∂s0
= −

senα0

d(Q0, Q1)
+
d(Q0, Q1)−R1 senα1

R1d(Q0, Q1)
·
d(Q0, Q1)−R0 senα0

R0 senα1

=

d(Q0, Q1)

R0R1 senα1

−
senα0

R1 senα1

−
1

R0

.

Assim,

DT (s0, α0) =

[

∂s1
∂s0

∂s1
∂α0

∂α1

∂s0

∂α1

∂α0

]

=

[

d(Q0,Q1)−R0 senα0

R0 senα1

d(Q0,Q1)
senα1

d(Q0,Q1)
R0R1 senα1

− senα0

R1 senα1
− 1

R0

d(Q0,Q1)−R1 senα1

R1 senα1

]

.

Calculando o determinante da matriz DT (s0, α0), verificamos que detDT (s0, α0) =
senα0

senα1

.
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Caṕıtulo 2

Estabilidade de Órbitas Periódicas

2.1 Existência de Órbitas Periódicas

Definição 2.1. Seja Γ uma curva plana, fechada, simples, de classe Ck, k ≥ 2, com

curvatura estritamente positiva, parametrizada pelo comprimento de arco s ∈ [0, ℓ),

onde ℓ é o comprimento de Γ. Uma sequência de pares (si, αi) ∈ [0, ℓ) × (0, π), que

corresponde ao i-ésimo impacto obtido a partir de uma condição inicial (s0, α0), é uma

órbita de um bilhar.

A poligonal identificada com um segmento da trajetória do bilhar une dois elementos

(si, αi) e (si+1, αi+1) da órbita do bilhar, onde T (si, αi) = (si+1, αi+1).

Definição 2.2. O espaço de fase do bilhar é constitúıdo por todos os pontos das

posśıveis órbitas de um bilhar.

O espaço de fase do bilhar é o cilindro 0 ≤ s < ℓ, 0 < α < π, denotado por C, onde

ℓ é o comprimento da curva Γ e s é uma coordenada periódica, já que s é equivalente

a s+ ℓ.

V

s l

α

π

π

α
0

0

α

α

n

1

1 n

V

ss s

)

)

Figura 2: Exemplos de pontos de uma órbita do bilhar.
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Definição 2.3. Seja OT (s0, α0) = {T i(s0, α0) = (si, αi)|i ∈ Z} uma órbita com condição

inicial (s0, α0). Tal órbita será periódica se existir um menor inteiro n > 0 tal que

(sn, αn) = T n(s0, α0) = (s0, α0). Ao número n chamamos de peŕıodo da órbita.

Suponhamos que OT (s0, α0) seja uma órbita periódica de peŕıodo n e denotemos

B = DT n(s0, α0).

Os autovalores de B satisfazem a equação caracteŕıstica

λ2 − (trB)λ+ detB = 0.

Observemos que detB = 1. De fato, pelo Teorema 1.2, obtemos detDT (s0, α0) =
senα0

senα1

. De modo análogo, verifica-se que detDT (si, αi) =
senαi

senαi+1

. Logo

detB =
senαn−1

senαn

·
senαn−2

senαn−1

·
senαn−3

senαn−2

· · ·
senα1

senα2

·
senα0

senα1

=
senα0

senαn

=
senα0

senα0

= 1.

Desse modo, os autovalores de B são dados por

λ± =
1

2
[trB ±

√

(trB)2 − 4].

Temos três possibilidades:

i) λ+ e λ− são reais e distintos se | trB| > 2. Como λ+λ− = detB = 1, segue que

|λ±| 6= 1, pois caso contrário, teŕıamos λ+ = λ−. Nesse caso, a órbita OT (s0, α0)

é dita instável e o ponto (s0, α0) é um ponto fixo hiperbólico de T n. A órbita

OT (s0, α0) é chamada de órbita periódica hiperbólica.

ii) λ+ e λ− são números não reais se | trB| < 2. Observemos que

|λ±| =

∣

∣

∣

∣

1

2
[trB ±

√

4− (trB)2i]

∣

∣

∣

∣

=
1

4
[(trB)2 + 4− (trB)2] = 1.

Nesse caso, (s0, α0) é um ponto fixo eĺıptico de T n. A órbita OT (s0, α0) é

chamada de órbita periódica eĺıptica.

iii) λ+ = λ− = ±1 se e só se | trB| = 2. Nesse caso, não podemos afirmar nada sobre

a estabilidade da órbita. O ponto (s0, α0) é um ponto fixo parabólico de T n. A

órbita OT (s0, α0) é chamada de órbita periódica parabólica.

Definiremos agora a função comprimento L. Considerando a curva Γ parametrizada
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pelo comprimento de arco, seja L : [0, ℓ)× [0, ℓ) → R definida por

L(si, si+1) = ‖Γ(si+1)− Γ(si)‖ =
√

〈Γ(si+1)− Γ(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉,

onde si e si+1 são pontos sobre Γ. A aplicação L mede o comprimento do segmento de

reta da poligonal que une os pontos si e si+1.

Pela regra da cadeia, podemos calcular as derivadas dessa aplicação:

∂L2

∂si
(si, si+1) = 2L(si, si+1)

∂L

∂si
(si, si+1) = 2 〈−Γ′(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉 .

Desse modo,

∂L

∂si
(si, si+1) =

−〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
= − cos(αi),

onde t(si) é o vetor tangente a Γ em si. De modo análogo, obtem-se que

∂L

∂si+1

(si, si+1) =
〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
= cos(αi+1).

Definição 2.4. Chamamos a função L de função geradora do bilhar.

Fazendo pi = cosαi, obtem-se que

∂L

∂si
(si, si+1) = −pi e

∂L

∂si+1

(si, si+1) = pi+1

e a aplicação de bilhar nas coordenadas (s, p) é dada por T : [0, ℓ)× (−1, 1) → [0, ℓ)×

(−1, 1), onde T (s0, p0) = (s1, p1).

Seja A : Tn → R dada por

A(s0, . . . , sn−1) =
n−1
∑

i=0

L(si, si+1),

com sn = s0, onde 0 e ℓ estão identificados e T
n = [0, ℓ)n é o toro n-dimensional. Tal

aplicação é a ação que associa a cada poĺıgono inscrito em Γ com n lados e vértices em

Γ(s0), . . . ,Γ(sn−1) o seu peŕımetro.

Consideremos o conjunto

Dn = {(s0, . . . , sn−1) ∈ T
n|si 6= si+1, ∀i ∈ Zn} ,

onde Zn é o anel dos inteiros módulo n.

Seja (s0, . . . , sn−1) ∈ Dn. O poĺıgono inscrito em Γ com vértices em Γ(s0), . . . ,Γ(sn−1)

é poĺıgono de n lados. Se existir k ∈ Zn tal que sk = sk+1, então o poĺıgono inscrito em
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Γ com vértices em Γ(s0), . . . ,Γ(sk),Γ(sk+1) = Γ(sk), . . . ,Γ(sn−1) é um poĺıgono de n−1

lados, e seu comprimento é menor que o comprimento do poĺıgono com vértices em ins-

crito em Γ com vértices em Γ(s0), . . . ,Γ(sn−1), onde (s0, . . . , sn−1) ∈ Dn. Desse modo,

uma órbita (s0, . . . , sn−1) de comprimento máximo, isto é, uma órbita (s0, . . . , sn−1)

que é um ponto de máximo da aplicação A, estará no conjunto Dn.

Proposição 2.1. A aplicação A é diferenciável em Dn, mas não é diferenciável em

T
n −Dn.

Demonstração. Seja (s0, . . . , sn−1) ∈ Dn. As derivadas parciais
∂A

∂si
(s0, . . . , sn−1) =

∂L

∂si
(si−1, si) +

∂L

∂si
(si, si+1) existem e são cont́ınuas, logo A é diferenciável em Dn.

Consideremos agora (s̄0, . . . , s̄n−1) ∈ T
n−Dn. Então s̄k = s̄k+1, para algum k ∈ Zn.

Suponha que a derivada parcial de A em relação a s̄k no ponto (s̄0, . . . , s̄n−1) existe.

Então ela é dada por
∂A

∂s̄k
(s̄0, . . . , s̄n−1) =

∂L

∂s̄k
(s̄k−1, s̄k) +

∂L

∂s̄k
(s̄k, s̄k+1). Como s̄k =

s̄k+1, segue que L(s̄k, s̄k+1) = ‖Γ(s̄k+1)− Γ(s̄k)‖ = ‖0‖, logo a derivada parcial de L

em relação a s̄k no ponto (s̄k, s̄k+1) não existe, pois pelo lema abaixo, a norma não é

diferenciável na origem.

Desse modo, a derivada parcial deA em relação a s̄k no ponto (s̄0, . . . , s̄n−1) também

não existe, e assim A não é diferenciável em T
n −Dn.

Lema 1. A função norma ψ : R
n → R, onde ψ(x) = ‖x‖ não é diferenciável na

origem.

Demonstração. Seja ψ(x) = ‖x‖ = ‖(x1, . . . , xn)‖ =
√

x21 + . . .+ x2n. As derivadas

parciais de ψ na origem são dadas por

∂ψ

∂xi
(0, . . . , 0) = lim

hi→0

ψ(0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0)− ψ(0, . . . , 0)

hi
= lim

hi→0

|hi|

hi
, ∀i = 1, . . . , n.

Como os limites laterais são distintos, segue que as derivadas parciais não existem,

e assim ψ não é diferenciável na origem.

Lema 2. Uma trajetória periódica de peŕıodo n da aplicação de bilhar corresponde a

um ponto cŕıtico da aplicação A em Dn. Reciprocamente, um ponto cŕıtico de A em

Dn corresponde a uma trajetória periódica de peŕıodo n da aplicação de bilhar.

Demonstração. Um ponto (s0, . . . , sn−1) ∈ Dn é um ponto cŕıtico da aplicação A se e

somente se, ∇A(s0, . . . , sn−1) = 0, ou seja, se e somente se,
(

∂L

∂s0
(s0, s1) +

∂L

∂s0
(sn−1, s0),

∂L

∂s1
(s0, s1) +

∂L

∂s1
(s1, s2), . . . ,

∂L

∂sn−1

(sn−2, sn−1) +
∂L

∂sn−1

(sn−1, s0)

)

=

(0, 0, . . . , 0),

o que é equivalente a
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∂L(sn−1, s0)

∂s0
= −

∂L(s0, s1)

∂s0
= cosα0;

∂L(sn−2, sn−1)

∂sn−1

= −
∂L(sn−1, s0)

∂sn−1

= cosαn−1;

∂L(si−1, si)

∂si
= −

∂L(si, si+1)

∂si
= cosαi, i = 1, . . . , n− 2.

Isto é, se e somente se, o ângulo de incidência for igual ao ângulo de reflexão, o que é

equivalente a esses pontos determinarem uma órbita no bilhar.

Proposição 2.2. O conjunto Dn possui uma trajetória periódica da aplicação de bilhar

de comprimento máximo.

Demonstração. A aplicação A : Tn → R é cont́ınua, pois a função geradora L(si, si+1)

é cont́ınua ∀i ∈ Zn, com sn = s0. Como o conjunto T
n é compacto, segue pelo teorema

de Weierstrass (encontrado em [8], cap. 1, p. 45) que A admite um ponto de máximo

(s̄0, . . . , s̄n−1) e um ponto de mı́nimo (ŝ0, . . . , ŝn−1) em T
n.

Seja (s0, . . . , sn−1) ∈ T
n−Dn. Então existe pelo menos um k ∈ Zn tal que sk = sk+1.

Consideremos (s0, . . . , sk, s̃k+1, sk+2, . . . , sn−1) ∈ T
n, onde s̃k+1 6= si, ∀i = 0, . . . , k, k +

2, . . . , n− 1. Então, (s0, . . . , sk, s̃k+1, sk+2, . . . , sn−1) ∈ Dn, e seu comprimento é maior

que o comprimento de (s0, . . . , sn−1) ∈ T
n − Dn. Desse modo, o ponto de mı́nimo

(ŝ0, . . . , ŝn−1) de A ocorre em T
n −Dn.

O ponto de máximo é um ponto cŕıtico de A. Com efeito, para cada i = 1, . . . , n,

seja fi(t) = A(s̄0, . . . , s̄i−1, t, s̄i+1, . . . , s̄n−1). O ponto s̄i é um ponto de máximo de fi,

para cada i = 1, . . . , n, pois fi(s̄i) = A(s̄0, . . . , s̄n−1) ≥ A(s̄0, . . . , s̄i−1, t, s̄i+1 . . . , s̄n−1) =

fi(t), ∀t ∈ [0, l), pois (s̄0, . . . , s̄n−1) é um ponto de máximo de A. Então f ′
i(s̄i) = 0 para

cada i = 1, . . . , n, ou seja,
∂A

∂si
(s̄0, . . . , s̄n−1) = 0, para cada i = 1, . . . , n.

Como a aplicação A é diferenciável apenas em Dn, segue que A admite o ponto de

máximo nesse conjunto. Assim, temos uma trajetória periódica da aplicação de bilhar

de comprimento máximo em Dn.

A aplicação A é no mı́nimo de classe C2. Com efeito, temos que a curva Γ é de

classe Ck, k ≥ 2. Como L(si, si+1) = ‖Γ(si+1)− Γ(si)‖, então L é no mı́nimo de classe

C2, e como A =
∑n−1

i=0 L(si, si+1), segue que A é no mı́nimo de classe C2. Assim,

podemos classificar os pontos cŕıticos de A através de sua matriz hessiana. Para isso,

utilizamos o seguinte lema.

Lema 3. Seja f : U → R uma função de classe C2 onde U ⊂ R
n é um aberto. Sejam

p0 ∈ U um ponto cŕıtico de f e δ1, . . . , δn os autovalores da matriz hessiana H de f

em p0. Temos:

1. se δj > 0 para todo 1 ≤ j ≤ n então p0 é um ponto de mı́nimo local de f ;

2. se δj < 0 para todo 1 ≤ j ≤ n então p0 é um ponto de máximo local de f ;
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3. se existem dois autovalores δi e δj com sinais opostos então p0 é um ponto de

sela de f ;

4. se δj ≥ 0 para todo 1 ≤ j ≤ n e existe um autovalor δi = 0, ou se δj ≤ 0 para

todo 1 ≤ j ≤ n e existe um autovalor δi = 0, então nada podemos afirmar sobre

a natureza do ponto cŕıtico p0.

A demonstração desse lema pode ser encontrado em [3].

2.2 As Fórmulas de Mackay-Meiss e Hill

Nesta seção apresentamos as fórmulas de Mackay-Meiss e Hill, que nos fornecem

hipóteses para classificar uma órbita periódica. Inicialmente, vamos calcular as de-

rivadas segundas da função geradora.

Lema 4. As derivadas segundas da função L(si, si+1) são:
∂2L

∂s2i
(si, si+1) = senαi

(

Ri senαi − L(si, si+1)

RiL(si, si+1)

)

;

∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1) =
senαi senαi+1

L(si, si+1)
;

∂2L

∂s2i+1

(si, si+1) = senαi+1

(

Ri+1 senαi+1 − L(si, si+1)

Ri+1L(si, si+1)

)

.

Demonstração. Calculando
∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1):

∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1) =
∂

∂si+1

[

−〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

]

= [−〈t(si),Γ
′(si+1)〉L(si, si+1)] ·

1

L2(si, si+1)
+

[

〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉
〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

]

·
1

L2(si, si+1)

= −
〈t(si), t(si+1)〉

L(si, si+1)
+

〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
·
〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
·

1

L(si, si+1)

= − cos(αi + αi+1) ·
1

L(si, si+1)
+ cosαi · cosαi+1 ·

1

L(si, si+1)

=
senαi senαi+1

L(si, si+1)
.
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Agora, calculando
∂2L

∂s2i
(si, si+1):

∂2L

∂s2i
(si, si+1) =

∂

∂si

[

−〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

]

=
[−〈t′(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉 − 〈t(si),−Γ′(si)〉] · L(si, si+1)

L2(si, si+1)

+
〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L2(si, si+1)
·

(

−
〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

)

= −
〈k(si)n(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
+

〈t(si), t(si)〉

L(si, si+1)

−

[

〈t(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

]2

·
1

L(si, si+1)
,

onde n(si) é o vetor normal a Γ em si. Logo,

∂2L

∂s2i
(si, si+1) = −k(si)

〈n(si),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
+

1

L(si, si+1)
− cos2 αi ·

1

L(si, si+1)

= −
1

Ri

· cos
(π

2
− αi

)

+
sen2 αi

L(si, si+1)

= −
1

Ri

· senαi +
sen2 αi

L(si, si+1)

= senαi

(

senαi

L(si, si+1)
−

1

Ri

)

.
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Por fim,

∂2L

∂s2i+1

(si, si+1) =
∂

∂si+1

[

〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

]

=
[〈t′(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉+ 〈t(si+1),Γ

′(si+1)〉] · L(si, si+1)

L2(si, si+1)

−
〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L2(si, si+1)
·
〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

=
〈k(si+1)n(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
+ 〈t(si+1), t(si+1)〉 ·

1

L(si, si+1)

−

[

〈t(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)

]2

·
1

L(si, si+1)

= k(si+1)
〈n(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
+

1

L(si, si+1)
− cos2 αi+1 ·

1

L(si, si+1)

= −
1

Ri+1

〈−n(si+1),Γ(si+1)− Γ(si)〉

L(si, si+1)
+

sen2 αi+1

L(si, si+1)

= −
1

Ri+1

cos
(π

2
− αi+1

)

+
sen2 αi+1

L(si, si+1)

= −
1

Ri+1

senαi+1 +
sen2 αi+1

L(si, si+1)

= senαi+1

(

senαi+1

L(si, si+1)
−

1

Ri+1

)

.
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-n(s    )
i+1

V

t(s    )i+1V

α
i+1

Seja F : [0, ℓ)× [0, ℓ) → [0, ℓ)× [0, ℓ) dada por F (si−1, si) = (si, si+1). Definamos

ai =
∂2[L(si−1, si) + L(si, si+1)]

∂s2i
,

bi =
∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1),

Pi =

[

∂F (si, si+1)

∂(si, si+1)

]

,

com i = 0, . . . , n− 1 e sn = s0.

Do lema 2, conclúımos que a uma sequência (si)i∈N, com si 6= si+1, associa-se

uma órbita da aplicação de bilhar T (si, pi) = (si+1, pi+1) se e somente se, pi+1 =
∂L

∂si+1

(si, si+1) = −
∂L

∂si+1

(si+1, si+2).

Desse modo,

dpi+1 =
∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1)dsi +
∂2L

∂s2i+1

(si, si+1)dsi+1

e

dpi+1 = −
∂2L

∂s2i+1

(si+1, si+2)dsi+1 −
∂2L

∂si+1∂si+2

(si+1, si+2)dsi+2.

Então,

∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1)dsi+
∂2L

∂s2i+1

(si, si+1)dsi+1+
∂2L

∂s2i+1

(si+1, si+2)dsi+1+
∂2L

∂si+1∂si+2

(si+1, si+2)dsi+2 = 0,

23



o que é equivalente a

bidsi + ai+1dsi+1 + bi+1dsi+2 = 0.

Logo,
∂si+2

∂si
= −

bi

bi+1

e
∂si+2

∂si+1

= −
ai+1

bi+1

, e assim,

Pi =

[

∂si+1

∂si

∂si+1

∂si+1

∂si+2

∂si

∂si+2

∂si+1

]

=





0 1

−
bi

bi+1

−
ai+1

bi+1



 .

Seja P = DF n(s0, s1), onde n é o peŕıodo da órbita periódica no bilhar. P é a

matriz que representa a derivada de F n no ponto (s0, s1). Temos que

P = Pn−1 · · ·P1 · P0.

Com efeito, P = DF n(s0, s1) = D(F n−1 ◦ F )(s0, s1) = DF n−1(s1, s2)DF (s0, s1) =

D(F n−2 ◦ F )(s1, s2)P0 = . . . = DF (sn−1, s0)Pn−2 · · ·P0 = Pn−1 · Pn−2 · · ·P0.

Logo

detP = detPn−1 · detPn−2 · · · detP0 =
bn−1

bn

bn−2

bn−1

· · ·
b1

b2

b0

b1
=
b0

bn
=
b0

b0
= 1. (2.1)

Sejam ρ1 e ρ2 as ráızes da equação caracteŕıstica det(P −ρI) = 0, onde I é a matriz

identidade. Essas ráızes são chamadas de multiplicadores, e satisfazem a equação

ρ2 − (trP )ρ + detP = 0, isto é, ρ2 − (trP )ρ + 1 = 0. O produto dos multiplicadores

resulta em ρ1 · ρ2 = detP = 1. Desse modo, podemos classificar a órbita (s0, . . . , sn−1)

da seguinte maneira.

1. Se ρ1 e ρ2 são reais e possuem módulo diferente de 1, então a órbita (s0, . . . , sn−1)

é dita hiperbólica. Nesse caso, trP > 2 ou trP < −2.

2. Se ρ1 e ρ2 não são reais, então a órbita (s0, . . . , sn−1) é dita eĺıptica. Nesse caso,

−2 < trP < 2.

3. Se ρ1 = ρ2 = ±1, então a órbita (s0, . . . , sn−1) é dita parabólica. Nesse caso,

trP = ±2.

Teorema 2.1. (Fórmula de Mackay-Meiss) Sejam P = DF n, onde F (si−1, si) =

(si, si+1), bi =
∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1) e H a matriz Hessiana da aplicação A : D → R.

Então,

trP − 2 =
(−1)n detH

n−1
∏

i=0

bi

.
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Demonstração. Sejam ρ um autovalor de P e

(

v0

v1

)

o autovetor associado, isto é,

P

(

v0

v1

)

= ρ

(

v0

v1

)

. Consideremos a sequência de vi dada por:

(

vi

vi+1

)

= Pi−1

(

vi−1

vi

)

=





0 1

−
bi−1

bi
−
ai

bi





(

vi−1

vi

)

=





vi

−
bi−1

bi
vi−1 −

ai

bi
vi



 .

Temos:

ρ

(

v0

v1

)

= P

(

v0

v1

)

= Pn−1 · · ·P1 · P0

(

v0

v1

)

= Pn−1 · · ·P1

(

v1

v2

)

= . . . =

Pn−1

(

vn−1

vn

)

=

(

vn

vn+1

)

.

Logo, vn = ρv0 e vn+1 = ρv1.

Definimos a matriz Hn(t) por:

H2(t) =

[

a0 t−1(b0 + b1)

t(b0 + b1) a1

]

e

Hn(t) =





























a0 b0 0 0 . . . 0 t−1bn−1

b0 a1 b1 0 . . . 0 0

0 b1 a2 b2 . . . 0 0

0 0 b2 a3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an−2 bn−2

tbn−1 0 0 0 . . . bn−2 an−1





























, n ≥ 3.

Observemos que a matriz H é dada por:

H =

[

a0 b0 + b1

b0 + b1 a1

]

= H2(1), para n = 2

e

H =





























a0 b0 0 0 . . . 0 bn−1

b0 a1 b1 0 . . . 0 0

0 b1 a2 b2 . . . 0 0

0 0 b2 a3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an−2 bn−2

bn−1 0 0 0 . . . bn−2 an−1





























, para n ≥ 3.
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Notemos que Hn(1) = H. Vamos mostrar que Hn(ρ) é singular, ou seja, que ∃ v 6= 0

tal que Hn(ρ)v = 0. Colocando v =









v0
...

vn−1









e u = Hn(ρ)v, obtemos:

u0 = a0v0 + b0v1 + ρ−1bn−1vn−1

= a0ρ
−1vn + b0ρ

−1vn+1 + ρ−1bn−1vn−1

= ρ−1

(

a0vn + b0

(

−
bn−1

b0
vn−1 −

a0

b0
vn

)

+ bn−1vn−1

)

= 0;

u1 = b0v0 + a1v1 + b1v2

= b0v0 + a1v1 + b1

(

−
b0

b1
v0 −

a1

b1
v1

)

= 0;

...

un−2 = bn−3vn−3 + an−2vn−2 + bn−2vn−1

= bn−3vn−3 + an−2vn−2 + bn−2

(

−
bn−3

bn−2

vn−3 −
an−2

bn−2

vn−2

)

= 0;

un−1 = ρbn−1v0 + bn−2vn−2 + an−1vn−1

= bn−1vn + bn−2vn−2 + an−1vn−1

= bn−1

(

−
bn−2

bn−1

vn−2 −
an−1

bn−1

vn−1

)

+ bn−2vn−2 + an−1vn−1 = 0.

Logo, Hn(ρ)v = u = 0, então Hn(ρ) é singular, e assim, detHn(ρ) = 0. Por outro

lado, desenvolvendo o determinante de Hn(ρ) pela primeira coluna, obtemos:

detHn(ρ) = a0 det























a1 b1 0 . . . 0 0

b1 a2 b2 . . . 0 0

0 b2 a3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 0 . . . bn−2 an−1























−

− b0 det























b0 0 0 . . . 0 ρ−1bn−1

b1 a2 b2 . . . 0 0

0 b2 a3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 0 . . . bn−2 an−1























+
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+ (−1)n+1ρbn−1 det























b0 0 0 0 . . . ρ−1bn−1

a1 b1 0 0 . . . 0

b1 a2 b2 0 . . . 0

0 b2 a3 b3 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 . . . bn−2























=

= a0 detM1 − b20 det



















a2 b2 . . . 0 0

b2 a3 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 . . . bn−2 an−1



















+

+ (−1)n+1b0ρ
−1bn−1 det



















b1 a2 b2 . . . 0

0 b2 a3 . . . 0

0 0 b4 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . bn−2



















+

+ (−1)n+1ρbn−1b0 det



















b1 0 0 . . . 0

a2 b2 0 . . . 0

b2 a3 b3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . bn−2



















+

+ (−1)2n+1b2n−1 det



















a1 b1 0 . . . 0

b1 a2 b2 . . . 0

0 b2 a3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . an−2



















=

= a0 detM1 − b20 detM2 + (−1)n+1ρ−1
∏n−1

i=0 bi + (−1)n+1ρ
∏n−1

i=0 bi − b2n−1 detM3,

onde M1 =























a1 b1 0 . . . 0 0

b1 a2 b2 . . . 0 0

0 b2 a3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 0 . . . bn−2 an−1























, M2 =



















a2 b2 . . . 0 0

b2 a3 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 . . . bn−2 an−1



















e
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M3 =



















a1 b1 0 . . . 0

b1 a2 b2 . . . 0

0 b2 a3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . an−2



















.

Então, detHn(1) = a0 detM1 − b20 detM2 + (−1)n+1
∏n−1

i=0 bi + (−1)n+1
∏n−1

i=0 bi −

b2n−1 detM3. Logo

detHn(ρ)− detHn(1) = (−1)n+1ρ−1
∏n−1

i=0 bi + (−1)n+1ρ
∏n−1

i=0 bi − (−1)n+1
∏n−1

i=0 bi −

(−1)n+1
∏n−1

i=0 bi. Assim

0− detH = (ρ−1 + ρ− 1− 1)(−1)n+1
∏n−1

i=0 bi = (trP − 2)(−1)n+1
∏n−1

i=0 bi. Portanto

trP − 2 =
(−1)n detH
∏n−1

i=0 bi
.

Corolário 2.1.1. Se (−1)n detH > 0 então (s0, . . . , sn−1) é uma órbita periódica

hiperbólica. Se (−1)n detH = 0 então (s0, . . . , sn−1) é uma órbita periódica parabólica.

Demonstração. Observemos que bi > 0. De fato,

bi =
∂2L

∂si+1∂si
(si, si+1) =

senαi senαi+1

L(si, si+1)
> 0,

pois αi ∈ (0, π) e αi+1 ∈ (0, π), então senαi > 0 e senαi+1 > 0.

Logo, se (−1)n detH > 0 então, pela fórmula de Mackay-Meiss, trP − 2 > 0, logo

(s0, . . . , sn−1) é uma órbita hiperbólica. Se (−1)n detH = 0 então, pela fórmula de

Mackay-Meiss, trP − 2 = 0, e assim (s0, . . . , sn−1) é uma órbita parabólica.

Caso (−1)n detH < 0, então pela fórmula de Mackay-Meiss, trP − 2 < 0, logo a

órbita (s0, . . . , sn−1) poderá ser hiperbólica, eĺıptica ou parabólica.

Apresentaremos agora a fórmula de Hill:

Teorema 2.2. (Fórmula de Hill) Sejam P = DF n, onde F (si−1, si) = (si, si+1), bi =
∂2L

∂si∂si+1

(si, si+1) e H a matriz Hessiana da aplicação A : D → R. Então,

det(P − I) =
(−1)n+1 detH

n−1
∏

i=0

bi

.

Demonstração. Observemos que det(P − I) = 2− trP .
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De fato, P é uma matriz 2 × 2, digamos P =

(

a b

c d

)

. Então, det(P − I) =

(a− 1)(d− 1)− bc = ad− a− d+1− bc = detP − trP +1 = 2− trP , pois detP = 1.

Desse modo, pela fórmula de Mackay-Meiss

det(P − I) = 2− trP =
(−1)n+1 detH

n−1
∏

i=0

bi

.

Antes de apresentar o corolário da fórmula de Hill, vejamos a seguinte proposição.

Proposição 2.3. Se det(P − I) < 0, então P tem um autovalor real ρ > 1.

Demonstração. Consideremos o polinômio caracteŕıstico G(ρ) = det(P − ρI). Suas

ráızes são os autovalores da solução periódica (s0, . . . , sn−1).

Observemos que G(ρ) → +∞ quando ρ → +∞. Por hipótese, G(1) < 0. Então,

∃ ρ ∈ (1,+∞) tal que G(P − ρI) = 0.

Corolário 2.2.1. Se (s0, . . . , sn−1) é um máximo local não-degenerado da ação A,

então (s0, . . . , sn−1) é uma órbita hiperbólica.

Demonstração. Pela fórmula de Hill,
(−1)n det(P − I)

∏n−1
i=0 bi

detH
= (−1)2n+1 < 0. Como

∏n−1
i=0 bi > 0 e (s0, . . . , sn−1) é um máximo local não-degenerado da ação A, obtemos:

• se n é par, então detH > 0, logo det(P − I) < 0;

• se n é ı́mpar, então detH < 0, logo det(P − I) < 0.

Assim, pela proposição anterior, P tem um autovalor real ρ > 1. Portanto, a órbita

(s0, . . . , sn−1) é hiperbólica.

2.3 Resultado

Temos agora resultados suficientes para demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Seja Γ uma curva plana, fechada, simples, de classe Ck, k ≥ 2, parame-

trizada pelo comprimento de arco s ∈ [0, l), onde l é o comprimento de Γ. Consideremos

T : [0, l)× (0, π) → [0, l)× (0, π) a aplicação de bilhar de Γ. Dado n ≥ 2, a aplicação

T possui pelo menos uma órbita periódica de peŕıodo n, hiperbólica ou parabólica.
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Demonstração. Como Γ é de classe Ck, k ≥ 2, provamos que T é um difeomorfismo de

classe Ck−1, k ≥ 2.

Pela proposição 2.2, o conjuntoDn = {(s0, . . . , sn−1) ∈ T
n = [0, l)n|si 6= si+1∀i ∈ Zn}

possui uma trajetória periódica (s0, . . . , sn−1) de peŕıodo n da aplicação T que corres-

ponde a um máximo da aplicação A : Tn → R, onde A(s0, . . . , sn−1) =
∑n−1

i=0 L(si, si+1)

e L(si, si+1) = ‖Γ(si+1)− Γ(si)‖ é a função geradora do bilhar.

Conforme vimos na demonstração da proposição 2.2, (s0, . . . , sn−1) é um ponto

cŕıtico de A em Dn, que pelo lema 2 corresponde a uma órbita periódica de peŕıodo n

da aplicação de bilhar T .

SejaH a matriz hessiana deA em (s0, . . . , sn−1). SeH é uma matriz não-degenerada,

como (s0, . . . , sn−1) é um ponto de máximo em A, segue pelo corolário 2.2.1 que a órbita

(s0, . . . , sn−1) é hiperbólica.

Se H é uma matriz degenerada, então detH = 0, logo pelo corolário 2.1.1, a órbita

(s0, . . . , sn−1) é parabólica.

O teorema de Birkhoff afirma que dada uma curva suave, fechada, plana, com

curvatura estritamente positiva, existem, para qualquer n > 0, pelo menos duas órbitas

periódicas de peŕıodo n da aplicação de bilhar, onde uma delas é um máximo da

aplicação A. Se esse máximo for um ponto cŕıtico de A, então a outra trajetória não

é um máximo da aplicação A.

Mostramos através das fórmulas de Mackay-Meiss e Hill, que a aplicação do bi-

lhar tem pelo menos uma órbita periódica de peŕıodo n, que pode ser hiperbólica ou

parabólica. Pelo teorema de Birkhoff, existe outra órbita que não é um máximo da

aplicação A, logo essa órbita poderá ser parabólica, hiperbólica ou eĺıptica.
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