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Introdução

O modelo de percolação de palavras que iremos estudar foi introduzido por

Benjamini e Kesten [2] em 1995. Nesse modelo consideramos um grafo infinito,

enumerável e conexo 𝒢 = (V,E) e uma família de variáveis aleatórias i.i.d. {𝑌𝑣}𝑣∈V

em que 𝑌𝑣 assume os valores 1 e 0 com probabilidades 𝑝 e (1−𝑝), respectivamente.

Temos que {𝑌𝑣 ∶ 𝑣 ∈ V} é mensurável no espaço de probabilidade (Ω,ℬ,P𝑝) onde

Ω = {0,1}V, ℬ é a 𝜎-álgebra gerada pelos cilindros finito-dimensionais em Ω e

P𝑝 =∏𝑣∈V 𝜇𝑣 é o produto de medidas de Bernoulli com parâmetro 𝑝.

Uma palavra é uma sequência semi-infinita 𝜉 = (𝜉1,𝜉2,...) ∈ Ξ = {0,1}N. Dizemos

que uma dada palavra 𝜉 é vista numa configuração 𝜔 ∈ Ω a partir de 𝑣 ∈ V se existe

um caminho auto-evitante 𝛾 = (𝑣0 = 𝑣, 𝑣1, 𝑣2,...) tal que 𝑌𝑣𝑖(𝜔) = 𝜉𝑖, ∀ 𝑖 ∈ N.

Nesse trabalho consideramos 𝒢 = Z𝑑, 𝑑 ≥ 1 e consideramos interações de alcance

𝑀 entre os vértices. Quando 𝑑 = 1 vamos mostrar que, se 𝑀 = 2, então quase cer-

tamente não vemos todas as palavras em 𝒢. Também iremos ver outros resultados

interessantes como, por exemplo, o cálculo da variância do número de maneiras

que uma dada palavra pode ser vista para 𝑀 ≥ 2. Esses resultados foram obtidos

por Grimmett, Liggett e Richthammer no artigo "Percolation of arbitrary words

in one dimension" de 2009 no qual baseamos a maior parte de nossos estudos.

Quando 𝑑 ≥ 2 e 𝑝 ∈ (0,1) iremos ver que existe um inteiro 𝑀 , que depende

de 𝑝, tal que quase certamente vemos todas as palavras em 𝒢 se considerarmos o

alcance 𝑀 . Esse resultado foi obtido por B.N.B de Lima, R. Sanchis e R.W.C.

Silva no artigo "Percolation of words on Z𝑑 with long-range connections" que foi

publicado em 2011.

Essa dissertação será dividida da seguinte maneira: No Capítulo 1 vamos de-

finir o modelo de percolação de palavras em Z+ e Z𝑑, no Capítulo 2 veremos os

resultados do artigo "Percolation of arbitrary words in one dimension" como, por

exemplo, que a probabilidade de 𝑀−ver uma palavra em Z+ quando 𝑀 = 2 é zero.

No Capítulo 3 mostraremos o resultado citado anteriormente obtido por B.N.B

de Lima, R. Sanchis e R.W.C. para o modelo de percolação de palavras em Z𝑑.

No Apêndice enunciaremos e provaremos alguns resultados que foram usados no
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decorrer da dissertação.



Capítulo 1

Percolação de Palavras

1.1 Definição do Modelo em Z+

Seja 𝒢 = (Z+,ℰ) o grafo orientado onde:

ℰ ∶= {(𝑖,𝑗) ∈ Z+ ×Z+, 𝑗 > 𝑖}

e considere o modelo de percolação de sítios em 𝒢 com parâmetro 𝑝 e espaço de

probabilidade (Ω,ℬ,P𝑝) onde Ω = {0,1}Z+ , ℬ é a 𝜎−álgebra formada pelos cilindros

e P𝑝 = ∏
𝑖∈Z+

P𝑖 com P𝑖({1}) = 𝑝 = 1 − P𝑖({0}) ∀ 𝑖 ≥ 1. Um elemento 𝜔 ∈ Ω será

denotado por 𝜔 = (𝜔1,𝜔2,...). Seja 𝑌 ∶ Ω Ð→ {0,1}Z+ um vetor aleatório tal que

∀𝑖 ≥ 1:

𝑌𝑖(𝜔) =

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

0, se 𝜔𝑖 = 0,

1, se 𝜔𝑖 = 1,

então 𝑌 (𝜔) = (𝑌1(𝜔),𝑌2(𝜔),...) tal que (𝑌𝑖(𝜔))𝑖≥1 é uma sequência de variáveis

aleatórias i.i.d. com distribuição Bernoulli de parâmetro 𝑝.

Definição 1. Uma palavra infinita é uma sequência 𝜉 = (𝜉1,𝜉2,𝜉3,...) ∈ Ξ = {0,1}N

e uma palavra finita de tamanho 𝑛 ∈ N é um elemento 𝜉𝑛 = (𝜉1,...,𝜉𝑛) ∈ {0,1}𝑛.

Uma observação importante é que, apesar dos conjuntos Ξ e Ω serem isomorfos,
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o leitor deve distinguir sempre um elemento 𝜉 ∈ Ξ de um elemento 𝜔 ∈ Ω.

Definição 2. Dados 𝑀 ∈ N, 𝜔 ∈ Ω e 𝜉 ∈ Ξ dizemos que a palavra 𝜉 é

M-vista em 𝒢 a partir do vértice 𝑗 (ou M-vista em 𝑌 𝑗(𝜔)) se existe uma sequên-

cia 𝑚 = (𝑚1,𝑚2,𝑚3,...) tal que:

1 ≤𝑚𝑖 −𝑚𝑖−1 ≤𝑀 ∀ 𝑖 ≥ 1 e 𝜉𝑖 = 𝑌𝑚𝑖
(𝜔) ∀ 𝑖 ≥ 1.

Nesse caso dizemos que a sequência (𝑚𝑖)𝑖≥1 é uma imersão de 𝜉 em 𝑌 𝑗(𝜔), aqui

consideramos 𝑚0 ∶= (𝑗 − 1).

De maneira análoga podemos definir uma imersão (𝑚𝑖)1≤𝑖≤𝑛 de uma palavra

finita 𝜉𝑛 em 𝑌 𝑗(𝜔). Quando 𝜉 é 𝑀-vista em 𝒢 a partir do vértice 𝑗 escreveremos

𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔), quando 𝑗 = 1 escreveremos 𝜉 À𝑀 𝑌 (𝜔).

Dados 𝜔 ∈ Ω, 𝑀 ∈ N e 𝑗 ∈ Z+ considere os seguinte conjuntos:

𝑆(𝑗,𝜔) ∶= {𝜉 ∈ Ξ; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔)};

𝑆∞(𝜔) ∶= ⋃
𝑗∈Z+

𝑆(𝑗,𝜔),

o primeiro conjunto é formado por todas as palavras que são M-vistas a partir do

vértice 𝑗 enquanto o segundo conjunto é formado por todas as palavras que são

vistas em 𝒢 iniciando em qualquer vértice.

Podemos fazer algumas perguntas em relação a eventos que estão relacionados

aos conjuntos acima.

Dado 𝑝 ∈ (0,1) será que existe 𝑀 grande o suficiente para que tenhamos:

1. P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(𝑗, 𝜔) = Ξ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+) > 0 ?

2. P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆∞(𝜔) = Ξ) = 1 ?
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Observe que o evento {𝜔 ∈ Ω; 𝑆∞(𝜔) = Ξ} é invariante por translação, logo

por ergodicidade da medida P𝑝 com respeito a translações a medida desse evento

assume apenas os valores 0 ou 1. Como o conjunto de vértices é Z+ a resposta para

as perguntas 1 e 2 é não, pois para qualquer𝑀 ∈ N com probabilidade 1 existirá um

bloco de 𝑀 +1 zeros consecutivos fazendo com que a palavra constante 𝜉 = (1,1,...)

quase certamente não seja 𝑀 -vista em Z+.

Mesmo se a resposta para a pergunta 2 for não, podemos fazer uma outra

pergunta: será que existe 𝑀 ∈ N tal que quase certamente conseguimos ver quase

todas as palavras?

Para poder fazer essa pergunta no nosso modelo precisamos introduzir uma

medida no espaço mensurável (Ξ,ℱ) onde ℱ é a 𝜎-álgebra formada pelos cilin-

dros em Ξ. A medida de probabilidade que iremos considerar é 𝜇 = ∏
𝑖∈N

𝜇𝑖 com

𝜇𝑖({1}) = 𝑞 ∈ (0,1) e 𝜇𝑖({0}) = 1 − 𝑞 ∀ 𝑖 ∈ N.
Então podemos perguntar se dados 𝑝,𝑞 ∈ (0,1) existe 𝑀 ∈ N tal que:

3. P𝑝(𝜔 ∈ Ω;𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 1?

Em [2] é mostrado a mensurabilidade dos eventos citados nas três perguntas

acima. Foi mostrado em [3] que a pergunta 3 tem resposta afirmativa para 𝑑 ≥ 2,

posteriormente em [4] foi mostrado que a pergunta 1 tem resposta afirmativa neste

caso. O artigo "Percolation of arbitrary words in one dimension"[1] é a parte

principal dessa dissertação, nele é mostrado que se 𝑑 = 1 e 𝑀 = 2 a pergunta 3 tem

resposta negativa. Logo era um problema em aberto dizer se a resposta para a

pergunta 3 seria verdadeira ou não para 𝑀 suficientemente grande. Recentemente

esta questão foi resolvida por Basu e Sly [5] dizendo que para todo 𝑝,𝑞 ∈ (0,1) a

pergunta 3 tem resposta afirmativa para 𝑑 = 1 e 𝑀 suficientemente grande.

1.2 Definição do Modelo em Z𝑑 com 𝑑 ≥ 2

Seja 𝒢 = (Z+,ℰ) onde:

ℰ ∶= {(𝑥,𝑦) ∈ Z𝑑 ×Z𝑑;∃! 𝑖 ∈ {1,...,𝑑} 𝑐𝑜𝑚 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖},
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𝑥 = (𝑥1,...,𝑥𝑑) e 𝑦 = (𝑦1,...,𝑦𝑑) e considere o modelo de percolação de sítios no grafo

𝒢 com parâmetro 𝑝 e espaço de probabilidade (Ω,ℬ,P𝑝) onde Ω = {0,1}Z
𝑑 , ℬ é a

𝜎−álgebra formada pelos cilindros e P𝑝 = ∏
𝑥∈Z𝑑

P𝑥 com P𝑥({1}) = 1 − P𝑥({0}) = 𝑝

∀ 𝑥 ∈ Z𝑑. Vamos denotar por 𝜔𝑥 o valor que o vértice 𝑥 assumir numa dada

configuração 𝜔. Seja 𝑌 ∶ Ω → Z𝑑 um vetor aleatório tal que para cada sítio 𝑥 ∈ Z𝑑

𝑌𝑥(𝜔) ∶= 𝜔𝑥. Logo (𝑌𝑥)𝑥∈Z𝑑 é uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com

distribuição Bernoulli de parâmetro 𝑝. Definimos uma palavra 𝜉 ∈ Ξ e o espaço de

probabilidade (Ξ,ℱ , 𝜇𝑞) da mesma maneira que fizemos para o modelo em Z+.

Definição 3. Dados 𝑀 ∈ N, 𝜔 ∈ Ω e 𝜉 ∈ Ξ dizemos que a palavra 𝜉 é 𝑀-vista

em 𝒢 a partir do vértice 𝑥 ∈ Z𝑑 (ou M-vista em 𝑌 𝑥(𝜔)) se existe um caminho

auto-evitante de vértices 𝛾 = (𝑥0 = 𝑥,𝑥1, 𝑥2,...) tal que para todo 𝑖 ≥ 1:

(𝑥𝑖,𝑥𝑖−1) ∈ ℰ , ⋃︀𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1⋃︀ ≤𝑀 𝑒 𝑌𝑥𝑖
(𝜔) = 𝜉𝑖.

Dado 𝑥 ∈ Z𝑑 sejam:

𝑆(𝑥,𝜔) ∶= {𝜉 ∈ Ξ; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑥(𝜔)};

𝑆∞(𝜔) ∶= ⋃
𝑥∈Z𝑑

𝑆(𝑥,𝜔).

Podemos fazer as mesmas perguntas que fizemos no caso em que 𝒢 = (Z+,ℰ).

Será que existe 𝑀 grande o suficiente para que tenhamos:

1. P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(𝑥,𝜔) = Ξ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑥 ∈ Z𝑑) = 1 ?

2. P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆∞(𝜔) = Ξ) = 1 ?

3. P𝑝(𝜔 ∈ Ω;𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 1?
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Observem que se a resposta da pergunta 1 for verdadeira então o mesmo aconte-

cerá com a resposta da pergunta 2 e que se a resposta da pergunta 2 for verdadeira

o mesmo ocorrerá com a resposta da pergunta 3.

Para 𝑝 = 1
2 e 𝑀 = 1 foi provado em [2] que se 𝑑 ≥ 10 então a resposta para a

pergunta 2 é sim e para 𝑑 ≥ 40 a pergunta 1 tem resposta afirmativa. Posterior-

mente foi provado em [4] um resultado mais geral: se 𝑑 ≥ 2 então para todo 𝑝 > 0

existe 𝑀(𝑝) tal que a resposta para a pergunta 2 é sim. Mostraremos esse último

resultado no Capítulo 3.



Capítulo 2

Percolação de Palavras em Z+

2.1 Independência da Escolha dos Parâmetros

O teorema abaixo afirma que se escolhermos quaisquer valores para os parâ-

metros 𝑝,𝑞 ∈ (0,1) e provarmos que, para todo 𝑀 ≥ 2, a probabilidade de 𝑀 -ver

quase todas as palavras é 0 então o mesmo vale ∀ 𝑝,𝑞 ∈ (0,1). Como Basu e Sly

provaram que pra 𝑝 = 𝑞 = 1
2 existe um 𝑀 ∈ N tal que quase todas as palavras são

𝑀 vistas em 𝒢 = (Z2,ℰ) então junto com o resultado abaixo temos que para todo

𝑝,𝑞 ∈ (0,1) existe 𝑀 ∈ N, que depende de 𝑝 e 𝑞, tal que quase todas as palavras são

𝑀 vistas em 𝒢.

Teorema 1. A validade das afirmações:

1- para todo 𝑀 ≥ 2 P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 0;

2- para todo 𝑀 ≥ 2 P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 (𝜔)) = 0,

independe dos valores escolhidos para 𝑝,𝑞 ∈ (0,1).

Antes de provar esse teorema vamos fazer alguns comentários.

Considere o vetor aleatório 𝑋 onde 𝑋𝑖(𝜉) = 𝜉𝑖 para todo 𝑖 ≥ 1. Se denotarmos

ℒ = 𝜇𝑞 × P𝑝 teremos, pela demonstração do Teorema 2 da Seção ??, que:
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∫
Ω
∫
Ξ
𝜒Λ𝑑𝜇𝑞𝑑P𝑝 = ℒ((𝜉,𝜔); 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+) =

= ℒ((𝜉,𝜔); 𝑋(𝜉)À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+) = P𝑝(𝜔 ∈ Ω;𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1).

(2.1)

Agora observe que:

ℒ((𝜉,𝜔); 𝑋(𝜉)À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+) ≤ ∑
𝑗∈Z+
ℒ((𝜉, 𝜔);𝑋(𝜉)À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔)),

como a medida do evento {(𝜉,𝜔);𝑋(𝜉) À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔)} independe do vértice 𝑗 segue

que se ℒ((𝜉, 𝜔);𝑋(𝜉) À𝑀 𝑌 (𝜔)) = 0 então P𝑝(𝜔 ∈ Ω;𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 0, ou seja,

para provar a primeira parte do Teorema 1 basta provarmos que a validade da

afirmação:

para todo 𝑀 ≥ 2 ℒ((𝜉, 𝜔);𝑋(𝜉)À𝑀 𝑌 (𝜔)) = 0

independe dos parâmetros 𝑝,𝑞 ∈ (0,1) onde 𝑋(𝜉) = (𝑋1(𝜉),𝑋2(𝜉),...),

𝑌 (𝜔) = (𝑌1(𝜔),𝑌2(𝜔),...) e as sequências de variáveis aleatórias (𝑋𝑖(𝜉))𝑖≥1 e

(𝑌𝑖(𝜔))𝑖≥1 são i.i.d. com distribuição de Bernoulli com parâmetros 𝑞 e 𝑝, res-

pectivamente.

Antes de provar o Teorema 1 iremos provar o seguinte resultado:

Lema 1. Sejam 𝑝,𝑝′ ∈ (0,1) e (𝑍𝑛)𝑛≥1 e (𝑍 ′
𝑛)𝑛≥1 sequências de variáveis aleatórias

i.i.d. com distribuição Bernoulli de parâmetros 𝑝 e 𝑝′, respectivamente. Temos

que:

(a) se 𝑝′ ∈ (︀𝑝2,1 − (1 − 𝑝)2⌋︀ então existe um acoplamento tal que 𝑍 ′ pode ser

3-vista em 𝑍;

(b) existe 𝑀 ≥ 2 e um acoplamento tal que 𝑍 ′ pode ser 𝑀-vista em 𝑍.
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Prova (a):

Seja ({0,1},𝒫({0,1}), 𝜋1) o espaço de probabilidade onde 𝜋1({1}) = 𝑝1 ∈ (︀0,1⌋︀ e

𝒫({0,1}) denota o conjunto das partes de {0,1}. Considere o produto dos espaços

de probabilidade:

(Ω1 = Ω × {0,1},ℬ1 = ℬ ⊗𝒫({0,1}),Ψ1 = P𝑝 × 𝜋1).

Iremos denotar um elemento de Ω1 por 𝜔1 = (𝜔,𝑘) onde 𝜔 ∈ Ω e 𝑘 ∈ {0,1}.

Dados 𝑝 e 𝑝′ ∈ (0,1) seja 𝑍 ∶ Ω1 Ð→ {0,1}Z
+ tal que ∀𝑖 ≥ 1 e ∀(𝜔,𝑘) ∈ Ω1:

𝑍𝑖(𝜔
1) =

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

1, se 𝜔𝑖 = 1,

0, se 𝜔𝑖 = 0.
(2.2)

Logo (𝑍𝑛)𝑛≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com distribuição

Bernoulli de parâmetro 𝑝 e independe do valor de 𝑘. Definimos agora uma outra

sequência 𝑍 ′ a partir de 𝑍 através do seguinte acoplamento:

𝑍 ′
𝑖(𝜔

1) =

)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

1, se (𝑍2𝑖(𝜔),𝑍2𝑖−1(𝜔)) = (1,1);

0, se (𝑍2𝑖(𝜔),𝑍2𝑖−1(𝜔)) = (0,0);

1, se (𝑍2𝑖(𝜔),𝑍2𝑖−1(𝜔)) = (1,0) 𝑜𝑢 (0,1) 𝑒 𝑘 = 1;

0, se (𝑍2𝑖(𝜔),𝑍2𝑖−1(𝜔)) = (1,0) 𝑜𝑢 (0,1) 𝑒 𝑘 = 0.

Então Ψ1(𝑍𝑖 = 1) = 𝑝2 + 2𝑝(1 − 𝑝)𝑝1, logo (𝑍 ′
𝑛)𝑛≥1 é uma sequência de variáveis

aleatórias i.i.d. com distribuição Bernoulli de parâmetro 𝑝′ = 𝑝2 + 2𝑝(1 − 𝑝)𝑝1,

e com essa construção temos que 𝑍 ′ é 3-vista em 𝑍 pois ∀𝑖 ≥ 1 𝑍 ′
𝑖 = 𝑍2𝑖 ou

𝑍 ′
𝑖 = 𝑍2𝑖−1. Como esse acoplamento pode ser feito para todo 𝑝1 ∈ (︀0,1⌋︀ temos que

𝑝′ ∈ (︀𝑝2, 𝑝2+2𝑝(1−𝑝)⌋︀ e o resultado segue observando que 𝑝2+2𝑝(1−𝑝) = 1−(1−𝑝)2.

Antes da prova da parte (b) do Lema 1 vamos ver a demonstração de uma

proposição que será usada na sua prova. Considere as funções definidas abaixo:

𝑓1 ∶ (0,1)Ð→ (0,1) 𝑓2 ∶ (0,1)Ð→ (0,1)
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onde 𝑓1(𝑝) = 𝑝2 e 𝑓2(𝑝) = 1−(1−𝑝)2, temos que essas funções satisfazem as seguintes

propriedades que são de simples verificação:

i) as funções 𝑓1(𝑝) e 𝑓2(𝑝) são estritamente crescentes;

ii) 𝑓1(𝑝) < 𝑝 < 𝑓2(𝑝), ∀ 𝑝 ∈ (0,1);

iii) 𝑓1 ○ 𝑓1 ○ ... ○ 𝑓1(𝑝)
)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

𝑘 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

= 𝑓
(𝑘)
1 (𝑝) = 𝑝2

𝑘
⇒ lim

𝑘→∞
𝑓
(𝑘)
1 (𝑝) = 0, ∀ 𝑝 ∈ (0,1) ;

iv) 𝑓2 ○ 𝑓2 ○ ... ○ 𝑓2(𝑝)
)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

𝑘 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

= 𝑓
(𝑘)
2 (𝑝) = 1 − (1 − 𝑝)2

𝑘
⇒ lim

𝑘→∞
𝑓
(𝑘)
2 (𝑝) = 1, ∀ 𝑝 ∈ (0,1).

Proposição 1. Dados 𝑝,𝑝′ ∈ (0,1), com 𝑝′ > 𝑝, existem 𝑟0, 𝑟1, ...,𝑟𝑘 ∈ (0,1) com

𝑟0 = 𝑝 e 𝑟𝑘 = 𝑝′ tais que 𝑟𝑛+1 ∈ (︀𝑓1(𝑟𝑛), 𝑓2(𝑟𝑛)⌋︀ ∀ 0 ≤ 𝑛 ≤ (𝑘 − 1).

Prova:

Considere a sequência {𝑟𝑛}𝑛≥0 ⊂ (︀0,1⌋︀ tal que:

𝑟0 = 𝑝, 𝑒 𝑟𝑛 = 𝑓2(𝑟𝑛−1) ∀𝑛 ≥ 1

das propriedades (𝑖) e (𝑖𝑖) segue que a sequência 𝑟𝑛 é estritamente crescente e,

observando que 𝑟𝑛 = 𝑓
(𝑛)
2 (𝑝), temos pela propriedade (𝑖𝑣) que lim

𝑛→∞
𝑟𝑛 = 1, logo:

∃𝑁0 ∈ N 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑟𝑛 ≥ 𝑝′ ∀𝑛 ≥ 𝑁0.

Seja 𝑘 ∶= min{𝑛 ∈ N; 𝑟𝑛 ≥ 𝑝′}, se definirmos 𝑟𝑘 ∶= 𝑝′ teremos que

𝑟0, 𝑟1,...,𝑟𝑘 ∈ (0,1) com 𝑟0 = 𝑝 e 𝑟𝑘 = 𝑝′ e pela propriedade (𝑖𝑖) segue que

𝑟𝑛+1 ∈ (︀𝑓1(𝑟𝑛), 𝑓2(𝑟𝑛) = 𝑟𝑛+1⌋︀ ∀ 0 ≤ 𝑛 ≤ (𝑘 − 1).
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Prova do Lema 1 - (b):

Suponha que 𝑝′ ≥ 𝑝, se 𝑝′ = 𝑝 ⇒ 𝑝′ ∈ (︀𝑝2,1 − (1 − 𝑝)2⌋︀ e o resultado segue da

parte (a).

Se 𝑝′ > 𝑝 sejam 𝑍0,𝑍1,...,𝑍𝑘 vetores aleatórios com distribuição Bernoulli

de parâmetros 𝑟0,𝑟1,...,𝑟𝑘 tal que os parâmetros satisfazem as condições da

Proposição 1 e 𝑍0 ∶= 𝑍 (dado pela equação 2.2).

Como 𝑟𝑛+1 ∈ (︀𝑓1(𝑟𝑛), 𝑓2(𝑟𝑛)⌋︀ ∀ 0 ≤ 𝑛 ≤ (𝑘 − 1) temos, pela parte (a), que

existem acoplamentos tais que:

𝑍0 À3 𝑍
1 À3 𝑍

2 À3 ...À3 𝑍
𝑘

observando que dadas três palavras 𝑋,𝑌 e 𝑍 e 𝑁,𝐾 ∈ N tais que 𝑋 À𝑁 𝑌 e

𝑌 À𝐾 𝑍 então 𝑋 À𝑁𝐾 𝑍 segue que 𝑍0 À3𝑘 𝑍
𝑘 onde (𝑍0

𝑖 )𝑖≥1 e (𝑍
𝑘
𝑖 )𝑖≥0 são sequên-

cias de variáveis aleatórias com distribuição Bernoulli de parâmetros 𝑟0 = 𝑝 e 𝑟𝑘 = 𝑝′,

respectivamente.

Esses acoplamentos são feitos de maneira parecida com a que foi feita na de-

monstração da parte a, a diferença é que agora esses vetores aleatórios são mensu-

ráveis no espaço de probabilidade (Ω𝑘 = Ω×{0,1}𝑘,ℬ⊗𝒫({0,1}𝑘),Ψ𝑘 = P𝑝×∏
𝑘
𝑖=1 𝜋𝑖)

onde 𝜋𝑖({1}) = 𝑝𝑖 ∈ (︀0,1⌋︀ ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

Para o caso em que 𝑝 > 𝑝′ a demonstração é parecida, a diferença é que usamos

a função 𝑓1 em vez de 𝑓2 para definir a sequência (𝑟𝑛)𝑛≥0 e usamos o fato de que

lim𝑘→∞ 𝑓𝑘
1 (𝑝) = 0.

Vamos agora provar o Teorema 1, dividimos a prova em duas partes.

Prova do Teorema 1 - Parte 1:

Sejam 𝑝𝑋 , 𝑝𝑋′ , 𝑝𝑌 , 𝑝𝑌 ′ ∈ (0,1). Pelo Lema 1 (parte b) existem 𝑀𝑋 ,𝑀𝑌 ∈ N,
sequências de variáveis aleatórias i.i.d𝑋,𝑋 ′,𝑌,𝑌 ′ ((𝑋,𝑋 ′) independente de (𝑌,𝑌 ′))

com distribuição Bernoulli de parâmetros 𝑝𝑋 , 𝑝𝑋′ , 𝑝𝑌 , 𝑝𝑌 ′ , respectivamente, e um

acoplamento num espaço de probabilidade apropriado, que denotaremos por

(Θ1,ℬ̃1,Φ1), tais que:
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𝑋 ′ À𝑀𝑋
𝑋 𝑒 𝑌 À𝑀𝑌

𝑌 ′.

Então, para todo 𝑀 ≥ 2 teremos,

{𝜃1 ∈ Θ1;𝑋 À𝑀 𝑌 } ⊂ {𝜃1 ∈ Θ1;𝑋
′ À𝑀𝑋𝑀𝑌 𝑀 𝑌 ′}

ou seja, se escolhermos quaisquer 𝑝′𝑋 e 𝑝′𝑌 ∈ (0,1) e provarmos que ∀𝑀 ′ ≥ 2

Φ1(𝜃1 ∈ Θ1;𝑋 ′ À𝑀 ′ 𝑌 ′) = 0 teremos que Φ1(𝜃1 ∈ Θ1;𝑋 À𝑀 𝑌 ) = 0, ∀𝑀 ≥ 2

Prova do Teorema 1 - Parte 2:

Sejam 𝑝𝑌 , 𝑝𝑌 ′ ∈ (0,1). Pelo Lema 1 existem 𝑀𝑌 ∈ N, sequências de variáveis

aleatórias i.i.d. 𝑌,𝑌 ′ com distribuição Bernoulli de parâmetros 𝑝𝑌 , 𝑝𝑌 ′ , respectiva-

mente, e um acoplamento num espaço de probabilidade apropriado, que denotare-

mos por (Θ2,ℬ̃2,Φ2), tais que:

𝑌 À𝑀𝑌
𝑌 ′.

Então, para todo 𝑀 ≥ 2 teremos,

{𝜃2 ∈ Θ2; 𝜉 À𝑀 𝑌 } ⊂ {𝜃2 ∈ Θ2; 𝜉 À𝑀𝑌 𝑀 𝑌 ′}

ou seja, se escolhermos qualquer 𝑝′𝑌 ∈ (0,1) e provarmos que ∀𝑀 ′ ≥ 2

Φ2(𝜃2 ∈ Θ2; 𝜉 À𝑀 ′ 𝑌 ′) = 0 teremos que Φ2(𝜃2 ∈ Θ2; 𝜉 À𝑀 𝑌 ) = 0, ∀𝑀 ≥ 2.
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2.2 Probabilidade de uma palavra ser 2-vista é zero

Para demonstrar o principal resultado dessa seção precisaremos do

Corolário 1 do Teorema 2 cujo enunciado e prova seguem após as demonstrações

do lema abaixo e do Teorema 2 .

Lema 2. Seja 𝜌𝑝 ∶ ΞÐ→ (︀0,1⌋︀ onde:

𝜌𝑝(𝜉) ∶= P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+).

Temos que ∀ 𝑝 ∈ (0,1), 𝜌𝑝 é uma função ℱ-mensurável e assume apenas os

valores 0 ou 1.

Prova:

A prova de que 𝜌𝑝 é ℱ -mensurável pode ser encontrada em [2]. Para a segunda

parte seja 𝜉 ∈ Ξ, observe que o valor de P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔)) independe de

𝑗 ∈ Z+. Se esse valor é 0 então 𝜌𝑝(𝜉) = 0. Se for maior que 0 então pelo Teorema

Ergódico 𝜉 é vista em 𝑌 𝑗(𝜔) para infinitos valores de 𝑗, logo 𝜌𝑝(𝜉) = 1.

Teorema 2. Dados os espaços de probabilidade (Ω,ℬ,P𝑝) e (Ξ,ℱ , 𝜇𝑞) temos que

∀ 𝑀 ∈ N:

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 𝜇𝑞(𝜉 ∈ Ξ; 𝜌𝑝(𝜉) = 1).

Antes de provar esse teorema vamos definir o conjunto:

Λ ∶= {(𝜉, 𝜔) ∈ Ξ ×Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+).

Temos que Λ ∈ ℱ × ℬ, como pode ser visto em [2].

Prova do Teorema 1:

Usando o Lema 2 desse capítulo e denotando por 𝜒𝐴 a função indicadora de

um conjunto arbitrário 𝐴 temos que:
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∫
Ξ
∫
Ω
𝜒Λ𝑑P𝑝𝑑𝜇𝑞 = ∫

Ξ
P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+)𝑑𝜇𝑞 =

= ∫
Ξ
𝜌𝑝(𝜉)𝑑𝜇𝑞 = ∫

{𝜉∈Ξ; 𝜌𝑝(𝜉)=1}
𝑑𝜇𝑞 = 𝜇𝑞(𝜉 ∈ Ξ; 𝜌𝑝(𝜉) = 1). (2.3)

Invertendo a ordem de integração e usando o fato de que 𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) ∈ {0,1}

temos:

∫
Ω
∫
Ξ
𝜒Λ𝑑𝜇𝑞𝑑P𝑝 = ∫

Ω
𝜇𝑞(𝜉 ∈ Ξ; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+)𝑑P𝑝 =

= ∫
Ω
𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔))𝑑P𝑝 = ∫

{𝜔∈Ω; 𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔))=1}
𝑑P𝑝 = P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1). (2.4)

Pelo Teorema de Fubini as expressões 2.3 e 2.4 são iguais.

Corolário 1. Se para todo 𝜉 ∈ Ξ tivermos P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 (𝜔)) = 0 então:

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜇𝑞(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 0.

Prova:

Dado 𝜉 ∈ Ξ temos que:

𝜌𝑝(𝜉) = P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑗 ∈ Z+) = P𝑝 (⋃
𝑗∈Z+

{𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔)}) ≤

≤ ∑
𝑗∈Z+

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 𝑗(𝜔)) = ∑
𝑗∈Z+

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 (𝜔)) = 0.
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Portanto:

𝜌𝑝(𝜉) = 0 ∀ 𝜉 ∈ Ξ⇒ 𝜇𝑞(𝜉 ∈ Ξ; 𝜌𝑝(𝜉) = 1) = 0⇒ P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝜇(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 0,

onde a última implicação segue do Teorema 2.

A partir desse momento, nesse capítulo, vamos considerar o caso em que

𝑝 = 𝑞 =
1

2
e iremos omitir esses parâmetros nas notações. Agora mostraremos que

a probabilidade de 𝑀 -ver quase todas as palavras em 𝒢 quando 𝑝 = 𝑞 = 1
2 e 𝑀 = 2

é zero provando o seguinte teorema:

Teorema 3. Se 𝑀 = 2 então P(𝜔 ∈ Ω;𝜇(𝑆∞(𝜔)) = 1) = 0.

Antes de prová-lo daremos algumas definições e vamos demonstrar alguns re-

sultados auxiliares.

Dadas duas sequências {𝑎𝑖}∞𝑖=1 e {𝑏𝑖}
∞
𝑖=1 dizemos que {𝑎𝑖}∞𝑖=1 < {𝑏𝑖}

∞
𝑖=1 na ordem

do dicionário se existe 𝑛 > 0 tal que 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 ∀ 𝑖 < 𝑛 e 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛.

Definição 4. Sejam 𝜉 ∈ Ξ, 𝑀 ∈ N e 𝜔 ∈ Ω tais que existe pelo menos uma imersão

de 𝜉 em 𝑌 (𝜔). Dizemos que a imersão {𝑚𝑖}𝑖≥1 de 𝜉 em 𝑌 (𝜔) é uma imersão

padrão (I.P.) se ela é a menor imersão na ordem do dicionário.

Iremos denotar por 𝐴𝑛 ∶= (1,0,1,0...) ∈ {0,1}𝑛 a palavra alternada de tamanho

𝑛, 𝐴−1
𝑛 ∶= (0,1,0,1,...) ∈ {0,1}(𝑛−1), 𝛼 ∶= 1 −

1

2𝑀
e 𝛽 ∶= 1 − 𝛼 =

1

2𝑀
. Temos que 𝐴−1

𝑛 é

a palavra 𝐴𝑛 quando retiramos o primeiro dígito.

Definição 5. Dados 𝜉𝑛 ∈ {0,1}𝑛, 𝑀 ∈ N e 𝑘 ∈ N definimos:

𝐵𝑛,𝑘 ∶= {𝜔 ∈ Ω; 𝐴𝑛 𝑒 𝑀 − 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑚 𝑌 (𝜔) 𝑒 𝑎 𝐼.𝑃. inicia-se 𝑛𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 𝑘}.

Para calcular a probabilidade do evento 𝐵𝑛,𝑘 usaremos a seguinte notação:
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𝑣𝑛,𝑘 ∶= P(𝐵𝑛,𝑘);

𝑣𝑛 ∶= ∑
𝑀
𝑘=1 𝑣𝑛,𝑘;

𝑣′𝑛 ∶= 𝑣𝑛,𝑀 .

Observe que 𝑣𝑛 é a probabilidade de 𝐴𝑛 possuir uma imersão em 𝑌 (𝜔).

Lema 3. Temos que, para todo 𝑛 ≥ 1, 𝑣𝑛 e 𝑣′𝑛 satisfazem as relações:

𝑣𝑛 = 𝛼𝑣𝑛−1 + (𝛼 −𝑀𝛽)𝑣′𝑛−1 (2.5)

𝑣′𝑛 = 𝛽𝑣𝑛−1 + (𝑀 − 1)𝛽𝑣′𝑛−1 (2.6)

com condições iniciais 𝑣0 = 1 e 𝑣′0 = 0, e

𝑣𝑛+1 = (𝛼 + (𝑀 − 1)𝛽)𝑣𝑛 − 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝑣𝑛−1, ∀𝑛 ≥ 1, (2.7)

com condições iniciais 𝑣0 = 1 e 𝑣1 = 𝛼.

Prova:

Se 𝜔 ∈ 𝐵𝑛,𝑘 então 𝑌𝑘(𝜔) = 1 e (𝑌𝑝−1(𝜔),𝑌𝑝(𝜔)) ≠ (1,0) ∀ 1 ≤ 𝑝 ≤ (𝑘−1) pois caso

contrário existiria uma imersão de 𝐴𝑛 em 𝑌 (𝜔) começando no vértice (𝑝 − 1) < 𝑘.

Logo se 𝜔 ∈ 𝐵𝑛,𝑘 temos duas possibilidades disjuntas:

𝑖) (𝑌1(𝜔),..., 𝑌𝑘−1(𝜔)) = (0,...,0), 𝑌𝑘(𝜔) = 1 e (𝑌𝑘+1(𝜔),𝑌𝑘+2(𝜔)...) contém alguma

imersão de 𝐴−1
𝑛 .

𝑖𝑖) 𝑌𝑘(𝜔) = 1, (𝑌1(𝜔),..., 𝑌𝑘−1(𝜔)) contém algum bloco de 1’s e (𝑌𝑘+1(𝜔),𝑌𝑘+2(𝜔)...)

tem pelo menos uma imersão de 𝐴−1
𝑛 sendo que sua I.P. iniciará no vértice

𝑚1 =𝑀 +𝑘 (ou seja, começará na posição relativa 𝑀), caso contrário existirá uma
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sequência (𝑘 − 1),𝑚1,𝑚2,... que será uma imersão de 𝐴𝑛 em 𝑌 (𝜔) começando na

posição (𝑘−1) contrariando o fato de que a I.P. de 𝜉𝑛 em 𝑌 (𝜔) se inicia no vértice 𝑘.

Se denotarmos por 𝐶𝑖 o conjunto dos 𝜔 ∈ Ω tais que ocorre 𝑖, para 𝑖 = 1,2,

teremos que ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤𝑀 e 𝑛 ≥ 1 vale:

𝑣𝑛,𝑘 = P(𝐵𝑛,𝑘) = P(𝐶1 ∪𝐶2) = P(𝐶1) + P(𝐶2) =
1

2𝑘
𝑣𝑛−1 +

(𝑘 − 1)

2𝑘
𝑣𝑛−1,𝑀 (2.8)

com condição incial 𝑣1,𝑘 =
1

2𝑘
.

Estamos usando o fato de que a probabilidade de 𝑀 −𝑣𝑒𝑟 a palavra 𝐴−1
𝑛 é igual

a de 𝑀 −𝑣𝑒𝑟 a palavra 𝐴𝑛−1 = (1,0,...) ∈ {0,1}𝑛−1 pois a probabilidade de um termo

da sequência ser 0 ou 1 é a mesma.

Substituindo 𝑘 =𝑀 na equação 2.8 obtemos a equação 2.6 do Lema 3.

Somando sobre 𝑘 a equação 2.8 temos:

𝑣𝑛 =
𝑀

∑
𝑘=1

𝑣𝑛,𝑘 = 𝑣𝑛−1
𝑀

∑
𝑘=1

1

2𝑘
+ 𝑣𝑛−1,𝑀

𝑀

∑
𝑘=1

(𝑘 − 1)

2𝑘
= 𝛼𝑣𝑛−1 + (𝛼 −𝑀𝛽)𝑣𝑛−1,𝑀 .

O primeiro somatório é a soma finita de uma progressão geométrica de razão
1
2 (cujo resultado é 𝛼) e o resultado do segundo somatório segue da Proposição 6

do Apêndice, portanto usando o fato de que 𝑣𝑛−1,𝑀 = 𝑣′𝑛−1 temos a equação 2.5 do

Lema 3.

Para obter a equação 2.7 primeiro multiplicamos a equação 2.6 por (𝛼 −𝑀𝛽),

(𝛼 −𝑀𝛽)𝑣′𝑛 = (𝛼 −𝑀𝛽)𝛽𝑣𝑛−1 + (𝛼 −𝑀𝛽)(𝑀 − 1)𝛽𝑣′𝑛−1

isolamos o termo (𝛼 −𝑀𝛽)𝑣′𝑛−1 na equação 2.5 e substituímos na equação acima

para obter,

𝑣𝑛+1 − 𝛼𝑣𝑛 = (𝛼 −𝑀𝛽)𝛽𝑣𝑛−1 + 𝛽(𝑀 − 1)(𝑣𝑛 − 𝛼𝑣𝑛−1)⇒
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⇒ 𝑣𝑛+1 = (𝛼 + (𝑀 − 1)𝛽)𝑣𝑛 − 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝑣𝑛−1.

Lema 4. Para todo 𝑀 ≥ 2 temos que 𝑣𝑛 decai exponencialmente para 0.

Prova:

Vamos resolver a equação recursiva 2.7. O polinômio característico associado

é:

𝑓(𝜆) = 𝜆2 − (𝛼 + (𝑀 − 1)𝛽)𝜆 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼).

Para 𝑀 ≥ 2 temos que:

� 𝑓(0) = 𝛽(𝑀 − 2𝛼) = 𝛽 (𝑀 − 2 +
2

2𝑀
) > 0;

� 𝑓(𝑀𝛽) = 2𝛽(𝑀𝛽 − 𝛼) = 2𝛽 (
𝑀

2𝑀
− 1 +

1

2𝑀
) < 0;

� 𝑓(𝛼) = 𝛽(𝑀𝛽 − 𝛼) < 0;

� 𝑓(1) = 2𝛽2 > 0.

Logo se 𝜆1 e 𝜆2 são as duas raízes de 𝑓 então 𝜆1 ∈ (0,𝑀𝛽) e 𝜆2 ∈ (𝛼,1) e esses

dois intervalos são disjuntos pois:

𝑀𝛽 =
𝑀

2𝑀
<

2𝑀 − 1

2𝑚
= 1 −

1

2𝑀
= 𝛼.

Temos então que 𝑣𝑛 = 𝑘1𝜆𝑛
1 +𝑘2𝜆

𝑛
2 com 𝑘1,𝑘2 ∈ R, não simultaneamente nulos, e

𝜆1, 𝜆2 ∈ (0,1).

Dado 𝜉𝑛 ∈ {0,1}𝑛 seja 𝑊𝑚, com 1 ≤𝑚 ≤ 𝑛, a palavra formada pelos últimos 𝑚

dígitos de 𝜉𝑛 e

𝐹𝑚,𝑘 ∶= {𝜔 ∈ Ω; 𝑊𝑚 𝑒 2 − 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑚 𝑌 (𝜔) 𝑒 𝑎 𝐼.𝑃. 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎 𝑛𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 𝑘}.
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Observe que 𝑘 ∈ {1,2} pois 𝑀 = 2. Vamos denotar:

𝑤𝑚,𝑘 ∶= P(𝐹𝑚,𝑘);

𝑤𝑚 ∶= 𝑤𝑚,1 +𝑤𝑚,2;

𝑤′
𝑚 ∶= 𝑤𝑚,2.

Lema 5. Temos que, para todo 1 ≤𝑚 ≤ 𝑛, 𝑤𝑚 e 𝑤′
𝑚 satisfazem as relações:

𝑤𝑚 ≤
3

4
𝑤𝑚−1 +

1

4
𝑤′

𝑚−1 (2.9)

𝑤′
𝑚 ≤

1

4
𝑤𝑚−1 +

1

4
𝑤′

𝑚−1 (2.10)

com condições iniciais 𝑤1 =
3

4
e 𝑤′

1 =
1

4
.

Prova:

A partir daqui denotaremos por 𝑎 um dígito genérico de {0,1} e por 𝑏 o número

(1 − 𝑎).

Seja 𝑊𝑚 = (𝑎,...), temos que se 𝜔 ∈ 𝐹𝑚,1 então 𝑌1(𝜔) = 𝑎 e 𝑊𝑚−1 é 2-vista em

(𝑌2(𝜔), 𝑌3(𝜔),...) logo:

𝑤𝑚,1 =
1

2
𝑤𝑚−1. (2.11)

Se 𝜔 ∈ 𝐹𝑚,2 então temos duas possibilidades:

� 𝑌1(𝜔) = 𝑎, 𝑌2(𝜔) = 𝑎 e 𝑊𝑚−1 é 2-vista em (𝑌3(𝜔),𝑌4(𝜔),...) com I.P. iniciando

em 𝑌4(𝜔) (caso contrário a I.P. de 𝑊𝑚 iniciaria no vértice 1);

� 𝑌1(𝜔) = 𝑏, 𝑌2(𝜔) = 𝑎 e 𝑊𝑚−1 é 2-vista em (𝑌3(𝜔),𝑌4(𝜔),...);
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sendo assim, obtemos a equação 2.10 do Lema 5:

𝑤′
𝑚 = 𝑤𝑚,2 ≤

1

4
𝑤𝑚−1,2 +

1

4
𝑤𝑚−1. (2.12)

Temos que na equação acima não vale a igualdade pois se tomarmos

𝑊3 = (𝑎,𝑎,𝑏) e uma configuração 𝜔 tal que 𝑌 (𝜔) = (𝑎,𝑎,𝑎,𝑏,𝑎,...) teremos que a

I.P. de 𝑊3 em 𝑌 (𝜔) inicia no vértice 1 não contribuindo para o lado esquerdo da

desigualdade, porém 𝑊2 = (𝑎,𝑏) é 2-vista em 𝑌 (𝜔) e a I.P. inicia no vértice 2 logo

contribui para o lado direito da desigualdade.

Para obter a equação 2.9 do Lema 5 basta somar as equações 2.11 e 2.12 e usar

o fato de que 𝑤𝑚 = 𝑤𝑚,1 +𝑤𝑚,2.

Prova do Teorema 3

Primeiro vamos provar que 𝑤𝑛 ≤ 𝑣𝑛, ∀ 𝑛 ∈ N. Para isso provaremos que dados

𝑛 ∈ N e 𝜉𝑛 ∈ {0,1}𝑛 vale a afirmação:

𝑤𝑚 ≤ 𝑣𝑚 𝑒 𝑤′
𝑚 ≤ 𝑣′𝑚, ∀ 1 ≤𝑚 ≤ 𝑛.

Faremos essa prova por indução em 𝑚.

Para 𝑚 = 0 basta usar o Lema 3 para ver que 𝑣1 =
3

4
= 𝑤1 e 𝑣′1 =

1

4
= 𝑤′

1.

Agora suponha que a afirmação seja verdadeira para 𝑚 = 𝑘 < 𝑛, então pelo

Lema 5, temos que 𝑤𝑘+1 ≤
3

4
𝑤𝑘 +

1

4
𝑤′

𝑘 e pela hipótese de indução segue que

𝑤𝑘+1 ≤
3

4
𝑣𝑘 +

1

4
𝑣′𝑘 = 𝑣𝑘+1 onde a última igualdade segue do Lema 3.

Para a segunda parte da afirmação seguimos o mesmo raciocínio

𝑤′
𝑘+1 ≤

1

4
𝑤𝑘 +

1

4
𝑤′

𝑘 e pela hipótese de indução segue que 𝑤𝑘+1 ≤
1

4
𝑣𝑘 +

1

4
𝑣′𝑘 = 𝑣′𝑘+1.

Então usando o Lema 4 e a afirmação que acabamos de provar temos que

lim
𝑛→∞

𝑣𝑛 = 0⇒ lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 = 0 logo:

P(𝜔 ∈ Ω; 𝜉 À𝑀 𝑌 (𝜔)) = 0 ∀ 𝜉 ∈ Ξ

e o resultado segue do Corolário 1 do Teorema 2.
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2.3 Variáveis Aleatórias 𝜏𝑘 e 𝑇𝑘

Dada uma palavra 𝜉𝑛 ∈ {0,1}𝑛 podemos definir as seguintes variáveis aleatórias

para todo 𝑘 ≥ 0:

𝑇𝑘+1(𝜔) ∶= min{𝑖 > 𝑇𝑘(𝜔) ∶ 𝑌𝑖(𝜔) = 𝜉𝑘+1} 𝑐𝑜𝑚 𝑇0 ∶= 0 𝑒 𝜏𝑘+1(𝜔) ∶= 𝑇𝑘+1(𝜔)−𝑇𝑘(𝜔).

Sempre que não trazer prejuízo para o entendimento das afirmações iremos

omitir o termo 𝜔 na notação das variáveis 𝜏 e 𝑇 .

Observe que (𝑇𝑘+1 − 𝑇𝑘) = 𝜏𝑘+1 >𝑀 se, e somente se,

𝑌𝑗(𝜔) ≠ 𝜉𝑘+1 ∀ 𝑗 ∈ {𝑇𝑘 + 1, 𝑇𝑘 + 2,...,𝑇𝑘 +𝑀},

logo:

P(𝜏𝑘 >𝑀) =
1

2𝑀
∀ 𝑘 ≥ 1,

ou seja, (𝜏𝑘)𝑘≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com distribuição

geométrica de parâmetro 1
2 .

Temos que os valores de 𝜏1,...,𝜏𝑛 em geral não determinam se uma dada palavra

𝜉𝑛 é 𝑀 -vista. Como exemplo considere 𝑛 = 4, 𝑀 = 2, 𝜉4 = (1,1,0,0) e uma

configuração 𝜔 tal que 𝑌 (𝜔) = (1,1,0,1,1,0,...), nesse caso temos que 𝜏1 = 1, 𝜏2 = 1,

𝜏3 = 1 e 𝜏4 = 3. Se 𝜉4 é 2-vista em 𝑌 (𝜔) então os três primeiros vértices em que isso

ocorre devem ser 2,4 e 6 e o quarto vértice poderá ser o 7 ou o 8, portanto apenas

𝜏1,...,𝜏4, em geral, não nos diz se é possível ver uma dada palavra de tamanho 4.

Nessa seção vamos provar alguns resultados que relacionam condições sobre 𝜏

e 𝑇 e a probabilidade de 𝑀 -ver uma dada palavra 𝜉𝑛.

Proposição 2. Dada uma configuração 𝜔 ∈ Ω a palavra 𝜉𝑛 = 1 ∶= (1,...1) ∈ {0,1}𝑛

é M-vista em 𝑌 (𝜔) se, e somente se, 𝜏𝑘 ≤𝑀 ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Para provar esse teorema usaremos o seguinte lema:

Lema 6. Seja 𝜉𝑛 = (𝜉1,...,𝜉𝑛), se 𝜉𝑛 é vista nos vértices (𝑚1,...,𝑚𝑛), então 𝑇𝑘 ≤𝑚𝑘

∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Em particular, se 𝜉𝑛 é M-vista, então 𝑇𝑘 ≤ 𝑘𝑀, ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
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Prova do Lema 6:

Defina 𝑚0 ∶= 𝑇0 = 0, vamos provar, por indução em 𝑘, que 𝑇𝑘 ≤ 𝑚𝑘 ∀ 𝑘 ≥ 0.

O caso inicial 𝑘 = 0 segue da definição acima, para o passo indutivo assuma que

𝑇𝑘 ≤ 𝑚𝑘. Sem perda de generalidade vamos considerar que 𝜉𝑘+1 = 1. Temos

que 𝑇𝑘+1 é a primera localização de um 1 após o vértice 𝑇𝑘, já 𝑚𝑘+1 é alguma

localização de um 1 após o vértice 𝑚𝑘 > 𝑇𝑘 (𝑚𝑘 > 𝑇𝑘 pela hipótese de indução), ou

seja 𝑇𝑘+1 ≤𝑚𝑘+1.

Para a segunda parte basta observar que se 𝜉𝑛 é 𝑀 -vista então

(𝑚𝑖 −𝑚𝑖−1) ≤𝑀, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 e:

𝑇𝑘 ≤𝑚𝑘 =
𝑘

∑
𝑖=1

(𝑚𝑖 −𝑚𝑖−1) ≤ 𝑘𝑀.

Prova da Proposição 2

Se 𝜏𝑘 ≤ 𝑀 , ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, então 𝜉𝑛 = 1 será 𝑀 -vista nos vértices (𝑇1,...,𝑇𝑛),

observe que essa afirmação independe da palavra 𝜉𝑛 ser constante.

Agora suponha que 𝜉𝑛 = 1 é 𝑀 -vista em 𝑌 (𝜔) nos vértices (𝑚1,...,𝑚𝑛), como

𝜉𝑛 é constante e (𝑚𝑖+1 −𝑚𝑖) ≤ 𝑀 para 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 então não existirá um bloco de

𝑀 0′𝑠 consecutivos antes do vértice 𝑚𝑛. Pelo Lema 6 𝑇𝑛 ≤ 𝑚𝑛, logo existirá pelo

menos um 1 a cada𝑀 vértices consecutivos entre os vértices 1 e 𝑇𝑛, ou seja, 𝜏𝑘 ≤𝑀

∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Proposição 3. Dada uma configuração 𝜔 ∈ Ω temos que a palavra alternada 𝐴𝑛

é M-vista em 𝑌 (𝜔) se, e somente se:

𝑇𝑘 ≤ 𝑘𝑀, ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 𝑒 𝑇𝑘 − 𝑇𝑗 < (𝑘 − 𝑗 + 1)𝑀, ∀ 0 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛. (2.13)

Prova:

Considere as variáveis aleatórias:
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𝑆0 ∶= 0, 𝑆𝑘 ∶= min{𝑇𝑘+1 − 1, 𝑆𝑘−1 +𝑀}, ∀ 𝑘 ≥ 1

e

𝜎𝑘 = 𝑆𝑘 − 𝑆𝑘−1

e a afirmação

𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑘, ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. (2.14)

Para provar o teorema basta mostrarmos que:

(2.14)⇒ 𝐴𝑛 é 𝑀 -vista ⇒ (2.13)⇒ (2.14).

(2.14)⇒ 𝐴𝑛 é 𝑀-vista:

Por hipótese 𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑘, ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 e por definição:

𝑆𝑘 = min{𝑇𝑘+1 − 1, 𝑆𝑘−1 +𝑀}⇒

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑘 ≤ 𝑇𝑘+1 − 1⇒ 𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑘 < 𝑇𝑘+1 ,

𝑆𝑘 ≤ 𝑆𝑘−1 +𝑀 ⇒ 𝑆𝑘 − 𝑆𝑘−1 = 𝜎𝑘 ≤𝑀.

Como 𝐴𝑛 é uma palavra alternada temos que ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛:

𝑌𝑖 = 𝜉𝑘 ∀ 𝑇𝑘 ≤ 𝑖 < 𝑇𝑘+1.

Então 𝑌𝑆𝑘
= 𝜉𝑘, ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 e, como 𝜎𝑘 ≤ 𝑀 para todo 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, temos que

(𝑆1,...𝑆𝑛) é uma imersão de 𝐴𝑛.

𝐴𝑛 é 𝑀-vista ⇒ (2.13):

Suponha que 𝐴𝑛 é 𝑀 -vista nos vértices (𝑚1,...,𝑚𝑛). Pelo Lema 6, 𝑇𝑘 ≤ 𝑘𝑀

∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, que é a primeira parte da afirmação 2.13.

Para a segunda parte seja 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 e 0 ≤ 𝑗 < 𝑘, já que 𝐴𝑛 é alternada temos

que o conjunto {𝑌𝑖;𝑇𝑗 ≤ 𝑖 < 𝑇𝑘} é formado por (𝑘 − 𝑗) blocos constantes e como

𝑌𝑚𝑖
≠ 𝑌𝑚𝑖+1

, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 segue que no intervalo (︀𝑇𝑗,𝑇𝑘) há no máximo (𝑘 − 𝑗)
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elementos consecutivos do conjunto {𝑚1,...,𝑚𝑛} ou seja, existe 𝑙 ≥ 0 e 𝑟 ≤ (𝑘 − 𝑗)

tais que:

𝑚𝑙 < 𝑇𝑗 ≤𝑚𝑙+1 ≤𝑚𝑙+𝑟 < 𝑇𝑘 ≤𝑚𝑙+𝑟+1⇒

⇒ 𝑇𝑘−𝑇𝑗 <𝑚𝑙+𝑟+1−𝑚𝑙 =
𝑙+𝑟

∑
𝑖=𝑙

(𝑚𝑖+1−𝑚𝑖) ≤ (𝑟+1)𝑀 ≤ (𝑘−𝑗+1)𝑀 ∀ 0 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛.

(2.13⇒ 2.14):

Primeiro vamos provar, por indução em 𝑖, que para todo 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 vale:

𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑖 + (𝑘 − 𝑖)𝑀. (2.15)

Caso Inicial (𝑖 = 0): Pelo Lema 6 𝑇𝑘 ≤ 𝑘𝑀 .

Passo Indutivo: Suponha que a equação 2.15 vale para 0 ≤ 𝑖 < 𝑘. Queremos

mostrar que:

𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑖 + (𝑘 − 𝑖)𝑀 = min{𝑇𝑖+2 − 1,𝑆𝑖 +𝑀} + (𝑘 − 𝑖 − 1)𝑀

mas de 2.13 temos que 𝑇𝑘 − 𝑇𝑖+2 < (𝑘 − 𝑖 − 2 + 1)𝑀 ⇒ 𝑇𝑘 ≤ 𝑇𝑖+2 − 1 + (𝑘 − 𝑖 − 1)𝑀 e

pela hipótese de indução 𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑖 + (𝑘 − 𝑖)𝑀 ⇒ 𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑖 +𝑀 + (𝑘 − 𝑖 − 1)𝑀.

Logo vale a equação 2.15 e substituindo 𝑖 = 𝑘 obtemos que 𝑇𝑘 ≤ 𝑆𝑘, ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
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2.4 Palavras Formadas por Dois Blocos

Dados 𝑚,𝑛 ∈ N definimos a sequência 𝑊𝑚,𝑛 ∶= ( 1,...,1
⧹︀
𝑚 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

, 0,...,0
⧹︀
𝑛 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

). Nesta seção

vamos determinar uma cota superior para a probabilidade de 𝑀−ver 𝑊𝑚,𝑛 para

todo 𝑚,𝑛 ≥ 0 e para todo 𝑀 ≥ 2, para 𝑀 = 1 é simples determinar o valor exato

dessa probabilidade.

Teorema 4. Dado 𝑀 ≥ 2 temos que para todo 𝑚,𝑛 ≥ 0, não simultaneamente

nulos, vale:

P(𝜔 ∈ Ω; 𝑊𝑚,𝑛 À𝑀 𝑌 (𝜔)) ≤ 𝑣𝑚+𝑛

onde 𝑣𝑚+𝑛 ∶= P(𝜔 ∈ Ω; 𝐴𝑚+𝑛 À𝑀 𝑌 (𝜔)).

Lembramos que 𝐴𝑚+𝑛 é a palavra alternada de tamanho (𝑚 + 𝑛). Para provar

esse teorema vamos usar as definições abaixo e dois lemas que serão enunciados a

seguir cujas demonstrações serão dadas no final dessa seção.

Definição 6. Dados 𝑚,𝑛,𝑗 ≥ 0 e fixado 𝜉𝑛+𝑚 =𝑊𝑚,𝑛 sejam:

� 𝜎𝑚,𝑗 ∶= P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚 ≤𝑀,𝑇𝑚+𝑗 >𝑚𝑀);

� 𝜎′𝑚,𝑗 ∶= P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚 ≤𝑀,𝑇𝑚+𝑗 ≤𝑚𝑀);

� 𝑢𝑚,𝑛 ∶= 𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗𝜎′𝑚,𝑗;

onde 𝛽 =
1

2𝑀
e 𝛼 = 1 − 𝛽.

Observe que 𝜎𝑚,𝑗 + 𝜎′𝑚,𝑗 = P(𝜏1 ≤ 𝑀,...,𝜏𝑚 ≤ 𝑀) = 𝛼𝑚, logo também podemos

escrever 𝑢𝑚,𝑛 da seguinte maneira:

𝑢𝑚,𝑛 ∶= 𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗𝜎′𝑚,𝑗 = 𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗(𝛼𝑚 − 𝜎𝑚,𝑗) =
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= 𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗+𝑚 − 𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗𝜎𝑚,𝑗,

como

𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗+𝑚 = (1 − 𝛼)
𝛼𝑚+𝑛−1

1 −
1

𝛼

= −𝛼𝑚+𝑛 + 𝛼𝑚

temos que 𝑢𝑚,𝑛 = 𝛼𝑚 − 𝛽
𝑛

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗𝜎𝑚,𝑗.

Note que 𝑢𝑚,0 = 𝛼𝑚 e 𝑢0,𝑛 = 𝛼𝑛.

Para qualquer função 𝑓𝑚,𝑛, 𝑚,𝑛 ∈ N definimos o seguinte operador:

∆𝑓𝑚,𝑛 ∶= 𝑓𝑚+1,𝑛+1 −𝑀𝛽𝑓𝑚,𝑛+1 − (𝛼 − 𝛽)𝑓𝑚+1,𝑛 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝑓𝑚,𝑛.

Lema 7. Dado 𝑀 ≥ 1 temos que para todo 𝑚,𝑛 ≥ 0, não simultaneamente nulos,

vale P(𝑊𝑚,𝑛 À𝑀 𝑌 ) ≤ 𝑢𝑚,𝑛.

Lema 8. Para todo 𝑚,𝑛 ≥ 0 temos que ∆𝑢𝑚,𝑛 ≤ 0.

Prova do Teorema 4:

Lembrando que, dado 𝑀 ∈ N, temos que 𝑣𝑛 é igual a probabilidade da palavra

alternada de tamanho 𝐴𝑛 ser 𝑀 − 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑎 vamos definir 𝛿𝑚,𝑛 ∶= 𝑣𝑚+𝑛 − 𝑢𝑚,𝑛, então:

∆𝛿𝑚,𝑛 = 𝛿𝑚+1,𝑛+1 −𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛+1 − (𝛼 − 𝛽)𝛿𝑚+1,𝑛 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝛿𝑚,𝑛 =

= 𝑣𝑚+𝑛+2 −𝑀𝛽𝑣𝑚+𝑛+1 − (𝛼 − 𝛽)𝑣𝑚+𝑛+1 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝑣𝑚+𝑛 =

= 𝑣𝑚+𝑛+2 − (𝛼 + (𝑀 − 1)𝛽)𝑣𝑚+𝑛+1 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝑣𝑚+𝑛 −∆𝑢𝑚,𝑛 =

= 𝑣𝑚+𝑛+2 − 𝑣𝑚+𝑛+2 −∆𝑢𝑚,𝑛 = −∆𝑢𝑚,𝑛 ≥ 0
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a penúltima igualdade segue da equação 2.7 da Seção 2.2 e, usando o

Lema 8, obtemos −∆𝑢𝑚,𝑛 ≥ 0.

Observação: Neste ponto fica claro o motivo da escolha dos coeficientes do

operador ∆, precisávamos de que a soma dos coeficientes dos termos

intermediários resultasse em −(𝛼 + (𝑀 − 1)𝛽) e o coeficiente do último termo

fosse 𝛽(𝑀 − 2𝛼) para podermos usar a equação 2.7 e, posteriormente, o Lema 8.

A distribuição de −(𝛼 + (𝑀 − 1)𝛽) para os dois coeficientes dos termos

intermediários foi feita calculando ∆𝑢𝑚,𝑛 numericamente para vários valores

desses coeficientes para garantir que ele não fosse positivo.

Reescrevendo a desigualdade anterior de outro modo temos:

𝛿𝑚+1,𝑛+1 −𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛+1 ≥ (𝛼 − 𝛽)𝛿𝑚+1,𝑛 − 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝛿𝑚,𝑛. (2.16)

Vamos provar agora, por indução em 𝑛, a afirmação:

para todo 𝑚,𝑛 ≥ 0 vale a desigualdade 𝛿𝑚+1,𝑛 ≥𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛.

Caso Inicial (𝑛 = 0) - Devemos mostrar que:

𝛿𝑚+1,0 = 𝑣𝑚+1 − 𝛼𝑚+1 ≥𝑀𝛽(𝑣𝑚 − 𝛼𝑚) =𝑀𝛽𝛿𝑚,0.

Pela equação 2.5 da Seção 2.2 temos:

𝑣𝑚+1 −𝑀𝛽𝑣𝑚 = 𝛼𝑣𝑚 + (𝛼 −𝑀𝛽)𝑣′𝑚 −𝑀𝛽𝑣𝑚 = (𝛼 −𝑀𝛽)(𝑣𝑚 + 𝑣′𝑚)

e que para todo 𝑐 ≥ 1 vale a desigualdade 𝑣𝑐 ≥ 𝛼𝑣𝑐−1 ⇒ 𝑣𝑐 ≥ 𝛼𝑐. Logo, como

𝑣′𝑚 ≥ 0, ∀ 𝑚 ≥ 1, segue que:

𝑣𝑚+1 −𝑀𝛽𝑣𝑚 ≥ (𝛼 −𝑀𝛽)𝛼𝑚 = 𝛼𝑚+1 −𝑀𝛽𝛼𝑚⇒ 𝑣𝑚+1 − 𝛼𝑚+1 ≥ 𝑀𝛽(𝑣𝑚 − 𝛼𝑚).
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Passo Indutivo - Suponha que a afirmação vale para um dado 𝑛 ≥ 0, ou seja,

𝛿𝑚+1,𝑛 ≥ 𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛. Já que 0 ≤ (𝑀 − 2𝛼) ≤ 𝑀(𝛼 − 𝛽), para todo 𝑀 ≥ 2, podemos

reescrever a equação 2.16 da seguinte maneira:

𝛿𝑚+1,𝑛+1 −𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛+1 ≥
(𝑀 − 2𝛼)

𝑀
(︀𝛿𝑚+1,𝑛 −𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛⌋︀ ≥ 0,

onde a última desigualdade segue da hipótese de indução junto com o fato de que

(𝑀 − 2𝛼) ≥ 0 ∀ 𝑀 ≥ 2.

Acabamos de mostrar que para todo 𝑚,𝑛 ≥ 0 vale:

𝛿𝑚+1,𝑛 ≥𝑀𝛽𝛿𝑚,𝑛⇒ 𝛿𝑚+1,𝑛 ≥ (𝑀𝛽)𝑚+1𝛿0,𝑛 = (𝑀𝛽)𝑚+1(𝑣𝑛 − 𝛼𝑛) ≥ 0⇒ 𝑢𝑚,𝑛 ≤ 𝑣𝑚+𝑛,

e então temos que o resultado do teorema segue do Lema 7.

Agora demonstraremos os Lemas 7 e 8. Para o primeiro lema vamos usar o

seguinte resultado:

Proposição 4. Dados 𝑚,𝑗,𝑙 ∈ N temos:

P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚 ≤𝑀,𝑇𝑚+𝑗 > 𝑙𝑀) =
𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+𝑗 > (𝑙 − 𝑖)𝑀).

Prova:

Sejam 𝑡,𝑘,𝑙 ∈ N com 𝑘 > 𝑡, então:

P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑡 ≤𝑀,𝑇𝑘 > 𝑙𝑀) =

= P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑡+1 ≤𝑀,𝑇𝑘 > 𝑙𝑀) + P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑡+1 >𝑀,𝑇𝑘 > 𝑙𝑀). (2.17)

Como 𝑇𝑘 = ∑
𝑘
𝑖=1 𝜏𝑖 temos que:

P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑡 ≤𝑀,𝜏𝑡+1 >𝑀,𝑇𝑘 > 𝑙𝑀)

P(𝜏𝑡+1 >𝑀)
=
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= P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑡 ≤𝑀,
𝑘

∑
𝑖=1

𝜏𝑖 > 𝑙𝑀)⋃︀𝜏𝑡+1 >𝑀) =

= P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑡 ≤𝑀,𝑇𝑘 > (𝑙 − 1)𝑀), (2.18)

usamos o fato de que as variáveis aleatórias (𝜏𝑖)𝑖≥1 são i.i.d. e tem distribuição

geométrica, por isso a distribuição de (𝜏𝑖 −𝑀) dado que 𝜏𝑖 > 𝑀 é a mesma de 𝜏𝑖

para todo 𝑖 ≥ 1.

Como P(𝜏𝑡+1 >𝑀) = 𝛽 temos, das equações 2.17 e 2.18, que:

P(𝜏1 ≤𝑀,...𝜏𝑡+1 ≤𝑀,𝑇𝑘 > 𝑙𝑀)

= P(𝜏1 ≤𝑀,...𝜏𝑡 ≤𝑀,𝑇𝑘 > 𝑙𝑀) − 𝛽P(𝜏1 ≤𝑀,...𝜏𝑡 ≤𝑀,𝑇𝑘 > (𝑙 − 1)𝑀). (2.19)

Agora a prova da proposição segue por indução em 𝑚.

Caso Inicial (𝑚 = 1): Basta substituir 𝑡 = 0 e 𝑘 = (𝑗 + 1) na equação 2.19.

Passo Indutivo: Suponha que a proposição vale para 𝑚, então pela equação

2.19 e a hipótese de indução, temos:

P(𝜏1 ≤𝑀,...𝜏𝑚+1 ≤𝑀,𝑇𝑚+1+𝑗 > 𝑙𝑀) = P(𝜏1 ≤𝑀,...𝜏𝑚 ≤𝑀,𝑇𝑚+1+𝑗 > 𝑙𝑀)−

−𝛽P(𝜏1 ≤𝑀,...𝜏𝑚 ≤𝑀,𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 1)𝑀) =

=
𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 𝑖)𝑀) − 𝛽

𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 𝑖 − 1)𝑀) =

=
𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 𝑖)𝑀) +

𝑚+1

∑
𝑖=1

(
𝑚

𝑖 − 1
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 𝑖)𝑀) =

= P(𝑇𝑚+1+𝑗 > 𝑙𝑀) + (−𝛽)𝑚+1P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 −𝑚 − 1)𝑀)+
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+
𝑚

∑
𝑖=1

(
𝑚 + 1

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 𝑖)𝑀) =

𝑚+1

∑
𝑖=0

(
𝑚 + 1

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+1+𝑗 > (𝑙 − 𝑖)𝑀).

usamos o fato de que (𝑚𝑖 ) + (
𝑚
𝑖−1
) = (

𝑚+1
𝑖
) para todo 1 ≤ 𝑖 ≤𝑚.

Prova do Lema 7

Suponha que 𝑊𝑚,𝑛 é 𝑀 -vista nos vértices (𝑟1,...,𝑟𝑚+𝑛).

Como os primeiros 𝑚 dígitos de 𝑊𝑚,𝑛 são iguais a 1 podemos usar o

Teorema 2 da Seção 2.3 para afirmar que 𝜏𝑖 ≤𝑀 , ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤𝑚.

Suponha que 𝜏𝑚+𝑗 >𝑀 para algum 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, como 𝜉𝑚+𝑗 = 0 teremos que entre

os vértices 𝑇𝑚+𝑗−1 e 𝑇𝑚+𝑗 existe um bloco de pelo menos 𝑀 1′𝑠. Além disso 𝜉𝑟𝑖 = 0

para todo 𝑚 < 𝑖 ≤ (𝑚 + 𝑗) e ⋃︀𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1⋃︀ ≤ 𝑀 , ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 + 𝑛), logo esse bloco tem

que estar antes da posição 𝑟𝑚+1, ou seja, 𝑇𝑚+𝑗 ≤ 𝑟𝑚+1 ≤ (𝑚 + 1)𝑀 .

Se 𝑊𝑚,𝑛 é 𝑀−vista pode ser que existam alguns índices 𝑗′𝑠 tais que 𝜏𝑚+𝑗 >𝑀 ,

caso isso ocorra vamos denotar por 𝑗 o maior desses índices. Então podemos

escrever:

P(𝜔 ∈ Ω; 𝑊𝑚,𝑛 À𝑀 𝑌 (𝜔)) ≤ P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚+𝑛 ≤𝑀) +

𝑞

∑
𝑗=1

�̃�𝑚,𝑗 (2.20)

onde

�̃�𝑚,𝑗 ∶= P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚 ≤𝑀,𝜏𝑚+𝑗 >𝑀,𝜏𝑚+𝑗+1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚+𝑛 ≤𝑀,𝑇𝑚+𝑗 ≤ (𝑚 + 1)𝑀).

No evento descrito acima as variáveis aleatórias 𝜏𝑖, para (𝑚+𝑗+1) ≤ 𝑖 ≤ (𝑚+𝑛),

são independentes entre si e das demais variáveis, além disso possuem distribuição

geométrica de parâmetro 1
2 , logo:

�̃�𝑚,𝑗 ∶= 𝛼𝑛−𝑗P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚 ≤𝑀,𝜏𝑚+𝑗 >𝑀,𝑇𝑚+𝑗 ≤ (𝑚 + 1)𝑀) =
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= 𝛼𝑛−𝑗𝛽P(𝜏1 ≤𝑀,...,𝜏𝑚 ≤𝑀,𝑇𝑚+𝑗 ≤ (𝑚 + 1)𝑀) = 𝛼𝑛−𝑗𝛽𝜎′𝑚,𝑗,

a penúltima igualdade segue de um raciocínio análogo ao usado em 2.19.

Reescrevendo a desigualdade 2.20 temos:

P(𝜔 ∈ Ω; 𝑊𝑚,𝑛 À𝑀 𝑌 (𝜔)) ≤ 𝛼𝑚+𝑛 + 𝛽
𝑞

∑
𝑗=1

𝛼𝑛−𝑗𝜎′𝑚,𝑗 = 𝑢𝑚,𝑛.

Prova do Lema 8

Denotando 𝑤𝑚,𝑛 ∶= ∑
𝑛
𝑗=1𝛼

𝑛−𝑗𝜎𝑚,𝑗 temos

∆𝑢𝑚,𝑛 = ∆(𝛼𝑚) − 𝛽∆𝑤𝑚,𝑛 = −𝛽∆𝑤𝑚,𝑛,

pois

∆(𝛼𝑚) = 𝛼𝑚+1 −𝑀𝛽𝛼𝑚 − (𝛼 − 𝛽)𝛼𝑚+1 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝛼𝑚 = 0.

Então basta provarmos que ∆𝑤𝑚,𝑛 ≥ 0. Para isso calcularemos a função gera-

dora da sequência (∆𝑤𝑚,𝑛)𝑛≥0.

Pelo Lema 4

𝜎𝑚,𝑗 =
𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−𝛽)𝑖P(𝑇𝑚+𝑗 > (𝑚 − 𝑖)𝑀),

fazendo a mudança de variáveis (𝑚 − 𝑖) = 𝑙 temos:

𝜎𝑚,𝑗 =
𝑚

∑
𝑙=0

(
𝑚

𝑚 − 𝑙
)(−𝛽)𝑚−𝑙P(𝑇𝑚+𝑗 > 𝑙𝑀) =

𝑚

∑
𝑙=0

(
𝑚

𝑙
)(−𝛽)𝑚−𝑙P(𝑇𝑚+𝑗 > 𝑙𝑀). (2.21)

Como 𝑇𝑚+𝑗 é a soma de (𝑚 + 𝑗) variáveis aleatórias i.i.d. com distribuição

geométrica de parâmetro 1
2 ela pode ser interpretada como o tempo de espera para

o (𝑚 + 𝑗)−ésimo sucesso em uma sequência de experimentos de Bernoulli. Então

se denotarmos 𝑄𝑖𝑀 como sendo o número de sucessos nas primeiras 𝑖𝑀 realizações

desses experimentos podemos escrever

P(𝑇𝑚+𝑗 > 𝑖𝑀) = P(𝑄𝑖𝑀 <𝑚 + 𝑗) =
1

2𝑖𝑀

𝑚+𝑗−1

∑
𝑙=0

(
𝑖𝑀

𝑙
) = 𝛽𝑖

𝑚+𝑗−1

∑
𝑙=0

(
𝑖𝑀

𝑙
).
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Substituindo a última equação em 2.21 segue que:

𝜎𝑚,𝑗 =
𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−𝛽)𝑚−𝑖𝛽𝑖

𝑚+𝑗−1

∑
𝑙=0

(
𝑖𝑀

𝑙
) = 𝛽𝑚

𝑚

∑
𝑖=0

𝑚+𝑗−1

∑
𝑙=0

(−1)𝑚−𝑖(
𝑚

𝑖
)(

𝑖𝑀

𝑙
).

Definindo a sequência (𝑎𝑖)𝑖≥1 por:

𝑎0 ∶= 𝛽𝑚
𝑚

∑
𝑖=0

𝑚

∑
𝑙=0

(−1)𝑚−𝑖(
𝑚

𝑖
)(

𝑖𝑀

𝑙
);

𝑎𝑠 ∶= 𝛽𝑚
𝑚

∑
𝑖=0

(−1)𝑚−𝑖(
𝑚

𝑖
)(

𝑖𝑀

𝑚 + 𝑠
) ∀𝑠 ≥ 1;

temos 𝜎𝑚,1 = 𝑎0, 𝜎𝑚,2 = 𝑎0 + 𝑎1 e, em geral, 𝜎𝑚,𝑗 = 𝑎0 + ... + 𝑎𝑗 ∀𝑗 ≥ 0.

Da Proposição 9 do Apêndice temos que para todo 𝑥 ∈ (0,1),

(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑗=1

𝜎𝑚,𝑗𝑥
𝑗−1 =

∞

∑
𝑗=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 =

= 𝛽𝑚
𝑚

∑
𝑖=0

𝑚

∑
𝑙=0

(−1)𝑚−𝑖(
𝑚

𝑖
)(

𝑖𝑀

𝑙
) + 𝛽𝑚

∞

∑
𝑗=1

𝑚

∑
𝑖=0

(−1)𝑚−𝑖(
𝑚

𝑖
)(

𝑖𝑀

𝑚 + 𝑗
)𝑥𝑗 =

= 𝛽𝑚
𝑚

∑
𝑖=0

∞

∑
𝑙=0

(
𝑚

𝑖
)(

𝑖𝑀

𝑙
)(−1)𝑚−𝑖𝑥(𝑙−𝑚)

+

,

onde (𝑙 −𝑚)+ = (𝑙 −𝑚) se 𝑙 >𝑚 e 0 caso contrário.

Se 0 ≤ 𝑙 < 𝑚 então 𝑔(𝑖) = (𝑖𝑀𝑙 ) é um polinômio de grau menor do que 𝑚 logo,

pela Proposição 7 do Apêndice, temos que a parte positiva na expressão (𝑙 −𝑚)+

não é necessária. Então:

(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑗=1

𝜎𝑚,𝑗𝑥
𝑗−1 = 𝛽𝑚

𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−1)𝑚−𝑖

∞

∑
𝑙=0

(
𝑖𝑀

𝑙
)𝑥𝑙−𝑚 =

= 𝛽𝑚𝑥−𝑚
𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(−1)𝑚−𝑖(1 + 𝑥)𝑖𝑀 = 𝛽𝑚𝑥−𝑚(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚. (2.22)
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Agora observe que:

𝑤𝑚,1 = 𝜎𝑚,1

𝑥𝑤𝑚,2 = 𝑥𝛼𝜎𝑚,1 + 𝑥𝜎𝑚,2

𝑥2𝑤𝑚,3 = 𝑥2𝛼2𝜎𝑚,1 + 𝑥2𝜎𝑚,2 + 𝑥2𝜎𝑚,3

⋮

logo, como 𝑥𝛼 ∈ (0,1), temos

∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛−1𝑤𝑚,𝑛 = 𝜎𝑚,1

∞

∑
𝑖=0

(𝑥𝛼)𝑖 + 𝑥𝜎𝑚,2

∞

∑
𝑖=0

(𝑥𝛼)𝑖 + ... + 𝑥𝑘−1𝜎𝑚,𝑘

∞

∑
𝑖=0

(𝑥𝛼)𝑖 + ... =

=
1

(1 − 𝛼𝑥)

∞

∑
𝑘=1

𝑥𝑘−1𝜎𝑚,𝑘. (2.23)

então das equações 2.22 e 2.23 obtemos a função geradora da sequência (𝑤𝑚,𝑛)𝑛≥1:

(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑛=1

𝑤𝑚,𝑛𝑥
𝑛−1 =

(1 − 𝑥)

(1 − 𝛼𝑥)

∞

∑
𝑛=1

𝑤𝑚,𝑛𝑥
𝑛−1 =

1

(1 − 𝛼𝑥)
𝛽𝑚𝑥−𝑚(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚.

(2.24)

Da definição do operador ∆ temos,

∆𝑤𝑚,𝑛 = 𝑤𝑚+1,𝑛+1 −𝑀𝛽𝑤𝑚,𝑛+1 − (𝛼 − 𝛽)𝑤𝑚+1,𝑛 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝑤𝑚,𝑛

e pela equação 2.24:

(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑛=0

∆𝑤𝑚,𝑛𝑥
𝑛−1 =

(1 − 𝑥)

𝑥

∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛𝑤𝑚+1,𝑛+1 −
𝑀𝛽(1 − 𝑥)

𝑥

∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛𝑤𝑚,𝑛+1−

−(𝛼 − 𝛽)(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛−1𝑤𝑚+1,𝑛 + 𝛽(𝑀 − 2𝛼)(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛−1𝑤𝑚,𝑛 =

= (
𝛽𝑚+1𝑥−𝑚−1(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚+1

𝑥(1 − 𝛼𝑥)
) + (

−𝑀𝛽𝑚+1𝑥−𝑚(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚

𝑥(1 − 𝛼𝑥)
)+
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+(
−(𝛼 − 𝛽)𝛽𝑚+1𝑥−𝑚−1(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚+1

1 − 𝛼𝑥
) + (

𝛽(𝑀 − 2𝛼)𝛽𝑚𝑥−𝑚(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚

1 − 𝛼𝑥
) =

=
𝛽𝑚+1𝑥−𝑚(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚

𝑥2(1 − 𝛼𝑥)
𝑃 (𝑥). (2.25)

onde:

𝑃 (𝑥) = (1 + 𝑥)𝑀(︀1 − (𝛼 − 𝛽)𝑥⌋︀ − 1 − (𝑀 + 𝛽 − 𝛼) + (𝑀 − 2𝛼)𝑥2.

Como 𝑃 (1) = 2𝑀(1 − 𝛼 − 𝛽) − 2 = 0 podemos escrever 𝑃 (𝑥) = (1 − 𝑥)𝑄(𝑥) em

que 𝑄 é um polinômio de grau 𝑀 . Vamos provar que nenhum dos coeficientes de

𝑄 é negativo.

Temos que os coeficientes do polinômio 𝑄 são somas parciais dos coeficientes

de 𝑃 e:

� o termo constante de 𝑃 é (1 − 1) = 0,

� o coeficiente de 𝑥 é (︀𝑀 − (𝛼 − 𝛽) − (𝑀 + 𝛽 − 𝛼)⌋︀ = 0,

� o coeficiente de 𝑥2 é (𝑀2 ) − 2(𝛼 −𝑀𝛽),

� e o coeficiente de 𝑥𝑘, para 𝑘 ≥ 3, é (𝑀𝑘 ) − (𝛼 − 𝛽)( 𝑀
𝑘−1

).

Portanto basta provarmos que para todo 2 ≤ 𝑙 ≤ 𝑀 o resultado da expressão

abaixo é maior ou igual a zero,

(
𝑀

2
) − 2(𝛼 −𝑀𝛽) +

𝑙

∑
𝑘=3

]︀(
𝑀

𝑘
) − (𝛼 − 𝛽)(

𝑀

𝑘 − 1
){︀ =

= (
𝑀

𝑙
) + 2𝛽

𝑙−1

∑
𝑘=2

(
𝑀

𝑘
) − 2(𝛼 −𝑀𝛽) = (

𝑀

𝑙
) − 2𝛽

𝑀

∑
𝑘=𝑙

(
𝑀

𝑘
).

Para 2 ≤ 𝑙 <𝑀 basta usarmos o fato de que 𝛽∑
𝑀
𝑘=0 (

𝑀
𝑘
) = 1 e (𝑀𝑙 ) ≥ 2 pois:
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(
𝑀

𝑙
) − 2𝛽

𝑀

∑
𝑘=𝑙

(
𝑀

𝑘
) ≥ (

𝑀

𝑙
) − 2𝛽

𝑀

∑
𝑘=0

(
𝑀

𝑙
) = (

𝑀

𝑙
) − 2 ≥ 0.

Se 𝑙 =𝑀 ,

(
𝑀

𝑙
) − 2𝛽

𝑀

∑
𝑘=𝑙

(
𝑀

𝑘
) ≥ (

𝑀

𝑙
) − 2𝛽

𝑀

∑
𝑘=0

(
𝑀

𝑘
) = (1 − 2𝛽) ≥ 0.

Dessa maneira concluímos que o polinômio 𝑄 não possui coeficientes negativos.

Usando a expressão 2.25 e o fato de que
∞

∑
𝑛=0

(𝛼𝑥)𝑛 =
1

1 − 𝛼𝑥
para 𝑥 ∈ (0,1)

podemos escrever:

(1 − 𝑥)
∞

∑
𝑛=0

∆𝑤𝑚,𝑛𝑥
𝑛−1 =

𝛽𝑚+1𝑥−𝑚(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚

𝑥2(1 − 𝛼𝑥)
(1 − 𝑥)𝑄(𝑥)⇒

⇒
∞

∑
𝑛=0

∆𝑤𝑚,𝑛𝑥
𝑛−1 = 𝛽𝑚+1(︀(1 + 𝑥)𝑀 − 1⌋︀𝑚𝑄(𝑥)

∞

∑
𝑛=0

𝛼𝑛𝑥𝑛−𝑚−2 =

= 𝛽𝑚+1𝑄(𝑥)
𝑀

∑
𝑖=1

(
𝑀

𝑖
)𝑥𝑖

∞

∑
𝑛=0

𝛼𝑛𝑥𝑛−𝑚−2

como todos os coeficientes da última série obtida são não negativos segue que

∆𝑤𝑚,𝑛 ≥ 0, ∀ 𝑚,𝑛 ≥ 0.



38

2.5 Variância do Número de Imersões

Nesta seção vamos calcular a variância do número de imersões de uma palavra

fixa 𝜉𝑛 ∈ {0,1}𝑛 e de uma palavra aleatória 𝑋𝑛 de tamanho 𝑛. Vamos omitir o

índice 𝑛 na notação de 𝜉𝑛 e 𝑋𝑛, portanto os símbolos 𝜉 e 𝑋 representarão, nesta

seção, uma palavra fixa e uma palavra aleatória de tamanho 𝑛, respectivamente.

Considere o conjunto Υ formado por todas as 𝑀−imersões possíveis de uma

palavra (seja 𝑚0 ∶= 0):

Υ ∶= {(𝜐𝑖)1≤𝑖≤𝑛, 𝜐𝑖 ∈ Z+; ⋃︀𝜐𝑖 − 𝜐𝑖−1⋃︀ ≤𝑀, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛},

denotaremos um elemento de Υ por 𝜐 e sua 𝑖−ésima coordenada por 𝜐𝑖. Observe

que ⋃︀Υ⋃︀ =𝑀𝑛, pois fixado 𝜐𝑖−1 temos 𝑀 possibilidades de escolha para cada valor

de 𝜐𝑖.

Dados 𝜉 ∈ {0,1}𝑛, 𝜔 ∈ Ω e 𝑀 ≥ 1 seja:

Λ𝜔
𝜉 ∶= {𝜐 ∈ Υ;𝜐 é uma imersão de 𝜉 em 𝑌 (𝜔)}.

Definição 7. Dados 𝑛 ∈ N e 𝜉 ∈ {0,1}𝑛, seja 𝑁𝑛 ∶ Ω→ R a variável aleatória onde:

𝑁𝑛(𝜔) ∶= ⋃︀Λ
𝜔
𝜉 ⋃︀.

Proposição 5. Dado 𝑛 ∈ N temos que:

E(𝑁𝑛(𝜔)) = (
𝑀

2
)

𝑛

∀ 𝜉 ∈ {0,1}𝑛 e ∀𝑀 ≥ 1.

Prova:

Sejam 𝑛 ∈ N, 𝜉 ∈ {0,1}𝑛 e 𝑀 ≥ 1 temos:
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E(𝑁𝑛(𝜔)) = E(∑
𝜐∈ϒ

𝜒{𝜐∈Λ𝜔
𝜉
}) = ∑

𝜐∈ϒ

E (𝜒{𝜐∈Λ𝜔
𝜉
}) = ∑

𝜐∈ϒ

P(𝜔 ∈ Ω;𝜐 ∈ Λ𝜔
𝜉 ) =

= ⋃︀Υ⋃︀P(𝜔 ∈ Ω;𝜐 ∈ Λ𝜔
𝜉 ) =𝑀𝑛 1

2𝑛
= (

𝑀

2
)

𝑛

.

Onde a penúltima igualdade segue do fato de que uma sequência 𝜐 ∈ Υ é uma

imersão de 𝜉 em 𝑌 (𝜔) se, e somente se, 𝑌𝜐𝑖(𝜔) = 𝜉𝑖 ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Já definimos anteriormente o espaço de probabilidade (Ξ,ℱ ,𝜇), podemos defi-

nir, de maneira análoga, o espaço de probabilidade ({0,1}𝑛,ℱ𝑛, 𝜇𝑛) em que

ℱ𝑛 ∶= 𝒫({0,1}𝑛) e 𝜇𝑛 é o produto finito de medidas Bernoulli’s de parâmetro
1
2 .

Vamos denotar a medida do produto dos espaços de probabilidade

({0,1}𝑛,ℱ𝑛, 𝜇𝑛) e (Ω,ℬ,P) por ℒ𝑛 ∶= 𝜇𝑛 × P. Quando formos calcular a espe-

rança de alguma variável aleatória mensurável nesse espaço iremos denotá-la por

E′.

Definição 8. Dado 𝑛 ∈ N seja 𝑁 ′
𝑛 ∶ {0,1}𝑛 ×Ω→ R a variável aleatória onde:

𝑁 ′
𝑛(𝜉,𝜔) ∶= ⋃︀Λ

𝜔
𝜉 ⋃︀.

Considere o vetor aletório 𝑋 ∶ {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛 onde 𝑋𝑖 ∶= 𝜉𝑖 para todo

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Temos que a variável aleatória acima fornece o número de imersões

de uma sequência de variáveis aleatórias (𝑋𝑖)1≤𝑖≤𝑛 i.i.d. com distribuição Bernoulli

de parâmetro 1
2 em outra sequência de variáveis aleatórias (𝑌𝑖)1≤𝑖≤𝑛 com as mesmas

propriedades da primeira.

Teorema 5. Dado 𝑛 ∈ N temos que:

E′(𝑁 ′
𝑛(𝜉, 𝜔)) = (

𝑀

2
)

𝑛

, ∀ 𝑀 ≥ 1.



40

Prova:

Sejam 𝑛 ∈ N e 𝑀 ≥ 1, então:

E′(𝑁 ′
𝑛(𝜉,𝜔)) = E′ (∑

𝜐∈ϒ

𝜒{𝜐∈Λ𝜔
𝜉
}) = ∑

𝜐∈ϒ

E′ (𝜒{𝜐∈Λ𝜔
𝜉
}) = ∑

𝜐∈ϒ

ℒ𝑛(𝜐 ∈ Λ𝜔
𝜉 ) =

= ⋃︀Υ⋃︀ℒ𝑛(𝜐 ∈ Λ𝜔
𝜉 ) = ⋃︀Υ⋃︀ ∏

1≤𝑖≤𝑛

ℒ𝑛(𝑋𝑖 = 𝑌𝜐𝑖) = ⋃︀Υ⋃︀(︀ℒ𝑛(𝑋1 = 𝑌𝜐1)⌋︀
𝑛 = (

𝑀

2
)

𝑛

.

Usamos o fato de que,

ℒ𝑛(𝑋1 = 𝑌𝜐1) = ℒ
𝑛({𝑋1 = 𝑌𝜐1 = 0}⋃{𝑋1 = 𝑌𝜐1 = 1}) =

1

4
+

1

4
=

1

2
.

Para calcular a variância das variáveis aleatórias 𝑁𝑛 e 𝑁 ′
𝑛 falta calcularmos o

segundo momento delas, faremos isso nos próximos dois teoremas.

Em algumas passagens vamos considerar dois passeios aleatórios 𝐽 e 𝐾, que

serão definidos posteriormente, e os eventos associados a eles são mensuráveis em

algum espaço de probabilidade apropriado, iremos denotar a medida desse espaço

por ℒ̃ e o valor esperado de alguma variável aleatória mensurável nele por Ẽ.

Teorema 6. Dado 𝑛 ∈ N temos que para todo 𝜉 ∈ {0,1}𝑛 e 𝑀 ≥ 1 vale:

E(𝑁2
𝑛(𝜔)) = E(𝑁𝑛(𝜔))

2Ẽ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∏
𝑟,𝑠∈{1,...,𝑛}

𝐽𝑟=𝐾𝑠

2 𝜒{𝜉𝑟=𝜉𝑠}

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

em que (𝐽𝑟)𝑟≥1 e (𝐾𝑠)𝑠≥1 são passeios aleatórios independentes em Z, iniciando
na origem, onde cada passo é dado com distribuição uniforme em {1,...,𝑀}.

Prova:

Dado 𝑛 ∈ N temos que para todo 𝜉 ∈ {0,1}𝑛 e 𝑀 ≥ 1,

E(𝑁2
𝑛(𝜔)) = E ⌊︀(∑

𝜐∈ϒ

𝜒{𝜐∈Λ𝜔
𝜉
})(∑

𝜐′∈ϒ

𝜒{𝜐′∈Λ𝜔
𝜉
})}︀ = E( ∑

𝜐,𝜐′∈ϒ

𝜒{𝜐,𝜐′∈Λ𝜔
𝜉
}) =
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= ∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

P(𝜐, 𝜐′ ∈ Λ𝜔
𝜉 ) = ∑

𝜐,𝜐′∈ϒ

(
1

2
)
2𝑛−⋃︀𝜐∩𝜐′⋃︀

𝐼𝜐,𝜐′ = (
1

2
)
2𝑛

∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

2⋃︀𝜐∩𝜐
′⋃︀𝐼𝜐,𝜐′ (2.26)

onde 𝐼𝜐,𝜐′ ∶= ∏
𝜐′𝑖=𝜐𝑗

𝜒{𝜉𝑖=𝜉𝑗}.

A última igualdade se justifica pelo fato de que se 𝜐 = (𝜐1,...,𝜐𝑛) e 𝜐′ = (𝜐′1,...,𝜐
′
𝑛)

são imersões de uma palavra 𝜉 em 𝑌 (𝜔) então 𝜉𝑖 = 𝑌𝜐𝑖 , ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, e 𝜉𝑗 = 𝑌𝜐′𝑗
,

∀ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 (por isso o expoente (2𝑛 − ⋃︀𝜐 ∩ 𝜐′⋃︀)). Além disso se 𝜐𝑖 = 𝜐′𝑗 para algum

𝑖,𝑗 então temos que ter 𝜉𝑖 = 𝜉𝑗, por isso aparece o termo 𝐼𝜐,𝜐′ na expressão acima.

Se 𝐽 ∶= (𝐽1,...,𝐽𝑛) e 𝐾 = (𝐾1,...,𝐾𝑛) são passeios aleatórios independentes em Z
onde cada passo é dado com distribuição uniforme em {1,...,𝑀} e

𝐼𝐽,𝐾 ∶= ∏
𝑟,𝑠∈{1,...,𝑛}

𝐽𝑟=𝐾𝑠

𝜒{𝜉𝑟=𝜉𝑠} então:

Ẽ
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∏
𝑟,𝑠∈{1,...,𝑛}

𝐽𝑟=𝐾𝑠

2 𝜒{𝜉𝑟=𝜉𝑠}

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= Ẽ(2𝐽∩𝐾𝐼𝐽,𝐾) =

= ∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

2⋃︀𝜐∩𝜐
′⋃︀𝐼𝜐,𝜐′ℒ̃(𝐽 = 𝜐,𝐾 = 𝜐′) = ∑

𝜐,𝜐′∈ϒ

2⋃︀𝜐∩𝜐
′⋃︀𝐼𝜐,𝜐′ (

1

𝑀
)
2𝑛

. (2.27)

com 𝐽 ∩𝐾 ∶= {𝐽𝑟,𝐾𝑠;𝐽𝑟 =𝐾𝑠}.

Das equações 2.26 e 2.27 segue que:

E(𝑁2
𝑛(𝜔)) = (

𝑀

2
)

2𝑛

Ẽ(2𝐽∩𝐾𝐼𝐽,𝐾) = E(𝑁𝑛(𝜔))
2Ẽ

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2𝑍𝑛 ∏
𝑟,𝑠∈{1,...,𝑛}

𝐽𝑟=𝐾𝑠

𝜒{𝜉𝑟=𝜉𝑠}

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Teorema 7. Dado 𝑛 ∈ N temos que para todo 𝑀 ≥ 1 vale:

E′(𝑁 ′2
𝑛 (𝜉,𝜔)) = E′(𝑁 ′

𝑛(𝜉,𝜔))
2Ẽ(2𝑍𝑛),
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onde 𝑍𝑛 é o número visitas na origem do passeio aleatório 𝐽𝑟 −𝐾𝑠 entre os tempos

1 e 𝑛.

Prova:

Seja 𝑍(𝜐,𝜐′) ∶= {𝑙 ≠ 0;𝜐𝑙 = 𝜐′𝑙}, então:

E′(𝑁 ′2
𝑛 (𝜉,𝜔)) = E′ ⌊︀(∑

𝜐∈ϒ

𝜒{𝜐∈Λ𝜔
𝜉
})(∑

𝜐′∈ϒ

𝜒{𝜐′∈Λ𝜔
𝜉
})}︀ = E′ ( ∑

𝜐,𝜐′∈ϒ

𝜒{𝜐,𝜐′∈Λ𝜔
𝜉
}) =

= ∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

ℒ𝑛(𝜐, 𝜐′ ∈ Λ𝜔
𝜉 ) = ∑

𝜐,𝜐′∈ϒ

ℒ𝑛
⎨
⎝
⎝
⎝
⎝
⎪

𝑛

⋂
𝑖=1

(𝜉𝑖 = 𝑌𝜐𝑖 , 𝜉𝑖 = 𝑌𝜐′𝑖
) , ⋂

𝜐𝑖=𝜐′𝑗

(𝜉𝜐𝑖 = 𝜉𝜐′𝑗)

⎬
⎠
⎠
⎠
⎠
⎮

=

= ∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

(
1

2
)
2𝑛−⋃︀𝜐∩𝜐′⋃︀

(
1

2
)
⋃︀𝜐∩𝜐′⋃︀−⋃︀𝑍(𝜐,𝜐′)⋃︀

= (
1

2
)
2𝑛

∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

2⋃︀𝑍(𝜐,𝜐
′)⋃︀. (2.28)

Agora observe que:

Ẽ(2𝑍𝑛) = ∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

2⋃︀𝑍(𝜐,𝜐
′)⋃︀ℒ̃(𝐽 = 𝜐,𝐾 = 𝜐′) = (

1

𝑀
)
2𝑛

∑
𝜐,𝜐′∈ϒ

2⋃︀𝑍(𝜐,𝜐
′)⋃︀, (2.29)

então substituindo a equação 2.29 em 2.28 temos,

E′(𝑁 ′2
𝑛 (𝜉,𝜔)) = (

𝑀

2
)

2𝑛

Ẽ(2𝑍𝑛) = E′(𝑁 ′
𝑛(𝜉,𝜔))

2Ẽ(2𝑍𝑛).

Dos teoremas 5, 5, 6 e 7 obtemos a variância das variáveis aleatórias 𝑁𝑛 e 𝑁 ′
𝑛:

Var(𝑁𝑛(𝜔)) = E(𝑁2
𝑛(𝜔))−E(𝑁𝑛(𝜔))

2 = (
𝑀

2
)

2𝑛 ⎨⎝
⎝
⎝
⎝
⎪

Ẽ
⎛

⎝
∏

𝑟,𝑠∈{1,2...,𝑛};𝐽𝑟=𝐾𝑠

2 𝜒{𝜉𝑟=𝜉𝑠}
⎞

⎠
− 1

⎬
⎠
⎠
⎠
⎠
⎮

;

Var(𝑁 ′
𝑛(𝜉,𝜔)) = E′(𝑁 ′2

𝑛 (𝜉,𝜔)) −E′(𝑁 ′
𝑛(𝜉,𝜔))

2 = (
𝑀

2
)

2𝑛

)︀Ẽ(2𝑍𝑛) − 1⌈︀ .
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Logo a variância de 𝑁𝑛 é maximizada pela palavra constante 𝜉 = 1 (ou 𝜉 = 0).

É possível determinar o comportamento assintótico do termo Ẽ(2𝑍𝑛) que aparece

na expressão da variância de 𝑁 ′
𝑛, faremos isso no próximo teorema.

Teorema 8. Seja 𝑍𝑛 definido como no enunciado do Teorema 7, temos que:

Ẽ(2𝑍𝑛) = 𝑎𝑐𝑛 +𝒪(𝑑𝑛),

com 𝑎 ∈ R+, 𝑐 > 1 (depende do valor de 𝑀) e 0 < 𝑑 < 𝑐.

Antes de provar esse teorema vamos fazer alguns comentários e provar dois

lemas auxiliares.

Sejam 𝜁,𝜁1,𝜁2,... uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. onde 𝜁 é o tempo

que o passeio aleatório 𝐽𝑟 −𝐾𝑠, iniciando na origem, gasta para atingir a origem

novamente. Para todo 𝑘 ≥ 0 temos:

ℒ̃(𝑍𝑛 ≥ 𝑘) = ℒ̃(𝜁1 + ... + 𝜁𝑘 ≤ 𝑛)⇒ Ẽ(2𝑍𝑛) =
∞

∑
𝑘=1

ℒ̃(2𝑍𝑛 ≥ 𝑘) =

= 1 +
∞

∑
𝑘=2

ℒ̃(𝑍𝑛 ≥
ln𝑘

ln 2
) = 1 +

∞

∑
𝑘=1

2𝑘−1ℒ̃(𝑍𝑛 ≥ 𝑘) = 1 +
∞

∑
𝑘=1

2𝑘−1ℒ̃(𝜁1 + ... + 𝜁𝑘 ≤ 𝑛).

Na penúltima igualdade usamos o fato de que 𝑍𝑛 assume apenas valores inteiros

não negativos. Para a última igualdade basta observar que se o número de vezes

que o passeio volta para a origem, até o tempo 𝑛, é maior ou igual a 𝑘 significa

que se você somar os tempos em que ele volta para origem nas 𝑘 primeiras vezes

esse valor será menor ou igual a 𝑛. Com isso, definindo 𝑓(𝑧) ∶= Ẽ(𝑧𝜁) temos que

ℎ(𝑧) ∶=
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛Ẽ(2𝑍𝑛) =
1 − 𝑓(𝑧)

(1 − 𝑧)(1 − 2𝑓(𝑧))
, (2.30)

sempre que ⋃︀2𝑓(𝑧)⋃︀ < 1.

Considere a função ℎ(𝑧) (equação 2.30) e defina 𝑐 ∈ R implicitamente por

𝑓(1𝑐) = Ẽ(𝑐−𝜁) = 1
2 .
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Como 𝑓(𝑧) = ∑
∞
𝑖=0 𝑧

𝑖ℒ̃(𝜁 = 𝑖) ⇒ 𝑓(1) = 1 e 𝑓 é crescente no intervalo (︀0,1⌋︀, logo

𝑐 > 1.

Também temos que:

𝑓 ′(𝑐−1) =
∞

∑
𝑖=0

𝑖(𝑐−1)𝑖−1ℒ̃(𝜁 = 𝑖) > 0, (2.31)

portanto, se considrarmos ℎ como uma função de uma variável complexa, temos

que ℎ tem um pólo de ordem 1 em 𝑧 = 1
𝑐 , pois 𝑧 = 𝑐−1 é uma raiz simples de

(1 − 2𝑓(𝑧)).

Além disso

⋃︀𝑓(𝑧)⋃︀ = ⋁︀
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛ℒ̃(𝜁 = 𝑛)⋁︀ ≤
∞

∑
𝑛=0

⋃︀𝑧⋃︀𝑛ℒ̃(𝜁 = 𝑛) = 𝑓(⋃︀𝑧⋃︀), (2.32)

portanto ⋃︀𝑓(𝑧)⋃︀ <
1

2
para ⋃︀𝑧⋃︀ < 𝑐−1.

Se 𝑧 = 𝑐−1 exp(𝑖𝜃) ∈ C com 0 < 𝜃 < 2𝜋 então:

⋃︀𝑓(𝑧)⋃︀ = ⋁︀
∞

∑
𝑛=0

𝑐−𝑛 exp(𝑛𝑖𝜃)ℒ̃(𝜁 = 𝑛)⋁︀ < ⋁︀
∞

∑
𝑛=0

𝑐−𝑛ℒ̃(𝜁 = 𝑛)⋁︀ = ⋃︀𝑓(𝑐−1)⋃︀ =
1

2
,

logo ⋃︀𝑓(𝑧)⋃︀ <
1

2
para ⋃︀𝑧⋃︀ ≤ 𝑐−1, 𝑧 ≠ 𝑐−1.

Dito isso podemos provar o seguinte lema:

Lema 9. Existe 𝜖 > 0 tal que 𝑧 = 𝑐−1 é a única solução da equação 𝑓(𝑧) − 1
2 = 0 no

disco 𝐷(0,𝑐−1 + 𝜖) (centro em 𝑧 = 0 e raio 𝑐−1 + 𝜖) .

Prova:

Suponha, por absurdo, que para todo 𝜖 > 0 existe 𝑧 ≠ 𝑐−1 tal que 𝑓(𝑧) = 1
2 .

Então conseguimos uma sequência (𝑧𝑛)𝑛≥1 de números complexos com 𝑧𝑛 ≠ 𝑐−1 e

𝑓(𝑧𝑛) =
1
2 , para todo 𝑛 ≥ 1, tal que 𝑧𝑛 → 𝑐−1.
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Como 𝑓 é analítica em 𝐷(0,1) e 𝑐−1 é um ponto de acumulação do conjunto

{𝑧 ∈ C; 𝑓(𝑧) − 1
2 = 0} temos, pelo Princípio da Identidade (Proposição 8 do

Apêndice), que 𝑓 ≡ 1
2 contradizendo a definição de 𝑓 .

Prova do Teorema 8:

Escolha 𝜖 > 0 tal que 𝑧 = 𝑐−1 é a única solução da equação 𝑓(𝑧)− 1
2 = 0 no disco

𝐷(0,𝑅) onde 𝑅 ∶= 𝑐−1 + 𝜖, tal 𝜖 existe pelo lema anterior. Então podemos concluir

que a única singularidade de ℎ nesse disco é 𝑧 = 𝑐−1 (que é um pólo de ordem 1),

ou seja, existe um disco 𝒟 ⊂𝐷(0,𝑅) de centro 𝑧 = 𝑐−1 tal que:

ℎ(𝑧) =
𝑠

(𝑧 − 𝑐−1)
+

∞

∑
𝑗=0

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑐−1)𝑛

em que 𝑠 é dado por,

𝑠 = lim
𝑧→ 1

𝑐

(𝑧 − 𝑐−1)ℎ(𝑧) = lim
𝑧→ 1

𝑐

(𝑧 − 𝑐−1)(1 − 𝑓(𝑧))

(1 − 𝑧)(1 − 2𝑓(𝑧))
= lim

𝑧→ 1
𝑐

1 − 𝑓(𝑧)

1 − 𝑧
lim
𝑧→ 1

𝑐

𝑧 − 𝑐−1

1 − 2𝑓(𝑧)
=

=
𝑐

2(𝑐 − 1)
lim
𝑧→ 1

𝑐

1

−2𝑓 ′(𝑧)
= (

𝑐

2(𝑐 − 1)
)(

1

−2𝑓 ′(𝑐−1)
) < 0.

pois da equação 2.31 temos 𝑓 ′(𝑐−1) > 0.

Então podemos escrever

ℎ(𝑧) =
𝑎

(1 − 𝑐𝑧)
+

∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑐−1)𝑛

)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂
𝑔(𝑧)

com 𝑎 > 0 e 𝑔 holomorfa em 𝐷(0,𝑅). Portanto, denotando a fronteira do conjunto

𝐷(0,𝑅) por 𝜕𝐷(0,𝑅), temos que 𝑔(𝑧) = ∑
∞
𝑛=0 𝑏𝑛𝑧

𝑛 com

𝑏𝑛 =
1

2𝜋𝑖 ∫𝜕𝐷(0,𝑅)

𝑔(𝑧)

𝑧𝑛+1
𝑑𝑧 ⇒ ⋃︀𝑏𝑛⋃︀ = ⋁︀

1

2𝜋𝑖 ∫
2𝜋

0

𝑔(𝑅𝑒𝑖𝜃)

𝑅𝑛+1𝑒𝑖𝜃(𝑛+1)
𝑖𝑅𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃⋁︀
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≤
1

2𝜋𝑅𝑛 ∫

2𝜋

0
⋃︀𝑔(𝑅𝑒𝑖𝜃)⋃︀𝑑𝜃 ≤

ℳ

2𝜋𝑅𝑛
,

usamos o fato da função 𝑔 ser contínua e 𝜕𝐷(0,𝑅) ser um conjunto compacto, pois

nesse caso 𝑔 assume um valor máximoℳ em 𝜕𝐷(0,𝑅).

Como 𝑅 > 1
𝑐 temos que os coeficientes de 𝑔(𝑧) são da ordem de 𝒪(𝑑𝑛) com

𝑑 = 1
𝑅 ∈ (0,𝑐).

Já que
𝑎

(1 − 𝑐𝑧)
=

∞

∑
𝑛=0

𝑎(𝑐𝑧)𝑛 temos:

ℎ(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎(𝑐𝑧)𝑛 +
∞

∑
𝑛=0

𝑏𝑛(𝑧)
𝑛

)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂
𝑔(𝑧)

=
∞

∑
𝑛=0

(𝑎𝑐𝑛 + 𝑏𝑛)𝑧
𝑛⇒

⇒
∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛Ẽ(2𝑍𝑛) =
∞

∑
𝑛=0

(𝑎𝑐𝑛 + 𝑏𝑛)𝑧
𝑛⇒ Ẽ(2𝑍𝑛) = 𝑎𝑐𝑛 +𝒪(𝑑𝑛).



Capítulo 3

Percolação de Palavras em Z𝑑 com

𝑑 ≥ 2

3.1 Todas as palavras podem ser vistas em Z𝑑 com

𝑑 ≥ 2

Nesta seção veremos que para todo 𝑝 ∈ (0,1) existe um inteiro 𝑀 , que depende

de 𝑝 e 𝑑, tal que P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(𝑥,𝜔) = Ξ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑥 ∈ Z𝑑) = 1.

Teorema 9. Seja 𝒢 = (Z𝑑,ℰ). Temos que para todo 𝑑 ≥ 2 e 𝑝 ∈ (0,1) existe 𝑀(𝑝,𝑑)

tal que:

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(0, 𝜔) = Ξ) > 0.

Observe que esse teorema implica que sobre as mesmas hipóteses vale

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(𝑥,𝜔) = Ξ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑥 ∈ Z𝑑) = 1

pois o evento {𝜔 ∈ Ω; 𝑆(𝑥,𝜔) = Ξ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑥 ∈ Z𝑑} é invariante por translação

(portanto possui medida 1 ou 0) e tem medida maior que o evento

{𝜔 ∈ Ω; 𝑆(0, 𝜔) = Ξ}.

Para mostrar o teorema vamos renormalizar nossa rede Z𝑑, cada sítio da nova

rede será uma caixa 𝐿𝑥(𝑛) definida da seguinte maneira: dados 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ Z𝑑 então
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𝐿𝑥(𝑛) ∶= {𝑦 = (𝑦1,...,𝑦𝑑) ∈ Z𝑑; 0 ≤ 𝑦𝑖 − 𝑛𝑥𝑖 ≤ (𝑛 − 1),∀𝑖 = 1,...,𝑑}.

Observe que dado 𝑛 ∈ N o conjunto 𝑉𝑛 ∶= {𝐿𝑥(𝑛);𝑥 ∈ Z𝑑} é uma partição de Z𝑑

e a nova rede, onde o conjunto de vértices é dado por 𝑉𝑛, é isomorfa a Z𝑑.

Dizemos que uma caixa 𝐿𝑥(𝑛) é boa numa configuração 𝜔 se em toda linha

existe pelo menos um 1 e um 0. De maneira formal temos:

Definição 9. Dados 𝜔 ∈ Ω, 𝑛 ∈ N e 𝑥 ∈ Z𝑑 dizemos que 𝐿𝑥(𝑛) é boa na configuração

𝜔 se ∀𝑖 ∈ {1,...,𝑑} e para toda sequência (𝑙𝑗)(𝑗∈{1,...,𝑑}−{𝑖}) existem 𝑧,𝑤 ∈ 𝐿(𝑖,(𝑙𝑗)𝑗)

tais que 𝑌𝑧(𝜔) = 1 e 𝑌𝑤(𝜔) = 0, onde

𝐿(𝑖,(𝑙𝑗)𝑗) ∶= {𝑦 ∈ 𝐿𝑥(𝑛); 𝑦𝑗 = 𝑙𝑗,∀ 𝑗 ∈ ({1,...,𝑑} − {𝑖})}.

são as linhas da caixa 𝐿𝑥(𝜔).

Sejam 𝑥 ∈ Z𝑑, 𝑛 ∈ N e 𝐴𝑥 ∶= {𝜔 ∈ Ω;𝐿𝑥(𝑛) é boa em 𝜔}. Temos que (𝐴𝑥)𝑥∈Z𝑑

é uma sequência de eventos independentes e possuem a mesma probabilidade, por

isso, quando não trazer prejuízo para o entendimento vamos omitir o índice 𝑥 em

𝐴𝑥(𝑛). Se fixarmos qualquer uma das 𝑑𝑛𝑑−1 linhas de alguma caixa e denotarmos

por 𝐵1 o evento em que todo vértice dessa linha é igual a 1 e por 𝐵0 o evento em

que todo vértice dessa linha é igual a 0 temos que:

P𝑝(𝐴(𝑛)) = 1 − P𝑝(𝐴(𝑛)
𝐶) ≥ 1 − 𝑑𝑛𝑑−1P𝑝(𝐵1 ∪𝐵0) ≥

≥ 1 − 𝑑𝑛𝑑−1(︀P𝑝(𝐵1) + P𝑝(𝐵0)⌋︀ = 1 − 𝑑𝑛𝑑−1(𝑝𝑛 + (1 − 𝑝)𝑛). (3.1)

Da equação acima podemos concluir que lim
𝑛→∞

P𝑝(𝐴(𝑛)) = 1 ∀ 𝑝 ∈ (0,1). Então

dado 𝑝 ∈ (0,1) existe 𝑛 ∈ N tal que P𝑝(𝐴(𝑛)) > 𝑝𝑐(Z𝑑), onde 𝑝𝑐(Z𝑑) é o ponto

crítico do modelo de percolação de sítios de primeiros vizinhos em Z𝑑.

Se definirmos 𝑁 = 𝑁(𝑝) ∶= min{𝑛 ∈ N;P𝑝(𝐴(𝑛)) > 𝑝𝑐(Z𝑑)} e escolhermos o ta-

manho das nossas caixas como sendo𝑁 existirá um conjunto de medida positiva em

que haverá um aglomerado infinito de caixas boas na rede renormalizada passando

pela origem, vamos denotar esse conjunto por Γ, ou seja, Γ ∶= {𝜔 ∈ Ω; ⋃︀𝒞𝜔 ⋃︀ =∞} em
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que 𝒞𝜔 denota o aglomerado da origem na configuração 𝜔.

Figura 3.1: Sequência de caixas boas (na cor cinza) quando 𝑉 = Z2. Os sítios com
valores 1 e 0 são representados por ● e ×, respectivamente.

Lema 10. Sejam 𝑝 ∈ (0,1) e 𝑀 = 2𝑁(𝑝)−1.Temos que 𝑆(0,𝜔) = Ξ para todo 𝜔 ∈ Γ.

Prova:

Dado 𝜔 ∈ Γ vamos denotar o caminho de caixas boas por (𝐿𝑥0 ,𝐿𝑥1 ,...).

Considere a sequência (𝑖1,𝑖2,...) em que 𝑖𝑘 ∈ {1,...,𝑑} e ⋃︀𝑥𝑘−1,𝑖𝑘 −𝑥𝑘,𝑖𝑘 ⋃︀ = 1, ∀ 𝑘 ≥ 1

(𝑥𝑚,𝑖𝑘 denota a 𝑖𝑘-ésima coordenada do vértice 𝑥𝑚).

Seja 𝜉 = (𝜉1,𝜉2,...) ∈ Ξ, vamos construir, de maneira indutiva, um caminho

𝛾 = (𝑣0,𝑣1,...) tal que 𝜉𝑖 = 𝑌𝑣𝑖(𝜔) e ⋃︀𝑣𝑖 − 𝑣𝑖−1⋃︀ ≤𝑀 ∀ 𝑖 ≥ 1.

Denote a origem de Z𝑑 por 0 e defina 𝑣0 ∶= 0 ∈ 𝐿𝑥0(𝑁), como a caixa 𝐿𝑥0 é boa

existe pelo menos um vértice 𝑣 ∈ 𝐿𝑥0 sobre toda linha 𝐿(𝑖1,(𝑙𝑗)𝑗) com 𝑙𝑗 = 0 ∀𝑗 ≠ 𝑖1
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tal que 𝜉1 = 𝑌𝑣(𝜔), seja 𝑣1 um desses vértices. A caixa 𝐿𝑥1 é boa e adjacente a

𝐿𝑥0 logo existe pelo menos um vértice 𝑣 ∈ 𝐿𝑥1 sobre toda linha 𝐿(𝑖2,(𝑙𝑗)𝑗) com

𝑙𝑗 = 𝑣1,𝑗, ∀𝑗 ≠ 𝑖1 tal que 𝜉2 = 𝑌𝑣(𝜔), seja 𝑣2 um desses vértices. Podemos prosseguir

com essa contrução, de maneira indutiva, mostrando assim a existência do caminho

𝛾. Como o tamanho de cada caixa é 𝑁 e a maior distância possível entre dois

vértices é (2𝑁 − 1) =𝑀 concluímos a demonstração.

Prova do Teorema 9:

A prova do teorema segue direto do lema anterior. Pois para todo 𝑑 ≥ 2 e

𝑝 ∈ (0,1) temos que P𝑝(Γ) > 0 e, além disso, para todo 𝜔 ∈ Γ conseguimos 𝑀 -ver

todas as palavras a partir do vértice 0. Portanto P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(0, 𝜔) = Ξ) > 0,

∀ 𝑑 ≥ 2, ∀𝑝 ∈ (0,1).

Observe que o valor de 𝑀(𝑝) é minimizado quando 𝑝 = 1
2 , pois nesse é pouco

provável encontrar sequências grandes formadas só por 0′𝑠 ou só por 1′𝑠. Também é

intuitivo ver que 𝑀(𝑝) é não crescente em 𝑝 ∈ (0,12) e tende a infinito quando 𝑝→ 0

(ou 𝑝→ 1), pois nesse caso todos os vértices tenderiam ao valor 0 (repectivamente

1).

Uma pergunta interessante sobre o Teorema 9 é: qual o comportamento de

𝑀(𝑝) quando 𝑝→ 0 para que o evento {𝜔 ∈ Ω; 𝑆(0, 𝜔) = Ξ} ocorra?

Por simetria a resposta para a pergunta acima é a mesma se considerarmos o

intervalo (12 ,1) e trocarmos 𝑝 → 0 por 𝑝 → 1, por esse motivo vamos considerar

apenas o caso 𝑝→ 0.

Em [4] os autores mostram o seguinte teorema:

Teorema 10. Existe uma constante 𝜆0 ∈ ( 1
2𝑑 ,−6 ln (1 − 𝑝𝑐(Z𝑑))) tal que se

𝑀(𝑝) = ⟨︀𝜆𝑝 ⧹︀ então:

lim
𝑝→0

P𝑝(𝜔 ∈ Ω; 𝑆(0, 𝜔) = Ξ) =

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

0, se 𝜆 < 𝜆0;

1, se 𝜆 > 𝜆0.
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Não faremos essa demonstração aqui mas provaremos um outro teorema similar,

e mais fraco, que fornece o comportamento de 𝑀(𝑝) quando 𝑝→ 0 para que ocorra

o evento 𝐴0(𝑛) ∶= {𝜔 ∈ Ω;𝐿0(𝑛) é boa}. O outro teorema é mais forte pois para que

consigamos ver todas as palavras a partir da origem não é necessário que haja um

aglomerado infinito de caixas boas, é apenas suficiente. Abaixo segue o teorema

com sua demonstração.

Teorema 11. Seja 𝐴0(𝑛) ∶= {𝜔 ∈ Ω;𝐿0(𝑛) é boa}. Então, para 𝑛 = 𝑛(𝑝) ∶= ⟨︀−𝛽 ln𝑝
𝑝 ⧹︀,

nós temos que

lim
𝑝→0

P𝑝(𝐴0(𝑛)) =

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

1, se 𝛽 > (𝑑 − 1),

0, se 𝛽 ≤ (𝑑 − 1).

Prova:

Dado 𝑖 ∈ {1,...,𝑑} considere o evento abaixo em que todas as linhas da caixa

𝐿0(𝑛) possuem pelo menos um vértice igual a 1 na direção 𝑖.

𝐶𝑖
0(𝑛) ∶= {𝜔 ∈ Ω;∀ (𝑙𝑗)𝑗 com 𝑙𝑗 ∈ {1,...,𝑑} e 𝑗 ∈ {1,...,𝑑} − {𝑖}

existe 𝑧 ∈ 𝐿(𝑖,(𝑙𝑗)𝑗) tal que 𝑌𝑧(𝜔) = 1}.

Os eventos (𝐶𝑖
0(𝑛))1≤𝑖≤𝑑 possuem a mesma probabilidade e para que um deles,

digamos 𝐶1
0 , não ocorra devemos ter que todos os vértices das linhas que estão

nessa direção devem ser iguais a 0, ou seja:

P𝑝(𝐶
𝑖
0(𝑛)) = (︀1 − (1 − 𝑝)𝑛⌋︀𝑛

𝑑−1

. (3.2)

Agora considere o evento 𝐵0(𝑛) ∶= ⋂
𝑑
𝑖=1𝐶

𝑖
0(𝑛), ou seja, o evento em que todas

as linhas (L𝑖)1≤𝑖≤𝑑𝑛𝑑−1 da caixa 𝐿0(𝑛) possuem pelo menos um vértice igual a 1,

então o evento {𝐵0(𝑛) − 𝐴0(𝑛)} é formado pelas configurações 𝜔 ∈ 𝐵0 tais que

alguma linha da caixa possui todos os vértices iguais a 1, logo
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P𝑝(𝐵0(𝑛) −𝐴0(𝑛)) = P𝑝(
𝑑𝑛𝑑−1

⋃
𝑖=1

{𝑌𝑥(𝜔) = 1; ∀ 𝑥 ∈ L𝑖}) ≤

≤ 𝑑𝑛𝑑−1P𝑝(𝑌𝑥(𝜔) = 1; ∀ 𝑥 ∈ L1) = 𝑑𝑛𝑑−1𝑝𝑛⇒

⇒ lim
𝑝→0

P𝑝(𝐵0(𝑛) −𝐴0(𝑛)) = 0. (3.3)

Se fixarmos uma configuração 𝜔 e trocarmos os valores de alguns sítios que

estavam incialmente com o valor 0 por 1 a probabilidade de ocorrer o evento 𝐶𝑖
0

não decresce, logo os eventos (𝐶𝑖
0(𝑛))1≤𝑖≤𝑑 são crescentes, então pela definição de

𝐵0(𝑛) e pela desigualdade F.K.G. temos

(︀P𝑝(𝐶
1
0(𝑛))⌋︀

𝑑 ≤ P𝑝(𝐵0(𝑛)) ≤ P𝑝(𝐶
1
0(𝑛)). (3.4)

Além disso

lim
𝑝→0

P𝑝(𝐶
1
0) = lim

𝑝→0
(︀1 − (1 − 𝑝)

−𝛽 ln𝛽
𝑝 ⌋︀

−𝛽 ln𝛽
𝑝

𝑑−1

=

lim
𝑝→0

exp (︀−(−𝛽 ln𝑝)𝑑−1𝑝𝛽−(𝑑−1)⌋︀ =

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

1, se 𝛽 > (𝑑 − 1),

0, se 𝛽 ≤ (𝑑 − 1).

Tomando o limite em 3.4 temos:

lim
𝑝→0

𝐵0(𝑛) =

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

1, se 𝛽 > (𝑑 − 1),

0, se 𝛽 ≤ (𝑑 − 1).

então como 𝐴0(𝑛) ⊂ 𝐵0(𝑛) segue de 3.3 o resultado.
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Apêndice

Proposição 6. Dado 𝑀 ∈ N temos que se 𝛽 =
1

2𝑀
e 𝛼 = (1 − 𝛽) então:

𝑀

∑
𝑘=2

(𝑘 − 1)

2𝑘
= (𝛼 −𝑀𝛽).

Prova:

Dado 𝑛 ∈ N seja 𝑆𝑛 ∶=
𝑛

∑
𝑘=2

1

2𝑘
= (

1

2
−

1

2𝑛
), então:

𝑀

∑
𝑘=2

(𝑘 − 1)

2𝑘
= 𝑆𝑀 + (𝑆𝑀 −𝑆2)+ (𝑆𝑀 −𝑆3)+ ...+ (𝑆𝑀 −𝑆𝑀−1) = (𝑀 − 1)𝑆𝑀 −

𝑀−1

∑
𝑖=2

𝑆𝑖 =

= (𝑀 − 1) (
1

2
−

1

2𝑀
) −

𝑀−1

∑
𝑖=2

(
1

2
−

1

2𝑖
) =

𝑀

2
−𝑀𝛽 −

1

2
+

1

2𝑀
−
𝑀

2
+ 1 + (

1

2
−

1

2𝑀−1
) =

= −𝑀𝛽 +
1

2
(

1

2(𝑀−1)
) −

1

2(𝑀−1)
= 𝛼 −𝑀𝛽.

Proposição 7. Sejam 𝑚 ∈ N e 𝑔 um polinômio de grau menor do que 𝑚. Então,

𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)𝑔(𝑖)(−1)𝑚−𝑖 = 0.

Prova:

Se 𝑔 é um polinômio de grau 𝑛 então, dado 𝑖 ∈ N, podemos escrever

𝑔(𝑖) =
𝑛

∑
𝑙=0

𝑎𝑙(
𝑖

𝑙
), 𝑎𝑙 ∈ N ∀ 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛, logo basta provarmos a proposição para

polinômios da forma 𝑔(𝑖) = (𝑖𝑙), 0 ≤ 𝑙 <𝑚:

𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)𝑔(𝑖)(−1)𝑚−𝑖 =

𝑚

∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖
)(

𝑖

𝑙
)(−1)𝑚−𝑖 =



54

= (
𝑚

𝑙
)

𝑚

∑
𝑖=𝑙

(
𝑚 − 𝑙

𝑚 − 𝑖
)(−1)𝑚−𝑖 = (

𝑚

𝑙
)(1 − 1)𝑚−𝑙 = 0.

Proposição 8 (Princípío da Identidade). Sejam 𝐷 ⊂ C um conjunto aberto e

conexo e 𝑓 ∶𝐷 Ð→ C uma função analítica. Se o conjunto {𝑧 ∈ C; 𝑓(𝑧) = 0} possui

um ponto de acumulação então 𝑓 ≡ 0.

Esse é um teorema clássico de análise complexa e pode ser encontrado em

vários livros, em particular em [8] (Teorema 3.7 - pág 78). Uma consequência

desse teorema é que se tivermos duas funções analíticas 𝑓,𝑔 com domínio 𝐷 e elas

forem iguais em um subconjunto de 𝐷 que possui ponto de acumulação então elas

são iguais em todo domínio 𝐷 (basta tomar ℎ ∶= 𝑔 − 𝑓 e aplicar o teorema).

Proposição 9. Seja {𝑎𝑖}𝑖≥0 uma sequência de números reais tal que sua função

geradora 𝑓 seja:

𝑓(𝑥) =
∞

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖.

Se 𝑐𝑛 ∶= ∑
𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖 então a função geradora de {𝑐𝑖}𝑖≥0 é dada por:

𝑔(𝑥) ∶=
∞

∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑥
𝑖 =

𝑓(𝑥)

(1 − 𝑥)
.

Prova:

Temos que,

(1 − 𝑥)𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥)
∞

∑
𝑖=0

(𝑎0 + ... + 𝑎𝑖)𝑥
𝑖 =

∞

∑
𝑖=0

(𝑎0 + ... + 𝑎𝑖)𝑥
𝑖 −

∞

∑
𝑖=0

(𝑎0 + ... + 𝑎𝑖)𝑥
𝑖+1 =

= 𝑎0 +
∞

∑
𝑖=1

(︀(𝑎0 + ... + 𝑎𝑖) − (𝑎0 + ... + 𝑎𝑖−1)⌋︀𝑥
𝑖 = 𝑎0 +

∞

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝑖 =

∞

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 = 𝑓(𝑥).
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