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Resumo

Nesse trabalho vamos analisar algumas propriedades genéricas de sistemas dinamicos
conservativos ou simpléticos. Vamos provar em detalhes dois resultados que consi-
deramos relevantes: o teorema de Pixton, que afirma existe um subconjunto residual
do conjunto dos difeos em R? para o qual todo ponto periédico hiperbélico possui
intersecao hmoclinica transversal; e o teorema de Newhouse que prova a existéncia
de um subconjunto B C Dif fI (M) tal que se f € B entao todo ponto quase eliptico

de f é também limite de pontos homoclinicos transversais de f.



Abstract

Our objective is analize some generic properties of conservative and symplectic dy-
namical systems. We will focus our atention in two results we consider particularly
relevant: Pixton’s theorem, which proves the existence of a residual set of diffeo-
morphisms in R? for which every hyperbolical periodic point has transverse homo-
clinic intersection; and a theorem by Newhouse, that proves the existence of a subset
B C Dif fr(M) such that if f € B then every quasi-elliptic periodic point of f is

the limit of transverse homoclinic points of f.
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Introducao

Nesse trabalho, vamos estudar algumas propriedades genéricas de sistemas dinamicos.
Dado T um espacgo topolégico de Baire, um conjunto B C T é residual caso conte-
nha uma intersecao enumeravel de abertos densos. Um propriedade genérica é uma
propriedade valida para todos os elementos de um conjunto residual. Mais infor-
malmente, uma propriedade genérica é vélida para a "maior parte” dos elementos
de um determinado conjunto. Desse modo, fica claro que conhecer uma propriedade
genérica de um certo tipo de sistemas dinamicos significa obter informagao sobre a
"maior parte” desses sistemas.

Um exemplo importante de uma propriedade genérica em sistemas dinamicos é
o teorema de Kupka-Smale. De acordo com esse teorema, se M é uma variedade
compacta, existe um subconjunto residual B de Dif f"(M) tal que se f € B entao
todos os pontos peridédicos de f sao hiperbdlicos e possuem interse¢ao homoclinica
transversal entre variedades invariantes. Por esse teorema, conseguimos bastante
informacao sobre o comportamento dinamico da maioria dos difeomorfismos de classe
C". Uma pergunta interessante é se podemos conseguir algum resultado analogo
para sistemas conservativos. Seguindo esse caminho um resultado importante, para
o qual daremos uma prova nessa dissertacao, é o teorema de Pixton, que afirma
que para um subconjunto residual de difeomorfismos em R?, todo ponto periédico
hiperbdlico possui intesecao homoclinica transversal. Outro esforco nessa direcao
foi feito por Robinson em [8] , onde ele demonsta andlogos do teorema de Kupka-
Smale para sistemas conservativos e simpléticos. No caso de simplectomorfismos,

nao mais podemos garantir que todos os pontos periédicos serao hiperbdlicos, mesmo



como propriedade genérica. Temos de considerar a possibilidade de eles serem quase
elipticos.

Assim, no caso de difeomorfismos conservativos( ou simpléticos) é importante
saber o que ocorre na vizinhanga de um ponto quase eliptico. Em [10], Zehnder prova
que em dimensao dois, existe um subconjunto residual dos difeomorfismos analitcos
em M para o qual em qualquer vizinhanca de todo ponto periédico quase eliptico
existe um ponto periddico hiperbdlico com um intersecao homoclinica transversal.
Esse resultado serd enunciado e usado na prova de um resultado no capitulo 3. Um
dos resultados de Newhouse em [4] é uma generaliza¢ao do resultado de Zehnder
para variedades de dimensao 2n e difeomorfismos de classe C". Esse é um dos dois
resultados principais abordados nessa dissertacao. O outro é o teorema de Pixton,
do qual ja falamos.

No capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos basicos essenciais para a com-
preensao dos resultados que virao a seguir. No capitulo 2 sera provado o Teorema
de Pixton, que é um resultado importante no contexto de propriedades genéricas de
sistemas dinamicos, como também serd usado na prova do teorema de Newhouse.
No capitulo 3, provaremos o resultado devido a Newhouse sobre o qual falamos

anteriormente.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Ao longo dessa secao serd feita uma breve exposicao de conceitos e resultados pre-
liminares cujo entendimento é primordial para a compreensao dos resultados pos-
teriores. Alguns dos teoremas aqui apresentados serao usados como ferramentas
para provar os resultados dos capitulos seguintes; enquanto outros conceitos que
tratamos aqui sao necessarios para que se possa compreender os resultados expostos
na dissertacao. Muitos dos teoremas aqui apresentados serao simplesmente enun-
ciados, mas nao demonstrados. Nesse caso forneceremos as referéncias onde tais
resultados estao devidamente provados. Como se tratam de resultados considerados
preliminares, nao nos deteremos mais que o necessario sobre eles, simplesmente nos

concentrando nos resultados que usaremos em algum momento futuro.

1.1 Nocoes de Topologia Diferencial

Ao longo desse trabalho estaremos lidando com espagos de funcoes. Mais especifi-
camente, estaremos lidando com o espaco das fungoes de classe C", cujo dominio
e imagem ¢é uma certa variedade M. E, portanto, fundamental uma caracterizacao
desse espaco de fungoes, assim como esclarecer o que significam exatamente conceitos
como diferenciabilidade de aplicagoes entre duas variedades. Finalmente daremos

uma definigdo precisa dos conjuntos Dif f"(M), apenas levando em conta que M é



uma variedade compacta.

Um espago topoldgico M é uma variedade de dimensao n quando existe uma
cobertura aberta U = {U;};cn de M tal que para cada i € A existe uma aplicacao
¢i : Uy — R™ tal que ¢; é um homeomorfismo. Chamamos os pares (¢;, U;) de cartas
enquanto os conjuntos da forma ® = {(¢;, U;) }iea s@o chamados de atlas.

Um atlas de M é de classe C" se ¢; 0 ¢;' = ¢;(U; N U;) = ¢3(U; N U;) é uma
aplicagao de classe C" para todo 7,5 € A. Um atlas ® é um atlas maximal se todo
atlas compativel com @ estiver contido em ®. Dizemos que dois atlas ®; e ®5 sao
C" compativeis se ®; U &, for um atlas de classe C". Um atlas maximal de classe
C" é uma estrutura diferenciavel.

Agora vamos caracterizar aplicacoes diferencidveis entre duas variedades dife-
renciaveis. Seja f : M — N. Considere duas cartas (¢,U) de M e (¢,V) de N
adaptados a f tais que f(U) C V. Nesse caso a aplicac¢ao

Vfo™h o(U) = w(V)

estd bem definida e é chamada de representacao local de f em cartas no ponto z, se
x € U. A aplicagao f é chamada diferenciavel em x se f possui uma representagao
local que seja diferenciavel em z. De maneira similar, dizemos que f é de classe
C" em x se x possui uma representacao local que seja de classe C". Dizemos que
uma aplicacao é de classe C" se todo ponto de M possui uma representacao local
de classe C".

Em seguida vamos definir o fibrado tangente de M de uma aplicacao dife-
renciavel. Seja (M, ®) uma variedade de classe C"*!. Definimos um vetor tangente
a M como uma classe de equivaléncia [z, 7, a] de triplas (x,7,a) € M x A xR", sendo
que dois vetores [z, i, a] e [y, j,b] sdo considerados equivalentes se e somente se © =y

D(¢;0; ") (di(x))a =10

O conjunto de todos os vetores tangentes a M é T'M, o fibrado tangente de M.

Sejam, M e N variedades de dimensao m e n respectivamente e ¢; : U; — R™ e
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Y, V; = R" cartas para M e N de modo que f(U;) C V;. Uma aplicacao da regra

da cadeia mostra que a aplicagao:

(2,4, a] = [f(2), ], D(¥;6;7 ") (di())a]

nao depende de 7 e j o que siginifica que a aplicacao T'f : TM — TN estd bem
definida pela representacao em cartas acima.

Finalmente vamos definir a topologia C" em C"(M, M (conjunto de aplicagdes
cujo dominio e a imagem sao a mesma variedade M). Ressaltamos que durante todo
esse trabalho as variedades com as quais iremos trabalhar sao todas compactas.
Nao existe portanto qualquer diferenca entre as topologias forte e fraca para tais
variedades. Seja f : M — M uma aplicagao de classe C". Seja C"(M, M) o conjunto
de aplicacoes de classe C" de M em M. A topologia C" em M é a topologia gerada
pelos conjuntos:

BI(f) = {g € C7(M, M); | D*(6fn)(x) — D*(ég61)(x)]| < € para todo z € M e
para todo 0 < k < r}

Nossa referéncia para essa sec¢ao foi o livro [2] , escrito por Morris Hirsch.

1.2 Nocoes de Geometria Simplética

O espaco no qual trabalharemos, Dif f] é o espago dos difeomorfismos de classe
C" que preservam uma forma simplética. E portanto imperativo esclarecer o que é
uma forma simplética, assim como algumas de suas propriedades. Assim como as
outras segoes desse capitulo, daremos aqui apenas uma visao geral dos resultados
de Geometria Simplética que usaremos posteriormente. Para uma explicacao mais
detalhada, ver [1] Uma forma simplética é uma aplicagao bilinear anti simétrica nao
degenerada. Uma aplicagao bilinear w : V x V — R é dita anti simétrica quando
w(u,v) = —w(v,u) para quaisquer u e v pertencentes a V. Ja w : V x V :—» R é

dita nao degenerada quando nao existe nenhum elemento uy € V, ug # 0 tal que
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w(up,v) = 0 para todo v pertencente a V. Nesse contexto, um resultado importante

que diz respeito a formas bilineares anti simétricas é o seguinte:

1.2.1 Teorema (Forma Padrao para Aplicagoes Bilineares Anti Simétricas). Seja
V' um espago vetorial m-dimensional em R e seja w : V XV :— R uma aplicagao
bilinear anti simétrica. Eriste uma base

{uy, ..., ug, €1, ...,€n, h1, ..., hy} de'V tal que:

w(ui,v) = 0 para todo i € {0, ...,k} e para todo v € V

w(ei, e;) =0=w(h;, hj) para todo i,j e

w(ei, hj) = 0;; para todo i, j

Uma consequéncia direta desse teorema é que para que w : V x V :— R seja
uma forma simplética é necessario V' seja um espacgo vetorial de dimensao par.

Agora vamos estender e adaptar as defini¢coes anteriores, validas para espacos
vetoriais, para o contexto de variedades diferenciaveis. Via de regra nao podemos
tratar variedades diferenciaveis como espacos vetoriais. Por isso vamos primeira-
mente definir uma aplicacao w, : T,M x T,M — R, onde T,,M ¢é o espago tangente
de M em p. Considerando a variedade M imersa em algum R*, temos que v € T, M
se e somente se existe uma curva a : R — M com a(ty) = p e /(ty) = v. Clara-
mente 7, M é um espaco vetorial. Agora estamos preparados para definir uma forma

diferencial em uma variedade M.

1.2.2 Definigao. Dizemos que w é uma forma simplética em M caso w, sejam
aplicagoes bilineares, anti simétricas e nao degeneradas para todo p € M, w, varie

de maneira suave em M e w seja uma forma fechada dw = 0.

1.2.3 Defini¢ao. Um variedade simplética € um par (M,w) onde w € uma forma

simplética e M é uma variedade diferencidvel.

1.2.4 Defini¢ao (Difeomorfismo Simplético). Um difeomorfismo simplético (ou
simplectomorfismo) ¢ entre duas variedades simpéticas (M,w) e (M',w'") € um di-
feomorfismo ¢ : M — M’ tal que p x W' = w. (Por definicad, ¢ x w'(u,v) =
W' (Dpp(u), Dyp(v)).) Se eziste um simplectomorfismo dizemos que (M,w) e (M',w’)

sao simplectomorfos.
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Se (M,w) é uma variedade simplética, e a dimensao de M é 2n, temos que a
forma

¢ uma forma de volume em M. Assim, uma aplicacdo que preserva uma forma
simplética automaticamente preserva uma forma de volume em M, o que quer dizer
que os difeomorfismos que preservam uma forma simplética sao um subconjunto dos
sistemas conservativos.

Finalmente, apresentamos o teorema de Darboux, que usaremos posteriormente.

1.2.5 Teorema (Darboux). Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensdo 2n
e p qualquer ponto de M. Entao existe uma carta coordenada(U, 1, ..., Tn, Y1, -y Yn)
centrado em p tal que em U temos:
w = i dxy N dy;
i=1

Podemos compreender o Teorema de Darboux como um andlogo do Teorema
1.2.1 para formas simpléticas em variedades diferenciaveis. Enquanto no contexto
de espacos vetoriais basta escolher os elementos da base para expressar uma forma
de maneira relativamente simples, quando estamos lidando com variedades dife-
renciaveis, devemos produzir um parametrizacao de M para fazer o mesmo com
uma formas simpléticas. Como veremos no capitulo final, encontrar uma parame-
trizacao que nos permita defeinir uma forma simplética de maneira simples é uma

ferramenta bastante 1til para atacar nosso problema.

1.3 Teorema da Variedade Central

Agora vamos apresentar algumas defini¢coes basicas de sistemas dinamicos, uteis para

aqueles que nao estao familiarizados com area

1.3.1 Definigao. Um sistema dinamico discreto consiste em um conjunto nao vazio
X e uma aplicagao f : X — X. Paran € N, f* é composta de fo fo...of n vezes.

Se f € invertivel, entdao definimos f~™ como f~'of lo...of™! n vezes. Finalmente,
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definimos f° como a identidade. Dizemos que p é um ponto periédico de f se existe
T € N com fT(p) = p.

1.3.2 Definigao. Definimos a orbita positiva de um ponto como

Of (z) = U f™(x) onde n € Z

>0

Da mesma forma, definimos a orbita negativa de um ponto:

O; (z) = U fM(x) onden € Z

t<0

1.3.3 Definigao. Seja p um ponto periddico de periodo T para uma aplica¢ao f
diferencidvel. Dizemos que p é um ponto periodico hiperbolico de f se todos os
autovalores de D fT(p) possuem norma diferente de um. Se todos os autovalores de
DfT(p) tiverem norma um e forem nao reais, dizemos que p € um ponto periddico
eliptico de f. Por iltimo, se DfT(p) possuir pelo menos um autovalor de norma
um e todos 0s autovalores de norma um de D fT(p) forem nao reais, dizemos que p

¢ um ponto periodico quase eliptico de f.

1.3.4 Definicao. Tome m(A) a norma minima de uma aplicagao linear A : E — E,
dada por m(A) = infiy=1|A.v|.

A derivada de um difeomorfismo f em um ponto periédico quase eliptico possui,
por definicao, autovalores de norma um. Por isso nao podemos utilizar o Teorema da
Variedade Estavel para descrever a dinamica em uma vizinhanga desses pontos. Mas
o objetivo dessa dissertagao ¢ descrever a dinamica em uma vizinhanca de um ponto
quase eliptico, pelo menos para um subconjunto residual de Dif f’. Nessa secao
enunciaremos dois teoremas. O primeiro mostra a existéncia de variedades estavel e
instavel, mesmo quando o ponto periédico em questao nao é hiperbélico. O segundo
mostra a existéncia de uma variedade central, assim como de uma variedade centro
estavel e outra centro instavel. Nossa principal referéncia sobre esse assunto sera

[9]. Faremos algumas mudangas ocasionais na notacao e até mesmo no enunciado
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dos teoremas com o objetivo de simplificar e deixar mais curtos seus enunciados.
Em alguns casos, situagoes mais gerais tratadas em [9] que estejam fora do escopo

do nosso trabalho nao serdao consideradas.

1.3.5 Teorema (Teorema da variedade Estavel). Seja f : U C R" — R" uma
aplicacio de classe C* para 1 < k < oo e f(p) = p. Portanto podemos particionar
R™ nos sequintes auto espagos de Df,, R" = E* ® E°® E°, que correspondem aos
auto espagos generalizados de D f,, cuja norma dos autovalores sao, respectivamente,
maior que um, igual a um e menor que um. FExiste uma vizinhanca de p, V C U
tal que W*(p,V, f) e W¥p,V, f) sdo variedades de classe C* tangentes a E°* e
E*, respectivamente, e sao caracterizados pela taxa exponencial de convergéncia das

orbitas de a p da sequinte maneira: Sejam 0 < ( <1 < X\ e as normas em FE° e E"

sao escolhidas de tal forma que ||Df,

|| < C em(Dfylpe) > A. Entao temos:

We(p,V, f)={q eV :d(f(q).p) < d(q,p) para todo j > 0}

Wp,V,f)={q €V :d(f(q),p) < X7d(q,p) para todo j > 0}.

1.3.6 Teorema (Teorema da Variedade Central). Seja f : U C R" — R™ uma
aplicacio de classe C* para 1 <k < oo e f(0) =0 e A= Dfy. Seja k' um inteiro
escolhido da sequinte forma :k' =k sek < oo el < k' < oo se k = 0o. Assumimos
também que 0 < ( < 1 < X\ e as normas em E* e E" sdo escolhidas de tal forma
que |[Df,
1DJ,
invariante central estdvel de classe C*', We(0, f) que é um grdfico em E¢® E* ¢ é

Es

< ¢ em(Dfylg:) > A\. Seja € > 0 pequeno o bastante para que

|l < ¢ —€ em(Dfylpe) > A+ €. Nessas condigdes existe uma variedade

tangente a E°@® E° em 0 e € caracterizada da sequinte maneira:
We(0, f) = {q: d(f(q),0)\7 = 0 quando j — oo}.

O que significa que d(f7(q),0) cresce mais devagar que N. Analogamente existe
uma variedade invariante central instdvel de classe C*', Wew(0,) que € um grdfico

em E" @ E° e € tangente a E* @& E° em 0 e € caracterizada da seguinte maneira:

w0, f) = {g: d(f(q),0)¢’ = 0 quando j — oo}.
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O que significa que d(f~7(q),0) cresce mais devagar que (™7 quando j — oo ou

—j — —o0 . Assim podemos definir a variedade central de f como
W0, f) = We(0, f) n W0, f).

Ao contrario do que ocorre com os elementos da variedade estavel, a condicao
necessdria para que um ponto q pertenca a W<e(0, f) é que o valor de d(f?(q),0)
cresca a uma taxa menor que ), para j positivo. Analogamente, a condicdo ne-
cessdria para que um ponto pertenca a We(0, f) é mais fraca que a requerida para
que um ponto pertenga a W*(0, f), sendo necessdrio apenas que d(f7(q),0) cresca
a uma taxa menor que ¢ 7. Portanto, tudo que podemos dizer sobre um elemento
da variedade central é que temos uma quota para o crescimento de d(f?(gq),0), tanto

para a orbita positiva de ¢ quanto para sua orbita negativa.

1.4 Forma Normal de Birkhoff

Aqui faremos uma breve apresentacao da Forma Normal de Birkhoff, um resultado
que descreve a dinamica em uma vizinhanca de um ponto fixo eliptico. Antes de
apresentar o resultado, ¢ importante apresentar alguns conceitos que usaremos em
seguida. Assim como todos os outros resultados desse capitulo, apenas apresenta-
remos a Forma Normal de Birkhoff. Para quem procura uma explicacao detalhada
desse resultado, remetemos a [7] , onde o leitor podera encontrar uma explicac¢do
detalhada sobre o assunto, assim como a demonstracao desse teorema para o caso de
dimensao 2. Na verdade, essa obra sera nossa principal referéncia sobre o assunto,
com a tunica diferenca que os resultados aqui apresentados sao para dimensao 2n.

Outro conceito importante que devemos apresentar € jato de uma aplicagao:

1.4.1 Definicao. Seja f uma aplicacio de ordem C*. Denominamos de k-jato de f
no ponto 0 o polinomio de Taylor de f de ordem k no ponto 0. Ou seja, consideramos
apenas a aproximac¢ao da funcao pelo polinomio de Taylor de ordem k, ignorando

as derivadas de ordem mais altas.
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O conceito de jato de uma aplicacao serd usado no capitulo trés, quando vamos
perturbar uma funcao de modo a ficar apenas com seu jato de ordem k. O jato
de ordem k de uma aplicagao tem propriedades bastante interessantes, quando ex-
pressamos essa aplicacao na Forma Normal de Birkhoff, como ficara claro logo em

seguida.

1.4.2 Teorema (Forma Normal de Birkhoff). Suponha que f € Dif fI(M) e que O
¢ um ponto fixo eliptico de f. Entao podemos escolher um parametrizacao ¢ de modo
que tomando z; = x; +v/—1y;; i = 1,....k as coordenadas complexas de RF x RF;
temos f(z1, ..., zk) = (&1, -, &) + (21, ..., 2x) onde & = ze/7 - com

L = L(z1,...,2,) = 3 iy il [Pz [P e as primeiras k derivadas
11,8 2058 <r
parciais de h relativas a zq, ..., 2z, se anulam na origem, pois h possui apenas termos

de ordem superior a k. Por isso, podemos afirmar que L € uma funcao polinomial
nas varidveis |z1|%, ..., |z]? e que g1(z1, ..., z1) = (217 26/ ) € 0 r-jato de

f(z1y 0y 21) em 2y = ... = z, = 0.

No capitulo trés vamos perturbar uma funcao f expressa na Forma Normal de
Birkhoff, de modo que fiquemos apenas com a aplicagdo g;; ou seja com k-jato da
aplicacao f na forma normal de Birkhoff. Observando a aplicagao g1, percebemos
que em cada coordenada z, ..., zx, a aplicacao gira cada coordenada por um angulo
que é o mesmo para cada z; e que é determinado pelo polinémio L. Portanto,
podemos garantir que a norma de um ponto p é igual a norma de g;(p), para todo p
em uma vizinhanca da origem. Ao contrario do caso em dimensao dois, nao podemos
garantir que existam curvas invariantes nas quais g; seja simplesmente uma rotacao

de angulo fixo.

1.5 Lema de Perturbacao

Ao longo da dissertacao sera necessario perturbar simplectomorfismos de tal ma-
neira que as novas funcgoes continuem preservando a mesma forma simplética. Além

disso, tais perturbacoes devem alterar a funcao original apenas em uma determi-
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nada vizinhanca e a perturbacao deve poder ser tao pequena quanto quisermos. As
perturbagoes que vamos construir ao longo da dissertagao devem possui as seguin-
tes caracteristicas: levar um ponto x em um ponto y que esteja suficientemente
proximo, preservar a forma simplética w, ser idénticas a identidade fora de uma
vizinhanga de z e ser € préxima da identidade na topologia C". Se nosso objetivo
fosse simplesmente perturbar uma func¢ao de modo que g(f~!(z)) = y, bastaria usar
um deslocamento de x para y composto com uma funcao bump. Como desejamos
que a nova funcao também preserve a forma w e esteja € proxima da original na
topologia C", sua construcao torna-se mais complicada, envolvendo fungoes gerado-
ras.A seguir vamos apresentar um lema que nos permite construi fun¢ées com essa
caracteristica. A prova desse lema estd em [4]. Seja B.(x) a bola de raio € e centro

em x. Para uma aplicacao u : R? — R?, seja

pllr = sup,egemaz{|u(z)], |Dp(z)], ..., | D" p(x)[}
Onde D?u(z) é a j-ésima derivada de p em .

1.5.1 Lema. Sejam e >0 cer € Z*
(a) Dado 6 > 0 ey € Bes(0), ewiste um difeomorfismo pu = R* — R* de classe
C*, que preserva drea de modo que p(0) =y, u(z) = x para |x| > 6 e ||p—id||; < ¢

(b) Dado 6 > 0 e um subespaco linear H C {(x,y) : |y| < 5|x|} ewiste um
difeomorfismo p : R?* — R? de classe C' , que preserva drea de modo que u(0) = 0,
Top((y =0)) = H, p(z) = x para |x| > § e ||p—id|[y <€ .

(c) Existe uma func¢ao C(r) > 0 com a sequinte propriedade: Dado 6 > 0 e
Y € Beyeor(0), existe um difeomorfismo pn: R* — R* de classe C , que preserva

drea de modo que pu(0) =0, Tou((y = 0)) = H, p(z) = x para |z| > § e||p—id||, <e.

O que o difeomorfismo p faz é levar a origem a um ponto y suficientemente
proximo de 0, o quao proximo dependendo dos valores de § e de e. Os termos

e € representam respectivamente o tamanho da regiao na qual p pode diferir da
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identidade( j& que p(xr) = z para |z| > J) e o quanto p pode ser diferente da
identidade ( pois ||p —id||, < € ).

Por outro lado, se analisarmos as relagoes entre y, 0 e € podemos concluir que
tendo y fixo, quanto menor o valor de § maior deverd ser o valor de € e vice versa.
Por outro lado, mantendo-se ¢ fixo, quanto menor o valor de € mais proximo y deverd
estar da origem. De maneira semelhante, mantendo-se € fixo, quanto menor o valor

de ¢ mais préximo y deverd estar da origem.
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Capitulo 2
Teorema de Pixton

Nessa secao daremos uma prova do Teorema de Pixton, um resultado genérico sobre
sistemas dinamicos bidimensionais. Como muitos resultados discutidos de maneira
mais aprofundada nessa dissertacao, O Teorema de Pixton é um resultado que vale
para um subconjunto genérico de Dif f7(M). Usaremos como referéncia bésica [5],
com a diferenga que nos preocuparemos em deixar mais claras passagens que con-
siderarmos necessitar de uma explicacao mais detalhada. Primeiramente, vamos
enunciar o teorema:

O teorema de Pixton mostra que se M for uma superficie compacta, possivel-
mente com bordo, que mergulha em S? entao para todo r > 1 existe um subconjunto
residual R de Diff] (M) tal que f € R implica que todos os pontos periddicos hi-
perbdlicos de f tém pontos homoclinicos transversais. Fernado Oliveira publicou
uma versao desse mesmo teorema para variedades mergulhadas no toro. Tal resul-
tado pode ser encontrado no artigo [6], onde o autor dd também uma prova diferente

para o Teorema de Pixton.
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2.1 Densidade das Funcoes com Intersecao Ho-

moclinica Transversal

A hipétese da superficie M estar mergulhada em S? é necessaria para a demons-
tragao, pois nela usamos o teorema da curva de Jordan. De acordo com esse teorema,
se tomarmos uma curva fechada v em M — dM ela divide M — (OM U~) em dois
abertos conexos cujo bordo em M —0M é ~ . Agora daremos algumas defini¢oes que
serao usadas durante a prova do teorema de Pixton. Seja p um ponto periddico hi-
perbélico de um difeomorfismo f. W*(O(p), f) e W*(O(p), f) sdo, respectivamente,
as variedades estdvel e instavel da 6rbita O(p) de p.Quanto a prova do teorema de

Pixton, o passo mais importante é a seguinte proposicao:

2.1.1 Lema. Suponha que p é um ponto periddico hiperbdlico de f € Dif fr(M) .
Suponha também que M possa ser merqulhada em S*. Dada qualquer vizinhanca
UCDiffr(M) com f € U existe g € U tal que p é um ponto periédico hiperbdlico
de g e W*(O(p),g) possui um ponto q de intersecdo transversal com W*(O(p), g),
compF#q .

Para provar a proposicao 2.1.1, usaremos o lema de perturbagao 1.5.1 ja apre-
sentado no capitulo de Resultados Preliminares para produzir mudancas locais em
uma funcgao f, e assim produzir uma intersecao homoclinica.

Agora, prosseguimos com a prova da proposi¢ao 2.1.1. Usaremos a seguinte
notagao: CI(FE) é o fecho de um conjunto E, int(F) é o interior de E,

0,(E) = (e
n>0
¢é a orbita positiva de F,

o_(E) = r(e)

n<0
¢é a oOrbita negativa de F,

oie) = 1)
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OF(E) = f(B),

id é a aplicagao identidade, suppp = {x : p(z) # x}.

Para provarmos nosso resultado, é o bastante perturbar f para g de modo que

[(W*(O(p),9) \ O(p)] N [W*(O(p), g) \ O(p)] # 0.

Entao fazemos mais uma perturbacao para garantir que a interse¢ao seja transversal.

Seja Dy um conjunto de intervalos em W?*(O(p), f) \ O(p) tal que W*(O(p), f) \
O(p) = U,ez f(D1) e seja N; uma pequena vizinhanga de D;. Como cada ponto
y € M é nao errante ( pois M é compacta e f preserva drea) existe uma sequéncia
x; em Ny com z; — y € Dy e n; > 0 de modo que f™(x;) — y. Analogamente
definimos Dy como um conjunto de intervalos em W*(O(p), f) \ O(p) de modo
que W*(O(p), f) \ O(p) = U,z f(D2). Também definimos N, como uma pequena,
vizinhanga de D,. Podemos assumir que f~27(Ny) N Ny = ), onde 7 é o perfodo de
p, € que existem inteiros m; < n; de modo que f™i(x;) — x € Ds.

Em seguida tomamos uma vizinhanca U de O(p) que contém N; e Ny tal que
f-|u seja quase linear. Podemos assumir queN; seja pequena o suficiente para que
todo ponto de N, cuja drbita negativa deixe U passe primeiro por N;. Também
assumimos que intf(No) N U = .

Seja o C" préoxima da identidade, com suppu sendo uma pequena vizinhanga de y
e uy(x) = f™(x;) para algum ¢ grande. Chamemos de g; a fungao py o f. Afirmamos
que f~Hz) € W*O(p),g9) e OL(fHy),9) N Ny = 0. Assim, com uma pequena
mudanga C" em f obtivemos g; com W*(p, g) estd ¢, préxima a Dy C W*(O(p), g).
Desse modo, podemos construir uma sequéncia de perturbacoes j; que dara origem
a uma sequéncia de fungoes g; = p; o f;—; de modo que W*(p, g;) estard ¢; proxima
a Dy C W*(O(p),g:), com ¢ — 0.
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Figura 2.1: Aproximando as variedades estavel e instavel

Para isso, vamos tomar g; como acima de modo que || f—g1||, < § e||gj—g;j-1]|» <
57~ Também devemos garantir que as fungoes g; levam x em pontos ; tais que f™(x;)
esteja cada vez mais proximo de y. Desse modo, temos que a variedade estavel de
g; estd cada vez mais proxima da variedade instdvel de g; e g; — f . Como as
fungoes g; podem estar tao proximas de f quanto quisermos, podemos facilmente
fazer com que elas convirjam, de modo que teremos g; — f. Para essa nova fungao
que também chamaremos de f, existe um conjunto de intervalos Dy C W#(O(p), f)
de modo que

fT(D1) N Dy C 9Dy,

Unezf"(D1) = W*(O(p), f)

CIW*(O(p), f) N Dy # 0.

Também vamos assumir que W*(O(p), f) N W*(O(p), f) = O(p). A parte fun-

damental da prova é o lema a seguir:
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2.1.2 Lema. FExiste um ponto y € intDy, uma vizinhanca V' de y e uma sequéncia
de pontos y, € W*(O(p), f) convergindo para y quando ¢ — oo tal que O_(y,, f) N
itV = 0.

Para provar o lema, vamos antes fazer algumas suposicoes adicionais para que
possamos trabalhar com os casos mais simples, antes de atacar o caso geral. Primei-
ramente vamos trabalhar com o caso em que p é ponto fixo de f e tanto W*(O(p), f)
quanto W*(O(p), f) preservam orientacao. Dizemos que a fungao f preserva a ori-
entagao na variedade estavel quando z e f(z) estdo no mesmo ramo de W*(p, f)\{p}
para todo x € W¥(p, f). A definicao é andloga para a variedade instavel.

Seja y € (W=*(p) \ {p}) N CIW*(p) e suponha que o lado direito de W, (p) \ {p}
acumule em y como na figura ??. Vamos chamar essa componente de Wi (p). Seja
V' uma pequena vizinhanca em forma de disco com y sendo o centro de V', de
tal forma que V' N f(V) = 0. Seja J a componente de W#(p) tal que y € J.
Seja S; a componente de V \ J a direita de J, enquanto S, é a componente a
direita. Vamos assumir também que W*(p) acumula em J apenas pela direita,
ou seja W¥(p) NS, = . Caso isso ndo ocorra basta reduzir o raio de V' até que
Wi(p) NS, =0, o que é possivel pois W*(p) nao acumula em J pela esquerda. Seja
z o primeiro ponto em W*"(p) a partir de p que intercepta dV. Chamamos de 7, o
intervalo em W#(p) ligando o ponto mais baixo de W#*(p) N9V a p, enquanto L é o
ramo de W*(p) que vai de p até z e v é a curva em 95, levando z ao topo de ~s.(Ver
figura ?77?)

Chamamos de C a curva simples e fechada L Uy U ~s. Seja D a componente
do complemento de C' tal que y ¢ D. Temos que f(S,) C D. Vamos provar essa
afirmacao por absurdo:

Caso f(S,) N DY # 0, terfamos que, pelo teorema da curva de Jordan, f(S,) N
0D # 0, pois f(S,) é conexo e f(S,)ND # 0.Seja zy € f(S,)ND. Como f nao possui
intersegdo homoclinica e f(S,) NS, = 0, temos que zg € L. Mas isso implica que
/7 Y(20) € S,, 0 que é absurdo pois f_1(z) € L e z deveria ser o primeiro elemento
de Wi(p) a interceptar V.

Agora seja B9 = {Jy <, f2(D). Note que E? é aberto. Temos os seguintes fatos
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S

Figura 2.2: Cado em que p é ponto fixo

sobre K9, que provaremos a seguir:
(HO_(L)NV =10
(2)0E* Cc OE" U O}(L), para ¢ > 0.
(3)y ¢ CIE? para ¢ > 0.
(HO1(V nWi(p)) C B
(5)f(L) D L e Og°(L) acumula em y.

Prova de (1):
Imediato, pois f~Y(L) C Le LNV = 0.
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Prova de (2):

Noés temos que

ot c |J of(D)= |J FoD) =

0<j<q 0<j<q

= U FPlLuyug) =

0<j<q

= O5(L) U O5(7) U O5(7s) € O(L) U Og() U s

(A ultima passagem decorre do fato de 74 fazer parte da variedade estavel de f
e da variedade estével preservar orientagao. Por isso temos O_(7,) C 7s.)

Por outro lado temos que f(S,) C D — Clf(S,) C CID — f(y) C ClD. Agora
como 0D = L U~ U, basta que eliminemos a possibilidade de qualquer ponto de
fv) pertencer a L ou a 7. Pela figura FIG1 podemos ver que o ramo superior de
W#(p) ndo pode adentrar S,, caso contrario ndo poderiamos ter f(S,) C D. Por
nao poder adentrar S,, podemos afirmar que W#*(p) N~y = 0, o que significa que
f(v) Nys = 0, devido ao fato de W*(p) ser f-invariante. Agora vamos descartar
a posssibilidade de f(y) N L ser diferente de (). Para mostrar que isso nao pode
ocorrer, basta observar que qualquer ponto z, € v N W (p) é, por definicao de z,
posterior a z em W (p). Portanto temos que f(22) também sera posterior a z; o que
implica que f(29) ¢ L, pois W*(p) nao possui auto-intersecao.

Assim podemos concluir que f(y) C E7U~; o que implica 0E1NO&(~) C ~. Dai
segue o resultado desejado.

Prova de (3):

Temos que y ¢ C1E® = CID. Tsso significa que, em particular, y ¢ OE°. Como
y ¢ O5°(L) (pois f nao possui pontos homoclinicos), y ¢ dE° e 91 C OE°UOZ(L),
temos que y ¢ OFEY para ¢ > 0. Portanto temos que y € CIE? < y € E1.
Suponha por absurdo que 35 > 0 com y € E’. Chamando de W$(p) o ramo da
variedade estdvel com y € W (p), temos que y € B9 — 3k € {1, ..., j} com f*(y) €
D, o que implica que W? (p)ND # 0. Seja w o primeiro de W7 (p) ponto a partir de 7,
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tal que w € dD. Temos que w € v e existe um intervalo aberto (z1,w) C W (p)NS,.
Mas, pela nossa construcad, f(z1,w) C W2(p) e f(z1,w)ND =0, o que contraria a
hipétese de f(S,) C D.

Prova de (4):

A prova dessa afirmacio é elementar, pois f(S,) C D o que implica que f*(S,) C
f¥(D). Como W¥(p)NV C S,, segue imediatamente que Of(W¥(p) N V) N E4.

Prova de (5):

A primeira afirmativa segue da definicao de variedade instavel e do fato de W (p)
preservar orientagao. Ja a segunda afirmativa decorre de O5°(L) = Wi (p) U {p}.

Agora usaremos as cinco afirmativas provadas anteriormente para provar o lema
2.1.2 no caso em que Wi (p) e Wi(p) preservam orientacao e p é ponto fixo de
f. Seja y, € CIE? um ponto em ClE, cuja distancia para y é minima. Para
q suficientemente grande teremos y, € OF(L). Afirmamos que O_(y,) NV = 0.
Suponha por absurdo que isso nao ocorre, ou seja, f—;(y,) € V para algum j > 0 e
para algum ¢ > 0. Nesse caso com certeza temos j < ¢, pois O_(L)NV = (). Assim
temos y, = f7(f-;(y,)) € f/(VNW(p)) € B2 Como E? é aberto existem pontos
em [ mais proximos de y que y,, o que é absurdo.

Agora consideramos o caso em que W¥(p) NS, # 0, do qual sabemos apenas
que Of(V N Wi(p)) C E9. Desejamos construir conjuntos EY para os quais sejam
vélidas as propriedades de (1) até (5). Chamemos os conjuntos E? que acabamos
de construir de E? e denominemos z,, v,,C; e D, de maneira analoga. Seja z o
primeiro ponto em W (p) no qual W¥(p) encontra 9S; e seja L; o intervalo [p, 2] em
Wi(p). Sejam +;,C; , Dy e E] construidos de maneira anéloga a seus correspondentes
a direita. Nesse caso as propriedades (1), (2), (3) e (5) também valem para E} e L
enquanto a propriedade (4) se torna Of(S; N W"(p)) C E}. Finalmente, definimos

=L,UL, e B = Elq U E?. Reduzindo o tamnho de V' se necessério podemos
pedir que V N L = (), obtemos novamente as propriedades de(1) até (5) e a partir
dai podemos construir y, da mesma maneira que fizemos anteriormente. Assim
acabamos de provar o lema (1.4) para o caso em que p é ponto fixo e as variedades

estavel e instavel preservam orientacao.
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Agora provaremos o caso geral. Considere as vérias componentes de W*(O(p)) \
O(p) e de W*(O(p)) \ O(p). Seja T um periodo comum para essas componentes.
Como CIW™(O(p)) N W#(O(p)) \ O(p) # 0, existem inteiros 0 < j; < jo < 7 de
modo que uma componente X; de W*(f7*(p)) \ {f’*(p)} acumule em uma compo-
nente Yy de W*(f%2(p)) \ {f?2(p)}. Seja Xo = f2791(X) e Y3 = f2791(Y,). Entao
ClX5,NYs # ). Como existe apenas um nimero finito de pontos periédicos em O(p)
e um numero finito de componentes das variedades estavel e instavel, se repetirmos
esse processo acabaremos repetindo uma componente. Assim, existem sequéncias
Po;P1, Py € O(p) e componentes X; C W"(pi) \ {pi} e ¥i C W?3(p;) \ {p:} de
modo que CIX; NY;,y # 0, com 0 < i <velX, = Xo,Y, =Y, Ade
mais, sejam X; C O(X;), ¥; € O(Y1). Vamos chamar as sequéncias da forma
Xo, Y1, X1,Y5, X5, ..., Y, 1, X, _1,Y, de ciclos. Escolhemos um ciclo com o nimero
minimo de termos: Xg, Y7, X1,Y5, Xo, ..., Y, 1, X, 1,Y,. Sejay € YoNClX,_1. Su-
pondo que p; = fJi(pg), temos uma situagio parecida com a ilustrada na figura

abaixo, na qual assumimos que X, _; se aproxima de Y pela esquerda.

Figura 2.3: Caso Geral
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Seja Vp uma pequena vizinhanga de y, C*(y) a componenete de y em W#(po) N V5.
Sejam V; = fIi(Vp), y; = f’i(y) e S = S; a componente de V; \ C*(y) & esquerda
de y. Seja S, = S N B.(y). Assim como fizemos no caso em que p é ponto fixo
e as variedades estavel e instavel preservam orientacao, vamos construir conjuntos
abertos EY para ¢ > 1, uma curva compacta L C X,,_; e um subconjunto compacto
vs C W*(O(p)) de modo que:

MO_(L)NV =0, Oi(ys)NSe=10
(2)0E* C OE" U OY(L), para ¢ > 0.
(3)y ¢ CIE? para ¢ > 0.
(4) Para e suficientemente pequeno, 0% (S.) ¢ E1

6) U 1) =X

0<k<oo

Assumindo que F4, L e v, foram construidos e possuem as caracteristicas men-
cionadas acima, provaremos o lema (1.4):

Como y € ClIX, 4, temos que y € CIOF(L). Seja y, um ponto em CIE?
cuja distancia a y é a minima possivel. Para ¢ suficientemente grande teremos
y; € OST(L) e procedendo assim como no caso anterior, podemos mostrar que
O_(y,) NS = (). Assim j4 resolvemos o problema para o lado esquerdo de y, em
B:(y). Agora, assim como no caso de um ponto fixo, chamamos os conjuntos E? e L
previamente construidos de EJ e L;, respectivamente. Repetindo agora a construgao
anterior no lado direito Sk de B.(y) \ Yy obtemos conjuntos abertos Ef, e conjunto
Ly de modo que as propriedades de 1 a 5 sao validas usando o mesmo ~,. Assim
tomando F? = E; U Egr, L = Lr U L; e diminuindo € nés teremos V' = B(y) e o

lema esta provado.
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Em seguida vamos construir os conjuntos EY, L para S = S;. Seja 7o, a curva
mais curta em X, _; unindo p,_; a Vj, terminando no ponto z;.Tracando uma curva
Yoo em OV \ Yo ligando 7, a Yy terminando no ponto zy mais préximo a py. Cha-
maremos de Y5 a curva que vai de zp a pg em Yy. Seja vi, = f71(Vou) 5 Yis = f7(70s)
€ Viu = fji(’you) para 0 < ¢ < v. Sejam também v, = U %Vip, Vs = Ul_Vis €
Yu = U_gYiu € seja C = 7, Uy, U7,. Como o ciclo tem o nimero minimo de ele-
mentos temos que C' é uma curva simples e fechada. Caso contrario, teriamos um
ciclo com um nimero menor de elementos. Seja L = 7g,.

Vamos agora provar a propriedade (5).

Prova de (5):

Como T é o periodo de O(p), temos que L contém um dominio fundamen-
tal de W*(f"(p,—1)). Como X,y = W*(f"(p,-1)), temos que Uycpeo, f*7 (L) =
Wu(fT(p,_1)) = X,_1, 0 que prova a propriedade (5).

Provaremos agora a propriedade (1).

Prova de (1):

A primeira afirmativa de (1) segue de que por definigdo o ponto z; € LNIB(y) e
também temos que B (y) NO§ ' (L) = ), teremos que por defini¢ao de W*(f, O(p)),
O_(L) c Oy Y (L) ; o que por sua vez implica que O_(L) NV = . J4 a segunda
afirmativa de (1) pode ser provada de maneira parecida com a primeira. Tomando
€ pequeno o bastante para que Sc N OY_ (7s) = () teremos que O, (v,) N S. = @ pois
O (vs) € 0Y_(~s), comprovando a segunda afirmacao.

Antes de provar as outras trés afirmacgoes devemos fazer algumas consideragoes
sobre os conjuntos com os quais estamos trabalhando. Podemos assumir que y ¢ C,
Von[O1 () WOT 1) =0, fT(y) ¢ OF '(Vo), fT(7s) C vsy ST (W) C e
fE(CIS)U f2T(C1S) C D, onde D é a componente conexa de M \ C tal que y ¢ D.
Definimos:

D=U{fi(D): 0<j<Teyé fi(D)}

D? = Up<p<o f*(D), B9 = O77H(S) U D!

Provamos anteriormente que tanto a afirmativa (1) quanto a afirmativa (5) s@o

verdadeiras. Agora faremos o mesmo com (2), (3) e (4).
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Prova de (2):

Antes de provar a afirmacao (2) teremos de provar dois fatos preliminares:

(6) Para cada 0 < i < v temos f119(dS) C D

Prova: Primeiramente devemos pedir que V seja pequena o bastante para que
fIH(S)YN f7i(S) = 0. Observando a figura [3.4 Newhouse] fica evidente que f7(S)N
D # (. Agora suponha, por absurdo, que f7(C1S) nao estd contido em D. Nesse
caso temos que existe um ponto zs no interior de 7, de modo que z5 € fL(CIS).
Mas isso significa que f~7(z5) € CIS, com f~1)) sendo anterior a z° em 7y, que
por sua vez é anterior a z4. Isso é absurdo, pois contraria a hipdtese de que z4 é o
primeiro ponto em X, _; a encontrar ClVj, que é equivalente ayg, ser a curva mais
curta em X,_; unindo p,_; a Vj.

(NUsere, F7(D)] € DU O (L)

Prova: Provaremos a afirmativa por inducao em q.

Obviamente a afirmativa é valida para ¢ = 0. Suponha que ela seja valida para

q. Entao teremos:

o U rMmn=apufly rMonc

0<k<g+1 0<k<q

coDpu T |J af" (D) copu fT(@D) U O I(L)

0<k<q
(essa ultima relagao se dd como consequéncia da hipdtese de indugao)

Por definicao temos que
fT(aD) = fT(’Yu) U fT(’YS) U fT(%) -

c o (Lyuyu | fM(08) c 0§ (L) U~ U D,

0<i<v

por (6).
Como DNI(Up<peqgsin (D)) =0 e v, C OD, temos que a propriedade (7) esta
provada para q + 1.
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Agora podemos provar (2): Seja R={r € [0,T):y ¢ f"(D)}.
Assim teremos OB = 9y <,y [ (D) U OT71(89)]. Temos que E* D O ~*(S)

pela definicao de E', o que implica que :

o Uy Momuols)co |J FDUE =

0<k<q—1 0<k<q—1

=olJra U rMonue

reR 0<k<g—1
(a ultima passagem se deve as definigoes de R e de D).
Mas

aJri U mrojuetcoetulJ ol |J M) c

reR  0<k<g—1 reR 0<k<q—1

coE" U[J fr(oD) v OF (L)
reR

Como OE'N [J,cx f7(0D)] C 8 = EINCIE' = 9E*NIE' C OE" temos que a
propriedade (2) estd provada.

Prova de (3):

Certamente a propriedade (3) é valida para ¢ = 1. Suponha por absurdo que ela
seja valida para um determinado ¢ e o nio seja para ¢ + 1. Se y € CIE*!, temos
que y € E91 pois y ¢ OE? para todo q. Nesse caso terfamos y € FIt1 — B9 =

=f1T (D) — f@=IT(D) o que por sua vez implica que f~7(y) € fVT(D) C E.
Assim, o segmento aberto (y, f~7(y)) C W*(py) cruza em algum momento OEY C
OE'UOY (L). Mas por construcao temos que f7(y, f~"(y)) = (f"(y),y) nio inter-
cepta fT('UOI" (L)), o que é absurdo.

Prova de (4):

Primeiramente observamos que para 0 < m < T, se y € f™(D) entao f™(D)
contém o segmento [f?7(y),y] C W*(py). De outro modo teriamos [f*7(y),Y]| N
df™(D) # 0, o que ndo pode ocorrer pois implicaria que f possui pontos ho-

moclinicos. Temos que [f?7(y),y] € OF *(y0s). Pela geometria de dD e f, se
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2 é 0 ponto em Yo, N O~ mais préximo a y, entdo o segmento (26, y) deve encon-
trar M\ f™(D). Como y € f™(D), existem pontos em 5, N O’ ' mais préximos
a Y que zg, 0 que nos leva a uma contradicao.

Em seguida observamos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, y € f™(D)
com 0 < m < T implica que f™(D) D f7(S.)U f?7(S.). Agora (4) obviamente vale
para ¢ = 1. Assuma que seja valida para um detrminado ¢. Entao teremos:

Oy (S = O (S U OF (S U 05T (S.)

C EB*uOF 1 (S)u fr(E9)

C B'uOF(S)u pett

O que significa que s6 nos resta provar que O3 '(S.) C E'. Caso contrario existe
0 <t < T tal que fT*(S.) nio estd contido em D‘. Portanto se f7(S.) C (D)
com 0 <r < T, entao y € /(D). Obtemos uma contradicdo mostrando que:

*fT+(S,) C f¥(D) para todo k > 1

Onde [kt] é kt médulo T. Assim para basta tomar k = T para concluir que
y € D, o que é absurdo. Agora provaremos *. Temos que * vale para k = 1.
Suponha que seja valido para k. Seja kt = T'a + m, onde 0 < m < T o que implica
que [kt] = m. Entao temos que [(k+ 1)t] =m+tou [(k+ 1)t =m+t—T. Pela
hipdtes de indugao temos que f1+(S.) C f™(D) o que implica que y € f™(D).
Isso implica que m # 0. Mas como f7(S.) U f*(S.) C f™(D). Agora fT(S,) C
f™(D) implica que fI7(S.) C f™(D), enquanto f?7(S.) C f™(D) implica que
fAHT(S) = fTH(S,) < fmHT(D). Portanto fi+7(S,) c fI*DI(D) o que
confirma * e termina nossa prova de (4).

Tendo construido E9, L e v, de maneira que sejam validas as propriedades de
(1) a (5), procedemos agora a provar o lema. Como y € ClX,_; temos que y €
ClOF(L). Seja y, um ponto de CIE? de modo que a distancia a y seja minima.
Para ¢ suficientemente grande, v, € OST(L) e como no caso do ponto fixo, podemos
mostrar que O_(y,) N Sc = 0. Desse modo provamos o caso em que a variedade
instavel se aproxima de y pela esquerda. Agora, assim como no caso do ponto fixo,
trataremos do caso no qual a variedade instavel se aproxima de y pela direita e pela

esquerda. Chamamos os E9, L construidos anteriormente de E}, L; e repetimos
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a construcao do lado direito Sg. de B((y) — Yy o que nos dé os conjuntos E}, e
Lg, de modo que as propriedades de (1) a (5) se mantém vélidas com o mesmo ;.
Finalmente, definimos EY = EL, UE/ e L = Lp U L; e reduzimos € de modo que
V = B.(y) e o lema estd provado. O

Tendo provado o lema 2.1.2 procedemos agora para provar a proposicao 2.1.1.
Tendo construido a seq y, com as propriedades estabelecidas no lema 2.1.2, basta
usar o lema de perturbacao 1.5.1 para produzir uma perturbacao ¢ que tenha as
seguintes propriedades:||¢p — id||, < € para um valor de e definido previamente,
suppp C V e ¢(y,) = y para um valor suficientemente grande de g. De acordo com
o lema 1.5.1, tomando y, suficientemente préximo de y podemos controlar tanto o
tamanho do suporte de ¢ (suppp) quanto ||¢ — id||,.. Por isso escolhemos o valor
de g apds termos escolhido € e levando em conta a vizinhanca V. A funcao que
procuramos € a funcao g = ¢ o f que pode estar tao préxima de f quanto quisermos
e para a qual o ponto y é um ponto homoclinico. Para garantir a transversalidade de
y, basta perturbar novamente a funcao g se nescessario. Deste modo, terminamos a

prova da proposicao 2.1.1.

2.2 Teorema de Pixton

Agora que a proposicao 2.1.1 foi devidamente provada, podemos usa-la para provar o
resultado chave desse capitulo, o Teorema de Pixton. Vamos primeiramente enunciar

o teorema, para logo em seguida prova-lo usando a proposicao anterior:

2.2.1 Teorema (Pixton). Seja M uma superficie, possivelmente com bordo, que
mergulha em S*. Para todo r > 1 existe um subconjunto residual R de Dift] (M)
tal que f € R implica que todos os pontos periodicos hiperbolicos de f tém pontos

homoclinicos transversais.

Assumindo a proposicao 2.1.1, procedemos da seguinte maneira para provar o
teorema. Seja (3,,, o subconjunto de elementos f € Dif fI(M) para os quais para
cada ponto periédico hiperbdlico p de f com periodo menor que n+1 existem pontos

1,02 € O(p) e curvas v, C W¥(py, ) e 2 C W*(pa, f) de modo que:
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()prem, .p ey

(2) tamanho de (7;) menor que m

(3)71 \ {p1} possui uma intersecao transversal com o \ {p2}

Pela proposicao 2.1.1 podemos afirmar que o conjunto Um21 Brn,m, com n fixo, é
denso em Dif f;(M). Resta provar que |, Bum € aberto em Dif f7(M). Seja p
um ponto periédico hiperbdlico de f.

Para isso, vamos utilizar um resultado que estd provado em [8].

2.2.2 Proposigao. Seja (M,w) uma variedade simplética. Se 1 < r < oo entao
o congunto o"(n) = {f € Diffl : todo ponto periddico de periodo menor que n é
elementar} € aberto e denso em Dif f] portanto o conjunto ﬂ;il o"(p) € um sub-

congunto residual de Dif f.

Toda funcdo f € ¢"(n) possui um nimero finito de pontos periédicos de periodo
menor ou igual a n, pois M é compacta e todo ponto periddico elementar ¢ isolado,
um resultado enunciado em [9]. O que nos resta provar ¢ que se f € ¢"(n) entao existe
e > 0 tal que B(f,€) C ¢"(n). De fato, seja 6 > 0 e vamos definir S,, = {p e M : p
B(p,d). Para cada

i € {1,...,n} temos que a funcao d(z, f(x)) restrita a M — B assume um minimo, que

ponto periédico de f com periodo menor que n}. Seja B = Upe s,
¢ diferente de 0 pois M — B nao possui pontos periddicos de periodo menor ou igual
a n. Se tomarmos ¢ suficientemente proxima de f podemos garantir que g também
nao terd pontos periddicos de periodo menor ou igual a n em M — B. Da mesma
maneira, se ¢ for suficientemente pequeno e g suficientemente préxima a f podemos
garantir que g terd o mesmo nimero de pontos periddicos hiperbdlicos que f em Be
também o mesmo nimero de pontos periddicos elementares , sempre restringindo o
periodo. Como a propriedade de possuir uma intersecao homoclinica é aberta para
cada ponto periédico hiperbdlico e o nimero de pontos periddicos hiperbdlicos de
f com periodo menor que n + 1 é finito, temos que o conjunto Um21 Bn.m € aberto,
como querfamos demonstrar. Portanto, temos que o conjunto (), <;(U,,>; Bnm) é

residual, o que prova o Teorema de Pixton.
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Capitulo 3

Pontos Homoclinicos na
Vizinhanca de Pontos Quase

Elipticos

Nessa secao apresentaremos o resultado principal dessa dissertacao, que garante
que existe um subconjunto residual B C Dif fI(M) tal que se f € B entao todo
ponto quase eliptico de f é também limite de pontos homoclinicos transversais de
f. Para provar esse teorema sera necessario usar os diversos resultados apresentados
até aqui, assim como alguns outros que por serem mais diretamente ligados a prova
desse teorema, decidimos apresentar diretamente nessa secao.

Antes de prosseguirmos devemos apresentar algumas defini¢oes que nos servirao
ao longo desse capitulo. Vamos considerar M como sendo uma variedade dife-
renciavel cuja dimensao é 2n, enquanto w é uma forma simplética definida nessa
variedade. Dif fI (M) é o conjunto dos difeomorfismos de classe C" em M que pre-
servam a forma simplética w. Agora vamos definir um ponto periédico quase eliptico

de uma funcao.

3.0.3 Definigao. Dizemos que p € um ponto periodico quase eliptico de periodo T
para uma fungdo f se temos que a aplica¢ao D f7(p) possui no minimo um autovalor

de norma um e todos o0s autovalores de D f7(p) com norma um sio nao reais.

36



3.1 Funcoes Semicontinuas

Agora vamos proceder fornecendo diversas definigbes relacionadas ao conceito de se-
micontinuidade superior e inferior de fungoes cujo dominio é um espaco topoldgico
qualquer enquanto o contradominio ¢ o conjunto de subconjuntos compactos de uma
variedade M. Esses conceitos serao usados na demonstracao do Teorema principal,
visto que uma das fungoes que vamos definir posteriormente é semicontinua inferi-
ormente.

Lembramos que a distancia de Hausdorft entre dois conjuntos compactos € defi-
nida por

dy(A,T) =inf{e >0: A C B(I') e A,, € B(A)}.

Denotamos por P.(M) o espaco dos subconjuntos compactos de M, munido da
topologia induzida pela métrica de Hausdorff. Seja X um espago topolégico. Uma
fungao a valores em conjuntos ® : X — P.(M) é inferiormente semicontinua em
[ € X se, para cada conjunto aberto U C M, se tem que ®(f) N U # 0 implica
que ®(g) NU # 0, para todo g préximo de f. Da mesma maneira, dizemos que ®
é superiormente semicontinua em f € X se, para cada conjunto compacto K C M,
se tem que ®(f) N K = () implica que ®(g) N K = (), para todo g préximo de f.
Dizemos que ® é inferiormente semicontinua se ela é inferiormente semicontinua em
todo f € X.

3.1.1 Lema. (/3, p. 71]) Se ® : X — P.(M) € uma fungao inferiormente semi-
continua entao existe um subconjunto residual de X onde ® € também superiormente

semicontinua.

Uma fungao que seja semicontinua superiormente e inferiormente em um deter-

minado ponto é continua nesse ponto. De fato, provaremos esse resultado a seguir:

3.1.2 Lema. Seja ¢ uma funcgao que seja ao mesmo tempo semicontinua inferior-

mente e superiormente em f. Entdo ¢ € continua em f.

Prova: Primeiramente vamos provar que para todo € maior que 0 existe um d;

maior que 0 de modo que:
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9 € Bs,(f) = Be(¢(f))

De fato, como M é compacta e B.(¢(f)) é aberto temos que (B.(¢(f))¢ é com-

pacto. Por definicao temos que

o(f) N (Be(o()))" =0

O que implica que

¢(g) N (Be(f(x)) =0

para g suficientemente proximo de f, pois ¢ é superiormente semicontinua, o que

prova o que desejavamos. Resta provar que existe do > 0 tal que

9 € Bs,(f) = o(f) C Be(g)

Seja p € ¢(f). Obviamente temos que

Be(p) N o(f) #0

Pela semicontinuidade inferior de ¢ em f temos que

¢(g) N B(p) # 0

Agora a unica maneira de nosso resultado nao ser verdadeiro é se existir uma
sequéncia de pontos (p,), com p, € ¢(f) para todo n e uma sequénciade fungées gy,

de modo que :

A(f.9) < - = Bulpa) N9(g) # 0
mas

Af.00) >

e Be(pn) N é(gn) = 0.
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Mas nesse caso, passando uma subsequéncia se necessario, teriamos que p,, — p

e p € ¢(f) pois ¢(f) é compacto. Obviamente teriamos que

Be(p) N o(f) # 0.

Mas também seria verdade que para todo ¢ > 0 existiria g com

d(f,g) <6

e B(p) Nglg) =10
0 que contraria a continuidade inferior de ¢.

Portanto tomando 6 = min{dy, d2} temos que d(f, g) < d implica d(¢(f), p(g)) <

€, 0 que termina a prova da continuidade de ¢ em f.

3.2 Teorema de Zehnder

Apresentaremos aqui um teorema provado inicialmente por Zehnder em [10] , enun-

ciado a seguir.

3.2.1 Teorema (Teorema de Zehnder). Considere o conjunto T'C Dif fI (M) para
o qual a origem é um ponto periodico eliptico, sendo M uma variedade de dimensao
2. Fxiste um subconjunto residual R C T tal que qualquer vizinhanc¢a da origem

possui pontos homoclinicos transversais.

3.2.2 Definicao. Sy € o conjunto dos simplectomorfismos analiticos, definidos em

uma vizinhanca da origem em R? e para os quais a origem seja um ponto fizo eliptico.
Em [10] o teorema anterior é apresentado como corolario do seguinte teorema:

3.2.3 Teorema. Fxiste um subconjunto residual B C Sy tal que se f € B entao

toda vizinhanca da origem possui pontos homoclinicos transversais.

O Teorema enunciado acima é uma versao do teorema de Zehnder para fungoes

analiticas. Vamos uséd-lo para provar o teorema de Zehnder. Mas antes vamos
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apresentar alguns conceitos importantes para a compreensao do teorema de Zehnder
assim como de sua demonstracao:

Agora vamos considerar o conjunto dos difeomorfismos simpléticos, analiticos
definidos em uma vizinhanca de um ponto periédico eliptico em R2.Por conveniéncia
vamos supor que o ponto peridédico eliptico seja a origem. Vamos chamar esse

conjunto de Sy. Todo f € Sy pode ser expresso como:

~

f=(Df)oof

com

fi(zy) = (§n) = (2 + 02,y + 0y)

A funcao O, acima é uma funcao que se anula na origem, assim como su derivada

primeira. Como f preserva uma foram simplética, temos que

o oc 90, 00,
Or Oy | _ 1+ or Jy -1
dn  On 002 14+ 002
Jx Oy ox oy

O que por sua vez implica que

00, , 20,
ox oy

Agora usando o teorema da func¢ao inversa, para expressar ¢ e y em funcao de x

=0

e n, e a equacao acima podemos encontrar uma funcao geradora u tal que :

52 T —|—u2(l',77>

y=n+u(x,n)

onde u(0) = 0 e u; e uy sdo as derivadas parciais de u relativas a = e a 7
respectivamente.
Temos que u é analitica em uma vizinhanca da origem e que u(z,7) = > upain®.
i+k>3
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Chamemos de Gy o conjunto dessas fungoes geradoras. Definimos também os

conjuntos Gor C Go como

GOK — {’LL c Go; ‘Uzk| < Kk+i,k+i23}

Agora vamos definir a topologia para o conjunto GGy. Considere as seminormas

pir(.) em Gq definidas pelos coeficientes da expansao de Taylor em 0

pir = ||
Para determinada sequéncia (€);, definimos uma bola com raio (e;) e centro em

u como sendo:

B(u, (€)i) ={v € Go;pir.(u —v) < €, k +1 > 3}

onde ¢;; > 0 para todo i, k € N.

No conjunto Gy utilizamos a topologia gerada por essas bolas abertas. Conside-
rando os conjuntos Gox com a topologia definida anteriormente e Dif fI(Dy), onde
Dy, é o disco de raio (2K)™!, com a topologia C", a aplicacao i,, : Gox — Dif f7(Dy),
que nada mais é que a aplicacao identidade, é continua.Vamos usar esse resultado
para provar o teorema de Zehnder, o que faremos em seguida

Prova do Teorema de Zehnder

Seja N, C T o subconjunto de T para o qual o disco de raio s~ possui um ponto
homoclinico transversal. Provaremos que N, é aberto e denso em T. A prova de
que Ny é aberto é relativamente simples. Tomando f € N, temos que se || f — g||, é
sufucientemente pequeno entao g também possui um ponto homocinico no disco de
raio s~1, pois as variedades estdvel e instavel variam continuamente com a funcao.

Para provar que Ny é denso, vamos tomar uma funcao f € T' e provar que existe
uma funcao g € Ny que esteja € proxima de f na topologia C”. Primeiramente

considere ug a funcao geradora de f. Pelo teorema de Stone-Weistrass, podemos
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encontrar um polinémio p de modo que ||ug — p[|cr+1m) < 5 onde D é um disco

centrado na origem com raio %; de modo que p também ¢é funcao geradora de um
difeo local no qual a origem é um ponto fixo eliptico. Em seguida extendemos a
fungao p para fora do circulo D da seguinte maneira: seja n € C'(D) a fun¢do bump
tal que n = 1 dentro do disco de raio i e zero fora do disco de raio # Em
seguida aplicamos o lema 3.2.3 em p, para encontrar uma funcao geradora wu tal
que |[u — p|lcr+1(py < a'§; onde a = [|n]|cr+1(p) € a funcdo g gerada por u possui
um ponto fixo quase eliptico na origem e em qualquer vizinhanca da origem possui
pontos homeclinicos transversais.

Em seguida tomamos w = n(u — p) + p, de modo que w = u no circulo de raio

1 1

1x © centro na origem e w = p fora do circulo de centro na origem e raio 5. Assim

temos:

€
lw —uol|crer(py < [|uo — pller+1(p) + 1P — wl|er+1(py < 5””(“ —p)|lerripy < €

Isso significa que a fungao g gerada por u esta e proxima de f na topologia C”,

ja que suas funcoes geradoras estao e préximas na topologia C"*!. Lembrando que
o . . 1 . ~ .

w = u no disco de raio ;3 em torno da origem. Provamos entao que os conjuntos N

sao abertos e densos em 7', do que o conjunto Ny = (| Ny é residual em 7', como
seN
queriamos demonstrar. Observacao importante: a inclusao i, : Gox — Dif f1(Dy)

¢é continua, o que nos garante que fungoes analiticas suficientemente préximas na

topologia usada por Zehnder também serao préximas na topologia C”. O

3.3 Teorema de Newhouse

Agora vamos apresentar o resultado principal dessa dissertagao:

3.3.1 Proposigao (Newhouse). Eziste um conjunto residual B C Dif fI(M), onde
1 <r < oo, de modo que se f € B entao todo ponto periddico quase eliptico de f é

limite de pontos homoclinicos transversais de f
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Primeiramente vamos definir a fungao @ : Dif f[ (M) — P.(M).

3.3.2 Definigao. Para cada funcao f € Dif fI(M) definimos Q(f) como o fecho do
conjunto de pontos periodicos quase elipticos de f que sao aproximados por pontos

homoclinicos transversais.

A funcao ) possui uma caracteristica que nos serd muito util posteriormente e

que provaremos a seguir:

3.3.3 Lema. A funcio Q : Dif fi(M) — P.(M) que definimos anteriormente é

semi continua inferiormente.

Prova do lema 3.3.3

Tome U C M aberto e f € Dif fI(M) tal que Q(f) NU # 0. J4 sabemos que
existe uma vizinhanga V' de Dif f7 (M) tal que se g € V entao existe p(g) € U ponto
periédico quase eliptico de g. Por outro lado, se p(f) € Q(f) NU, com p(f) ponto
periédico quase eliptico de f, usamos o lema da perurbagao 1.5.1 para produzir uma
perturbacao H tao pequena quanto se quiser de modo que H seja um difeomorfismo
que preserve w e H(p(f)) = p(g). Consider agora a fungao § = H ' o go H.
Temos que § estd tao préxima de f quanto quisermos e que p(f) é ponto periédico
quase eliptico tanto de f quanto de g. Tomando ¢ suficientemente proxima de
f, podemos garantir que p(f) € Q(g). Mas como § é conjugada a g e a funcao
H é tao préxima a identidade quanto se quiser, temos que H preserva os pontos
homoclinicos transversais de f; o que nos permite concluir que p(g) € Q(g). Assim,
para g suficientemente proxima de f, conseguimos produzir um ponto periddico
quase eliptico p(g) tdo préximo quanto se queira de p(f), que é acumulado por
pontos homoclinicos transversais de g, o que prova a semicontinuidade inferior de
Q. m

Por ser () uma funcao semicontinua inferiormente, temos que () existe um sub-
conjunto residual B C Dif fI(M) tal que @ restrita a B é continua. Provaremos que
esse conjunto B estd contido no conjunto de difeomorfismos simpléticos de M em M
para os quais todo ponto periddico quase eliptico é limite de pontos homoclinicos

transversais.
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Para provar o teorema 3.3.1 vamos provar um lema importante que sera enunci-

ado em seguida:

3.3.4 Proposicao. Seja p um ponto periodico quase eliptico de uma funcao f €
Dif fr (M), U uma vizinhancga de f em Dif fI(M) e U uma vizinhanga de p em M.
Entao existe uma fungao g € U tal que p seja um ponto quase eliptico de g e g tenha

um ponto homoclinico transversal em U.

Assumindo que p é um ponto de M com f7(p) = p e f¥(p) # p para k entre
0 e7—1 Temos também que T,M = E°@ E* © E° a decomposicao em soma
direta deT, M de modo que D f(p) restrita a E° possui apenas autovalores de norma
1;Df(p) restrita a E" possui apenas autovalores de norma maior que le Df(p)
restrita a F° possui apenas autovalores de norma menor que 1. Se denominarmos
c=dimE°, s = dimE® e u = dimE", temos que u = s (pois se A é autovalor de T,M,
A1 também é) e ¢ é par. Chamaremos os autovalores de D f(p) que possuem norma
maior que um e os com norma um e parte real positiva, de autovalores principais.
Apés perturbar f usando o lema de perturbacao, podemos supor que f é C* e
os autovalores de 7, f sao multiplicativamente independentes por inteiros. Sendo
k = ¢/2 e tomando r maior que 0 fixo, existe uma vizinhanca U; de p em M e

coordenadas simpléticas ¢ : U; — R¥ x RF x R* x R® com

925(2) = ($1<Z), ) CL‘k(Z), y1(2), E) yk(z), $k+1(2), ) xk—i—ﬂ('Z)? yk+1(2>7 ) yk—l—ﬂ(z))

O Teorema de Darboux garante que existe uma parametrizacao ¢, de M tal que
k+u

diw = (> dx; Ndy;) e ¢(p) = (0,0,0,0). Por outro lado, como consequéncia do
i=1

teorema da variedade centro estavel ,existe uma vizinhanca U e uma parametrizacao

¢o dessa vizinhanca tal que:
se V1 = (X1, ey Thy YLy ooy Yk ); V2 = (Tha1y ooy Thow)€U3 = (Y1 vy Yktn) € tEmMOS

Gof by (01, 02,03) = (f1(v1,v2,v3), fa(v1, 02, 03), f3(v1, 2, 03)),
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com f2(U17070) - 07f3<017070> =0

Uma questao importante é se podemos encontrar uma parametrizacao que redina

essas duas proprieades. Provaremos a seguir que tal parametrizagao existe.

3.3.5 Lema. Sejam f € Dif fl(M), p um ponto periédico quase eliptico de f e M
como definimos anteriormente. Entdo w|werp) € uma forma simplética. Ou seja,

w restrita a We(f,p) € ndo degenerada.

Prova do lema 3.3.5

Sejapy € We(f,p) ev € T,,We(f,p) tal que para qualquer vetor w € T,, W(f, p)
temos wy, (v, w) = 0.

Primeiramente provaremos que wy, (v, ws) = 0 para qualquer wy € T, W(f,p).

Observe que:

Wen (po) (D f"(po)-v, D f"(po).ws) — 0

quando n — oo, pois ||Df"(po).ws)|| tende a 0 enquanto ||Df"(po).v|| ndo ex-
plode; quando n — oo. Assim, como [ preserva a forma simplética w concluimos
que wy, (v, ws) = 0.

Para provar que wy,(v,w,) = 0 para qualquer w, € W"(f,p), basta substituir f
por f~! na demonstracao anterior. Agora usamos o fato de que para uma vizinhanca

U suficientemente pequena de p é verdade que para todo py € U temos

Ty M = T, W*(£.0) & T W*(f,p) & T, W" (/. p).

Portanto para qualquer vetor w € T),, M temos a decomposi¢ao w = w.+ws+w,,

onde w; € T,,W'(f,p). Assim, concluimos que

wpo(v> U)) = Wpg (U, wc) + Wpq (U, ws) + Wy (U, wu) =0

O que significa que v = 0, pois w é nao degenerada em M. Portanto, concluimos

que w restrita a We(f,p) é ndo degenerada, como queriamos demonstrar. O
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Para obter uma parametrizacao que atenda nossos requisitos, basta aplicar o
teorema de Darboux em W¢(f,p) e extender essa parametrizacao para M.

Agora, pela forma Normal de Birkhoff em f; (que é f|we(sp), Teorema 1.4.2
podemos escolher ¢ de modo que tomando 2z, = z; +v/—1y;; i = 1,...,k as coor-
denadas complexas de R¥ x RF; temos fi(z1,...,2,0,...,0) = (&1,...,&,0,...,0) +
h(z1, ..., 2,0, ...,0) onde & = 2/~ com

L = Lz, ., 2,) = > iy |21)%" ... |2k |*" e as primeiras k derivadas
11,01 205 |3 <7
parciais de h relativas a zy, ..., 2, se anulam na origem, pois h possui apenas termos

de ordem superior a k. Por isso, podemos afirmar que L é uma funcao polinomial
nas variaveis |z |?...|2z¢|? com a aplicacdo gy (21, ..., 2k, 0, ..., 0) = (z1¢/71L .., ze/ 1)
sendo o r-jato de fi(z1, ..., 2k, 0,...,0) em z; = ... = z;, = 0.

Portanto g; restrito a R¥ x RF x (0,0) é C” préximo a fi|R* x R¥(0,0) em uma
pequena vizinhanga V' de (0,0,0,0) com V C int¢(U;). O que faremos é perturbar
f1 para seu r-jato g;. Usando o lema de perturbacao encontramos um difeomorfismo
g € Dif fL(M) que seja C" proximo a f; de forma que ¢g¢~'y (1<} = 91]v € que
ogd~(z) = f1(2) para qualquer z fora de uma pequena vizinhanca V.Note que a
perturbacao pode ser tao pequena quanto quisermos se escolhemos a vizinhanga V'
suficientemente pequena.

Agora vamos definir as subvariedades T1,...,T, C W¢°(f,p) como T; sendo a
imagem da aplicacao ¢;(0,0,...,2;,0,0,...,0). Observe que pela Forma Normal de
Birkhoff, essas variedades sao g;-invariantes, o que implica que sao subvariedades
simpléticas de We(f,p), uma vez que ji provamos que We(f,p) é uma variedade
simplética. Essas subvariedades, que chamaremos de 717, ..., T} estao proximas de p.

Prova do lema 3.3.4 O que faremos a seguir é usar o Teorema de Zehnder
para produzir um ponto periédico hiperbédlico com interse¢ao homoclinica transver-
sal em qualquer vizinhanca de p . Em primeiro lugar, observe que p é um ponto
periédico eliptico para g|r, = g1|r, e que g|7, preserva a forma simplética w. Assim
pelo teorema de Zehnder, podemos escolher h; proxima a g; de modo que teremos
um ponto periédico hiperbdlico p; de hy|r, préximo de pe que p; possui pontos ho-

moclinicos transversais para hi|r, em 73 UU. Em seguida, extendemos h; para uma
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aplicacao h € Dif fI(M) e para a qual p; seja um ponto periddico de h sejam de
dimensao estritamente maior que os de p(para g). Se p; for um ponto periédico
hiperbdlico, nao resta mais nada a provar. Caso contréario, procedemos de maneira
similar em p; perturbando g para g, tendo um ponto periddico p, cujos autoespagos
hiperbdlicos possuem dimensao estritamente maior que os de p; e cujas variedades
estavel e instavel possuem intersecao transversal. Continuando esse processo por
indugao, obtemos o resultado desejado, tendo provado o lema 3.3.4. O]

Agora vamos usar o lema para provar o Teorema 3.3.1. O que vamos provar é que
se uma funcao f possui um ponto periédico quase eliptico que nao é aproximado por
pontos homoclinicos transversais, entao f nao é um ponto de continuidade da funcao
(. Seja p um ponto periodico quase eliptico de f que nao é aproximado por pontos
homoclinicos transversais. Dado um valor de € qualquer vamos produzir uma funcgao
g de forma que ||f — ¢g||, < eep € Q(g). De fato, vamos usar o 3.3.4 para produzir
uma sequéncia de fungoes g, de modo que||f — g1||» < €/2, ||gn — gn-1l|» < €/2", p
¢é ponto periddico quase eliptico de g, e g, possui um ponto homoclinico transversal
¢n de forma que d(gn,p) < 1/2". Além disso pedimos que ¢i, ..., ¢,—1 sejam também
pontos homoclinicos transversais de g,. E 6bvio que g, — g, ||f — g|l» < € e
p € Q(g). Assim concluimos que f nao é um ponto de continuidade de @ e que
B esta contido no conjunto das fungoes de Dif fI (M) para as quais todo ponto
periédico quase eliptico é aproximado por pontos homoclinicos transversais, como

queriamos demonstrar.
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