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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudar os artigos de Arora-Pruthi e Ferraz-Milies
sobre Cédigos Corretores de Erros dotados de certas estruturas algébricas. Em par-
ticular, estudamos Cddigos Abelianos Minimais, vistos como ideais de uma algebra
de grupo F'G, onde F' é um corpo finito e G é um grupo abeliano finito. Sob tais
condicoes, sao encontrados os idempotentes primitivos da algebra F'G, caracteri-
zando assim os cédigos abelianos minimais desta algebra. Além disso, sao obtidos
também a distancia minima, a dimensao, o peso e o polinomio gerador destes codigos
minimais. Por fim, sao calculados o niimero de componentes simples da algebra de
grupo semissimples e demonstrado que este niimero corresponde ao nimero de idem-

potentes primitivos desta dlgebra de grupo.
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Abstract

The purpose of this work is to study the articles of Arora-Pruthi and Ferraz-Milies
about Error Correcting Codes endowed with certain algebraic structures. Precisely,
we study the minimal abelian codes seen as ideals of a group algebra F'G, where F'
is a finite field and G is a finite abelian group. Under these conditions, the primitive
idempotents of the algebra F'G, characterizing the minimal abelian codes of this
algebra, are found. Furthermore, the minimum distance, the dimension, the weight
and the generator polynomial of these minimal codes are also obtained. Finally, the
number of simple components of the semisimple group algebra is calculated and it
is shown that this number corresponds to the number of primitive idempotents of

this group algebra.
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Introducao

A Teoria de Cédigos Corretores de Erros teve sua origem no Laboratério Bell de
Tecnologia em 1947, quando R. W. Hamming, depois de ter alguns problemas com
a leitura de seus programas nos computadores da Bell, desenvolveu um cédigo que
conseguia detectar até dois erros e corrigir um erro, se ele fosse inico. Em 1948, C.
E. Shannon, também do laboratério Bell, publicou o primeiro artigo sobre Cédigos
Corretores de Erros, “A Mathematical Theory of Communication”. Este artigo
respondeu de forma indireta a seguinte questao, que em 1977 foi numa entrevista
relembrada por Richard W. Hamming “... se as méquinas podem detectar um
erro, porque nao podemos localizar a posicao do erro e corrigi-lo.”* M. J. E. Golay
conseguiu estender alguns resultados dados no artigo de Shannon, publicando em
julho de 1949 no Proceedings of Institute of Radio Engineers seu trabalho, o qual
foi intitulado “Notes on Digital Coding.”

As ideias destes pesquisadores foram aprimoradas e, atualmente, temos diversas
aplicabilidades desta teoria, tais como telefones celulares, gravadores, DVD), internet,
radio, comunicagoes via Satélite, entre outras.

Para a construcao de Cédigos Corretores de Erros precisa-se de alguns elementos
basicos: de um conjunto finito A qualquer, chamado alfabeto, de uma sequéncia
finita de n simbolos de A chamada palavra de comprimento n e de um codigo de
comprimento n que é qualquer subconjunto préprio de A™, para algum n natural.

Neste trabalho tratamos de cédigos dotados de certa estrutura algébrica, para
isso consideramos F;, um corpo de ¢ elementos como sendo nosso alfabeto. Assim
temos em F' uma estrutura de espago vetorial de dimensao n sobre F. Em parti-

cular, estudamos Coddigos Abelianos Minimais, vistos como ideais de uma &algebra

'R.W. Hamming, Interview, fevereiro de 1977 [5].
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de grupo F,G, onde G' é um p-grupo abeliano finito.

Inicialmente fizemos um breve estudo sobre anéis de grupo e sobre a teoria de
codigos corretores de erros os quais compoem o capitulo 1 desta dissertacao e no
capitulo 2 estudamos os artigos: “Minimal Codes of Prime-Power Length” de S. K.
Arora e Manju Pruthi e “Idempotents in group algebras and minimal abelian codes”,
de Raul Antonio Ferraz e César Polcino Milies; os quais sao a base deste trabalho.

No primeiro artigo, o qual foi publicado em 1997, foram encontrados os idempo-
tentes primitivos da dlgebra F,G, em dois casos, primeiro quando G = (g) = C,, é um
grupo ciclico finito de ordem n e Fj, ¢ um corpo com ¢ elementos, tal que ¢ = nl'+1
para algum inteiro I' > 0, isto é, ¢ = 1 (mod n), e depois quando G = (g) = Cpn
¢ um grupo ciclico de ordem p" e Fj, é um corpo de ordem poténcia prima ¢, onde
a ordem de q médulo p" é ¢(p™), sendo ¢ a fungao de Euler, caracterizando assim
os codigos ciclicos minimais destas algebras de grupo. Estes autores calcularam os
idempotentes de F,G com G e Fj, nas hipdteses do segundo caso usando as classes
g-ciclotomicas.

No artigo de Ferraz e Milies, publicado em 2007, sao encontrados também os
idempotentes de F;G conforme as condicoes do segundo caso descrito acima, mas a
abordagem feita por estes autores é mais pratica. Estes idempotentes sao também
os codigos ciclicos minimais de comprimento p"™ sobre [. Neste artigo ¢ calculado
o numero de componentes simples da algebra de grupo semissimples e, mostra-se
que este nuimero corresponde ao nimero de idempotentes primitivos desta algebra
de grupo. Além disso, se encontra também a distancia minima, a dimensao, o peso
e o polinomio gerador destes cddigos minimais.

O texto termina com algumas consideracoes onde apresentamos perspectivas de

continuidade do tema estudado e trabalhos relacionados a esta area.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos
de anéis de grupos, algebras semissimples e da Teoria de Cédigos Corretores de

Erros, fundamentais no desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Anéis de Grupos

Sejam R um anel com unidade e G um grupo, definimos RG como sendo o
conjunto de todas as combinacoes lineares formais finitas:
o= Zagg, com oy € R,
gea
onde oy # 0 para um nimero finito de g € G.
Dados dois elementos « e 3, definimos a soma, a multiplicacao e a multiplicacao

por escalar da seguinte forma:

o > agg+ Y Beg= > (ag+ By

geG geG geG
o (X ag9)( X Buh) = 32 agBugh = - 75, sendo v = 37 ayfy;
geqG he@ g,heq jeG gh=j
o M > ay9) = > (May)g,com X € R.
geG geq

Note que se associamos g € G com 1-g € RG, podemos considerar G' contido
em RG, e assim os elementos de G formam uma base de RG como R-médulo.

Observemos que 1 € G ¢ a unidade de RG.



O conjunto RG com as operagoes definidas acima é um anel, chamado o anel de
grupo de G sobre R. Quando R é um anel comutativo, RG tem uma estrutura
de algebra sendo, portanto, chamado algebra de grupo de G sobre R. No que

segue, F' representa um corpo.

Proposicao 1.1 ([13/, Proposi¢ao 1) Sejam A uma F-dlgebra, G um grupo, U(A)
o grupo das unidades de A e

n:G—U(A)

um homomorfismo de grupo. Entdo, a aplicag¢do
(:FG— A

definida por

¢ (Z ozgg) =Y agn(g)

geG geG

¢ um homomorfismo de F-dlgebras.

Consideremos H < G, entdo existe o homomorfismo de G em G/H, consequente-
mente de G no grupo das unidades da algebra de grupo F[G/H] e, pela proposi¢ao

1.1, existe um homomorfismo natural:
¢e: FG — F|G/H]

definido por:

: (z agg> Yo

geG geG
onde g é a imagem de g em G/H.
Observemos que se H = G, entao G/H = {1} e g = 1 para todo g € G. Portanto,

neste caso particular, o homomorfismo é dado por:
€ (g agg> = E Q.
gelG geG

O nicleo desta aplicagao, denotado por A(G), é chamado o ideal de aumento

de FG, isto é,



Ker(e) = A(G) = {Zagg : Zag = 0}.

geG geG

Notemos que se um elemento o = > ay9 € A(G), entdao podemos escrever o
aceG
da seguinte forma

a = Zag(g_ 1) +ZO‘9 = Zag(g_ 1).
geG geG geG
Assim concluimos facilmente que A(G) é um F-mdédulo livre com base {g —1:1 #
g € G}.
Um conceito fundamental na teoria de anéis de grupos é o conceito de semissim-
plicidade.

Dizemos que uma &lgebra A é simples se A # {0} e seus tnicos ideais sdo (0) e

A.

Definigao 1.2 Uma dlgebra A é semissimples, se A € semissimples como A-

modulo a esquerda, isto €, se A como A-mddulo é soma direta de modulos simples.

Uma pergunta natural é que condicoes tem que cumprir um anel R e um grupo
G para que o anel F'G seja semissimples. O Teorema de Maschke da resposta a
esta pergunta. Antes de enunciar este teorema, precisamos de algumas defini¢oes e
resultados:

Dado a € RG, define-se o suporte de o como sendo o subconjunto de GG, formado

pelos elementos g € G com coeficiente nao nulo em «, isto é:

supp(a) = {g € G : ay # 0}.

Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG, o anulador a esquerda de
X é definido como:

Anle(X) = {a € RG : aX = 0}.
De forma anéloga, o anulador a direita é
Anly(X) ={a € RG: Xa = 0}.
Se Anl.(X) = Anly(X) denotamos por Anl(X) o anulador de X.
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Lema 1.3 (/9/, Capitulo 3, Lema 3.4.3) Sejam H um subgrupo de um grupo G e R
um anel. Entdo Anly(A(G, H)) # 0 se, e somente se, H € finito. Neste caso temos

que

Anly(A(G,H)) = H - RG,

onde H =Y h. Além disso, se H <G entio H ¢ central em RG e temos
heH

Anly(A(G, H)) = Anl(A(G,H)) = RG - H.
Corolario 1.4 Se G € um grupo finito, entdo
Anl (A(G)) = Anly(A(G)) = Anl(A(G)) = {aZg ‘ac R} .
Demonstragio:

De fato, seja

Anl(A(G)) = {a€e RG:za=0,YVze AG)}
= {a € RG:(g—1)a=0,V gecG}.

Por outro lado, escrevendo o = ) azh, como a € Anl(A(G)), entdo para todo
hea
g € G temos

=(@—Da = (g—1) > aph

heG
= > apgh— > auh
hed hed
= Yo geim— Y aym,
g~ 1lmeqG meG

logo oy-1,,, = vy, para todo g € G, segue que > ap,ym = Y. m = BG, onde
meG meG

BeR,eG= 3 m. Portanto,

meG

Anl(A(G)) C RG.

Tomemos agora x € A(G) tal que z = > a;g;, temos que
j=1

t t
l’é = Zajgj@ = Zajé = 0,
j=1 j=1



t
pois Y a; = 0. Assim concluimos que
J=1

Anl(A(G)) = RG.

Lema 1.5 Seja A(G) o ideal de aumento de RG, onde G € um grupo finito. Se
existe um ideal a esquerda J de RG tal que RG = A(G) @ J (como R-mddulos a
esquerda), entio J C Anl(A(G)).

Demonstracao:

Pelo lema anterior, basta provar que se y € J entao zy = 0, para todo = € A(G).
Como J é um ideal a esquerda de RG, zy € J, de forma andloga xy € A(G), pois
A(G) é o ideal de aumento de RG. Mas J N A(G) = {0}, logo zy = 0, isto é,
y € Anl(A(GQ)).

Teorema 1.6 (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo e R um anel com uni-

dade. Entdo RG € semissimples se, e somente se, as sequintes condicoes valem:

i) R é um anel semissimples;
ii) G € finito;
iii) |G| € invertivel em R.

Demonstracao:

Suponhamos que RG é semissimples, assim o ideal de aumento:

A(G) = {ZaggERG:Zag:O}

9eG geG
é semissimples. Este ideal é gerado pelo conjunto {g—1: 1 # g € G}. Consideremos

agora



Yv:RG — R
D g9 = )0y

geG geG

(1.1)

Note que 9 é um epimorfismo de anéis, logo pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

RG B
Fer(g) = 1MW) =R
Como Ker(y) = {a € RG : ¢(a) = 0} = A(G), temos:
. RG
R= m

Portanto, R é semissimples, pois o quociente de anéis semissimples é semissimples.
Agora suponhamos, por absurdo, que G é infinito. Seja a € Anly(A(G)), como
supp(a) = {g € G : a, # 0} ¢ finito, temos que

t

o= Zagg = Zaigi, com a; # 0.

geG =1
Sendo G infinito, existe um elemento h € G, tal que g;h # ¢, com 1 < ¢ < t. Por

outro lado, como h — 1 € A(G), temos

t t

0=a(h—1) =0 ag)(h—1) = agih— Zaz‘gi-

i=1 i=1
Observemos que, na expressao acima, o coeficiente de g; é a; # 0. Mas isto é uma
contradicao ja que G é uma base para RG. Logo G é finito.
Resta verificar que |G| é invertivel em R. Sabemos que A(G) é somando direto
de RG@G, isto é,
RG = A(G) & J,

e que G ¢é finito, entao

J C Anl(A(G)).

Como 1 € RG, podemos escrever 1 = ¢; + ¢y em que ¢; € A(G) e ¢3 € J. Seja ¥ o

epimorfismo dado em (1.1), pagina 6, tal que

L =1(1) =¢(c1 + c2) = ¥(cr) + P(ca).

Como ¢; € A(G),¥(c;) = 0, entao temos que 1(cz) = 1. Como G é finito pelo
corolario 1.4 temos Anly(A(G)) = Anl.(A(G)) = Anl(A(G)) = RG, onde G =
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>~ g. Disto segue que ¢y é da forma aG, com a € R, logo P(e) =1 = Y(aG) =
geG

ap(G). Como
P(G) = Ygit+gat+ -+ g)
= Plg) +¥(g2) + -+ U(gr)
= |G|
entdao 1 = ay(G) = a|G|, ou seja, |G| é invertivel em R.

Agora suponhamos que as trés condi¢oes do teorema valem e seja M um RG-
submédulo de RG, temos que provar que M é somando direto de RG. Observemos
que M é um R-submédulo de RG. Por hipdtese temos que R é semissimples, o que
implica que RG é semissimples como um R-mdédulo. Entao, existe um R-subméddulo
N de RG tal que RG = M @ N (como R-médulos).

Seja m : RG — M a projecao canonica associada a soma direta dada acima, assim
7 é um R-homomorfismo, e seja 7* : RG — RG definido da seguinte forma:
™ () == |—é’ Zg_lﬂ(g&), para todo a € RG.
9eG
Note que Im(7*) C M, ja que Im(w) C M, e além disso M é um RG-mdédulo. Se
provamos que 7 é um RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* ¢ Im(7*) = M, entao
Ker(m*) serd um RG-submoédulo tal que RG = M & Ker(n*) e, desta forma, o
teorema estara provado. Como 7* é um R-homomorfismo, entao temos que mostrar
que é também um RG-homomorfismo. Para isso, basta mostrar que 7*(ha) =

hm*(a), para todo h € G, para todo a € RG. De fato,

m(ha) = & X g7 '7(gha)

geG

= &h 2 (gh)'n(gha).

geG

Fazendo ¢’ = gh, obtemos que

m(ha) = hgg X ¢7'n(d'a)
g'eG

= hr*(a).

Além disso, temos que

7 (a+b) = 7" (a) +7*(b).



Mas 7 é uma projecao sobre M, entdao m(m) = m, para todo m € M. Como M é

um RG-modulo, entao temos que gm € M, para todo g € G. Portanto:

T (m) = %‘;Gg‘lﬂ(gm)

> 9 tgm
geG

d>om

geG

|Glm

Ql-

Q-

Q-

I
3

Como Im(m*) C M obtemos 7*(7*(z)) = n*(z), para todo z € RG, o que nos leva a
concluir que (%)% = 7*. O fato de 7*(m) = m, para todo m € M implica também

que M C Im(m*), o que conclui a demonstragao deste teorema. 0

Corolario 1.7 Sejam G um grupo finito e F um corpo, entao FG ¢é semissimples

se, e somente se, car(F') nao divide |G]|.

Observacao 1.8 Se G = (a : a™ = 1) é um grupo ciclico de ordem n e F um
corpo de caracteristica k que ndao divide n, entdo a aplica¢io ¢ : Flx] — FG dada

por f(x) — f(a) € um epimorfismo de anéis, logo FG = KLJ(;J/))’ onde Ker(y) =
er
{f(z) € Flz] : f(a) = 0}. Como Flx] é um dominio de ideais principais, Ker (i)

¢ gerado pelo polinomio monico de menor grau que € nulo em a. Se chamamos este
Fla]
(fa)

Seja " — 1 = pips - pm a decomposicao de x™ — 1 em fatores irredutiveis em

polinémio de f,(x), o elemento a corresponde a classe x + (f,) €

Flz]. Como mdc(k,n) =1, 2™ — 1 € separdvel sobre F, logo p; # p; para i # j. Pelo

Teorema Chinés dos Restos podemos escrever

o Flo] | Fla) o Fla]
FeE oy O & P oy

Se & € uma raiz de p;, 1 <1 < m entdo % > F(&) e, consequentemente,

FGEFE&)DF(&) & @ F(én),

assim FG € soma direta de extensoes ciclotomicas de F.



Por outro lado, 2" — 1 =[] ®4(z) em Flx], onde o polinémio
din

o(d)
@u(x) = [J (@~ a),

sendo «; as raizes d-ésimas primitivas da unidade, ®4 o d-ésimo polinomio ci-

clotomico sobre F' e ¢ a funcao de Euler, isto €,
o(d)=|{neZ:1<n<d mden,d) =1}

Se prova indutivamente, usando a formula ®,(x) = %, que ®,(z) € Flx].

aqd

Agora, se ®4(x) = [[ Ps, € a decomposicao de 4 como produto de irredutiveis
i=1
em Flz|, entao temos que

ad

Flz o
Fo= @@ 1 = DD Fien)

dn i=1 dn i=1

onde £, € uma raiz de Py, 1 < i < aq, mais ainda FG ~ @ a.F(&4) onde ag =
dln
#(d)
[F(€a):F]"

O teorema de Perlis e Walker estende o resultado anterior para grupos abelianos
finitos, isto €, mostra que o numero de componentes simples de uma dlgebra de grupo

de um grupo abeliano finito G € igual ao nimero de subgrupos ciclicos de G.

Teorema 1.9 (Perlis-Walker) ([9], Capitulo 3, Teorema 3.5.4)
Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e F' um corpo tal que car(F') nao

divide |G|. Entdo

FG ~ @D aaF (&),
din
) L, L. ) g
onde denota uma raiz d-ésima primitiva da unidade e ag = —————. Nesta

formula, ng denota o numero de elementos de ordem d de G.

Em particular, para F = Q temos o sequinte coroldrio:

Coroldrio 1.10 (/9], capitulo 3, Coroldrio 3.5.5) Seja G um grupo abeliano finito

de ordem n. Entao

QG ~ P aaQ(<),

dln

9



onde &g denota uma raiz d-ésima primitiva da unidade e aq € 0 niumero de subgrupos

ciclicos de ordem d em G.

Os elementos idempotentes sao fundamentais no estudo da decomposicao de

algebras semissimples. A seguir daremos alguns resultados sobre eles.

Definicao 1.11 Um elemento e # 0 numa dlgebra A é dito idempotente se e = e.
Um idempotente e € dito primitivo se ele nao pode ser escrito como e = e'+¢€”, onde
e, €' sao idempotentes nao nulos tais que €' - e” = 0. Uma familia de idempotentes

e1, -+, e satisfazendo as sequintes condigoes:
i) e; # 0 para todo 1 <1 < t;
ii) sei# j entao e;ej =0;
i) 1=e;+ -+ +ey;
¢ chamada uma familia completa de idempotentes ortogonais.

Observemos que 1 é idempotente. Se e é um idempotente, 1 — e também é um

idempotente, mais ainda, e e 1 — e sao idempotentes ortogonais. De fato,

(1—¢e)? = 1—2e+¢é?

= 1—-2e+e
= 1l—e
e
e-(l—e) = e—¢é?
= e—c¢
= 0.

Observacao 1.12 Se H é um subgrupo finito de um grupo G, tal que |H| é invertivel

em F, define-se H € FG como

10



Temos que H é um idempotente de FG. De fato,

= (5 (51
= g YN

heH h'eH

— hlH| Y b

heH

heH
= H.

Observemos que se H é central em FG entdao H = g_lf[g, para todo g € G, isto é,
Hl i H

assim

> h=> g 'hg

heH heH

Logo todo elemento da forma ¢ 'hg pertence a H, para todo g € G e h € H,
portanto, H < G. Notemos também que se H < G, entao H é central em FG. Desta

forma, H é central em F'G se, e somente se, H é normal em G.

Proposicao 1.13 ([13], Proposicao 4) Se H é um subgrupo normal e finito de G
com |H| # 0 em F, entdo
FG - H = F[G/H].

Proposicao 1.14 (/9] Proposi¢ao 3.6.7) Sejam R um anel, G um grupo e H um

~ 1
subgrupo normal de G. Se |H| é invertivel em R e H = — Z h, entao temos:

|H| heH

RG = RGH @& RG(1 — H)

onde RGH ~ R|G/H] e RG(1—H) = A(G, H) ¢ 0 niicleo do homomorfismo natural
de RG em R|G/H].

Consideremos M e N R-médulos. Definimos o produto tensorial de M e N
como um R-médulo M @ N junto com uma aplicagao bilinear M x N — M @) N,

denotada por (u,v) — u ® v, tal que:
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i) M@ N é gerado como R-médulo por {u®@v:u € M,v € N};

ii) Se U : M x N — P é uma aplicacao bilinear de R-médulos (isto é, ¥ (u,*) :
N — P e 9¢(xv) : M — P sdo homomorfismos de R-médulos para todo
u € M,v € N), entao existe um homomorfismo ¢ : M @ N — P tal que
Y(u®v) = ¥(u,v) para todou € M e v € N.

Uma prova da existéncia e unicidade salvo isomorfismo do produto tensorial pode
ser encontrada no livro de Pierce [11] cap. 9.

Se X e Y sao F-algebras, entao sao também F-mddulos, e assim podemos formar
o produto tensorial X @ Y. Logo no F-médulo X Q) Y, define-se uma estrutura de

F-élgebras com a seguinte multiplicacao:
(r@y)(@ @y)=xr'@yy para z,2' € X e y,y €Y.

Proposicao 1.15 ([11], Capitulo 9, Proposi¢ao a) Sejam M, My, My, N, Ny, e Ny
R-médulos, temos que M @ (N7 & No) = (M ® N1) @ (M ® Ny) é um isomorfismo

que aplica u @ (vy,v2) em (u ® vy, u ® vy)

Proposicao 1.16 ([13], Proposi¢io 5) Seja S um subanel do anel comutativo R,
entao para qualquer grupo G, RQ) SG = RG como R-dlgebras.
S

Proposicao 1.17 Sejam G e H grupos e F' um corpo, entdo
F[Gx H/ 2 FG® FH.

Demonstracao:

Observemos que {xr @y : z € G,y € H} é uma F-base para FG ® FH e que a
aplicagao :

Y:GxH — FG®FH
(z,y) — z®y

¢ um homomorfismo injetivo.

Pela injetividade e pelo fato de FG ® F'H ser gerado por ¥(G x H) como F-
algebra, temos que

FI[Gx H/ 2 FG® FH.
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A seguir daremos alguns resultados sobre teoria de caracter para grupos abelianos

finitos.

Definicao 1.18 Seja G um grupo abeliano, G é chamado grupo divisivel se para

todox € Gen>2eristeye G tal quey+y—+---+y==x.

Exemplos de grupos divisiveis sao (Q, +), (R, +) e (C*,-). Além disso, se G é um
grupo divisivel e H < G entao G/H também é divisivel, assim por exemplo, Q/Z é

um grupo divisivel. De igual forma como a aplicagao

Q/z,+) = (C)

a 627r7,a

¢ um homomorfismo de grupos entao Im(7) = {a € C* : a" = 1 para algum n € N*}

¢ um grupo divisivel.

Teorema 1.19 (Propriedade Injetiva, Baer, 1940) Seja D um grupo divisivel
e seja A um subgrupo de um grupo B. Se f: A — D é um homomorfismo de grupos,
entao [ pode ser estendido a um homomorfismo de grupos b : B — D, isto €, o

sequinte diagrama comuta:

Demonstracao:

Consideremos o conjunto £ de todos os pares (S,h), onde A< S<Beh:S5—
D é um homomorfismo de grupos com h| 4= f. Notemos que £ # ), pois (A, f) € L.
Ordenamos parcialmente £ da seguinte forma: (S,h) < (S,h') se S < S e I/
estende h, isto é, h'[s= h. Se J = {Sa, ha} é um subconjunto ordenado de L,
definimos (S, fz) por S = JS, e h = Uhq. Assim, se s € S, entdo s € S, para
algum o, e h(s) = ha(s) qfle independea do representante ho. Logo (S,h) € L e é
uma cota superior de J. Pelo lema de Zorn, existe um par maximal (M, g) € L.

Para completar a prova, resta mostrar que M = B.
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Suponhamos que existe b € B, com b ¢ M. Se M' = (M,b), entdao M < M’; e

assim é suficiente definir ¢’ : M’ — D que estende g para chegar a uma contradigao.
e Caso 1: M N (b) ={0}.

Neste caso M' = M & (b), e assim podemos definir ¢’ como a fungao m+kb — g(m),
que é um homomorfismo de grupos bem definido porque cada elemento de M + (b)

tem uma unica representacao na forma m + kb.
e Caso 2: M N (b) # {0}.

Neste caso existe k € Z* tal que kb € M N (b). Como a interse¢ao é um grupo entao
o inverso —kb também pertence a M N (b), assim existe um inteiro positivo k tal que
kb e M (b). Seja k o menor inteiro positivo tal que kb € M. Como M N {b) tem um
tnico gerador, concluimos que M N (b) = (kb). Assim cada y € M’ tem uma unica
expressao na forma y = m +tb, onde 0 < t < k. De fato se y = my + t1b = mqy + 2,
sao duas representagoes com k > t; > to > 0, entdo mg — my = (t; — t2)b, logo
(t1 —t2)b € M e 0 < t; —ty < k o que contradiz a minimalidade de k. Como
g(kb) € D e D é divisivel, entao existe ¢, € D tal que ke, = g(kb). Considerando
cada elemento de M’ escrito de maneira tnica na forma m + tb com 0 < ¢t < k,
definimos

g M — D

m+tb — g(m)+te,.

Temos que ¢’ é um homomorfismo de grupos. De fato, se 0 <t; < k, e m; € M,

entao existem n € N e 0 <t < k tais que t; + to = kn + t. Logo

g ((m1+11b) + (ma +120)) = ¢ ((m1 +m2) + (1 +12)b)
= ¢ (my +mg+ (kn+1)b)

g ((my + mq + knb) + tb)
= g(my + mao + knb) + tc,
= g(my) + g(ma) + g(knd) + tc,
= g(m1) + g(ma) + nkcy, + tep
= g(m1) +g(ma) + (t1 + 12)c
= g(m1) + g(mz) + t1cy + tacp
= ¢'(mq +t1b) + ¢’ (ma + t2b).



Definicao 1.20 Seja G um grupo, o grupo de caracteres de G ¢ definido como
G* = Hom(G,Q/Z),

isto €, um caracter de G é um homomorfismo x : G — Q/Z.

Quando G é finito, temos os seguintes resultados:

Lema 1.21 Se G € abeliano e finito, entio G* = Hom(G,C*).

Demonstracao:
Temos que C* = Q/Z® D, onde Q/Z é um grupo de torgao e D é um grupo divisivel

livre de torcao. Entao
Hom(G,C*) ~ Hom(G,Q/Z & D)

Hom(G,Q/Z) ® Hom(G, D) (conforme teorema 10.53 de [12])
Hom(G,Q/7Z),

12

12

pois como G ¢ finito, Hom(G, D) = 0. O

Teorema 1.22 Se G ¢é abeliano e finito, entao G = G*.

Demonstracao:

No caso em que G ¢é ciclico de ordem m, e G = (o), entao para todo y € G*
temos [x(0)]™ = x(c™) = 1, isto é, x(0) é raiz m-ésima da unidade. Por outro lado,
se y € C*, com y™ = 1, temos que a aplicagao o™ — y™ é um caracter. Disso segue
que |G*| =m.

No caso em que GG nao é ciclico, pelo teorema de representacao de grupos abe-
lianos finitos temos que G = G1 ® Gy & --- & G,,, onde cada G; é ciclico de or-
dem m; e gerador o;. Assim para aplicarmos o que foi usado no caso ciclico, de-
vemos mostrar que G* = G & --- & G,,*. Se x; é caracter de G;, i = 1,2 entao
(x1,22) — x1(x1)x2(22) é um caracter de G; @ Gy, onde z; € G;, i = 1,2. Reci-

procamente, se x é caracter de G7 @ Gy entdao 1 — x(x1,e3) é caracter de Gy e
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x9 > x(e1,xq) é caracter de Gy, onde e; € G; ¢é a identidade do grupo G;, i = 1,2.
Como as fungoes do tipo (z1,x2) — x1(x1)x2(x2) sdo inversas as fungdes do tipo
x1 — x(x1,e); 19 — x(e1,Ta), segue-se o resultado, isto é, todo caracter pode-se

escrever como produto de suas projecgoes. 0]

Lema 1.23 Se G ¢ um grupo abeliano finito e H < G, entao G contém um subgrupo

K tal que G/K € isomorfo a H.

Demonstracao:
Sabemos que G = G*. Seja H < G, definimos o homomorfismo de grupos
G* = Hom(G,Q/Z) % Hom(H,Q/Z) = H*
¢ = olu

Afirmamos que 1 é sobrejetiva. Se n € Hom(H,Q/Z), temos:

Q/Z
WT N
N
H(—z> G,
entao pelo teorema 1.19 existe um ¢ que estende 7. Logo o homomorfismo ) é

sobrejetivo e, portanto, pelo teorema do isomorfismo de grupos temos:

G*
Kery

12

H*

I

H.

como queriamos demonstrar. 0

Teorema 1.24 Dado um grupo G abeliano finito, entao a aplicacao

{subgrupos de G} KN {subgrupos de G*}
H — {peG :plg=0}

estda bem definida e € uma bijecao. Além disso, % ~ H para todo H < G.

Demonstracao:
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Observemos que %H) ~ H e que a aplicacao T esta bem definida seguem direta-
mente do lema 1.23. Falta mostrar que 7' é uma bijecao. Como G é abeliano finito,
entao G >~ G* e assim os dois tém a mesma quantidade finita de subgrupos. Logo
basta mostrar que T € injetiva. Sejam Hy, Hy subgrupos distintos de G, assim pode-
mos supor, sem perda de generalidade, que existe h € H;\Hs e seja k > 2 o menor
inteiro tal que h* € H,. Note que este inteiro sempre existe ja que h°™) =1 € H,,

onde o(h) denota a ordem de h. Definimos o homomorfismo de grupos

n:(Hyh) = Q/Z

tal que n(h) = ¢ e n(g) = 0 para todo g € Hy. Observemos que todo elemento de

(Hy, h) pode-se escrever de forma tinica da forma gh? com g € Hy e 0 < j < k assim

n(gh’) = n(g)+ jn(h)

T~

Como mostrado na prova do teorema 1.19, este homomorfismo esta bem definido,
isto é, independe do representante.

Pelo teorema 1.19, n pode-se estender a ¢ € G* tal que ¢ [(g, = 7. Mas
¢ € T(Hy) e ¢ ¢ T(Hy) porque @(h) # 0 logo T(Hy) # T(Hy). Assim T é in-

jetivo e portanto T' é uma bijecao. O

1.2 Cédigos Lineares

Nesta secao trataremos algumas defini¢oes e resultados basicos da Teoria de
Cédigos Corretores de Erros. Em particular, estudaremos cédigos minimais vistos
como ideais de uma algebra de grupo F'G, onde F' é um corpo finito e G é um grupo
ciclico finito. O ponto de partida da Teoria de Cdédigos é um conjunto finito A
qualquer, chamado alfabeto. Uma sequéncia finita de n simbolos de A é chamada
palavra de comprimento n. Um cédigo de comprimento n é um subconjunto
proprio de A", para algum n natural.

Estamos interessados em codigos dotados de certa estrutura algébrica, assim,

tomando como alfabeto um corpo de ¢ elementos, o qual denotaremos por £y, temos
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em F' uma estrutura de espago vetorial de dimensao n sobre Ff. Um cédigo linear
C sobre o alfabeto F; ¢ um subespaco vetorial de F'.

Existem varias formas de descrever um cédigo, uma delas é considerando, por
exemplo, uma base v, vq, - ,v; de C. Assim, todo elemento de C se escreve, de

forma unica, da seguinte maneira:
)\11}1 + )\QUQ + -+ )\kvk,

ondeos \; € Fyei=1,--- k.
Observemos que a aplicacao
T:FF — F/
)\:<)\17)\27"' 7Ak’) — ()\la)\Qa”' 7>\k>M

onde
01 Vi1 Vi2 - Vi
M= V2 _ V21 V22 -+ U2p
Uk Vg1 VUk2 - Ugn
é uma transformagao linear injetiva tal que Im(T) = C. Se ©x = (A, A2, -+, \g),
entdao T(x) = Avy + Aovg + -+ + A\vg. A matriz M descreve a aplicagdo linear

T e é chamada matriz geradora do cédigo. Observemos que C consiste de ¢*
combinagoes lineares AM. Na teoria de c6digos A = (A1, Ag, -+, Ap) € Fqk é cha-
mada sequéncia de informacao ou mensagem, C cdédigo de canal e T" um
codificador.

Como a base para um cddigo linear C nao é tnica, temos que a matriz geradora
também nao ¢é inica. Porém, dadas duas matrizes que gerem C, uma pode ser obtida

a partir da outra através das seguintes operacoes elementares de linhas:
e permutacao de duas linhas;
e multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo;

e adicao de um multiplo escalar de uma linha a outra;
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assim podemos escolher uma base para C tal que a matriz geradora seja da forma
M = (Ix]A), onde I} é a matriz identidade k x k e A é uma matriz k x (n — k).
Neste caso dizemos que M estd na forma padrao.

Se M esta na forma padrao, entao dada uma palavra ¢ € C, os primeiros k
simbolos sao os simbolos de informacao e os restantes sao os simbolos de ve-
rificagao.

Esta forma de representar o codigo tem a vantagem de gerar todos os elementos de
C, mas em contrapartida, ¢ “dificil” decidir se um dado elemento x € F," pertence
ou nao a C, pois para verificar isso é necessario resolver um sistema linear de n
equacoes e k incognitas, o que gera um custo computacional muito elevado.

Se C C F,” ¢ um cddigo linear entao C* = {v € F,”*; (v,u) = 0,V u € C} também

é um cédigo linear, este cédigo é chamado o codigo dual a C.

Proposigao 1.25 (/6/, Capitulo 5, Proposi¢ao 4) Seja C um cddigo linear sobre F,

e suponhamos que H seja uma matriz geradora de C-. Temos entdo que:
v € C< Hv' = 0.

A matriz geradora H de C* é a matriz teste de paridade de C.
Se T : Fqk — F," é um “codificador” para o cédigo C com matriz geradora

M = [I|A], entao dim Ct =n — k e a aplicacao linear
h:F"— F"
definida pela matriz H,—x)xn
H = [_At\fn—k}
satifaz as seguintes propriedades:
i) Ker(h)=Im(T);
ii) ¢ € C se e somente se Hc! = 0.

A matriz H associada a transformacao linear A é chamada matriz teste de

paridade do cdédigo C.
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Exemplo 1.26 Consideremos Fy um corpo com 2 elementos e seja T a trans-
formacgao linear injetiva
T:F - R
(A, A9, A3) = (A, A2, Az, Ag + A3)
Sejam {e1, ey, e} e {f1, fa, f3, f1}, respectivamente, as bases candnicas de Fy® e
R

Vamos encontrar a matriz M a qual representa a transformagao linear T. Assim,

T(el) = T(lOO) == 1f1 + 0f2 + 0f3 + 0f4
T(eg) =T(010) =0f; + 1fo+0f3+ 1f4

T(e3) =T(001) =0f1 +0fa + 1f5+ 1f4.

Logo,
1 000
M=10101
0011

onde M estd na forma padrao, M = [I3|A], sendo I3 a matriz identidade 3 x 3 ¢ A

uma matriz 3 X 1.

Considere a aplicacio linear h = Fy* — Fy definida pela matriz Hyx4, em que
H=[-A'lL] = (0 -1 -1 1) = (o 11 1).
Dados a = (1,0,1,1) e B = (0,1,1,1) € F,*, vamos verificar se estes vetores per-
tencem a C. Para isto, basta verificar se H -a' =0 e se H - ' = 0.

1

H-atz(o 11 1) ! = (0)

—_

H-Btz(o 11 1)

—_ = = O
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Logoae Cefp¢C
Sabemos que o = (1,0,1,1) € C e que M = [I3|A]. Entdo as trés primeiras
coordenadas de o sao os digitos de informacao, isto €, se recebemos a palavra o =

(1,0,1,1), a mensagem enviada foi (1,0,1).

Uma das caracteristicas principais dos codigos corretores de erros é transmitir
ou armazenar dados de forma confidvel. O procedimento é o seguinte: o remetente
tem a mensagem inicial e deseja codifica-la para envia-la ao destinatario, assim que
o destinario a recebe, ele quer decodificar a mensagem, caso a mensagem chegue
com erros, o destinatario tenta detectar e corrigir os erros, recuperando assim, a
informagcao original. Para determinar se a mensagem chegou com erro é preciso ter
em maos um parametro que compare a palavra enviada com a recebida, é necessario
entao introduzir o conceito de distancia entre palavras de um codigo.

Dados dois elementos x = (x1, 22, -+ ,2,) €y = (Y1, Y2, - ,Yn) € F,", definimos

a distancia de Hamming de = a y como
d(z,y) =it a #yi, 1 <i<n}f,
sendo que a distancia minima de um cédigo C C F;" é
d :=d(C) = min{d(z,y) : z,y € C,x # y}.

Notemos que a distancia definida acima satisfaz, para todos u,v,w € F,", as

seguintes propriedades:

i) Positividade: d(u,v) >0

ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u).
iii) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Estas propriedades caracterizam também uma métrica, chamada métrica de
Hamming.

Dizemos que dois codigos C e C' sao cddigos linearmente equivalentes se existe
uma isometria linear L : F," — F," tal que L(C) = C’. Dado um cédigo C sempre

existe um codigo equivalente C' com matriz geradora na forma padrao. Além disso
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C e C' sao cddigos linearmente equivalentes se C pode ser obtido de €' (ou €' de C)

por meio de uma sequéncia de operagoes, conforme itens abaixo:

e multiplicar por escalar, nao nulo, os elementos de uma determinada posi¢ao

fixa, em todas as palavras;

e permutar as posigoes de todas as palavras do cédigo, esta permutacao deve

ser fixa de {1,2,...,n}.
Em cddigos equivalentes C e C' é permitido fazer as seguintes operagoes:
e permutacao de duas colunas;
e multiplicagdo de uma coluna por um escalar nao nulo,

para que a partir da matriz geradora de C se obtenha a matriz geradora de C'.

Além do comprimento e da distancia minima, estdo associados a um codigo
outros parametros tais como peso, dimensao, os quais sao necessarios na construgao
de algoritmos para a decodificacao e corregao de erros.

Considere x € F;,", definimos o peso de z como sendo
w(x) = d(z,0).
O peso de um cddigo linear C é o nimero inteiro
w(C) := min{w(z);x € C,x # 0}.

Notemos que

dlx,y) = Hi:z; #yi, 1 <i<n}
= iz, —y: #0,1 <i<n}
= d(z —y,0)
= w(r—y)
isto é, que d(C) = w(C).
Em um cédigo linear definimos [n, k, d| como os parametros deste cédigo C, sendo
que n ¢ o comprimento de C, £ é a dimensao de C sobre [, e d ¢ a distancia

minima de C.
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Dado um elemento x € F," e um inteiro positivo r, temos que a bola de centro

em z e raio r ¢ o conjunto
B(z,r) ={ue F," : d(u,xz) <r}
e a esfera de centro em z e raio r é o conjunto:
S(x,r)={ue F” :d(u,z) =r}.

Na teoria de Codigos, a distancia minima desempenha um papel fundamental,

COIMO VeImos a seguir.

Teorema 1.27 Seja C um codigo, o qual possui distancia minima d e seja

d—1
entao C pode detectar até d — 1 erros e corrigir até k erros.

Demonstracao:

Se, ao transmitirmos uma palavra, um elemento x € C for recebido com t erros,
onde t < d—1, entao este nimero de erros cometidos é justo a distancia de Hamming
entre z e a palavra recebida y, logo d(z,y) < d—1 < d. Conclui-se desta forma que
y ¢ C, o que garante que o erro sera detectado.

Agora temos que verificar se é possivel corrigir este erro, suponhamos que o
nimero de erros cometidos seja t < k. Consideremos a bola B(y, k), assim d(z,y) =
t < k, o que implica que x € B(y, k). Notemos que x é o tinico elemento de C con-
tido nesta bola. De fato, se existisse outro elemento 2’ € C em B(y, k), terfamos que
d(z,2') < d(x,y) + d(y,2") < 2k < d, o que é um absurdo, ji que d é a distancia
minima de C. Portanto, z é o elemento de C mais proximo de y, o que garante que

podemos corrigir o erro. 0

Exemplo 1.28 Seja L = F™ um espago vetorial de dimensao n e & = (v) onde

v = (v1,-++,v,) com v; # 0 para todo j. Entdo todo elemento de & € da forma
cv = (cvy, -+ ,cv,) comc € F. Assim a distancia de Hamming entre elementos de
& én, pois

C1Vj = CoVj <> €1 = Ca.

Neste exemplo a distancia minima do codigo gerado por & é a mdzrima possivel.
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1.3 Cédigos Ciclicos

Entre os cédigos lineares existe uma classe chamada Cdédigos Ciclicos que ad-
mitem uma representacao em termos de polinomios sobre Fj. Este tipo de cédigo

linear é muito 1til, pois tem bons algoritmos de codificacao e decodificagao.

Definicao 1.29 Um cédigo linear C de Fy" € chamado cédigo ciclico, se C €
mvariante com respeito a permutacoes ciclicas de coordenadas, isto €, se para todo

c=(co, -+ ,Cn_1) € Ctemos que (¢p_1,Coy "+ ,Cpn_z) € C.

Se consideramos a transformagao linear:
T:C — F,
(007' o 7Cn71) — (Cnflac()a' o 7cnf2)

temos que C é ciclico se T'(C) = C.
Definimos R,, como sendo o anel das classes residuais em F,[z] médulo

" —1:
Fq[x]

R, = m

Um elemento de R,, é da forma:
l9(z)] ={g(z) + f(z)(=" = 1) : f(z) € Fylz]}

Em R,, a adi¢ao, a multiplicacao e a multiplicacao por escalar A € Fj sao

definidas como:

Af(@)] = [Af(@)]-

Com a soma e a multiplicacao por escalar definidas acima R, é um Fj-espaco

vetorial com base [1], [x], - - - , [#"!] isomorfo a F,", mediante a transformagao linear:
Y F" — R,
<a0aal7"' 7an—l) — [a0+a1x+ "-+an_1x”_1].
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A vantagem de considerarmos este isomorfismo é que R, tem, além da estrutura
de espaco vetorial, uma estrutura de anel; e a imagem por meio de ¢ de um codigo
ciclico de F," ¢ um ideal de R,.

A seguir apresentaremos alguns aspectos dos cédigos ciclicos necessarios para o

desenvolvimento de nosso trabalho.

Lema 1.30 Seja V' um subespago vetorial de R,. Entao V é um ideal de R, se, e

somente se, V € fechado pela multiplica¢ao por [x].

Demonstracao:
Suponhamos que V' é um ideal de R,,, entdo [z][f(z)] € V, para todo [f(z)] € V.
Reciprocamente, sejam [f(z)] € V e [g(z)] = [ap + a1z + -+ - + ap_12" '] € Ry,
temos que mostrar que [g(x)][f(z)] € V. Como V é um subespaco de R, entdo V
é fechado para adicao e multiplicacao por escalar. Por hipdtese V é fechado pela

multiplicagao por [z], isto é,

De forma anéloga,
[2*f(2)] = [a][zf (2)] € V-

De forma indutiva, temos,

[z f(x)] = [™][f(x)] € V, para todo m € N.

Assim
lg@)If ()] = lg(x)f(2)]
= [(a + a1z + -+ ap12" ) f(2)]
= ao[f(2)] + ar[z][f ()] + - + ana[z" T [f(2)] €V
logo V' ¢ um ideal de R,, como queriamos mostrar. 0

Teorema 1.31 Um subespago C C F," € um cddigo ciclico se, e somente se, (C)

¢ um ideal de R,,.
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Demonstragao: Consideremos 7' : C — F," definida em (1.2), pagina 24:
Se C é ciclico entao ¢ = T'(¢) € C, para todo ¢ € C, logo ¥(¢’) € ¥(C), para todo

¢ € C. Notemos que se ¢ = (¢g, 1, , 1) € C,

(€ 3¢ (T(c)) = v(ca-1,c0," s Cn2)

Cne1 + CoT + -+ Cpoa" |
zl[co + 1w+ -+ 12

]y (c).

Logo 9(C) é fechado pela multiplicagao de [z] e, pelo lema 1.30, ¥(C) é um ideal de
R,.

|
- |
|

Para mostrar a volta, suponha que ¥(C) seja um ideal de R, e considere ¢ =

(coy -+ ,cn—1) € C. Temos entao que (c) € ¥(C) e [z]Y(c) € ¥(C), assim

v H([2l(e) = T ([z]leo + e+ o+ epra™ )
= w_l(Cn_l +cor + -+ Cn_gl‘n_l)

== (Cnflac()? T 7cn72> e C.

Portanto T'(¢) = (¢n—1,¢0, -+ ;Cn—2) € T(C), 0 que implica C é um cddigo ciclico.

U

Acabamos de ver que se C é um cédigo ciclico, entao ¢(C) é um ideal de R,,, mas
os ideais de R,, s@o principais, logo sao da forma ([F'(z)]) onde F(x) é um divisor
de 2" — 1, que podemos supor monico.

Consideremos F, um corpo de caracteristica p, e sejam m e p primos entre si
com n = mp®, entao

S

" —=1= (™ -1)".

A derivada de (2 —1) é mz™ ! #£ 0. O mdc (2™ — 1, ma™ 1) = 1, isto é, o polinémio
2™ —1 nao tem fator nao constante em comum com sua derivada. Desta forma, temos

que
m
™ =1=fi--fi,
onde os f; sao polindmios monicos irredutiveis em Fj, distintos dois a dois. Assim
n . pS pS
" — 1=
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Desta forma o polinémio 2™ — 1 tem (p® + 1) divisores ménicos. Logo R, possui

(p* + 1)! ideais. Notemos que se p e n sdao primos entre si entdo R, tem 2! ideais.
Observemos que, dado um ideal I de R,, existe um tnico polindbmio monico

g(x) € F,[z], divisor de 2™ — 1, tal que [g(z)] gera I. O polindomio g(x) é chamado

polinomio gerador de C e
" —1

9(@)
é chamado polinémio teste de C. Assim ¢~ ![c(x)] € C se, e somente se, h(z)c(z) =

0 (mod z™ —1).

h(z) =

Teorema 1.32 Seja I = {[g(x)]), onde g(x) é um divisor de x"—1 de grau s. Temos

que [g(x)], [zg(z)], -, [z"*1g(z)] € uma base de I como espago vetorial sobre F.
Demonstracao:

Afirmagao 1: [g(z)], [zg(x)], -, [2"*'g(x)] sao linearmente independentes. De
fato, suponhamos que existem ag, a1, -+, a,—s—1 € Fy tais que

aolg ()] + arfzg()] + -+ + ap_sr[z" " g(2)] = [0].

Disso segue que

lg(2))ao + a1z + -+ + ap—ga2" 7 = [0].
Assim para algum d(z) € F[z], temos

9(z) (a0 + mz + -+ ap_s_12" 1) = d(z) - (2" — 1),

isto é,

ap+ a1+ 4y 12" = d(2) - h(z).
O grau de h(x) é n — s, entdao ag + a1z + -+ + a,_s_12" 51 = 0, logo

ag =a1 ="+ =ay_s-1 = 0.

Afirmagao 2: [g(z)], [zg(x)], -, [2"*1g(x)] geram I sobre F,. De fato, se [f(z)] €
I, entao

f(x) = d(z)g(x) + t(z) (2" — 1)
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para algum t(x) € F,[x]. Pelo algoritmo da divisdo existem polinomios ¢(x) e r(z)

tais que

onde r(z) =0 ou dr(z) <n —s.

Logo,

flx) = [h(z) - q(z) +r(@)]g(z) + t(z)(@" — 1)
= (" = Dga) + r(2)g(w) + Hz)(@" — 1)
= (@" = Dlg() + t(x)] + r(x)g(z),
ou seja, [f(z)] = [r(z)][g(z)]. Agora escrevendo r(x) = by + b1z + -+ b, 12"
temos

[f(@)] = bolg(@)] + balzg(@)] + - -+ + bpsa [2" ()],

como queriamos demonstrar. O

Observacao 1.33 ([6], Capitulo 6, Coroldrio 1) Dado um cddigo ciclico C, eziste
v € C tal que C= (v).

Se I = ([g(x)]) com g(x) = go+gra+- - gsx* vimos que [g(x)], [xg(x)], - -, [z" " g()]
¢ uma base de I como espaco vetorial sobre F}, assim a dimensao de I sobre [} ¢é

n — s, além disso, C = ¢p~(I) tem como matriz geradora a matriz:

Y g(x)] 9 90 - g 0 - 0
V w‘l[fg(x)] _ 9 9o 91' e 'gs e Q
Y a5 g ()] 0 -+ 0 g ¢ - s

Por outro lado, como v € C se e somente se Hv! = 0, entao pode-se mostrar que

0o ... 0 By s -+ hy hg
b 0 e hn.—s By - ho 0
Ry ho 0 0O O
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¢ uma matriz teste de paridade de C, onde

Como ja foi dito anteriormente, o fato dos cédigos ciclicos admitirem uma re-
presentacao em termos de polinomios sobre F;, permite descrever algoritmos de co-
dificacao e decodificacao de forma simples e eficiente, mas a tarefa de determinar
a distancia minima desses cddigos é um problema dificil de resolver, neste caso o
procedimento a seguir é construir familias de cédigos (em particular codigos BCH)
cujas distancias minimas tenham cotas inferiores predeterminadas.

Os codigos BCH podem ser obtidos a partir da construgao de um cédigo ciclico
com um conjunto conveniente de raizes n-ésimas da unidade, obtendo desta maneira
uma cota inferior para a sua distancia minima. Definimos uma raiz n-ésima da
unidade o num corpo F,; como sendo a raiz em [, do polinomio 2" — 1. Esta raiz
¢ dita primitiva se nao existe 0 < m < n tal que o™ = 1.

Seja F, o fecho algébrico de F, e considere o € F, uma raiz n-ésima primitiva
da unidade e seja g (z) o polindmio minimal de o' sobre F, isto é, o polinomio
monico nao nulo de menor grau com coeficientes em F, que tem o’ como raiz. O
c6édigo BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) de “distancia designada” 6 é o

cddigo ciclico C de comprimento n sobre Fj, com polinomio gerador

v g 7"'79(6_1))'

Se n = ¢™ — 1, isto é, se a é um elemento primitivo de Fym, entao o cédigo BCH
¢ chamado primitivo. Definimos elemento primitivo de um corpo F, como um
gerador do grupo multiplicativo deste corpo. A distancia minima de um cédigo BCH
com distancia designada ¢ é pelo menos d. (Ver em [7] pdgina 91).

Os cédigos RS (Reed-Solomon) sao cédigos BCH primitivos de comprimento

5-1 ‘
n = g—1 sobre F,. O polinomio gerador de tal cédigo tem a forma g(z) = [ (z—a*),

=1

onde a é primitivo em Fj,. Os cédigos RS sao um dos mais simples exemplos de

cédigos BCH.
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Capitulo 2

Coddigos Abelianos Minimais

Fyl=]
@ 1)

Como vimos no capitulo 1, existe um isomorfismo entre Fy" e F,C,, =~
onde Fj, é um corpo finito com ¢ elementos e C,, um grupo ciclico de ordem n, que
estabelece uma correspondéncia entre os cédigos ciclicos de F," com os ideais de
F,C,,. Esta correspondéncia é fundamental pois os ideais nas dlgebras de grupos sao
“gerados” por elementos idempotentes primitivos que podem ser calculados de varias
formas, e a partir deles podem ser listados os cédigos minimais. Neste capitulo mos-
traremos os resultados de Arora e Pruthi [1] e de Ferraz e Milies [3], que apresentam
expressoes para os idempotentes geradores de cédigos ciclicos abelianos minimais,
quando G' ¢ um grupo ciclico de ordem p" e F, um corpo com ¢ elementos tal que
g tem ordem ¢(p") médulo p".

Um cédigo abeliano sobre um corpo [, é um ideal da dlgebra de grupo F,G de
um grupo abeliano finito G. Um cédigo minimal é um ideal minimal I no conjunto
de todos os ideais de F,G. Lembrando que a distancia de Hamming entre dois
elementos de F,G, « = > agzg e B = Y [B,9, é o nimero de elementos de G no

geG geq
qual os respectivos coeficientes em « e 3 diferem, isto é,

d(oz,ﬁ) = |{g s Oy # 6gag € G}|

O peso ou distancia minima do ideal I é dado por:

w(l) =min{d(e,B) : a« # 5, «,p € F,G}.

30



2.1 Componentes Simples de F,G e classes ¢-ciclotomicas

de GG

Esta secao é baseada no artigo de Ferraz e Milies [9)].

Sejam F, um corpo com ¢ elementos e G um grupo abeliano finito, tal que
mdc(q, |G|) = 1. Pelo Teorema de Maschke, F,G é semissimples, e se {e1, -+ ,ex} é
uma familia completa de idempotentes ortogonais primitivos de F,G, entao:

k k

F,G = (F,Gei ~ P F,,

i=1 i=1
onde Fy, ~ (F,G)e;; 1 < i < k sao corpos, os quais sao extensoes finitas de F,.

Definamos

k
g := @qui. (2.1)
i=1

Observemos que Fye; >~ F, como corpos e assim a dimensao de G como espaco

vetorial sobre F, é k. Além disso, G é uma Fj-dlgebra com o produto herdado de

F,G.
Lema 2.1 Se a é um elemento de F,G, entao a € G se, e somente se, a? = a.

Demonstracao:
Sejaa =aje; +---+agey, € G coma; € Fy,j=1,--- k. Queremos mostrar que

a? = a. Temos
a® = (are1 + agex + -+ - + arer)? = ar%e1? + axles? + - - - + agler?,

ja que {ey, -+ ,ex} é uma familia completa de idempotentes ortogonais primitivos.

Além disso,

ar1%e1? + axlex? + - -+ apler? = are1? + agex? + - - - + ager?,
pois a; € Fy, paratodo 1 < j <k, e

arer? + agex? + - 4 arer? = areq + agex + - - + arer, = a,

pois e, = e;, para i = 2,3,- -+ ,¢. O que mostra uma das implicagoes.
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Para mostrar a volta, suponhamos que a € F,G ¢ tal que a? = a. Queremos

mostrar que a € G. Do fato que e; + ex + - - - + e, = 1 podemos escrever:
a=a;+a+- -+ ag,
com a; € (F,G)e;, assim
a2 = (a1_|_...+ak)2:a12_|_..._|_ak2’
ja que a;a; = 0 para todo ¢ # j. De igual forma se tem indutivamente que

l l l
a :al +...+ak7

para todo [ € N, em particular

Como a? = a, entao multiplicando a direita por e; obtemos
a;’ = aj.

Como a; € qu ¢ deixado fixo pela aplicacao x +— x9, entao a; pertence ao corpo
base Fye; ~ F,. Portanto a € G. O

Seja g um elemento do grupo abeliano finito G. A classe ¢-ciclotéomica de g
é definida como o conjunto

Sy i={g” :0<j<t,—1},
onde t, é o menor inteiro positivo tal que
¢ =1 (mod o(g)).

Note que como mdec(q, 0(g)) = 1, entdo ¢?°9) = 1 (mod o(g)), portanto existe m
tal que ¢™ = 1 (mod o(g)), logo existe um menor inteiro positivo t,. Se S, # Sh,

entao S, N Sy, = &, pois no caso que f € S, NS, temos:

o S;CS,N S
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o f=g,
o f=07,

para alguns 7, j. Assim f9° " = g7 = g e f1"7 = h4" = h. Segue que ¢ € Sy e
h eS¢, logo Sy = Sf =Sk Se T ={g1,92,-- , g} é um conjunto de representantes
destas classes, temos que G ¢ a uniao das classes g-ciclotomicas Sy, , Sg,, -+, S,, isto
€,

-1

}.

—1 -1
G:{glvglqv"'7glqtl }U{92792q7"'792qt2 }U"'U{glvglqa”'7glq

Teorema 2.2 Sejam F, um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano

finito tal que mdc(q, |G|) = 1. Entao, o nimero de componentes simples de F,G ¢é

igual ao numero de classes q-ciclotomicas de G.

Demonstracao:

Como vimos na expressao (2.1), pagina 31, o nimero de componentes simples de
F,G ¢é igual a dimensao de G sobre Fy, isto é, k. Assim basta exibir uma base desta
subalgebra com [ elementos, onde [ é o nimero de classes ¢-ciclotomicas. Dada uma

classe g-ciclotomica Sy, definimos n; = > g € F,G.
gGng

Afirmagao: B = {m,---,m} é uma base para G. A prova da afirmacao serd

dividida em trés passos:
Sejan; = gj + g;¢ + g;C + -+ gthjfl, onde gthj = g;. Observemos que
n¢ = (g9, + g9+ gjq2 R gthj_Q + gthj_l)q
_ q q° 7 ¢t q'i
= 9 t9;° +g" +--+g7 T+
2 3 tj—1
Assim, pelo lema 2.1, temos que n; € G.

e 3 ¢ Fj-linearmente independente.

Suponhamos que existem ay, aq, - ,a; € F, tais que

aym + agne + - +am = 0.
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Como n; = > g € F,G, a equacao anterior pode ser reescrita
gesgj

a4+ +n? ) Far(gt gt + e )+ Falgrei+Fat ) =0

argi+arg?+-- '+a191qt1_1+a292+a292q+' . ‘+a292qt2_1+' tragrt '+algzqtl71 =0.

t1—1 to—1 -1+
Mas £ = {gl7glq7"' 7glq 7g2ﬂ92qﬂ'” 792q y T 7gl7.glq7"' 7glq } ¢ uma base
para I;G, entao é linearmente independente sobre Fj,. Em particular, a; = ay =

a3:...:al:()'

o {n;} geram G.

k
Notemos que 7;9 = n;, para 1 < j <[, entdao B C G. Sejaa € G = @ F,e;. Como L

=1
¢ base de F,G,
q q? g1t q g2t

a = aigir +apg* +aizg” +--+a1491 +a2192 + A22g2" + - -+ Q24,92 +
cetang + apg?+ -+ altlglqtl_l,
onde a;; € Iy, e

a? = apg1? + 611291‘72 + a1391q3 + o+ a1y g1+ a21G2? + a092%% + -+ + Az, 90 +
cotangf + apg®+ -+ g

Pelo lema 2.1, a? = a, e igualando coeficiente a coeficiente, obtemos que:

11 = A12 = A13 = - = A1y =: A1
A1 = Q22 = Q23 = * = A2y, =: A2
app = A = aiz = -+ = day, =: 4.

Logo,

a=a(g+a'+nP+ 40" ) tas(gat e+ e+ e )+l +
gl g4+ g™ ) = am + aamy + -+ an.

Portanto os {7,} geram G.

Concluimos entao que [ = k.
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Notemos que todo elemento pertencente a .S, gera o mesmo subgrupo ciclico que
g. Entao cada g-classe ciclotomica S, ¢ um subconjunto do conjunto A, de todos os
geradores do grupo ciclico gerado por g. Assim, o nimero de subgrupos ciclicos de
G ¢ uma cota inferior para o nimero de componentes simples de F;G e, esta cota ¢
atingida se, e somente se, S, = A,, para todo g € G.

Para inteiros positivos r e m, denotaremos por © € Z,, a classe dos inteiros

congruentes com r moédulo m. Definimos:
Ay ={g" :mdc(r,0(9)) =1} ={g" : T € U(Zo(y)) }-

Teorema 2.3 Sejam F, um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano
finito de expoente e, tais que mdc(q,|G|) = 1. Entao S, = A, para todo g € G se, e

somente se, U(Z.) € um grupo ciclico gerado por q € Ze.

Demonstracao:

Suponhamos que U(Z.) é um grupo ciclico gerado por . Para um elemento
g € G, temos que o(g) divide e, logo § € Ze(g) ¢ um gerador de U(Zy(,) ). Para todo
elemento h € Ay, temos que h = ¢”, com r um inteiro positivo, tal que 7 € U(Z(y)),
entao 7 = ¢/, para algum inteiro j e h = gqj € S,. E temos assim que S, = A,.

Agora suponhamos que 4, = S, para todo g € G. Como G ¢ um grupo abeli-
ano finito de expoente e, entao existe um elemento gy € GG de ordem e, de fato, se
e =p* - -p,m, entdo para cada 1 < j < m, existe g; com o(g;) = p,;*, desta
forma basta pegar go = ¢192- - gm, 0(go) = e. Em particular, 4, = S,. Assim,
para cada inteiro 7, tal que 7 € U(Z,), temos que go" € S, logo existe um inteiro j

tal que 7 = @. Portanto q gera U(Z,). O

Exemplo 2.4 Sejam F, um corpo, onde |F,| = q = 2 ¢ G = Z3 X Zg 0 grupo

abeliano finito aditivo, de expoente 9. Temos que:
i) mde(q, |G|) = mde(2,27) = 1;

ZZ) U(Zg) — {17274a57778};
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i) § =2 € Zg e 2 gera U(Zy), pois a ordem de 2 mddulo 9 é 6 : de fato, 2! =
2,22 =422 =82'=16=7 (mod 9),2° =32 =5 (mod 9),2 = 64 = 1
(mod 9).

Seja g = (2,8) € G, entao

Sy =1{9,9% %9, %", ¢®"} = {(2,8),(1,7),(2,5), (1,4),(2,2), (1,1)}

g - {(17 7)7 (2’ 5)7 (17 4)7 (27 2)’ (17 1)7 (27 8)}
Portanto, Sy = A,.
Exemplo 2.5 O seguinte exemplo mostra que, como U(Zy3) nao é gerado por T €
Zos entao Sy # Ay em FyG, para alguns elementos g € G, sendo F, um corpo finito,

com |Fy| = q=17 e G = Zs X Zys um grupo abeliano finito aditivo de expoente 25.

Observemos que:
i) mdc(q, |G|) = mdc(7,125) = 1;

i) § =7 € Zas, mas 7 ndao gera U(Zas), pois a ordem de 7 mddulo 25 € 4 : de
fato, 7' = 7,7 =49 = 24 (mod 25),7* = 343 = 18 (mod 25),7* = 2401 = 1
(mod 25).

Seja g = (2,6) € G, entao

Sy =1{9.9".9".9"} = {(2,6), (4,12), (1,18), (3,24)}

e

o (2:0),(4.12), (1,18), (3.24), (2,11), (4,17), (1,23), (3,4), (2. 16), (4, 22),
g_{ (1,3),(3,9),(2,21), (4,2),(1,8),(3,14),(2,1), (4,7),(1,13), (3,19) }

Portanto Sy C A,.

Teorema 2.6 (/8/, Capitulo 1, Teorema 1.7.1) U(Z.) € ciclico se, e somente se,

e=2,4,p" ou 2p", onde p € um primo impar e n é um inteiro positivo.

Corolario 2.7 Sejam F, um corpo finito com |F,| = q e G um grupo abeliano
finito de expoente e. Entao Sy = A, para todo g € G se, e somente se, alguma das

afirmacoes valem:
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i) e=2 eq é impar;

ii) e=4 eq=3 (mod 4);

iii) e =p", o(q) = ¢(p™) em U(Zyn) € p € primo impar;

i) e=2p", o(q) = ¢(p") em U(Zoyn) € p € primo impar.

2.2 Idempotentes primitivos em F,C, com ¢ =nl"+ 1

Esta secao é baseada no artigo de Arora e Pruthi [1].

Sejam G = (g) = C,, um grupo ciclico finito de ordem n e F, um corpo com
q elementos tal que ¢ = nI" + 1 para algum inteiro I' > 0. Com esta escolha de ¢
e n, o corpo [y possui raizes n-ésima primitivas da unidade. De fato, F; é grupo
multiplicativo ciclico com ¢ — 1 elementos, isto é, |F| = nI', assim F = (f), onde
o(f) = nI. Definindo o = 6, temos que o(a) = n, isto é, " = 1. O seguinte

resultado mostra que F,C;, tem n idempotentes.

Teorema 2.8 Se g =nl'+1, entao F,C,, tem n idempotentes primitivos dados por
e-:lZaijgj 0<i<n-—1
(2 ’)’L ' ) J— J— )
onde o € uma raiz n-ésima primitiva da unidade em Iy

Demonstracao:

Observemos que para todo h € C, se tem que h? = h"'*1 = h. Logo todas
as classes ¢-ciclotomicas tem um elemento. Assim temos n classes g-ciclotomicas
distintas, o que implica F,C}, tem n idempotentes primitivos.

Afirmamos que ¢; = - nil a g/ para 0 < i < n—1, sao n idempotentes primitivos

§=0

n—1
em F,C,. Claramente temos que ¢y = + > ¢/ é um idempotente. Consideremos
J:

n—1 n—1
o = (3S4) (FE )
k=0 =0

ep, i, 1 <1 <n—1:



n—1 .

; n__ . ’ . o . o . .

Como > ol = O;i_ll = 0, pois a é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, con-
1=0

cluimos

60'61':0.

Agora consideremos e;, ej para 1 <7 <j <n—1.

AN AN =y
eirej = 3|2’y > allg
k=0 1=0
n—1

a5 (s )

s=0 \ k+i=s (mod n)

como k =nt — [ + s, para algum ¢ inteiro que depende de k e [, temos

61"6]'

1 n—1 /n—1 } .
i(nt—1)+7 1S S
w2 | 2 el ek
s=0 \I1=0

L n—1 /n—1 1(—0) .

— —1 s S

= 2 a'V a“g-.
s=0 \ =0

n—1 )
el = & Z£1+1+---+12a’sgs
T s

]

Quando i = 7,

1 n—1 )
— iS S
= nz > natg
s=0
n—1
= €.

Como « é a n-ésima raiz primitiva da unidade,

G- — —
ZO& U1 -1 0,

entao quando i # j,

61"6]':0.

Assim os n idempotentes e;, 0 <i <n — 1 em F,C), sao ortogonais.

Exemplo 2.9 Consideremos F, um corpo com q = 3I' + 1 elementos e G = C5 o
grupo ciclico de ordem 3. Vamos exibir os idempotentes de F,G e ver que o nimero
destes idempotentes corresponde ao numero de classes q-ciclotomicas de G.

Temos que C3 = {1,9,6°} e g = > "' = (¢*)'g' = g.
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Pelo teorema 2.8, os idempotentes primitivos sao:

eo = 3(1+g+9%),
er = i(14+ag+a’g?),
€2 = %(]‘ + 0429 + 0592)7

sendo « a raiz cubica primitiva da unidade em F,. Observemos que 3 - (2I' + 1) =
2B+ 1)+1=2¢+1=1 (mod q). Logo 2I' + 1 € o inverso de 3 modulo q. Isto
implica que:

e = @U+1(1+g+g°),

er = 2+ 1)(1+ ag+ a?¢?),

e2 = (20 +1)(1+ g+ ag?).

Como C3 € um grupo ciclico finito, entao as classes q-ciclotomicas de C3 sdo:

{1}, {g}, {¢’}.

Portanto temos 3 idempotentes em F,Cs e 3 classes q-ciclotomicas em Cs.
No caso particular Fy = Zy, ¢ = 7 e I' = 2, temos que o = 2, € raiz cubica

primitiva da unidade em Zr. Os idempotentes sao:
o = 5(1+g+g°),
e = 5(1+2g+4g%),
es = 5(1+4g+24¢%).

Exemplo 2.10 Conforme teorema 2.8, os idempotentes da dlgebra de grupo Fy,G =
Z7Cg, sao:

e0 = t(1+g9+9°+8+g"+4°)

er = +(1+43g+2¢*+ 6g° + 4g* + 59°)
er = +(14+2g+4¢>+ ¢°+2¢" + 44°)
es = #(1+6g+g>+06g°+g"+6g°)
er = (1+4g+2¢*+ g + 49" + 2¢°)
es = (1459 +4¢®+6¢°+ 29" + 3¢°).

Para a dlgebra de grupo Z;Cs e o = 3, 0s polindmios testes sao, conforme [1],

pagina 110:
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= rz—a”=12x-3 (mod?7)

ho(x) = z—a’=x—1 (mod7)

hi(z) = z—a°=x—5 (mod7)

ho(z) = z—a*>=2—4 (mod7)

hs(z) = z—a*"=2—-6 (mod7)

hy(z) = z—a*=2-2 (mod?7)
)

Lembrando que os codigos RS sao um caso particular dos codigos BCH, vamos
calcular, de acordo com [1], pdgina 110, os idempotentes do cddigo RS sobre Zr,

com parametros [6,2,5], e os polindmios geradores correspondentes:

Idempotentes  Polinémio gerador g;(x)

ep==co+e xt+62°+30%+2zx+4
el =e +e at+223+ 522+ 50 +1
ey =ey+e3 at+3x3+ 622 + 22 + 2
eh=e3+es at+a*+32r+50+4
eh=es+es at+52+517 42041

2.3 Idempotentes primitivos em F,C,» com p primo

Nesta secao iremos abordar um teorema demonstrado primeiramente por Arora
e Pruthi [1], em que calcula-se os idempotentes primitivos de F,Cp» por meio das
classes ¢-ciclotomicas e, mais tarde, demonstrado de forma mais pratica por Ferraz
e Milies [9]. Vejamos primeiramente a demonstracao de Ferraz e Milies [9)].

Sejam H um subgrupo de um grupo G e F, um corpo com ¢ elementos. Se

mde(q, |[H|) = 1, temos que

X 1
H:—Zh
|H|heH

estd bem definido e, conforme ja demonstramos na observacao 1.12, é um idempo-

tente da élgebra de grupo F,G.

Lema 2.11 Sejam F, um corpo finito com q elementos, p um primo e G = Cyn um

grupo ciclico de ordem p™, n > 1. Considere
G=Gy,DG D---DG,={1}
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uma cadeia descendente de todos subgrupos de G. Entdo os elementos
=G e =G -G, 1<i<n,
formam um conjunto de idempotentes ortogonais de F,G tais que eg+e1+- - -+e, = 1.

Demonstracao:

Sabemos que ey? = 9. Observemos que, em geral, se j < i, entao G; D G; e

GG = Gie 2 2 b

beG; deG;

Y Y

beG; deG;

= GGl ¥

deG;

[
L

Vejamos que e;2 = e;, parai = 1,--- ,n. De fato,

€ € =

Resta verificar se estes idempotentes sao ortogonais:

~ ~ ~ ~ ~ ~

60'€i:G0<Gi_Gi—1):GO’Gi_GO'Gi—lzéo_GOZO~
E para 0 <7 < j temos

eire; = (Gi—Gin)(Gy—Gjoy)
- Gl é é é] 1—G7, 1'Gj+éi_1'éj_1

A ~

= G -G -G, +Gi
0

Assim temos que eq, eq,--- , e, sao n + 1 idempotentes distintos ortogonais dois

a dois, formando assim uma familia completa de idempotentes ortogonais. Além
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disso, claramente eg +e; + -+ €, = 1. OJ

Em geral os idempotentes nao sao necessariamente primitivos. O seguinte co-
rolario garante quando a familia de idempotentes eg, e, - - - , €,, mostrado anterior-

mente, é uma familia completa de idempotentes ortogonais primitivos.

Corolario 2.12 Sejam Fj, um corpo finito com q elementos e G um grupo ciclico
de ordem p", p primo. Entao o conjunto de idempotentes dados no lema 2.11 é um
conjunto de idempotentes primitivos de F,G se, e somente se, uma das seguintes

afirmativas valem:
i)p=2e oun=1eq éimpar, oun=2eq=3 (mod 4);
i) p € impar e o(q) = ¢(p") em U(ZLyn).

Demonstracao:

Conforme teorema 1.9, de Perlis-Walker, F,G ~ dlpn aqFy(&q), isto é, a dlgebra
de grupo F,G contém exatamente n + 1 idempotentes primitivos e pelo corolario 2.7
podemos demonstrar que uma das afirmativas sempre valem. 0
Como consequencia direta do lema 2.11 e corolario 2.12 temos o teorema 3.1 de

Ferraz e Milies [3].

Teorema 2.13 (Ferraz-Milies) Sejam F, um corpo finito com q elementos e G
um grupo ciclico de ordem p" tal que o(q) = ¢(p™) em U(Zym) com p primo impar.
Seja

G=Gy,DG D---DG,={1}

uma cadeia descendente de todos os subgrupos de G. Entdo, um conjunto de idem-

potentes primitivos de Fy,G, € dado por:
1 5 A .
e = — Zg e =G —Gi_1, 1<i<n.
p geG

Estes idempotentes determinam o conjunto de ideais minimais em F,G, e por-
tanto os codigos ciclicos minimais de comprimento p™ sobre [Fj. Em um artigo an-

terior ao de Ferraz e Milies, Arora e Pruthi [1] mostram no teorema 3.5 expressoes
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explicitas para os n + 1 idempotentes primitivos de F,Cy» sendo Fj, um corpo de
ordem poténcia prima ¢, onde a ordem de ¢ médulo p™ é ¢(p™). Em particular, Arora

e Pruthi definem os conjuntos:
Q= {p g p gt (2.2)
parat=1,2,--- n,e

éi = Z gs € FqCpn

seQ;

onde ¢ é um primo com ordem ¢(p"™) médulo p” e g é o gerador de Cpn.

Teorema 2.14 (Arora-Pruthi) F,C,» tem n + 1 idempotentes primitivos dados

por
1 —~ -
€) = — 1—1—201 s
b i=1
e
1 ~ ~ ~ .
eizm[(p—1)(1+Ci+1+---+0n)—6’i], para 1 <i<mn.

Ao invés de escrevermos a demonstracao de Arora e Pruthi, responderemos aqui
uma pergunta natural e interessante: Sao os idempotentes encontrados por Arora e

Pruthi os mesmos que os encontrados por Ferraz e Milies?

Observacao 2.15 Os idempotentes encontrados por Arora e Pruthi sao os mesmos

que 0s encontrados por Ferraz e Milies.

De fato, definindo A; = |J ©; U {0} temos que

Jj=t

Gi:{gk:kEAi}

é o subgrupo de G = (g) gerado por ¢*' ', j& que todo elemento de A; é da forma

p'q®, com [ > i — 1, assim

pniiJrléi: ngzl—l—zn:ng:leXn:Cj,
j=i

kEAi ]:l k‘EQj
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donde eg = (jo e

A - _ 1
st <+" > (g
i +> :

Exemplo 2.16 Sejam G = (g) um grupo ciclico de ordem 5* = 125, e F,, um corpo

BT

n i+1

o que responde a pegunta.

de ordem poténcia prima q, onde q tem ordem ¢(5%) = 100 (mod 125). Notemos
que ¢ = 127 = 2 (mod 125) satisfaz esses critérios. Por (2.2), pdgina 43, as classes

q-ciclotomicas modulo 125 sao:

0, = {1,2,3,4,6,8,9,11,12,13,14,16, - -- , 121,122,123, 124}
Q, = {5,10,15,20,30,35,40,45, 55, 60, 65, 70, 80, 85, 90, 95, 105, 110, 115, 120}
{25,50, 75, 100},

)
w
I

e pelo teorema 2.14, os idempotentes sao:

co = g1+ Ci+Ch+ Gy
er = 41+ Co+Cy) — (Y
e2 = =41+ C5) — Cy

€3 = %[3 3]

As proximas segoes sao baseadas no artigo de Ferraz e Milies [9)].

2.4 Polinémios geradores de I; = (F,G)(G; — G;_,) sendo G

grupo ciclico de ordem p”

Consideremos F, um corpo com ¢ elementos e G um grupo ciclico de ordem p".
Entéo os polinémios geradores de I; = (F,G)(G; — Gi_1) podem ser computados
conforme mostraremos abaixo. Se e;(x) € Fy[z] é um polindmio qualquer tal que

ei(g) = e;, entdo o polinomio gerador de I; é dado por:
gi(z) = mde (e;(z), 2" —1), 0<i<n.
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N A

Tomando e¢; = G; — G;_1, podemos considerar

pn_ifl pn—i-ﬁ-lil

1 i 1 i1
el(x) - n—i Z = n—i+1 Z '
Tt p e
1 (a7 -1 1 a?" — 1
o pn—i P — 1 pn—itl |

a2 =1 p 1
ot e =1 = 1)

Observemos que

(@ —1) = (@1
= (@ = D[ e 4 (2 D) f (2P ) 1],

assim,
ei(z) = Iﬁ (f;n;l) (p—a? =D — g =) )

= e (22 M@),
onde M(z) = (p— P (=1 — P =2 .. _ gt 1),
Desta forma,

. pn - 1 i
mdc (e;(z) , a¥" —1) = xpi 1malc (M(ac) , af — 1) ,
:L‘ R—

com

mde (M(a:) P - 1) — mde (M(x) (@ - 1)(3(@)) ,
onde R(z) = o' =1 4 g7 0= o gp
Sabemos que 27 =1 (mod 2?7 —1). Entdao 2# * = 1* =1 (mod 2# —1), para
todo k € N, assim R(z) = p (mod 2" —1). Portanto ¥ — 1 divide p — R(z) =
M (z). Temos entao que

1—1

mde (M(a:), (@ —1) (R(a:))) = (2*'

Como mdc( M(z) R(x)) divide mdc (M (z), R(x)) e

(2 1) 7
mde (M (x), R(z)) = mdc (p, R(z)) = 1,
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5 M (z) —
entao mdc (,—1) , R(x)) = 1.

(val 1_

Logo
gi(z) = mde(e;(x), 27" —1)

— e (o ) (2.3)

= (xpi(p"*i—l) 4P T2 Pt 1) ( Pt 1) ‘

Como 9 (g;(z)) = p'(p"~* — 1) + p'!, obtemos que
dim(L;) = p" — 0 (gi(z)) =p' — p'~' = (p").

Exemplo 2.17 Continuando o exemplo 2.16, e considerando Eq, E1, Es, F3 codigos

ciclicos de comprimento 125, temos os sequintes parametros:

Codigo Dimensdo Distancia Polinomio Gerador g;(x)

Ey 1 125 go(x) =1+ +2%+ -+

E, 4 50 g(@) = (r —1)(1+2°+ 210+ 4 2'2)

E, 20 10 go() = (a: — 1)(1 + 2% 4 250 4 270 4 2100)

Es 100 2 g3(x) =
onde a dimensdo € o grau do polindmio h;(x) = %, a distancia € o niumero
de somandos distintos de g;(x), por exemplo, em Es, gs(z) = 2% — 1 tem dois

somandos distintos, % e 1, e o polinémio gerador é calculado por (2.3), pdgina 46.

2.5 Estendendo resultados para p-grupos abelianos finitos

Consideremos G um p-grupo abeliano, F, um corpo com ¢ elementos, sendo
mdc(q, |G|) = 1. Para cada subgrupo H de G tal que G/H # {1} ¢ ciclico, podemos
construir um idempotente de F,G. Como G/H é um grupo ciclico de ordem poténcia
de p, entao existe somente um subgrupo H* de G contendo H, tal que |H*/H| =

Definamos ey = H — H*, observemos que ey # 0, e:

Lema 2.18 Os elementos ey definidos acima junto com eq = G formam um con-

Junto de idempotentes ortogonais dois a dois de F,G cuja soma € igual a 1.
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Demonstracao:

Como ja mostramos no lema 2.11, estes elementos sao idempotentes. Sejam H e
K subgrupos diferentes de G tais que G/H e G/K sao ciclicos, diferentes de {1}, e
sejam H* e K* subgrupos contendo H e K respectivamente, tais que H*/H e K* /K
sao ciclicos de ordem p. Primeiro vamos considerar o caso em que H C K, neste

caso H* C K. Assim:
€k — (ﬁ—ﬁ*)(K—X*)
— HK - HK*— H*K + H*K*
_ KR —RK+R
= 0.

Consideremos agora o caso em que nenhum desses subgrupos esta contido no
outro. Entao H e K estao propriamente contidos em HK, mas H* e K* estao
também contidos em HK, entao H*K* C HK e HK C H*K*, portanto H*K* =
HK. Como HK C HK* C H*K*, segue que HK* = HK, analogamente H*K =

HK. Assim, como
emex = (H— H*)(K — K*)
— HK — HK* — H*K + H*K*,

para mostrar que egex = 0, basta provarmos que HK = H K. Provemos agora que

HK = HK. Como H<HK e K <HK, pelo 2° teorema do isomorfismo % ~ HﬁfK.

Logo
|HK||HNK| = |K||H]|.

HK _ [~ = = . _ _IK]
Observemosque7—{x1,x2,-~,xl},com:cieK,z—l,~~,lel—m.

—_

HK = L. Y ¢



Por outro lado,

S gYe = Y Y g

geHNK j=1 geHNK j=1
= Y k=|K|K
keK

S g=|HNKIANK.

geHNK

—— l A _—
Multiplicando HK = ﬁ lej\H|H por H N K, temos:
J:

l
L 1 —— .
HNKHEK = = HNK Y x|H|H.

|HK] jﬂ%\ |

Como H/O\KETT(:EU\(,
1 . |K]

HE = K
HK| |[HNK

Mostramos entao que os ey sao idempotentes ortogonais dois a dois. O resultado

Mmﬁ:ﬁk

segue, de forma analoga, se um dos idempotentes é en. Resta mostrar que a soma
desses idempotentes é igual a 1. Para cada subgrupo ciclico C' de G denotamos por

L(C) o conjunto de todos elementos de C' que geram este subgrupo, isto é:
L(C)={ceC:o(c)=|Cl}.

Se F denota a familia de todos os subgrupos ciclicos de G, entao |G| = > |L£(C)],
Cer
pois cada elemento de G gera um tnico grupo ciclico. Como G é um p-grupo,

IL(C)| = |C| — |C|/p. De fato, seja C' = (g) em que g = 1, isto é, o(g) = IC| =p".

E a = k : = 1 i k = O<g> = pl.
ntao C' {¢" : k ; 0}, o(g%) mdc(o(g), k) mdc(p', k)

somente se, mde(p’, k) = 1, assim |L(C)| = ¢(p') =p' —p" ' = |C| — |C|/p.

= p' se, e

Seja S o conjunto de todos os subgrupos H de G tais que o quociente G/H é

ciclico, e seja e = Y ey. Queremos mostrar que e = 1. Entao basta provar que
HeS
(F,G)e = F,G. Como ja mostramos que esses idempotentes sao ortogonais dois a

dois, temos que:

(FoG)e = @(FqG)eH7
HeS
entao

dimp,(F,G)e) = Y dimp, (F,G)en).

HeS
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Dado que H=H*+ em, € Hey = 0, temos que:
(F,G)H = (F,G)H* & (F,G)en
Logo
dimp,((F,G)en) = dimg, (F,G)H — dimp, (F,G)H*
e conforme proposicao 1.14,
dimp,((F,G)eg) = dimp, F)[G/H| — dimp, |G /H"], (2.4)
segue que
dimp, F[G/H] = |G/H] e dimp, F|G/H"] = |G/H"|.

Sabemos que existe uma bijecao ¥ : F — S, tal que para todo C' € F,

|C| = |G/¥(C)]. Isto é uma consequéncia da teoria de caracter para grupos abeli-

anos finitos, conforme vimos no lema 1.23 e teorema 1.24. Consideremos C' € F o

subgrupo tal que ¥(C) = H, como

dimp, Fy|G/H] = |G/H| = |G/y(C)| = |C]

e
dimp, Fy[G/H") = |G/H"| = |G/H|/|H*/H| = |C|/p,
entao
dimp, (F,G)en) = [C] = |C|/p = [L(C)].
Assim
dimp, (F,G)e) = > dimp, (F,G)en) = > |L(C)] =|G|.
Hes CeFn

Como consequéncia imediata do lema temos os teoremas 2.19 e 2.21.

Teorema 2.19 Sejam p um primo e G um p-grupo abeliano de ordem p" e de ex-
poente p". Entao, o conjunto de idempotentes dados acima € o conjunto de idempo-

tentes primitivos de F,G se, e somente se, valem alguma das sequintes afirmagoes:
i) p" =2 eq € impar.
ii) p" =4 e q=3 (mod 4).

iii) p € um primo impar e o(q) = ¢(p") em U(Zyr).
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2.6 Idempotentes primitivos em F,G onde G é um grupo

abeliano de expoente 2p”

Consideremos primeiramente um grupo ciclico de ordem 2p". Os idempotentes ge-

radores de ideais minimais sao dados pelo seguinte resultado:

Teorema 2.20 Sejam F, um corpo com q elementos e G um grupo ciclico de ordem
2p™, p um primo impar, tal que o(q) = ¢(p") em U(Zoyn). Seja G = C x A onde A
¢ o p-Sylow subgrupo de G e C' = {1,t} € seu 2-Sylow subgrupo. Denotemos por e;,
0 <1 < n, os idempotentes primitivos de Fy,A, entao os idempotentes primitivos de
F,G sao:

1+t 1—t

.e; €

2 2

Demonstracao:

1+t 1—t .
=+ e = geram F,C, pois

(591 ()
(5 (5

1+t
2

Observemos que

1

e sao claramente linearmente independentes. Logo e % formam uma base para

F,C.

Além disso, (%) e (%) sao idempotentes ortogonais. De fato,

1+t\° 142+ 14+20+1 2+2t 1+t
44 a2

N) ‘

1—-t\* 1-2t+#> 1-2t+1 2-2t 11—t
B 4 4 42

(43 (5)- ()

20



Como G =C x A,

F,G = F,(CxA)
= F,C®F,A (conforme proposicao 1.17)
= [R5 ek (F))eRA
y F, (%) @ F,A)  (conforme proposicao 1.15)
= K (T)A@Fq (ﬁ
~ (M) FA® () FA
Por hipétese, e;, 0 < ¢ < n, denotam os idempotentes de F, A, isto é, F,A =
F,Aey + F,Ae; + - - - + F,Ae,,. Portanto,

F,G = (%) (F,Aeq @ --- @ F,Ae,) ® (Tt) (F,Aeg @ - -+ @ F,Aey)
= (%) F,Aeo ® (%) F,Ae; @ - @ (Ht) F,Ae,®
D (%) FyAey @ (%) F,Aey @ --- @ (%) F,Ae,
Logo ( ) € e (%) e;, com i =0,---,n sao os 2n + 2 idempotentes ortogonais de

F,G.

Seja o seguinte teorema, consequéncia do lema 2.18 :

Teorema 2.21 Sejam p um primo impar, Fy, um corpo com q elementos e G um
grupo abeliano de expoente 2p” tal que o(q) = ¢(p") em U(Zayr). Seja G = E x B,
onde E é um 2-grupo abeliano e B € um p-grupo. Entao os idempotentes primitivos
de F,G sao os produtos da forma e - f, onde e é um idempotente primitivo de FyE

e [ € um idempotente primitivo de F,B.

Observacao 2.22 Os idempotentes primitivos de F,B foram dados pelo teorema
2.19 e escrevendo E = (g1) X - -+ X {gn), produto de grupos ciclicos de ordem 2, entao
0s tdempotentes primitivos de FyE sao todos os produtos da forma e = ejeq- - - ey,
onde

14 l1—y

€; = 5 ou e€; = 5 s

Vimos que se F, é um corpo finito de ¢ elementos e G um grupo abeliano finito

de expoente e, entao pelo corolario 2.7 temos que os teoremas 2.19 e 2.21 descrevem
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0s Unicos casos onde os elementos idempotentes primitivos de dlgebras de grupos

finitos podem ser calculados por este caminho.

2.7 Caélculo da dimensao e da distancia minima dos ideais

de F,G

Vamos calcular agora a dimensao e a distancia minima destes cédigos.

Consideremos p um primo impar, n um inteiro positivo, m > 0, |G| = 2™p" e
expoente p” ou 2p”, onde G é um grupo abeliano e Fj, um corpo com ¢ elementos.
Seja G = F x B, onde FE ¢é um 2-grupo abeliano de ordem 2™ e B um p-grupo.

Ja sabemos que os idempotentes primitivos de F,E sao todos os produtos da

forma ep = ejeq- - - €,,, onde

1+gi 1 —y
ou e = ;o 1<i<m,
2 2

€; =

e os idempotentes primitivos de F;,G sao produtos da forma e - ep, onde ep sao os
idempotentes primitivos de F,F e ep os idempotentes primitivos de F;, .

Sejam ep um idempotente fixo de FyF e y um elemento de E, desta forma

podemos escrever y = ¢1' -+ - g,,“", onde ¢ =0 ou 1, 1<17<m. Logo

1+ 1+ gm ¢
=t (1E0) e (1E0) ey (s, 0

2 2
onde e, =0 ou 1.

Vamos primeiro considerar os idempotentes da forma egB. Um elemento de

(F,G)-epB é da forma v - epB, onde v = 3 x,yb. Entao:

yeEE beEB
v epB = Z TypYer - bB = ( Z xyb(—1)€y> epB = CVeEB, (2.6)
yeE,beB yeE,beB
com C,, € F,. Se B* D B temos de igual forma que veEBA* = C’WeEB*.
Se I = (F,G) - epB, entédo

dimpq[FqG . €EB] = dsz {Fq[E X B]eEE]
= dimpg,[((F,E)B)epB]
— dimp,|[(F,E - e5)BB]
= 1.
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e que sua distancia minima é d = |G|, conforme exemplo 1.28.

Consideraremos agora os idempotentes da forma e = eg - ey, sendo ep € F, I
eey =H— ﬁ*, onde H ¢ um subgrupo de B tal que B/H ¢ ciclico de ordem p°,
e H* é o tnico subgrupo de B contendo H tal que [H* : H] = p. Admitamos que
I. = (F,G)e.

Seja b € B\H, tal que b € B/H é um gerador, assim B = (H,b). Como <5pi71> C
B/H é um grupo ciclico de ordem p entao (H, bpi_1> tem indice p sobre H, logo
H* = (H, b ") e

H* = ‘ZZh ')

j 0 heH
= h
Vil H| Z Y
heH
SR
Multiplicando por 1 — b~ temos:
i—1 - 1 i1 pil i—1 ~
(1—-0v" )H* = —(1-=0b" )Yy V¥ 7-H
p =0
1 o
= —(1-bv")-H
p( )
= 0.

Logo
(1=0" NepH = (1—V" Nep(H* +ey) = (1= egey € I..

Como b ¢ H, supp <(1 — bpifl)ﬁ> é a unido disjunta H U ' H e o peso
deste elemento é w ((1 - bpi_l)eEfI) = 2|E||H]|, entao se denotarmos por d(I.) a
distancia minima de I, segue que d(I.) < 2™ H].

Como B é a unido disjunta B = HUbHU---UW 'H ¢ G = E x B, G ¢ a uniao
disjunta, G = (E x H)Ub(Ex H)U---Ub'~1(E x H). Assim um elemento arbitrario
de F,G pode ser escrito de forma tinica como a = pil a;b7, com o € F[E x HJ.

=0
Dado que B = (H,b), entao para todo § € B temos:

p'—1 p—1
B=> " Buht) = gty
j=0 heH =0



e Biepen = (Z 5hjh> egep. De igual forma, se o € F,G = F,[E x B, entao

heH
p'—1 pi—1
o= Z ( Z ozhjh> b = Zozjbj.
j=0 \heExH =0
Usando (2.5), (2.6) pagina 52, e a express@o anterior, segue que ajegpey = kjegey
com k; € Fy.
Como para todo v € (F,G) temos que:

A

vegpey = ’yeE(H—H'*)

assim
(FqG)eEeH C (FqG)eEH
Seja 0 # 0 € (F,G)egey, em particular § € (F,G)egH, entdo & = (ko 4 kib +
R k:pz-,lbpi_l)eEﬁ. Como § # 0, temos que existe um coeficiente k; # 0. Vejamos
que existe mais de um coeficiente distinto de zero, pois no caso que § = k;b’ epH €

(F,G)egen temos que
bPZ—J(s — kjbpzer\{ = ]{}JGE.FI & (FqG)eEeHJ

o que implica que e H = ceg(H—H*) com ¢ € F, ou equivalentemente (1—c)egH =
—cepH *. 0 que contradiz que os elementos de H* sejam linearmente independentes
sobre Fj. Entao, no minimo, dois coeficientes distintos k;, k; devem ser diferentes

de zero para todo § € I, assim d(1I.) > 2™*|H|. Logo
d(1,) = 2™ H]|.

Finalmente vamos calcular a dimensao destes cédigos abelianos minimais, isto é,
a dimensao dos ideais da forma F;,G - e, onde e ¢ um idempotente primitivo de F,G.

Seja e = egey um tal idempotente primitivo. Temos que:
FqG rEgpeyg — Fq[E X B] rCgpeg — ((FqE)B) cepeyg — (FqE . €E)B ceqy.
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Como (F,E) - ep = F, para todos os idempotentes primitivos de F,E, entao
FqG cE€peg = FqB ‘eqy,
logo por (2.4), pagina 49, temos que

diqu [FqG . €E€H] = (]5(]?1)
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Consideracoes Finais

Apoés o desenvolvimento deste trabalho temos em maos ferramentas que possibi-
litam calcular os idempotentes primitivos de F,G, onde G é um grupo abeliano de
ordem n, p™, 2p™, 2™p", com n um inteiro positivo e m > 0, tal que ¢ é um gerador
de U(Z,) com e expoente de G e F, é um corpo finito de ordem ¢. Podemos calcu-
lar também a distancia minima, a dimensao, o peso e o polindmio gerador destes
c6digos minimais.

H& muitas perspectivas de continuidade do tema estudado. Continuando na
mesma linha desta dissertagao pode-se estudar os idempotentes primitivos de F,G
quando G é um grupo ciclico de ordem ¢p"™ com p e ¢ primos impares.

Outra op¢ao seria tentar trabalhar com algebras de grupos F,G onde G é um
grupo nao-abeliano. Em [2] foi estudado cédigos quatérnios e diedrais, ambos mi-
nimais. Nesta tese de doutorado foi calculado a distancia minima, a dimensao e
exibido uma base tanto para os cédigos quatérnios minimais quanto para os c6digos
diedrais minimais, mas para o caso dos quatérnios este trabalho se restringiu ao
grupo que tem ordem poténcia de 2, portanto temos perspectivas de continuidade
para completar os demais casos dos quatérnios.

Além disso, pode-se trabalhar com algebras de grupo nao-semissimples buscando

determinar, se possivel, os idempotentes primitivos.
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