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Resumo

Este trabalho versa sobre o Conceito Geométrico da Espiral de Euler - a Clotéide: uma Curva
Classica que suscitou o interesse de alguns dos mais conceituados matematicos de todos os
tempos, dentre eles Leonhard Euler. Para a elaboracéo do presente estudo, foi feita uma reviséo
literaria da Curva, a partir do século XVII, e de conceitos basicos da Geometria Diferencial de
Curvas. Apds a definicdo do que é a Clotdide, foi feita uma consideracao sobre a Curvatura, a
Convergéncia da Curva e o Centro de Gravidade da Curva, que foram evidenciados por meio de
varios exemplos, figuras ilustrativas e suas propriedades. Por fim, foi ressaltada a importancia
crucial dessa Curva nas areas de atuacdo da Engenharia, Computacdo, Comunicacdes e o
ensino da matematica.

Palavras-chave: Curvatura, Elastica, Espiral de Euler, Clotbide, Integrais de Fresnel, Teste de
Dirichlet, Centros de Curvatura, Centros de Gravidade, Centro de Semelhanca.



Abstract

This academic work is about the Geometric Concept of Euler Espiral - the Clotoide: a classic
curve which raised the interest of some of the most respected mathematicians of all time, such
as Leonhard Euler. For the present work a Euler Espiral study was made by a literature review
since century XVII to present time, and a review about basic concepts of the Differential Ge-
ometry of Curves. After conceptualize Clotoide, some considerations about Curvature, curve
convergence and center of gravity of the curve was done, which were evidenced with examples,
figures and properties. Finally, the crucial value of this curve was enhanced, in business areas
of Engineering, Computers, Communications and mathematic teaching.

Keywords: Curvature, Elastica, Euler Spiral, Clotoide, Fresnel integrals, Dirichlet Test, Center of
Curvature, Centers of Gravity, Center of Similitude.
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1 Introducao

O propésito desta monografia € apresentar a notavel curva conhecida como Espiral de Euler e,
posteriormente, denominada Clotéide. Observamos que, diferentemente das curvas apresen-
tadas pelos gregos, a Espiral de Euler ou Clotéide foi definida e, posteriormente, desenvolvida
usando as técnicas do Calculo Diferencial e Integral. A histéria da Espiral de Euler comega,
indiretamente, na Teoria de Elasticidade. O problema da Tira Elastica consiste em determinar
a curva que se forma a partir de um material fino e reto com uma extremidade fixa e a outra
submetida a uma carga.

Na construgédo da Espiral de Euler ou Clotéide, o problema considerado € o inverso do da Tira
Elastica. Devemos achar qual a forma geométrica da curva feita de um material elastico na sua
forma natural, de modo que, quando colocada uma carga em uma de suas extremidades ela se

torne uma linha reta (Figura 1.1).

Figura 1.1: Espiral de Euler no problema de Elasticidade [10] R. Levien, p.96.

Quando a curva fica reta, 0 momento € igual a forca aplicada vezes a distancia s da forga.
De acordo com a Teoria Elementar da Elasticidade, o momento em cada ponto é proporcional
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a curvatura. Como na teoria da Tira Elastica assume-se que os materiais ndo se esticam, a
distancia até a forga aplicada é igual ao comprimento de arco. Assim, pelo equilibrio de forcas
no sistema, a curvatura desta curva é proporcional ao comprimento de arco.

Veremos no capitulo 3, fazendo a quadratura da curva, para o caso em que a curvatura é

k(s) = s, que as coordenadas cartesianas da Espiral de Euler s&o:

N

2 2
x(s) = /cos %dx, y(s) = /sen%dx

0 0

N

No capitulo 2, apresentamos o0s conceitos basicos da Geometria Diferencial das Curvas, tais

como comprimento de arco e curvatura.

No capitulo 3, mostraremos que a Espiral de Euler é convergente quando s — oo, 0 que é de-
monstrado através do Teorema de Dirichlet. Também, mostraremos um método para encontrar
esse valor limite.

No capitulo 4, veremos algumas aplicagcdes da Espiral de Euler ou Clotéide como: "A Clotéide
€ a Unica curva com a propriedade de que o centro de gravidade de qualquer arco é o centro de
semelhanca dos circulos osculadores das extremidades do arco."

No capitulo 5, desenvolvemos uma Apresentacao Histérica da Clotoide e Conclusées.

Todas as ilustracdes retiradas de outros trabalhos apresentam a devida referéncia em sua le-
genda. As demais figuras foram plotadas usando os programas Geogebra (gratuito) [23], Mathe-
matica (trial) [22] e o Sage (gratuito) [21]. Aos interessados em aprender a usar o software
Mathematica, recomenda-se o livro de Alfred Gray [9].
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2 Conceitos Basicos

2.1 Curvas Parametrizadas

Sabemos que no Calculo Diferencial sdo inUmeras as ferramentas que auxiliam a analise de
curvas e a resolugcédo de problemas envolvendo as mesmas. Dentre elas desenvolveremos,
neste capitulo, propriedades relacionadas a curvatura, apenas o necessario para mostrar o
Teorema Fundamental das Curvas Planas.

Existem varios tipos de curvas que nao podem ser escritas na forma y = f(x), como o circulo
por exemplo. Se considerarmos duas fungdes diferenciaveis em ¢, x(¢) e y(¢), entdo o conjunto
de pontos dados pela fungéo o : R — R? tal que a(t) = (x(z),y(t)) vai descrever uma curva
no plano. Dizemos que a fungéo que leva r — o.(r) € uma equagéo paramétrica da curva e ¢
€ 0 parametro. Nesse caso a curva pode ser entendida como a trajetéria de uma particula em
funcéo do tempo.

Queremos formalizar o que é uma curva parametrizada e sua diferenciabilidade. Portanto, va-
mos nos embasar nas definicées dos livros de John W. Rutter [14] e Tenenblat [18].

Definicao 2.1.1. SejaJ C R um intervalo. Uma curva parametrizada plana é uma fungao con-
tinua o : J — R2.

Definimos uma curva parametrizada aberta como « : [a,b] — R? em que o(a) = c e a(b) = d,
¢ # d, sendo representado o ponto inicial por o(a) e o ponto final por a(b). Ja uma curva
parametrizada fechada é definida por o : [a,b] — R? e a(a) = a(b). A curva geométrica, ou
seja o tragado da curva, é definida pela imagem do conjunto (/) = {a(t); ¢ € J} e o dominio
da funcao o é o intervalo J.

Defini¢do 2.1.2. Uma curvat — o(t) é diferencidavel emt =ty se existe o (to) = (X' (t0),y'(t0))-

Dizemos que a derivada de o(r) no ponto 7 = fy é o vetor o(zp) denominado vetor veloci-
dade. A velocidade escalar é expressa pelo comprimento |o/(z)| e dizemos que uma curva
é de velocidade unitaria se |o/(z)] = 1 para todo ¢ € J. Uma curva é suave em t = fy se
possui derivadas de todas as ordens em t = #y. Denotaremos as derivadas maiores como
o’(t) = (X"(2),y"(¢)), o (¢r) = (x"'(¢),y"(¢)) e assim por diante. Generalizamos a n-ésima

d"a d'x d"
(n) 1) = — | = _y
() dr" (a’t”’dt">

derivada como:




12

Definicdo 2.1.3. Uma curvat — o(t) é de classe C"; (n > 1) emt =ty se a n-ésima derivada
al" existe e é continua proxima de ty. Neste caso, existe o) (t) continua préxima de ty para
cadas em(0 < s <n. Uma curva é de classe C* emt =1y se ela é suave emt = to. Uma curva

é de classe C™ se em todos pontos de seu dominio a curva for suave.

Considerando que a seguir precisaremos que as curvas tenham vetores tangentes em todos os
seus pontos, espera-se que essas curvas nao tenham cuspides, tendo um trago mais regular.
Assim, definiremos:

Definicdo 2.1.4. Uma curva parametrizada o, é regular emt se o/ (t) # 0 e denominamos n&o
regular em t quando o (t) = 0. Uma curva regular é uma curva parametrizada regular em todos
0s pontos de seu dominio.

Exemplo 2.1.1. Seja a espiral de Arquimedes da forma a.(t) = (at cos(t),at sen(t)); a > 0 de-
finida em J = [0,00). Escolhemos a =1 e J = [0,6m|, cujo trago foi plotado na Figura 2.1.
Observamos que a curva é regular:

at) = (tcos(t),tsen(t)) — o (t) = (cos(t) —tsen(t),sen(t) +tcos(t)).
Suponha que o/ (1) = (0,0), entdo
cos>(r) = tsen(r) cos(r) (2.1)

sen’(r) = —tcos(t)sen(r) (2.2)

é facil observar que ao somarmos 2.1 e 2.2 encontraremos 1 = 0, absurdo. Concluimos que a
Espiral de Arquimedes é uma Curva Regular.

Figura 2.1: Espiral de Arquimedes.
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2.2 Reparametrizagcoes e Comprimento de Arco

Dizemos que uma fungao é suave se ela for diferenciavel de classe C* e uma funcao é regular
se a derivada de primeira ordem nao for nula para qualquer valor de seu dominio.

Definicdo 2.2.1. Sejam o : J — R? uma curva regular e g : I — J uma fungéo suave regular tal
que g(I) = J. Entao, a fungdo composta:

B=aog:I—R?

€ uma curva geomeétrica regular igual a o,, chamada reparametrizacdo de o. por g. A fungcéo g é
dita mudanca de parametro.

Observamos pela hipétese que g € uma fungao estritamente crescente ou decrescente, pois
como a funcdo é regular, sua derivada primeira nunca se anula e, por sua vez, ndo muda
de sinal. Seu conjunto imagem é igual ao contra dominio, sendo assim, uma mudanca de
parametro deve ser bijetiva. Além disso, se 3 € uma reparametrizagdo de a por g, entdo o é

uma reparametrizagéo de 3 por g~ 1.

Sendo a orientagdo de uma curva regular plana o o sentido do percurso da curva geométrica
de «, definimos que: Quando a mudanca de parametro g é estritamente crescente, entédo o
e B tém a mesma orientagdo. Se g é estritamente decrescente, entdo o e B tém orientagbes
opostas.

Segundo Rutter [14], um dos grandes problemas na histéria das curvas foi o de calcular o com-
primento de arco. A solu¢do se da ao considerarmos que podemos aproximar uma curva por
um arco poligonal formado por segmentos de reta cujos pontos extremos estdo na curva. Se-
jam a(a) e a(b) os pontos inicial e final, respectivamente, escolnemos o conjunto de pontos da
curvaAg = o(1p),A1 = oty ),A2 = a(t2),...,Ax = (1), sendo a =1y < 1} < 1 < ...ty = b como
pontos de uma poligonal e assim, 0 comprimento de arco da curva € o limite dos comprimentos
destas poligonais quando t;;1 —#; — 0. Este limite existe (ver J. Stewart [16], p.601) e seu valor
€ dado pela definicdo seguinte.

Definicao 2.2.2. Sendo o0 uma curva parametrizada diferenciavel, entdo a Fungao Comprimento
de Arco de «. sera:

)= [l @las= [/ I¥@P+ (s

Muitas vezes é conveniente reparametrizarmos uma curva pelo comprimento de arco, pois ela
se torna uma curva de velocidade unitéria, facilitando o desenvolvimento de calculos. A maioria
das propriedades deste capitulo relacionadas a curvatura dependem de que a curva tenha todos
os vetores tangentes unitarios. Para saber se uma curva esta parametrizada pelo comprimento
de arco, segue a definicao.
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Definicao 2.2.3. Uma curvao.:J — R? est4 parametrizada pelo comprimento de arco se:

1
s(t) = /|oc’(r)|dt:t—t0; fh<t.

To

Proposicao 2.2.1. Uma curva regular o. esta parametrizada pelo comprimento de arco se e
somente se for uma curva de velocidade unitéria, ou seja |/ (t)] = 1.

Demonstracdo. Suponhamos o parametrizada pelo comprimento de arco e fixamos g € J. Con-
sideramos a fungdo s : J/ — R que para cada t € J associa s(t) = f,f) o/ (T)|dT. Se 1y <t, entdo
por hipétese [/ |/ (t)|dT =1ty —t; se t <19, entdo —s(t) = [ |/ (t)|dT = to —t. Portanto, para
todoz € J, s(t) =t —1t9, donde s'(z) = 1. Como s'(z) = |/ (¢)
todo ¢ € J. A reciproca é imediata. O

, concluimos que |o'(7)| = 1, para

Proposicdo 2.2.2. Sejaa:J — R? uma curvaregulares:J — s(J) C R a fungdo comprimento
de arco de o a partir de ty, entao, existe a fungdo inversa g de s, definida no intervalo aberto
I=5s(J) e =oaog éuma reparametrizagdo de a,, onde [ esta parametrizada pelo comprimento
de arco.

Demonstracdo. o. é uma curva regular, portanto
s'(t) = (1)] >0,

isto €, s € uma funcao estritamente crescente. Logo, existe a funcdo inversade s, g: 1 — J,

sendo I = s(J). Como para todo ¢ € J, g(s(t)) = ¢, temos que %% = 1, portanto

dg 1 1
s s'(t) |od(r)]

> 0.

Concluimos assim que B(s) = aog(s), s € I, € uma reparametrizagdo de o e

dB| |dodg| | o(r) _
ds| |dtds| |lo/(t)]|
Portanto, pela proposigéo 2.2.1, B esta parametrizada pelo comprimento de arco. O

Exemplo 2.2.1. Seja a curva a(r) = (¢’ cos(z),e' sen(r)), t € R, chamada espiral logaritmica.
Verificamos que:

o (t) = (€' cos(t) —sen(t)e', e sen(t) +cos(t)e)

= (€' [cos(t) —sen(t)], €' [sen(t) + cos(t)])
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Figura 2.2: Espiral Logaritmica a no intervalo de 0 a 7.

logo,

o (2)] (¢! [cos(r) —sen(r)])% + (¢! [sen(t) + cos(t)])?

e? [cos?(t) +sen?(t) —2cos(t) sen(t)] + e [sen?(r) 4 cos?(¢) + 2 cos(t) sen(r)]

I
= =

e —2e% cos(t) sen(r) 4 €2 + 2e% cos(t) sen(t)

=/ et + et

.

A fungcdo comprimento de arco de ., a partirdety =0, é

s(t) = V2e' — V2.
" 1} .

B(s) = ({\% + 1} cos(ln [\% + 1} ), [\% + 1} sen(ln {\% + 1} ))

€ uma reparametrizacdo de o. pelo comprimento de arco.

A fungdo inversa é dada por

g(s)=1In [

Sl

Portanto,

2.3 Curvatura

Introduziremos nesta se¢cao a nogao sobre a curvatura, que € uma funcado que mede o quanto
uma curva se "curva". De fato, quanto menor a curvatura, mais a curva se aproxima de uma reta
e quanto maior a curvatura, temos uma maior taxa de variagao da curva no ponto. Quando uma



16

curvatura é constante, temos circulos e quando a curvatura € nula, temos retas. E importante

notificar que estamos trabalhando com curvas suaves regulares.

Dado uma curva o : J — R?; a(s) = (x(s),y(s)); s € J parametrizada pelo comprimento de
arco, entdo T(s) = (¥'(s),Y'(s)) € um vetor unitario tangente a o no ponto a(s). Podemos
achar o vetor N(s) ortogonal a T'(s), fazendo (T'(s),N(s)) = 0, em que (.,.) denota o produto
interno. Dessa forma, vemos que N(s) = (—y'(s),x'(s)) € um vetor unitario ortogonal a 7'(s),
dito vetor normal da curva o no ponto a(s). {7 (s),N(s)} forma uma base de vetores, chamada
Referencial de Frenet:

Proposigao 2.3.1. Seja a0 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Entéo, o/ (s) é
ortogonal a o (s).

Demonstragdo. Sabe-se que |0/ (s)| = 1, entdo:

e, derivando essa igualdade:
(o (s),0 (5)) + (a(s),0" (s)) = 0 = 2(a(s),0" (s)) =0

Logo, o L o”. O

Da proposigao 2.3.1, segue que T'(s) L T'(s) e por isso T’(s) é paralelo a N(s). Logo, existe
uma fungéo k(s) tal que T'(s) = k(s)N(s). A fungdo k(s) € denominada curvatura de o.

Como T'(s) = k(s)N(s), temos,

(T'(5),N(s)) = (k(s)N(5),N(s5)) = k(5)[N(s)|*.

Por N(s) ser unitario, entdo (T’(s),N(s)) = k(s) e concluimos que

k(s) = (T"(s),N(s)) = —x"(s)y () +" ()’ (5).

Observamos que N'(s) também ¢é paralelo a T'(s), logo existe k; (s) tal que N'(s) = ki (s)T (s) e

(N'(5),T(s)) = (k1 ()T (5), T(s)) = ka ()| T (s) |-

Por T (s) ser unitario, entdo (N'(s), T (s)) = ki (s), concluimos que

ki(s) = (N'(s),T(s)) = =" (s)x'(s) +x"(5)y' (5) = —k(s),
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obtendo assim as seguintes relagdes, conhecidas como Férmulas de Frenet de uma curva
plana:
T'(s) = k(s)N(s) (2.3)

N'(s) = —k(s)T (s). (2.4)

Note que [k(s)| = |T'(s)|.
Seja a(s) uma curva regular de curvatura k(s) # 0, entdo o valor p(s) = ﬁ é denominado raio
de curvatura de o em s. O circulo de raio p(s) e centro

1
c(s) =0s)+—<N(s
(5) = als) + 75N O)
é denominado circulo osculador e c(s) é o centro de curvatura. A medida que o parametro s
varia, o centro de curvatura descreve uma curva geométrica denominada evoluta de Q, cujas
retas tangentes sao sempre ortogonais a curva o.. Observamos que, a medida que o circulo

osculador aumenta, mais a curva se "transforma" em uma reta.

Toda curva regular admite uma reparametrizacao pelo comprimento de arco. Dessa forma pode-
se calcular sua funcao curvatura através do referencial de Frenet. No entanto, existe outra forma

de estudar a curvatura sem ter de reparametrizar a curva.

Proposicao 2.3.2. Sejaoa(t) = (x(t),y(t)),t € I, uma curva regular. Entdo

(',
() +()?

(_y/’ x/) X"y 4 Xy
T(t) = L N =—22 k()= — 2
" = Torror T e o

Demonstragdo. Seja B(s) uma reparametrizagdo de a por comprimento de arco. Derivando
B(s(t)) = a(t) temos, pela Regra da Cadeia

dB ds ,
—— = (t
ds dt ®),
do qual concluimos que
d !/ L/
dap _ T(t) = &,
ds (*)* + ()2
ja que % = |ao/(1)].
Pela definicdo de vetor normal, temos
A
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Observamos agora que pela regra da cadeia e do produto obtemos:

Bls(r)) = at) = B'(s(1))s'(¢) = o (¢)
= B (s())s'(1)s' (1) + 5" (1)B'(s(1)) = &" (1)

2
S IR P+ Do =a)

Pp_ o) 1 B,
as? (o) 50 ds

Finalmente, como (T”(s),N(s)) = k(s), em termos da fungéo 3 teremos:

2 "
k0 = (LR ) - <%,Nm> - <[ s >,N<r>>.

Mas os vetores % e N(¢) séo ortogonais logo

dzﬁ B x//y/+x/y//
k)= (GO = T

2.4 Teorema Fundamental das Curvas Planas

Vamos mostrar agora uma interpretacao geométrica da curvatura.

Proposicdo 2.4.1. Seja a aplicagdo o.: J — R? uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco. Dados dois vetores e; = (1,0) e e = (0, 1) e as formulas de Frenet, seja 6(s)
o dngulo formado por T (s) e e;. Entdo, &' (s) = k(s).

Demonstragdo. Como {ej,e>} é a base candnica, pode-se escrever T(s) como combinagéo
linear de e; e e;, entdo
T(s) =cosO(s)e; +senB(s)ey,

T'(s) = —sen0(s)0'(s)e; +cosO(s)0'(s)ez = 0'(s)(—senB(s),cosO(s)). (2.5)

Logo, de (2.5), temos que (T'(s),e1) = —0'(s) sen6(s) e de (2.3) temos

(T'(s),e1) =k(s) (N(s),e1). (2.6)

)) e das formulas de produto escalar

E facil observar que o &ngulo entre e; e N(s) & (5 +6(s
= cos(% +6(s)), logo de (2.6)

temos que (N(s),e1) = |N(s)||e1|cos(F +8(s))

(T'(s),e1) = k(s) cos (g n e(s)) — _0/(s)sen6(s)
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Figura 2.3: Interpretagdo Geométrica da Curvatura.

e sabendo que cos(a + b) = cosacosb — senasenb entdo, cos (5 +6(s)) = —sen6(s) e com
iSso:
—k(s)senB(s) = —6'(s)senB(s).

Concluimos portanto que:

O

Ou seja, a fungdo curvatura mede a taxa de variagdo de 6(s). Essa proposi¢do nos permite
conceitualizar o Teorema Fundamental das Curvas Planas, que mostra que a curvatura deter-
mina uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e essa curva é Unica a menos de um
movimento rigido.

Definigdo 2.4.1. Um movimento rigido é uma aplicagdo M: R> — R? tal que M= T, o Ry em que
Ry € uma rotagdo de angulo ¢, em torno da origem, no sentido anti-horario, e T, € a translagdo
definida pelo vetor b:

Ry(x,y) = (xcos¢ —ysen¢,xsend+ycosd),

T,(v) =v+b.
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Teorema 2.4.1. Teorema Fundamental das Curvas Planas

A. Dada uma aplicago diferenciavel k : I — R, entdo existe uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco o. : I — R? cuja curvatura coincide com k.

B. A curva as) é unica quando fixados a.(sg) = po e o (sg) = vo de modo que vy é um vetor
unitério de R?.

C. Caso duas curvas a(s) e O(s) tenham a mesma curvatura k : I — R, entdo elas diferem
apenas pelas suas posigdes no plano, existindo um movimento rigido M com uma rotagdo R
uma translagdo T de modo que Ti(s) = M(co.(s)).

Demonstragdo. A. Pela proposicao 2.4.1 tomando s fixo entdo

= / k(p)dp

onde O(s) é o angulo entre o vetor T'(s) e e. Seja po = (x0,y0) de R? e a € R definimos a curva

o(s) = (x(s),y(s)) por
—x0+/cos ) +a)dp,

=yo+ / sen(8(p) +a)dp.
S0

Observamos que o/(s) = (cos(8(s) +a),sen(6(s) +a)) e |o(s)| = 1 ou seja, a(s) esta para-
metrizada pelo comprimento de arco. Além disso como 6(z) é o angulo formado por o/ (¢) e o
eixo x entdo sua curvatura é k(s) = 0'(s) = (T'(s),N(s)).

B. Sendo a(s) = (x(s),y(s)) entdo pela definigio de curvatura T’(s) = k(s)N(s) logo

(x”,y”) — k(—yl,xl)

ou seja pode-se montar um sistema

logo segue do teorema de unicidade de solucdo de equacgdes diferenciais que s6 existe uma
curva com ai(sg) = po e o/ (so) = vo que satisfaz o sistema acima.

C. Seja a0 e o duas curvas que tém a mesma curvatura. Vamos mostrar que existe um movi-
mento rigido M tal que a(s) = M(a(s)). Temos que

x0+/c0s )+a)dp, y0+/sen p)+a)dp),
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xo—l—/cos )+a)dp, y0+/sen p)+a)dp).

50
Desta maneira o tem a mesma curvatura de o € o item B nos garante que sua parametrizagao
seja dessa forma. Dado o vetor de translagéo b tal que T,(v) = v+ (Xo — x0,Y9 — Yo) € COMO
a,a € R existe ¢ real tal que @ = a + ¢ logo:

(s) = Tylxo+ [ cos(8(p) +a-+)dp.yo-+ [ sen((p)+a-+0)dp)
—Ty(xo+ / cos(8(p) +a) cos(9) — sen(B(p) +a) sen(9)] dp,

yo—l—/ sen(0(p) +a)cos(0) 4 cos(0(p) +a)sen(c)]dp)

N

— T, (0 + cos(6) / cos(8(p) +a)dp — sen(0) / sen(6(p) +a)dp,

S0 S0
s s

yo-+c0s(9) [ sen(®(p) +a)dp-+sen(9) [ cos(8(p) +a)dp)

S0 S0

— TyRo(x0 + / cos(8(p) +a)dp, o+ / sen(8(p) +a)dp)

S0 S0

= TyRo((s))-
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3 A Espiral de Euler

3.1 Estudo da Forma

A espiral de Euler, ao longo do tempo, foi associada a diversos problemas diferentes e, con-
sequentemente, foi construida de maneiras diferentes, primeiro como um problema de elastici-
dade, depois para associar valores de difragdo da luz e, por ultimo, como uma curva de transi-
¢ao. Ao nos perguntarmos qual curva é gerada pela curvatura da fungéo identidade k(s) =s, o
Teorema Fundamental das Curvas Planas nos permite responder que é a Espiral de Euler.

Exemplo 3.1.1. Vamos achar a parametrizagédo das curvas que tém curvatura k(s) = s. Pelo
Teorema 2.4.1

Figura 3.1: Curva gerada pela curvatura k(s) = s.

As integrais na curva o no exemplo 3.1.1 geralmente sdo chamadas de integrais de Fresnel,
quem as estudou na forma <f,i) cos(’%z)dx, ft(’) sen(’%z)dx). Na época, Fresnel criou uma ta-
bela com varios valores dessas integrais. Pelo fato de que as integrais do tipo ndo podem ser
expressas em termos de fungdes elementares, € necessario o auxilio de métodos numeéricos
para calcular as coordenadas da curva. Em seguida, faremos um esbogo do gréafico da curva.
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De fato as integrais de Fresnel s&o convergentes e nesse caso lim;_,.. () = (\/TE, ‘/TE), o que
mostraremos nas sec¢des seguintes. Além disso, o tem tangentes horizontais em:

o (t) = (1,0),0/ () = (—1,0)

t —0,V21,2v/%,V6m,2V2m, ...

e o tem tangentes verticais em:
o(t) = (0, 1),&/(r) = (0, 1)

t — Vw3, V5T, VIR, ..

Observamos que a frequéncia das tangentes horizontais e verticais aumenta com o passar do
tempo ¢ (Figura 3.3), o que é de se esperar, pois a curvatura de o estd sempre aumentando.
Além disso, quando ¢ > 0 a curvatura & sempre positiva, 0 que faz a curva descrever uma traje-
toria no sentido anti-horario. Com essas informag6es podemos esbocgar o grafico de o quando
t > 0. Quando ¢ < 0, os senos e 0s cossenos nao mudam de sinal, mas como consequéncia
trivial das préprias integrais, a curva tera valores negativos. Fazendo a simetria, temos o es-
bogo da curva o (Figura 3.1). Vale observar que quando ¢ < 0 a curvatura é negativa e a curva
gira no sentido horario. Se considerarmos uma curvatura sempre positiva k2, a trajetéria seria
sempre anti-horaria e o parametro ¢ estaria elevado a terceira poténcia, desse modo a funcao

seno trocaria de sinal e teriamos uma curva como a Figura 3.2.

Figura 3.2: Variagéo da Espiral de Euler.

3.2 Integrais de Fresnel

Um dos problemas da Espiral de Euler é entender o que acontece com os valores de x e de y,
quando ¢ tende para valores muito grandes. Sabemos que as fungdes seno e cosseno na sua
forma natural ndo convergem, porém, quando elevamos o parametro ao quadrado, as funcoes
se compactam a medida que ¢ aumenta, (Figura 3.3). Observamos que a frequéncia das fun-

¢Oes seno e cosseno, neste caso, aumenta muito rapido, compactando a &rea superior e inferior
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Figura 3.3: cos(?) e sen(t?) respectivamente.

a1k

da figura. Como consequéncia, a partir de um momento, a soma das areas sera muito préxima
de 0, nos permitindo integrar (intuitivamente) a parte anterior.

Aqui temos o grafico das integrais de Fresnel (Figura 3.4), em que:

et = o (S )ar st0= Joen (%)

Para demonstrar a convergéncia das Integrais de Fresnel, vamos enunciar o Teorema de Diri-

) )

Figura 3.4: Valores reais da integral de Fresnel.

chlet e seus corolarios (ver C. Buck [2], p.92).

3.2.1 Teste de Dirichlet

Para iniciar esta secdo, vamos mostrar alguns fundamentos para explicarmos o Teste de Diri-
chelet. Dizemos que f € mondtona crescente se f(x1) < f(x2) sempre que x| < x2, x1,x € D
e f € mondtona decrescente se f(x1) > f(xz) sempre que x; < x2, x1,x2 € D.

Dizemos que uma fungao continua f € limitada em um intervalo A quando existe um M real tal
que | f(x)] < M para todo x € A. A seguir, um exemplo de fungao limitada:
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Exemplo 3.2.1.
Seja f(x) = cos(x) tal que 0 < x < 2, logo | f(x)| < 1 para todo x.

Uma fung¢do também pode ser continua e nao limitada:

Exemplo 3.2.2.
Seja g(x) = )1—5 tal que 0 < x < 1 pois para qualquer M que escolhermos, sempre vai existir um
x1 proximo de 0 o quanto quisermos, tal que f(x;) > M.

Outro resultado importante € o teste da comparacao, pois, como explicado anteriormente com
as Integrais de Fresnel, a convergéncia de uma integral imprépria f,” f(x)dx depende de como
f(x) se comporta onde x — oco.

Teorema 3.2.1 (Teste da Comparagéo).
Sejam f e g fungbes continuas no intervalo a < x < b tal que a,b € R ou que b represente o e
0< f(x) <gx). Se [ f g convergir entdo [ f também converge e ainda fab < fabg.

Demonstragdo. Seja F(r) = [, f e G(r) = [ g. Por hipbtese, f(r) < g(r) paratodo r < b e
o }LII},G(”) existe. Como F' = f é n&o-negativa, entdo podemos dizer que F é uma fungao
monodtona crescente quando r — b; mas como F é limitada pelo limite de G que existe, entao
lim F (r) existe e € menor ou igual ao lim G(r). O
r—b r—b

Dizemos que uma integral impropria fff é absolutamente convergente se ff |f| converge e
condicionalmente convergente se fab | f| é divergente. Como no teste da comparagédo as duas
funcbes em questao devem ser positivas, o proximo resultado nos da mais possibilidades para

usar 0 mesmo.

Teorema 3.2.2.
i) f f € sempre convergente quando | f | f(x)|dx converge.

Demonstragdo. Observamos que —|f(x)| < f(x) < |f(x)], assim O < |f(x)|+ f(x) < 2|f(x)],
pelo Teorema 3.2.1 se [’ | f(x)|dx converge, entdo [ (| (x)| + f(x)dx) também é convergente,

subtraindo a integral convergente [” |f(x)|dx concluimos entdo que [ f(x)dx converge. O

Teorema 3.2.3 (Teste de Dirichlet).
Sejam f, g e g’ continuas no intervalo ¢ < x < oo, entdo [ f(x)g(x)dx converge se f e g

satisfazem as propriedades:
1. )}1_>r£1°g(x) =0,

[e)

2. / g é absolutamente convergente,

c

-
3. F(r)= /f é limitada para ¢ < r < co.
c
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Demonstraggo. Vamos mostrar que [ f(x)g(x)dx é convergente, usando integragéo por par-
tes [udv =uv— [vdu, sendo u = g(x) e v=F(x):

r r

[ r@stodx = [ sx)dF () = Fx)g))i— [ Flo)dg

c C

— F(r)g(r) ~ F()gle) ~ [ Fx)g/(x)dx.

Como F(r) ¢ limitada, entdo existe um M tal que |F(r)| < M para todo r > ¢. Multiplicando a
desigualdade por |g(x)| obtemos |F(r)g(r)| < M|g(r)| e pelo item 1, rli_)rgF(r)g(r) =0. Mul-
tiplicando agora |F(r)| < M por |g'(x)| temos |F(x)g'(x)| < M|g'(x)| e como [g" é abso-
lutamente convergente por hipétese, pelo Teorema 3.2.1 [ F(x)g'(x) é convergente. Logo,
o lim f(x)g(x)dx existe, ou seja, a integral imprépria converge e tem o valor de F(c)g(c) —
[ F ()¢ (x)dx. a

Corolario 3.2.3.1.
fc°° fg converge se f satisfaz o item 3 do Teorema 3.2.3 e se g(x) for uma fungdo mondtona
decrescendo para 0 quando x — oo,

Demonstragdo. Precisamos mostrar que o item 2 acontece, pois os itens 1 e 3 s&o satisfeitos
por hipotese. Como g(x) é uma fungdo mondtona decrescente, sua derivada g’(x) sera sempre
negativa. Assim

[ 18 wdx =~ [ ¢/dx = ~g@)l: = glc) (1)

Cc

Por hipétese, g(r) vai decrescer para 0, logo o ILm / |¢’ (x)|dx vai existir e ser4 igual a g(c),
T oo
c

em outras palavras ff’ g’ (x)dx é absolutamente convergente. Logo, pelo Teorema 3.2.3, ff’ fg
converge. 0

Corolario 3.2.3.2.
Seg édeclasseC! parac<x < e g(x) é uma fungdo mondtona decrescendo para 0 quando
x — oo, entdo as integrais [, g(x)sen(x)dx e [ g(x)cos(x)dx sdo convergentes.

Demonstragdo. Temos que sen(x) e cos(x) sdo limitadas. Resta provar que sen(x) e cos(x)

satisfazem o item 3 do Teorema 3.2.3. De fato, se f(x) = senx,

r

= |cos(c) —cos(r)| <2

_ ‘ _cos(x)]

c

‘ / sen(x)dx
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e, se f(x) = cosx,

r

/ cos(x)dx| =

C

r

= |sen(r) —sen(c)| < 2.

sen(x)]

c
Logo, o item 3 do Teorema 3.2.3 acontece e a tese segue do Coroléario 3.2.3.1. O]
Esses resultados ja sdo suficientes para mostrar a convergéncia das integrais de Fresnel.
Corolario 3.2.3.3. As integrais [y cos x*dx e [y sen x>dx convergem.

Demonstragdo. Vamos analisar o caso do cosseno:

/ cos(x?
0

Aplicando uma mudanga de variavel u = x> — |x| = \/u, como x esta variando de 0 a oo, entao
x = /u, logo dx = 2\f Analisando o conjunto imagem de x = /u observamos que se x =
0, u =0 e se x explode para infinito u também ir4. Portanto, com a mudanca de variavel, temos:

/CO;%du-

0

Nota-se que 2\% € monétona decrescente mas nao é limitada de 0 até 1. Aplicando o Corolario
cos(u) < 1 4
2y/u N
que fo \}du € uma integral imprépria, em que f é descontinua em 0 no intervalo (0, 1]. Mas

3.2.3.2 de 1 a o, concluimos que [;° Cos\f)d é convergente Considerando que

11 1 cos(
d =1 / du = lim 2 = 2, logo, pelo Teorema 3.2.1, “ também é
Jo Jrdu = Jimy [ —edu = lim 2/uly =2, logo, p 5

convergente. A demonstragéo para [ sen(x?)dx é andloga. O

Mostraremos agora que [y cos(x?)dx = \/g e que [y sen(x?)dx = \/é usando o Teorema de
Cauchy para fungbes de variavel complexa (R.V. Churchill [4], p.109):

Teorema 3.2.4. (Cauchy). Se f(z) é diferencidvel complexa em um retdngulo D, z = x+ iy e
se C é um caminho continuo, diferenciavel por partes, fechado e contido em D, entao,

%f(z)dz =
o

7o o 2 _ [ 2 _
Corolario 3.2.4.1. ["cos x*dx = ["sen x*dx = /.
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2

Demonstracdo. Primeiro vamos observar que cos x“ e sen x? podem ser usadas no plano

complexo como f(z) = ¢ sendo z = x + iy. Em nosso caso, usaremos a integral de linha
complexa e fechada por partes de f(z) = eZeC= CiUG, U3, onde:

Ci:z=x+ix;0<x<R Cry:z=R+i(R—y);0<y<R C3:z=R—x;0<x<R

Cy

Cy

Aqui o R sera um numero real fixo, e depois faremos o R tender para o infinito. O fato de
, , _2 . .
usarmos o sinal negativo em f(z) = e¢~%, se deve a utilizarmos um resultado conhecido do
. o _y2
calculo [7_ e dx = /7.

O Teorema de Cauchy mostra que, para um numero R positivo

j{eszz:/ezzdz+/eszz—i—/ez2dz
C C3

C Cy
2 2 2
:/ezdz—/ezdz—/ezdz
G -G —C3
=0.

Os caminhos C; e (5 foram invertidos para simplificar as contas, mas, como trocamos o sinal a
igualdade continua sendo 0.

Criz=x+ix;0<x<R —-CG:z=R+iy;0<y<R —-G:z=x;0<x<R
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Ch
—C,
—Cy
Expressamos a integral como:
R R R
j[e_zzdz =(1+ i)/e_zixzdx—i/eyz_r2e_2iRydy— /e_x2dx =0.
c 0 0 0
———

*

Fazendo uma mudanca de variavel na integral *, x = % —dx= fl/—“i, obtemos:

14 V2R R R
(1+7) e dy eyszze*ZiRydy — [ eFdx=0. (3.1)
V2 0 0 0
I 1 11
2 2

Note que, pela Férmula de Euler, e~ = cosu? — isenu e, portanto, a integral (1) é a que
estamos procurando e a integral (/1) tem um valor conhecido, considerando que mandaremos
R para o infinito. Vamos mostrar que a integral (II) vai se tornar desprezivel, no sentido de que

ela é uma expressao que depende de R e que tem o limite 0 quando R — co.

Para avaliar a segunda integral, vamos estimar a seguinte:

R R R

R
/|eyz_Rze_ziRy|dy: /eyz_dey _ /e(y+R)(y—R)dy < /e2R(y—R)dy‘
0 0 0 0
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Por sua vez:

R R
/ ARO=R) gy — / 2R 2R g, (3.2)
0 0

T 2R 2REF

e quando R — oo,
1 1

lim — — ——
RO%2R  2RR

Isto é, a integral 3.2 converge para 0, e pelo teste da comparagéo, a integral (II) é absoluta-

=0.

mente convergente e portanto ela converge para zero quando R — co.

Com isto, multiplicando por % e enviando R — o na equacéo (3.1), temos

[

0

pois sabemos que [ e dx = \/TE (ver Stewart [16] p.931).
Sejam A = [y cosx’dxe B = Jo senx’dx as integrais que buscamos. Entdo, a equacdo 3.3 diz

A—iB:\/g(l—i)

e com isto A e B tém os valores que queriamos demonstrar. O

que
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4 Algumas Propriedades

Ernesto Cesaro foi um matematico do século 19, professor da universidade de Napole, na
Italia. Em sua obra, Lezione di Geometria Intrinseca, Cesaro nomeia a Espiral de Euler por
"Clothoide", palavra de origem grega que significa torcer ao girar. Nesse trabalho [3], p.81,
Cesaro demonstra algumas propriedades da curva. "Vemos que cada arco de Clotéide tem o

ni

centro de gravidade no centro de semelhanca dos circulos osculadores extremos"'. Também

cita que a Clotoide é a Unica curva apresentando essa propriedade.

De acordo com [17], Teixeira, p.102, € demonstrado, como veremos a seguir, que o centro
de gravidade de um arco qualquer da Clotéide esta situado na linha reta que une os centros
de curvatura das extremidades do mesmo arco. "le centre de gravité d’'un arc quelconque de
la clothoide est situé sur la droite qui passe par les centres de courbure correspondant aux
extrémités de cet arc.". Faremos a demonstragao dessa afirmativa e assim confirmaremos se o

centro de gravidade também € um centro de semelhanca.

4.1 Centro de Gravidade

Poisson [13], p.122, define o centro de gravidade (G, Gy) de uma linha.

Definicao 4.1.1. Considere o arco, com pontos iniciais e finais sy e s respectivamente. Seja
S = 51— s0, entdo o centro de gravidade G, e G, do arco tomado sera:

s1 S1
SG, = /xds, SG, = /yds.

S0 S0

4.2 Homotetia

Definicdo 4.2.1. Dada uma figura F e um ponto O. Seja F’ a figura que retne todos os pontos
resultantes da multiplicagdo de todos os pontos de F por um valor real A relativo ao centro
O. Entdo, F e F' sdo denominadas figuras homotéticas e 0 o centro de homotetia (centro de
semelhanga). Quando A > 0 dizemos que a homotetia é direta e quando A < 0 dizemos que a

homotetia é inversa.

"si vede che ogni arco di Clotoide ha il baricentro in un centro di similitudine dei circoli osculatori estremi.”
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4.2.1 Centro de semelhanca de circunferéncias

Dois circulos sdo sempre homotéticos (Figura 4.1). Precisamos encontrar o centro de seme-
Ihanga (centros de homotetia) de dois circulos osculadores da Clotdide, referentes aos extremos
do arco. Dois circulos podem ter até dois centros de semelhanga, o inverso e o direto. Quando
0s circulos sdo concéntricos temos apenas um centro de semelhanga, o direto. No caso citado
por Cesaro, o centro de gravidade é o centro de semelhanca direto.

Para descobrir o centro de semelhanga de dois circulos, deve-se:

1 - Tragar um diametro em cada Circunferéncia que sejam paralelos.

2 - Tracar uma reta r que passa pelo centro das duas circunferéncias.

3 - Tragar uma reta que passa pelas extremidades dos didmetros situados no semi-plano divi-
dido por r e a interceptando em Hj; esse € o centro de homotetia direto.

4- Tragar uma reta que passa pelas extremidades dos diametros situados nos semi-planos opos-
tos divididos por r, a interceptando em H»; esse é o centro de homotetia inverso.

Figura 4.1: Centro de Homotetia Direto H; e inverso H, de duas circunferéncias.

4.3 Demonstracoes das Propriedades

Propriedade 1. O centro de gravidade de qualquer arco da Clotdide esta na linha reta que liga
o centro dos circulos osculadores das extremidades do arco.
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Seja a equagao da Clotéide definida pela equacéo de Cesaro ps = a?, lembrando que p = % é
o raio de curvatura, s 0 comprimento de arco e a uma constante. Logo, pelo Teorema 2.4.1,

N 2 N o)
x:/cos 2 s y:/sen 2 ) ds
2a? ’ 2a? '
0 0

Definimos a evoluta da Clotéide através da equacao:

(A(s),B(s)) = c(s) = a(s) + %Nm,

sendo o.(s) a Clotéide e A e B as coordenadas do centro de curvatura c¢(s). Observamos que:

- () ()

2 2 2 2
A(s):x—a—sen <%), B(s):y+a?cos (%) : (4.1)

N

equacdes estas que determinam as coordenadas A e B dos pontos da evoluta da fungao de .
Sejam sg € 51 0s valores de s, a contar da origem das coordenadas até as extremidades de um

arco da Clotéide, (xo,y0) e (x1,y1) as coordenadas destes pontos e (Gy,Gy) as do centro de
gravidade do arco. Se S = 51 — 59, entdo:

51 S
SGy = /xds e SGy = /yds.

S0 S0
Logo,
S1 s )
. S
SGx—/ds/cos (ﬁ) ds.
S0 0
Fazendo u = J; cos (%) ds, temos du = cos (%) ds e, fazendo dv = ds, por integragédo por
parte, temos:
S1 d S s2 d s1 S S2 d
/l/tV—S/COSZ—a2 S —/scosz—az N
S0 0 50 S0

S1 50

52 52 ) s% ) s%
SG, =51 /cos <ﬁ> ds—so/cos <ﬁ> ds —a“sen (@) +a“sen (2—612)
0

0
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e, do mesmo modo,

S1 S

SZ

SG, :/ds/sen (ﬁ) ds
S0 0

b 2 i 2 2 §2
S Ky s
=5 /sen (2_612) ds—so/sen (2—(12) ds +a*cos <2—;2) —a?cos (—222) .
0 0

Observamos que as seguintes equacdes sao verdadeiras:
SG,=A1s1 —Apso

SGy = Blsl —Bos()

onde A} = A(sy),Ao = A(so),B1 = B(s1),Bo = B(so). Através dessas igualdades, demonstra-
remos o seguinte resultado:
G, G, 1
Ai=det | Ay By 1| =0.
A, B 1

Pela geometria analitica sabemos que esse determinante, quando igual a zero, mostra que as
coordenadas (Ao, By), (A1,B1) e (Gx,Gy) sdo colineares.

Calculando o determinante, obtemos:

A= GxBo—f—GyAl +ApB; —A1By— GB] — GyA()
BoAis1  Aops AB BosoA Ars AosoB
_ BoAis1 0))%+ 1Bis1 03041 4 4 B, A,By— 1/1/31/Jr 050B1

S S S S S S
AoBis1 | BospAq
s s

o BoAis1  BosoAi AgsoB1  AgBi1sq

A AoB1 —A B
S S +ApD1 150+ S S
AoB A1B
= (?S,I(SO—SI)— ISO(S()—Sl)—I—AQBl—AlBO
S0 — S
= (AoB1 — A1 Bo) [1 +(°—Sl>] .
Mas, S = 51 —so — 2+ = —1 logo:

A= (A()Bl —AlB()) |:1 + @] =0

—_—_—
0

estando, entao, demonstrado que o centro de gravidade de um arco qualquer da Clotéide esta

contido na reta que une os centros de curvatura das extremidades do mesmo arco.



35

Propriedade 2. O centro de gravidade do arco OM da Clotdide, contado a partir da origem
O até um ponto M, esta localizado na intersecdo da reta perpendicular a tangente em O que
passa pelo centro do circulo osculador em M, com o circulo osculador em M.

]
o

Figura 4.2: Centro de Gravidade G de um arco contado a partir da origem.

Sendo sg = 0, as coordenadas do centro de gravidade do arco OM sao expressas pelas formu-

las " ) ,
s s
s1Gx = 51 /cos (@> ds — a*sen <2—;2>
0
51 2 2
851Gy = 81 /sen (Z_az) ds+a® (cos (2—;2) — 1)
0
ou seja,
G, =4 (4.2)
e
51Gy = s1B1 — a’. (4.3)

Sendo a equagéo do circulo osculador da Clotéide, no ponto (xj,y;),

~

2 2_a
(Ge=A1) +(Gy =B =5
1
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é facil verificar de 4.2 e 4.3 que G, e G, satisfazem-na. Observe que a coordenada G, coincide
com a do circulo osculado em (x1,y;) e a coordenada de G, coincide com a do circulo oscu-
lador em (x1,y1) menos uma constante cujo valor é o raio de curvatura no ponto. Concluimos
entdo que o centro de gravidade do arco OM da Clotoide esta situado na interse¢ao do circulo
osculador em M com a perpendicular a tangente em O, tragada pelo ponto (A;, B ).

Propriedade 3. O centro de gravidade de um arco da Clotoide € um centro de semelhanca dos
circulos osculadores das extremidades do arco (Figura 4.3).

Figura 4.3: Centro de Gravidade G de um arco qualquer da Clotbide.

Seja um arco da Clotoide de sg a s1. Ja sabemos que o centro de gravidade desse arco esta situ-
ado na reta z que liga os centros de curvatura correspondentes. Vamos considerar os diametros
perpendiculares ao eixo x das circunferéncias osculadoras correspondentes. Determinaremos
a equacgao da reta z; que passa pela interse¢ao dos diametros com os circulos osculadores si-
tuados no mesmo semi-plano dividido pela reta z € mostraremos que o centro de curvatura esta
situado na intersecao das retas z e z;. Assim, o centro de gravidade do arco seria um centro de
homotetia direto de duas circunferéncias (Figura 4.3).
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Para calcularmos a equagéo da reta z, sendo p o raio das circunferéncias correspondentes,

temos:
x y 1
det | Ag By 1| =0
A By 1

xBo+yA1 +AoB1 —A1By— B1x —Agy =0
y(A1 —A()) —X(Bl —B()) +AgB; —A1By =0.

Para calcularmos a equacéo da reta z; temos:

X y 1
det | Ag Bo+po 1| =0
Ay Bi+pr 1

x(Bo+ po) +yA1 +Ao(B1 +p1) —A1(Bo+po) —x(B1+p1) —yAp =0
(A1 —Ag) —x(B1 —Bo) —x(p1 — po) +Ao(B1 + p1) —A1(Bo+ po) = 0.

Basta encontrarmos a solugao do sistema de equagdes:

__ x(Bi—Bg) | A1Bg—AgBy

{y_ (AH‘%+ (in)  Ao(Biep) | Ai(Botpo) eas
_ x(Bi—By x(p1—po) _ Ao(Bi1tpi A1 (Bo+po
="A A T A A A A T Ao reta zi

Igualando as equacdes:

X(B1 —Bo)  AiBo—AoB1 _ x(Bi—Bo)  x(pi—po) _Av(Bitp1)  Ai(Bo+po)
Al —Ag Al —Ay Al —Ay Al —Ag Al —Ay Al —Ag
A1By—AoB1 = x(p1 — po) —AoB1 —Aop1 +A1Bo+A1po
x(p1 — po) —Aop1 +Aopo =0

2
Como p = "? temos:

Aga? _ Ard® Aga®sg o Aya’s

2
5 S0 SoS1 S —a (A]S] _AOSO) . A]S] _AOSO -G
A=—3 3 ~ 3 2 = ) = = Ux.
a2 _a aso _ assi —a*(s1 —s0) S
S1 S0 5051 5051

Aproveitando o resultado, temos na reta z que:

(A1S1 —A()S()) (Bl —Bo) AIB() —A()Bl
S Al —Ap A;— Ao

Sy =A1s1B1 —A1s1Bo — AgsoB1 +ApsoBo +A1s1By — A1soBo — Aps1B1 +ApsoB

_ A (B1s1 — Boso) —Ao(B1s1 — Boso)

S
Y AL —Ag




(A1 —Ap)(B1s1 — Boso) _ Bisi—Boso _

S(A; —Ag) S

G,y
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5 Apresentacao Historica e Conclusao

A histéria da Espiral de Euler comega indiretamente com as descobertas relacionadas a Elas-
tica, que estuda a mecénica relacionada a molas elésticas, como por exemplo, pequenas tiras
de madeiras ou lAminas de metal, ambas extremamente finas. Na idealizacdo matematica de-
vemos admitir que essas pequenas tiras tenham uma espessura desprezivel se comparada a
quantidade de dobra e que a tira seja plana nao existindo tor¢ao, esticamento ou compressao.

Segundo R. Levien [10], p.16, uma das dificuldades na literatura sobre Elastica é que existem
varios tépicos que podem ser estudados, sendo que cada um deles é responsavel para esclare-
cer diversos problemas relacionados a Elastica. Dentre os topicos, podemos citar o equilibrio de
momentos em um problema fisico estatico; o equilibrio de forcas deste mesmo sistema; a curva
que minimiza a energia total de dobra de um sistema fisico (ao qual a Espiral de Euler esta
diretamente relacionado); a solugao de uma equacao diferencial abstrata; e uma comparagao a
um outro sistema fisico, o do péndulo.

A curva tragcada por uma tira elastica é caracterizada diretamente por sua curvatura em cada
ponto de seu comprimento. Dobrar uma tira induz energia potencial, da mesma forma que uma
mola. De acordo com a teoria da elasticidade, a energia de dobra é proporcional ao quadrado
da curvatura. Assim, a energia total de dobra de uma tira de tamanho [ é:

l

E[K(s)] = / k(s)2ds

0

Quando completamente sem restricdes, a Elastica vai assumir a forma de uma linha reta e a
energia total de dobra do sistema é zero. Quando a tira for restringida, a energia de dobra vai
tender ao minimo possivel nas restricoes. Isso esta diretamente relacionado as propriedades
de curvatura, que serdo demonstradas e explicadas no primeiro capitulo.

A equacao da energia total de dobra esta relacionada a curva de energia minima e € melhor
aplicada quando estudada pelo Calculo de Variacées, que surgiu no final do século dezessete
com Leonhard Euler, Johann e Jacob Bernoulli e outros. A Espiral de Euler foi descoberta
estudavam-se estudava problemas relacionados a Elastica, mas, pelo Célculo de Variagdes, a
Espiral de Euler esta relacionada a curva de variagao minima.

"One difficulty in the literature is that there are many different ways to approach the elastica"



40

Em 1694, apds seu trabalho Curvatura Laminae Elasticae, em que James Bernoulli solucionou
o problema da Elastica, ele escreveu outros artigos que poderiam ser discutidos com as novas
informagdes de sua obra, em que varias das solugdes propostas consistiam na Espiral de Euler.
Em uma de suas notas encontra-se a afirmativa® "Para encontrar a curva em que um peso a
dobra em uma linha reta, isto &, constréi-se a curva a® = sR". Neste caso a é uma constante, s
€ o comprime to de arco e R é o raio de curvatura. Observamos que Bernoulli ja tinha conheci-
mento da construgdo geométrica da curva e de que a curvatura é proporcional ao comprimento
de arco. Apesar disso, segundo Truesdell®, apud R. Levien [10], p.98, "n&o é esclarecedor, uma

vez que nao revela que a curva é uma espiral, nem € esta indicada por sua figura."

L
M I
jjy 28. Q/
K I E R

\

\\A/ :

Figura 5.1: Construcao de James Bernoulli [10] R. Levien, p.97.

Na Figura 5.1, em que a Espiral de Euler é a curva ET, observamos que ela nao se parece
com uma espiral. Temos neste caso particular somente uma parte da curva. Levando em con-
sideracdo as observagdes de alguns pesquisadores da exatiddo ou ndo sobre essa questao,
concluimos que seu trabalho pode ser considerado incompleto, pois mesmo tendo escrito a
equacao da curva, supde-se que Bernoulli ndo tinha conhecimento de sua verdadeira forma,

2"To find the curve which an attached weight bends into a straight line; that is, to construct the curve a* = sR".
Bernoulli, apud R. Levien [10], p.96.
3"it is not enlightening, as it does not reveal that the curve is a spiral, nor is this indicated by his figure".
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caso contrario a teria desenhado por completo. Além de ndo haver determinado qualquer va-
lor numérico sobre essa curva € ndo haver publicado algo que demonstrasse a razdo de sua
equagao estar correta, verificamos que somente algum tempo apds a sua morte, quem pode
responder a essas perguntas foi Euler, aluno de Johann Bernoulli, irm&o mais novo de James
Bernoulli.

Segundo R. Levien [10], p.98%,
Seu principal pensamento era que a curvatura é aditiva; mais especificamente,
a curvatura de uma banda elastica sob forca do momento é a sua curvatura num
estado sem tensdo mais o produto do momento e do coeficiente de elasticidade. Mas
ele nunca publicou devidamente este pensamento. Na edicdo de seu trabalho para
publicagdo, em 1744, seu sobrinho Nicolau | Bernoulli escreveu sobre a equagéo s =
—az/R, "Eu ndo encontrei essa identidade estabelecida".

No inicio de 1744, Leonhard Euler ja trabalhava no Calculo de Variagoes e fez importantes
contribuicées na area. Nessa época, Euler comecgou seus trabalhos relacionados a Espiral que
leva o0 seu nome. A primeira caracterizacao da curva foi apresentada no Additamentum 1 (Euler

[5], p-276), na secao 51.

51. Por isso, a figura AMB, que a lamina deve ter, no seu estado natural, pode
ser determinado, de modo que com a forga P, actuando no sentido AP, pode ser des-
dobrada em linha recta AMB. Para deixar AM = s, o momento da for¢ca que actua no
ponto M sera igual a Ps, e o raio de curvatura do M sera infinito por hipétese, ou 1/
R = 0. Agora, o arco am no seu estado natural é igual a s, e o raio de curvatura m
ser tomados como r, porque esta é curva convexa para o eixo AB, a quantidade r deve
ser feita negativo. Dai Ps = Ekk / 1, ou rs = aa, que é a equagéo da curva de AmB.
(EULER, 1744, §51 R. Levien [10], p.99)°

Figura 5.2: Construgao de Leonhard Euler em Additamentum 1

A partir da construgcédo de Euler, o problema passa a ser o seguinte: Que forma deve ter amB,
caso a extremidade B seja fixa e a extremidade A seja jogada para baixo por uma for¢ca P de

“His central insight was that curvature is additive; more specifically, the curvature of an elastic band under a
moment force is its curvature in an unstressed state plus the product of the moment and a coefficient of elasticity.
But he never properly published this insight. In editing his work for publication in 1744, his nephew Nicholas |
Bernoulli wrote about the equation s = —a? /R, "I have not found this identity established".

551. Hence the figure amB, which the lamina must have in its natural state, can be determined, so that by the
force P, acting in the direction AP, it can be unfolded into the straight line AMB. For letting AM = s, the moment
of the force acting at the point M will equal Ps, and the radius of curvature at M will be infinite by hypothesis, or
1/R = 0. Now the arc am in its natural state being equal to s, and the radius of curvature at m being taken as r,
because this curve is convex to the axis AB, the quantity r must be made negative. Hence Ps = Ekk/r, or rs = aa,
which is the equation of the curve amB.
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modo que a lamina se achate na forma de uma linha reta AB? (veja Figura 5.2) Euler encontra
a solucao diretamente da Teoria de Momentos; o momento de um ponto M qualquer da curva
achatada AB é a forca P vezes a distancia de A até M igual a s.

Notamos que a curvatura da lamina achatada pelo peso P é igual a curvatura da lamina original
k mais 0 momento Ps dividido pela constante de rigidez da lamina Ek? (o quéo facil uma lamina
ou uma mola se dobra depende basicamente dessa constante). Como a lamina achatada é
reta, sua curvatura deve ser igual a zero e temos entdo a seguinte equacao:

Ps Ps
k+ —=0=k=——5.
Ek? Ek?
Euler finalmente associa todas as forcas atribuidas a curva em uma constante. Como vimos no

Capitulo 3, as coordenadas cartesianas da curva sao

52 52
x:/sen(z—az)ds, y:/cos(z—az)ds.

Euler observa que,

A medida que o raio de curvatura diminui continuamente, fica evidente que a curva
nao é produzida para o infinito por quao grande seja o valor do arco tomado. A curva
entdo estara em forma de uma espiral de modo que quando ela for completada, &
enrolada, como se fosse um certo ponto que pode ser chamado de centro. O ponto
parece ser muito dificil de descobrir por essa construgdo. (EULER, apud R. Levien
[10], p.100.)

Finalmente, Euler fica curioso por um método que determina o valor do ponto do centro de con-
vergéncia, concluindo: "...para que alguém pudesse encontrar um método que determinasse,
mesmo que aproximadamente, o valor desta integral, no caso em que s é levado ao infinito; este

problema nao parece ser desprezivel ao melhor desempenho dos gedmetras”.

Adiante, Euler expressa os valores de x e y como séries convergentes, mas nota que se s tomar
valor infinito, ndo seria possivel determinar as coordenadas da curva. O método € muito tedioso
e também demanda muito tempo para fazer as contas como exemplificado em seguida. Temos
uma expansao em séries de Taylor para as integrais em questado, considerando a soma até a
derivada décima segunda e considerando a = 1, Equacao (5.1). Esse método ainda hoje é
eficiente caso se deseje determinar valores onde s é relativamente pequeno, como por exemplo
no intervalo de 0 a 1, sendo geralmente usado para o célculo de curvas de transicdo®. Na

8A curva de transigdo é uma curva de raio variavel usada para conectar curvas circulares com tangentes, para o
propésito de evitar o choque e a guinada devido a mudanca de dire¢ao instantanea e também a subita mudancga
de nivel da pista inclinada. O principal objetivo da curva de transi¢ao, entao, é o de efetuar uma direcao suave
emquanto o veiculo esta entrando ou saindo da curva
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Figura 5.3, foram calculadas, no programa Sage, derivadas de ordem 200 para se conseguir um
esboco suave da curva, o que justifica a escolha de Euler por descobrir um método novo.

$3 57 gl § §2 g13

s s o . 5.1
=6 336 a0400 7 40 73456 599040 (1)

1.2}

0.8

0.6

0.4+

0.2

0.2

Figura 5.3: Plotagem da Espiral de Euler usando Séries de Taylor.

Aproximadamente 38 anos depois, Euler resolve o problema de convergéncia da Espiral em um
de seus Ultimos trabalhos’. Com uma mudanga de variavel, obtém-se:

X = %/ se\r;_(vv) dv, y= %/CO\S/(‘_:})dv. (5.2)

Euler encontra uma forma de determinar os valores das integrais através de sua funcao I" que

para valores naturais é:

o)

I'(z) = /tZIe’dt =1.234..(n—1).
0

No caso de valores fracionarios Euler mostra que F(%) = /T

Lé-se naobraque p = fcosB e g= fsen0 entdo \/pp+qq = f, assim, Z =tan®. Euler chega
no resultado:

I'(z) cos(z0)

I'(z) sen(z0)
Je '

/IZIe’” cos(qt)dt = 7
0

, /tz le™Plsen(qt)dt =
0

’L. Euler [6], p.337.
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Para determinar a coordenada de (5.2) basta considerarg=1, p=0,z= 2 entao p =tan 0 = oo,
logo concluimos que 6 = % e coszb = % = senz0. Que é suficiente para determmamos o valor

Para adiante, a Espiral de Euler tomou importancia pelas descobertas de Fresnel, que relacio-
nava uma particular integral imprépria da curva com a difragao da luz. Em 1874, Cornu plotou
com precisao a Espiral de Euler, por esse motivo a espiral também é conhecida pelo seu nome.

No final do Século XIX, Ernesto Cesaro nomeou a Espiral de Euler por Clotoide e mostrou va-
rias propriedades interessantes da curva, o que ajudou a popularizar o nome Clotéide. Dentre
as propriedades descobertas, podemos citar:

1 - A Clotéide é a unica curva contemplando a propriedade em que o centro de gravidade de
qualquer arco é um centro de semelhanga do circulo osculador e as extremidades do arco.

2 - Quando uma Clotdide rola em uma linha reta, o lugar geométrico do centro de curvatura
correspondente ao ponto de contato é uma hipérbole equilatera assintética para a linha consi-
derada.

Finalmente, em 1890, Arthur Talbot foi o primeiro a discutir em termos matematicos o problema
de uma curva de transicao, que serve para ligar uma reta a uma curva circular de forma segura,
sem problemas com a forga centrifuga. O interessante de toda essa jornada é que a Espiral de
Euler foi descoberta trés vezes de formas e problemas diferentes.

A Clotbide é basicamente uma curva com curvatura proporcional ao comprimento de arco da
mesma determinado a partir de um ponto fixo, nada diferente das definicoes de Euler. Em
"Lezione de Geometria Intrinseca”, Cesaro avalia propriedades de uma grande quantidade de
curvas que sao expressas pelo comprimento de arco, raio de curvatura e uma constante. Devido
a esse trabalho, essa expressao acabou sendo denominada como Equacédo de Cesaro e a
Espiral de Euler ou Clotoéide faz parte desse conjunto. Pela Equacdo de Cesaro, a Clotoide é
p.s= az, sendo p o raio de curvatura da Clotéide num ponto qualquer, s 0 comprimento de arco

compreendido entre esse ponto e outro ponto fixo e @ uma constante.

Destacamos aqui a importancia dessa espiral que, segundo Alfred Gray [9], p.50, "é uma das
mais elegantes de todas as curvas planas".

Concluindo, a Espiral de Euler é de grande importancia para a histéria da matematica e para a
sociedade. Tivemos a oportunidade de evidenciar aqui, detalhes e citacdes de diversos autores,
desde como surgiu a Espiral nos trabalhos de Elastica com James Bernoulli € Euler, nas teorias
de difragdo da luz e nos tragados de curvas de transicdo. Uma histéria bonita de uma curva
bela, que ja dura alguns séculos de descobertas.
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O entendimento da forma da Espiral de Euler foi bastante auxiliado pelo estudo da Geometria
Diferencial. Isto nos faz entender a importancia das associagoes feitas com a taxa de variagao
de uma curva e a sua curvatura, para a construcdo de uma boa curva de transicdo. No caso
dos centros de gravidade da espiral de Euler, mais uma vez, a Geometria Diferencial esteve
presente no estudo da evoluta que é também importante para o entendimento das propriedades
Unicas relativas a esses centros.
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