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Às minha irmãs pelo carinho, apoio, amizade e por sempre acreditarem em mim.
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Resumo

Seja F um corpo de caracteŕıstica zero. Dizemos que a sequência de codimensões
de uma álgebra A é polinomialmente limitada se existem constantes α e t tais que
cn(A) ≤ αnt para todo n ≥ 1. Nesta dissertação, faremos um estudo do crescimento
polinomial das codimensões e ∗-codimensões, baseado nos artigos de Giambruno
- Zaicev e de Giambruno - Mishchenko sobre o assunto. Nosso enfoque principal
se dará em uma interessante descrição das álgebras (e álgebras com involução
∗, respectivamente) com crescimento polinomial das codimensões (∗-codimensões,
respectivamente) na linguagem dos cocaracteres (∗-cocaracteres, respectivamente).
Para isto, exploraremos as teorias de representações do grupo simétrico Sn e do
grupo hiperoctaedral Z2 oSn. Além disso, veremos que, sob determinadas hipóteses,
as álgebras com crescimento polinomial das codimensões podem ser decompostas
em apropriadas subálgebras de dimensões finitas.
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Abstract

Let F be a field of characteristic zero. We say that the sequence of codimensions
of an algebra A is polynomially bounded if there exist constants α and t such
that cn(A) ≤ αnt for all n ≥ 1. In this dissertation, we will study the polynomial
growth of codimensions and ∗-codimensions, based on the articles of Giambruno -
Zaicev and of Giambruno - Mishchenko on the subject. Our main goal is to give an
interesting description of the algebras (and algebras with involution ∗, respecti-
vely) with polynomial growth of codimensions (∗-codimensions, respectively) in the
language of cocharacters (∗-cocharacters, respectively). For this, we will exploit the
theories of representations of the symmetric group Sn and of the hyperoctahedral
group Z2 oSn. Furthermore, we will see that, under some hypotheses, the algebras
with polynomial growth of codimensions can be decomposed into appropriate
finite-dimensional subalgebras.
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Introdução

Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero e A uma F -álgebra associativa. Con-
sidere a álgebra livre associativa unitária F 〈X〉, onde X = {x1, x2, . . .} é um
conjunto de variáveis não comutativas. Um polinômio f = f(x1, . . . ,xn) ∈ F 〈X〉
é uma identidade polinomial de A se f se anula sob qualquer substituição de ele-
mentos de A. Se existe um polinômio f 6= 0 que é uma identidade polinomial de A
então dizemos que A é uma álgebra com identidade polinomial, ou simplesmente
uma PI-álgebra. Por exemplo, se C é uma álgebra comutativa então C é uma PI-
álgebra, pois o polinômio [x1,x2] := x1x2−x2x1 se anula para qualquer substituição
de elementos de C.

O estudo de PI-álgebras, também conhecido como PI-teoria, teve ińıcio com
pesquisas realizadas por Dehn [4], Wagner [39] e Hall [20], que foram publicadas
em 1922, 1936 e 1943, respectivamente. Alguns anos depois, em 1948, a PI-teoria
começou a ser estudada mais profundamente por Kaplansky [23] em um trabalho
que trata da estrutura das PI-álgebras.

Mas, em 1950, o estudo das PI-álgebras ganhou uma nova direção, depois de
um trabalho publicado por Amitsur e Levitzki [1]. Neste artigo podemos encontrar
a prova, por meio de argumentos combinatórios, de que o polinômio standard de
grau 2n é uma identidade polinomial da álgebra de matrizes Mn(F ). Além disso, os
autores ainda provaram que esta é a identidade de menor grau de Mn(F ). Depois
disso, várias outras demonstrações deste resultado foram dadas por diferentes al-
gebristas. Dáı em diante, vários matemáticos têm trabalhado buscando descrever
as identidades polinomiais de determinadas álgebras.

Denote por Id(A) o conjunto formado pelas identidades polinomiais de uma
álgebra A. Temos que Id(A) é um ideal de F 〈X〉 e além disso é fechado sob
todos os endomorfismo de F 〈X〉, sendo então um T -ideal. Portanto, a fim de
descrever completamente Id(A) é suficiente determinar seu conjunto gerador como
T -ideal. Dáı surge a seguinte pergunta: tal conjunto é finitamente gerado? Em
1950, Specht conjecturou que, quando F é um corpo de caracteŕıstica zero, todo
T -ideal é gerado, como T -ideal, por um conjunto finito. Mas este resultado só
foi demonstrado em 1987 por Kemer ([26], [27]) e hoje conhecemos o conjunto
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das identidades de importantes PI-álgebras, dentre elas as álgebras comutativas,
a álgebra de Grassmann de dimensão infinita (que denotaremos por E), a álgebra
M2(F ) das matrizes 2× 2 com entradas em F e a subálgebra UT2(F ) das matrizes
triangulares superiores.

Porém, descrever um conjunto finito de geradores para o conjunto das iden-
tidades polinomiais não é uma tarefa fácil. Por exemplo, o T -ideal Id(Mn(F ))
foi completamente determinado apenas no caso n = 2 ([35], [5]). Para n ≥ 3, o
problema ainda está em aberto. Desta dificuldade em descrever o conjunto das
identidades polinomiais de uma álgebra surge a necessidade de analisar Id(A) por
outros caminhos. Um destes caminhos foi dado por meio de uma função que mede
o crescimento das identidades do T -ideal. Esta ideia foi introduzida por Regev [36]
em 1972, e se tornou um grande objeto de estudo em PI-teoria.

Mais precisamente, seja Pn o F -espaço vetorial dos polinômios multilineares
nas variáveis x1, . . . ,xn. Ou seja

Pn = spanF{xσ(1) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn}.

Dada uma F -álgebra A, considere

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
·

A dimensão de Pn(A) sobre F é denominada n-ésima codimensão de A e denotada
por cn(A).

A sequência de codimensões foi uma alternativa proposta por Regev para tentar
uma aproximação da descrição do T -ideal das identidades de uma álgebra. Existem
muitos resultados provados a respeito da sequência de codimensões de importantes
PI-álgebras. Por exemplo, Krakowski e Regev [29] provaram que cn(E) = 2n−1 e
Malcev [33] provou que cn(UT2(F )) = 2n−1(n− 2) + 2.

Também em 1972, Regev [36] provou que, para qualquer PI-álgebra A, cn(A)
é exponencialmente limitada, isto é, existem constantes a, α > 0 tais que cn(A) ≤
aαn para todo n. Dáı em diante surgiu o interesse de alguns matemáticos em
estudar casos particulares de limitação da sequência {cn(A)}n≥1.

Um caso que se destaca é o estudo de álgebras com sequências de codimensões
polinomialmente limitadas, principal objeto de estudo desta dissertação. Dizer que
a sequência {cn(A)}≥1 é polinomialmente limitada significa que existem constantes
a, t tais que, para todo n, cn(A) ≤ ant. Se tratando de tais álgebras, o matemático
Kemer provou uma série de resultados. Em 1978, Kemer [24] deu uma caracteri-
zação dos T -ideais de tais álgebras na linguagem da teoria de representações do
grupo simétrico Sn. No ano seguinte, o referido autor [25] fez uma nova caracteri-
zação utilizando as álgebras E e UT2(F ), a saber: {cn(A)}n≥1 é polinomialmente
limitada se, e somente se, Id(A) * Id(E) e Id(A) * Id(UT2(F )). Já em 1991,
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Kemer [28] provou um resultado que nos permite reduzir o estudo das álgebras
com sequências das codimensões polinomialmente limitadas àquelas com dimen-
são finita. Mais precisamente, se {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada então
Id(A) = Id(B) para uma apropriada álgebra B de dimensão finita.

Partindo de um enfoque diferente, Giambruno e Zaicev [17], em 2000, fize-
ram uma interessante caracterização de álgebras com crescimento polinomial das
codimensões, utilizando a decomposição do n-ésimo cocaracter em Sn-caracteres
irredut́ıveis. Lembrando que o grupo simétrico Sn age sobre Pn fazendo com que
Pn(A) se torne um Sn-módulo, o Sn-caracter de Pn(A) é chamado n-ésimo cocarac-
ter de A e é denotado por χn(A). Como os Sn-caracteres irredut́ıveis são indexados
por partições de n então podemos escrever

χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ,

onde χλ é o Sn-caracter associado à partição λ e mλ é a respectiva multiplici-
dade. Em [17], os autores mostraram que o n-ésimo cocaracter das álgebras com
crescimento polinomial das codimensões tem uma decomposição apropriada. Mais
precisamente:

Teorema 1. Sejam A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo F de carac-
teŕıstica zero e J(A) seu radical de Jacobson. Então {cn(A)}n≥1 é polinomialmente
limitada se, e somente se,

χn(A) =
∑
λ`n

n−λ1<q

mλχλ

onde J(A)q = {0}.
Note que, embora o resultado acima tenha como hipótese o fato de A ter

dimensão finita, utilizando o resultado supracitado de Kemer, obtemos uma ca-
racterização que independe da finitude da dimensão de A.

A fim de estudar o Teorema 1, utilizamos uma série de resultados e o conceito
de PI-expoente de uma PI-álgebra, o qual é definido como limn→∞

n
√
cn(A) (caso

o limite exista). Como exemplo temos que exp(E) = exp(UT2(F )) = 2. Na década
de 90, Giambruno e Zaicev ([15], [16]) mostraram que o PI-expoente de qualquer
PI-álgebra associativa sobre um corpo de caracteŕıstica zero existe e é um inteiro
não negativo. Vale ressaltar que as álgebras com crescimento polinomial das co-
dimensões são exatamente aquelas cujo o PI-expoente é menor ou igual a 1. Em
2000, Giambruno e Zaicev [18] classificaram as álgebras de PI-expoente 2.

Em um outro contexto, podemos nos perguntar se também é posśıvel obter
uma caracterização das álgebras com involução com crescimento polinomial das
∗-codimensões. Para responder a esta pergunta, considere A uma F -álgebra as-
sociativa com involução ∗. Se {x1,x2, . . .} é um conjunto de variáveis, denotamos
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por F 〈X,∗〉 a álgebra livre associativa unitária gerada por {x1,x
∗
1,x2,x

∗
2, . . .}. Di-

zemos que um ∗-polinômio f = f(x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n) ∈ F 〈X,∗〉 é uma ∗-identidade

de (A,∗) se f(a1,a
∗
1, . . . ,an,a

∗
n) = 0 para quaisquer a1, . . . ,an ∈ A. Por exemplo,

f(x1,x
∗
1) = [x1,x

∗
1] é uma ∗-identidade da álgebra comutativa G2 = F ⊕F, munida

da involução (a,b)∗ = (b,a). Analogamente ao caso ordinário, o conjunto Id(A,∗)
formado por todas as ∗-identidades de A é um T∗-ideal. Isto significa que Id(A,∗)
é um ideal de F 〈X,∗〉 que é fechado sob todos os endomorfismo de F 〈X,∗〉 que
comutam com a involução ∗.

Se A é uma álgebra com involução ∗, considere

Pn(A,∗) =
Pn(∗)

Pn(∗) ∩ Id(A,∗)
,

onde Pn(∗) = spanF{xa1

σ(1) · · ·x
an
σ(n) | σ ∈ Sn, ai ∈ {1,∗}} é o espaço vetorial dos

∗-polinômios multilineares nas variáveis x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n. A dimensão de Pn(A,∗)

é chamada n-ésima ∗-codimensão de A e denotada por cn(A,∗). O grupo hiperoc-
taedral Z2 o Sn age sobre Pn(∗) e portanto Pn(A,∗) se torna um Z2 o Sn-módulo.
O Z2 o Sn-caracter de Pn(A,∗) é denotado por χn(A,∗) e é chamado n-ésimo ∗-
cocaracter de A. Lembrando que os Z2 o Sn-caracteres irredut́ıveis são indexados
por pares de partições (λ,µ), tais que λ ` r e µ ` n − r, r = 0, . . . ,n, então o
n-ésimo ∗-cocaracter de A pode ser escrito como

χn(A,∗) =
n∑
r=0

∑
λ`r

µ`n−r

m̄λ,µχλ,µ.

Assim como no caso ordinário, a sequência das ∗-codimensões é exponencial-
mente limitada. Este resultado foi obtido por Giambruno e Regev [14] em 1985.
Mais tarde, em 1996, Berele [2] exibiu um limite exponencial expĺıcito para a
sequência {cn(A,∗)}n≥1. Podemos assim fazer uma interessante análise quando a
sequência {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada.

Em 2000, Giambruno e Zaicev classificaram as álgebras de dimensão finita com
involução cujas sequências {cn(A,∗)} são polinomialmente limitadas. Analogamen-
te ao caso ordinário, esta caracterização foi feita a partir da decomposição do n-
ésimo ∗-cocaracter. Mais precisamente, os autores provaram o seguinte resultado:

Teorema 2. Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero e A uma F -álgebra de di-
mensão finita com involução ∗. Então a sequência de ∗-codimensões {cn(A,∗)}n≥1

é polinomialmente limitada se, e somente se,

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n
n−λ1<q

mλ,µχλ,µ,

onde J(A)q = {0}.
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Mas também é posśıvel obter uma classificação geral que independa do fato
da álgebra ter dimensão finita. Neste sentido, Giambruno e Mishchenko [10] pu-
blicaram em 2001 o seguinte resultado:

Teorema 3. Seja A uma álgebra com involução ∗ sobre um corpo de caracteŕıstica
zero. Então cn(A,∗) ≤ αnt para certos α e t se, e somente se, existe uma constante
δ tal que

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ

e mλ,µ = 0 sempre que ou |λ| − λ1 > δ ou |µ| > δ.

Os Teoremas 1, 2 e 3 estão entre os principais resultados trabalhados nesta
dissertação. Vale ressaltar que os mesmos, além de tratarem de resultados impor-
tantes em PI-teoria e relacionados entre si, apresentam demonstrações que envol-
vem técnicas diferentes e muito interessantes. É importante também mencionar
que a compreensão de tais demonstrações requer o estudo de diversos conceitos e
resultados importantes da teoria de álgebras, envolvendo semissimplicidade, teo-
remas de estrutura, teoria geral de representações e caracteres, teoria de Young,
PI-álgebras e PI-expoente. Muitos destes resultados serão abordados ao longo
desta dissertação, que se divide em seis caṕıtulos.

O primeiro caṕıtulo é destinado a uma séries de resultados e definições básicas.
Definimos semissimplicidade em módulos e anéis, caracteres induzidos e apresenta-
mos importantes teoremas. Dentre eles estão os Teoremas de Wedderburn-Artin,
de Maschke e de Wedderburn-Malcev.

No segundo caṕıtulo, definimos PI-álgebras, a álgebra de Grassmann, polinô-
mios multilineares, polinômios alternados e, em particular, o polinômio standard.
Definimos também a n-ésima codimensão de uma álgebra, o PI-expoente de uma
PI-álgebra e apresentamos alguns resultados que caracterizam as álgebras com
sequências de codimensões polinomialmente limitadas a partir do PI-expoente.

No terceiro caṕıtulo, apresentamos a teoria de Young sobre as representações
de Sn, vemos como o grupo simétrico age sobre o conjunto dos polinômios mul-
tilineares e definimos o n-ésimo cocaracter de uma álgebra. Por fim vemos como
funciona a interessante regra de Littlewood-Richardson.

Já no quarto caṕıtulo, definimos involução e apresentamos alguns resultados
sobre álgebras de dimensão finita com involução, dentre eles uma generalização
do Teorema de Wedderburn-Malcev. Definimos ∗-identidades, o T∗-ideal de uma
álgebra e também a n-ésima ∗-codimensão. Na última seção, vemos como os grupos
hiperoctaedral e Sr×Sn−r agem sobre conjuntos de ∗-polinômios multilineares. A
partir disto, definimos o n-ésimo ∗-cocaracter e o (r,n − r)-ésimo ∗-cocaracter de
uma álgebra com involução.

Duas caracterizações para as álgebras com crescimento polinomial das codi-
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mensões são vistas no quinto caṕıtulo. A primeira delas envolve a decomposição
de Wedderburn-Malcev de uma álgebra de dimensão finita. A segunda caracteri-
zação é feita a partir da decomposição do n-ésimo cocaracter de uma álgebra de
dimensão finita, enunciada no Teorema 1. Neste mesmo caṕıtulo apresentamos
um resultado similar à segunda caracterização, o qual vale em geral para álgebras
sobre corpos de caracteŕıstica zero.

No sexto, e último caṕıtulo, apresentamos a demonstração do Teorema 2, utili-
zando técnicas semelhantes às do caṕıtulo anterior. Por fim, por meio de técnicas
diferentes, apresentamos a demonstração do Teorema 3.

Terminamos o trabalho fazendo alguns comentários gerais a respeito das álge-
bras com crescimento polinomial das codimensões e ∗-codimensões, e mencionando
algumas classificações de outros casos particulares, dentre os quais se encontram
os de superálgebras.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Ao longo deste caṕıtulo vamos enunciar alguns resultados gerais que serão utili-
zados nos demais caṕıtulos. Sempre escreveremos R para denotar um anel com
unidade e F para denotar um corpo.

1.1 Módulos e F -álgebras

Vamos apresentar nesta seção o conceito de módulos e F -álgebras. Veremos tam-
bém vários exemplos.

Definição 1.1.1. Um grupo abeliano aditivo M dotado de uma multiplicação por
escalar

R×M → M
(r,m) 7→ r ·m

é chamado um R-módulo (à esquerda) se, para quaisquer r1, r2 ∈ R e m1,m2 ∈
M, as seguintes condições são satisfeitas:

i) 1 ·m1 = m1;

ii) (r1r2) ·m1 = r1 · (r2 ·m1);

iii) (r1 + r2) ·m1 = r1 ·m1 + r2 ·m1;

iv) r1 · (m1 +m2) = r1 ·m1 + r1 ·m2.

A fim de simplificar a notação, se r ∈ R e m ∈ M , vamos escrever apenas
rm para denotar a operação r · m. De maneira análoga podemos definir um R-
módulo à direita. No decorrer deste trabalho, a menos de menção ao contrário,
escreveremos simplesmente R-módulo sempre que trabalharmos com R-módulo à
esquerda.
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Definição 1.1.2. Sejam M e N módulos sobre um anel R. Uma função
f : M → N é um isomorfismo de R-módulos se f é uma bijeção e se para
quaisquer m1, m2 ∈M e r ∈ R vale

f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2) e f(rm1) = rf(m1).

Definição 1.1.3. Sejam M um R-módulo e N um subconjunto de M. Se N, com
a operação induzida de M , ainda for um R-módulo então dizemos que N é um
R-submódulo de M .

Chamaremos os submódulos M e {0} de um módulo M de submódulos tri-
viais.

Exemplo 1.1.4. Considere o anel dos inteiros Z e seja G um grupo abeliano
aditivo. Defina

zg = g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
z vezes

se z ≥ 0

e
zg = (−g) + · · ·+ (−g)︸ ︷︷ ︸

−z vezes

se z < 0.

Com este produto, o grupo G é um Z-módulo. Além disso, os subgrupos de G são
os Z-submódulos de G.

Definição 1.1.5. Sejam G um grupo (não necessariamente finito) e R um anel.
Considere o conjunto RG formado por todas as combinações lineares formais do
tipo

α =
∑
g∈G

agg

onde ag ∈ R e ag 6= 0 apenas para um número finito de elementos de G. Dados

α =
∑
g∈G

agg e β =
∑
h∈G

bhh em RG, defina as seguintes operações:

α + β =
∑
g∈G

(ag + bg)g,

αβ =
∑
g,h∈G

agbhgh.

Com estas operações, RG se torna um anel com unidade chamado anel de grupo
de G sobre R.

Se λ ∈ R definimos também outra operação dada por

λα =
∑
g∈G

(λag)g

e assim RG se torna um R-módulo.
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Exemplo 1.1.6. Se R é um anel, considere

R×R → R
(r,s) 7→ rs.

Munido desta operação, R é um R-módulo. É fácil verificar que os R-submódulos
de R são os ideais à esquerda de R.

O exemplo acima nos mostra que todo anel R pode ser visto como um R-
módulo. Além disso, se R = F é um corpo, então a noção de R-módulo coincide
com a noção de espaço vetorial sobre F.

Se M1 e M2 são submódulos de um R-módulo M , definimos a soma de M1 e
M2 como

M1 +M2 = {m1 +m2 | m1 ∈M1,m2 ∈M2}.

A soma assim definida, também é um submódulo de M. Podemos agora definir
soma direta de submódulos.

Definição 1.1.7. Sejam M1, . . . ,Mk submódulos de um R-módulo M . Escrevemos

M = M1 u · · ·uMk

e dizemos que M é soma direta de M1, . . . ,Mk (como módulo) se

i) M = M1 + · · ·+Mk;

ii) m1 + · · ·+mk = 0, mi ∈Mi, implica mi = 0 para i = 1, . . . ,k.

Definição 1.1.8. Seja M um R-módulo. Dizemos que M é um módulo simples
ou irredut́ıvel se M 6= {0} e os únicos submódulos de M são os submódulos
triviais. Por outro lado, se M 6= {0} possuir submódulo não trivial, então dizemos
que M é redut́ıvel.

Exemplo 1.1.9. Se p é primo então o anel Zp é um Zp-módulo simples. De fato,
seus únicos ideais à esquerda são {0} e Zp.

Definição 1.1.10. Seja F um corpo. Um espaço vetorial A sobre F é chamado
uma F -álgebra associativa (ou apenas álgebra) se A é um anel e, para quaisquer
a, b ∈ A e α ∈ F, tivermos

α(a · b) = (αa) · b = a · (αb)

onde · denota a operação de multiplicação no anel A.
Se B é um subconjunto de A que ainda é uma F -álgebra então dizemos que B

é uma F -subálgebra de A.
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Se A for um anel comutativo dizemos que A é uma F -álgebra comutativa.
Definimos a dimensão de uma álgebra A como a dimensão do espaço vetorial A
sobre F.

Vejamos alguns exemplos de álgebras.

Exemplo 1.1.11. Denote por Mn(F ) o conjunto das matrizes n×n com entradas
em F munido das operações usuais. É fácil ver que Mn(F ) é, para n ≥ 2, uma
F -álgebra não comutativa de dimensão n2.

Exemplo 1.1.12. Seja UTn(F ) o conjunto das matrizes triangulares superiores
com entradas em F e com operações induzidas de Mn(F ). Então UTn(F ) é uma

F -álgebra não comutativa de dimensão (n+1)n
2

, para n ≥ 2.

Definição 1.1.13. Sejam A1, . . . , Ak subálgebras de uma F -álgebra A. Escreve-
mos

A = A1 ⊕ · · · ⊕ Ak
e dizemos que A é soma direta de A1, . . . , Ak (como álgebra) se

i) A = A1 + · · ·+ Ak;

ii) a1 + · · ·+ ak = 0, ai ∈ Ai, implica ai = 0 para i = 1, . . . ,k;

iii) AiAj = {0} para i,j = 1, . . . ,k e i 6= j.

1.2 Produto Tensorial

Vamos ver nesta seção a definição e alguns resultados sobre produto tensorial de
R-módulos. Veremos também como este produto funciona em F -álgebras.

Definição 1.2.1. Sejam A e B R-módulos. Considere o módulo livre

L = spanR{(a,b) | a ∈ A, b ∈ B},

e J o submódulo de L gerado por elementos da forma

(a+ a′,b)− (a,b)− (a′,b)

(a,b+ b′)− (a,b)− (a,b′)

(ra,b)− r(a,b)
(a,rb)− r(a,b)

onde a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B e r ∈ R. O grupo quociente L/J é chamado produto
tensorial de A e B e denotado por A ⊗R B. A classe (a,b) + J é denotada por
a⊗ b.
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Note que um elemento t́ıpico de A⊗R B é da forma∑
i

ri(ai ⊗ bi)

onde ai ∈ A, bi ∈ B e ri ∈ R. Além disso, da definição de produto tensorial, se
a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B e r ∈ R então as seguintes propriedades são satisfeitas:

i) (a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b

ii) a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′

iii) r(a⊗ b) = (ra)⊗ b = a⊗ (rb).

Se F é um corpo e A e B são F -álgebras então a multiplicação

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (aa′)⊗ (bb′)

está bem definida e isso faz com que A⊗F B se torne uma F -álgebra. E ainda, no
caso em que K é uma extensão de F temos o seguinte resultado:

Proposição 1.2.2 ([34], Proposição 2.10.10). Se K é uma extensão de F e A é
uma F -álgebra então A⊗F K é uma K-álgebra.

A proposição acima é muito útil, pois muitas vezes precisamos trabalhar sobre
corpos algebricamente fechados. Consideramos então F̄ o fecho algébrico de F e
temos que A⊗F F̄ é uma álgebra sobre o corpo algebricamente fechado F̄ . Além
disso, o subconjunto A⊗ 1 é uma subálgebra de A⊗F F̄ isomorfa a A.

Para falar em corpos de decomposição de um grupo vejamos a seguinte defini-
ção:

Definição 1.2.3. Sejam A uma F -álgebra e M um A-módulo irredut́ıvel. Dizemos
que M é absolutamente irredut́ıvel se M⊗FK é um A⊗FK-módulo irredut́ıvel
para toda extensão K de F.

Definição 1.2.4. Seja G um grupo finito. Dizemos que F é um corpo de de-
composição de G se todo FG-módulo irredut́ıvel for absolutamente irredut́ıvel.

Vale ressaltar que todo grupo finito possui um corpo de decomposição. De fato,
se G é um grupo finito então existe um corpo de números algébricos que é corpo
de decomposição de G (veja o Teorema 29.16 de [3]).

Observação 1.2.5. No caso do grupo simétrico Sn todo corpo de caracteŕıstica
zero é corpo de decomposição de Sn (veja §29 de [3]).

Em relação à observação acima, veremos no final da próxima seção que, em
geral, isto não acontece para qualquer grupo.
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1.3 Semissimplicidade

Esta seção é dedicada a semissimplicidade de módulos e anéis. Apresentaremos
também alguns teoremas importantes. Dentre eles estão os conhecidos Teorema
de Wedderburn-Artin e o Teorema de Maschke.

Definição 1.3.1. Seja M um R-módulo. Dizemos que M é um módulo se-
missimples se, para todo submódulo N de M, existir um submódulo N ′ tal que
M = N uN ′.

Como consequência da definição acima, todo módulo simples é semissimples.
Mas a rećıproca não é verdadeira. Veremos isso mais adiante através de um exem-
plo.

Podemos estender a noção de semissimplicidade de módulos para anéis:

Definição 1.3.2. Seja R um anel. Dizemos que R é semissimples se o R-módulo
R for semissimples.

O próximo teorema relaciona a semissimplicidade de R com a semissimplicidade
dos R-módulos. Antes de enunciá-lo, precisaremos da seguinte definição:

Definição 1.3.3.

i) Seja I 6= {0} um ideal à esquerda de R. Se, para qualquer ideal J à esquerda
de R tal que {0} ⊆ J ⊆ I, tivermos J = {0} ou J = I, dizemos que I é um
ideal à esquerda minimal de R;

ii) Seja I 6= R um ideal à esquerda de R. Se, para qualquer ideal L à esquerda de
R tal que I ⊆ L ⊆ R, tivermos L = I ou L = R, então dizemos que I é um
ideal à esquerda maximal de R.

Teorema 1.3.4 ([34], Teorema 2.5.7). Dado um anel R, as seguintes condições
são equivalentes:

i) Todo R-módulo é semissimples;

ii) R é um anel semissimples;

iii) R é soma direta de um número finito de ideais à esquerda minimais.

Exemplo 1.3.5. Considere Mn(D) o anel de matrizes n×n com entradas em D,
onde D é um anel de divisão. Defina

L1 =


D 0 · · · 0
D 0 · · · 0
...

...
. . .

...
D 0 · · · 0

 , . . . , Ln =


0 0 · · · D
0 0 · · · D
...

...
. . .

...
0 0 · · · D

 .
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Pode-se verificar que Li é um ideal à esquerda minimal de Mn(D), para i = 1, . . . ,n.
Além disso, é fácil ver que

Mn(D) = L1 u · · ·u Ln.

Pelo teorema anterior, Mn(D) é um anel semissimples. Porém, Mn(D) não é um
Mn(D)-módulo simples. Temos então um exemplo de que módulo semissimples
não implica em módulo simples.

Se R é um anel semissimples, o Teorema 1.3.4 nos diz que podemos escrever R
como uma soma direta de ideais à esquerda minimais. Reordenando, se necessário,
podemos agrupar os ideais isomorfos:

R = L11 u · · ·u L1r1︸ ︷︷ ︸
I1

uL21 u · · ·u L2r2︸ ︷︷ ︸
I2

u · · ·u Ls1 u · · ·u Lsrs︸ ︷︷ ︸
Is

.

Com esta notação, Lij ∼= Lik e LijLhk = {0} se i 6= h (veja Lema 2.5.13 de
[34]). Além disso, pode-se provar que, cada Ii é um ideal bilateral minimal de R,
IiIj = {0} se i 6= j e Ii ∼= Mni(Di), para algum ni ∈ N e algum anel de divisão Di.
Temos então o conhecido Teorema de Wedderburn-Artin.

Teorema 1.3.6 ([34], Teorema 2.6.18 - Wedderburn-Artin). Um anel R é se-
missimples se, e somente se, R é soma direta de álgebras de matrizes sobre anéis
de divisão:

R ∼= Mn1(D1)⊕ · · · ⊕Mns(Ds).

Retomando as ideias discutidas acima, se R é semissimples então podemos
escrever R = I1 ⊕ · · · ⊕ Is, onde cada Ii é um ideal bilateral minimal de R. Além
disso, como consequência direta da Proposição 2.6.7 de [34] temos que estes são
todos os ideais bilaterais minimais de R. Temos assim o seguinte resultado:

Proposição 1.3.7. R é um anel semissimples se, e somente se,

R = L1 ⊕ · · · ⊕ Ls

onde cada Li é um ideal bilateral minimal de R. Neste caso, se L é um ideal
bilateral minimal de R então L = Lk para algum k = 1, . . . ,s.

Um elemento e ∈ R é idempotente se e2 = e. Por outro lado, um elemento
r ∈ R é nilpotente se rn = 0 para algum n natural. Apresentaremos a seguir
alguns resultados importantes.

Proposição 1.3.8 ([34], Teorema 2.5.10). Seja R um anel. Então R é semissim-
ples se, e somente se, todo ideal L à esquerda de R é da forma L = Re, onde
e ∈ R é um idempotente.
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Podemos também utilizar idempotentes para caracterizar a decomposição de
anéis semissimples como soma de ideais bilaterais minimais.

Teorema 1.3.9 ([34], Teorema 2.6.9). Seja R = ⊕si=1Li a decomposição de um
anel semissimples como uma soma direta de ideais bilaterais minimais. Então
existe uma famı́lia {e1, . . . ,es} de elementos de R tais que:

i) ei 6= 0 é um idempotente central, i = 1, . . . ,s;

ii) Se i 6= j então eiej = 0;

iii) 1 = e1 + · · ·+ es;

iv) ei não pode ser escrito como ei = e′i + e′′i onde e′i,e
′′
i são idempotentes centrais

tais que e′i,e
′′
i 6= 0 e e′ie

′′
i = 0, i = 1, . . . ,s.

Agora, quando trabalhamos com o anel de grupo RG, obtemos através do
Teorema de Maschke condições necessárias e suficientes para que RG seja semis-
simples.

Teorema 1.3.10 ([34], Teorema 3.4.7 - Maschke). Seja G um grupo. Então RG
é semissimples se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

i) R é um anel semissimples;

ii) G é finito;

iii) |G| é invert́ıvel em R.

O corolário abaixo é consequência imediata do Teorema de Maschke.

Corolário 1.3.11 ([34], Corolário 3.4.8). Sejam G um grupo finito e F um corpo.
Então FG é semissimples se, e somente se, char(F ) - |G|. Em particular, se F é
um corpo de caracteŕıstica zero e G é um grupo finito então FG é semissimples.

Teorema 1.3.12 ([34], Corolário 3.4.10). Sejam G um grupo finito e F um corpo
algebricamente fechado tal que char(F ) - |G|. Então

FG ∼=
r⊕
i=1

Mni(F )

onde n2
1 + n2

2 + · · ·+ n2
r = |G|.

Portanto, se tivermos um grupo finito G e um corpo algebricamente fechado F
então o anel de grupo FG pode ser escrito como uma soma direta de álgebras de
matrizes sobre F . Mas em geral isso não acontece. Vejamos um exemplo:
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Exemplo 1.3.13 ([34], Exemplo 4.2.8). Seja G o grupo ćıclico de ordem 7 gerado
por um elemento a ∈ G, isto é, G = (a | a7 = 1). Se F = Q é o corpo dos racionais
então

QG ∼= Q⊕Q(ζ)

onde ζ denota uma raiz primitiva da unidade de ordem 7.
Por outro lado, se F = C é o corpo dos complexos então

QG = C⊕ · · · ⊕ C︸ ︷︷ ︸
7 vezes

.

Portanto, nem sempre podemos escrever FG como soma de álgebras de matrizes
sobre o corpo F . No entanto, se F for corpo de decomposição de G então sempre
conseguimos obter esta decomposição. Além disso, o número de componentes é
exatamente o número de classes de conjugação de G.

Teorema 1.3.14. Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que char(F ) - |G|.
Então F é corpo de decomposição de G se, e somente se,

FG ∼=
r⊕
i=1

Mni(F ),

onde ni ∈ N para todo i, e r é o número de classes de conjugação de G.

Em particular, como todo corpo de caracteŕıstica zero é corpo de decomposição
de Sn, então

FSn ∼=
r⊕
i=1

Mni(F )

onde r é o número de classes de conjugação de Sn.

1.4 Radical de Jacobson e Teorema de Wedderburn-

Malcev

O radical de Jacobson será muito utilizado no decorrer deste trabalho. Agora,
vamos defini-lo e apresentar alguns resultados. Para começar, denote por I o
conjunto de todos os ideais à esquerda maximais de R. Relembre que R denota
um anel com unidade.

Definição 1.4.1. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R), é dado pela
interseção de todos os ideais à esquerda maximais de R. Ou seja,

J(R) =
⋂
I∈I

I.
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Temos então que J(R) é um ideal à esquerda de R. Pode-se também definir
o radical de Jacobson como a interseção de todos os ideais à direita maximais de
R. Esta definição é equivalente à definição dada acima e dela temos que J(R) é
um ideal à direita de R. Portanto, J(R) é um ideal bilateral de R. Além desta,
existem outras definições equivalentes à Definição 1.4.1. Vejamos isto através do
seguinte lema:

Lema 1.4.2 ([31], Lema 4.1 e Lema 4.2). Para todo y ∈ R a seguintes afirmações
são equivalentes:

i) y ∈ J(R);

ii) 1− xy é invert́ıvel para todo x ∈ R;

iii) yM = {0} para qualquer R-módulo simples M.

Quando trabalhamos com uma álgebra A de dimensão finita obtemos outras
caracterizações para o radical de Jacobson J(A). Antes de ver como isso acontece
considere a próxima definição.

Definição 1.4.3. Seja I um ideal de R. Dizemos que I é nilpotente se existe um
natural n tal que In = {0}. O menor inteiro n com esta propriedade é chamado
ı́ndice de nilpotência de I.

Proposição 1.4.4 ([31], Lema 4.1 e Lema 4.2). Seja A uma F -álgebra de dimensão
finita sobre F. Então J(A) é o maior ideal nilpotente de A.

Exemplo 1.4.5. O radical de Jacobson de UTn(F ) é o ideal das matrizes tri-
angulares estritamente superiores. De fato, se A = (αij) ∈ UTn(F ) é tal que,
para algum i = 1, . . . ,n, temos αii 6= 0 então An possui a entrada (i,i) não nula.
Mais precisamente, a entrada (i,i) é αnii 6= 0. Como J(UTn(F )) é o maior ideal
nilpotente, segue que A /∈ J(UTn(F )).

Reciprocamente, se A é uma matriz triangular estritamente superior então A
pode ser escrita como

A =
∑

1≤i<j≤n

αijEij =
∑

2≤i+1≤j≤n

αijEij

onde αij ∈ F e

EijEkl =

{
Eil, se j = k,

0, se j 6= k.

Como j ≥ i+ 1 e l ≥ k + 1, para j = k teremos l ≥ i+ 2. Assim

A2 =
∑

3≤i+2≤j≤n

βijEij
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onde βij ∈ F. De forma análoga segue que

Am =
∑

m+1≤i+m≤j≤n

γijEij

onde γij ∈ F. Logo, para m ≥ n, temos que Am = {0}.

Também é posśıvel caracterizar o radical de Jacobson de uma álgebra de di-
mensão finita A de acordo com a semissimplicidade desta álgebra.

Proposição 1.4.6 ([34], Teorema 2.7.16). Seja A uma F -álgebra de dimensão
finita. Então A é semissimples se, e somente se, J(A) = {0}.

Além disso, quando consideramos o fecho algébrico de F , temos o seguinte
resultado.

Lema 1.4.7 ([38], Teorema 2.5.36). Seja A uma F -álgebra e F̄ o fecho algébrico
de F . Então

J(Ā) = J(A)⊗F F̄
onde Ā = A⊗F F̄ .

Em seguida, apresentamos um resultado sobre radical de Jacobson de álge-
bras de dimensão finita, que será muito importante para demonstrar os principais
resultados desta dissertação.

Teorema 1.4.8. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre F. Se Ā = A⊗F F̄
então J(A)q = {0} se, e somente se, J(Ā)q = {0}.

Demonstração. Primeiramente suponha J(A)q = {0}. Tome a1 ⊗ b1, . . . ,aq ⊗ bq ∈
J(A)⊗F Ā. Então temos que

(a1 ⊗ b1) · · · (aq ⊗ bq) = (a1 · · · aq)︸ ︷︷ ︸
∈J(A)q

⊗(b1 · · · bq) = 0.

Logo, J(Ā)q = {0}.
Reciprocamente, suponha J(Ā)q = {0}. Então

(a1 ⊗ b1) · · · (aq ⊗ bq) = 0

para quaisquer a1, . . . ,aq ∈ J(A) e b1, . . . ,bq ∈ Ā. Em particular, temos que

0 = (a1 ⊗ 1) · · · (aq ⊗ 1) = (a1 · · · aq)⊗ 1.

Portanto, a1 · · · aq = 0 para todo ai ∈ J(A), com i = 1, . . . ,q. Isso implica que
J(A)q = {0}.
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Finalizamos esta seção com um resultado muito importante no estudo de álge-
bras. O Teorema de Wedderburn-Malcev será utilizado com recorrência ao longo
deste trabalho, principalmente nas seções finais. Antes de enunciá-lo, vejamos o
conceito de F -subálgebra maximal.

Definição 1.4.9. Uma F -subálgebra B é maximal em A se para qualquer F -
subálgebra A′ tal que B ⊆ A′ ⊆ A tivermos A′ = B ou A′ = A.

Teorema 1.4.10 ([19], Teorema 3.4.3 - Wedderburn-Malcev). Seja A uma
álgebra de dimensão finita sobre um corpo F de caracteŕıstica zero e seja J(A) seu
radical de Jacobson. Então existe uma subálgebra semissimples maximal B tal que

A = B u J(A).

Além disso, se B e B′ são subálgebras semissimples tais que A = B u J(A) =
B′ u J(A), então existe x ∈ J(A) tal que B′ = (1 + x)B(1 + x)−1.

Tendo em vista o Teorema de Wedderburn-Artin, se char(F ) = 0 e A é uma
F -álgebra de dimensão finita, então podemos escrever

A = B1 ⊕ · · · ⊕Bm u J(A)

onde Bi
∼= Mni(Di) para algum anel de divisão Di.

Exemplo 1.4.11. Considere a álgebra UT2(F ) das matrizes triangulares superio-
res 2× 2. Como vimos no Exemplo 1.4.5,

J(UT2(F )) =

{(
0 β
0 0

)
| β ∈ F

}
=

(
0 F
0 0

)
.

Se

B1 =

(
F 0
0 0

)
e B2 =

(
0 0
0 F

)
então pode-se verificar que B1 ⊕ B2 é uma subálgebra semissimples maximal em
UT2(F ). Logo, a decomposição de Wedderburn-Malcev de UT2(F ) é dada por

UT2(F ) =

(
F 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 F

)
u

(
0 F
0 0

)
.

1.5 Caracteres

Veremos nesta seção o conceito de caracteres. Iniciaremos falando um pouco sobre
representações. Para isto, considere G um grupo finito e V um espaço vetorial de
dimensão finita sobre um corpo F. Denote por GL(V ) o grupo das transformações
lineares invert́ıveis de V.
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Definição 1.5.1. Uma representação de G em V é um homomorfismo

ρ : G → GL(V )
g 7→ ρg.

O grau da representação é definido como a dimensão de V sobre F.

Note que a escolha de uma base de V define um isomorfismo de GL(V ) em
GLn(F ), o grupo das matrizes n × n invert́ıveis com entradas em F. Assim, para
cada representação ρ deG em V podemos associar uma representação matricial:

[ρ] : G → GLn(F )
g 7→ [ρg]β

onde β é uma base de V.
A fim de exibir a representação matricial de um grupo G é suficiente determinar

a representação matricial correspondente ao conjunto dos geradores de G.

Exemplo 1.5.2. Considere agora o grupo simétrico S3. As permutações (12) e
(123) geram S3. Defina

X =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 e Y =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .
A função

ρ : S3 → GL3(R)
(12) 7→ X
(123) 7→ Y

é uma representação de grau 3 de S3 sobre R.

Uma conexão entre representações e módulos é obtida através de anéis de grupo.

Proposição 1.5.3 ([34], Proposição 4.2.1). Sejam G um grupo e F um corpo.
Então existe uma bijeção entre representações de G sobre F e FG-módulos de
dimensão finita sobre F.

Relembre que se A = (aij) é uma matriz n× n então a função

tr(A) =
n∑
i=1

aii

é chamada traço de A. A partir desta definição podemos falar sobre caracteres.
Vejamos a definição:
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Definição 1.5.4. Considere M o FG-módulo que corresponde à representação
matricial g 7→ [ρg] de G, onde [ρg] ∈ GLn(F ). Defina a função χ : G → F dada
por

χ(g) = tr[ρg].

Dizemos então que χ é o caracter de G produzido pela representação ρ ou pro-
duzido pelo módulo correspondente M. O grau do caracter χ, dado por χ(1),
é o grau da representação ρ. Se o FG-módulo correspondente M for irredut́ıvel
então dizemos que χ é um caracter irredut́ıvel. Caso contrário, dizemos que χ é
redut́ıvel.

Exemplo 1.5.5. Considerando a representação de S3 dada no Exemplo 1.5.2 te-
mos que

χ(1) = 3, χ((12)) = 1 e χ((123)) = 0.

Além disso, temos que

χ((13)) = 1, χ((23)) = 1 e χ((132)) = 0.

Lembrando que char(F ) = 0 e tendo em vista o Teorema de Maschke (Teorema
1.3.10), observamos que qualquer caracter redut́ıvel é escrito como soma de carac-
teres irredut́ıveis. Além disso, sob determinadas hipóteses, o número de caracteres
irredut́ıveis de um grupo está relacionado com número de classes de conjugação
do grupo. Vejamos isto através do próximo teorema.

Teorema 1.5.6 ([3], §30). Seja F um corpo de decomposição de G. Então o nú-
mero de caracteres irredut́ıveis de G é igual ao número de classes de conjugação
de G.

Podemos nos perguntar também se dados dois FG-módulos M e N com carac-
teres χ e ψ, respectivamente, como calcular o caracter associado ao módulo M⊗FG
N. Em resposta a esta pergunta temos o seguinte resultado.

Proposição 1.5.7 ([22], Proposição 19.6). Sejam M e N FG-módulos com carac-
teres χ e ψ, respectivamente. Então o caracter do FG-módulo M ⊗FG N é dado
por

(χψ)(g) = χ(g)ψ(g)

para todo g ∈ G.

Terminamos esta seção com definições que serão utilizadas no Caṕıtulo 3.

Definição 1.5.8. Seja G um grupo e ρ1 : G → GL(V ) e ρ2 : G → GL(W ) duas
representações de G sobre um corpo F . Então ρ1 e ρ2 são equivalentes se existir
um isomorfismo de módulos Φ : V → W tal que ρ2 = Φρ1Φ

−1. Caso contrário,
dizemos que ρ1 e ρ2 são não equivalentes.
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Definição 1.5.9. Sejam χ1, . . . ,χr caracteres de um grupo G. Dizemos que
{χ1, . . . ,χr} é um conjunto completo de caracteres irredut́ıveis de G se
r é o número de representações irredut́ıveis não equivalentes de G e cada χi cor-
responde a uma destas representações irredut́ıveis.

1.6 Módulos e caracteres induzidos

Agora vamos construir um FG-módulo a partir de um FH-módulo, onde H é um
subgrupo de um grupo finito G.

Definição 1.6.1. Sejam H um subgrupo de um grupo finito G e M um FH-
módulo. Então

M ↑G := FG⊗FH M

é um FG-módulo chamado módulo induzido de M .

Observe que podemos escrever G como união disjunta de classes laterais à
esquerda de H da seguinte forma

G = g1H ∪ g2H ∪ · · · ∪ gtH

onde g1 = 1 e t = [G : H] é o número de classes laterais distintas à esquerda de
H em G. Então todo elemento de G pode ser expresso como um produto gih,
1 ≤ i ≤ t, h ∈ H com gi e h unicamente determinados. Portanto, cada elemento
de FG pode ser escrito de maneira única como

t∑
i=1

gibi

com bi ∈ FH. Assim temos que

FG = g1FH u · · ·u gtFH

é um FH-módulo. Segue então que

M ↑G = FG⊗FH M = (g1FH u · · ·u gtFH)⊗FH M
= (g1FH ⊗FH M) u · · ·u (gtFH ⊗FH M)

= g1 ⊗M u · · ·u gt ⊗M

e obtemos assim uma decomposição expĺıcita para M ↑G.

Definição 1.6.2. Se χ é o caracter do FH-módulo M então denotamos por χ↑G
o caracter do módulo M ↑G chamado caracter induzido. Dizemos também que
χ↑G é induzido de χ.
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É natural nos perguntar como fazemos para obter o caracter induzido χ↑G a
partir de χ. Para responder a esta pergunta, considere uma F -base {m1, . . . ,mr}
de M . Dado h ∈ H, para cada i = 1, . . . ,r, existem αji(h) ∈ F , j = 1, . . . ,r, tais
que

hmi =
r∑
j=1

αji(h)mj.

Se T é a representação matricial correspondente a M associada à base acima, então

T (h) = (αij(h)).

Além disso, se t = [G : H] então o conjunto

B = {gi ⊗mj | 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ r}
forma uma base para M ↑G sobre F . Partindo deste conjunto vamos calcular a
matriz da representação U correspondente ao módulo M ↑G. Para isto, precisamos
escrever, para cada g ∈ G e cada gi ⊗mj ∈ B, o elemento g(gi ⊗mj) como uma
combinação linear sobre F dos elementos de B. Note que ggi = gkh para algum
h ∈ H e k tal que 1 ≤ k ≤ t. Segue que

g(gi ⊗mj) = ggi ⊗mj = gkh⊗mj = gk ⊗ hmj =
r∑
s=1

αsj(h)gk ⊗ms. (1.1)

Podemos estender o domı́nio de αsj (de H para G) tomando

αsj(x) = 0 se x ∈ G, x /∈ H. (1.2)

Lembrando que h = g−1
k ggi e usando (1.2), podemos escrever (1.1) da seguinte

forma

g(gi ⊗mj) =
r∑
s=1

t∑
k=1

αsj(g
−1
k ggi)gk ⊗ms. (1.3)

Reordenado os elementos da base B da seguinte maneira

g1 ⊗m1, . . . , g1 ⊗mr,g2 ⊗m1, . . . , g2 ⊗mr, . . . ,gt ⊗m1, . . . , gt ⊗mr

e tendo em vista a Equação (1.3) podemos escrever

U(g) =



α11(g−1
1 gg1) · · · α1r(g−1

1 gg1) · · · · · · α11(g−1
1 ggt) · · · α1r(g−1

1 ggt)
...

...
...

...
αr1(g−1

1 gg1) · · · αrr(g−1
1 gg1) · · · · · · αr1(g−1

1 ggt) · · · αrr(g−1
1 ggt)

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
...

α11(g−1
t gg1) · · · α1r(g−1

t gg1) · · · · · · α11(g−1
t ggt) · · · α1r(g−1

t ggt)
...

...
...

...
αr1(g−1

t gg1) · · · αrr(g−1
t gg1) · · · · · · αr1(g−1

t ggt) · · · αrr(g−1
t ggt)
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Estendendo T para todo G de modo que T (x) = 0 para x ∈ G, x /∈ H teremos
que U(g) é uma matriz (t× r)× (t× r). Mais precisamente temos que

U(g) =

T (g−1
1 gg1) · · · T (g−1

1 ggt)
...

. . .
...

T (g−1
t gg1) · · · T (g−1

t ggt)

 .

A partir da matriz de representação U , obtemos então o caracter induzido χ ↑G
associado ao módulo M ↑ G.
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Caṕıtulo 2

PI-álgebras

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados em PI-teoria. Vere-
mos também algumas propriedades de polinômios multilineares e de T -ideais e
ainda vamos introduzir a sequência de codimensões de uma álgebra. Os conceitos
apresentados aqui são de grande importância para o desenvolvimento do trabalho.
Ao longo do caṕıtulo F denotará um corpo.

2.1 Definições e exemplos

Considere X = {x1,x2, . . .} um conjunto enumerável de elementos não comutati-
vos. Estes elementos são chamados variáveis. Uma palavra em X é uma sequência
xi1xi2 · · ·xin , onde xij ∈ X e n é um inteiro não negativo. Se n = 0 então denota-
remos a palavra por 1.

Seja F 〈X〉 o espaço vetorial cuja base é formada por todas as palavras de X,
incluindo a palavra 1. O produto de um escalar em F por uma palavra será cha-
mado de monômio. Se αxi1xi2 · · · xin e βxj1xj2 · · ·xjm são monômios pertencentes
a F 〈X〉 então o produtos deste monômios é dado da seguinte forma:

(αxi1xi2 · · ·xin)(βxj1xj2 · · ·xjm) = αβxi1xi2 · · ·xinxj1xj2 · · ·xjm .

Com este produto definido, dizemos que F 〈X〉 é a álgebra livre associativa
unitária gerada por X. Vamos chamar os elementos de F 〈X〉 de polinômios
e se f ∈ F 〈X〉 escrevemos f = f(x1, . . . ,xn) para indicar que as únicas variáveis
de f são x1, . . . ,xn.

Definição 2.1.1. Sejam A uma F -álgebra e f = f(x1, . . . ,xn) ∈ F 〈X〉. Dizemos
que f é uma identidade polinomial de A se f(a1, . . . ,an) = 0 para quaisquer
a1, . . . ,an ∈ A. Neste caso escrevemos f ≡ 0.

O polinômio trivial f = 0 é uma identidade para qualquer álgebra A e é dito
identidade trivial. Por isso, vamos considerar o seguinte:
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Definição 2.1.2. Uma álgebra A é uma PI-álgebra (ou álgebra com identidade
polinomial) se A satisfaz uma identidade polinomial não trivial.

Antes de vermos alguns exemplos, vamos definir o comutador de Lie:

Definição 2.1.3. O comutador de Lie de peso 2 é dado por

[a,b] = ab− ba

e o comutador de peso n ≥ 3 é dado por

[a1, . . . ,an−1,an] = [[a1, . . . ,an−1],an].

Exemplo 2.1.4. Seja A uma álgebra comutativa e considere

f(x1,x2) = [x1,x2] = x1x2 − x2x1.

Como f ≡ 0 em A temos que A é uma PI-álgebra.

Dizemos que uma álgebra A é nilpotente se existe um inteiro n ≥ 1 tal
que An = {0}. O menor inteiro n com tal propriedade é chamado ı́ndice de
nilpotência da álgebra A.

Exemplo 2.1.5. Seja A uma álgebra nilpotente. Então A é uma PI-álgebra. De
fato, se n é o ı́ndice de nilpotência de A então o polinômio

f(x1, . . . ,xn) = x1 · · ·xn,

é uma identidade de A.

Exemplo 2.1.6. Considere a álgebra UTn(F ). Temos que

f(x1, . . . ,x2n) = [x1,x2] · · · [x2n−1,x2n]

é uma identidade de UTn(F ).
Por exemplo, para n = 2 temos que o comutador de duas matrizes A,B ∈

UT2(F ) é da forma

[A,B] =

(
0 α
0 0

)
onde α ∈ F. Em geral, se A,B ∈ UTn(F ), então

[A,B] ∈


0 F · · · F
0 0 · · · F
...

...
. . . F

0 0 · · · 0

 .
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Ou seja, o comutador de duas matrizes triangulares superiores é uma matriz tri-
angular estritamente superior. Denote por In(F ) a álgebra das matrizes triangu-
lares n × n estritamente superiores. Vimos através do Exemplo 1.4.5 que In(F )
é nilpotente. Além disso, seu ı́ndice de nilpotência é n. Segue deste fato que, se
A1, A2, . . . , A2n−1, A2n ∈ UTn(F ), então

[A1,A2] · · · [A2n−1,A2n] = 0.

Logo
f(x1, . . . ,x2n) = [x1,x2] · · · [x2n−1,x2n] ≡ 0

em UTn(F ).

Através do próximo exemplo, vamos definir uma álgebra de grande importância
na teoria de PI-álgebras.

Exemplo 2.1.7. Seja F um corpo de caracteŕıstica diferente de 2. Denote por
E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre F definida tomando
E = F 〈X〉/I, onde I denota o ideal gerado por {xixj + xjxi | i,j ≥ 1}. Se, para
cada i ≥ 1, fazemos ei = xi + I, então E é gerado como álgebra por

{1, e1,e2, . . . | eiej = −ejei}.

Vamos definir também E(0) = spanF{ei1 · · · ei2k | 1 ≤ i1 < · · · < i2k, k ≥ 0} e
E(1) = spanF{ei1 · · · ei2k+1

| 1 ≤ i1 < · · · < i2k+1, k ≥ 0}.
Se x = ei1 · · · eim e y = ej1 · · · ejn então

xy = (ei1 · · · eim)(ej1 · · · ejn) = (−1)mn(ej1 · · · ejn)(ei1 · · · eim)

= (−1)mnyx.

Assim, se m e n são ı́mpares (isto é, x,y ∈ E(1)) temos xy = −yx e, portanto, os
elementos de E(1) anti-comutam. Por outro lado, se m é par (isto é, x ∈ E(0)),
então para todo natural n, temos que xy = yx e, portanto, E(0) está contido no
centro de E, que denotamos por Z(E). Na verdade, facilmente se conclui que
Z(E) ⊆ E(0) e segue que Z(E) = E(0).

Observe ainda que se y1, y2 ∈ E então [y1,y2] ∈ E(0). Para ver isso, considere
y1 = ei1 · · · eim e y2 = ej1 · · · ejn . Então

[y1,y2] = [ei1 · · · eim ,ej1 · · · ejn ]

= ei1 · · · eimej1 · · · ejn − (−1)mnei1 · · · eimej1 · · · ejn .

Se (−1)mn = 1 então [y1,y2] = 0 ∈ E(0). Se (−1)mn = −1 então mn é ı́mpar e
assim m e n são ı́mpares. Portanto, m + n é par e segue imediatamente que o
comutador está em E(0).
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Como E(0) = Z(E), conclúımos que a álgebra de Grassmann E satisfaz a
identidade

f(x1,x2,x3) = [[x1,x2],x3].

A seguir daremos algumas definições importantes.

Definição 2.1.8. Dada uma álgebra A, definimos

Id(A) = {f ∈ F 〈X〉 | f ≡ 0 em A}

como o conjunto das identidades de A.

Um ideal I de F 〈X〉 é um T -ideal se ϕ(I) ⊆ I para qualquer endomorfismo ϕ
de F 〈X〉. O conjunto Id(A) é um T -ideal, pois se f = f(x1, . . . ,xn) ∈ Id(A) então
f(g1, . . . ,gn) ∈ Id(A) para quaisquer polinômios g1, . . . ,gn ∈ F 〈X〉. Dizemos então
que Id(A) é gerado como T -ideal pelas identidades polinomiais de A.

Muitas vezes é mais conveniente trabalhar com corpos algebricamente fechados
e por isso existe a necessidade de estender o corpo base de uma álgebra. Vejamos
o que acontece com o T -ideal das identidades ao estender F :

Teorema 2.1.9 ([15], Observação 1). Sejam A uma PI-álgebra sobre um corpo
F e K uma extensão de F . Se IdF (A) ⊆ F 〈X〉 e IdK(Ā) ⊆ K〈X〉 denotam os
T -ideais das identidades de A e Ā = A⊗F K, respectivamente, então

IdF (A)⊗F K = IdK(Ā).

Enunciaremos um resultado envolvendo a álgebra de Grassmann que será uti-
lizado no Caṕıtulo 5 para demonstrar o Teorema 5.2.2. Este resultado foi provado
por A. Kemer em 1988 e ele mostra que, se estamos interessados em estudar o
T -ideal de uma álgebra A e sabemos que Id(A) * Id(E), então podemos assumir
que a dimensão de A sobre F é finita.

Teorema 2.1.10 (A. Kemer, [28] Teorema 2.3). Seja A uma álgebra tal que
Id(A) * Id(E), onde E é a álgebra de Grassmann. Então existe uma álgebra
de dimensão finita B tal que Id(A) = Id(B).

2.2 Polinômios multilineares

Definição 2.2.1. Sejam u = αxi1 · · ·xik um monômio e f = f(x1, . . . ,xn) um
polinômio, ambos em F 〈X〉.

i) O grau do monômio u é o comprimento da palavra u. Portanto o grau de
u é k. Vamos utilizar a notação: deg u = k;
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ii) O grau de u em xi é igual ao número de vezes que xi aparece em u. Vamos
denotar: degxi u;

iii) O grau do polinômio f será denotado por deg f e é dado pelo comprimento
do maior monômio de f ;

iv) O grau de f em xi será denotado por degxi f e é o maior degxi u, onde u é
um monômio de f.

Se degxi f = 1 dizemos que f é um polinômio linear em xi.

Exemplo 2.2.2. Considere f = f(x1,x2,x3,x4) = x3x
2
2x1x4−x3x4x

2
3x1+x1x3x4x2x4.

Então

degx1
f = 1, degx2

f = 2, degx3
f = 3, degx4

f = 2.

Definição 2.2.3. Um polinômio f ∈ F 〈X〉 é homogêneo na variável xi se xi
aparece com mesmo grau em todos os monômios de f. Se f é homogêneo em todas
as suas variáveis então dizemos que f é multihomogêneo.

Definição 2.2.4. Se f ∈ F 〈X〉 é um polinômio multihomogêneo e linear em todas
as variáveis então f é dito um polinômio multilinear.

Exemplo 2.2.5. O polinômio

g(x1,x2,x3) = x2
1x2x3 + 4x2x1x3x1 − 3x1x3x2x1

é multihomogêneo mas não é multilinear. Já o polinômio

h(x1,x2,x3,x4) = x1x4x3x2 + 2x3x2x1x4 − 7x4x2x1x3 + x1x2x4x3

é multilinear.

Uma observação interessante que pode ser provada utilizando o Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt ([6], Teorema 1.3.2) e o Teorema de Witt ([6], Teorema
1.3.5) é a seguinte:

Observação 2.2.6. Um polinômio multilinear de grau n é combinação linear sobre
F de produtos do tipo

xi1 · · ·xikc1 · · · cs

onde i1 < . . . < ik e c1, . . . ,cs são comutadores de pesos arbitrários nas demais
variáveis.
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Seja
Pn = spanF{xσ(1) · · ·xσ(n)|σ ∈ Sn}

o espaço vetorial dos polinômios multilineares nas variáveis x1, . . . ,xn na álgebra
livre F 〈X〉. Dada uma álgebra A defina

Pn(A) :=
Pn

Pn ∩ Id(A)
·

Definição 2.2.7. O inteiro não-negativo

cn(A) = dimF Pn(A)

é chamado n-ésima codimensão da álgebra A.

Exemplo 2.2.8. Seja A uma álgebra comutativa. Então ab = ba para quaisquer
a, b ∈ A e assim [x1,x2] ∈ Id(A). Portanto, dado xi1 · · ·xin ∈ Pn temos que

xi1 · · ·xin − x1 · · ·xn ≡ 0 (mod Id(A)).

Logo, x1 · · · xn gera Pn(A) módulo Id(A) e portanto cn(A) ≤ 1. Em particular, se
A é uma álgebra comutativa não nilpotente, então cn(A) = 1 para todo n ≥ 1.

Exemplo 2.2.9. Se A é uma álgebra nilpotente com ı́ndice de nilpotência m então
é fácil ver que cn(A) = 0 se n ≥ m.

No próximo caṕıtulo vamos calcular também a n-ésima codimensão da álgebra
de Grassmann E. Agora vamos ver como os polinômios multilineares desempenham
um importante papel quando a caracteŕıstica do corpo é zero. Primeiramente apre-
sentaremos o processo de multilinearização. Dada uma identidade f de uma
álgebra A obtemos, através do processo de multilinearização, uma outra identidade
que é multilinear. A seguir veremos como este processo funciona.

Considere f = f(x1, . . . ,xn) ∈ F 〈X〉 uma identidade polinomial da álgebra
A. Suponha primeiramente que em cada monômio a variável xi aparece com grau
menor ou igual a 1, i = 1, . . . , n. Se x1 não aparece em algum monômio defina

ϕ1 : x1 7→ 0
xi 7→ xi, i 6= 1.

O polinômio ϕ1(f) ainda é uma identidade polinomial de A obtida de f sem os
monômios que contêm x1. Se em algum monômio de ϕ1(f) a variável x2 tem grau
zero, repetimos o processo: defina

ϕ2 : x2 7→ 0
xi 7→ xi, i 6= 2.
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Assim, ϕ2ϕ1(f) ainda é uma identidade de A obtida de ϕ1(f) sem os monômios
que contêm x2. Fazendo isto com todas as variáveis que não aparecem em algum
monômio, obtemos uma sequência de aplicações ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕl tal que ϕl . . . ϕ2ϕ1(f)
é um polinômio multilinear de grau menor ou igual a k que ainda é uma identidade
de A.

Agora suponha que existe uma variável, digamos x1, tal que degx1
f = d > 1.

Considere

h = h(y1,y2,x2, . . . ,xn) = f(y1 + y2,x2, . . . ,xn)− f(y1,x2, . . . ,xn)− f(y2,x2, . . . ,xn).

O polinômio h ainda é uma identidade polinomial de A. Vamos mostrar que h é uma
identidade não trivial. Suponha por contradição que h = 0. Fazendo y1 = y2 = x1

temos que

0 = h(x1,x1,x2, . . . ,xn)

= f(2x1, . . . ,xn)− 2f(x1, . . . ,xn).

Portanto,

f(2x1, . . . ,xn) = 2f(x1, . . . ,xn).

Podemos escrever f = f0+f1+· · ·+fd onde fi denota a soma de todos os monômios
de f em que x1 aparece i vezes. Assim, fi(2x1, . . . ,xn) = 2if(x1, . . . ,xn) e desta
forma obtemos

2(f0 + f1 + · · ·+ fd) = f0 + 2f1 + · · ·+ 2dfd.

Então

f0 = (22 − 2)f2 + · · ·+ (2d − 2)fd.

Mas isso é uma contradição, já que no lado esquerdo da igualdade acima a variável
x1 não aparece, enquanto no lado direito, sendo d > 1 e char(F ) = 0, a mesma
variável aparece com grau maior ou igual a 2. Logo, h é uma identidade não trivial.

Portanto obtemos uma identidade h tal que degy1 h = degy2 h = d−1 < degx1
f.

Logo, através de um processo indutivo e a partir da identidade f , é posśıvel obter
um identidade g de A que é um polinômio multilinear.

Como consequência do processo de multilinearização temos a seguinte propo-
sição.

Proposição 2.2.10 ([19], Corolário 1.3.9). Seja F um corpo de caracteŕıstica zero.
Então todo T -ideal é gerado, como um T -ideal, pelos polinômios multilineares que
ele contém.

30



2.3 Outros tipos de identidades

Apresentaremos nesta seção a definição de polinômio alternado e algumas pro-
priedades que serão utilizadas no decorrer deste trabalho. Veremos também um
exemplo importante de polinômio alternado: o polinômio standard.

Definição 2.3.1. Seja f = f(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) um polinômio linear nas variá-
veis x1, . . . ,xn. Dizemos que f é um polinômio alternado nas variáveis se, para
1 ≤ i,j ≤ n com i 6= j, ao substituir xi no lugar xj, o polinômio f se anula.

Se f = f(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) é alternado nas variáveis x1, . . . ,xn então

0 = f(x1, . . . , xi + xj, . . . ,xi + xj, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) +

−f(x1, . . . , xi, . . . ,xi, . . . ,xn,y1, . . . ,yt)− f(x1, . . . , xj, . . . ,xj, . . . ,xn,y1, . . . ,yt)

= f(x1, . . . , xi, . . . ,xj, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) + f(x1, . . . , xj, . . . ,xi, . . . ,xn,y1, . . . ,yt).

Por outro lado, se

f(x1, . . . , xi, . . . ,xj, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) + f(x1, . . . , xj, . . . ,xi, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) = 0

e, desde que char(F ) 6= 2, então temos que

f(x1, . . . , xi, . . . ,xi, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) = 0

e conclúımos que f é um polinômio alternado nas variáveis x1, . . . ,xn. Portanto,

f(x1, . . . , xi, . . . ,xj, . . . ,xn,y1, . . . ,yt) = −f(x1, . . . , xj, . . . ,xi, . . . ,xn,y1, . . . ,yt)

é uma propriedade equivalente à Definição 2.3.1, no caso em que char(F ) 6= 2.
Além disso, de uma maneira mais geral, se σ ∈ Sn, então

f(xσ(1), . . . ,xσ(n),y1, . . . ,yt) = (sgn σ)f(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yt),

onde sgn σ é o sinal da permutação σ. O próximo resultado que vamos apresentar
é uma propriedade básica sobre polinômios alternados.

Proposição 2.3.2. Sejam f = f(x1, . . . , xn,y1, . . . ,yt) um polinômio alternado
em x1, . . . ,xn e A uma F -álgebra. Se a1, . . . , an ∈ A são linearmente dependentes
sobre F , então f(a1, . . . ,an,b1, . . . ,bt) = 0 para quaisquer b1, . . . ,bt ∈ A.

Demonstração. Como a1, . . . ,an são linearmente dependentes, podemos escrever
um dos ai’s, digamos a1, como combinação dos demais. Ou seja,

a1 =
n∑
i=2

αiai.
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Por linearidade temos que

f(a1, . . . ,an,b1, . . . ,bt) =
n∑
i=2

αif(ai,a2, . . . ,an,b1, . . . ,bt).

Por outro lado, como f é um polinômio alternado em x1, . . . ,xn, cada parcela da
soma anterior é zero. Logo,

f(a1, . . . ,an,b1, . . . ,bt) = 0

para quaisquer b1, . . . ,bt ∈ A.

Definição 2.3.3. O polinômio

Stn = Stn(x1, . . . ,xn) =
∑
σ∈Sn

(sgn σ)xσ(1) · · ·xσ(n)

é chamado polinômio standard de grau n.

O polinômio standard é um polinômio alternado. De fato,

Stn(x1, . . . ,xi, . . . ,xj, . . . ,xn) =
∑
σ∈Sn

(sgn σ)xσ(1) · · ·xσ(i) · · ·xσ(j) · · ·xσ(n)

= −
∑
σ∈Sn

(sgn σ)xσ(1) · · ·xσ(j) · · ·xσ(i) · · ·xσ(n)

= −Stn(x1, . . . ,xj, . . . ,xi, . . . ,xn).

Pode-se provar que se Stn é uma identidade polinomial de uma álgebra A então
Stn+1 também é uma identidade de A (veja [19], Proposição 1.5.7). Portanto, se
Stn é uma identidade polinomial de A então Stn+1,Stn+2,Stn+3, . . . também são
identidades de A.

Teorema 2.3.4. Seja A uma F -álgebra com dimF A = n < ∞. Então A satisfaz
a identidade Stn+1.

Demonstração. Basta observar que Stn+1 é alternado e usar a Proposição 2.3.2.

Desde que dimF Mn(F ) = n2, como consequência do teorema acima temos o
seguinte corolário.

Corolário 2.3.5. A álgebra de matrizes Mn(F ) satisfaz a identidade Stn2+1.
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Portanto Mn(F ) satisfaz qualquer Stm, para m ≥ n2 + 1. As perguntas que
surgem naturalmente são as seguintes: Mn(F ) satisfaz algum polinômio standard
de grau menor que n2+1? Se sim, qual é o menor k tal que Stk seja uma identidade
de Mn(F )?

É posśıvel mostrar que St2n−1 não é uma identidade de Mn(F ). Para isto,
considere a substituição

x1 = E11, x2 = E12, x3 = E22, . . . , x2n−1 = Enn

onde Eij denota a matriz com aij = 1 e as demais entradas nulas. Lembrando que

EijEkl =

{
0, se j 6= k

Eil, se j = k.

Portanto, ao substituir no polinômio standard, só restará a parcela referente à
permutação identidade. Logo,

St2n−1(E11,E12, E22, . . . , Enn) = E11E12E22 · · ·Enn = E1n 6= 0.

Assim, Mn(F ) também não satisfaz nenhum polinômio standard de grau menor
que 2n−1, pois se satisfizesse teŕıamos que St2n−1 seria uma identidade, o que é um
absurdo. E respondendo às perguntas que fizemos acima, temos um importante
resultado conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki.

Teorema 2.3.6 ([19], Teorema 1.7.7). A álgebra Mn(F ) satisfaz o polinômio stan-
dard St2n.

Conclúımos assim que o menor grau de um polinômio standard satisfeito por
Mn(F ) é 2n.

2.4 PI-expoente

Seja F um corpo de caracteŕıstica zero. Considere a sequência de codimensões
{cn(A)}n≥1. Vamos introduzir a noção de PI-expoente, mostrar como calculá-lo e
também daremos alguns exemplos. Antes de definir o PI-expoente vejamos um
importante teorema conhecido como Teorema das codimensões de Regev.

Teorema 2.4.1 ([32]). Se A é uma álgebra que satisfaz uma identidade de grau
d ≥ 1, então cn(A) ≤ (d− 1)2n para todo n ≥ 1.

O que este teorema nos diz é que, para cada PI-álgebra, existe β inteiro não-
negativo tal que

0 ≤ cn(A) ≤ βn.

Assim, { n
√
cn(A)}n≥1 é uma sequência limitada e portanto faz sentido falar em

limite superior e inferior desta sequência.
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Definição 2.4.2. Para qualquer PI-álgebra A, defina

exp(A) := lim sup
n→∞

n
√
cn(A) e exp(A) := lim inf

n→∞
n
√
cn(A).

Caso tenhamos exp(A) = exp(A) então a sequência { n
√
cn(A)}n≥1 possui limite.

Neste caso, defina o PI-expoente de A como

exp(A) = lim
n→∞

n
√
cn(A).

Vejamos alguns exemplos de PI-expoente.

Exemplo 2.4.3. No Exemplo 2.2.9 vimos que se A é uma álgebra nilpotente com
ı́ndice de nilpotência m, então cn(A) = 0 se n ≥ m. Neste caso,

exp(A) = exp(A) = 0.

Logo,

exp(A) = 0.

Exemplo 2.4.4. Como veremos no Teorema 3.2.7, cn(E) = 2n−1. Logo,

exp(E) = lim
n→∞

n
√

2n−1 = 2.

Em 1980, Amitsur formulou a seguinte conjectura:

Conjectura 2.4.5. Dada uma PI-álgebra A qualquer, exp(A) existe e é um inteiro
não-negativo.

Mais tarde, na década de 90, A. Giambruno e M. Zaicev provaram esta conjec-
tura no caso em F é um corpo de caracteŕıstica zero, a partir do seguinte resultado:

Teorema 2.4.6 (Giambruno e Zaicev). Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo F.
Então existem um inteiro q ≥ 0 e constantes C1, C2, r1, r2 tais que C1 6= 0 e

C1n
r1qn ≤ cn(A) ≤ C2n

r2qn.

A demonstração pode ser encontrada nos artigos [15] e [16]. Como conclusão do
resultado acima, temos que o PI-expoente existe e é o inteiro q ≥ 0 do enunciado.
A pergunta agora é: quem é este inteiro q? Existe alguma forma de determiná-lo?
Em resposta a tais perguntas, considere A uma F -álgebra de dimensão finita e seja

A = B1 ⊕ · · · ⊕Bm u J
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sua decomposição de Wedderburn-Malcev, onde J = J(A) é o radical de Jacobson
de A e cada Bi é uma subálgebra simples de A. Considere todos os produtos do
tipo

Bi1JBi2J · · · JBir 6= {0}, (2.1)

onde Bi1 , . . . ,Bir são subálgebras distintas contidas no conjunto {B1, . . . ,Bm} com
r ≥ 1. Defina

q̃ := max dimF (Bi1 ⊕ · · · ⊕Bir) (2.2)

como sendo a maior dimensão das subálgebras Bi1 ⊕· · ·⊕Bir tais que Bi1 , . . . , Bir

satisfazem a condição da Equação (2.1). No caso em que F é um corpo algebri-
camente fechado, é posśıvel provar que q̃ = q, ou seja, exp(A) = q̃ (veja [19],
Proposição 6.5.1). Temos assim o seguinte resultado:

Teorema 2.4.7. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo F al-
gebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então exp(A) existe e é o inteiro q̃
definido em (2.2).

O exemplo a seguir mostra como este fato pode ser útil.

Exemplo 2.4.8. Considere F um corpo algebricamente fechado e UT2(F ) a álge-
bra das matrizes triangulares superiores 2×2 com entradas em F . Com a notação
do Exemplo 1.4.11 temos que B1JB2 6= {0}. Logo exp(UT2(F )) = dimF (B1⊕B2) =
2.

Lembrando que o objetivo principal deste trabalho é estudar álgebras com cres-
cimento polinomial das codimensões, isto é, álgebras cuja sequência de codimensões
satisfaz cn(A) ≤ αnt para todo n e certas constantes α e t, terminamos esta seção
mostrando como relacionar tais álgebras com o PI-expoente.

Proposição 2.4.9. Seja A uma PI-álgebra. Então {cn(A)}n≥1 é polinomialmente
limitada se, e somente se, exp(A) ≤ 1.

Demonstração. Suponha {cn(A)}n≥1 polinomialmente limitada. Então existem
constantes α, t tais que cn(A) ≤ αnt. Considere primeiramente o caso em que
α = 0, ou seja, em que cn(A) = 0. Então A é uma álgebra nilpotente e como vimos
no Exemplo 2.4.3, exp(A) = 0 e a proposição está provada para α = 0.

Considere agora α > 0. Assim, temos

exp(A) ≤ lim
n→∞

n
√
αnt = lim

n→∞
eln

n√
αnt = lim

n→∞
e

1
n

(lnαnt) = lim
n→∞

e(
lnα
n

+t lnn
n ).

Como lim
n→∞

(
lnα

n
+ t

lnn

n

)
= 0 segue que lim

n→∞
e(

lnα
n

+t lnn
n ) = 1. Logo exp(A) ≤ 1

também para α > 0.
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Reciprocamente, suponha exp(A) ≤ 1. Então (exp(A))n ≤ 1. Pelo Teorema
2.4.6, temos que

cn(A) ≤ C2n
r2qn ≤ C2n

r2

e isto conclui a demonstração.
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Caṕıtulo 3

Representações de Sn e
PI-álgebras

Neste caṕıtulo estudaremos as representações do grupo simétrico Sn através da
teoria desenvolvida por Alfred Young. Veremos como esta teoria tem grande im-
portância no estudo das PI-álgebras e alguns resultados aqui apresentados serão
muito utilizados nos caṕıtulos finais.

No decorrer deste caṕıtulo vamos assumir que F é um corpo de caracteŕıstica
zero.

3.1 Representações do Grupo Simétrico

Seja n ≥ 1 um inteiro. Uma partição λ de n é uma sequência finita de inteiros
λ = (λ1, . . . , λr) tal que λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0 e

∑r
i=1 λi = n. Escrevemos λ ` n ou

|λ| = n. Por exemplo, λ = (4,3,1,1) e µ = (4,2,2,1) são partições de n = 9.

Se r = 1 então λ1 = n e escrevemos λ = (n). No caso em que λ1 = · · · =
λn = 1 escrevemos λ = (1n). Mais geralmente, vamos escrever λ = (kd) quando
λ = (k, . . . ,k︸ ︷︷ ︸

d vezes

) e n = kd.

Relembre que toda permutação π ∈ Sn tem uma decomposição em ciclos dis-
juntos que é única a menos da ordem dos fatores. Assim, se π ∈ Sn e π =
(a11 . . . a1λ1) . . . (ar1 . . . arλr) é uma decomposição em ciclos disjuntos com λ1 ≥
λ2 ≥ · · · ≥ λr dizemos que (λ1, λ2, . . . , λr) é o tipo de decomposição de
π. Pode-se verificar que dois elementos de Sn são conjugados se, e somente se,
eles têm o mesmo tipo de decomposição. Isto significa que as classes de conju-
gação de Sn são caracterizadas pelos tipos de decomposição. Logo, a partição
λ = (λ1, λ2, . . . , λr) determina unicamente a classe de conjugação de π. Como o
número de Sn-caracteres irredut́ıveis é igual ao número de classes de conjugação
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de Sn segue que todos os caracteres irredut́ıveis de Sn podem ser indexados por
partições de n. Portanto, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposição 3.1.1. Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero e n ≥ 1 um inteiro.
Então existe uma correspondência biuńıvoca entre os Sn-caracteres irredut́ıveis e
as partições de n. Assim, denotando por χλ o caracter irredut́ıvel correspondente a
λ ` n, teremos que {χλ | λ ` n} é um conjunto completo de caracteres irredut́ıveis
de Sn. Denote por dλ = χλ(1) o grau de χλ, λ ` n. Então

FSn =
⊕
λ`n

Iλ ∼=
⊕
λ`n

Mdλ(F )

onde Iλ é um ideal bilateral minimal.

No fim desta seção iremos escrever explicitamente cada componente Iλ e assim
refinaremos a decomposição da álgebra de grupo FSn.

Se λ = (λ1, . . . , λr) ` n, o diagrama de Young associado a λ é o subconjunto
finito de Z× Z definido como

Dλ = {(i,j) ∈ Z× Z | i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , λi}.

Em outras palavras, o diagrama de Young Dλ consiste de n boxes distribúıdos em
r linhas de modo que o número de boxes na i-ésima linha é exatamente λi.

Exemplo 3.1.2. Se λ = (4,3,1,1) e µ = (4,2,2,1) então

Dλ = e Dµ = .

Para uma partição λ ` n vamos denotar por λ′ a partição conjugada de λ.
Escrevemos λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
s) onde λ′j é o número de boxes na coluna j de λ. Desta

forma, o diagrama Dλ′ é obtido de Dλ ao trocar as linhas pelas colunas. Note que
as partições acima λ = (4,3,1,1) e µ = (4,2,2,1) são partições conjugadas.

Seja λ ` n. Uma tabela de Young Tλ do diagrama Dλ é um preenchimento
dos boxes de Dλ com os inteiros 1,2, . . . , n. Dizemos que Tλ é uma tabela do tipo
λ e, quando necessário, vamos escrever Tλ = Dλ(aij), onde aij é o inteiro no box
(i,j). Observe que existem n! tabelas de Young associadas a cada partição λ de n.

Exemplo 3.1.3. Para a partição λ = (2,1),

T
(1)
λ =

1 2
3

, T
(2)
λ =

1 3
2

, T
(3)
λ =

2 1
3

,
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T
(4)
λ =

2 3
1

, T
(5)
λ =

3 1
2

e T
(6)
λ =

3 2
1

são todas as tabelas do tipo λ.

Definição 3.1.4. Uma tabela Tλ do tipo λ é standard se os inteiros em cada
linha e em cada coluna de Tλ crescem da esquerda para a direita e de cima para
baixo, respectivamente.

Exemplo 3.1.5. Seja λ = (4,2,1) e considere as tabelas:

Tλ =
1 3 5 6
2 7
4

e T ∗λ =
1 5 6 7
4 3
2

.

Temos que Tλ é um exemplo de tabela standard do tipo λ e T ∗λ não é standard.

Existe uma importante relação entre tabelas standard e o grau dos Sn-caracteres
irredut́ıveis. Pode-se provar que, dada uma partição λ ` n, o número de tabelas
standard do tipo λ é igual ao grau dλ de χλ. O inteiro dλ pode ser calculado pela
conhecida Fórmula do Gancho. A fim de explicitá-la introduziremos mais algumas
definições.

Para qualquer box (i,j) ∈ Dλ definimos o gancho com extremidade em (i,j)
como sendo o conjunto

{(i,k); j ≤ k ≤ λi} ∪ {(l,j); i < l ≤ λ′j}.

Observe que o gancho com extremidade em (i,j) é o conjunto dos boxes da
linha i que estão à direita do box (i,j), incluindo o box (i,j), e os boxes da coluna
j que estão abaixo do box (i,j). Se denotarmos por hij o número de boxes no
gancho com extremidade em (i,j) então

hij = λi − (j − 1) + λ′j − i = λi + λ′j − i− j + 1.

Exemplo 3.1.6. Se λ = (4,3,1) então o gancho com extremidades em (1,2) é o
conjunto de boxes marcados com × na figura abaixo

Dλ =
× × ×
× .

Temos assim que h12 = 4.
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Teorema 3.1.7 (Fórmula do Gancho). Se λ ` n então

dλ =
n!∏

i,j

hij
,

onde o produto percorre todos os boxes de Dλ.

A demonstração do teorema acima pode ser vista no Teorema 2.3.21 de [21].

Exemplo 3.1.8. Vamos calcular dλ para algumas partições:

1. Para λ = (2,2,1) temos o seguinte diagrama de Young

Dλ =

e dλ =
5!

4 · 2 · 3 · 1 · 1
= 5.

2. Para λ = (n)
D(n) = · · ·

temos que d(n) =
n!

n · (n− 1) · · · 2 · 1
= 1.

3. Para λ(k) = (k,1n−k)

Dλ(k) =

· · ·

...

temos que dλ(k) =
n!

n(k − 1)!(n− k)!
=

(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
=
(
n−1
k−1

)
.

Vale destacar que, conforme mencionamos anteriormente, dλ é exatamente o
número de tabelas standard do tipo λ. Por exemplo, no caso em que λ = (2,2,1)
vimos acima que dλ = 5 e temos as seguintes tabelas standard:

T
(1)
λ =

1 2
3 4
5

, T
(2)
λ =

1 2
3 5
4

, T
(3)
λ =

1 3
2 4
5

, T
(4)
λ =

1 3
2 5
4

e T
(5)
λ =

1 4
2 5
3

.
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Definição 3.1.9. Se λ = (λ1, . . . ,λr) ` n, o estabilizador-linha de uma tabela
de Young Tλ é dado por

RTλ = Sλ1(a11,a12, . . . ,a1λ1)× · · · × Sλr(ar1,ar2, . . . ,arλr)

onde Sλi(ai1, ai2, . . . , aiλi) denota o grupo simétrico agindo sobre os inteiros ai1, ai2, . . . , aiλi .
O estabilizador-coluna é dado por

CTλ = Sλ′1(a11,a21, . . . ,aλ′11)× · · · × Sλ′s(a1λ1 ,a2λ1 , . . . ,aλ′sλ1)

onde λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) é a partição conjugada de λ.

Note que, como o próprio nome diz, RTλ (CTλ , respectivamente) é o subgrupo
de Sn que consiste de todas as permutações que estabilizam as linhas (as colunas,
respectivamente) de Tλ.

Exemplo 3.1.10. Se considerarmos λ = (4,2,1) e a tabela de Young do tipo λ

Tλ =
3 2 6 1
5 7
4

.

Então RTλ = S4(1,2,3,6)×S2(5,7)×S1(4) e CTλ = S3(3,4,5)×S2(2,7)×S1(6)×S1(1).

Fixando uma partição λ ` n e uma tabela de Young Tλ, podemos usar os
subgrupos RTλ e CTλ para definir o seguinte elemento de FSn:

eTλ =
∑
σ∈RTλ

∑
τ∈CTλ

(sgn τ)στ,

onde sgn τ é o sinal da permutação τ. Pode-se provar que o elemento eTλ é um
idempotente essencial, isto é, existe a ∈ F tal que e2Tλ = aeTλ e ainda é posśıvel

provar que a = n!
dλ
. Note que, como a está em F , então eTλ e

eTλ
a

geram o mesmo

ideal à esquerda, isto é, FSneTλ = FSn
eTλ
a
.

Temos ainda que, dada uma partição λ ` n, o grupo simétrico Sn age sobre
conjunto das tabelas de Young do tipo λ da seguinte maneira: se σ ∈ Sn e Tλ =
Dλ(aij) então σTλ = Dλ(σ(aij)).

Exemplo 3.1.11. Considere

Tλ =
1 4
5 2
3

e T ∗λ =
4 2
3 5
1

.

Então T ∗λ = (14253)Tλ.
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Dados σ ∈ Sn, e λ partição de n, então eσTλ = σeTλσ
−1.De fato, se {b1, . . . , br} ⊆

{a1, . . . ,ak} e η = (b1 . . . br) é um r-ciclo em Sk então (σ(b1) . . . σ(br)) = σησ−1.
Assim,

Sk(σ(a1), . . . ,σ(ak)) = σSk(a1, . . . ,a1)σ
−1

e isso implica que RσTλ = σRTλσ
−1 e CσTλ = σCTλσ

−1. Consequentemente, temos
que

σeTλσ
−1 =σ

 ∑
ρ∈RTλ

∑
τ∈CTλ

(sgn τ)ρτ

σ−1 =

 ∑
ρ∈RTλ

σρσ−1

 ∑
τ∈CTλ

(sgn στσ−1)στσ−1


=

 ∑
ρ′∈σRTλσ

−1

ρ′

 ∑
τ ′∈σCTλσ

−1

(sgn τ ′)τ ′

=

 ∑
ρ′∈RσTλ

ρ′

 ∑
τ ′∈CσTλ

(sgn τ ′)τ ′


= eσTλ .

Logo, eσTλ = σeTλσ
−1.

Assim, se Tλ e T ∗λ são duas tabelas do mesmo tipo então existe σ ∈ Sn tal que
T ∗λ = σTλ, o que implica eT ∗λ = eσTλ = σeTλσ

−1. Segue que

FSneT ∗λ = FSnσeTλσ
−1 = FSneTλσ

−1.

Portanto,

φ : FSneTλ −→ FSneT ∗λ
a 7−→ aσ−1

é um isomorfismo de FSneTλ em FSneT ∗λ e assim FSneTλ e FSneT ∗λ são isomorfos
como Sn-módulos.

Pode-se verificar também que FSneTλ é um ideal à esquerda minimal de FSn.
Em resumo temos o seguinte resultado:

Proposição 3.1.12. Para qualquer tabela de Young Tλ do tipo λ ` n, o elemento
eTλ é um idempotente essencial minimal de FSn e FSneTλ é um ideal à esquerda
minimal de FSn com caracter χλ. Se Tλ e T ∗λ são tabelas de Young do mesmo tipo
então eTλ e eT ∗λ são conjugados em FSn através de algum σ ∈ Sn. Além disso,
σeTλσ

−1 = eσTλ .

Finalmente obtemos a decomposição expĺıcita de Iλ e consequentemente de
FSn.

Proposição 3.1.13. Seja Iλ o ideal bilateral minimal de FSn correspondente à
partição λ ` n. Então

Iλ =
∑
Tλ

FSneTλ ,
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onde a soma percorre todas as tabelas de Young do tipo λ. Ainda, se T1, . . . , Tdλ
são todas as tabelas standard do tipo λ, então

Iλ = udλ
i=1FSneTi .

3.2 Ação de Sn sobre polinômios multilineares

Nesta seção vamos apresentar uma ação de Sn sobre espaço dos polinômios multilinea-
res em n variáveis fixas.

Relembre que
Pn = spanF{xσ(1) · · ·xσ(n)|σ ∈ Sn}

é o espaço vetorial dos polinômios multilineares nas variáveis x1, . . . ,xn na álgebra
livre F 〈X〉. Considere

φ : FSn −→ Pn∑
σ∈Sn ασσ 7−→

∑
σ∈Sn ασxσ(1) · · ·xσ(n).

A função φ assim definida é um isomorfismo linear. Este isomorfismo faz com que
Pn se torne um Sn-módulo. O grupo Sn age à esquerda de Pn permutando as
variáveis de um polinômio. Isto é, para um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ Pn e para
σ ∈ Sn temos que

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Observação 3.2.1. Se f = f(x1, . . . ,xn) e Tλ é uma tabela de Young, onde
λ ` n, então o polinômio eTλf é combinação linear de polinômios alternados
em λ1 conjuntos disjuntos de variáveis. Como exemplo considere, o polinômio
f(x1,x2,x3,x4) = x2x1x3x4 e, para λ = (2,1,1), considere a tabela de Young

Tλ =
1 4
2
3

.

Temos que RTλ = S2(1,4) e CTλ = S3. Dáı segue que

eTλf =

 ∑
σ∈S2(1,4)

σ

(∑
τ∈S3

(sgn τ)τ

) (x2x1x3x4)

= (x2x1x3x4 − x2x3x1x4 − x1x2x3x4 + x1x3x2x4 − x3x1x2x4 + x3x2x1x4)

+(x2x4x3x1 − x2x3x4x1 − x4x2x3x1 + x4x3x2x1 − x3x4x2x1 + x3x2x4x1).

O primeiro parênteses é um polinômio alternado nos conjuntos {x1,x2,x3} e {x4}.
Já o segundo parênteses é um polinômio alternado nos conjuntos {x2,x3,x4} e {x1}.
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Agora, seja A uma PI-álgebra e Id(A) o T -ideal das suas identidades. Como
T -ideais são fechados sob permutações das variáveis, temos que Pn ∩ Id(A) é um
Sn-módulo à esquerda de Pn. Portanto

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)

tem uma estrutura de Sn-módulo.

Definição 3.2.2. Para n ≥ 1, o Sn-caracter de Pn(A) é chamado n-ésimo
cocaracter de A e é denotado por χn(A).

Se decompormos o n-ésimo cocaracter em caracteres irredut́ıveis, obtemos

χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ, (3.1)

onde χλ é o Sn-caracter irredut́ıvel associado à partição λ ` n e mλ ≥ 0 é a
correspondente multiplicidade.

Quando necessário, vamos utilizar as notações

PL
n (A) =

Pn
Pn ∩ IdL(A)

, cLn(A) = dimL P
L
n (A) e χLn(A) =

∑
λ`n

mL
λχλ

para enfatizar que estamos trabalhando sobre o corpo L.
Note que, ao estender o corpo base, a decomposição do n-ésimo cocaracter não

se altera. De fato, temos o seguinte resultado:

Proposição 3.2.3 ([19], Teorema 4.1.9). Sejam A uma PI-álgebra sobre um corpo
F , F ⊆ K uma extensão e Ā = A⊗F K. Então

cFn (A) = cKn (Ā).

Além disso, considerando a decomposição de χFn (A) e χKn (A) em componentes
irredut́ıveis temos que mF

λ = mK
λ para toda partição λ ` n.

A seguir apresentaremos uma ferramenta que nos ajudará a encontrar o n-ésimo
cocaracter.

Teorema 3.2.4. Seja A uma PI-álgebra com n-ésimo cocaracter χn(A) dado
por (3.1). Para uma partição µ ` n, a multiplicidade mµ é igual a zero se, e
somente se, para qualquer tabela de Young Tµ do tipo µ e qualquer polinômio
f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, a álgebra A satisfaz a identidade eTµf ≡ 0.
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Demonstração. Como vimos na Proposição 3.1.1, a álgebra de grupo FSn pode
ser escrita da seguinte forma

FSn =
⊕
λ`n

Iλ.

Por outro lado, de acordo com a Proposição 3.1.13, se T denota o conjunto das
tabelas standards do tipo λ, então cada Iλ é da forma

Iλ =
∑

Tλ tabela

FSneTλ = uTλ∈T FSneTi .

Agrupando os módulos isomorfos temos que

Iλ ∼= dλMλ

onde Mλ = FSneTλ , para alguma tabela Tλ com λ ` n. Portanto, teremos

FSn ∼=
⊕
λ`n

(dλMλ) . (3.2)

Lembrando que Pn(A) é um FSn-módulo temos que

Pn(A) ∼=
⊕
λ`n

(mλMλ)

onde mλ é a multiplicidade associada à partição λ. Fixando µ ` n temos que
mµ = 0 se, e somente se, IµPn(A) = {0}. De fato,

IµPn(A) ∼= Iµ

(⊕
λ`n

mλMλ

)
=
⊕
λ`n

mλIµMλ.

Como IµMλ ⊆ IµIλ segue que IµMλ = {0} se µ 6= λ. Portanto, IµPn(A) ∼=
mµIµMµ. Uma vez que eTµ ∈ Iµ, eTµ ∈ Mµ e e2Tµ 6= 0 temos que IµMµ 6= {0} e
assim IµPn(A) = {0} se, e somente se, mµ = 0.

Por outro lado, temos claramente que IµPn(A) = {0} se, e somente se, IµPn ⊆
Pn ∩ Id(A), ou seja, se e somente se∑

Tµ

FSneTµ

Pn ⊆ Pn ∩ Id(A).

Por sua vez, isso acontece se, e somente se, eTµf ∈ Id(A) para todo f ∈ Pn e toda
tabela Tµ do tipo µ. Portanto, mµ é igual a zero se, e somente se, para qualquer
tabela Tµ do tipo µ e qualquer polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, a álgebra A
satisfaz a identidade eTµf ≡ 0.
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Exemplo 3.2.5. Como vimos no Exemplo 2.2.8, se C é uma álgebra comutativa
não nilpotente, então cn(C) = 1. Neste caso, temos χn(C) = χ(n). Para ver isto,
considere a partição (n) ` n, o polinômio f = f(x1, . . . ,xn) = x1 · · ·xn e a tabela

T(n) = 1 2 · · · n ·

É fácil ver que eT(n)
f =

∑
σ∈Sn

xσ(1) · · ·xσ(n) não é uma identidade de C. Portanto,

m(n) ≥ 1. Além disso, pelo item ii) do Exemplo 3.1.8, temos que d(n) = 1. Assim,
temos que

1 = cn(C) =
∑
λ`n

mλdλ ≥ m(n)d(n) = m(n) ≥ 1.

Logo, m(n) = 1. Conclúımos assim que χn(C) = χ(n).

Exemplo 3.2.6. Considere a álgebra de Grassmann E de dimensão infinita sobre
F. Vamos mostrar que, para k = 1,2, . . . , a multiplicidade mλ(k) associada à par-
tição λ(k) = (k,1n−k) de n é não nula. Para isto, apresentaremos uma tabela de
Young do tipo λ(k) e um polinômio f ∈ Pn tais que eT

λ(k)
f não é uma identidade

em E, e como consequência do teorema acima concluiremos que mλ(k) ≥ 1.
Considere a seguinte tabela de Young:

Tλ(k) =

1 2 · · · k
k + 1

...
n− 1
n

onde os inteiros 1, . . . , k foram colocados de forma crescente da esquerda para
a direita na primeira linha e os inteiros k + 1, . . . ,n foram colocados também
de forma crescente de cima para baixo nos boxes restantes. Então temos que
RTλ = Sk(1, . . . ,k) e CTλ = Sn−k+1(1,k + 1, . . . ,n − 1,n). Considere também
f = f(x1, . . . ,xn) = x1 · · ·xn. Então

eTλf =

 ∑
σ∈RTλ

σ

 ∑
τ∈CTλ

(sgn τ)τ

x1 · · ·xn

=

(∑
σ∈Sk

σ

) ∑
τ∈Sn−k+1(1,k+1,...,n−1,n)

(sgn τ)xτ(1)x2 · · ·xkxτ(k+1) · · ·xτ(n)

 .

Agora vamos substituir x1, . . . ,xn por x̄1, . . . ,x̄n, respectivamente, onde

x̄1 = e1, x̄k+1 = e2, . . . , x̄n = en−k+1
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e
x̄2 = en−k+2en−k+3, x̄3 = en−k+4en−k+5, . . . , x̄k = en+k−2en+k−1.

Observe que x̄2,x̄3, . . . ,x̄k ∈ E(0) e x̄1,x̄k+1, . . . ,x̄n ∈ E(1). Portanto x̄2,x̄3, . . . ,x̄k
são elementos centrais e x̄1,x̄k+1, . . . ,x̄n são elementos que anti-comutam. Desta
forma, obtemos

eTλf(x̄1, . . . ,x̄n) =

(∑
σ∈Sk

σ

)
x̄2 · · · x̄k︸ ︷︷ ︸

(∗)

 ∑
τ∈Sn−k+1(1,k+1,...,n−1,n)

(sgn τ)x̄τ(1)x̄τ(k+1) · · · x̄τ(n)


︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

.

Note que (∗) é igual a k! x̄2 · · · x̄k e (∗∗) é igual a (n− k + 1)! x̄1x̄k+1 · · · x̄n. Segue
então que

eTλf(x̄1, . . . ,x̄n) = (n− k + 1)! k! x̄2 · · · x̄kx̄1x̄k+1 · · · x̄n
= (n− k + 1)! k! x̄1x̄k+1 · · · x̄nx̄2 · · · x̄k
= (n− k + 1)! k! e1e2 · · · en−k+1en−k+2en−k+3 · · · en+k−2en+k−1 6= 0.

No teorema a seguir vamos calcular o T -ideal, as sequências de codimensões e
de cocaracteres da álgebra de Grassmann.

Teorema 3.2.7. Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um
corpo de caracteŕıstica zero. Então as seguintes condições são satisfeitas:

1. O T -ideal das identidades de E é gerado pelo polinômio [[x1,x2],x3];

2. cn(E) = 2n−1;

3. χn(E) =
n∑
k=1

χλ(k) , onde λ(k) = (k,1n−k).

Demonstração. Como vimos no Exemplo 2.1.7,

[[x1,x2],x3] ≡ 0 (3.3)

em E. Seja I o T -ideal gerado por [[x1,x2],x3]. Defina

Pn(I) =
Pn

Pn ∩ I

e seja cn(I) = dimF Pn(I). Claramente, I ⊆ Id(E) e portanto cn(E) ≤ cn(I).
Afirmamos que

[x,y][z,y] ≡ 0 (mod I) (3.4)
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De fato,

0 ≡ [[zy,y],x] = [[z,y]y,x] = [z,y]yx− x[z,y]y ≡ [z,y]yx− xy[z,y] (mod I),

já que [z,y]y ≡ y[z,y] (mod I). Por outro lado,

0 ≡ [[z,y],yx] = [z,y]yx− yx[z,y] (mod I).

Assim temos que xy[z,y]−yx[z,y] ≡ 0 (mod I) e portanto [x,y][z,y] ≡ 0 (mod I).
Linearizando a Equação (3.4) obtemos

[x,y1][z,y2] + [x,y2][z,y1] ≡ 0 (mod I)

e portanto
[x,y1][z,y2] ≡ −[x,y2][z,y1] (mod I). (3.5)

Das Equações (3.3) e (3.5) e da Observação 2.2.6 temos que qualquer polinômio
multilinear em I é combinação linear de produtos do tipo

xi1 · · ·xik [xj1 ,xj2 ] · · · [xj2m−1 ,xj2m ]

com i1 < . . . < ik; j1 < . . . < j2m; 2m+ k = n. Note que a quantidade de polinô-
mios desta forma é igual a 2n−1. Com efeito, x1 pode ocupar duas posições: xi1 ou
xj1 . Após determinar a posição de x1 vamos colocar a variável x2. Esta também
pode ser colocada em duas posições: se x1 está em xi1 então x2 será colocada em
xi2 ou em xj1 ; se x1 está em xj1 então x2 será colocada em xi1 ou em xj2 . Com ra-
cioćınio análogo, pode-se verificar que cada uma das variáveis x3, . . . ,xn−1 podem
ser dispostas em duas posições. Após colocar todas estas variáveis, a posição a
ser ocupada por xn fica unicamente determinada e assim o número de polinômios
satisfazendo as condições acima é 2n−1. Com isso, temo que cn(I) ≤ 2n−1.

Agora, para concluir o teorema, basta lembrar que mλ(k) ≥ 1 (veja exemplo
anterior). De fato, com isto temos que

cn(E) =
∑
λ`n

mλdλ ≥
n∑
k=1

dλ(k) .

Como vimos no item 3. do Exemplo 3.1.8, dλ(k) =
(
n−1
k−1

)
e dáı segue que

cn(E) ≥
n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
= 2n−1.

Assim, mλ(k) = 1 para k = 1,2, . . . , e mµ = 0 para qualquer outra partição µ de n.
Logo,

χn(E) =
n∑
k=1

χλ(k) .
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Por fim, sendo cn(E) = cn(I) temos que dimF (Pn ∩ Id(E)) = dimF (Pn ∩ I) e
como I ⊂ Id(E) segue que Pn ∩ Id(E) = Pn ∩ I. Mas como Id(E) é gerado pelos
polinômios multilineares que ele contém (veja a Proposição 2.2.10) conclúımos que
Id(E) = I e o teorema está provado.

Por fim, apresentamos um resultado que será utilizado no Caṕıtulo 5. Lem-
brando que Pn(A) tem uma estrutura de FSn-módulo, podemos escrevê-lo como

Pn(A) = umλMλ,

onde Mλ denota o Sn-módulo irredut́ıvel correspondente à partição λ ` n e mλ é
a respectiva multiplicidade.

Lema 3.2.8. Se χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ então mλ ≤ dλ.

Demonstração. Se χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ, então Pn(A) ∼=
⊕
λ`n

(mλMλ) , onde cada

Mλ = FSneTλ para alguma tabela Tλ com λ ` n. Por outro lado, Pn é isomorfo à

FSn e FSn ∼=
⊕
λ`n

(dλMλ) (veja a Equação (3.2)). Logo, mλ ≤ dλ.

3.3 A Regra de Littlewood-Richardson

Considere a imersão de Sn × Sm em Sn+m onde Sm age sobre {n + 1, . . . ,n +
m}. Sejam N um Sn-módulo irredut́ıvel e M um Sm-módulo irredut́ıvel. Então
existem partições λ ` n e µ ` m tais que N e M estão associadas à λ e µ,
respectivamente, e assim podemos escrever N = Nλ e M = Mµ. O módulo Nλ⊗F
Mµ tem claramente uma estrutura de Sn × Sm-módulo. Utilizaremos a regra de
Littlewood-Richardson para calcular o módulo induzido (Nλ ⊗F Mµ) ↑ Sm+n.
Vamos descrever a regra por meio de exemplos para facilitar o entendimento.

Considere λ ` n e µ ` m. Primeiramente veremos como obtemos o módulo
(Nλ ⊗F M(m)) ↑ Sn+m, onde (m) denota a partição de m cujo diagrama de Young
só possui uma linha com m boxes. Através do regra de Littlewood-Richardson,
temos que (Nλ ⊗F M(m)) ↑ Sn+m é uma soma direta de módulos irredut́ıveis, os
quais por sua vez estão associados à partições de n+m cujos diagramas de Young
são obtidos da seguinte maneira: adicionamos ao diagrama Dλ os m boxes do outro
diagrama de modo que ainda tenhamos um diagrama de Young e que quaisquer
dois destes m boxes não estejam na mesma coluna.

Para entender como este processo funciona, considere o seguinte exemplo, onde
a fim de simplificar a notação estamos identificando um Sn+m-módulo com o cor-
respondente diagrama de Young.
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Exemplo 3.3.1. Sejam λ = (2,1,1) e m = 3. Então ⊗ × × ×

 ↑ S7
∼=

× × ×
u

× ×
× u

× ×

×

u

×
×

×

.

Agora vejamos um caso mais geral. Se λ ` n e µ ` m então o módulo induzido
(Nλ ⊗F Mµ) ↑ Sn+m também é uma soma de módulos irredut́ıveis que por sua vez
estão associados à partições de n + m cujos respectivos diagramas de Young são
obtidos da seguinte forma: os boxes da primeira linha de Dµ são adicionados ao
diagrama Dλ seguindo a regra dada acima - quaisquer dois novos boxes não podem
estar na mesma coluna e o diagrama obtido é um diagrama de Young. Feito isso,
vamos adicionar, aos diagramas obtidos no processo anterior, os boxes da segunda
linha de Dµ: dois deles não podem ficar na mesma coluna e além disso em uma
linha só podem ser colocados x novos boxes se nas linhas de cima já tivermos, no
total, pelo menos x boxes que foram colocados no processo imediatamente anterior.
Deste modo, prosseguimos com todas as linhas de Dµ. Vale ressaltar que, ao fim de
cada processo, os diagramas obtidos são sempre de Young. Para esclarecer como
este processo funciona, vejamos um exemplo:

Exemplo 3.3.2. Considere λ = (2,1) e µ = (2,2,2). Temos os respectivos diagra-
mas:

Dλ = e Dµ = .

Para facilitar, vamos preencher o diagrama Dµ da seguinte forma:

Dµ =
1 1
2 2
3 3

.

1a Etapa: Vamos adicionar os boxes da primeira linha de Dµ que estão preen-
cidos com 1 da mesma maneira que fizemos no exemplo anterior. Obtemos estes
diagramas:

1 :
1 1

2 :
1

1
3 :

1

1
4 : 1

1
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2a Etapa: Agora vamos adicionar a cada um dos diagramas da 1a etapa os
boxes da segunda linha de Dµ que estão preenchidos com o número 2. Dois destes
boxes não podem ser estar na mesma coluna. Além disso a quantidade de boxes
com o número 2 em uma linha deve ser menor ou igual a quantidade total de boxes
com o número 1 nas linhas anteriores.

Do diagrama 1. obtemos os seguintes diagramas:

a :
1 1

2 2
b :

1 1
2

2

Do diagrama 2. obtemos os seguintes diagramas:

a :
1

1 2
2

b :
1

1
2 2

Do diagrama 3. obtemos o seguinte diagrama:

a :

1
2

1
2

Do diagrama 4. obtemos o seguinte diagrama:

a :
1

1 2
2

3a Etapa: Por fim, adicionamos os boxes preenchidos com o número 3 às
tabelas obtidas na 2a etapa. Do mesmo modo, o número de boxes com o número 3
em uma linha deve ser menor ou igual à quantidade total de boxes com o número 2
nas linhas anteriores e não pode conter dois boxes com o número 3 em uma mesma
coluna.

Do diagrama 1.a. obtemos o seguinte diagrama:

1 1
2 2

3 3
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Do diagrama 1.b. obtemos o seguinte diagrama:

1 1
2

2 3
3

Do diagrama 2.a. obtemos o seguinte diagrama:

1
1 2

2 3
3

Do diagrama 2.b. obtemos o seguinte diagrama:

1
1

2 2
3 3

Do diagrama 3.a. obtemos o seguinte diagrama:

1
2

1 3
2
3

Finalmente, do diagrama 4.a. obtemos o seguinte diagrama:

1
1 2
2 3
3

Portanto, conclúımos que ⊗

 ↑ S9
∼=
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u u u u u .

Observação 3.3.3. Sejam λ ` n e µ ` m. Considere Wν um módulo irredut́ıvel
que aparece na decomposição de (Nλ ⊗F Mµ) ↑ Sn+m. Pela regra de Littlewood-
Richardson, temos:

i) Desde que Dν é obtido adicionando apropriadamente os boxes de Dµ ao dia-
grama Dλ, se existe uma constante β tal que n− λ1 > β, então o número de
boxes abaixo da primeira linha de Dν também será maior que β.

ii) Desde que todos os boxes abaixo da primeira linha de Dµ são colocados abaixo
da primeira linha de Dλ, se existe uma constante β tal que m − µ1 > β,
teremos que o número de boxes abaixo da primeira linha de Dν também será
maior que β.
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Caṕıtulo 4

Álgebras com involução

4.1 Definições e exemplos

Vamos apresentar agora a definição de involução em uma F -álgebra e daremos
alguns exemplos de álgebras com involução.

Definição 4.1.1. Seja A uma F -álgebra. Uma aplicação linear ∗ : A→ A é dita
uma involução em A, se para todo x,y ∈ A e α ∈ F vale:

(i) (xy)∗ = y∗x∗;

(ii) (x∗)∗ = x.

Dizemos que uma álgebra A é uma álgebra com involução se existe uma
aplicação ∗ que satisfaz as condições da Definição 4.1.1.

Exemplo 4.1.2. A aplicação identidade em uma álgebra comutativa.
Seja A uma álgebra comutativa e considere a aplicação

∗ : A → A
x 7→ x.

Claramente, as condições (i), (ii) e (iv) são satisfeitas. A condição (iii) segue do
fato da álgebra ser comutativa e portanto a aplicação é uma involução.

Exemplo 4.1.3. Involução transposta em Mn(F ).
Seja Mn(F ) a álgebra de matrizes n × n sobre um corpo F. Para uma matriz

A = (aij) considere
t : Mn(F ) → Mn(F )

(aij) 7→ (aji).

Lembrando que F é um corpo, verifica-se facilmente que t é uma involução deno-
minada transposta.
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Exemplo 4.1.4. Involução simplética em M2n(F ).
Seja ∗ : M2n(F )→M2n(F ) definida da seguinte forma: para

A =

(
B C
D E

)
∈M2n(F )

com B,C,D,E ∈Mn(F ) definimos

A∗ =

(
Et −Ct

−Dt Bt

)
,

onde t é a aplicação transposta definida no exemplo anterior. É fácil verificar que
∗ é uma involução, denominada simplética.

Exemplo 4.1.5. Involução na álgebra G2.
Considere a álgebra G2 := F ⊕F. Para x,y ∈ G2 com x = x1 +x2 e y = y1 +y2

temos que
xy = x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

onde x1y2 = x2y1 = 0 já que G2 é soma direta como álgebra. Portanto, xy = x1y1+
x2y2 e para simplificar a notação vamos escrever apenas x = (x1,x2), y = (y1,y2) e

xy = (x1,x2)(y1,y2) = (x1y1,x2y2).

A aplicação
∗ : G2 → G2

(x,y) 7→ (y,x)

é uma involução em G2. Vamos verificar (iii):

[(x,y)(x̄,ȳ)]∗ = (xx̄,yȳ)∗ = (yȳ,xx̄) = (ȳy,x̄x) = (ȳ,x̄)(y,x) = (x̄,ȳ)∗(x,y)∗.

Os demais itens da Definição 4.1.1 são imediatos.

Exemplo 4.1.6. Considere a seguinte subálgebra de M4(F )

M = F (E11 + E44) u FE12 u F (E22 + E33) u FE34

e defina a operação ∗ da seguinte forma
u r 0 0
0 s 0 0
0 0 s v
0 0 0 u


∗

=


u v 0 0
0 s 0 0
0 0 s r
0 0 0 u

 .

Os itens (i), (ii) e (iv) da definição são claramente satisfeitos. O item (iii) pode ser
verificado através de um cálculo simples. Conclúımos assim que ∗ é uma involução
em M .
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Definição 4.1.7. Seja A uma álgebra com involução. Dizemos que a ∈ A é um
elemento simétrico se a∗ = a. O conjunto dos elementos simétricos de A é

A+ = {a ∈ A | a∗ = a}.

Por outro lado se a ∈ A é tal que a∗ = −a dizemos que a é um elemento anti-
simétrico. O conjunto dos elementos anti-simétricos de A é

A− = {a ∈ A | a∗ = −a}.

Observe que se char(F ) 6= 2 então A = A+ u A−. De fato, A+ ∩ A− = {0} e
além disso, dado a ∈ A, temos que

a =
a+ a∗

2︸ ︷︷ ︸
∈A+

+
a− a∗

2︸ ︷︷ ︸
∈A−

.

Exemplo 4.1.8. Considere a álgebra G2. É fácil notar que

G+
2 = spanF{(1,1)} e G−2 = spanF{(1,− 1)}.

4.2 Álgebras de dimensão finita com involução

Um ideal I é ∗-invariante se I∗ = I. Dizemos que uma álgebra A é ∗-simples se A
não possui ideais não triviais ∗-invariantes. O objetivo desta seção é mostrar que
se A é uma álgebra de dimensão finita com involução ∗ então podemos escrever
A = B u J, onde J é o radical de Jacobson, e a subálgebra B é semissimples ∗-
invariante. Este resultado é análogo ao Teorema de Wedderburn-Malcev. Vamos
assumir que char(F ) = 0.

Exemplo 4.2.1. A álgebra G2 é ∗-simples.
Considere a involução ∗ definida no Exemplo 4.1.5. Os únicos ideais bilaterais

não triviais de G2 são F1 = spanF{(1,0)} e F2 = spanF{(0,1)}. Para ver isto,
suponha que J seja um ideal bilateral não nulo diferente de F1 e F2. Então existe
(a,b) ∈ J , com a,b 6= 0. Dado (r1,r2) ∈ G2 temos que (r1a,r2b) ∈ J . Em particular,
tomando r1 = 1 e r2 = 0 temos que (a,0) ∈ J. Desta forma, temos que (1,0) ∈ J e
com isso conclúımos que F1 ⊆ J. De maneira análoga, temos que F2 ⊆ J e segue
que F1 ⊕ F2 ⊆ J. Logo, J = G2. Também é facil ver que (F1)

∗ = F2. Logo, G2 é
∗-simples.

Proposição 4.2.2 ([17], Observação 1). Seja B uma álgebra semissimples com
involução e dimF B <∞. Então B = B1 ⊕ · · · ⊕Bt, onde B1, . . . , Bt são álgebras
∗-simples.
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Demonstração. Suponha B semissimples. Seja B = B1⊕· · ·⊕Bn sua decomposição
em componentes simples, onde os B′is são todos os ideais bilaterais minimais de B
(veja a Proposição 1.3.7). Como B∗i também é ideal bilateral minimal de B segue
que B∗i = Bj para algum j ∈ {1, . . . ,n}. Se i = j escreva Ci = Bi e claramente
temos que Ci é ∗-simples. Se i 6= j escreva Ci = Bi ⊕Bj. Dáı temos

C∗i = (Bi ⊕Bj)
∗ = B∗i ⊕B∗j = Bj ⊕Bi = Ci.

Além disso, é fácil ver que Bi e Bj são os únicos ideais bilaterais não triviais de
Ci. No entanto, Bi e Bj não são ∗-invariantes, o que implica que Ci é ∗-simples.
Então existe um subconjunto {k1, . . . ,kt} ⊆ {1, . . . , n} tal que

B = Ck1 ⊕ · · · ⊕ Ckt ,

onde cada Ckr é ∗- simples.

O radical de Jacobson de uma álgebra de dimensão finita com involução é
∗-invariante. Vejamos isto através do próximo lema.

Lema 4.2.3. Sejam A uma álgebra de dimensão finita com involução ∗ sobre F e
J seu radical de Jacobson. Então J∗ = J.

Demonstração. Observe primeiramente que J∗ é um ideal de A. Como vimos
na Proposição 1.4.4, J é nilpotente. Seja n o ı́ndice de nilpotência de J . Tome
j∗1 , . . . , j

∗
n ∈ J∗. Temos que

j∗1 · · · j∗n = (jn · · · j1)∗ = 0∗ = 0.

Portanto J∗ é um ideal nilpotente. Pela Proposição 1.4.4, conclúımos que

J∗ ⊆ J.

Aplicando a involução na relação acima obtemos

J = (J∗)∗ ⊆ J∗.

Logo, J = J∗.

Na demonstração do próximo lema, I /max A denotará um ideal à esquerda I
maximal em A.

Lema 4.2.4. Sejam A uma álgebra unitária de dimensão finita sobre um corpo
F , B uma subálgebra de A e J(B) seu radical de Jacobson. Se n é o ı́ndice de
nilpotência de J := J(A) e Jn−1 ⊆ J(B), então

J(B/Jn−1) = J(B)/Jn−1.
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Demonstração. Sejam I um ideal à esquerda de A com I ⊇ Jn−1 e Ĩ = I/Jn−1.
Primeiramente, devemos observar que I é um ideal à esquerda maximal em A se,
e somente se, Ĩ é um ideal à esquerda maximal em A/Jn−1. De fato, se Ĩ não
é maximal em A/Jn−1 então existe L/Jn−1 ideal de A/Jn−1 tal que I/Jn−1 (
L/Jn−1 ( A/Jn−1, o que implica I ( L ( A. Portanto, I não é um ideal à
esquerda maximal em A. De maneira análoga, verifica-se que se Ĩ é um ideal à
esquerda maximal em A/Jn−1 então I é um ideal à esquerda maximal em A.

Segue então da definição de radical de Jacobson que

J(B/Jn−1) =
⋂

I/Jn−1/maxB/Jn−1

I⊇Jn−1

I/Jn−1 =
⋂

I/maxB
I⊇Jn−1

I/Jn−1 =

 ⋂
I/maxB
I⊇Jn−1

I

/Jn−1 =J(B)/Jn−1,

como queŕıamos.

Teorema 4.2.5 ([17], Teorema 4). Sejam A uma F -álgebra de dimensão finita
com involução ∗ sobre um corpo de caracteŕıstica zero e J seu radical de Jacobson.
Então J∗ = J e existe uma subálgebra semissimples maximal B tal que B∗ = B e
A = B u J.

Demonstração. Primeiramente, se J = {0} então temos que A = B. Portanto, B
é subálgebra semissimples maximal ∗-invariante. Agora considere A = BuJ onde
B é uma subálgebra semissimples maximal de A e suponha J 6= {0} e J2 = {0}.
Como B∗ também é uma subálgebra semissimples maximal de A, pelo Teorema de
Wedderburn-Malcev existe y ∈ J tal que B∗ = (1− y)B(1− y)−1 e como J2 = {0}
temos que (1 − y)−1 = 1 + y e, portanto, B∗ = (1 − y)B(1 + y). Ou seja, dado
b ∈ B existe b̄ ∈ B tal que

b∗ = (1− y)b̄(1 + y).

Assim, se ¯̄b ∈ B é tal que b̄∗ = (1− y)¯̄b(1 + y), então, desde que 1∗ = 1, temos que

b = (b∗)∗ = (1 + y∗)b̄∗(1− y∗) = (1 + y∗)(1− y)¯̄b(1 + y)(1− y∗)
= ¯̄b+ ¯̄b(y − y∗) + (y∗ − y)¯̄b︸ ︷︷ ︸

∈J

+ (y∗ − y)¯̄b(y − y∗)︸ ︷︷ ︸
∈J2={0}

Logo b = ¯̄b+ j, para algum j ∈ J . Portanto b− ¯̄b ∈ B ∩ J = {0}, o que implica

que b = ¯̄b. Assim,

b = b+ b(y − y∗)− (y − y∗)b
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o que implica b(y− y∗) = (y− y∗)b. Escrevendo y = y+y∗

2
+ y−y∗

2
e utilizando o fato

de termos J2 = {0}, pode-se verificar que b∗ =
(
1− y+y∗

2

)
b̄
(
1 + y+y∗

2

)
. Portanto

B∗ = (1− s)B(1 + s)

onde s∗ = s = y+y∗

2
é um elemento simétrico em J.

Vamos mostrar agora que

B′ =
(

1− s

2

)
B
(

1 +
s

2

)
é a álgebra que procuramos. Tome a ∈ B′. Então existe b ∈ B tal que a =(
1− s

2

)
b
(
1 + s

2

)
e assim

a∗ =

(
1 +

s∗

2

)
b∗
(

1− s∗

2

)
=
(

1 +
s

2

)
(1− s) b̄ (1 + s)

(
1− s

2

)
=

(
1− s+

s

2
− s2

2

)
b̄

(
1 + s− s

2
− s2

2

)
=
(

1− s

2

)
b̄
(

1 +
s

2

)
∈ B′.

Logo, (B′)∗ = B′. A maximalidade e semissimplicidade de B′ segue do fato de
termos B′ ∼= B e o teorema está provado quando J2 = {0}.

Suponha agora que Jn = {0} e Jn−1 6= {0}, n > 2. Como J = J∗ temos que
(Jn−1)∗ = Jn−1. Assim A/Jn−1 possui uma estrutura de álgebra com involução
induzida. Além disso, J(A/Jn−1) = J(A)/Jn−1 o que implica (J(A/Jn−1))n−1 =
{0}. Por indução em n, temos que A/Jn−1 pode ser escrito como

A/Jn−1 = B1 u J1 (4.1)

onde B1 é subálgebra semissimples maximal de A/Jn−1 que é ∗-invariante e J1 é o
radical de Jacobson de A/Jn−1. Por outro lado, pelo Teorema da Correspondência,
temos que B1 = B/Jn−1, para alguma subálgebra B de A com Jn−1 ⊆ B. Uma vez
que B1 é semissimples, segue que J(B/Jn−1) = {0} e desta forma J(B) = Jn−1.
Como (Jn−1)2 ⊆ J2(n−1) = {0} temos (J(B))2 = {0} e, desde que B é ∗-invariante
(já que B1 e J são ∗-invariantes), podemos aplicar o caso anterior. Temos assim
que existe uma subálgebra semissimples maximal B̃ de B tal que

B = B̃ u J(B) = B̃ u Jn−1 e B̃∗ = B̃.

Além disso, como J1 é o radical de Jacobson de A/Jn−1 temos que J1 = J/Jn−1 e
assim, desde que B1 = B/Jn−1, segue da Equação (4.1) que A = B+J . Portanto,

A = B + J = (B̃ u Jn−1) + J = B̃ + J.
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Falta verificar que a última soma acima é direta. Para isto, considere b ∈ B̃ e
x ∈ J tais que

0 = b+ x.

Considerando as classes em A/Jn−1, obtemos

0 = b+ x,

onde b ∈ B1 e x ∈ J1. Assim, desde que em (4.1) a soma é direta, temos que
b = 0, o que implica b ∈ Jn−1. Desta forma, b ∈ Jn−1 ∩ B̃ = {0}, ou seja, b = 0
e segue disso que x = 0. Conclúımos então que A = B̃ u J , com B̃ subálgebra
semissimples maximal ∗-invariante.

4.3 ∗-identidades polinomiais

Considere A uma álgebra com involução ∗. O objetivo desta seção é fazer um
estudo análogo àquele apresentado no Caṕıtulo 2. Vamos começar estudando as
∗-identidades polinomiais de (A,∗).

Sejam X = {x1,x2, . . .} e F um corpo de caracteŕıstica zero. Denotamos por
F 〈X,∗〉 a álgebra livre associativa unitária gerada por {x1,x

∗
1,x2,x

∗
2, . . .}. Note que

F 〈X,∗〉 tem uma involução induzida obtida estendendo-se linearmente a aplicação
∗ tal que

(x∗i )
∗ = xi, (xi)

∗ = x∗i

e ainda para k ≥ 2

(x
ai1
i1
x
ai2
i2
· · ·x

aik−1

ik−1
x
aik
ik

)∗ = (x
aik
ik

)∗(x
aik−1

ik−1
)∗ · · · (xai2i2 )∗(x

ai1
i1

)∗,

onde aij ∈ {1,∗}. Os elementos de F 〈X,∗〉 são chamados de ∗-polinômios. Se
f ∈ F 〈X,∗〉 vamos escrever f = f(x1,x

∗
1, . . . ,xn,x

∗
n) indicando que x1, . . . ,xn são

únicas variáveis de f podendo aparecer com involução ou não.

Definição 4.3.1. Seja f = f(x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n) ∈ F 〈X,∗〉.

i) Se u é um monômio de f então o grau de u na variável xi é o número de
vezes que xaii aparece em u onde ai ∈ {1,∗}, que denotaremos por degxi u;

ii) O grau de f em xi é o maior degxi u onde u é um monômio de f ;

iii) Se, para todo i = 1, . . . ,n, xi aparece em todos os monônios de f com grau 1
então dizemos que f é multilinear.
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Definição 4.3.2. Seja A uma álgebra com involução ∗. Dado f = f(x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n) ∈

F 〈X,∗〉 dizemos que f é uma ∗-identidade de A se

f(a1,a
∗
1, . . . ,an,a

∗
n) = 0

para quaisquer a1, . . . ,an ∈ A. Neste caso, escrevemos f ≡ 0 em (A,∗).

Exemplo 4.3.3. ∗-identidades de G2.
Por definição, G2 = F⊕F é uma álgebra comutativa. Portanto [x1,x

∗
1], [x1,x

∗
2],

[x∗1,x
∗
2] e [x1,x2] são ∗-identidades em G2.

Definição 4.3.4. Dada uma álgebra A com involução ∗ definimos

Id(A,∗) = {f ∈ F 〈X,∗〉 | f ≡ 0 em (A,∗)}

como o conjunto das ∗-identidades de A.

O conjunto Id(A,∗) é um T∗-ideal de F 〈X,∗〉, isto é, Id(A,∗) é um ideal de
F 〈X,∗〉 que é fechado sob todos os endomorfismos que comutam com a involução
∗. Isto significa que Id(A,∗) é fechado sob qualquer endomorfismo ψ : F 〈X,∗〉 →
F 〈X,∗〉 que satisfaz

ψ(f(x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n)) = f(ψ(x1),ψ(x∗1), . . . ,ψ(xn),ψ(x∗n))

= f(ψ(x1),ψ(x1)
∗, . . . ,ψ(xn),ψ(xn)∗),

para todo f ∈ F 〈X,∗〉.

Definição 4.3.5. Dizemos que dois conjuntos de ∗-polinômios são ∗-equivalentes
se geram o mesmo T∗-ideal.

Em analogia à Proposição 2.2.10 temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3.6. Seja F um corpo de caracteŕıstica zero. Então todo T∗-ideal é
gerado pelos ∗-polinômios multilineares que ele contém.

Seja
Pn(∗) = spanF{xa1

σ(1) · · ·x
an
σ(n) | σ ∈ Sn, ai ∈ {1,∗}}

o espaço vetorial dos ∗-polinômios multilineares em x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n. Defina

Pn(A,∗) :=
Pn(∗)

Pn(∗) ∩ Id(A,∗)
·

Definição 4.3.7. A dimensão de Pn(A,∗) sobre F é denominada a n-ésima ∗-
codimensão de A e denotada por cn(A,∗).
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O próximo lema nos mostra uma relação entre a n-ésima codimensão e a n-
ésima ∗-codimensão de uma álgebra A com involução ∗.

Lema 4.3.8. Seja A uma álgebra com involução ∗. Então cn(A) ≤ cn(A, ∗).

Demonstração. Se f ∈ Id(A) então f ∈ F 〈X〉. Além disso, f também está em
Id(A,∗). Por outro lado, se f ∈ F 〈X〉 ∩ Id(A,∗) então f ∈ Id(A). Portanto,

Id(A) = F 〈X〉 ∩ Id(A,∗).

Por definição, cn(A) é o número máximo de elementos de Pn que são linear-
mente independentes módulo Id(A). Seja {mi}ti=1 um conjunto de elementos de
Pn linearmente independentes módulo Id(A), com t = cn(A). Se

t∑
i=1

αimi ≡ 0 (mod Id(A,∗))

então, como mi ∈ F 〈X〉 para todo i = 1, . . . ,t, temos

t∑
i=1

αimi ≡ 0 (mod Id(A,∗) ∩ F 〈X〉)

e assim
t∑
i=1

αimi ≡ 0 (mod Id(A)).

Como {mi}ti=1 é linearmente independente módulo Id(A), conclúımos que αi = 0
para i = 1, . . . ,t. Portanto, {mi}ti=1 ainda é linearmente independente módulo
Id(A,∗). Conlúımos assim que cn(A) ≤ cn(A, ∗).

Agora, se escrevemos yi = xi + x∗i e zi = xi − x∗i para i = 1,2, . . . , então

xi =
yi + zi

2
e x∗i =

yi − zi
2
·

Assim temos que

Pn(∗) = spanF{wσ(1) · · ·wσ(n) | σ ∈ Sn, wi = yi ou wi = zi, i = 1, . . . n}.

A fim de facilitar nosso estudo, para r = 0, . . . ,n, vamos definir

Pr,n−r=spanF{wσ(1)...wσ(n) | σ ∈ Sn, wi=yi para i=1,...,r e wi=zn−i+1 para i=r+1,...,n}

como o espaço dos polinômios multilineares nas variáveis y1, . . . ,yr,z1, . . . ,zn−r.
Note que as ∗-identidades de uma álgebra com involução ∗ podem ser escri-

tas tanto utilizando as variáveis x1,x
∗
1,x2,x

∗
2, . . ., quanto utilizando as variáveis do

conjunto {y1,z1,y2,z2, . . .}.
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Exemplo 4.3.9. Como vimos no Exemplo 4.3.3, [x1,x
∗
1], [x1,x

∗
2], [x∗1,x

∗
2] e [x1,x2]

são ∗-identidades da álgebra G2. Observe que cada uma destas identidades pode
ser reescrita utilizando as variáveis y1, y2, z1 e z2. Em particular, [x1,x

∗
2] pode ser

reescrita da seguinte forma

[x1,x
∗
2] =

[
y1 + z1

2
,
y2 − z2

2

]
=

1

4
([y1,y2] + [z1,y2]− [y1,z2]− [z1,z2]) .

Por outro lado, cada comutador de Lie que aparece do lado direito da igualdade
acima também é uma identidade de G2. De fato,

[y1,z2] = [x1 + x∗1,x2 − x∗2] = [x1,x2]− [x1,x
∗
2] + [x∗1,x2]− [x∗1,x

∗
2].

De modo análogo, verifica-se que os demais comutadores também são identidades
de G2.

Defina então

Pr,n−r(A,∗) :=
Pr,n−r

Pr,n−r ∩ Id(A,∗)
·

Observe que o estudo de Pn(∗) ∩ Id(A,∗) se resume ao estudo de Pr,n−r ∩ Id(A,∗)
com r = 0, . . . ,n e, como veremos mais adiante, Pr,n−r(A,∗) tem uma estrutura de
Sr × Sn−r-módulo o que facilita todo o trabalho.

Definição 4.3.10. A dimensão de Pr,n−r(A,∗) sobre F é chamada (r,n−r)-ésima
∗-codimensão da álgebra A e é denotada por cr,n−r(A,∗).

O próximo resultado irá relacionar cn(A,∗) e cr,n−r(A,∗).

Teorema 4.3.11 ([7], Teorema 1.3). Seja A uma álgebra com involução ∗. Então

cn(A,∗) =
n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(A,∗).

A seguir, caracterizaremos o T∗-ideal das identidades de (G2,∗) e utilizaremos
o teorema anterior para calcular a n-ésima ∗-codimensão da álgebra G2.

Proposição 4.3.12 ([10], Lema 1). Para todo n ≥ 1,

1. O T∗-ideal das ∗-identidades de (G2,∗) é gerado pelos ∗-polinômios [y1,y2],
[y1,z1] e [z1,z2];

2. cn(G2, ∗) = 2n.
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Demonstração. Seja I = 〈[y1,y2], [y1,z1], [z1,z2]〉T∗ o T∗-ideal gerado por [y1,y2],
[y1,z1] e [z1,z2]. Para, r = 0, . . . ,n, defina

Pr,n−r(I) :=
Pr,n−r

Pr,n−r ∩ I
·

Dado um monômio qualquer

wσ(1) · · ·wσ(n) ∈ Pr,n−r
temos que

wσ(1) · · ·wσ(n) ≡ y1 · · · yrz1 · · · zn−r (mod I).

Portanto, se cr,n−r(I) denota a dimensão de Pr,n−r(I) então

cr,n−r(I) ≤ 1.

Por outro lado, como [y1,y2], [y1,z1] e [z1,z2] são ∗-identidades de (G2,∗), é claro
que I ⊆ Id(G2,∗) e segue que

cr,n−r(G2,∗) ≤ cr,n−r(I).

Mas ainda temos que 1 ≤ cr,n−r(G2,∗). Para verificar esta última desigualdade
basta exibir um ∗-polinômio de Pr,n−r que não é uma identidade de (G2,∗). Seja

f(y1, . . . , yr,z1, . . . ,zn−r) = y1 · · · yrz1 · · · zn−r ∈ Pr,n−r
e considere a substituição

y1 = · · · = yr = (1,1) e z1 = · · · = zn−r = (1,− 1).

Teremos

f((1,1), . . . ,(1,1)︸ ︷︷ ︸
r vezes

, (1,− 1), . . . ,(1,− 1)︸ ︷︷ ︸
n−r vezes

) = (1,(−1)n−r) 6= 0.

Logo,
1 ≤ cr,n−r(G2,∗) ≤ cr,n−r(I) ≤ 1

e portanto, para r = 0, . . . ,n, temos cr,n−r(G2,∗) = cr,n−r(I) = 1. Desta forma
conclúımos que

cn(G2,∗) =
n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(G2,∗) =

n∑
r=0

(
n

r

)
= 2n.

Finalmente, já que cr,n−r(G2,∗) = cr,n−r(I) segue que dimF (Pr,n−r ∩ I) =
dimF (Pr,n−r∩Id(G2,∗)) e lembrando que I ⊆ Id(G2,∗) conclúımos que Pr,n−r∩I =
Pr,n−r ∩ Id(G2,∗), para todo r = 0, . . . ,n. Uma vez que Id(G2,∗) é gerado pelos
∗-polinômios multilineares que ele contém (veja Proposição 4.3.6), conclúımos que
Id(G2,∗) = I e a proposição está provada.
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Para finalizar a seção, apresentamos um teorema que mostra que um T∗-ideal
não está contido em Id(G2,∗) se, e somente se, zd pertence a este ideal, onde z é
uma variável anti-simétrica.

Teorema 4.3.13 ([10], Teorema 2). Seja A uma álgebra com involução ∗. Então
Id(A,∗) * Id(G2,∗) se, e somente se, zd ∈ Id(A, ∗), para algum d ≥ 1, onde z é
uma variável anti-simétrica.

Demonstração. Se zd ∈ Id(A,∗), então Id(A,∗) * Id(G2,∗) pois, claramente, zd

não é uma identidade em (G2,∗).
Agora suponha que Id(A,∗) * Id(G2,∗). Então existe f = f(y1, . . . ,yr,z1, . . . , zm) ∈

Id(A,∗) que não está em Id(G2,∗). Podemos assumir que f é multilinear. Conse-
quentemente, f não se anula em uma base de G2. Sejam a = (1,1) e b = (1,− 1).
Temos que {a} e {b} são bases de G+

2 e G−2 , respectivamente, e portanto {a,b} é
uma base de G2. Observe que b2 = a. Assim,

0 6= f(a, . . . ,a︸ ︷︷ ︸
r vezes

, b, . . . ,b︸ ︷︷ ︸
m vezes

) = f(b2, . . . ,b2︸ ︷︷ ︸
r vezes

, b, . . . ,b︸ ︷︷ ︸
m vezes

) = αbm+2r,

o que implica α 6= 0. Agora note que z2 é um elemento simétrico. Portanto,

Id(A,∗) 3 f(z2, . . . ,z2︸ ︷︷ ︸
r vezes

, z, . . . ,z︸ ︷︷ ︸
m vezes

) = αzm+2r.

Uma vez que temos α 6= 0, conclúımos que zm+2r ∈ Id(A,∗).

4.4 Ações

Ao longo desta seção, A denotará uma F -álgebra com involução ∗ e F um corpo
de caracteŕıstica zero.

4.4.1 Ação de Hn sobre Pn(∗)
Definição 4.4.1. Considere o grupo simétrico Sn e seja G um grupo. O conjunto

{(a1, . . . ,an;σ) | ai ∈ G, σ ∈ Sn}

junto com a lei de composição

(a1, . . . ,an;σ)(b1, . . . ,bn; τ) := (a1bσ−1(1), . . . ,anbσ−1(n);στ)

é um grupo chamado produto entrelaçado de G por Sn e é denotado por G oSn.
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Definição 4.4.2. O grupo hiperoctaedral Hn = Z2 oSn é o produto entrelaçado
de Z2 = {1,∗}, o grupo multiplicativo de ordem 2, por Sn.

Considere

φ : FHn −→ Pn(∗)∑
(a;σ)∈Hn

α(a;σ)(a;σ) 7−→
∑

(a;σ)∈Hn

α(a;σ)x
aσ(1)

σ(1) · · ·x
aσ(n)

σ(n)
,

onde, a fim de simplificar a notação, estamos escrevendo a = (a1, . . . ,an) com
ai ∈ Z2. A função φ é um isomorfismo que faz com que Pn(∗) se torne um Hn-
módulo. Mais precisamente, Hn age à esquerda de Pn(∗) da seguinte maneira: se
f(x1,x

∗
1, . . . ,xn,x

∗
n) ∈ Pn(∗) e (a1, . . . ,an;σ) ∈ Hn então

(a1, . . . ,an;σ)f(x1,x
∗
1, . . . ,xn,x

∗
n) = f(x

aσ(1)

σ(1) ,(x
aσ(1)

σ(1) )∗, . . . ,x
aσ(n)

σ(n) ,(x
aσ(n)

σ(n) )∗).

Exemplo 4.4.3. Considere

f = f(x1,x
∗
1,x2,x

∗
2,x3,x

∗
3) = x1x2x

∗
3 + x3x

∗
1x2 + x∗1x3x

∗
2 ∈ P3(∗)

e (a1,a2,a3;σ) = (1, ∗ ,∗; (132)) ∈ H3. Então

(a1,a2,a3;σ)f = x
aσ(1)

σ(1) x
aσ(2)

σ(2) (x
aσ(3)

σ(3) )∗ + x
aσ(3)

σ(3) (x
aσ(1)

σ(1) )∗x
aσ(2)

σ(2) + (x
aσ(1)

σ(1) )∗x
aσ(3)

σ(3) (x
aσ(2)

σ(2) )∗

= x∗3x1(x
∗
2)
∗ + x∗2(x

∗
3)
∗x1 + (x∗3)

∗x∗2x
∗
1 = x∗3x1x2 + x∗2x3x1 + x3x

∗
2x
∗
1.

Pode-se verificar que o ideal das ∗-identidades Id(A,∗) é fechado sob a ação de
Hn e assim Pn(∗) ∩ Id(A,∗) é um Hn-módulo. Portanto

Pn(A,∗) =
Pn(∗)

Pn(∗) ∩ Id(A,∗)
também tem uma estrutura de Hn-módulo.

Definição 4.4.4. Chamamos o Hn-caracter de Pn(A,∗) de n-ésimo ∗-cocaracter
de A e denotamos por χn(A,∗).

Em [37], A. Regev prova a existência de uma correspondência biuńıvoca entre
os Hn-caracteres irredut́ıveis e os pares de partições (λ,µ) tais que λ ` r e µ `
n− r, r = 0, . . . ,n. Portanto, o Hn-caracter irredut́ıvel associado ao par (λ,µ) será
denotado por χλ,µ. Assim, podemos escrever

χn(A,∗) =
n∑
r=0

∑
λ`r

µ`n−r

m̄λ,µχλ,µ, (4.2)

onde m̄λ,µ é a multiplicidade associada ao par de partições (λ,µ). Escreveremos
χλ,µ(1) = d̄λ,µ. A proposição a seguir relaciona o grau do Hn-caracter com o grau
do Sr-caracter associado à λ e o grau do Sn−r-caracter associado à µ.
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Proposição 4.4.5 ([7]). Se λ ` r e µ ` n− r então

d̄λ,µ =

(
n

r

)
dλdµ.

4.4.2 Ação de Sr × Sn−r sobre Pr,n−r

Considere agora, para 0 ≤ r ≤ n, a ação do grupo Sr × Sn−r em Pr,n−r dada da
seguinte forma: se σ ∈ Sr, τ ∈ Sn−r e f(y1, . . . ,yr,z1, . . . ,zn−r) ∈ Pr,n−r então

(σ,τ)f(y1, . . . ,yr,z1, . . . ,zn−r) = f(yσ(1), . . . ,yσ(r),zτ(1), . . . ,zτ(n−r)).

Portanto,

Pr,n−r(A,∗) =
Pr,n−r

Pr,n−r ∩ Id(A,∗)
tem uma estrutura de Sr × Sn−r-módulo à esquerda, já que Id(A,∗) é fechado
sob esta ação. O Sr × Sn−r-caracter de Pr,n−r(A) será denotado por ψr,n−r(A,∗) e
chamado (r,n− r)-ésimo ∗-cocaracter. Podemos escrevê-lo da seguinte forma

ψr,n−r(A,∗) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µψλ,µ,

onde ψλ,µ = χλ⊗χµ é o Sr×Sn−r-caracter irredut́ıvel associado ao par de partições
(λ,µ) e mλ,µ é a respectiva multiplicidade. Escrevemos ψλ,µ(1) = dλ,µ. Assim temos

dλ,µ = (χλ ⊗ χµ)(1) = χλ(1)χµ(1) = dλdµ.

Portanto, a (r,n− r)-ésima ∗-codimensão de (A,∗) pode ser escrita como

cr,n−r(A,∗) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µdλ,µ =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µdλdµ

Existe uma conexão entre χn(A,∗) e ψr,n−r(A,∗) que será dada através do se-
guinte resultado:

Teorema 4.4.6 ([7], Teorema 1.3). Seja A uma álgebra com involução. Se

χn(A,∗) =
n∑
r=0

∑
λ`r

µ`n−r

m̄λ,µχλ,µ e ψr,n−r(A, ∗) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µψλ,µ,

então mλ,µ = m̄λ,µ para todas as partições λ ` r e µ ` n− r.
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Assim, de modo análogo à Proposição 3.2.4, apresentaremos agora um resultado
muito útil para encontrar os n-ésimos ∗-cocaracteres.

Teorema 4.4.7. Seja A uma álgebra com involução com n-ésimo ∗-cocaracter
χn(A,∗) dado pela Equação (4.2). Para um par de partições (λ,µ), λ ` r e µ ` n−r,
a multiplicidade mλ,µ é igual a zero se, e somente se, para quaisquer tabelas de
Young Tλ do tipo λ e Tµ do tipo µ e qualquer polinômio f = f(y1, . . . ,yr,z1, . . . ,zn−r)
pertencente a Pr,n−r, a álgebra (A,∗) satisfaz a ∗-identidade eTλeTµf ≡ 0.

Utilizando o resultado acima daremos a decomposição expĺıcita do n-ésimo
∗-cocaracter da álgebra (G2,∗).
Proposição 4.4.8. Para todo n ≥ 1,

χn(G2, ∗) =
n∑
r=0

χ(r),(n−r).

Demonstração. Primeiramente observe que

cr,n−r(G2,∗) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µdλ,µ.

Agora considere as seguintes tabelas de Young

T(r) = 1 2 · · · r e T(n−r) = 1 2 · · · n− r .

Ou seja, os inteiros foram colocados em T(r) e T(n−r) de maneira crescente da
esquerda para a direita. Temos que

eT(r)
=
∑
σ∈Sr

σ e eT(n−r) =
∑

τ∈Sn−r

τ.

Tomando f(y1, . . . ,yr,z1, . . . ,zn−r) = y1 . . . yrz1 . . . zn−r ∈ Pr,n−r temos que

eT(r)
eT(n−r)f =

(∑
σ∈Sr

σ

) ∑
τ∈Sn−r

τ

 (y1 . . . yrz1 . . . zn−r)

=
∑
σ∈Sr

∑
τ∈Sn−r

yσ(1) . . . yσ(r)zτ(1) . . . zτ(n−r).

Considerando a substituição y1 = · · · = yr = (1,1) e z1 = · · · = zn−r = (1, − 1)
obtemos

eT(r)
eT(n−r)f((1,1), . . . ,(1,1)︸ ︷︷ ︸

r vezes

, (1,− 1), . . . ,(1,− 1)︸ ︷︷ ︸
n−r vezes

) =

=
∑
σ∈Sr

∑
τ∈Sn−r

(1,1) . . . (1,1)︸ ︷︷ ︸
r vezes

(1,− 1) . . . (1,− 1)︸ ︷︷ ︸
n−r vezes

= |Sr||Sn−r|(1,(−1)n−r) 6= 0.
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Isso significa que m(r),(n−r) ≥ 1. Como d(r) = d(n−r) = 1 (veja Item 2 do Exemplo
3.1.8), temos que d(r),(n−r) = d(r)d(n−r) = 1.

Por outro lado, da Proposição 4.3.12 temos cr,n−r(G2,∗) = 1. Logo,

1 = cr,n−r(G2,∗) =
∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µdλ,µ ≥ m(r),(n−r)d(r),(n−r) = m(r),(n−r) ≥ 1.

Portanto m(r),(n−r) = 1, para r = 0, . . . ,n, e todas as demais multiplicidades são
nulas. Conclúımos assim que

χn(G2, ∗) =
n∑
r=0

χ(r),(n−r).

A seguir apresentamos um resultado de Berele que mostra que, se A é uma
PI-álgebra com involução ∗, então as multiplicidades associadas ao Hn-caracter
χλ,µ em χn(A,∗) são polinomialmente limitadas.

Proposição 4.4.9 ([2], Teorema 15). Seja A uma PI-álgebra com involução ∗. Se
mλ,µ é a multiplicidade associada ao Hn-caracter χλ,µ, então existe um polinômio
g(n) tal que

n∑
r=0

∑
λ`r

µ`n−r

mλ,µ ≤ g(n).

Em particular, se λ ` r e µ ` n−r então mλ,µ é (uniformemente) polinomialmente
limitada.

Terminamos a seção com uma observação que será útil no Caṕıtulo 6.

Observação 4.4.10. Sejam Tλ e Tµ tabelas Young do tipo λ ` r e µ ` n− r, res-
pectivamente, e f = f(y1, . . . yr,z1, . . . ,zn−r) um polinômio em Pr,n−r. Considere
g o polinômio obtido de eTλeTµf ao substituir as variáveis anti-simétricas corres-
pondentes à primeira linha de Tµ por z. Então g e eTλeTµf são ∗-equivalentes.
Vejamos dois exemplos:
• Considere µ = (3), f(z1,z2,z3) = z3z1z2 ∈ P0,3 e a tabela

Tµ = 1 2 3 .

Temos que RTµ = S3 e CTµ = {(1)}. Assim,

eTµf =
∑
σ∈S3

zσ(3)zσ(1)zσ(2).
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Substituindo z1, z2 e z3 por z em eTµf , obtemos

g(z) = 3!z3.

Observe que g é obtido de eTµf ao considerar um endomorfismo tal que h(z1) =
h(z2) = h(z3) = z. Por outro lado, desde que char(F ) = 0, temos que eTµf
é obtido de g através do processo de multilinearização. Portanto, eTµf e g são
∗-equivalentes.

• Considere µ = (2,2), f(z1,z2,z3,z4) = z2z3z1z4 ∈ P0,4 e a tabela

Tµ =
1 2
3 4

.

Temos que RTµ = S2(1,2)× S2(3,4) e CTµ = S2(1,3)× S2(2,4). Segue que

eTµf = z2z3z1z4+z1z3z2z4−z2z1z3z4−z1z2z3z4−z4z3z1z2−z4z3z2z1+z4z1z3z2+z4z2z3z1

+z2z4z1z3+z1z4z2z3−z2z1z4z3−z1z2z4z3−z3z4z1z2−z3z4z2z1+z3z1z4z2+z3z2z4z1.

Substituindo z1 e z2 por z em eTµf , obtemos

g(z,z3,z4)=2!(zz3zz4−z2z3z4−z4z3z
2 +z4zz3z+zz4zz3−z2z4z3−z3z4z

2 +z3zz4z).

Observe que, analogamente ao caso anterior, g é obtido de eTµf ao considerar
um endomorfismo tal que h(z1) = h(z2) = z. Por outro lado, desde que char(F ) =
0, temos que eTµf é obtido de g através do processo de multilinearização. Portanto,
eTµf e g são ∗-equivalentes.
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Caṕıtulo 5

Álgebras com crescimento
polinomial das codimensões

Nos caṕıtulos anteriores vimos algumas definições e resultados básicos. Agora dare-
mos uma caracterização das álgebras com crescimento polinomial das codimensões.
Lembramos que a sequência de codimensões de uma álgebra A é polinomial-
mente limitada, se existem constantes α e t tais que, para todo n, cn(A) ≤ αnt.
Os principais resultados aqui estudados podem ser encontrados no artigo [17] de
Giambruno e Zaicev. Vamos assumir que F é um corpo de caracteŕıstica zero.

5.1 Álgebras de dimensão finita e suas decompo-

sições

Nesta primeira seção veremos que, sob determinadas hipóteses, a sequência de
codimensões de uma álgebra A tem crescimento polinomial se, e somente se, a
álgebra A pode ser decomposta em soma de apropriadas subálgebras. Antes de
apresentar este resultado, vejamos a proposição a seguir:

Proposição 5.1.1. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebri-
camente fechado F de caracteŕıstica zero. Considere a decomposição de Wedderburn-
Malcev A = B1⊕· · ·⊕BmuJ onde J = J(A) é o radical de Jacobson de A e Bi é
subálgebra simples de A, para i = 1, . . . ,m. Então {cn(A)}n≥1 é polinomialmente
limitada se, e somente se, BiJBk = {0} para i 6= k e Bi

∼= F, i,k = 1, . . . ,m.

Demonstração. Suponha {cn(A)}n≥1 polinomialmente limitada. Pela Proposição
2.4.9 temos exp(A) ≤ 1. Então, pelo Teorema 2.4.7,

max dimF (Bi1 ⊕ · · · ⊕Bir) ≤ 1
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onde Bi1 , . . . , Bir satisfazem a condição da Equação (2.1). Lembrando que, para
cada j, Bj satisfaz claramente a Equação (2.1) e dimF Bj ≥ 1 temos que

1 ≤ dimF Bj ≤ max dimF (Bi1 ⊕ · · · ⊕Bir) ≤ 1

o que implica que dimF Bj = 1 e portanto Bj
∼= F para todo j ∈ {1, . . . ,m}. Além

disso, da equação acima temos também que a maior dimensão das subálgebras
Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bir tais que Bi1 , . . . , Bir satisfazem a condição da Equação (2.1) é 1.
Logo, BiJBk = {0} para i 6= k.

Por outro lado, se BiJBk = {0} para i 6= k e Bi
∼= F, i,k = 1, . . . ,m, então

temos que max dimF (Bi1 ⊕ · · · ⊕ Bir), tais que Bi1 , . . . ,Bir satisfazem a Equação
(2.1), é 1. Pelo Teorema 2.4.7 segue que exp(A) = 1 e pela Proposição 2.4.9
conclúımos que {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada.

Teorema 5.1.2 ([17], Teorema 2). Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre
um corpo algebricamente fechado F de caracteŕıstica zero. Então a sequência de
codimensões {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada se, e somente se,

1. A = A0 u A1 u · · · u Am é uma soma direta (como espaço vetorial) de F -
álgebras onde, para i = 1, . . . ,m, Ai = BiuJi, Bi

∼= F, Ji é um ideal bilateral
nilpotente de Ai, e A0, J1, . . . , Jm são ideais à direita de A nilpotentes;

2. para todo i, k ∈ {1, . . . ,m}, i 6= k,AiAk = {0} e BiA0 = {0}.

Demonstração. Suponha {cn(A)}n≥1 polinomialmente limitada. Considere a de-
composição de Wedderburn-Malcev

A = B1 ⊕ · · · ⊕Bm u J (5.1)

da álgebra A, onde J é o radical de Jacobson de A e Bi é subálgebra simples,
i = 1, . . . ,m. Considere também 1 = e1 + · · · + em a decomposição do elemento
unidade de B := B1 ⊕ · · · ⊕ Bm em idempotentes centrais ortogonais minimais
(veja o Teorema 1.3.9). Pela Proposição 5.1.1 temos que eiB = Bi

∼= F. Defina,
para i = 1, . . . ,m,

Ji = eiJ e J0 = {x ∈ J | Bx = 0}.

Escrevendo
Ai = Bi + Ji, para i = 1, . . . ,m, e A0 = J0

temos claramente que Ai é uma F -álgebra e podemos notar que Ji é ideal bilateral
nilpotente de Ai (relembre que J é ideal bilateral nilpotente de A e ei é unidade
de Bi) e ainda que A0, J1, . . . , Jm são ideais à direita de A nilpotentes. Temos
também que:
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• A = (B1 +J1) u · · ·u (Bm +Jm) uJ0. De fato, dado a ∈ A, por (5.1), temos que

a = b1 + · · ·+ bm + x

= b1 + · · ·+ bm + (e1x+ · · ·+ emx+ x− e1x− · · · − emx)

= (b1 + e1x) + · · ·+ (bm + emx) + (x− e1x− · · · − emx)

onde bi ∈ Bi, para i = 1, . . . ,m, e x ∈ J. Claramente, bi + eix ∈ Bi + Ji, i =
1, . . . ,m. Além disso, x−e1x−· · ·−emx ∈ J0 e assim A = (B1 +J1)+ · · ·+(Bm+
Jm) + J0.

Perceba também que a soma é direta. De fato, se

0 = a0 + a1 + · · ·+ am,

onde ai ∈ Ai, com i = 0, . . . ,m, então para cada j = 1, . . . ,m, temos

0 = eja0︸︷︷︸
0

+ eja1︸︷︷︸
0

+ · · ·+ ejaj︸︷︷︸
aj

+ · · · ejam︸︷︷︸
0

,

o que implica aj = 0. Conclúımos assim que A = A0 uA1 u · · ·uAm é uma soma
direta (como espaço vetorial) de F -álgebras.

• Para todo i,k = 1, . . . ,m, i 6= k, AiAk = {0} e BiA0 = {0}. De fato, basta provar
que dado ai ∈ Ai e ak ∈ Ak então aiak = 0. Temos que ai e ak podem ser escritos
como ai = eib+ eix e ak = ekb̄+ ekx̄ onde b, b̄ ∈ B e x, x̄ ∈ J. Assim,

aiak = (eib+ eix)(ekb̄+ ekx̄) = eibekb̄+ eibekx̄+ eixekb̄+ eixekx̄

= b eiek︸︷︷︸
0

b̄+ b eiek︸︷︷︸
0

x̄+ eixek︸ ︷︷ ︸
0

b̄+ eixek︸ ︷︷ ︸
0

x̄ = 0,

já que ei, ek são centrais em B, eiek = 0 e BiJBk = {0} (veja a Proposição 5.1.1).
Agora vamos verificar que BiA0 = {0} para i = 1, . . . ,m. Um elemento bi de Bi

é da forma bi = eib para algum b ∈ B. Por outro lado, por definição, temos que
A0 = {x ∈ J | Bx = 0}. Então, para qualquer x ∈ A0, segue que

bix = ei bx︸︷︷︸
0

= 0

Desta forma conclúımos que A satisfaz 1 e 2.
Reciprocamente, suponha que A satisfaça 1 e 2. Seja

J = A0 u J1 u · · ·u Jm.

Claramente
A = B1 u · · ·uBm u J.
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Além disso, desde que AiAk = {0} para todo i 6= k, temos que BiBk = {0}. Logo

A = B1 ⊕ · · · ⊕Bm u J,

onde Bi é álgebra simples isomorfa a F. Temos ainda que:

• J = A0 u J1 u · · · u Jm é um ideal bilateral nilpotente de A. De fato, como
A0, J1, . . . , Jm já são ideais à direita de A nilpotentes, temos que J é ideal à direita
de A nilpotente. Falta provar que J também é ideal à esquerda de A. Para isto
basta provar que, se a ∈ A, x0 ∈ A0 e xi ∈ Ji, i = 1, . . . ,m, então axi ∈ J e
ax0 ∈ J. Sendo a um elemento de A, existem ai ∈ Ai, bi ∈ Bi e ji ∈ Ji tais que
a = a0 + a1 + . . . + am = a0 + (b1 + j1) + · · · + (bm + jm). Logo, desde que A0 é
ideal à direita de A e Ji é ideal bilateral de Ai, temos

axi = (a0 + a1 + · · ·+ ai + · · ·+ am)xi

= a0xi︸︷︷︸
∈A0⊆J

+ a1xi︸︷︷︸
0

+ · · ·+ aixi︸︷︷︸
∈Ji⊆J

+ · · ·+ amxi︸︷︷︸
0

∈ J,

para i = 1, . . . ,m. Por outro lado, como Ji é ideal à direita de A e BiA0 = {0}
temos

ax0 = (a0 + (b1 + j1) + · · ·+ (bm + jm))x0

= a0x0︸︷︷︸
∈A0⊆J

+ b1x0︸︷︷︸
0

+ j1x0︸︷︷︸
∈J1⊆J

+ · · ·+ bmx0︸︷︷︸
0

+ jmx0︸︷︷︸
∈Jm⊆J

∈ J.

• B := B1 ⊕ · · · ⊕ Bm não possui elementos nilpotentes não nulos. De fato, se
0 6= bi ∈ Bi então bi não é um elemento nilpotente, uma vez que Bi

∼= F . Assim,
se b = b1 + · · ·+bm ∈ B, com bi ∈ Bi, é um elemento nilpotente então existe algum
n ∈ N tal que

0 = bn = (b1 + · · ·+ bm)n = bn1 + · · ·+ bnm

o que implica

bn1 = · · · = bnm = 0

e portanto b1 = · · · = bn = 0. Logo b = 0.
Note que, com as informações acima, conclúımos facilmente que J é o radical

de Jacobson de A. De fato, como já temos que J é um ideal bilateral nilpotente de
A, basta mostrarmos que todo elemento nilpotente de A pertence a J . Se a ∈ A é
um elemento nilpotente, então a = b + j com b ∈ B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bm e j ∈ J, e
existe n ∈ N tal que an = 0. Logo, desde que J é um ideal de A, temos

0 = an = (b+ j)n = bn + j̃.
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para algum j̃ ∈ J. Logo bn = 0 o que implica b = 0. Com isso conclúımos que
a ∈ J. Assim, J é o maior ideal bilateral nilpotente de A e portanto é o radical de
Jacobson de A.

Desta forma A = B1 ⊕ · · · ⊕Bm u J é a decomposição de Wedderburn-Malcev
da álgebra A com Bi

∼= F para i = 1, . . . ,m. A fim de concluirmos nossa demons-
tração, basta mostrarmos que BiJBk = {0} para i 6= k com i,k = 1, . . . ,m, e assim
o resultado seguirá da Proposição 5.1.1. Se i 6= k, com i,k = 1, . . . ,m então

BiJBk = Bi(A0 u J1 u · · ·u Ji u · · ·u Jk u · · ·u Jm)Bk

= BiA0︸ ︷︷ ︸
0

Bk +BiJ1︸︷︷︸
0

Bk + · · ·+Bi JiBk︸︷︷︸
0

+ · · ·+BiJk︸︷︷︸
0

Bk + · · ·+BiJm︸ ︷︷ ︸
0

Bk

= {0},

pois, por hipótese, para todo i, k ∈ {1, . . . ,m}, i 6= k,AiAk = {0} e BiA0 =
{0}. Logo, BiJBk = {0}. Assim, pela Proposição 5.1.1, temos que {cn(A)}n≥1 é
polinomialmente limitada.

Como consequência imediata do resultado acima temos o seguinte corolário:

Corolário 5.1.3 ([17], Corolário 2). Sejam A a álgebra descrita no teorema acima
e J o seu radical de Jacobson. Então

Id(A) = Id(C1) ∩ . . . ∩ Id(Cm) ∩ Id(J),

onde Ci = Ai u A0, para i = 1, . . . ,m.

Demonstração. Claramente, Id(A) ⊆ Id(C1) ∩ . . . ∩ Id(Cm) ∩ Id(J). Considere
agora f ∈ Id(C1)∩ . . .∩ Id(Cm)∩ Id(J) e suponha que f /∈ Id(A). Então existem
r1, . . . , rs ∈ A tais que f(r1, . . . , rs) 6= 0. Como char(F ) = 0 podemos assumir
que f é multilinear e ainda que, para cada i = 1, . . . ,m, ri ∈ Ak, para algum k.
Já que f ∈ Id(J), existe i ∈ {1, . . . ,s} tal que ri ∈ Bk, para um determinado
k ∈ {1, . . . ,m}. Como AkAj = AjAk = {0} para todo j ∈ {1, . . . ,m}, j 6= k,
temos que r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rs ∈ Ak ∪ A0. Portanto f /∈ Id(Ck) o que é uma
contradição. Logo Id(C1) ∩ . . . ∩ Id(Cm) ∩ Id(J) ⊆ Id(A) e portanto Id(A) =
Id(C1) ∩ . . . ∩ Id(Cm) ∩ Id(J).

5.2 A sequência de cocaracteres

Agora daremos uma caracterização do crescimento polinomial em termos da sequên-
cia de cocaracteres da álgebra em questão. Vamos começar a seção observando a
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sequência de cocaracteres e de codimensões de algumas álgebras de dimensão fi-
nita. Sempre que conveniente vamos substituir o ı́ndice λ do Sn-caracter associado
a partição λ ` n pelo diagrama Dλ.

Como vimos no Exemplo 3.2.5, uma álgebra comutativa não nilpotente C é
polinomialmente limitada. De fato, cn(C) = 1. Além disso, o n-ésimo cocaracter
de C é dado por

χn(C) = χ ← n→ .

Agora, considerando a álgebra

M̃ :=

(
0 F
0 F

)
,

Giambruno e La Matina [9] provaram que cn(M̃) = n. No mesmo artigo, os autores
provaram que

χn(M̃) = χ ← n→ + χ ← n− 1→

Observe que, assim como as álgebras comutativas não nilpotentes, a álgebra
M̃ é polinomialmente limitada. Podemos notar também uma interessante ligação
entre a decomposição dos cocaracteres destas álgebras com o ı́ndice de nilpotência
do racical de Jacobson. De fato, se dimF C < ∞, então J(C) = {0}. Portanto,
o ı́ndice de nilpotência de J(C) é 1. Além disso, o único Sn-caracter irredut́ıvel
que aparece na decomposição de χn(C) está associado à partição (n) ` n cujo
diagrama não possui boxes abaixo da primeira linha.

No caso da álgebra M̃ , pode-se verificar que J(M̃) = FE12 e o ı́ndice de
nilpotência do seu radical de Jacobson é 2. Já a decomposição de χn(M̃) é tal que,
os Sn-caracteres irredut́ıveis que têm multiplicidade não nula estão associados a
partições de n cujos diagramas possuem menos de 2 boxes abaixo da primeira
linha.

Então podemos nos perguntar se existe uma relação entre a decomposição do
n-ésimo cocaracter e o ı́ndice de nilpotência do radical de Jacobson das álgebras
de dimensão finita cujas sequências de codimensões são polinomialmente limitada.
Para responder a tal pergunta, começamos observando que se λ = (λ1, λ2, . . . , λr)
é uma partição de n, então n−λ1 é o número de boxes abaixo da primeira linha do
diagramaDλ. Além disso, a partir de agora, sempre que q for o ı́ndice de nilpotência
do radical de Jacobson da álgebra A, escreveremos simplesmente J(A)q = {0}.
Teorema 5.2.1 ([17], Teorema 3). Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre
um corpo F de caracteŕıstica zero. Então {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada
se, e somente se,

χn(A) =
∑
λ`n

n−λ1<q

mλχλ

onde J(A)q = {0}.
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Demonstração. Primeiramente devemos lembrar que a decomposição de χn(A) não
se altera quando estendemos o corpo F (veja Proposição 3.2.3). Além disso, pelo
Teorema 1.4.8, J(A⊗F F̄ )q = {0} se, e somente se, J(A)q = {0}, e assim podemos
assumir que F é um corpo algebricamente fechado.

Suponha que a sequência {cn(A)}n≥1 seja polinomialmente limitada. Seja λ ` n
tal que |λ| − λ1 ≥ q e suponha por contradição que mλ 6= 0. Então, pelo Teorema
3.2.4, existem uma tabela Tλ e um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn tais que
eTλf /∈ Id(A). Sejam t = λ1 e λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
t) a partição conjugada de λ. Então

eTλf é combinação linear de polinômios alternados, sendo que cada um destes
polinômios é alternado em t conjuntos disjuntos de λ′1 variáveis, . . . , λ′t variáveis
(veja a Observação 3.2.1). Vamos provar que cada um desses polinômios alternados
de eTλf pertence a Id(A) contradizendo o fato de eTλf /∈ Id(A).

Seja A = B1⊕· · ·⊕BmuJ a decomposição de Wedderburn-Malcev da álgebra
A, onde J é o radical de Jacobson de A e Bi é subálgebra simples de A, i =
1, . . . ,m. Pela Proposição 5.1.1 temos BiJBk = {0} para todo i 6= k e Bi

∼= F ,
i = 1, . . . ,m. Vamos fixar uma base de A constitúıda pela união de bases de
B1, . . . , Bm e J, respectivamente. Seja g um polinômio alternado de eTλf. Como
BiBk = BiJBk = {0}, para todo i 6= k, para que g não seja uma identidade em
A devemos substituir as variáveis por elementos de J e de no máximo uma única
componente simples, digamos Bi. Já que dimF Bi = 1, podemos substituir em cada
conjunto alternado no máximo um elemento de Bi (veja a Proposição 2.3.2). Ou
seja, podemos substituir no máximo λ1 elementos de Bi. Assim, devemos substituir
pelo menos n − λ1 ≥ q elementos de J. Mas Jq = {0}. Logo, g ≡ 0 em A.
Portanto todo polinômio alternado de eTλf é uma identidade de A, o que implica
que eTλf ∈ Id(A), o que é uma contradição.

Agora vamos supor que χn(A) =
∑

λ`nmλχλ. Então mλ = 0 sempre que
n− λ1 ≥ q. Para λ1 > n− q, a fórmula do gancho nos fornece

dλ ≤
n!

λ1!
<

n!

(n− q)!
= n(n− 1) · · · (n− q + 1) ≤ nq. (5.2)

Portanto, desde que mλ ≤ dλ (veja Lema 3.2.8), temos

cn(A) =
∑
λ`n

n−λ1<q

mλdλ ≤
∑
λ`n

n−λ1<q

d2
λ <

∑
λ`n

n−λ1<q

n2q < Cn2q,

para alguma constante C que depende apenas de q (note que podemos tomar

C = 1 +

q∑
t=1

p(t), onde p(t) é a quantidade de partições de t). Esta desigualdade

completa a prova do teorema.

O teorema acima nos diz que {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada se, e
somente se, a multiplicidade mλ do caracter irredut́ıvel associado à λ for nula
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sempre que Dλ possuir mais que q − 1 boxes abaixo da primeira linha, onde q é
tal que J(A)q = {0}.

Podemos nos perguntar se o resultado acima pode ser generalizado para álge-
bras de dimensões quaisquer. A fim de responder a tal questão podemos utilizar o
seguinte resultado de Kemer:

Teorema 5.2.2. Seja A uma PI-álgebra. Se para todo n, cn(A) ≤ αnt para
certas constantes α, t, então existe uma álgebra B de dimensão finita tal que
Id(A) = Id(B).

Demonstração. Considere a álgebra de Grassmann E de dimensão infinita sobre
F . Pelo Teorema 3.2.7, cn(E) = 2n−1. Então, para n suficientemente grande,
cn(A) < cn(E). Logo, Id(A) * Id(E). Pelo Teorema 2.1.10, existe uma álgebra B
de dimensão finita sobre F tal que Id(A) = Id(B), o que conclui o resultado.

O que o resultado acima nos diz é que, no caso de uma PI-álgebra A cuja
sequência de codimensões é polinomialmente limitada, existe uma álgebra B de
dimensão finita tal que Id(A) = Id(B) e assim, pelo Teorema 5.2.1,

χn(A) = χn(B) =
∑
λ`n

n−λ1<q

mλχλ,

onde q é tal que J(B)q = {0}. Portanto podemos enunciar um resultado geral
para as PI-álgebras com crescimento polinomial das codimensões em termos da
sequência de cocaracteres.

Teorema 5.2.3. Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo F de caracteŕıstica zero.
Então {cn(A)}n≥1 é polinomialmente se, e somente se, existe uma constante δ tal
que

χn(A) =
∑
λ`n

n−λ1<δ

mλχλ

para todo n ≥ 1.

Voltando ao estudo da álgebra de Grassmann E visto no Teorema 3.2.7, pode-
mos observar que cn(E) não é polinomialmente limitada (já que cn(E) = 2n−1) e
não existe uma constante δ que satisfaça as condições do enunciado uma vez que

χn(E) =
n∑
k=1

χ ← k →
↑

n−k
↓

.
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Caṕıtulo 6

Crescimento polinomial das
∗-codimensões

Ao longo deste caṕıtulo F sempre será um corpo de caracteŕıstica zero e (A,∗) uma
F -álgebra A com involução ∗. Na primeira seção vamos caracterizar as álgebras
de dimensão finita com crescimento polinomial das ∗-codimensões. Já na segunda
seção, utilizando técnicas diferentes, apresentaremos uma caracterização geral das
álgebras cujas sequências das ∗-codimensões são polinomialmente limitadas. Os
resultados estudados neste caṕıtulo podem ser encontrados nos artigos [17] de
Giambruno e Zaicev e [10] de Giambruno e Mishchenko.

6.1 Álgebras de dimensão finita

Começamos esta seção relacionando o crescimento polinomial de {cn(A)}n≥1 com
o crescimento polinomial de {cn(A,∗)}n≥1.

Teorema 6.1.1 ([17], Teorema 6). Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre
um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então a sequência de
∗-codimensões {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada se, e somente se,

1. a sequência de codimensões {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada;

2. A = B u J, onde B é uma subálgebra semissimples maximal de A e b∗ = b
para todo b ∈ B.

Note que este é um resultado mais forte que o Teorema 4.2.5. De fato, antes
pod́ıamos garantir apenas a existência de uma subálgebra semissimples maximal
B que era ∗-invariante. Mas sob a hipótese de que F é um corpo algebricamente

79



fechado e a sequência {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada, temos que a su-
bálgebra semissimples maximal B é mais que ∗-invariante. Na verdade, todos os
elementos de B são simétricos.

Demonstração. Suponha que a sequência {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limi-
tada. Pela Proposição 4.3.8 segue que {cn(A)}n≥1 também é polinomialmente
limitada. Assim, pelo Teorema 4.2.5, A = B u J onde B∗ = B e J é o radical
de Jacobson de A. Desde que B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bm com Bi subálgebra simples,
aplicando a Proposição 5.1.1, temos que A = B1 ⊕ · · · ⊕ Bm u J, com Bi

∼= F e
BiJBk = {0} para i 6= k. Precisamos provar que b = b∗. Suponha por contradição
que não temos a igualdade anterior. Como Bi

∼= F , se Bi é ∗-simples então b∗i = bi
para todo bi ∈ Bi. Então deve existir Bi, Bk tais que C = Bi ⊕ Bk

∼= F ⊕ F é ∗-
simples com involução (a,b)∗ = (b,a). Note que C ∼= G2. Portanto, cn(C, ∗) = 2n.
Como C ⊆ A então 2n = cn(C, ∗) ≤ cn(A, ∗) contradizendo o fato de {cn(A, ∗)}n≥1

ser polinomialmente limitada.
Reciprocamente, suponha A = BuJ com b∗ = b para todo b ∈ B e {cn(A)}n≥1

polinomialmente limitada. Queremos mostrar que {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente
limitada. Para isto, estudaremos cr,n−r(A,∗).

Se f(x1, . . . , xn) ∈ Pn∩Id(A) então f(y1, . . . , yr,zr+1, . . . , zn) ∈ Pr,n−r∩Id(A, ∗),
para r = 0, . . . ,n. Logo, Pn ∩ Id(A) ⊆ Pr,n−r ∩ Id(A,∗) e portanto

cr,n−r(A,∗) ≤ cn(A) ≤ αnt,

onde α e t são constantes.
Se a ∈ A então podemos escrever a = b + j com b ∈ B e j ∈ J. Uma vez que

b∗ = b segue que A− ⊆ J. De fato, se a = b + j ∈ A−, então temos também a =
−a∗ = −b∗− j∗ = −b− j∗. Logo, a = j−j∗

2
∈ J , já que J∗ = J . Seja q tal que Jq =

{0}. Isso implica que (A−)q = {0}. Assim, para f = f(y1, . . . , yr, zr+1, . . . , zn) ∈
Pr,n−r(A,∗) temos que f ∈ Id(A, ∗) sempre que tivermos n−r ≥ q e assim teremos
cr,n−r(A,∗) = 0. Segue do Teorema 4.3.11 que

cn(A,∗) =
n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(A,∗) ≤ αnt

n∑
r=n−q+1

(
n

r

)
= αnt

q−1∑
s=o

(
n

s

)
≤ αqnt+q.

Portanto, {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada.

Veremos agora um lema que será utilizado nas demonstrações dos Teoremas
6.1.3 e 6.2.3.

Lema 6.1.2. Sejam A uma um F -álgebra com involução ∗ e F um corpo de
caracteŕıstica zero. Considere

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ
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o n-ésimo ∗-cocaracter de A. Se existe uma constante δ tal que mλ,µ = 0 sempre
que |λ| − λ1 > δ ou |µ| > δ, então {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada.

Demonstração. Suponha que exista uma constante δ satisfazendo as condições
do enunciado. Temos assim que se mλ,µ 6= 0, com λ ` r, µ ` n − r, então
|λ| − λ1 = r − λ1 ≤ δ e |µ| = n− r ≤ δ. Assim, dλ ≤ rδ (veja a Equação (5.2)) o
que implica dλ ≤ nδ, e dµ ≤ δ! se mλ,µ 6= 0. Desta forma temos que

cn(A,∗) =
∑

0≤r≤n
λ`r, µ`n−r

mλ,µdλ,µ =
∑

0≤r≤n
λ`r, µ`n−r

mλ,µ

(
n

r

)
dλdµ ≤

∑
0≤r≤n

λ`r, µ`n−r
r−λ1≤δ, n−r≤δ

mλ,µ

(
n

r

)
nδδ!.

Pela Proposição 4.4.9, existem constantes α e t tais que mλ,µ ≤ αnt.Temos assim
que

cn(A,∗) ≤
∑

0≤r≤n
λ`r, µ`n−r

r−λ1≤δ, n−r≤δ

αnt
(
n

r

)
nδδ! ≤ αδ!nt+δ

∑
n−δ≤r≤n

(
n

r

) ∑
λ`r, µ`n−r

r−λ1≤δ, n−r≤δ

1

︸ ︷︷ ︸
(?)

.

Note que (?) pode ser substitúıda por uma constante C que depende apenas de δ.
De fato, se denotamos por p(t) a quantidade de partições de t e por dδe o menor

inteiro maior ou igual a δ, então podemos tomar C =

1 +

dδe∑
t=1

p(t)

2

. Assim,

cn(A,∗) ≤ αδ!nt+δC
δ∑
s=0

(
n

s

)
≤ αCδ!(δ + 1)nt+δnδ = βnk,

onde β = αCδ!(δ + 1) e k = t+ 2δ. E isto conclui a demonstração do lema.

Tendo em vista o lema acima, apresentaremos um resultado análogo ao Teorema
5.2.1 para álgebras com involução.

Teorema 6.1.3 ([17], Teorema 7). Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um
corpo F de caracteŕıstica zero. Então a sequência de ∗-codimensões {cn(A,∗)}n≥1

é polinomialmente limitada se, e somente se,

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n
n−λ1<q

mλ,µχλ,µ,

onde J(A)q = {0}.
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Demonstração. Primeiramente observe que a decomposição de Pn(∗) emHn-módu-
los irredut́ıveis não muda quando estendemos F. Portanto, podemos assumir que
F é algebricamente fechado.

Vamos supor que {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada e considere λ =
(λ1, . . . , λs) ` r, µ ` n−r tais que n−λ1 ≥ q. Suponha por contradição que mλ,µ 6=
0. Então existem tabelas Tλ e Tµ e um polinômio f ∈ Pr,n−r tais que eTλeTµf /∈
Id(A, ∗). Temos que eTλeTµf é combinação linear de polinômios alternados, sendo
que cada um destes polinômios é alternados em t = λ1 conjuntos disjuntos de λ′1
variáveis, . . . , λ′t variáveis simétricas. Vamos provar que cada um desses polinômios
alternados está em Id(A, ∗).

Pelo Teorema 6.1.1 temos que, como {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada,
então {cn(A)}n≥1 também é polinomialmente limitada e A = B u J onde J é o
radical de Jacobson de A e b∗ = b para todo b ∈ B. Portanto, pela Proposição
5.1.1, temos que A = B1 ⊕ · · · ⊕ Bm u J , onde Bi é subálgebra simples de A
isomorfa a F , i = 1, . . . ,m, BiBk = BiJBk = {0} para i 6= k, e b∗i = bi para todo
bi ∈ Bi. Seja g um dos polinômios alternados de eTλeTµf. Para que g não seja uma
∗-identidade de A, poderemos substituir as variáveis por elementos de apenas uma
das componentes simples, digamos Bi, e de J. Além disso, como bi = b∗i para todo
bi ∈ Bi e dimF Bi = 1, em cada conjunto alternado de variáveis simétricas podemos
substituir no máximo um elemento de Bi. Assim, como podemos substituir os
elementos de Bi apenas nas variáveis simétricas, vamos substituir no máximo λ1

elementos de Bi e pelo menos |λ| − λ1 + |µ| = n − λ1 ≥ q elementos de J. Como
Jq = {0} conclúımos que g ≡ 0, o que é uma contradição.

A rećıproca segue do lema anterior. De fato, basta tomar δ = q. Assim, se
|λ| − λ1 > δ ou |µ| > δ então

n− λ1 = |λ|+ |µ| − λ1 > δ = q

o que implica mλ,µ = 0 e, pelo lema, {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada.

Portanto, dada uma álgebra A de dimensão finita com involução ∗, a sequência
das ∗-codimensões é polinomialmente limitada se, e somente se, a multiplicidade
mλ,µ associada ao par de partições λ ` r e µ ` n− r, r = 0, . . . ,n, for nula sempre
que n− λ1 ≥ q, ou seja, sempre que a quantidade de boxes em Dµ somada com a
quantidade de boxes abaixo da primeira linha de Dλ for maior ou igual a q.

6.2 Caso geral

Para caracterizar as álgebras com involução com crescimento polinomial das ∗-
codimensões, sem que a álgebra A tenha necessariamente dimensão finita sobre F ,
vamos precisar de alguns resultados. Começamos pelo seguinte lema:
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Lema 6.2.1 ([10], Lema 2). Seja A uma álgebra com involução sobre um corpo F
de caracteŕıstica zero tal que cn(A,∗) ≤ αnt para algumas constantes α e t. Então
existe uma constante β tal que

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ, (6.1)

onde mλ,µ = 0 se ou |λ| − λ1 > β ou |µ| − µ1 > β.

Demonstração. Inicialmente vamos considerar a decomposição do n-ésimo coca-
racter de A em Sn-caracteres irredut́ıveis

χn(A) =
∑
ν`n

mνχν .

Pela Proposição 4.3.8, temos que cn(A) ≤ cn(A,∗) ≤ αnt. Portanto, cn(A) é poli-
nomialmente limitada e assim, pelo Teorema 5.2.3, existe uma constante β tal que
mν = 0 sempre que |ν| − ν1 ≥ β.

Vamos supor, por contradição, que existem partições λ ` n e µ ` n − r tais
que |λ| − λ1 > β (ou |µ| − µ1 > β) e mλ,µ 6= 0. Então, pelo Teorema 4.4.7,
existem tabelas Tλ, Tµ e um polinômio f = f(y1, . . . ,yr,z1, . . . ,zn−r) ∈ Pr,n−r tais
que eTλeTµf /∈ Id(A,∗).

Em particular eTλeTµf(x1, . . . , xr,xr+1, . . . ,xn) /∈ Id(A). Observe que

F (Sr × Sn−r)eTλeTµf(x1, . . . , xr,xr+1, . . . ,xn)

é um Sr×Sn−r-módulo irredut́ıvel, onde Sr age sobre as variáveis x1, . . . , xr e Sn−r
age sobre xr+1, . . . , xn. Considere M a indução deste módulo à Sn, isto é,

M = F (Sr × Sn−r)eTλeTµf ↑ Sn

e denote por χn(M) o Sn-caracter de M. Podemos escrevê-lo em termos dos Sn-
caracteres irredut́ıveis da seguinte maneira:

χn(M) =
∑
ν`n

m′νχν .

Como |λ| − λ1 > β (ou |µ| − µ1 > β, respectivamente) temos, pelo item (i) da
Observação 3.3.3 (ou item (ii) da Observação 3.3.3, respectivamente), que m′ν = 0
para toda partição ν ` n tal que |ν| − ν1 ≤ β.

Agora, note que como f /∈ Id(A), existe um submódulo irredut́ıvel N de M
tal que N ∩ Id(A) = {0}. E assim, desde que N ⊆ M ⊆ Pn temos que N está
isomorficamente imerso em Pn(A). Portanto, se δ é a partição de n associada à N
então, em χn(A), temos mδ > 0, o que implica |δ| − δ1 < β. Por outro lado, em
χ↑ (M), temos m′δ > 0 o que implica |δ| − δ1 > β, o que é um absurdo. Portanto,
mλ,µ = 0 sempre que |λ| − λ1 > β (ou |µ| − µ1 > β).
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Lema 6.2.2 ([10], Lema 3). Seja A uma álgebra com involução ∗ sobre um corpo
F de caracteŕıstica zero tal que cn(A,∗) ≤ αnt para algumas constantes α e t.
Então existe uma constante γ tal que, na Equação (6.1), mλ,µ = 0 se |λ| > γ e
|µ| > γ.

Demonstração. Considere n > 2t. Se r é tal que r > t e n−r > t, então t < r < n−t
e isso implica que (

n

r

)
≥
(

n

t+ 1

)
.

Além disso, (
n

t+ 1

)
=

n!

(t+ 1)!(n− t− 1)!
=
n(n− 1) · · · (n− t)

(t+ 1)!
·

Isso significa que
(
n
t+1

)
é um polinômio de grau t+ 1. Então existe N ∈ N tal que,

para n > N, (
n

t+ 1

)
> αnt ≥ cn(A,∗).

Seja γ = max{N,t}. Se tivéssemos λ ` r e µ ` n − r tais que r = |λ| > γ,
n− r = |µ| > γ e mλ,µ 6= 0 então teŕıamos

cn(A,∗) ≥ d̄λ,µ =

(
n

r

)
dλdµ ≥

(
n

r

)
≥
(

n

t+ 1

)
> cn(A,∗),

o que é uma contradição. Portanto mλ,µ = 0 sempre que |λ| > γ e |µ| > γ e
conclúımos o lema.

Munidos dos lemas anteriores, podemos agora apresentar uma classificação ge-
ral das álgebras com involução ∗ com crescimento polinomial das ∗-codimensões.

Teorema 6.2.3 ([10], Teorema 3). Seja A uma álgebra com involução ∗ sobre
um corpo F de caracteŕıstica zero. Então cn(A,∗) ≤ αnt para certos α e t se, e
somente se, existe uma constante δ tal que

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ

e mλ,µ = 0 sempre que ou |λ| − λ1 > δ ou |µ| > δ.

Demonstração. Suponha cn(A,∗) ≤ αnt. Vimos na Proposição 4.3.12 que cn(G2,∗)
tem crescimento exponencial o que implica que Id(A,∗) * Id(G2,∗). Assim, de
acordo com o Teorema 4.3.13, existe um inteiro d ≥ 1 tal que zd ∈ Id(A,∗).
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Seja δ uma constante (a ser determinada posteriormente) e considere µ uma
partição tal que |µ| > δ. Suponha que, para alguma partição λ de n − |µ|, temos
que mλ,µ 6= 0. Pelo Lema 6.2.1, existe β tal que

|µ| − µ1 ≤ β

e pelo Lema 6.2.2 existe γ tal que

|λ| ≤ γ. (6.2)

Note que (6.2) é verdadeira uma vez que o δ a ser escolhido seja maior que γ, pois
assim teremos |µ| > δ > γ o que implica |λ| ≤ γ.

Para quaisquer tabelas Tλ e Tµ e qualquer polinômio f ∈ Pr,n−r, seja g o
polinômio obtido de eTλeTµf substituindo todas as variáveis anti-simétricas da
primeira linha de µ por z. Note que, como char(F ) = 0, então eTλeTµf e g são
∗-equivalentes, isto é, eTλeTµf e g geram o mesmo T∗-ideal (veja a Observação
4.4.10). Portanto, para provar que eTλeTµf se anula em (A,∗) é suficiente provar
que g ≡ 0 em (A,∗). Então vamos determinar δ de forma que cada monômio de g
contenha zd.

Considerando em cada monômio as posições ocupadas pelas n − µ1 variáveis
de g que são diferentes de z, vemos que as variáveis z podem ser dispostas em
n − µ1 + 1 posições diferentes (podendo inclusive ter mais de uma variável z em
um mesmo espaço). Para garantirmos, pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos, que
cada monômio contenha zd é suficiente termos (d− 1)(n− µ1 + 1) + 1 variáveis z.
Portanto é suficiente ter

µ1 ≥ (d− 1)(n− µ1 + 1) + 1.

Como (d−1)(n−µ1 +1)+1 = d(n−µ1 +1)−n+µ1, então µ1 ≥ (d−1)(n−µ1 +1)
é equivalente a n ≥ d(n− µ1 + 1). Assim, desde que

n− µ1 = |λ|+ |µ| − µ1 ≤ γ + β,

é suficiente tomarmos n ≥ d(γ + β + 1), pois neste caso teremos

n ≥ d(γ + β + 1) ≥ d(n− µ1 + 1).

Como n = |λ|+ |µ| ≥ |µ| é claro que basta tomar

δ = d(γ + β + 1)

para que g ≡ 0 em (A,∗). Portanto eTλeTµf ≡ 0 em (A,∗), o que implica mλ,µ = 0,
uma contradição. Logo mλ,µ = 0 sempre que |µ| > δ.

Por outro lado, se |λ| − λ1 > δ então |λ| − λ1 > β e assim mλ,µ = 0 também
neste caso (veja Lema 6.2.1). A rećıproca do teorema segue do Lema 6.1.2 e a
demonstração está conclúıda.
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O que o teorema acima nos diz é que se o Hn-caracter irredut́ıvel χλ,µ aparece na
decomposição do n-ésimo ∗-cocaracter da álgebra em questão com multiplicidade
diferente de zero, então Dλ tem no máximo δ boxes abaixo da primeira linha e
Dµ tem no máximo δ boxes no total, para alguma constante δ (que independe da
escolha do par (λ,µ)).

Para finalizar a seção, apresentamos um teorema que mostra que a sequência de
codimensões de qualquer T∗-ideal contendo propriamente Id(G2,∗) tem crescimento
polinomial.

Teorema 6.2.4 ([10], Teorema 4). Seja A uma álgebra com involução ∗ sobre um
corpo F de caracteŕıstica zero tal que

Id(A,∗) ) Id(G2,∗).

Então {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada.

Demonstração. Para quaisquer λ, µ sejam mλ,µ e m′λ,µ as multiplicidades de χλ,µ
em χn(A,∗) e em χn(G2,∗), respectivamente. Como Id(A,∗) ) Id(G2,∗), segue que
mλ,µ ≤ m′λ,µ. Pela Proposição 4.4.8,

χn(G2, ∗) =
n∑
r=0

χ(r),(n−r), (6.3)

o que implica que

χn(A, ∗) =
n∑
r=0

mrχ(r),(n−r)

com mr ∈ {0,1}. Por outro lado, pelo Teorema 4.3.13, existe d ≥ 1 tal que zd ∈
Id(A,∗) e, pela Proposição 4.3.12, todas as variáveis simétricas e anti-simétricas
comutam módulo Id(G2,∗). Assim,

mr = 0, para todo r tal que n− r ≥ d. (6.4)

Tomando então δ = d, a fim de concluirmos a demonstração deste resultado,
aplicando o teorema anterior, basta mostrarmos que se |λ| − λ1 > δ ou |µ| > δ,
então mλ,µ = 0. Uma vez que os únicos Hn-caracteres irredut́ıveis que aparecem
na Equação (6.3) são àqueles cujos os respectivos diagramas possuem somente uma
linha, temos claramente que se |λ| − λ1 > δ, então mλ,µ = 0. E ainda, usando
também (6.4), conclúımos que se |µ| > δ, então mλ,µ = 0.
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Considerações Finais

Conforme mencionamos na Introdução, existem diferentes maneiras de descrever
F -álgebras com crescimento polinomial das codimensões, onde F é um corpo de
caracteŕıstica zero. Uma delas é um resultado bastante conhecido de Kemer (veja
[25]) que relaciona tais álgebras com a álgebra de Grassmann E e com a álgebra
UT2(F ) das matrizes triangulares superiores 2 × 2. Nesta dissertação, trabalha-
mos com um resultado de A. Giambruno e M. Zaicev [17], que nos dá condições
necessárias e suficientes para que uma álgebra A tenha crescimento polinomial da
sequência de codimensões. Tais condições foram dadas tendo em vista a decom-
posição do n-ésimo cocaracter de A em Sn-caracteres irredut́ıveis.

Para que fosse posśıvel fazer tal caracterização por meio da decomposição do
n-ésimo cocaracter, o conceito de PI-expoente de uma álgebra foi apresentado
juntamente com alguns exemplos para que esta ideia ficasse mais clara. Dáı vimos
que existe uma estreita relação entre o PI-expoente de A e o fato desta álgebra A
ter a sequência {cn(A)}n≥1 polinomialmente limitada ou não.

Além disso, de posse do Teorema 5.2.2, que permitia reduzir nosso estudo ao
de álgebras de dimensão finita, e do Teorema 1.4.8 e da Proposição 3.2.3, que
nos permitiam trabalhar sobre corpos algebricamente fechados, utilizamos como
ferramenta principal o seguinte resultado: se considerarmos a decomposição de
Wedderburn-Malcev de uma álgebra A de dimensão finita sobre um corpo algebri-
camente fechado

A = B1 ⊕ · · · ⊕Bm u J (6.5)

onde J = J(A) é o radical de Jacobson de A e Bi é subálgebra simples de A,
i = 1, . . . ,m, então podemos relacionar o fato de termos todos os B′is isomorfos
ou não a F e todos os produtos do tipo BiJBk nulos ou não, onde i 6= k, com o
crescimento polinomial das codimensões.

Em geral, se F é um corpo de caracteŕıstica zero, reunindo as várias carac-
terizações de uma álgebra com a sequência {cn(A)}n≥1 polinomialmente limitada
trabalhadas nesta dissertação (veja Proposição 2.4.9 e Teorema 5.2.1) e a dada por
Kemer [25] obtemos o seguinte teorema:
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Teorema 6.2.5. Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo F de caracteŕıstica zero.
As seguintes condições são equivalentes:

i) A sequência {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada;

ii) exp(A) ≤ 1;

iii) Id(A) * Id(E) e Id(A) * Id(UT2(F ));

iv) Existe uma constante q tal que χn(A) =
∑
λ`n

|λ|−λ1<q

mλχλ para todo n ≥ 1.

Vimos que, quando a dimensão de A é finita, a constante q citada no quarto
item é tal que J(A)q = {0}. Se F for algebricamente fechado obtemos outras duas
equivalências vistas na Proposição 5.1.1 e no Teorema 5.1.2.

Vale mencionar que, fixado um inteiro não negativo t, existem classificações
particulares sobre as álgebras A tais que cn(A) ≤ αnt. Por exemplo, em 2005, Gi-
ambruno e La Mattina [9] descreveram as álgebras cuja sequência de codimensões
é limitada por uma constante, isto é, t = 0, e álgebras cuja sequência é linearmente
limitada, isto é, t = 1. Posteriormente, em 2007, La Mattina [30] apresentou um
resultado mais geral, exibindo, para cada k ≥ 1 fixo, álgebras cuja n-ésima codi-
mensão é da ordem de qnk−1, onde q ∈ Q é uma constante não nula.

Voltando ao estudo geral das álgebras cujas sequências de codimensões são
polinomialmente limitadas, vimos que, no caso em que A está dotada de uma
involução ∗, não necessariamente temos {cn(A,∗)} polinomialmente limitada. Por
exemplo, para todo n, cn(G2) = 1 (veja Exemplo 2.2.8), mas cn(G2,∗) = 2n (veja
a Proposição 4.3.12).

Porém, sob determinadas hipóteses, o crescimento polinomial das codimensões
implica no crescimento polinomial das ∗-codimensões. Mais precisamente vimos o
seguinte resultado:

Teorema 6.1.1. Seja A uma álgebra com involução de dimensão finita sobre
um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então as seguintes
afirmações são equivalentes:

i) {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada;

ii) a sequência de codimensões {cn(A)}n≥1 é polinomialmente limitada e A =
B u J(A), onde B é uma subálgebra semissimples maximal de A com b = b∗

para todo b ∈ B;

O resultado acima foi fundamental para demonstrar o Teorema 6.1.3 que, por
sua vez, só é válido para as álgebras de dimensão finita. No entanto, utilizando
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técnicas diferentes e bastantes interessantes, obtivemos a seguinte classificação
geral para as álgebras com crescimento polinomial das ∗-codimensões:

Teorema 6.2.3. Seja A uma álgebra com involução ∗ sobre um corpo F de ca-
racteŕıstica zero. Então cn(A,∗) ≤ αnt para algumas constantes α, t se, e somente
se, existe uma constante δ tal que

χn(A,∗) =
∑

|λ|+|µ|=n
|λ|−λ1≤δ
|µ|≤δ

mλ,µχλ,µ.

Como consequência vimos que, se A é uma álgebra com involução ∗ tal que
Id(G2,∗) ( Id(A,∗), então {cn(A,∗)}n≥1 é polinomialmente limitada. Mais geral-
mente, Giambruno e Mishchenko [11] provaram em 2001 que {cn(A,∗)}n≥1 é poli-
nomialmente limitada se, e somente se, Id(A,∗) * Id(G2, ∗) e Id(A,∗) * Id(M,∗)
(veja nos Exemplos 4.1.5 e 4.1.6 como a involução é definida nestas álgebras). Note
que este resultado é análogo ao resultado de Kemer do caso ordinário.

Lembrando que uma involução é um antiautomorfismo de ordem 2, é natural
nos perguntarmos o seguinte: o que acontece se A é uma álgebra com um auto-
morfismo de ordem 2? Estas álgebras são conhecidas como superálgebras ou
álgebras Z2-graduadas, isto é, são álgebras que podem ser escritas como soma
de subespaços A = A(0) u A(1). Além disso, os subespaços A(0) e A(1) satisfazem
A(0)A(0) + A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1) + A(1)A(0) ⊆ A(1).

Note que toda álgebra associativa é uma superálgebra. De fato, basta conside-
rar A(0) = A e A(1) = {0}. Esta graduação é chamada graduação trivial. Um
outro exemplo de superálgebra é a álgebra de Grassmann com a graduação dada
no Exemplo 2.1.7 denominada graduação canônica.

No contexto de superálgebras, podemos definir conceitos análogos àqueles apre-
sentados nesta dissertação para o caso ordinário e para álgebra com involução
(veja [19]). Além disso, podemos obter resultados análogos. Por exemplo, temos
o seguinte resultado:

Teorema 6.2.6 ([19], Teorema 11.9.3). Seja A uma superálgebra de dimensão
finita sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então
supexp(A) ≤ 1 se, e somente se:

1. exp(A) ≤ 1;

2. A = B u J(A) onde B é uma subálgebra semissimples maximal comutativa
com uma Z2-graduação trivial induzida.

Vale ressaltar que as superálgebras cujas sequências {cgrn (A)} são polinomial-
mente limitadas são aquelas tais que supexp(A) ≤ 1.
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Mas seria posśıvel obter uma caracterização das superálgebras com crescimento
polinomial das codimensões graduadas por meio da sequência dos cocaracteres
graduados? A resposta é sim e foi obtida por Giambruno, Zaicev e Mishchenko
[13] em 2002:

Teorema 6.2.7. Seja A uma superálgebra sobre um corpo F algebricamente fe-
chado de caracteŕıstica zero. Então cgrn (A) ≤ αnt, para certas constantes α e t se,
e somente se, existe uma constante q tal que

χgrn (A) =
∑

|λ|+|µ|=n
|λ|−λ1≤q
|µ|≤q

mλ,µχλ,µ.

Finalmente mencionamos que os mesmos autores provaram também um resul-
tado análogo ao de Kemer [25] para o caso de superálgebras. Este resultado pode
ser encontrado em [12].
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