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Resumo

Sejam F' um corpo de caracteristica zero e A uma F-algebra. Em 1972, Regev
mostrou que se A satisfaz uma identidade polinomial nao-nula entao a sua sequéncia
de codimensoes {c¢,(A)}n>1 ¢ limitada exponencialmente. Em 1978, Kemer provou
que a sequéncia {c,(A)}n>1 é limitada polinomialmente se, e somente se, Id(A)
contém pelo menos um polinomio que nao é uma identidade de G e de UTs, isto
é, cn(A) < kn' se, e somente se, G, UTy ¢ wvar(A), onde denotamos por G a
algebra de Grassmann de dimensao infinita e por UT, a algebra de matrizes 2 x 2
triangulares superiores. Como consequéncia deste fato, var(G) e var(UT,) sao as
Unicas variedades de crescimento quase polinomial, isto é, as sequéncias de codi-
mensoes destas variedades crescem exponencialmente mas qualquer uma de suas
subvariedades proprias tem crescimento polinomial. O objetivo principal deste tra-
balho é apresentar os reultados de La Mattina [18] os quais classificam, a menos de

Pl-equivaléncia, todas as dlgebras contidas na variedade gerada pela algebra G ou

UTs.
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Abstract

Let F be a field of characteristic zero and let A be a F-algebra. In 1972, Regev
proved that if A satisfies a nonzero polynomial identity then the sequence of condi-
mensions {c,(A)},>1 is exponentially bounded. In 1978, Kemer proved that the
sequence {c,(A)},>1 is polynomially bounded if and only if Id(A) contains at least
one polynomial which is not an identity of G and of UT5 , i.e. ¢,(A) < kn' if and only
if G, UTy ¢ var(A), where G denotes the infinite dimensional Grassmann algebra
and UT, denotes the algebra of 2x 2 upper triangular matrices. As a consequence,
var(G) and var(UT,) are the only two varieties of almost polynomial growth, i.e.,
the sequences of codimensions of those varieties grow exponentially but any proper
subvariety of them has polynomial growth. The main goal of this work is to present
La Mattina’s results [18] which classify, up to PI-equivalence, all algebras contained

in the variety generated by the algebra G or UT5.
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Introducao

A &lgebra é um dos ramos mais ativos da pesquisa matematica. A Pl-teoria, um
dos ramos da teoria dos anéis, tem sido enormemente estudada nos tltimos sessenta

anos, produzindo muitos resultados interessantes.

Os paises do leste europeu e a Italia estao na vanguarda deste ramo de pesquisa.
No Brasil, existem trés principais instituicoes que se aplicam na formagcao de doutores
neste assunto. Na Universidade Estadual de Campinas, a Pl-teoria é estudada prin-
cipalmente em corpos de caracteristica prima. Na Universidade Federal de Minas
Gerais, a Pl-teoria é estudada em corpos de caracteristica zero. Na Universidade
de Brasilia, a Pl-teoria é dedicada ao estudo da propriedade de Specht de T-ideais,

entre outros topicos.

Esta dissertacao foi desenvolvida na area de PI-algebras, onde o simbolo F' deno-
tara um corpo e estaremos nos concentrando em caracteristica zero. As F-dlgebras
serao sempre associativas. Além disso, as F-dlgebras e os anéis nao serao necessari-

amente unitarios.

Consideremos F'(X) a dlgebra livre unitaria gerada por X, onde X = {x, z,...}

¢ um conjunto enumeravel de varidveis nao comutativas. Dizemos que uma

F-algebra A é uma PI-dlgebra se existe um polinomio nao nulo f(z,...,x,) per-
tencente a F'(X) tal que para qualquer sequéncia de elementos (aq,...,a,) cujas
entradas sao elementos de A vale: f(ai,...,a,) = 0. O polinomio f é dito uma

identidade da F-algebra A.

Uma F-algebra comutativa é uma Pl-algebra, ja que esta satisfaz o comutador
duplo f(z1,22) = [x1, 23], onde [z, 29] = 129 — 2221, Definimos indutivamente o

comutador de peso maior ou igual a 3 como [z1, ..., z,| = [[z1,...,Tp_1], xs], 7 > 3.

Outro exemplo de uma Pl-algebra é UT,, a algebra das matrizes triangulares

superiores 2 X 2 com entradas em F. Esta dlgebra satisfaz o polinomio [z1, z2][x3, 24].
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Em geral, as algebras de dimensao finita sao Pl-algebras. Um importante e-
xemplo de Pl-dlgebra de dimensao infinita é a algebra de Grassmann unitaria G.

Podemos descrevé-la como
g = <1,€1,€2, c. ‘ €€ = —€j€i>.

Além disso, temos que G pode ser escrita como a soma direta dos seguintes sub-

espacos vetoriais.

o GO = spanp{e;,..... Ciy; 1 i1 < ... <ige, k2 0},

° Q(l) = spcmp{ejl ..... €hopi1 1< jl < ... < jng,p > 0}

Com esta decomposi¢ao, nao é dificil ver que G satisfaz o polindémio [z1, za, x3).

Um objeto importante na Pl-teoria é o conjunto Id(A) de todas as identidades
de uma F-dlgebra A. O conjunto Id(A) é um ideal que é fechado em relacao aos
endomorfismos de F'(X). Um ideal com essa propriedade é chamado um T-ideal;
particularmente [d(A) é chamado o T-ideal da dlgebra A. Se Id(A) possui uma
base finita dizemos que A tem a propriedade da base finita. Pode-se mostrar que
o conjunto Id(A) é gerado por polindmios multilineares no caso em que A é uma

algebra sobre um corpo I’ de caracteristica zero.

Specht conjecturou em 1950 que todo T-ideal de uma F'-dlgebra associativa é
finitamente gerado como T-ideal sobre um corpo de caracteristica zero. Somente em
1987, Kemer [16] conseguiu provar a conjectura de Specht. Contudo o problema de
como determinar uma base para um T-ideal nao foi respondido e ainda é fruto de
pesquisa nos dias atuais. SO para se ter uma idéia da dificuldade desse problema,
até o presente momento conhecemos uma base de Id(Ms(F')), mas desconhecemos

para Id(Mg(F')) no caso em que k > 3.

Em 1972, Regev [27] introduziu o conceito de sequéncia de codimensées de uma

F-algebra A. O n-ésimo elemento dessa sequéncia é definido abaixo:

P,

Cn(A) = dimpm,

onde P, denota o conjunto de todos os polinomios multilineares de grau n.

A sequéncia de codimensoes foi uma alternativa usada por Regev para responder

a conjectura de Specht para alguns casos.
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Muitos sao os resultados provados a respeito da sequéncia de codimensoes de

importantes PI-algebras. Os matematicos Krakowski e Regev [17] provaram que
cn(G) =271
Malcev [24] mostrou que a n-ésima codimensao de UT; é igual a:

cn(UTy) = 2" (n —2) + 2.

Além disso, observamos que se A é uma algebra nilpotente entao x; ... xy é uma
identidade polinomial de A para algum N € N — {0} . Assim ¢,(A) =0, Vn > N.

Ainda em 1972, Regev provou que o produto tensorial de duas PI-algebras é uma
Pl-algebra e que toda PI-dlgebra é exponencialmente limitada, ou seja, sua sequéncia
de codimensdes é limitada exponencialmente. Depois Latyshev [22] atribuiu uma
cota superior para a sequéncia de codimensoes de uma PI-algebra, provando que se

A é uma &lgebra que satisfaz uma identidade de grau d > 1 entao:

cn(A) < (d —1)*,

Esse tltimo resultado é denominado neste texto como Teorema das Codimensoes
de Regev. Em 1979, Kemer [15] caracterizou as algebras de crescimento polinomial
das codimensoes. Ele mostrou que se V é uma variedade de algebras sobre um corpo
F de caracteristica zero entdo ¢, (V) < an” se, e somente se, G, UT, ¢ V. Isto implica
que nao temos crescimento intermedidrio das codimensdes, ou seja, ou {c,(A4)},>1
cresce exponencialmente ou cresce polinomialmente. Além disso, isto implica que
var(G) e var(UTy) s@o as unicas variedades de crescimento quase polinomial, ou
seja, as sequencias de codimensoes destas variedades crescem exponencialmente mas

qualquer uma de suas subvariedades proprias tem crescimento polinomial.

Neste trabalho, o nosso principal objetivo sera classificar, a menos de Pl-equi-
valéncia, as subvariedades das variedades var(G) e var(UT,), ou seja, apresentar os

resultados de La Mattina [18], publicados em 2007.

Para o bom entendimento deste texto, o leitor precisa de conhecimentos basicos
de algebra linear e nocoes de teoria dos anéis e teoria de grupos, em especial, alguns

resultados a respeito da teoria de representacoes e caracteres.

Nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo iremos
fazer uma apresentacao sucinta sobre moédulos e dlgebras, definimos o radical de Ja-

cobson, apresentamos as definicoes basicas, como identidades polinomiais, T-ideais,
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variedades de algebras, polinomios multihomogéneos e multilineares. Apresentamos
também o Teorema de Wedderburn-Malcev que estabelece a decomposicao de uma
algebra de dimensao finita em uma algebra semissimples e seu radical de Jacob-
son, uma relevante ferramenta para a demonstragao dos resultados dos capitulos

seguintes.

No segundo capitulo definimos a sequéncia das codimensoes, as codimensoes
proprias e os cocaracteres, entre outros objetos. Apresentamos o Teorema da Base
de Specht, que nos fornece uma base do espago dos polindmios proprios multilin-
eares, afim de obtermos o resultado que relaciona as codimensoes ordindrias e as
codimensoes proprias de uma PI-algebra unitaria sobre um corpo infinito F'. Defini-
mos também as nogoes de crescimento polinomial das codimensdes e de crescimento
exponencial das codimensoes de uma algebra A e apresentamos resultados impor-
tantes de caracterizacao de algebras de crescimento polinomial. Primeiramente,
verificamos, através de um Teorema de Kemer, a importancia da algebra de Grass-
mann G e da dlgebra UT, das matrizes triangulares superiores 2 x 2, na caracterizagao
de crescimento polinomial quando sao excluidas da variedade de uma algebra A. E
finalizamos com a decomposicao do radical de Jacobson e uma importante decom-
posicao das algebras de dimensao finita que geram uma variedade de crescimento

polinomial.

No terceiro capitulo caracterizamos as subalgebras que aparecem na classificacao
das subvariedades préprias das variedades var(UT3) e var(G), definindo-as e encon-
trando seus T-ideais e suas sequéncias de codimensoes. Como estaremos trabalhando
com algebras de crescimento polinomial, os resultados apresentados no Capitulo
2 serao frequentemente requisitados. Ainda neste capitulo destacamos quais das

algebras apresentadas geram variedades minimais.

O dultimo capitulo é o principal. Nele iremos classificar todas as subvariedades
proprias das variedades de crescimento quase polinomial, ou seja, estaremos explici-
tando os resultados de La Mattina publicados em 2007, [18]. Terminamos o trabalho
fazendo alguns comentarios a respeito de superdlgebras e dos resultados que foram
estendidos do caso ordindrio, como a classificagao das variedades de superalgebras

de crescimento polinomial feita por La Mattina em 2011, [21].



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

1.1 F-Algebras

Os espacos vetoriais sobre um corpo F' que tém estrutura de anel e que gozam de
uma determinada propriedade adicional serao bastante importantes como veremos.
Essas estruturas sao conhecidas como F-algebras (associativas), ou simplesmente,

algebras, caso o corpo F esteja subentendido.

O objetivo desta secao é apresentar as F-algebras, definir o radical de Jacobson
e introduzir a algebra de Grassmann unitaria. Além disso, vamos mostrar que se
A é uma F-algebra semissimples unitaria entao o seu radical de Jacobson é o ideal
nulo e vamos também enunciar o Teorema de Wedderburn-Malcev, que fornece uma
interessante decomposicao para algebras de dimensao finita e que sera fundamental

para o nosso trabalho.

Comecaremos fazendo uma apresentagao sucinta de R-mddulos e anuladores, onde
R é um anel, com o objetivo de definir o radical de Jacobson de R e estabelecer as
propriedades dele na situacao em que R é um anel artiniano unitario. Para este fim,
assumiremos que, se I é um ideal proprio a esquerda de um anel unitario S entao
existe um ideal maximal a esquerda H de S tal que H D I. Este resultado é uma

consequéncia do Lema de Zorn o qual pode ser encontrado em [14].

Definicao 1.1. Seja R um anel. Um R-mddulo a esquerda M é um grupo abeliano

sobre o qual R age linearmente, ou seja, eziste uma funcao R x M — M (a imagem
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de (r,a) € denotada por ra) tal que para todosr,s € R ea, b € M valem as sequintes
propriedades:
o r(a+0b)=ra+rb;
o (r+s)a=ra+sa;
e 7(sa) = (rs)a.
Quando R for um anel com unidade 1g, exigimos também que 1lra = a,Ya € M.
Usaremos a expressao R-modulo para nos referirmos a um R-modulo a esquerda.

Podemos definir analogamente R-modulos a direita.

Um R-submédulo N de um R-médulo M é um subgrupo que é fechado sob a
acao dos elementos de R. Observe que um anel R é um R-mddulo e neste caso seus
R-submddulos sao seus ideais a esquerda. Quando R = F' é um corpo temos que M

é um F-espago vetorial.

Definicao 1.2. Sejam M e N dois R-mddulos. Um R-homomorfismo ¢ : M — N
¢ uma aplicagao tal que, para quaisquer my, mo € M e r € R, valem as sequintes

propriedades:

o p(my +ma) = p(mq) + ¢(ma),

o o(rm) = ro(m).

Em relagao a definicao anterior, definimos os seguintes conjuntos:
Ker(¢) = {a € M|¢(a) = 0} e Im(¢) = {¢(a)|a € M}.
Nao ¢é dificil ver que Ker(¢) e Im(¢) sao R-submddulos de M e N respectiva-

mente. Além disso, ¢ ¢é injetivo se, e somente se, Ker(¢) = {0}.

Dizemos que dois R-mddulos M e N sao isomorfos (denotamos por M = N) se

existir um R-homomorfismo 6 : M — N que é uma bijecao.

Definicao 1.3. Seja M um R-mddulo. Definimos o seu anulador como:

ann(M) ={r € Rlrm =0Vm e M}.
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Notemos que ann(M) é um ideal bilateral de R.
Exemplo 1.4. Consideremos o Z-mdédulo Z,,. Podemos ver que:
ann(Z,,) = (m),
onde (m) denota o conjunto dos multiplos de m.
Um R-médulo M é simples se M # {0} e seus tnicos R-submédulos sao {0} e
M.

Definigao 1.5. O radical de Jacobson de um anel R, o qual denotamos por J(R),
€ definido por
J(R) = ﬂ ann(M).
MeM

onde M denota o conjunto de todos os R-moddulos simples.

Quando R = {0}, definimos J(R) = {0}.

Observe que J(R) é um ideal bilateral de R. Além disso, para anéis unitérios
temos sempre que J(R) # R.

Os anéis artinianos merecem destaque nesta dissertagao.

Definicao 1.6. Um R-maddulo M ¢é dito artiniano se qualquer cadeia descendente

de R-submodulos de M :
MiDMyD>...DOM,D...
estabiliza, isto €, existe ky € N tal que My, = My, Yk > ky.
Definigao 1.7. Um anel R é dito artiniano a esquerda (a direita) se toda cadeia
ascendente de ideais a esquerda (4 direita)de A é estaciondria.
Na proxima proposi¢ao, cuja demonstracao segue diretamente do Lema de Zorn,

veremos uma maneira de garantir que um anel é artiniano.

Proposicao 1.8. As sequintes afirmacoes abaizo sao equivalentes:

e 1: R ¢ artiniano a esquerda;

o 2: Qualquer conjunto {I;};c; ndo vazio de ideais a esquerda de R possui um

elemento minimal.
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Definicao 1.9. Seja I um ideal bilateral de um anel R. O ideal I ¢ dito nilpotente
se existe m € N — {0} tal que, para quaisquer ay,...,an, € I, tem-se a; . ..a, = 0.

O menor natural m nestas condigoes, chama-se indice de nilpoténcia de I.

Lema 1.10. Sejam R um anel unitdirio e J(R) o seu radical de Jacobson. Se
be J(R) entio R(1 —b) = R.

Prova: Seja R a colecao de todos os ideais maximais a esquerda de R. Se I € R,

temos que R/I é um R-médulo simples e ann(R/I) C I. Deste modo, se b € J(R)

be ()L

LeR

temos:

Notemos que R(1 —b) é um ideal a esquerda de R. Se R(1 — b) estivesse contido
estritamente em R, existiria pelo Lema de Zorn um ideal maximal a esquerda T tal
que R(1 —b) C T. Como R é unitério isto acarreta que 1 —b € T. Absurdo, pois
beJR)CTelgT.

a

A préxima proposicao nos permitird caracterizar o radical de Jacobson de um

anel artiniano.

Proposicao 1.11. Se I € um ideal nilpotente do anel unitdirio R entio I C J(R).

Se R € artiniano entao J(R) € nilpotente e assim € o maior ideal nilpotente de R.

Prova: Comecemos pela primeira destas afirmacoes. Seja I um ideal nilpotente.
Pela definicao anterior, existe m € N — {0} tal que I = {0}. E suficiente provar
que IM = {0} para todo R-mé6dulo simples M. Suponhamos que IN # {0} para
algum R-médulo simples N. Notemos que IN é um subgrupo de N fechado sob a
acao de R. Pela simplicidade de N, temos que IN = N e portanto I?N = IN = N.
Indutivamente, temos que I’PN = N Vp € N — {0}. Assim N = I"N = {0}, o que
¢ um absurdo. Isso garante que I C J(R).

A demonstracao da segunda afirmacao é um pouco mais trabalhosa. Por simpli-

cidade substituiremos J(R) por J. Como R é artiniano, a cadeia abaixo estabiliza:

JOJ:Po ... oJn gy
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Deste modo, existe n € N — {0} tal que J" = J"™! = ...

Se J" = {0}, concluimos que J é nilpotente e a segunda afirmacao estd provada.
Suponhamos por absurdo que J" # {0} e considere a seguinte familia de ideais a

esquerda, onde A = J™:
J = {L|L é ideal a esquerda de R e AL # {0}}.

A cadeia J é nao vazia ja que J € J. Pela Proposicao 1.8, existe um elemento

minimal em 7. Denominemos este elemento por Z. Sabemos que existe um elemento

x € Z tal que Az # {0}.

Observemos Ax C Z e Ax é um ideal a esquerda pertencente a J. Pela mini-

malidade de Z, temos que Az = Z. Isto significa que existe b € A tal que:
br = .

Ou seja (1 —b)z = 0. Provaremos que (1 — b) é invertivel a esquerda, assim x = 0 e

consequentemente Z = {0}. Este absurdo mostrard que J" = {0}.

Pelo Lema 1.10, temos que R(1—b) = R. Assim, existe y € R tal que y(1—b) = 1,

o que mostra que (1 — b) é invertivel a esquerda e o resultado estd provado.

O

Exemplo 1.12. Considere o anel R = Z/p"7Z onde p € primo. Entdo, todos os
ideais proprios nao nulos de R tém a forma p'R, onde 1 < i < n — 1. Todos estes

sao nilpotentes e pR € o maior deles. Assim, J(R) = pR.

Definicao 1.13. Seja A um espaco vetorial sobre um corpo F.Dizemos que A € uma
F-dlgebra (associativa) se A € um anel tal que para todos a,b € A e a € F wvale a

sequinte propriedade:

e afa-b) = (aa)-b=a-(ab).

Se A é um anel comutativo, dizemos que A é uma F-dlgebra comutativa. Caso

A seja um anel unitéario, dizemos que A é uma algebra unitaria.

A dimensao de uma F-dlgebra é a sua dimensao como espaco vetorial sobre F'.

Dizemos que A é gerada como algebra por um subconjunto S, se todo elemento de A
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pode ser escrito como combinagao linear sobre F' de produtos s;, - - - s;, onde s;; € S.

Nesse caso, escrevemos A = (5).

Observemos que uma F-algebra A é um anel que é um F-modulo com a multi-
plicacao de anel compativel com a acao de F'. Além disso, se A é uma F-dlgebra
unitaria de dimensao finita entdao A é um anel artiniano. A proposicao a seguir

estende a Proposicao 1.11, e sua demonstracao pode ser vista em [23].

Proposicao 1.14. Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita sobre F. Entao J(A)

€ o mator ideal nilpotente de A.

Exemplo 1.15. 1. A dlgebra M, (F) das matrizes n X n com entradas em F ¢é

unitdria e ndo comutativa, para n > 2. Além disso a sua dimensdo é n?.

2. A dlgebra UT,(F) das matrizes triangulares superiores n X n € uma dlgebra

ey s - ~ . . . ~ . 1
unitdria e nao comutativa, para n > 2, cuja a dimensao é: "(”; ),

3. Consideremos um conjunto infinito enumerdvel de varidveis nao comutativas
X ={mx1,x9,...}. Denotamos por F(X) o espago vetorial gerado por todas as
Sequéncias T; T, - - T;, , comn > 0, munido da multiplicacao natural definida
por justaposi¢iao. A sequéncia com n =0 denota a unidade 1 € F(X). F(X)

€ uma dlgebra unitdria de dimensdao infinita.

4. Considere um grupo G. Um exemplo importante de F-dlgebra € a chamada

algebra de grupo F'G a qual é definida como o conjunto das somas formais:
FG .= {ngg |ry e Feryé q.s.z.} ,
geG

onde o termo q.s.z significa que ry # 0 apenas para wm nimero finito de

elementos de G.

As operacoes de FG sao as sequintes:

D agg+> B = (ag+By)g,

geG geG geG
O )OO Bh) = > Ygnghs Yon = gBh,
geG heG 9,heG
se A € I entao:
)\(Z Qayg) = Z Aag.
geG geG

Claramente, a dimensao de FG ¢ a ordem de G.
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Definicao 1.16. Sejam My, ..., My submddulos de um R-modulo M. Denotamos
por
M= M+ ...+ M,

e dizemos que M ¢ soma direta de My, ..., My, como maédulo, se:

2. semy+...+my =0, comm; € M;, entado m; =0 para todoi =1,...,k.

Definigao 1.17. Sejam Aj, ..., Ay subdlgebras de uma F-dlgebra A. Denotamos
por

e dizemos que A € soma direta de Ay, ..., Ag, como dlgebra, se:

1. A:A1++Ak7
2. sea1+...+a, =0, coma; € A;, entdo a; =0 para todoi=1,...,k;
3. AjA; =0, para todo i,5 =1,...,k com i # j.

Definigao 1.18. Dizemos que B é uma F-subdlgebra de A se B € um subanel e um
F-submddulo de A.

Exemplo 1.19. 1. A dlgebra UT,,(F) € uma subdlgebra de M,(F).

2. Um exemplo de uma subdlgebra de UT5(F') € o conjunto formado pelas matrizes
do tipo:

b ¢

d | :a,bc,de F

)

Il
o o o
o e

a

3. Considere E = {f € F(x)|f(0) = 0}. O conjunto E € uma subdlgebra de

Destacamos alguns tipos especiais de F-algebras, algumas delas mais tarde serao

os exemplos iniciais de algebras com identidades polinomiais:

Definigao 1.20. 1. A € simples se A* # {0} e esta nao possui ideais bilaterais

Proprios.
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2. A € semissimples se esta pode ser escrita como a soma direta, nao necessa-

riamente finita, de subdlgebras simples.

3. A € nilpotente se existe n € N — {0} tal que para quaisquer ay,...,a, em
A, tem-se ay---a, = 0. O menor natural positivo n com esta propriedade €

chamado de indice de nilpoténcia de A.

4. A € nil de grau limitado se existe p € N—{0} tal que a? = 0 para todo a € A.

O menor natural positivo p com essa propriedade é chamado expoente de A.

Exemplo 1.21. Considerando a dlgebra M, (F), sabemos que M, (F') é uma dlgebra
unitdria e nao comutativa, paran > 2. A simplicidade desta dlgebra € menos dbvia.
Neste exemplo e daqui para frente, a matriz e, = (fi;) € M, (F) denota uma matriz

elementar com a sequinte regra de formacao:
fij =1 caso (i>j> = (l,m)

fi; = 0 caso contrdrio.

Para verificar que M,(F) €é uma dlgebra simples, consideremos o conjunto
n = {l,...,n} e um ideal bilateral J em M,(F).  Sejam o conjunto
X ={(i,7) e n xn} e, para cada (i,5) € X, o sequinte ideal bilateral de F':

I;; ={x € FI3A = (a;j) € J tal que a;; = x}.
Como F € um corpo, so temos duas opcoes:
Iij ={0} ou I;; = F.

Se I, ; = {0} para todo par (i,j) € X entao J = {0}. Caso exista um par (i1,71) € X
tal que I;, j, = F, existe uma matriz B € J tal que b; ;, = 1. Como J é um ideal
bilateral, temos que e;,;, = €;,3, Bej j, € e = eri €5, €5, sao elementos de J. Como

as matrizes elementares geram M, (F') como espago vetorial, seque que J = M, (F).

Mais geralmente, se D € um anel de divisao, temos que M, (D) € dlgebra simples.

A seguir, definiremos o conceito de homomorfismo de F-algebras.

Definicao 1.22. Uma aplicacao ® : Ay — Ay entre as F-dlgebras A1 e Ay €
um homomorfismo de F-dlgebras se ¢ € uma F-aplicacdo linear e para quaisquer

a,b € Ay vale a sequinte propriedade:
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o O(ab) = P(a)P(b).

Dizemos que ® é um isomorfismo se esta for uma aplicacao bijetora. Nesse caso,
dizemos que A; e As sao isomorfas, ou simplesmente, A; = A;. Um homomorfismo
de A em A é chamado um endomorfismo. Um endomorfismo bijetor é chamado
automorfismo. Denotamos os conjuntos de endomorfismos e automorfismos de A

por End(A) e Aut(A), respectivamente. Além disso ¢ é injetora se, e somente se,
Ker(®) = {0}.

Seja ® : A — B um homomorfismo de F-dlgebras. E facil ver que Ker(®) é um

ideal de A e I'm(®) é uma F-subdlgebra de B. Além disso, pode-se provar que
A/Ker(8) = Im(9)

Este resultado ¢ conhecido como o Teorema do homomorfismo de algebras.

Um outro exemplo de F-algebra é a dlgebra de Grassmann unitaria.

Exemplo 1.23. Seja I C F(X) o ideal de F(X) gerado por:
spanp{zr;x; + x;x; 10,5 > 1}.
Para cada i € N — {0}, definimos e; = x; + I. Notemos que

eiej = I,ﬂ?]’ -+ I = —ZL’jSL’i + I = _€j€i~

Definimos a F-dlgebra de Grassmann G como a F-dlgebra gerada por:

{1,e1,€9,... €,...}.
Ou seja:
g = <1,€1,62, N IR |67;€j = —6]'62').

Desta forma, cada elemento da dlgebra de Grassmann G é uma combinagao linear
de produtos da forma e e;,---e;, onde j é um mimero natural positivo, e 1, a
unidade de G. Se o é uma permutacao de S,, onde S, € o grupo simétrico de grau

n, temos:

€o(1)€o(2) " " Ca(n) = SgN(T)e1 - - €.
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A dlgebra de Grassmann fornece vdrios exemplos de subdlgebras de dimensao finita.
Para construi-las, restringimos o numero de geradores a uma quantidade finita.

Deste modo, para cada k > 1, temos a F-dlgebra:
Gr = (L1, e, -+ exlese; = —eje;),
a qual tem dimensdio 2F.

Notemos que a F-dlgebra de Grassmann é a soma direta dos sequintes espacos
vetoriais:

GO = spang{e;, ... €31 <ip < ... <ig, k> 0};

g = spanp{e;, ... €y, i1 <iyp < <ligpyr,p > 0F.

Esses subespacos vetoriais satisfazem as sequintes propriedades:

e G =004 g0;

e GG 1 gMGM <« GO | isto mostra que G é uma subdlgebra e que G

nao € uma subdlgebra;

e GG 1 gMHGO) = g,

Sempre que lidamos com algebras semissimples, o conhecido Teorema de Wedder-
burn-Artin é bastante ttil. A principal consequéncia desse teorema é a possibilidade
de decompor estas F-algebras como a soma direta de algebras de matrizes e sua de-
monstragao pode ser vista em [23]. A demonstragao original é feita para dlgebras

semissimples, mas também temos podemos considerar anéis semissimples.

Teorema 1.24 (Teorema de Wedderburn-Artin). Se A é uma F-dlgebra semis-
simples de dimensao finita entado A é isomorfa a uma soma direta de um niumero
finito de dlgebras de matrizes com coeficientes sobre anéis de divisdo, ou seja:

k

i=1

onde cada D; é um anel de divisao de dimensao finita.

Particularmente, se F' é um corpo algebricamente fechado entio D; = F Yi =

1,...,k, ou seja:
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Lema 1.25. Seja A uma F-dlgebra tal que A = A1 & Ay onde Ay e Ay sao duas

F-dlgebras. Entao
J(A) =2 J(Ay) + J(A).

Consequentemente, por uma inducdo simples, se A=A @ ... D A, entao:

J(A) 2 J(A) + ..+ T(A).

Prova: O nosso primeiro objetivo é verificar que todo elemento de J(A) se escreve

como uma soma de um elemento de J(A;) com um elemento de J(As).

Seja a um elemento de J(A). Como A = A; @ A temos que a = a; + ag onde
a; € Ay eay € Ay. Se ay ¢ J(Ay) ou ay ¢ J(As) entdao podemos supor, sem perda
de generalidade, que existe um A;-médulo N simples tal que a3 N # 0. Podemos
estender N a um A-médulo simples N da seguinte maneira: para qualquer elemento
x € Ay faremos N = {0} e quando z € A; faremos 2N = xN. Como N é um
A-médulo simples, temos que (a; 4+ as)N = 0. Contudo, temos que a; N = a; N # 0

e asN = 0. Esta contradicao conclui a afirmacdo do pardgrafo anterior.

Para quaisquer (ai,as), (b1,be) € J(A1) ® J(A2) e A € F, temos as seguintes
operagcoes:

[ J (CLl, (12) -+ (bl, bg) = (CL1 -+ bl, (05} + bg);

e (a1, az)(b1,b2) = (a1bi, azby);

[ )\((11,(12) = ()\@1,/\(12).

Consideremos a seguinte aplicagao entre F-algebras:

¢ - J(A)+J(A4) —  J(A)

(a1, as) — a; + a9 .

Esta aplicagao é claramente sobrejetiva. E uma aplicacao linear e preserva a mul-
tiplicacao a qual é compativel com a multiplicacao por escalar. Assim ¢ é um

homomorfismo de &dlgebras. Além disso, ¢ é injetiva ja que Ker(¢) = {0}.

Segue daf que J(A) = J(A;) ® J(As).
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Uma consequéncia importante deste lema é o seguinte teorema.

Teorema 1.26. Se A € uma F-dlgebra semissimples unitdria de dimensao finita

entao J(A) = {0}.

Prova: Sabemos do Teorema de Wedderburn-Artin que:

k

A= B M, (D).

=1

Com isto, segue do lema anterior que:

Como J(M,,(D;)) = {0} para todo i € {1,...,k}, temos que J(A) = {0}.

a

O teorema de Wedderburn-Malcev, que anunciaremos em seguida, terd um papel
muito importante nesta dissertagao, como veremos no préximo capitulo. A demons-

tracao pode ser encontrada em [12].

Definigao 1.27. Dizemos que B ¢ uma F-subdlgebra semissimples maximal de A
se para qualquer F-subdlgebra semissimples A’ tal que B C A" C A implicar que
B=A ouA=A".

Teorema 1.28 (Teorema de Wedderburn-Malcev). Sejam A uma dlgebra de di-
mensao finita sobre um corpo F de caracteristica zero e J(A) o seu radical de Ja-

cobson. Entao existe uma subdlgebra semissimples maximal B tal que:
A=B+J(A).

Exemplo 1.29. llustraremos como o teorema Wedderburn-Malcev funciona para o
caso em que a F-dlgebra de dimensao finita € a dlgebra das matrizes triangulares

superiores UT, (F).

Seja UT,(F)N o ideal formado pelas matrizes de UT,(F) com diagonal principal
nula. Como UT,(F) € unitdria de dimensao finita e UT,(F)N é o seu maior ideal
nilpotente, temos:

JUT,(F)) = UT,(F)".
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Para cada i = 1,...,n denote por A; = {aeila € F}. Nao € dificil ver que Ay
¢ uma F-subdlgebra simples de UT,(F) para todo i € {1,...,n}. Além disso a

F-subdlgebra baizo é maximal semissimples em UT,(F):

B=A1&...8 A

Com isto temos a decomposi¢io de Wedderburn-Malcev de UT,,(F'):

UT(F) =A@ ...® Ay +UT,(F)Y.

1.2 Produto Tensorial de Algebras

Nesta secao faremos uma apresentacao bastante rapida sobre o produto tensorial
de F-moédulos que nos servird unicamente para a construgao do produto tensorial

de F-algebras. Para maiores informagoes, o leitor pode consultar a referéncia [2].

Definicao 1.30. Sejam M, ..., M,, N F-moddulos. Uma aplicacao F-multilinear é

uma aplicagao p: My X ... x M, — N que € linear em cada varidvel, ou seja:

H’(/U].v"' 70/[];_'_[)/0;/’... 7U7”) :au(vl7... ,’U,;,"‘ 7UT)+bM(U1,“' 71_);/’... 7UT)5

para quaisquer vy € My, ... ,vi € M, vl € M;,...,v, € M, ea,be F.

7

Proposicao 1.31. Sejam M, ..., M, F-mddulos. Entao existe um par (T, g) con-
sistindo de um F-mddulo T'(o qual denotamos por My @ ... ® M,) e uma aplica¢ao

F-multilinear g : My x ... X M, — T com as sequintes propriedades:

1. Existéncia. Para todo o F-mddulo P e toda aplicacio F-multilinear
f: M x...x M, — P, existe uma unica F-aplicacao linear f' : P — T

tal que f = f'og.

2. Unicidade. Além disso, se (T1,q1) e (Ts,g2) sdo dois pares com esta pro-

priedade entdo existe um isomorfismo de F-modulos j : Ty — Ty tal que

J o g1 = go.

Prova: (Existéncia) Seja L o F-mddulo formado pelas combinagdes lineares do

conjunto My X ... x M,. Seja A o submédulo de L gerado pelos elementos da forma

(01, yav, +bu) - v —a(vy, - U ue) = by, U ). (2.1)
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Denotamos o médulo quociente L/A por T.

Posto isso, definimos a aplicagao F-multilinear g : My x ... x M, — T por:
glay,...,a;) =a1 ® ... ® ay,

onde a; ® ... ® a, corresponde ao termo (ay,...,a,) + A.

Como f: My x...x M, — P é F-multilinear, obtemos uma aplicacao induzida

v : L — P da seguinte forma: se @;cra;(vy,...,v,) € L entdo

V(Bierai(v, - .., vp)) = Zaif(vl, ).

el

E facil verificar que esta aplicagao esta bem definida, pois apenas um niimero
finito dos a; nao é zero. Além disso, v é F-linear. Como f é F-multilinear, v se
anula em elementos da forma (2.1), logo em A. Por passagem ao quociente, obtemos

entdo uma transformagao F-linear f’: T — P onde:

fry® - @xy) =7(x1,...,2m) e f = fog).

Notemos que a aplicacao f’ é tnica ja que uma aplicacao linear fica completa-

mente determinada pela sua imagem em um conjunto gerador.

(Unicidade) Suponhamos que existam dois pares (11, ¢91) e (T3, go) satisfazendo
o item anterior. Por defini¢do, existem aplicagoes F-lineares f] : T} — Ty e
5 Ty — Ty tais que go = f{ og1 e g1 = f} o go. Finalmente, notemos que
fiofa=1ne fyo0 fi =1z, pois fio fyogs=gae f0 f{ogr=gi. Assim fj é um
isomorfismo de espagos vetoriais. Como g = f] o g1, definindo j := f{, concluimos

a proposicao.

Agora sejam Aj,...,A,, F-algebras. Podemos considerar o produto tensorial
dessas F-algebras como F-mddulos como foi feito anteriormente. Podemos munir o

F-médulo A; ® ... ® A, com estrutura de F-algebra da seguinte maneira:

(A1 ® ... Qap). (b1 ®...Qby) = (a1b)) ® ... 2 (ambm),
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onde ;1 ® ... a,eb ®...®b, sao elementos de A; ® ... A,,.

Observemos que 14, ®...® 14, € a identidade dessa multiplicagao, uma vez que
esta fixa todos os geradores ¢; ® ... ® ¢, de A; ® ... ® A,,. Podemos provar que
esta multiplicacao é associativa e, assim, mostrarmos que A; ® ... ® A,, é um anel.
Nao é dificil verificar que a multiplicacdo do anel A1 ® ... ® A,, é compativel com
a acao de F' neste anel como F-médulo. Com isto, concluimos que A1 ® ... ® A,, é

uma F'-algebra.

Quando K ¢é uma extensao de F' e A é uma F-dlgebra, podemos ver A como uma

K-algebra usando o produto tensorial A ® K.

De fato, sabemos que a F-algebra A é descrita por uma base {a;} de A sobre F

e pela maneira como multiplicamos os elementos dessa base, quer dizer:

a;a; = Z bijrar onde b, € F C K.
k

A relagao entre as F-dlgebras A e A ® K é dada pelo conjunto {a;} discutido
acima. O resultado a seguir, verifica que toda base de A sobre F' é uma base de
A® K sobre K.

Proposicao 1.32. Toda base de A sobre F' define uma base de A ® K como um
K-madulo.

Prova: Consideremos os seguintes homomorfismos de F-algebras:

1 K - AQK
f = 1®f

j: A — A®K
a — a®l.

Estes homomorfismos nos mostram que as F-algebras A e K estao isomorficamente
imersas na F-dlgebra A ® K. Se {e,} é uma base para A sobre F' entdo todo

elemento r € A ® K tem uma tnica expressao

r=) ca®ra= (.a®D(1®ra) = _jlea)i(ra),

onde r, € K. Desta maneira, podemos considerar A ® K como um K-mddulo via ¢

e assim {j(e,)} ¢ uma base para ele.
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(]

Particularmente, se K = F é o fecho algébrico de F, podemos ver A como uma

F-algebra, ou seja, A é uma &lgebra sobre um corpo algebricamente fechado.

1.3 PI—AlgebraS

Estamos interessados em [F-dlgebras que satisfazem uma identidade polinomial
nao nula de F(X). Estas F-dlgebras sao chamadas de Pl-algebras. Nesta secao
estaremos apresentando dois conceitos fundamentais : T-ideais e variedade de alge-

bras.

Provaremos que, quando F' for um corpo de caracteristica zero, o estudo das
identidades polinomiais de um PI-algebra A é reduzido ao estudo das chamadas
identidades multilineares de A. Apresentaremos um corolario dos Teoremas de
Birkhoff-Poincaré-Witt e de Witt que permite escrever os polinomios multilineares

numa forma especial.

Definicao 1.33. Uma Pl-dlgebra A é uma F-dlgebra que satisfaz um polinomio nao

nulo em F(X), isto €, existe f(x1, -+ ,x,) € F(X) nao nulo tal que:
flai, -+ ,a,) =0 ,Yay,...,a, € A.
Neste caso, denotamos f =0 em A.
O polinomio f é dito uma identidade polinomial de A. Observemos que o

termo constante de uma identidade polinomial f de uma F-algebra A é nulo ja
que f(0,...,0) =0.

O polinomio standard de grau n é importante no estudo de Pl-algebras. Este é

definido como:

Stn(xla te 7In) = Z Sgn(o-)xa(l) *To(n),
0ESh
onde S, é o grupo simétrico de grau n e sgn(o) denota o sinal da permutacao o € S,,.

Definimos o comutador de peso 2 (ou comutador duplo) como sendo o polindémio

[x1, 9] := X129 — zox1. Notemos que Sty(x1, x9) = [x1, X2).
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Indutivamente um comutador de peso n > 3 é definido como:

[xh o 73771] = [[Ila U 7In—1]7xn]'
Notemos que valem as seguintes propriedades de comutadores:

1. [x1,xe] = —[29, 1] (anticomutatividade);

2. [x1, x9, x3) + [T2, T3, 1] + [T3, 71, x2) = 0 (identidade de Jacobi).

As F-algebras a seguir sao exemplos classicos de Pl-algebras.

Exemplo 1.34. 1. Qualquer F-dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra. De fato,
se a e b sao elementos de uma F-dlgebra comutativa C' entao ab = ba. Assim,

C' satisfaz o comutador duplo: [xy,xs).

2. Uma F-dlgebra nilpotente de indice m é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinomio:

f(aj17... 7$m>:x1"'xm-

3. A dlgebra de Grassmann G é uma Pl-dlgebra. Note que se a,b € G, podemos
escrever a = ag 4+ ay e b = by + by onde ag, by € G e ay,by € GO, Dessa

maneira o comutador duplo de a,b é:
[a,b] = a1by — biay = 2a1b;.
Ou seja:
a,b] € GO
Seja c € G. Como, [a,b] € GO, temos que [a,b] comuta com c e portanto:
[[a,b], c] = [a,b]c — c[a, b] = 0.
Logo a dlgebra de Grassmann satisfaz o polindmio [x1, xs, x3).
4. A dlgebra UT, (F) é uma Pl-dlgebra para a qual wuma identidade polinomial é:
flxy, -+ mop) = [x1, T2] - - [Ton_1, Tan]-

Para verificar esta afirmagao, consideremos A, B € UT,(F). Sabemos que os
elementos da diagonal principal de C' = AB sdo da forma c; = ayb;, onde

i € {l,...,n}. O mesmo ocorre com os elementos da diagonal principal de
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D = BA. Assim [A, B] € um elemento do radical de Jacobson de UT,(F),
J(UT,(F)). Como o expoente de J(UT,(F)) é n, para quaisquer matrizes
Ay, ..., Ag, € UT,(F), temos que

f(AL, -+, Agy) = 0.

5. Sejam A, B,C € My(F). Entdo:

[[A, B)>,C] = 0.

De fato, considere uma matriz D € My(F). A expressao matricial do polinémio

caracteristico associado é:

2 — tr(D)x + det(D).

Se D = [A, B], temos que tr(D) = 0. Logo pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

temos:
D2 + det(D)lMQ(F) =0.
Portanto [A, B)* é um mailtiplo escalar da matriz identidade, 1y, py. Conclusdo:

[[A, B]?,C] = 0.

Logo, My(F) é uma Pl-dlgebra.
Além disso, My(F') satisfaz Sty(xy, ..., x4). Mais geralmente temos que M, (F)

¢ uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o polinomio:

Ston (1, -+, Tap).

Esse resultado € conhecido como o Teorema de Amitsur-Levitzki,(1950). A
demonstragao original é encontrada em [1]. Uma demonstracao alternativa

deste teorema pode ser encontrada em [28].

Definigao 1.35. Dado f(xq, -+ ,x,) € F(X), podemos descrever f a partir da

soma dos seus monomios o;u;:

f= Zaiui;ai e F a; #0.
i=1
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Definimos |u|,, como sendo o nimero de ocorréncias da varidvel x; em u;, e o grau

de f em relacdo a x; por:

Definimos o nimero de varidveis de uj;, contadas com as suas respectivas multipli-

cidades, como sendo |u;].

Caso |lui| = ... = |uy|, dizemos que f € homogéneo. Para este polinémio,
definimos o seu grau como sendo o numero de varidveis, contando as repeticoes, de

um dos seus monomios. Se f é um polinomio qualquer, definimos o grau de f como

sendo:
gr(f) = pag luy).
1<j<m
Definicao 1.36. Se |uy|,, = ... = |umls,, dizemos que f(xq,...,x,) € homogéneo na
variqvel x;. Quando f(xy,...,x,) € homogéneo em rela¢ao a todas as varidveis, dize-

mos que este € multihomogéneo. Para os polinomios multihomogéneos nas varidveis
X1, ..., Ty, existe a denominagao de multigrau que € uma n-upla com n entradas em
que o numero da i-ésima entrada determina o numero de vezes em que x; aparece
em um monomio de f. Se f é um polinomio multihomogéneo em que todos os
seus monomios tém m simbolos, contadas as repeticoes, entao f € multihomogéneo
de grau m. Quando f € multihomogéneo de multigrau (1,...,1), dizemos que f é

multilinear.

Considere g € F(X). Com a defini¢do anterior, nota-se que podemos decompor
g na soma de parcelas distintas com as seguintes propriedades:
1. Cada parcela é um polinomio multihomogéneo;

2. Quaisquer duas parcelas desta decomposicao tém multigraus diferentes.

Denominamos estas parcelas de componentes multihomogéneas de g.
Exemplo 1.37. 1. g(x1,29,73,74) = 1230314 + 423232123 € um polindémio

multihomogéneo.

2. c(xq,x9,13) = T123T2 + Xox 23 € Sty (21, ..., 2,) sdo polindmios multilineares.
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Daqui em diante estaremos representando o conjunto de polinomios multilineares

de grau n por:
P, = spanp{x,q) - Tom)|o € Sn}.

Dessa maneira, qualquer polinomio f € P, pode ser escrito como:

f($17"' ,l’n) = Z UgTy(1) """ To(n), Ao €.
O'ESn

Notemos que todo polindmio multilinear é linear em cada uma de suas variaveis.

Trabalhar com polinomios multilineares é bastante vantajoso, pois para verificar
se um polinomio multilinear f é ou nao uma identidade de uma F-dlgebra A de
dimensao finita, basta aplicd-lo nos elementos de uma base de A, como mostra a

proposicao a seguir:

Proposicao 1.38. Seja A uma F-dlgebra de dimensao finita com base
B = {b17- . ,bm}

Considere f € F(X) um polinémio multilinear de grau n > 1. Entao f é uma

identidade de A se, e so se,

f(al,...,an):(]

para qualquer sequéncia (ay, ..., a,) de elementos no conjunto B.

Prova: Seja f uma identidade de A. Entao é claro que

f(al,...,an) =0
para qualquer sequéncia (ay, ..., a,) de elementos no conjunto B.

Reciprocamente, suponhamos que f(ay,...,a,) = 0 para qualquer sequéncia
(ay,--- ,a,) de elementos no conjunto B. Seja I' o conjunto formado por todas as

aplicacoes de {1,...,n} em {1,...,m}. Consideremos ¢y, ...,c, € A tais que:

m
C; = E Cl{inj,OéiJ eF.

Jj=1
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Como f é um polinomio multilinear, sabemos que este é linear em cada uma das

suas variaveis. Assim:

f(cla SR 7cn) = Z A1,6(1) - - - an,a(n)f(ba(l)7 s 7bcr(n))-

cel’

Como por hipétese f(bsa),---,bsm)) = 0 para todo o € I segue que
f(e1, ... ¢,) = 0. Deste modo, f € Id(A).

a

Observemos que, adaptando a demonstragao desta proposicao, pode-se provar

que o resultado acima continua vélido quando B é um conjunto infinito.

1.4 'T-ideais e Variedades

Seja A uma F-algebra. Consideramos o conjunto
Id(A)={f e F(X)|f=0 em A}

dos polinémios satisfeitos por A. B facil ver que Id(A) é um ideal bilateral em F(X).
Outro fato interessante é que Id(A) é invariante por endomorfismos de F'(X), ou
seja se ¢ é um endomorfismo de F/(X) entao ¢(Id(A)) C Id(A). Para verificar isto,

consideremos um polinémio f(xy,--- ,x,) em Id(A) e um endomorfismo 3 de F(X)

{ 3:F(X)— F(X)

Li = Gi
Observemos que f(g1, - ,g,) =0 em A.

Definigao 1.39. Um ideal I em F(X) é um T-ideal se ¢(I) C I para todo endo-
morfismo ¢ de F(X).

Deste modo, Id(A) é um T-ideal de F(X) dito o T-ideal de A. Este abuso de
linguagem ¢é permitido gragas a proposicao seguinte, que mostra que todo T-ideal

de F(X) é o ideal das identidades polinomiais de alguma algebra.

Proposicao 1.40. Seja [ um T-ideal de F(X). Entdo Id(@) =1.
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Prova: Primeiramente, seja f € I. Considere a seguinte algebra:

r(x)

A=—;

Mostraremos que Id(A) = I. Se f(z1,...,x,) € I e hy +1,...,h, + 1 € A entdo

existe um endomorfismo ¢ de F(X) tal que
Fi41,  hn 1) = f(heye . hn) + T = (f(a1, .. 20)) + .
Como I é um T-ideal, sabemos que ¢(f(x1,...,2,)) € I. Ou seja,
Fhi+ 1, hy+1)=1.

Como os polinémios hy, . .., h, foram tomados arbitrariamente em F'(X), concluimos
que f € Id(A) e portanto I C Id(A).

Reciprocamente, seja f € Id(A).
Temos

flry, .o xn)+1=f(er+1,...,0,+1)=1.

Portanto, f(zy,---,x,) € I.

Logo Id(A) C I e aigualdade I = Id(A) prova a proposigao.

O

Um T-ideal I é gerado, como T-ideal, por um conjunto S C F(X) se todo
elemento de I pode ser escrito como uma F-combinacao linear de elementos da

seguinte forma:

hif(g1s- -, 9n)he,

onde os polindémios hi, ha, g1,...,9, € F(X) e f € S. Nesse caso, escrevemos
I = (S)r. Dois conjuntos S; e Sy sdo equivalentes se (S1)r = (So)r. Além disso,
dizemos que um polinomio f é uma consequéncia de polindbmios em um conjunto

S C F(X)se fe(Sr.

Em 1950, Specht conjecturou que todo T-ideal I sobre um corpo de caracteristica
zero era finitamente gerado, ou seja, existe um conjunto finito S C F(X) tal que

I = (S)r. Esta conjectura foi provada em 1988, por Kemer [16].
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Dizemos que uma Pl-algebra A satisfaz a propriedade da base finita se existe um
conjunto finito nao vazio R C F(X) tal que Id(A) = (R)r.

Provaremos a seguir que todo T-ideal sobre um corpo infinito é gerado por
polinomios multihomogéneos. Descreveremos também o processo de multilinearizacao.
Logo apés provaremos que todo T-ideal sobre um corpo de caracteristica zero é ge-

rado por polindbmios multilineares.

Teorema 1.41. Sejam F um corpo infinito, A uma F-dlgebra e f(z1,--- ,x,)
uma identidade de A tal que gr,,(f) = m. Seja f; a componente de f de grau
J(0 < j <m) em relagio a x;, ou seja, a parcela de f formada pela soma de todos

monomios de graw j em relagcdo a x;. Entdo f; € uma identidade de A.

Prova: Por hipétese, sabemos que f = ) f;, onde cada f; é a parcela de f que
7=0

tem grau j em relagao a variavel x;. Como o corpo ¢ infinito existem elementos

distintos ayp, ..., a, € F. Observemos que para qualquer o € F', vale:
m
flz,. . oy, .. x,) = Zakfk(:cl, ey ).
k=0

Como f é uma identidade de A, temos que f(Zy,...,a%T;, ..., T,) = 0 para quaisquer
T1,...,2, € A. Logo se calcularmos cada um dos ajs em f como fizemos para a,

obteremos um sistema de equacoes com m + 1 variaveis, fo, -, fm:

(
Jotafi+--+agfm=0
fotarfi+--+afn=0

| o+ amfi oA =0
Para avaliar se este sistema homogéneo tem solucao nao trivial, temos que verificar

se o determinante da matriz abaixo é nulo:

1 o --- af
1 (a7} “ee am
1

B =
1 oy - o

Notemos que det(B') = H (a;j — ) # 0 ja que B é uma matriz de Van-

~—
0<i<j<m

dermonde. Como det(B) = det(B"), concluimos que fy,- -, fi, sao identidades da

algebra A.
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a

Segue imediatamente deste teorema o seguinte corolario, o qual pode ser provado
por uma simples indug¢ao no nimero de varidveis nas quais o polinomio é nao-

homogéneo:

Corolario 1.42. Sejam F um corpo infinito e A uma F-dlgebra. Considere
f € Id(A). Entao qualquer componente multihomogénea de f é uma identidade
de A. Consequentemente, qualquer T-ideal sobre um corpo infinito € consequéncia

de polinomios multihomogéneos.

Seja A uma F-dlgebra, onde F' é um corpo infinito de caracteristica diferente de
2. Dada f € Id(A) de grau k, o préximo teorema mostra que é possivel obter, a

partir desta identidade, uma identidade multilinear de A de grau menor ou igual a

k.

Teorema 1.43 (Processo de Multilinearizagao). Sejam F um corpo infinito de
caracteristica diferente de 2 e f(x1, -+ ,2,) uma identidade polinomial de uma
F-dlgebra A de grau k. FEntao existe uma identidade polinomial multilinear h de

A cujo o grau é menor ou igual a k.

Prova: Suponhamos que gr,.(f) < 1 para todo i € {1,...,n}. Veremos que é

possivel obter uma identidade multilinear de A a partir de f.

Inicialmente, decomponhamos f na soma dos seus monomios:

f = ZOZJ'U]', Q; e F— {0}
j=1

Caso tenhamos, para todo ¢ € {1,...,n} e para todo j € {1,...,m}, |u;l,, = 1,
nao hé nada para se fazer, pois f ja é multilinear. Suponhamos que f nao seja
multilinear. Assim, existem i € {1,...,n} e 5,0 € {1,...,m} tais que |u;|,;, = 0
e |ul., = 1. Seja x;; uma varidvel de f com esta propriedade e consideremos o

seguinte endomorfismo de F'(X):
¢, F(X) — F(X)
r; 0 caso 7 =1
x; > xj caso contrario.

¢i, (f) é uma identidade de A, onde a variavel z;, nao aparece. Caso ¢;, (f) seja

multilinear, concluimos a demonstracao deste primeiro caso. Caso contrério, existe
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uma variavel x;, desta identidade com a propriedade que x;, tinha em f. Como na
situagao anterior, construimos um endomorfismo ¢;, de F'(X) que associa z;, a 0 e
fixa as demais varidveis de ¢;, (f). Caso ¢, (¢, (f)) seja multilinear, terminamos a
demonstracao. Caso contrario, repetimos o procedimento anterior. Como o ntiimero
de variaveis de f ¢é finito, este algoritmo terminard em alguma etapa e obteremos

uma identidade multilinear a partir da f.

Agora, consideremos o caso em que gr, (f(x1,..., %, ..., 2,)) = d > 1 para algum

i € n. Veremos que ¢é possivel obter uma identidade h de A onde

gryi(h(arl,...,yi,yfiﬂ,...,:cn)) = grym(h(a:l,...,yi,gA/iH,...,xn)) = d — 1(nestas

duas notagoes, a i-ésima variavel de h é omitida e substituida por y; e y;11). Por

simplicidade, suporemos que 7 = 1.

Consideremos o seguinte polinomio:
h(ylv Y2,22; - - - ,C(In) =

flyn +yo, 2oy sxn) — [y, oy oy xn) — f(y2, @, oo, 2y). (4.2)

E facil notar que h é uma identidade de A e que:

gry (Y1 + Y2, 2, .., 10)) = gry, (f(y1 + Y2, T2y - T0)) = d;
gry, (f(yr, @2, ... 20)) = g1y, (f (Y2, 22, ..., 20)) = d;

gy, (Y1, Y2, o, . .., 2)) = gry, (R(y1,y2, T2, ..., 2,)) = d — 1.

Se substituirmos ; e ¥y, por x; na igualdade (4.2), temos:

Wy, 1,29, ... 2) = [(201, 20, ..., 2p) — 2f (21, ..., Ty).

Seja f; a componente de f de grau ¢ na variavel z;, assim:

d
f(21:1, . 75(7”) = Z 2Zfl
1=0

Verificaremos que h é nao nulo. Suponha que h é o polinomio nulo. Assim, temos:

d
[z, xe, ..., 2,) = ZQZf, =2f(x1,...,2p).
i=0
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Logo:
fo= (2 =2)fo+ ...+ (2 = 2)fa

Sabemos que gr,, (fo) = 0, mas gry, (22 = 2)(f2) + ...+ 24 = 2)(fy)) =d > 1, 0
que é um absurdo. Assim, h é uma identidade nao nula de A com a propriedade

desejada.

Como F' é um corpo infinito, podemos considerar f(z1,...,x,) multihomogéneo.
Caso f obedeca as hipdteses do primeiro caso, basta aplicar o algoritmo desenvolvido

neste.

Caso isto nao acontega, temos que gr,,(f) > 1 para algum i € {1,...,n}. Com
uma inducgao no grau de x;, construimos, a partir do caso anterior, uma identidade

g de A com gr,,(g) < 1. Repetindo esse procedimento, se necessario, para as outras

varidveis de g, obtemos uma identidade h(zy,..., z,) onde gr,.(h) < 1 para todo
i€ {l,...,n}. Aplicando o algoritmo do primeiro caso a h, concluimos o teorema.
Ul

Uma consequéncia do processo de multilinearizacao é que se F' é um corpo de
caracteristica zero, que é a situacao que estaremos tratando a partir daqui, entao

todo T-ideal de F'(X) é gerado por polindmios multilineares.

Teorema 1.44. Suponhamos que F' seja um corpo de caracteristica zero. Seja
f e F(X). Entao f(xy, -+ ,x,) é uma consequéncia de uma quantidade finita de

polinomios multilineares.

Prova: Consideremos o T-ideal I = (f)7. Sabemos que existe uma F-algebra A
tal que Id(A) = I. Pelo Corolario 1.42 e para simplificar a demonstragao, podemos
supor que f é multihomogéneo. Aplicamos o processo de multilinearizacao: se

erl(f) = d > 1 entao escreveremos:

d
h=fly 44200, x0) = > giy1, 4o, 00, ),

=0 v
gi

onde gry, Gi(y1, Y2, T2, - .-, Tp) =1, 9Ty, Gi(Y1, Y2, T2, ..., Tp) =d — 0

e gr2,9i (Y1, Y2, Ty« o X)) = 9o, [ (Y1 + Yo, T2, ..., xy,) para todo t = 2,... n.
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Como f é uma identidade de A, h também é uma identidade de A. Como
9o, - - -, gq Sa0 as componentes multihomogéneas de h, segue do primeiro Corolario do
Teorema 1.41 que cada uma dessas pertence a Id(A). Assim, (g1,...,94-1)7 C {f)7.

Além disso, notemos que para todo 7, temos:

d
gi<ylayl7x27 S ,Z‘n> - (i>f(y1’x27 cee JITL)'

Como a caracteristica de F' é zero, segue que (f) # 0. Portanto, (f)r = (g1, .- -, ga—1)7-

Por uma inducao, completamos a demonstracao.

Dizemos que f é uma identidade estavel de uma F-algebra A se f for uma iden-
tidade de A ® C', onde C' é uma F-algebra comutativa qualquer. Em caracteristica
zero, todas as identidades de uma F-dlgebra sao estaveis, conforme o préximo re-

sultado.

Proposicao 1.45. Sejam A uma F-dlgebra e C uma F-dlgebra comutativa unitdria,

onde F' € um corpo de caracteristica zero. Entao Id(A® C) = Id(A).

Prova: Suponhamos que f seja uma identidade de A ® C'. Podemos supor que
f é um polinomio multilinear, pois F' tem caracteristica zero. Admitamos que

gr(f) = n. Entao, para quaisquer ay,--- ,a, € A temos que:
f(a1®1aa2®17”' aan®1> :f(a/17a27“' aa'n)®]- :O
Dessa maneira f(ay,--- ,a,) =0.

Reciprocamente, se f é uma identidade de A, podemos supor que f é um
polinémio multilinear. Se gr(f) = j, é suficiente provar que, para quaisquer

a1 ®@my,...,a; ®m;j € A® C, temos que
flar ®@myq,...,a; ®m;) = 0.
Como C' é uma algebra comutativa, segue que:
flar @mq,...,a; @my;) = flar, -+ ,a;) @my---mj.

Sabemos que f(aq,---,a;) = 0 para quaisquer ay,...,a; € A, logo f € Id(A® C).

Isto conclui a nossa proposicao.
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U

A proxima proposicao é uma importante consequéncia dos Teoremas de Birkhoff-
Poincaré-Witt e Witt, os quais nao enunciaremos neste texto. O leitor interessado

em mais informagoes pode consultar [4].

Proposicao 1.46. Seja F' um corpo de caracteristica zero. Qualquer polinomio
multilinear f € F(X) de grau n pode ser escrito como uma F-combinagao linear de

polinomios do tipo:

Liy -+ iy, [lea . 7‘1'j52] o '\[xlw T >$l5m]/7
~ ~"~ - v
c1 Cm—1
onde iy < -+ < 1g,, 08 polinomios cy,- -+ ,Cp—1 Sao comutadores de pesos arbitrdrios
m

nas demais varidveis e | §; = n.
i=1

Para ilustrar este resultado, vejamos o seguinte exemplo com sua aplicacao:

Exemplo 1.47. Seja A uma F-dlgebra comutativa unitdaria sobre um corpo de car-

acteristica zero. Entao:
1d(A) = ([z1, z2])7-

De fato, sabemos que |x1,z5] € uma identidade polinomial da dlgebra A. Entdo:
([x1, za])r C Id(A).

Seja f uma identidade de A. Podemos supor que f € multilinear jd que o corpo € de

caracteristica zero. Pela observacao anterior, sabemos que f pode ser escrito como:

f($1>"'7xn):a$1"'$n+g<xla"'axn)a (43)

onde g € ([x1,x2)|)r. Facamos x1 = ... =x, =1 em (4.3). Dessa maneira:

pois g € ([x1,xa])r C Id(A). Logo al™ =0 e portanto o = 0. Assim [ € ([x1, za])r

e’

([z1, 22]) = Td(A).
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Definimos o T-ideal de uma F-dlgebra A, como o conjunto de todos os polinémios
de F(X) que sao satisfeitos por A. Contudo, podem existir outras algebras que

satisfazem as mesmas identidades de A. Isso motiva a definicao de um novo conceito.

Definigao 1.48. Seja A uma F-dlgebra. Denotamos por var(A) a classe das

F-dlgebras que satisfazem todas as identidades de A, ou seja:

var(A) = {B|Id(A)  Id(B)}.

Dizer que uma variedade V sobre F' satisfaz um polinomio f significa dizer que

todas as F-algebras de V satisfazem o polinomio f.

Quando duas F-dlgebras A e B sao tais que var(A) = var(B) entao temos que

A e B satisfazem exatamente as mesmas identidades. Deste modo definimos:

Definicao 1.49. Duas Pl-dlgebras A e B sao dlgebras Pl-equivalentes se
Id(A) = Id(B). Escrevemos A ~p; B.

Consideraremos um conjunto nao vazio S C F(X) e nos preocuparemos em
obter informacgoes sobre o conjunto de algebras que satisfazem o conjunto S, ou

seja, satisfazem todos os polinomios de S.

Definigao 1.50. Sejam S C F(X) um conjunto ndo vazio de polinémios e (S)r o
T-ideal gerado por este conjunto. Denotamos por V = V(S) o conjunto de todas as
dlgebras que satisfazem o conjunto S. Além disso, dizemos que 1d(V) = (S)r € o
T-ideal da variedade V. Quando existe uma F-dlgebra A tal que 1d(A) = Id(V),
denotaremos V = var(A) e diremos que V € a variedade gerada por A. Dizemos que
uma variedade V € trivial se esta é gerada pela F-dlgebra {0}. Uma variedade V é

total se esta € gerada por F(X).

Proposicao 1.51. Se V = V(S) é uma variedade de dlgebras entdo existe uma
F-dlgebra A tal que V = var(A).

Prova: De fato, consideremos o T-ideal I = (S)7. Como foi visto na Proposigao

1.40, a F-dlgebra A = @ ¢ tal que: Id(A) = I. Dessa forma, Id(A) = (S)r =

Id(V) e portanto var(A) = V.
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Exemplo 1.52. 1. A classe de todas as dlgebras comutativas é V = V(S) onde
S = {l1, z2]}-

2. A classe de todas as dlgebras nil de expoente limitado por m é V(S) onde

S ={am}.
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Capitulo 2

Sequéncia de Codimensoes

Neste capitulo definiremos uma ag¢ao natural do grupo simétrico no espaco dos
polinémios multilineares com um nimero fixo de variaveis. Introduziremos, também,
duas sequéncias numéricas importantes em Pl-teoria: a sequéncia das codimensoes,
introduzida por Regev em [27], e a sequéncia dos cocomprimentos, introduzida por

Olson e Regev em [26].

Determinaremos o T-ideal e a sequéncia de codimensoes da algebra de Grassmann
e de UT,. Além disso, apresentaremos alguns resultados chave sobre codimensoes,
incluindo o Teorema das Codimensoes de Regev que fornece uma cota superior para

a n-ésima codimensao de uma PI-algebra.

A partir deste momento, em todos os resultados, estaremos considerando ' um

corpo de caracteristica zero.

2.1 Codimensoes

Quando estamos trabalhando com corpos de caracteristica zero, como vimos
no Capitulo 1, todo T-ideal é gerado por polinomios multilineares, ou seja, por
elementos dos espacos P,, onde n > 1. Desta maneira, Id(A) é gerado pelo seguinte

subespago vetorial de F'(X):

(PNIdA) & (BNIdA) & ... (P, NIdA)&....
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Definicao 2.1. Para cada n € N, o inteiro nao-negativo

P
> 1.

¢ chamado n-ésima codimensao de A. Para V = var(A) uma variedade de dlgebras
gerada por uma F-dlgebra A, para todo n > 1 definimos ¢, (V) = ¢, (A).

Para simplificar denotaremos por P, (A) ,n > 1. Se conhecermos

~ PN 1d(A)
a dimensao de P,(A), determinamos a dimensao de P, N Id(A) a qual é igual a

n! — dimpP,(A).

Conhecer a sequéncia {¢,(A)},>1 de uma F-dlgebra A ¢é bastante importante,
pois fornece uma idéia do crescimento das identidades satisfeitas por A. Porém

calcular esta sequéncia nao é um trabalho facil na maioria das situagoes.

Notemos que podemos verificar se uma F-algebra é ou nao uma Pl-dlgebra,
olhando a sequéncia de codimensoes. De fato, A é uma PI-dlgebra se, e somente, se

cn(A) < n! para algum n > 1. Além disso, se V ¢ uma variedade trivial entao

c(V)=0,¥Vn>1

A seguir damos alguns exemplos de dlgebras cujas sequéncias de codimensoes sao

facilmente calculadas.

Exemplo 2.2. 1. Seja A uma F-dlgebra nilpotente de indice m. Se considerar-
mos f(x1,...,x,) € P, onde n > m, temos que
flai,...,a,) =0
sejam quais forem ai,...,a, € A. Dessa forma, c,(A) = dimpP,(A) = 0

quando n > m.
2. Se A € uma F-dlgebra comutativa unitdria sabemos que
1d(A) = ([z1, z2])r-

Qualquer polindmio de P, pode ser escrito, mddulo P, N Id(A), como um

maultiplo escalar do polinomio
Ty T,

o qual ndo é uma identidade de A. Logo dimP,(A) =1,V n > 1.
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Sabemos que, se [ e J s@o dois T-ideais de F/(X), existem F-algebras A e B tais
que [ = Id(A) e J = Id(B). O resultado a seguir é importante para comparar a

sequéncia de codimensoes de A e B em duas situacoes especificas.
Proposicao 2.3. 1. Se I C J entdo cp,(B) < cp(A), Vn > 1.

2. Sel CJ ecy(A)=cn(B) para todon > 1 entdo I = J.

Prova:

1. Se I C J temos que Id(A) C Id(B) e portanto P, N Id(A) C P, N Id(B).
Dessa forma, dimp(P, N Id(A)) < dimp(P, N Id(B)). Assim, temos que
cn(B) < ¢, (A4).

2. Sabemos que se I C J entao P, N Id(A) C P, N 1d(B). Como por hipdtese
cn(A) = ¢,(B) para todo n > 1, temos

Logo P, N Id(A) = P, N Id(B) para todo n natural positivo. Como todo
T-ideal é gerado por polinomios multilineares(sobre um corpo de caracteristica
zero), concluimos: Id(A) = Id(B).

Nos teoremas a seguir, iremos descrever o T-ideal e calcular a sequéncia de codi-
mensoes de UT, e da algebra de Grassmann. Os resultados sobre a algebra das
matrizes triangulares superioes 2 x 2 foram apresentados em 1971 por Malcev e,
dois anos mais tarde, Krakowski e Regev caracterizaram a algebra de Grassmann
(ver [17] e [24]). Como nosso objetivo é classificar, a menos de Pl-equivaléncia, to-
das as subvariedades das variedades geradas por estas duas dlgebras, estes teoremas

serao constantemente citados nos proximos capitulos.
Teorema 2.4. Seja UT, a dlgebra das matrizes triangulares superiores 2 X 2 sobre
F'. Entao

1. Id(UTQ) == <[l’1, .TQ][Ig, 134]>T.

2. c,(UTy) = 2" (n —2) + 2 para todo n > 1.
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Prova: Comecemos encontrando o T-ideal de UTs. Sabemos que
([1, xo][x3, 24])7 C 1d(UTy). Seja f € 1d(UT,) um polinémio multilinear de grau n.
Usando a Proposigao 1.46 temos que f se escreve, médulo ([z1, za][xs, 24])r, como

uma combinacao linear de elementos da forma:

ZL‘il...ZL‘i,r,[JZjl,...,ZEjs], (11)
onde iy < ... < i, r+s=mne{iy,....0J1,.--,Jsy = {1,...,n}. Denotaremos
[:{il,...,ir}.

Notemos que se z1,...,24 € UT; entao:

0= [[21722]7 [23, 2’4]] = [21, 2272372’4] - [21, 22724723]-

Dessa forma, para qualquer pemutagao o € S, e y1, 2, 21, . . ., 2p € U, temos que:

(Y1, Y2, 215 - - 2p) = [Y15 Y25 Zo(1)s - - -+ Zo(p)) - (1.2)

Pela anticomutatividade e pela identidade de Jacobi do comutador, podemos mane-
jar os trés primeiros termos do comutador que aparecem a esquerda de (1.2). Assim,
é possivel reposicionar os elementos que aparecem no comutador de (1.1) de tal forma
que:

J1>J2eJ2<J3<...<Js (1.3)

Consideremos J = {jo2,...,js} € X1 yjy = Tiy ... i [Tjy, - - -, T4

Posto isso, f pode se escrito médulo ([xy, z3[x3, x4])7 como:

f(xl, ces ,Z‘n) = Z Oq’J,ﬁXI,J,ju Qar g, € F. (1.4)
1,J,51
Como f € Id(UT3), ao calcularmos f em (1yr, ..., lyn,), concluimos que o coefi-

ciente do monémio x; ...z, em (1.4) é nulo.

Para verificar que f € ([z1,x2][x3, x4])r, provaremos que todos os coeficientes
ar.gj, de (1.4) sdo nulos. Suponhamos por absurdo que essa afirmagao nao seja ver-
dadeira. Dessa forma, existe um coeficiente ndo-nulo oy y g, onde I' = {ly, ...,/ },

, .
J={my,....muy_wate{ly,....;Lr,my, ... ,my_w_1,k} = {1,...,n}, escolhido de

tal forma que J’ possua o menor nimero possivel de elementos.

Facamos as seguintes substituigoes em (1.4):

(l'll, B 7'IlT/) = (]-UTza sy ]-UT2)7
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T = €12,

(Iml,...,$m /71):<€22,...,622).

Com estas substituicoes feitas, temos que:
ap preiz =0, ouseja, ap = 0.
Contradigao. Logo:
f=0 (mod {[x1, x2)[xs, 24]) 7).
Ou seja, f € ([xq, xs][x3, 24])7 € portanto:
Id(UT,) = ([x1, zo)[z3, T4]) 1.
Concluindo a demonstracao do primeiro item.

Agora, se f é um polinomio multilinear de grau n, pelo que foi mostrado no item
anterior, podemos escrevé-lo, médulo I = ([xy, z5][x3, 24]), como uma combinagao

linear de elementos da forma:
Tiy o T [Ty Ty e T (1.5)

onde iy < -+ < i k>, 1 <Jo<---<jser+s=mn—1 Além disso, temos

que os elementos do tipo (1.5) formam uma base para

A
P, N Id(UTy)

Contemos o nimero de elementos que sao do tipo (1.5).Consideremos primeiro, o

caso em que hé j termos dentro dos comutadores, onde 2 < j < n. O ntmero total

(o

Quando 7 = 0, temos apenas um caso.

é:

Assim, temos:

n(UTy) = Y (?)(j—l)Jrl.

Jj=2
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Para calcular ¢, (UT3), note que:

n2" -1+ 2+n—-2")=2"1n-2)+2

a

Teorema 2.5. Para a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita G, valem para

todo n > 1:

1. 1d(G) = ([x1, 2, x3]) .

2. c,(G) =21,

Prova: Recordemos que f(xy,29,25) = [21,29,23] € Id(G). Dessa forma,

L := (f)yr C 1d(G) e portanto ¢,(G) < dimg(L,) onde:
— P
L, = —
P.NL

Se g ¢ um polinomio multilinear de grau n, sabemos pela Proposicao 1.46 que este

pode ser escrito, médulo L, como combinagao linear de elementos da forma:
Liy * =+ T, ['Ih ) x]é] T [th—nszm]» (16)
onde i < ... <1, r+ 2m = n. Sem perda de generalidade, podemos assumir:

J1<J2y--- € Jom-1 < Jom- (1.7)

Temos para quaisquer a, b, c,d € F(X):

la,b, [c,d]] = [a,b][c,d] — [c,d]|a,b]. (1.8)
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Além disso, um calculo com comutadores nos mostra que:

la, c][b, d] = —[a, b][c,d] + [ab, ¢,d] + [ac, b, d] — [a, b, d]c — |a, c, d]b. (1.9)

Com auxilio das igualdades (1.8) e (1.9), a relagao (1.7) fica como:

jl < jg < K jgm. (110)

Por outro lado, um calculo combinatério nos mostra que:

cn(G) < dimp(L,) = 2" 1.

Os elementos de (1.6) com a propriedade (1.10) formam um conjunto gerador

para . Provaremos que este conjunto é linearmente independente. Feito

P,N1d(G)
isso, concluiremos que ¢,(G) = 2" ! e que 1d(G) = ([x1, T2, 23]) 7.

Consideremos um polinémio multilinear h(z,. .., %, 12,) que é uma identidade
de G.
h = Z Ar, gLy - - - T, [xijjé] ce [xjémfu 'erm]’ (1'11)

11 <...<bp J1<...<Jom

onde I = {iy,--- i}, J = {ji,- - 7j2m}ea17J€F.

Provaremos que todos os coeficientes ay ; sao nulos. Suponhamos por absurdo
que esta afirmacao nao seja verdadeira. Entao existe um coeficiente oy 5 nao nulo,
onde I' = {p1,...,ps}, J ={k1,. .. kn_s} e {p1,.. . ps, k1, .-, kn_s} ={1,...,n}.

Além disso J' é escolhido de forma ser o menor possivel.

Fagamos x,, = ... =z, = 1lex, =¢ onde 1 <1 <n—sem (1.11). Feito
. , n—s ,
isso, concluimos que 272 ap ye;...e,—s = 0 e portanto ap y = 0. Isto ¢ uma
contradicao. Logo estd comprovada a independéncia linear, e assim concluimos a

demonstracao.
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2.2 Cocaracteres

O grupo simétrico S,, age sobre P, a esquerda do seguinte modo:

O'.f<CL’1, SR 7xn) = f(xa(1)7 R wra(n))
onde 0 € S, e f(xy,...,2,) € P,.

Como Id(A) é um T-ideal, ou seja, é invariante por endomorfismos de F(X),

temos que P, N Id(A) é invariante por esta agao, logo P,(A) tem a

~ P,n1d(A)
estrutura de S,-mddulo. O S,-caracter de P,(A), denotado por x,(A), é chamado

n-ésimo cocaracter de A.

Sabemos que, em caracteristica zero, existe uma correspondéncia biunivoca entre
Sp-caracteres irredutiveis e parti¢oes A F n, conforme pode ser visto em [3]. Assim,

podemos decompor x,(A) em caracteres irredutiveis

Xn(A) = Z maXa,

AFn
onde Yy, representa o caracter irredutivel associado a particao A Fn e my > 0, sua

multiplicidade. O que nos leva a seguinte definicao:

Definigao 2.6.

L(A) =) my

AFn
€ chamado n-ésimo cocomprimento de A.

Em outras palavras, [,,(A) conta o nimero de S,,-mdédulos irredutiveis que apare-
cem na decomposigao de P, (A). Assim como foi feito em codimensées, para V =

var(A) uma variedade de algebras gerada por uma F-algebra A, para todo n > 1
definimos 1,,(V) = 1,,(A).

Notemos que, dada uma édlgebra B € var(A), temos que Id(A) C Id(B) e, assim,

P,(B) pode ser imerso em P, (A). Portanto, temos que
cn(B) <cn(A) e 1,(B) <1,(A).

Proposicao 2.7. Sejam A e B duas F-dlgebras e A @ B a soma direta de A e B.
Se xn(A) = D maxa, Xa(B) = D mixa e xn(A® B) = > mix\ sao os n-ésimos

A-n AFn AFn
cocaracteres de A, B e A @ B, respectivamente, entao

my <my+m), c(A® B) <, (A) +cu(B), lL,(A® B) <L, (A)+1,(B).
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Se B é uma dlgebra nilpotente e B*¥ = 0, entdo para todo n > k temos m/, = my,
Logo 1,(A® B) =1,(A) e c,(A® B) = c,(A).

Prova: Notemos que [d(A @ B) = Id(A) N 1d(B) e consideremos a aplica¢ao de
S,,-modulos

¢: P, — by + by
P, 1d(A) " P,N1d(B)

dada por ¢(f) = (f + (P, N Id(A)), f + (P, N Id(B))), para todo f € P,. Temos
que ker(¢) = P,NI1d(A)N1d(B) = P,N1d(A® B). Logo temos uma imersao de

Sy,-modulos

P, - P, i P,
P,NnIdA®B) P,NnId(A) P,NId(B)

Segue dai que
my < my+mh,c,(AD B) <, (A) +cu(B), l,(A® B) < 1,(A) + 1,(B).

Além disso, se B é uma algebra nilpotente e B*¥ = 0, entdo para todo n > k,
Py

P, N1d(B)

= 0 e temos que

P, B
P,NId(A® B) P,NId(A)

e, portanto, l,(A® B) = 1,(A) e cp,(A® B) = ¢, (A),YVn > k .

Na Proposicao 1.45, provamos que se A é uma algebra sobre um corpo F' de
caracteristica zero entdo Id(A) = Id(A ® C') para qualquer F-algebra comutativa
unitaria C. Em particular, se K é uma extensao de F', temos que [d(A) = Id(A®K)
ja que K é uma F-algebra comutativa unitaria. Contudo, nesta tultima igualdade,

consideramos apenas as identidades de A ® K como F-algebra e assim:

FA) = (A2 K), n> 1.

n

Nesta igualdade, o indice superior significa que as duas sequéncias de codimensoes

sao calculadas sobre o corpo F.

Na Proposicao 1.32, provamos que toda base de A como F-dlgebra é uma base
para A ® K como K-édlgebra. Isto permitiu estender os escalares de A de maneira

que A pudesse ser considerada como uma K-algebra.
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Uma pergunta natural que surge neste momento é: Como se relaciona a sequéncia
de codimensoes de A como F-algebra e a sequéncia de codimensoes de A, considerada

como K-algebra? Ou seja, qual a relacio entre ¢f'(A) e cX(A® K)?

Na notacao acima,

PK
& 7n>]‘7

KA K) =di
cn (A K) MK PK A Tde(A0 K) T

PX denota o conjunto dos polinomios multilineares de grau n com coeficientes em

K e Idx(A® K) as identidades de A ® K com coeficientes em K.

Proposicao 2.8. Sejam A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F de caracteristica zero

e K uma extensao de F. Consideremos a K-dlgebra A ® K. Entao:
KA K)=cE(A), Vn>1.

Além disso, my = m& para toda AN+ n e l,(A) =1K(A),Vn>1.

Prova: Sejan € N— {0} e suponhamos que ¢ (A) = m. Consideremos uma base
fi,- s fm de PF(mod PI N Idp(A)), onde PI' denota o conjunto dos polinémios
multilineares de grau n com coeficientes em F' e [dp(A) as identidades de A com
coeficientes em F. Para provarmos que cX(A @ K) < m, basta mostrar que
dimp(PFNIdp(A)) < dimg(PENITdg(A® K)), j4 que dimpPF = dimg PX = n.

Notemos que os polinomios de P N Idp(A) sdo da forma:

h=j— Zﬁifiv
i=1

onde j € PF| os escalares 3, ..., 3, € F e obedecem a seguinte propriedade:

7= _Bifi, onde j=j+ Py NIdp(A).
k=1

Como foi visto na Proposi¢ao 1.38, um polinomio multilinear nao nulo em F(X)
¢ uma identidade de A se, e somente se, este se anula em uma base de A. Na
Proposigao 1.32 provamos que toda base de A sobre F' é uma base de A ® K sobre
K. Como h € P aplicando estas duas proposigoes, temos que h € PEXNIdx(AQK)

e consequentemente

KA K)<m.
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Para  finalizarmos a  demonstracao, temos  que  verificar  que
cE(A® K) > m. Para isso, provaremos que fi,..., fm sdo linearmente indepen-
dentes (mod PENIdg(A® K)). Consideremos f =y fi+...+Ymfm € ldg(AQK)
com vi,...,%m € K. Seja C uma base de K sobre F'. Escrevamos cada um dos ~;
na base C":

:Z(Siyjtj; 1€ {1 ...,m};tlyt%--- € Ca(sij € F.

Sejam aq,...,a, € Aea;®1,...,a4,®1 € A® K. Assim:

f(a1®1,...,an®1):Z’yifi(m@ (Zn® Z(Zdﬂfl ay, ..., ))@t]
=1 j

Como f € Idg(A ® K), temos que:

Z(Z%ﬁ bi,...,b )) @t; =0V by,...,b, € A

Notemos que, para qualquer sequéncia (by,...,b,) de elementos no conjunto A, os
vetores (Z 8 fi(b, ... ,bn)) ® tq, (Z 8 fi(b, ... ,bn)> ® ta, ..., sa0 linearmente
i=1 =1

independentes. Daf segue que > 6;,fi € Id(A) Vj € {1,2,...}. Como fi,..., fm
i=1
forma uma base para P (mod PF N Idr(A)) temos que:

8, =0ie{l,....m},je{l,2,...}.
Logo v1 = ... = v, = 0 e assim:

cF(A) = (A K).

n

Pela proposigao acima, nos resultados sobre a sequéncia de codimensoes de uma
F-algebra A, podemos considera-la sobre um corpo algebricamente fechado, pois
podemos tomar K como o fecho algébrico de F' e as identidades e codimensoes serao

mantidas.

Outra acao importante para o estudo dos T-ideais é a a¢ao do grupo linear geral

GL,,, onde consideramos polinomios homogéneos em um dado conjunto de variaveis.
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Seja F,(X) = F(x1,...,x,) a dlgebra associativa livre em m varidveis e seja
U = spang{zi,...,xyn}. O grupo GL(U) = GL,, age naturalmente sobre o conjunto
X aesquerda e podemos estender esta acao diagonalmente & uma agao sobre F,(X).
Além disso, F,,(X) N Id(A) é invariante sob esta acdo, logo

Fn(X)

Fnl4) = F(X) N 1d(A)

tem uma estrutura de G'L,,-médulo. Denotando por F' o espago dos polinomios

homogéneos de grau n nas varidveis {z1,...,z,},
F'fl
F"(A) = m
m(4) FrnId(A)

é um GL,,-submdédulo de F,,(A) e entdo podemos considerar o seu GL,,-caracter

que denotamos por ¢, (A).

A cada particdo A = (Ay,...,\;) de n, associaremos o diagrama que consiste de

n simbolos [J distribuidos da seguinte maneira

>\1 simbolos

)\2 simbolos

)\t simbolos

e este serd chamado o diagrama de Young de A.

Pela teoria de representagoes polinomiais do grupo linear geral, o G L,,-mddulo
F'(A) é uma soma direta de GL,,-submédulos irredutiveis e existe uma corres-
pondéncia um a um entre os G L,,-submdédulos irredutiveis de F'(A) e o conjunto
de todas as particoes A F n com hy(A) < m, onde h;(A\) corresponde a altura da

1-ésima coluna do diagrama de Young de .

Assumindo m, = 0 sempre que hi(A) > m, consideramos ¥, o GL,,-caracter

irredutivel associado a particao A - n e temos a seguinte decomposi¢ao
Un(A) = ZWM/JA

onde m) é a multiplicidade de .

A estrutura de S,-médulo de P,(A) e a estutura de GL,,,-médulo de F" (A) estao

relacionadas pelo seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser vista em [4]:
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Proposicao 2.9. ([4], Teorema 12.4.19) Se xn(A) = > maxx € 0 n-ésimo coca-
AFn
racter de A entao, para toda A\ F n tal que hi(\) < m, temos Ty = my.

Outro fato bem conhecido é que qualquer GG L,,,-submddulo irredutivel associado a
uma partigao A = (Aq, ..., \x) de n é gerado por um polinémio nao-nulo f chamado

vetor de altura mdxima ou vetor de peso mdzrimo, da forma

A1
=1

onde o, € F, a acao a direita do grupo simétrico sobre F é definida pela per-
mutacao de lugares das varidveis. Aqui Sty (21, - .., Zh,(n)) € 0 polindmio standard
de grau h;(\). A importancia deste polinomio é dada pela proposi¢ao a seguir, cuja
demonstragao também pode ser encontrada em [4].

Proposigao 2.10. Seja ¢,(A) = > My 0 GLy,-caracter de F'(A). Entao my =
0 se, e somente se, existe um veto;\fge altura mdzima f\ associado a A\ que nao seja
uma identidade polinomial para A. Além disso, My € o numero mdzrimo de vetores

de altura mdzima linearmente independentes em F(A).

2.3 Codimensoes Proéprias

Denotamos por Com(X) = {[zi,, Ty, ..., %5,] : k > 2,2, € X} o conjunto de
todos os comutadores de Lie de peso maior ou igual a 2 e consideramos B = B(X)
a subdlgebra com unidade de F(X) gerada por Com(X). Convencionamos 1 para
ser o produto de um conjunto vazio de comutadores e chamamos os elementos de B

de polinomios préprios de F(X).

Quando estamos estudando as identidades polinomiais de uma algebra unitéria
A, os polinémios préprios tem um papel muito importante como mostra a proposicao

a seguir, cuja demonstracao pode ser vista em [4].

Proposicao 2.11. Se A é uma Pl-dlgebra unitdria sobre um corpo infinito F', entao
todas as identidades polinomiais de A sequem a partir das identidades polinomiais
proprias, isto é, daquelas em Id(A) N B. Se car F = 0, entao as identidades poli-
nomiais de A sequem das identidades polinomiais proprias multilineares, ou seja,
daquelas em |J P, N (Id(A) N B).

n>1
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Consideremos o espaco dos polinomios proprios multilineares nas variaveis
x1,...,%, denotado por I, = P, N B, para n > 1. Convencionamos I'g = span{1}
e diml'y = 1. Ja sabemos, pela proposicao anterior, que as identidades polino-
mias multilineares de uma Pl-algebra unitaria A seguem a partir das identidades

multilineares préprias, ou seja, dos elementos de I', N Id(A).

O teorema a seguir, conhecido como Teorema da Base de Specht, o qual foi
provado por Specht em 1950, fornece uma base para o espaco I',,. Sua demonstracao

pode ser vista em [4].

Teorema 2.12. ([4], Teorema 4.5.9) O espago T',, possui uma base que consiste de

produtos de comutadores:

[Tiys w2y 2],
onde:
1. Todos os produtos sao multilineares nas varidveis xy, ..., Ty.
2. Cada comutador [x,,,...,z,,] € de peso maior ou iqual a 2 e o indice mdximo
estd na primeira posi¢ao, isto €, ry > To, ..., Ts.
3. No produto dos comutadores acima temos k < ... < t, ou seja, 0os comutadores

estao ordenados pelos pesos.

4. Se [xpy, ..., xp] € [T, -.,2q] Sdo dois comutadores de mesmo peso conse-
cutivos em um produto do tipo acima, entao o indice da primeira variavel do
primeiro comutador é menor que o indice da primeira varidvel do sequndo

comutador, ou seja, p1 < q.

Corolario 2.13. Para cada n > 0, temos que

dimT,, = n! (Z (—1)]“%) :

k=0

Prova: Notemos que cada elemento da base de Specht é um produto C1C} ... C; de
comutadores C; em variaveis distintas dentre as variaveis xy, . . . , x,,, com peso(Cj) =

pj = 2.

Associamos a cada comutador C; de peso p; um ciclo de comprimento p;, onde o
primeiro elemento do ciclo é o indice da primeira variavel do comutador, o segundo

elemento do ciclo ¢ o indice da segunda varidvel do comutador e assim por diante.
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Assim, o produto C1C5...C}; corresponde a um produto de ciclos disjuntos de
comprimento maior ou igual a 2, onde todos os nimeros de 1 até n aparecem. Logo
temos uma correspondéncia entre a base de Specht e o conjunto das permutacoes
cadticas em S,, que é o conjunto das permutacoes em S, que movem todos os
elementos 1,...,n. Isto acontece pois uma permutacao é cadtica se, e somente se, é
um produto de ciclos disjuntos com comprimento maior ou igual a 2, onde todos os

numeros de 1 até n aparecem.

Dessa forma, contando o niimero de permutacoes cadticas, obtemos:

dimT,, = n! (Z (—1)]“%) :

k=0
U

Definigao 2.14. Duas sequéncias {a, }n>1,{bn}n>1 s@o ditas assintoticamente equi-
valentes, e denotamos por a, ~b,, n — 00, se, e somente se, lim %= = 1.

n
n—oo bn

n 1 1
Observemos que > (—1)¥— ~ =, entao
k=0 k! €

1 !
dimI',, = n! (Z (—1)ky> R n_’ n — oo.
! e

k=0

Deste modo, ao trabalhar com polindmios préprios multilineares no lugar de
polinémios multilineares arbitrarios, diminuimos a quantidade de calculos em apro-
ximadamente e vezes, o que torna o trabalho com polinomios préprios multilineares

mais vantajoso.

Definicao 2.15. Dada uma Pl-dlgebra unitdria A, podemos considerar o espaco

vetorial T',(A) = Fnﬂ—]nd(A) A sequéncia das codimensoes proprias € definida,
para n > 0, como -

& (A) = dim——"—-.

nld) = dime—a

Em 1996, Drensky e Regev apresentaram a relacao entre as codimensoes or-
dindrias e as codimensoes préprias, quando A e unitaria. Apresentamos a seguir tal

relagao cuja demonstracao pode ser vista em [5].

Teorema 2.16. Seja A uma Pl-dlgebra unitdria. Se o conjunto {f;, (z1,...,xx) :

Jg=12,...,c(A)} € uma base do espago vetorial I'y(A) dos polinémios prdprios
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F(X)
F(X) N 1d(A)

uma base consistindo de todos polinomios multilineares da forma

multilineares de grau k em

entdo, para n >k, o espa¢o P,(A) tem

Tpy oo Tp i @grs oo Tg)s J=1,2,...,c0(4), k=0,1,2,...,n,
ondep1 < ... <Ppreq <...<q.
Teorema 2.17. Seja A uma Pl-dlgebra unitaria sobre um corpo de caracteristica

zero, entdo c,(A) = > (Z)cf(A), para n > 0.
k=0

Prova: Como no teorema anterior, para cada £ = 0,1,...,n, considerando uma

base
{filxr, o om) 15 =1,2,... . (A)}

de I'y(A), construimos uma base para P,(A) formada por elementos da forma

Tpy oo Zp, i (@grs oy g), 7=1,2,...,4(A), k=0,1,2,... n.

3

Assim, para cada um dos ¢} (A) polinémios f;, em I'y(A), construimos ( k)

n
polinomios do tipo descrito acima na base de P,(A), uma vez que temos ( k>

maneiras de escolher as k varidveis do polinomio f;, .

Logo, para cada k = 0,1,...,n, temos (Z

nimero total de polinémios na base de P,(A) é dado por ¢,(A) = > (Z) A (A).
k=0

)ci(A) polinémios, e portanto o

O

Lema 2.18. Seja A uma Pl-dlgebra unitdria tal que ¢y (A) = 0 para algum k, entdo
c? (A) =0, para todo m > 2k.

Prova: Seja A uma Pl-dlgebra unitédria tal que ¢y, (A) = 0 para algum k, entao
temos que ['yr C Id(A). Tomemos um polinomio multilinear préprio de grau n > 2k,

como abaixo:
U = [130(1),'”] [ ,xo(n)] € Fn,a < Sn,n > 2k.
Se u ¢ um produto de comutadores de peso 2, entao n é par e escrevemos u como

U= [To1), To@) *  [To@k-1), To@r)] ** * [Ton-1), Tom));
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assim temos que u € Id(A).

Agora, se u contém algum comutador de peso maior que 2, ou seja,

U= [To), ] o) Topat) Tomrzy ] [+ > Tom),

podemos fazer uma substituicao de variaveis,

Yy — [xo(p% IU(PH)]’

e mostramos que u é uma consequéncia de um polinomio de I',,_;. Repetindo este
argumento indutivamente, segue que u € Id(A). Portanto, ¢® (A) = 0, para todo
m > 2k.

2.4 Crescimento das Codimensoes

Definigao 2.19. 1. Uma dlgebra A tem crescimento polinomial (das codimensaées)
se sua sequéncia de codimensoes {c,(A)}n>1 € limitada polinomialmente, isto

¢, se existem constantes a,t > 0 tais que c,(A) < an', para todo n > 1.

2. Uma variedade V tem crescimento polinomial se V € gerada por uma dlgebra

de crescimento polinomial.

Definicao 2.20. 1. A sequéncia de codimensoes {c,(A)}n>1 de uma dlgebra A
¢ limitada exponencialmente se existem constantes a,a > 0 tais que c,(A) <

aa™, para todo n > 1.

2. A sequéncia de codimensoes de A cresce exponencialmente se existe uma cons-
tante « tal que c¢,(A) = ", n — oo. Neste caso, dizemos que A tem cresci-

mento exponencial.

3. Uma variedade V tem crescimento exponencial seV é gerada por uma dlgebra

de crescimento exponencial.

Ainda em 1972, Regev mostrou que a sequéncia de codimensoes de toda PI-algebra
é limitada exponencialmente, como pode ser visto em [27]. Neste artigo, o autor usou

este fato como uma ferramenta para mostrar que se A e B sao Pl-dlgebras entao
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A® B também satisfaz uma identidade polinomial nao-nula. Um ano mais tarde em
[22], Latyshev estabeleceu uma cota para este crescimento exponencial em fungao
do grau da identidade polinomial satisfeita por A, como vemos no teorema a seguir,

também conhecido como Teorema das Codimensoes de Regev.

Teorema 2.21. ([12], Teorema 4.2.4) Se a dlgebra A satisfaz uma identidade poli-
nomial de grau d > 1, entdo c,(A) < (d —1)*".

Os teoremas a seguir nos fornecem uma caracterizacao das algebras de cresci-
mento polinomial. O primeiro teorema, devido a Kemer, nos da um meio de verificar
se G pertence a uma variedade de algebras. O segundo resultado garante que uma
variedade de algebras com crescimento polinomial é gerada por uma algebra de

dimensao finita. As demonstragoes de ambos podem ser encontradas em [12].

Teorema 2.22. ([12], Teorema 7.1.4) Seja V uma variedade de dlgebras sobre um
corpo F' de caracteristica zero. Entio G ¢ V se, e somente se, V € gerada por uma

F-dlgebra A de dimensao finita.

Teorema 2.23. (/12], Teorema 7.2.4) Se V uma variedade de crescimento polino-

mial entao ¥V = var(A), para alguma dlgebra A de dimensao finita.

Observacao 2.24. Para A uma dlgebra de dimensao finita, usando o Teorema de

Wedderburn-Malcev (Teorema 1.28), temos a sequinte decomposi¢dao:
A=B1 &By®...0 B+ J,

onde os Bls sao subdlgebras simples de A e J = J(A) é o radical de Jacobson de A.
A partir dos Lemas 2 e 3 da referéncia [10], de Giambruno e Zaicev, uma dlgebra A

tem crescimento polinomial se, e somente se, dimpB; =1 e B;JB; = 0, para todo

i 5.

O préximo teorema, conhecido como o Teorema do Pl-expoente de Kemer, é um
dos teoremas classicos de Kemer e classifica as variedades de crescimento polinomial
em termos da algebra de Grassmann G e da algebra UT, das matrizes triangulares

superiores 2 X 2.

Teorema 2.25. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F de carac-
teristica zero. Temos que V tem crescimento polinomial se, e somente se, UTy e G

nao pertencem a V.
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Prova: O caso em que V = var(0) é imediato. Nos concentremos no caso em que

VY é nao trivial.

Suponhamos que existem constantes a, t > 0 tais que ¢, (V) < an’. Nos Teoremas

2.4 e 2.5 vimos que, para todo n > 1:
cn(UTy) = 2" (n —2) +2 e cn(G) =271

Assim, claramente G e UTy(F') ndo pertencem a V. A primeira parte do teorema

esta provada.

Reciprocamente, pelo Teorema 2.22, temos que V = war(A) para alguma
F-élgebra de dimensao finita A, pois G ¢ V. Pela Proposigao 2.8, podemos su-
por que F' é algebricamente fechado, ja que cf(A ®F)=cl'(A)Vn>1,onde F é o
fecho algébrico de F'.

Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev(Teorema 1.28), sabemos que A se escreve
como A = B1®...®B,,+J, onde cada B; é uma F-élgebra simples e J = J(A). Pelo
Teorema de Wedderburn-Artin(Teorema 1.24), temos que B; = M,,.(F) 1 <i<m.
Se algum n; > 1, segue que A contém uma F-subalgebra isomorfa a UT,. Por

hipdtese, isto nao é possivel, logo é necessario que ny = -+ =n,, = 1. Assim:
BiE¥B~¥..-2B,2F.

Para provar que ¢,(V) < an', usando o fato apresentado na Observagao 2.24, é

suficiente verificarmos que:
BiJBr, =0Vi,k e {l,--- ,m}, com i# k.
Suponhamos, por absurdo que existem B; e By, com 7 # k, tais que B;J By, # 0.
Por simplicidade de notagao, assuma que B;J By # 0. Dessa forma, existe j € J tal

que 1p,71p, # 0. Notemos que 1p,,1p, € 15,715, sao linearmente independentes ja

que 1p,1p, = 15,15, = 0. Seja B a seguinte F-subdlgebra de A:
B = SPCLTLF{lBl, 132, 1Blj132}'

Notemos que dim(B) = dim(UTs) = 3. Consideremos o seguinte homomorfismo de

F-élgebras:
o B — UTs
1p, = e
lp, +— ex
lp,jlp, +— e
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Observemos que ¢ é um isomorfismo. Assim, temos que A possui uma F-dlgebra

isomorfa a UTy. Contradigao, pois UTy ¢ V, completando a prova do teorema.

Desta descricao segue que nao existe uma variedade V com crescimento inter-
medidrio das codimensoes, ou seja, ou ¢,(V) é polinomialmente limitada ou ¢,(V)

cresce exponencialmente.

Definicao 2.26. Dizemos que V tem crescimento quase polinomial se V) cresce expo-

nencialmente porém qualquer subvariedade propria de YV tem crescimento polinomaial.

O Teorema do Pl-expoente de Kemer mostra que var(G) e var(UT5) s@o as tnicas
variedades de crescimento quase polinomial. Drensky e Regev, em [5], deram a

seguinte caracterizacao:

Teorema 2.27. Seja A uma Pl-dlgebra unitiria. Entao

1. ouc,(A) > 21

2. ou c,(A) = qn* + O(n*=1), para algum inteiro k > 0 e algum racional q € Q,

onde O(n*=1) é um polinémio de grau k — 1.

Prova: Primeiramente, suponhamos que ch;(A) # 0 para todo [ > 0. Neste caso,

pelo Teorema 2.17, temos que

-5 (=g w5 () -+

J=0 J=0

Agora, se existe algum [ > 0 tal que ¢, (A) = 0 entdo, pelo Lema 2.18, existe
k > 0 tal que ¢4(A) # 0 e ?(A) = 0 para todo m > k. Deste modo temos

er(A) = 3° (2?)@;@4) e entio

J=0
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k—1
i) = ({)an+ ()
&(A) el
— ]E:! n(n —1) (n—k‘—f—l)-i—j_o <])C§(A)
— Czl(g“él)nk + O(nkz—l)

c.(A)
k!

Como ¢} (A) é um numero inteiro, temos que ¢ = é um nuimero racional,

o que conclui a demonstragao.

Também temos uma caracterizacao do crescimento polinomial em termos da se-
quencia de cocaracteres da algebra A, como mostra o teorema a seguir. Com isto,
podemos encontrar uma cota superior para o nimero de boxes abaixo da primeira

linha de qualquer diagrama no n-ésimo cocaracter de A.

Teorema 2.28. ([12], Teorema 7.2.2) Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre
um corpo I de caracteristica zero. Entao {c,(A)}n>1 € limitada polinomialmente
se, e somente se,
Xn(A) = Z MaX
A-

n
[Al=X1<q

onde J(A)? = 0.

O préximo teorema, provado por Giambruno e Zaicev em 2001, caracteriza algebras

de dimensao finita que geram variedades de crescimento polinomial.

Teorema 2.29. ([12], Proposi¢ao 7.2.8) Seja V uma variedade de dlgebras sobre um
corpo algebricamente fechado F. EntaoV tem crescimento polinomial se, e somente

se, V = var(A) para alguma dlgebra A de dimensao finita tal que

1. A=A A1 ®...®A,, €uma soma direta como espacgo vetorias de F-dlgebras
A; = B; + J; onde, para cada i =1,...,m, B; = F, J; € um ideal nilpotente

de A;, e Ag, J1,...,J, sao ideais a direita nilpotentes de A;

2. para todo i,k € {1,...,m},i #k, A;A, =0 e B;Ay=0.
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Prova: Suponha que V tem crescimento polinomial. Entao pelo Teorema 2.23,
temos que V' = var(A) para alguma F-dlgebra de dimensao finita A. Seja A = B+J
a decomposicao de Wedderburn-Malcev de A, onde B é uma subalgebra semissimples
de Ae J = J(A) é o radical de Jacobson de A. Escreva B = B; @& ... & B,
com By, ..., B, F-dlgebras simples. Como ¢, (A) é limitada polinomialmente, pela
Observagao 2.24, B;JBy = 0, para todo ¢ # k, e dimpB; = 1,1,k =1,...,m.

Sejae = e;+...+e, adecomposicao do elemento unidade de B em idempotentes
centrais ortogonais em B dados a partir do Teorema de Wedderburn-Artin. Assim
e;B = B; = F. Defina, para todoi=1,...,m, J; =¢;J e Jo ={x € J: Bx = 0}.

Nao é dificil mostrar que, como soma direta de espagos vetorias,
A=B+J=B1+J1)®...®(Byn+ Jn) ® Jo.

Agora faca A; = B; + J; e Ay = Jo. Para ¢ # k € {1,...,m}, observe que
AiAy = (Bi + Ji)(Br + Jx) = 0, pois e;e,, = 0 e B;JB, = 0. Além disso, para

Reciprocamente, suponha que V' = var(A) onde A é uma F-algebra de dimensao
finita satisfazendo (1) e (2). Considerando J = Ay + Ji + ... + J,, das relagoes
A;AL = 0 e B;Ay = 0 segue que J é um ideal bilateral nilpotente de A e que A
¢ a soma direta como espagos vetoriais A = (B; @ ... ® B,,) + J. Além disso,
B =B ®...% B, nao contém elementos nilpotentes nao nulos. De fato, como
B; = F, cada um dos B!s nao contém tais elementos e se b =b; + ...+ b,, € B ¢
nilpotente entdao 0 = b* = (b; + ...+ b,,)* para algum natural k e desde que a soma

é direta, isto implica em b} = ... = b* = 0, portanto b; = 0 para todoi =1,...,m.

Podemos ver também que J é o radical de A pois se a € A é um elemento
nilpotente, digamos a™ = 0 entao escrevendo a = b+scom b € B e s € J, usando o
fato que J é um ideal e que a soma é direta, temos a™ = (b+s)"™ = b" +r, para algum
r € J e assim, b" = 0. Agora, usamos o fato que provamos acima para concluir que
b= 0 e com isso, a € J, o que prova que J é o maior ideal nilpotente de A, ou seja,

seu radical de Jacobson.

Portanto, A= B &...® B,, + J, onde B; & F|, para todo i e como das relacoes
definidas, A;Ar = 0 e B;Ay = 0, temos B;J By, = 0, para todo i # k, entao segue

que ¢, (A) é limitada polinomialmente pela Observacao 2.24.
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Como uma consequéncia do resultado anterior, temos o seguinte que sera bas-

tante util.

Teorema 2.30. ([12/, Coroldrio 7.2.8) Seja V uma variedade sobre um corpo F

algebricamente fechado. Se V tem crescimento polinomial entao V = var(B), para
alguma dlgebra B=DB®...®B,, onde By, ..., B, sio F-dlgebras de dimensdo finita
. B .
e dim——— <1, para todo i =1,...,1[.
J(B

i

Prova: Suponha que V cresce polinomialmente. Como no teorema anterior, temos
que V = var(A) onde A é F-algebra de dimensao finita satisfazendo (1) e (2), ou
seja, temos A=Ay P AL D ... DA, com Ag=Jy, A, =B;+ J;, parat=1,...,m

e também, J = Jy+ ...+ J,, é o radical de Jacobson de A. Afirmamos que

[d(A) = Td(A, @ Ag) ... N Td(Ap @ Ag) N 1d(J). (4.12)

De fato, claramente temos Id(A) C Id(A; @ Ao) N...N Id(A, @ Ag) NId(J).
Agora, tome f € Id(A1® Ag)N...NId(A,, D Ag)NId(J) e suponha que f ¢ Id(A).
Desde que car(F') = 0, podemos assumir f multilinear e sejam ry,...,rs € A tais
que f(ry,...,rs) # 0. Como f € Id(J), entre rq,...,rs deve existir r; ¢ J. Pela
linearidade, podemos assumir que r; € By, para algum k. O teorema anterior, nos
diz que para todo [, BjA; = 0, J; é um ideal a direita de A e que quando [ # k
temos ArA; = AjAr = 0. Segue dai que Ay,..., Ay sao ideais a direita de A.
Assim, 1y, ..., 11,7141, -, Ts € AU Ag e, portanto, f & Id(A,® Ap), o que é uma

contradicao.

Agora, considere By = Ay 4+ Ay, ..., By = A+ Ay e By = J. Por (4.12), vamos
ter:
Id(A) = 1d(Bo® B, @ ... ® B,),

onde parai =1,...,m, temos B; F -algebras de dimensao 1 sobre seus radicais e By
é nilpotente, ou seja, A e By®B ®...® B, geram a mesma variedade e portanto,
renomeando as componentes, V = var(B) com B =By ®...® B, nas condicoes que

queriamos.



CRESCIMENTO DAS CODIMENSOES 54

Nos capitulos seguintes trabalharemos com algebras de crescimento polinomial
das codimensoes. A Proposicao 2.8 nos permite assumir a algebra sobre um corpo
algebricamente fechado e, portanto, lancar mao do Teorema 2.30. Assim estaremos,
numa investigacao inicial, buscando informacoes sobre algebras tais que dimm <
1, ou seja, ou A é nilpotente ou A = F + J(A).

O seguinte teorema sobre a decomposigao do radical de Jacobson de uma algebra
de dimensao finita, apresentado por Giambruno e Zaicev em [11], é uma ferramenta
importante para o estudo de Pl-dlgebras do tipo A = My(F') + J, onde J = J(A).

Um R-médulo M é dito zero moédulo a esquerda se rm = 0, para todo
r € R,m € M. Analogamente, M é dito zero médulo a direita se mr = 0, para todo
re RmeM.

Teorema 2.31. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre F' e tal que A = B+ J,
onde B = My(F) e J = J(A) € o radical de Jacobson de A. Entio J pode ser

decomposto na soma direta de B-bimddulos
J = Joo & Jo1 @& Jio ® Ju1,

onde, parai € {0,1}, Jix € um mddulo fiel a esquerda ou um zero mddulo a esquerda,
conforme © = 1 ou i = 0, respectivamente. Similarmente, J;, € um modulo fiel a

direita ou um zero modulo a direita conforme k =1 ou k = 0, respectivamente.

Prova: Seja E a unidade de B = M (F). Denotemos por

Lg : J — J Rg : J — J

a — Fa a — aF

as transformacoes lineares de J da multiplicacao a esquerda e multiplicacao a di-
reita por E, respectivamente. Uma vez que L% = Lg e R% = Rp, temos que am-
bas sdo tranformagoes lineares diagonalizaveis com autovalores 0 e 1. Além disso,
LrpRg = RgLg, logo Lg e Rg sao simutaneamente diagonalizaveis e J se decompoe
como soma dos seus autoespacos J = Jyo B Jo1 B J190 & J11, onde denotamos, para
i,k € {0,1},

Jx ={x € J:Rg(x) =iz e Lg(z)=kx}.
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Em outras palavras, J pode ser decomposto na soma direta de B-bimoddulos
J = Joo @ Jo1 & J10 © J11,

que satisfazem as seguintes relagoes:

1. bJop =0 e Jyob =0, para todo b € B, i,k € {0,1};
2. parai, k€ {0,1},b€ B, bJiy =0< b=0;
3. parai k€ {0,1},b€ B, Jub=0<b=0;

4. Jilem g 6kl<]zm
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Capitulo 3
Construindo Algebras

Neste capitulo iremos apresentar as algebras que aparecerao na classificacao das
subvariedades préprias da variedade gerada por UT, e da variedade gerada por G.
Iremos também calcular o T-ideal e a sequéncia de codimensoes de cada uma destas

algebras.

3.1 Algebras Unitarias de Crescimento Polinomial

Nesta segao estaremos trabalhando com algebras unitarias. As algebras aqui con-
sideradas foram apresentadas em [8] por Giambruno, La Mattina e Petrogradsky,
em 2007, que estudaram algebras de matrizes unitarias de crescimento polinomial.
Comecemos fixando ¢ > 1, e considerando G; a dlgebra de Grassmann com unidade

de dimensao finita
G = (1,e1,...,eee; = —eje).

Entao G; = span{e;, ...e;.|0 <i; <14, <t} e pode ser escrita como G; = Qt(o) D Qt(l),
onde Qt(o) ¢ o subespago gerado por monoémios nos e;s de grau par e Qt(l) é o subespaco

o , 0 ’
gerado por monomios de grau impar, e temos que Qt( ) esté no centro de G;.

Exemplo 3.1. Seja Gy a subdlgebra de G gerada por 1,eq,es. Entao
Gy = F1 + Fey 4+ Fey + Fejey € dlgebra de Grassmann com 1 sobre um espaco
vetorial bi-dimensional. Como Gy € subdlgebra de G, temos que [xq,x2, 23] =0 em
Go. Além disso, observe que [Ga, Ga] C span{eies}, logo [x1, xs|[xs, x4) = 0 em Gs.

Portanto ([xq, X, 23], [21, T2][x3, 24])7 C I1d(G2).
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Seja f uma identidade polinomial de Gy. Como Gy € unitdria e carF' = 0, pode-
mos assumir [ multilinear propria. Fazendo a reducao de [  mddulo
Q = ([x1, 9, 23], [11, T2|[T3, 4] )7, Oblemos que f = alxy, 5] , para algum o € F.
Se avaliamos f em ay = e1,ay = ey, obtemos 0 = f(a1,as) = aler, es] = 2aeqes.

Entio o = 0 e devemos ter f € Q. Portanto 1d(Gs) = ([x1, T2, 23], [T1, Ta][T3, T4]) T

O teorema a seguir caracteriza as identidades polinomiais e as codimensoes de G,

no caso em que ¢t é um nimero par.

Teorema 3.2. Seja k > 1 e F um corpo infinito. Entao:

1. fd(g%) = <[5E1,IE27$3] ) [$17$2] T [x2k+1,1'2k+2]>T'

2. Para j < k, temos que {[ri,x2]---[xoj_1,%95]} € uma base para

ng (mOdFQj N ]d(ggk)) e F2j+1 C ]d(ggk)

3. cn(Gar) = z% (Z) ~ @n%,n — 00.
]:

Prova: Como Gy, é subdlgebra de G e [z1,x9, 3] € [d(G), segue imediatamente
que [x1, T, x3] € 1d(Ga). Além disso, quando avaliamos [z1,Zs] - - [Togpr1, Topta)
em 2k + 2 elementos de Gy, obtemos um elemento que é soma de mondémios em

es de grau pelo menos 2k + 1, logo o resultado deve ser o elemento nulo. Assim

[$1, $2] s [$2k+1, $2k+2] S fd(g%)‘

Seja Q = ([x1, w2, x3] , [T1, T2 - - - [Tokt1, Tokt2))p, temos que Q C Id(Gay). Agora
seja f uma identidade de Goi, podemos assumir f multilinear prépria, pois Gop ¢é
unitaria e carF’ = 0. Ap6s reduzir f moédulo @), obtemos que f é um produto de

comutadores de peso 2
f=alzy, ] [22541, T2j12] Mod(Q),
com j < k. Avaliando f em a; =¢; , com 0 <1 < 27 + 2 obtemos
0= f(ay,...,a25,) =2 ae, - eg40
Logo devemos ter a = 0, ou seja, f € ). Portanto

I1d(Gor) = ([@1, T2, 3], [21, T2] - - - [Toks1, Toky2]) 7 -
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Isto também mostra que, para 1 < j < k, o conjunto formado pelo polinomio
(21, 2] - - - [T2j-1, T2;] € uma base para o conjunto dos polindmios multilineares préprios
de grau 2j médulo I'y;NId(Gar). Logo cb;(Gar) = Lech;, (Gox) =Oparaj=1,..., k.
Portanto

k
1
Cn(g2k) = Z (27;) =~ @nzk,n — 0.

J=0

Agora, consideremos k > 2 fixo e E a matriz identidade k x k. Também va-
k—1

mos considerar £y = ) e;,41, onde e;; denotam as matrizes elementares k x k
i=1

usuais. Notemos que a matriz E; tem todas as entradas nulas exceto nas entradas

imediatamente acima da diagonal principal que sao todas iguais a 1. Tomamos a

subalgebra
Ny = span{E, Ey, ... ,Efﬂ; €12, €13, - - -, €1k }

da algebra UT}, de matrizes triangulares superiores k x k. Observamos que Ny ~p; F,

pois como Ny = span{FE, e12} temos que Ny é comutativa.

Consideremos ainda Uy, para k > 2, a subdlgebra de UT} também apresentada

em [8]. Temos que
Uk: {OJE—F Z Oéijeij|Oé,Oél'j GF}
1<i<j<k

é a algebra das matrizes k x k triangulares superiores cuja diagonal principal tem

todos os elementos iguais.

b
Exemplo 3.3. Nocasoszek:3tem03U2:N2:{<g >|a,b€F} e
a

a b ¢
N3y =U;z = 0 a d |la,bec,deF
0 0 a
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Para k > 4, temos Ny # Uy, pois em Ny outros elementos se repetem além dos

elementos sobre a diagonal principal. Vejamos, por exemplo,
( )

a b c d e
0 a f g h

N5 = 00 a f g |labecdeF
000 a f

(\0 00 0 a )

Observe que N}, é uma subdlgebra de Uy. No artigo onde as algebras acima foram
introduzidas, os autores mostraram que [xq, -+ , ;] é uma identidade polinomial de

Uy e os seguintes resultados importantes. Omitiremos a prova do seguinte teorema.

Teorema 3.4. (/8], Teorema 3.1)Seja F' um corpo infinito. Entdo:

1. Uma base das identidades polinomiais de Uy € dada por todos os produtos de

comutadores de grau total k

[xh"’ 7xa1][xa1+17"' )xaz] [xarfl—l—lu"' 7xar]7

onde a, = k se k € par, e no caso em que k € impar, a base € formada por

todos estes polinomios adicionando o polinomio de grau k + 1

[z1, 2] -+ - [k, Th]-
2.
k—1
n! k-1
cn(Ug) = , |9j ~ O 1n",n — o0
= (n—=J)!
onde 8; = i:o %, com 1 € N.

Teorema 3.5. Seja A uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito F tal que

cn(A) = qn*,n — oco. Entdo Id(A) D Id(Uyyy).

Prova: Como A uma &dlgebra unitaria e c,(A) ~ gn*,n — oo, temos que
" /n

s =3 (1)

=0 \J

e c

k+i
Id(Ugy1) é gerado por T'yyq e, eventualmente, pelo polindémio

(A) = 0 para ¢ > 1, ou seja, I'y1; C Id(A). O teorema anterior nos diz que

(21, 2] - [Thy1, Tga) € Dga.

Como gy, iy C Id(A), segue que Id(Ugy1) C Id(A).
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Ul
Teorema 3.6. Sejam k > 3 ¢ F' um corpo infinito. Entao:
1. Id(Nk) == <[CU1; ot 7I'k] ) [xth] [‘7“37x4]>T'
2. Para j <k —1, temos que {[x;,x1, T2, -+ , Ty, -+ ,x5] i = 2,3,...,7} € uma

base para IT'j(Ny), onde Z; indica que a varidvel z; foi omitida.

k—1
3. cn(Ny) =1+ 22 (NG —1) = =it n — oo
J:

Prova: Observe que E¥' = e, ¢ EF = 0, logo N = span{E,E,,..., EF~?}

é comutativa. Segue dai que [Ny, Ni| C span{eis,eq,...,e1}. Denotemos A =
span{eis, €14, - - -, €15 }. Como dados z,y € A tem-se xy = 0, segue que [1, T3] T3, 4]
é uma identidade de Nj. Como N}, é uma subélgebra de Uy, temos que [xq, -, Ty]

também é uma identidade de V.

Agora seja f € Id(Ng), como Ny é unitaria e carF = 0 podemos assumir f

multilinear proprio. Pela Proposicao 1.46, apés reduzir f moédulo

Q - <[l’1, T 71;/6] ) [mlva] [1‘3,$4]>T,

temos que f pode ser escrito como uma combinacao linear de comutadores de peso

7 <k —1, ou seja,
J
= E Q [%;33'1,%27‘“ y Ly o ,%']7
=2
onde 7; indica que a variavel x; foi omitida.

Suponha que a,, # 0 para algum m = 2,...,j5. Avaliemos f em x,, = ejs e
r; = Ey, para todo i # m. Como [Ey, E1] =0¢ [ey,, E1] = €141, Vr =2,...,k— 1,

temos que
f(Eh <oy €12, .0, El) = Oém[€12; Eq, ... El] = Om€i j+1 7& 0,

o que contradiz o fato de f ser uma identidade de Nj. Assim concluimos que

Td(Ny) = ([z1, - 2], [21, 22] [23, 24]) -

Este argumento também nos diz que, para 7 < k — 1, os comutadores
¥

T, N 1d(N;)

[T, x1, X9, -+ , Ty, ,2;] com i = 2,3,...,7, formam uma base para



ALGEBRAS SEM UNIDADE DE CRESCIMENTO POLINOMIAL 61

Assim, temos que cj(Ny) = j — 1, para j = 2,...,k — 1. Logo

cn(Nk):i(?) (Ny) =1+ kZ() )(j— 1) ~ (::f)!nk_l,n%oo.

1=0 j=2

Vimos que Id(UTy) = ([z1,22)[z3, z4])p € 1d(G) = ([z1, 22, x3])7, deste modo
temos Ny, € var(UTy) e Go, € var(G). Além disso, temos que N3 ~p; Go, pois vale
a igualdade Id(Ns) = ([x1, 22, z3], [T1, T2] [23, 24]) 7 = 1d(G2).

Observemos também que Id(Ny) = ([x1,xa, T3, T4], [¥1, T2][T3, T4])7 = 1d(Uy),
logo Ny ~p; Uy. Mas para todo k > 4 temos que var(Ny) G var(Ug), de acordo

com os Teoremas 3.6 e 3.4.

No Teorema 2.27, vimos que se um algebra unitaria A tem crescimento polinomial

6215;14) Como 1 < A (A) < dimTy, e

das codimensdes entdo c,(A) ~ gn*, onde q =

dszk i ( )j

, temos que

1 k
R

Em 2007 Giambruno, La Mattina e Petrogradsky melhoraram este resultado provando
e
ue —
q k, 15 2

tivamente.

,onde r =1our =~k —1 caso k seja par ou impar, respec-

Deste modo, o Teorema 3.4 mostra que a algebra U, tem o maior crescimento
polinomial possivel de grau k — 1. Se k é impar, Teorema 3.6, mostra que Ny tem o
menor crescimento polinomial de grau k—1. Se k é par, G2 tem o menor crescimento

polinomial possivel de grau 2k, pelo Teorema 3.2 .

3.2 Algebras sem Unidade de Crescimento Poli-

nomial

Dada uma subalgebra A de UT}, denotamos por A* a subalgebra de UT} obtida

refletindo os elementos de A em relac¢do a sua diagonal secundéria. Para f € F (X),
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denotamos por f* o polinomio obtido invertendo-se a posicao das variaveis em cada
monomio de f. Observe que f é uma identidade de A se, e somente se, f* é uma
identidade de A*.

b b
Exemplo 3.7. Em UTs, considere as matrizes A = @ h , A = a h ,
0 C1 0 aq

b b
B = 42 , B*= @ 7 . Observe que:
0 co 0 a
AB — aq bl ag bg _ a1a9 a1b2 + blcg
0 C1 0 (&) 0 C1C2
B A — ca by c1 b _ [ ac ai1by + bicy _ (AB)*
0 as 0 o 0 a1as

Deste modo vemos que AB =0 < B*A* = 0.

Parai=1,..., k, consideremos a subalgebra de UT}
A,(:) = span{e;;, epq|l < p < q <k},

que consiste das matrizes que tém entradas nulas na diagonal principal exceto even-

tualmente na posicao (i,1).

Estas dlgebras fazem parte de um caso particular das algebras apresentadas por
Guttermann e Regev em [13]. Neste artigo, para uma Pl-dlgebra associativa R, os

autores consideram
Ai(R) = spanfeii(R), epg(R)|1 < p < q < k},

e demonstram o seguinte resultado sobre esta classe de algebras:

Teorema 3.8. Seja F' um corpo, entao

1. ]d(AZ(R)) = <fL‘1 cee Ilfl_lld(R>ZEl s l’k—1>T;'

2. cp(Ai(R)=n(n—1)---(n—k+1)c,_r1(R).
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A expressio  xy---xiId(R)x;---xp_1 significa os polinomios da  forma

x1- X1 fx;- - xp_1 onde f percorre os geradores de Id(R).

Aqui, estamos nos concentrando em A;(F) = A,(j) e, como F' é comutativo, temos

que Id(F) = ([x1, z2]) .

Agora para k > 2 definimos as subalgebras de UT},
Ay, = span{eir, By, B}, ... E{ % en, ex3, ..., €1},

* 2 k=2,
Ak = SPCm{ekk, Ev, EY, ... By % e, ok, - - 76k—1,k}-

Exemplo 3.9. No caso k =5, temos:

( )

a b c d e
00 f g h

As = 000 f g |labecdeF
0000 f

(\0 0000 )

([0 f g h e )
00 f g d

A: = 000 f ¢ |labecdeF
00 0 0 b

(\0 0 0 0 a )

Observe que Ay é subalgebra de A,(Cl) e Aj ¢é subdlgebra de A,(f). Além disso,
temos que f € Id(Ag) se, e somente se, f* € Id(A}). Como consequéncia direta do

teorema anterior, segue que:

FrF
Corolario 3.10. Para k = 2, temos Ay = Agl) = ( > e Ay = Aéz) =

0 0
0 F ,
. Além disso,
0 F

1. Id(Ag) = ([z1, xo] x3) 1.
2. 1d(AY) = (w3 [x1, 22]) .

3. cu(Ag) = c(A5) =n,n > 1.
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Em [18], La Mattina descreve explicitamente as identidades de Ay e A} e também
das somas diretas N, @ Ay, N, ® A}, A ® A} e N, ® Ap @ Af, para quaisquer
u>2kt>2.

Antes de enunciarmos o proximo resultado, vamos fazer um exemplo que serd
util nao somente para a sua demonstracao como também contém um raciocinio
repetitivo que envolve uma inducao que sera usada em demonstragoes de resultados

posteriores.

Exemplo 3.11. Vamos considerar a superdlgebra Ay. Queremos mostrar que

]d<A4) = <[ZE1, IQHIg, ZE4], [(L’l, IQ]I3$4$5>T .

Primeiramente, usando o fato que Ay € uma subdlgebra de Afll) e que [Ay, Ay] C

span{eis, €13, €14}, notamos que Q = ([xy1, xal[xs, x4], [x1, T2]x32425) C [d(Ay4).

Agora vamos mostrar que tipo de argumento garante que o T-ideal de Ay € ex-
atamente @, considerando f = f(xy, -+, x,) um polinomio multilinear de grau n
arbitrario. Usando a Proposicao 1.46, temos que f pode ser escrita, modulo @,

como combinacao linear de polinomios do tipo
V=Az -z @y, [, gl -a )

onde

r+s5=20<s<21>5 <01 < <y J1 <0 < Js-

Mostraremos que os elementos de'Y sao linearmente independentes modulo I1d(Ay).
Para este exemplo especifico, tomamos n = 4. Fizemos 0 < s < 2 e denotemos
I ={ijiy---,i,} e J ={j1, -+ ,Js} nas condi¢oes dos elementos de Y tais que
TuJ={1,---,n}elnJ=0.

As possibilidades para I e J como acima (com elementos ordenados) seqguem no

quadro abaizo:
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s || J={j1,00l51 <jo} || I ={i,4,01,00)i > j < i1 <ia}
0 0 {2,1,3,4}
0 {3,1,2,4}
0 {4,1,2,3}
1 {11 {3,2,4}
{1} {4,2,3}
1 {2} {3,1,4}
{2} {4,1,3}
1 {3} {2,1,4}
{3} {4,1,2}
1 {4} {2,1,3}
{4} {3,1,2}
2 {1,2} {4,3}
{1,3} {4,2}
{2,3} {4,1}
{1,4} {3,2}
{2,4} {3,1}
{3,4} {2,1}

Vamos escrever f € I1d(A4) de grau 4 como uma combinagao linear de elementos de

Y sobre F', que neste caso é da sequinte forma:
[ = ar1xows3xy + ayx3x4[T2, T1) + QoaTs[Ts, T1] + ATz, 1]

ot walzs, To]ry + sy, To)r + 02 T4]28, 21|70 + OFyT3]Ty, 2110
+0 T [ T4, T1]|T3 + OgTa[To, T1]T3 + A 3[T2, 71 )74 + QlyTo[T3, 1124
b |my, 23)w109 + 0B[Ty, To]T125 + |2y, T1] W73
+ag[zs, To)r1ma + ab[Ts, T1)T0Ts + QS[T0, 1] 374

Observamos que a avaliagao de f em x; = ey para todo t nos diz que o« = 0.
Reescrevemos f e consideramos avaliacoes em elementos de acordo com os conjuntos
I e J, ou seja, considerando I e J fizos. Por exemplo, para s = 1 podemos tomar
J ={3}, I ={4,1,2} e a avaliagio em x1 = ey1, T4 = €12, Ty = €17 € v3 = Ej,
obtemos

3 _
ay; = 0.

A repeticao deste argumento se dd em func¢ao do valor assumido por s, ou seja,

o racicinio indutivo sobre s com I e J fixados nos levarda a concluir que todos os
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coeficientes na combinacao linear acima sao nulos, garantindo a independéncia li-
near desejada e ao trabalhar com um caso geral (f identidade de grau n qualquer),

chegaremos a conclusao: @ = Id(Ay), como queriamos.

Teorema 3.12. Para k > 3, temos:

1. Id(Ak) = <[ZE1,.T2] [ZE3, I4] s [ZEl, 112] XT3« -~ $k+1>T'

2. {xy - xp, xyy ey, [T, g X, T r+s = n-—-2s < k-1,

P> 7 <ty <o <ldpj1 <---<Js} €uma base de P, modP, N Id(Ayg).
8. 1d(A}) = ([v1, v2] [v3, 24] , 13+ - - Tpey1 [0, T2]) -
k=2
4. cn(Ap) = cu(AL) =1+ (?) (n—j—1)=qn*1, ondeq € Q é uma constante

=0
nao nula.

Prova: Seja Q) = ([x1, 22] [x3, T4] , [x1, T2] 3 - - - Tpy1)p. Sabemos que Ay, é subélgebra

de A,E}) e, pelo Teorema 3.8, Id(A,(j)) = ([z1, xo] x5 - - Tp41)p. Logo
(1, x0) T3+ - wpy1 € Td(Ay).

Além disso, como [Ay, Ax] C span{eis, e13,- - , e}, segue que [xq, xs|[r3, 4] também
¢ uma identidade de A;. Entao Q C Id(Ay).

Seja f = f(xq,- -+ ,x,) multilinear de grau n. Sabemos que f médulo [y, zo)[z3, 24]

¢ uma combinagao linear de polindmios do tipo

[l’k, Ly 7$jn—m—1]xil T Ly,
onde i1 < -+ <y J1 <0 < Jnem-1, k > j1, m #n — 1. Logo, f pode ser escrito,

modulo ), como uma combinacao linear de elementos do conjunto

Y= {z1ap, w2, 35) g, 1,
onder+s=n—-2,s<k—1,i>j<i; < <ipJ; < -+ <Js.
Mostraremos que os elementos de Y sao linearmente independentes médulo Id(Ayg).

Fixemos 0 < s < k — 2 e denotemos I = {i,j, i1, - ,i.} e J = {j1, -+ ,js} nas
condigoes dos elementos de Y tais que TUJ ={1,--- ,n}elNJ=0.
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Seja f € Id(Ax) uma combinagao linear de elementos de Y sobre F', ou seja,

k—2
f=ax; 2, + g g ar Ty - T[T, xglxg, - xg, = 0.

s=0 I,J
Avaliando em x; = eqq, para todo i = 1,...,n, obtemos
n
f(€11, c 7611) = aey; = aeq; =0,

logo devemos ter & = 0 e reescrevemos f como

k—2
f = ZZO{LJ:EH . '%J%;%‘]%’l . -J}js = 0.

s=0 I,J

Agora, fixando I, J, usamos indugao sobre s e avaliamos em z; = eq1,z; = €12,

Ty, =enparal <m<rex; =F paral<p<se obtemos:
k—2
0= Z a[’JelgEf
s=0

Como 0 < s < k — 2 estd fixo e temos que E} # 0, esta avaliagdo no polinomio

f nos dé ag ;= 0.

Portanto os elementos de Y sao linearmente independentes médulo P, N Id(Ay).

Uma vez que @ C Id(Ag), temos que
PN Id(A) D PN Q

segue dai que Id(Ag) = @ e os elementos de Y formam uma base para P, médulo

P, N 1d(Ag). Usando uma simples contagem dos elementos desta base, obtemos

k—2
n , 1 _
() =143 ()i = ) =
=0 ’

Finalmente, como ja tinhamos observado anteriomente, sabemos que f € Id(A)

se, e somente se, f* € Id(A}). Assim temos que

Td(Ay) = ([1, 2] [w3, wa] , 25 - T [0, 22])p @ calAf) = cn(Ap).
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Nos lemas a seguir, apresentaremos as identidades e a sequéncia de codimensoes
da soma direta entre duas das subalgebras de UT} apresentadas até o momento.
Acrescentamos a informagao sobre a base de P, modP,NId(A), onde A = N, ® Ay,
pois nos sera 1util no proximo capitulo. A demonstracao do lema a seguir segue os
mesmos passos da prova do teorema anterior e encontra-se em [18]. As provas dos

outros lemas se baseiam num raciocinio semelhante e também serao omitidas.

Lema 3.13. Seja A= N, ® Ay, comu > 3,k > 2. Entdo

1. 1d(A) = ([z1, zo][w3, x4l [21, -+ Tu]Tugr - Tupra1) -
2' {xl .. .xn7mp1 .. .xpr I:xl'7xj17 DY 7$ju_1:| xll .. .xis’ [xijnla .. 7$nt] a’/’ml .. .a’/’mq :
ut+r+s=ns<k—11>75 < - <Jy1 <p1 << Pryip <<y,

t<u—1lt+g=n—1,j>n <---<n,my <---<my} €uma base de P,
mod P, N Id(A).

k—2 u—1
3. (A = 1 4+ > (?) (mn—j—1) + > (?)(t —-1) = cnit, onde
=0 t=2
q = maz{u,k} e c € Q é uma constante nao nula.

Lema 3.14. Seja A= N, & A;, com u > 3,k > 2. Entao

1. [d(A> = <[$1,$2][$3, l’4], Lyt1 qurkfl[xla U 7$u]>T-
2. cn(N, ® A7) = (N, & Ag).

Lema 3.15. Seja A = A, @& Aj,com k,t > 2. Entao

1. Id(A) = ([x1, vo][r3, 24, 23 - - - Ty [0, Do) Teq -+ - Tegre) -
2. cp(A) = cn?t, onde ¢ = maz{k,t} e c € Q é uma constante naio nula.

Lema 3.16. Seja A =N, @ A, ® A}, com u > 3,k,t > 2. Entao

1. ]d(A) = <[l‘17 ZEQ][I’g, x4]a Loyt1 " xu-{—t—l[xh U axu]xu—i-t e mu—i—t—l—k—Q)T-

2. cp(A) = cn? 1, onde ¢ = maz{u,k,t} e c € Q é uma constante nao nula.
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3.3 Algebras de Crescimento Lento das Codimensoes

O estudo sobre as subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial,
feito por La Mattina em [18], tem como base os artigos [6] e [8], publicados em 2005
e em 2007, respectivamente. O primeiro apresenta dlgebras de crescimento lento das
codimensoes, ou seja, que tém crescimento no maximo cuibico, e o segundo faz um

estudo sobre algebras de matrizes de crescimento polinomial.

Em 2005, Giambruno e La Mattina apresentaram as dlgebras de crescimento lento
das codimensoes abaixo. Vamos renomear estas algebras de acordo com a nossa
nomenclatura. Observe que a algebra M; nao se encaixa no tipo de algebras que
tinhamos estudado até agora, mas serd importante para a classificacao de todas as

subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.

M; = 0 a d |labc,deF = Ns, M, =

0 F F 0 F F
Ms=|0 0 F |=4, M=|0 F F |=4Y
0 0 F 0 0 O

a b ¢
M7 = 0 0 d|labcdeF
0 0 a

Vale a pena ressaltar o seguintes resultados contidos em [6] e [30].
Lema 3.17. 1. Id(Mg) = (z[z, yjw) .

2. ¢, (Mg) = cp(M7) = n(n —1).
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3.4 Variedades Minimais

Vamos ver nesta secao que algumas das subalgebras de G e UT; geram variedades

minimais, de acordo com a definicao abaixo.

Definicao 3.18. Seja V uma variedade de dlgebras. Dizemos que V é uma variedade
minimal de crescimento polinomial se ¢, (V) =~ qn*, para algum k > 1, ¢ > 0 e para

qualquer subvariedade propria W C V temos ¢,(W) ~ ¢'n', com t < k.

Dito de outro modo, seja A um 4algebra de crescimento polinomial com
cn(A) ~ gn¥, para algum & > 1, ¢ > 0. Entdo A gera uma variedade minimal
se para qualquer algebra B tal que var(B) & var(A), tivermos ¢,(B) ~ ¢'n’, com
t<k.

As algebras apresentadas neste capitulo sao importantes, nao sé porque aparecem
na classificacdo das subvariedades préprias de var(G) e var(UT3), mas também
porque geram variedades minimais, como mostraremos a seguir. Antes mostraremos

os seguintes lemas técnicos.

Lema 3.19. Seja A € var(UTy) wma dlgebra unitdria. Se c,(A) = 0 para algum
k> 2, entdo 2, (A) =0, para todo m > k.

Prova: Se k é par, pelo Lema 2.18, segue que ? (A) = 0, para todo m > k. Agora
se k é fmpar, ou seja, c¢h,,,(A) = 0 para algum ¢ > 1, ¢é suficiente mostrar que

Chiio(A) =0, ou seja, I'yipo € Id(A) e usar o caso geral novamente.

Note que, usando a substituicdo y — [To(p), To(p+1)] feita no Lema 2.18, temos
que todo polinomio de 'y 1o é uma consequéncia dos polinomios de 'y e do
comutador [z1,zo] - - [To41, Tarre]. Como b, (A) = 0 e [z1,x5][z3, x4] € Id(A),

pois A € var(UT,), temos que

Lotr1, [T1, o]+« - [Torr1, Tarra] C Td(A)

e, portanto, 'y, o € Id(A) e segue o resultado.
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No proximo resultado, trabalhamos com algebras do tipo A = F + J, onde

J = J(A) é o radical de Jacobson de A. Recordemos a decomposi¢ao
J = Joo @ Jo1 @ J10 © Ju1
dada no Teorema 2.31.

Lema 3.20. Seja A = F + J uma F-dlgebra com J = Jyg + Jo1 + J1o + J11. Se A
satisfaz [x1, ..., x.] =0 para algum r > 3, entao Jig = Joyn =0 e A = (F+J11) P Joo-

Prova: De fato, observe que Jo; = [Jo1, F, -+ , F] =0e Jip = [J10, F,- -+ , F] = 0.

r—1 r—1

Portanto A = (F + Ji1) @ Joo-

Tendo em maos os dois lemas anteriores e conhecendo o T-ideal e a sequéncia
de codimensoes das algebras Gop. € Ny , estamos em condicoes de mostrar que estas

algebras geram variedades minimais.

Teorema 3.21. Para qualquer k > 3, Ny gera uma variedade minimal.

Prova: Suponha que a algebra A € var(Ny) gera uma subvariedade de var(Ny)
tal que c,(A) ~ qgn*~!, para algum ¢ > 0. Provaremos que A ~p; N}, completando

a prova.

Como A tem crescimento polinomial das codimensoes, pelo Teorema 2.30, pode-

mos assumir que

B:
tem dimensdo finita, onde By, ..., B,, sdo tais que dim——— < 1. Como

J(By)
cn(A) < cp(By)+ ...+ co(Bp)

e cy(A) ~ qn*~! | existe alguma subalgebra B; tal que ¢, (B;) ~ bn*~1 b > 0. Assim,

temos que

var(Ny) D var(A) D var(F + J(B;)) D var(F + Ji(B;)).

Agora, como B; € var(Ny) , temos que [z1,...,x;] = 0 é uma identidade de B;
e, pelo Lema 3.20, temos que B; = F + J(B;) = (F + J11(B;)) ® Joo(B;).
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Uma vez que Jyo(B;) é nilpotente, temos que ¢,(B;) = ¢,(F + J11(B;)), para
n suficientemente grande. Logo, para mostrar que A ~p; Ni, basta mostrar que
F+ J11(B;) ~pr Ni. Note que F + Jy1(B;) é unitaria, deste modo podemos assumir

A unitaria inicialmente.

Sobre Ny, pelo Teorema 3.6, sabemos que

S S TS 1

=0 J

Para cadat1=2,...,k — 1, seja

f=lxe, x1] 21 Z ~2-x1
o vetor de altura méxima associado a particao A = (i — 1,1) F . Avaliando f nos
elementos a; = (e11+€ea0+. .. +epr)+e12 € ag = eg, de N, obtemos f(ay,as) = ey #
0, ou seja, f nao é uma identidade de Ni. Logo, para i =2,...,k — 1, o cocaracter
X(i—1,7) participa do i-ésimo cocaracter proprio x%(Ny) com multiplicidade nao nula.
Desde que, pelo Teorema 3.6, ¢/(Ny) = i — 1 para 2 < i < k — 1, segue que
X?(Nk:) = X(i—1,)-

Agora, uma vez que A é unitdria e ¢,(A) ~ qn*~1, temos que

k=1
£ (e
; 7
=0
e pelo Lema 3.19, devemos ter ¢! (A) # 0 para todo 2 <1i <k — 1.

Por hipétese, A € var(Ny), ou seja, Id(A) D Id(Ny). Assim temos um iso-

morfismo entre ————— e um médulo quociente de ———————. Assim, se
T, N Id(A) q T, N Id(N,)

XP(A) = D muxa e XF (Vi) = Yo, mixa, devemos ter my < m/, para todo A - .

Pelo que argumentamos acima, para todo 2 < i < k — 1 temos x}(Ni) = x(i-1,) €

c(A) # 0, obtemos x7(A) = x(i—1,;) também. Entao

:§<) —1+§<7;)(j—1):cn(m).

= Jj=2
Portanto A e N, tém a mesma sequéncia das codimensoes e, uma vez que
Id(A) D Id(Ny), segue dai a igualdade Id(Ny) = Id(A), concluindo a demonstragao.

Teorema 3.22. Para qualquer k > 1, Gop gera uma variedade minimal.
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Prova: Seja A € var(Gy,) e suponha que ¢, (A) ~ qn*, para algum ¢ > 0. Vamos
mostrar que A ~py Go. como na demonstracao do teorema anterior, obtemos que
A é uma &lgebra unitaria. Como A € var(Ga), usando o Teorema 3.2, temos que
chi1(A) =0paraj>0e

k

en(A) =3 (1)l (A) = 3 (5)é;(A).

i=0 J=0

Agora pelo Lema 2.18, devemos ter c;;(A) # 0 para todo j = 0,--- , k, caso
contrario, nao terfamos c¢,(A) ~ gn?*. Além disso, como A € var(Go) temos que
Id(Ga) C  Id(A), entdo cb;(A) < c(Gw) = L Segue dal que
cn(A) = ¢,(Ga) para todo n e, portanto, A ~p; Go.

Antes de mostrarmos que Ay e Aj geram variedades minimais, precisamos de mais

alguns resultados a respeito de algebras do tipo A = F + J.

Lema 3.23. Seja A=F + J € UGT(UTQ). Entao J10J01 = J01J10 = JOl[J117 JH] =
[J11, J11]J10 = J10[Joo, Joo] = [Joo, Joo] Jor = 0.

Prova: A prova segue imediatamente, basta observar que Jo; = [Jo1, F], Jio =

[J10, F] e que [z, 25][x3, 4] é uma identidade de A.

Lema 3.24. Se A = F + J € var(Ag), entao Jo1 = [J11, J11] = 0. Similarmente, se
A=F+J¢€ U(IT’(A;';), entao Jig = [Jlla JH] =0.

Prova: Note que Jo; = [Jo1, F] F--- F, [J11, Ju] -+ - E = [Ji1, Ji1], e use a iden-
k—1 k—1
tidade [xq,xo|xg - - xpy1 € Id(Ax) para mostrar que Jo; = [Ji1, J11] = 0. Analoga-
mente, observe que Jig = F - F|Jio, F|, [J11, J11]) = F - - E|J11, J11] e use a identi-
k-1 k—1
dade 3 - - - xgq1]21, 22) € Id(A}) para mostrar que Jyp = [J11, J11] = 0.
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Lema 3.25. 1. Seja A= F+J € var(A;). Sec,(A) ~ qn*L, para algum q > 0,

entdo A ~pr Ak.

2. Seja A = F +J € var(A}). Se c,(A) =~ qn*~t, para algum q > 0, entdo
A ~opp Az

Prova: Apresentaremos apenas a prova do primeiro item, pois a demonstracao
do segundo item é semelhante. Seja A € var(Ayg), pelo lema anterior, devemos ter
A= F 4 Jy+ Jio+ Joo e [Ji1, J11] = 0. Suponha que JipJE? = 0. Se J™ = 0,

afirmamos que para todo n > m

f=api1- - xpfw, 2]y - - 1) € Td(A).

De fato, pela multilinearidade de f, podemos avaliar z1, ..., x, em uma base de
A que seja uniao das bases de Ji1, Jig, Joo € 1 = 1p. Como J™ = 0, se todas as
variaveis de f sao avaliadas em .J, obtemos que o resultado da avaliagao é nulo. Logo
ao menos uma variavel deve ser avaliada em 1. Desde que [Ji1, J11] = [F, J11] = 0,
precisamos checar a avaliacao de x; e x5 em F' e Jig ou em Ji; e Jyg, respectivamente.

Nos dois casos, como Jy.J& 2 = 0 obtemos a avaliacio nula. Logo f é uma identidade
de A.

P,
Agora, como A € var(Ayg), pelo Teorema 3.12, uma base para m esta
tid b tad b
contida na base apresentada para ——
P P B N Td(AL)

{21, @iy -y, [, 2] g, -2y, )

onder+s=n—2,s<k—11>j<i3 < - <i,J1 < -+ <js. Além disso,
MoStramos que Tpyq - -« Tp|T1, Talrs - -2, € Id(A), segue que, para n > m, uma

base de ————— est4 contida no conjunto
B 1d(A) ntida no conjun

{1’1 T Tn, Tgy ot Ty, [%%‘] Ljy - '%‘s}

onder+s=n—2,1>75<i; <--<ipJ1 <---<Js agoracom s < k—2 . Assim
temos que
3
cn<A>s1+2(.)<n—j—1>zan—2,
, J
7=0

contradizendo a hipétese inicial de que ¢, (A) a2 gn*1.
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Portanto devemos ter JloJé“O_ 2 £ 0, ou seja, existem elementos a € Jyo,
bi,...,bp_o € Jyo tais que aby---by_o # 0. Tomemos f € Id(A) um polindémio

multilinear de grau n. Pelo Teorema 3.12, podemos escrever f, médulo Ay, como
k—2
f=oxy-an + E § Qr Ty e T, [T, TlTg Ty, + g,
s=0 I,L

onde g € Id(Ay), I = {4,441, - ,ir}, L = {j1,--,js}, TUL = {1,--- ., n} ,
INL=0ei>j<ig<- -+ <ip,j1 <+ < Js.

Avaliando em z; = 1y para todo i = 1,...,n, obtemos @ = 0. Depois, us-
ando indugao sobre s, fixados I,.J, avaliamos em x; = 1lp, para l < m < r,
rj = lp,x; = a e x;, = by, para 1 < p < s, obtemos ay; = 0. Portanto

f=g¢€ld(Ag) e Id(A) = Id(Ag). Assim, mostramos que A ~p; Ay

Teorema 3.26. Para qualquer k > 2, Ay, e A}, geram variedades minimars.

Prova: Seja A € var(4y) tal que c,(A) ~ gn*~! para algum ¢ > 0. Como A tem

crescimento polinomial das codimensoes, como anteriormente, podemos assumir que

tem dimensao finita, onde By, ..., B, sao tais que dimJ(Béi) < 1, onde J(B;) denota
o radical de Jacobson de B;, para 1 < i < m. Ouseja, B; = F'+J(B;) ou B, = J(B;)
¢é nilpotente. Como

cn(A) <cp(B1) + ...+ cu(Bn)),

k—1

existe B; tal que ¢,(B;) ~ "' com b > 0. Como B; € var(Ag), pelo lema

anterior, segue que B; ~p; Aj. Assim temos que

var(Ay) = var(B;) C var(A) C var(Ay)

e obtemos var(A) = var(Ay). Portanto Ay, gera uma variedade minimal. De modo

analogo, podemos mostrar que A; também gera uma variedade minimal.
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Capitulo 4
Classificando Variedades

Finalmente, comecaremos a classificar as subvariedades proprias da variedade ge-
rada pela dlgebra de Grassmann G e da variedade gerada pela algebra de matrizes
2 x 2 triangulares superiores UT5. Os resultados principais deste capitulos foram
provados por La Mattina [18] em 2007 e revistos em [19] em 2008. No entanto,
este trabalho comegou em 2005 em conjunto com Giambruno, ver [6], ao classificar

algebras de crescimento lento das codimensoes.

4.1 Variedades de Crescimento Lento

Nesta secao iremos classificar de acordo com [18], a menos de Pl-equivaléncia,
todas as algebras que geram variedades de crescimento no méximo linear ou va-
riedades de crescimento no méaximo cubico, caso sejam algebras unitarias, sempre

considerando F' um corpo de caracteristica zero.

Teorema 4.1. Seja A uma F-dlgebra unitdria. Se c,(A) ~ qn*, para algum q > 1
ek <3, entao ou A ~pr F' ou A ~pr N3 ou A ~pr Ny.

Prova: Como A é unitaria, temos que
b n
RUED ol S ET
i=0

Suponha ¢,(A) < gn®. Temos que h(A) = dimly = 1, 4(A) = diml'; = 0 e

h(A) < diml'y < 1, assim analisaremos os possiveis valores de k.
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Se k=0 entao ¢,(A) =1, logo A ~p; F.
. n(n—1)
Se k =2 entao ¢, (A) =1+ —g = ¢n(N3). Como &(A) = j(A) = 0, segue
que Id(Ns) C Id(A), logo A ~p; Ns.

Agora, se k = 3 temos que 4(A) =3 — 1 =2, entao

n(n —1) N 2n(n —1)(n—2)

cn(A) =1+ 5 i

Como d;(A) = 0, segue que ? (A) = 0,Vm > 4, entao I'y C Id(A). Mas, pelo
Teorema 3.6, I'y é base para as identidades de Ny, logo Id(N,) C Id(A) e temos

Observe que se A é uma algebra unitaria entao as suas codimensoes nao podem

crescer linearmente. Segue imediatamente deste teorema o seguinte corolério.

Corolério 4.2. Seja A uma F-dlgebra unitdria. Se c,(A) =~ qn*, para algum q > 1
e k <3, entao

oucp(A)=1ouc,(A) =1+ ——

1
3

Logo, ou q =1 ouq:% ou q =

Agora vamos classificar as dlgebras, nao necessariamente unitarias, de crescimento
no maximo linear. Recordemos que se var(A) é uma variedade de crescimento
polinomial das codimensoes, podemos assumir que A é de dimensao finita e que
A=DB&...® B, com B, = J(B;) ou B = F + J(B;). Assim, comecemos
nosso estudo com &lgebras do tipo A = F + J, onde J = J(A). Aqui usaremos

frequentemente a decomposicao do radical de Jacobson:
J = Joo + Jor + J1o + Ju1,

vista no capitulo anterior. As demonstracoes dos lemas a seguir foram baseadas em
[6].

Lema 4.3. Seja A = F + J uma F-dlgebra. Se [J11,J11] # 0, entdo N3 € var(A).
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Prova: Inicialmente, observe que A’ = '+ .J;; é uma subalgebra de A. Provaremos
que N3 € var(A’). Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir A =
F+J, com J = JH.

Pela hipétese, J nao é comutativo, entao J? # 0. Seja k > 2 o menor inteiro tal

que J¥ =0 e J* 1 #£ 0. Usaremos inducao sobre k.

Se k = 3 entao N3 ~p; A. De fato, como 1p comuta com J = Jy;, F comuta
com J, logo [A, A] = [J, J] C J?. Segue que

A AA CAF+ I =[]0 C =0

(A, A][A, Al c J* =0,

Assim, pelo Teorema 3.6, Id(N3) C Id(A). Reciprocamente, se f € Id(A) é um

polinomio multilinear de grau n, pelo Teorema 3.6, podemos escrever

f=axy -2, + Z Qi -+ Ty, [0, T3] + g

i<j
i1 <-<ip_o
onde g € Id(N3).
Avaliando em z; = 1p, para todo i = 1,...,n, obtemos o« = 0. Como [J, J| # 0,

existem dois elementos a,b € J tais que [a,b] # 0. Suponha que o, , # 0, para
algum g, jo € {1,...,n}. Tomemos ¢y,...,¢c, € A com ¢;, = a,cj, =be ¢, = 1p,

para todo 1 # 1y, jo. Entao

f(clv ce 7cn) = aiojo[a7b] # 0,

o que contradiz f € Id(A). Portanto, devemos ter f = g € Id(N3), ou seja,
Id(A) = Id(N3) e Ny ~p; A.

Agora, suponhamos k > 3 e [J*¥2 J] # 0. Sejaa € J*2 e b € J tais que
[a,b] # 0 e consideremos B a subdlgebra de A, gerada por {1p,a,b}. Entdo B
é gerada linearmente pelos elementos {1r,a,b,ab,ba,b?, ... b*=2}, segue dai que

[B, B] ¢ J¥! o que implica
[B,B,B|=0 e [B,B|[B,B] =0,

ou seja, Id(N3) C Id(B). A outra inclusdo é provada de modo similar ao caso

anterior. Entao obtemos N3 ~p; B, ou seja, N3 € var(A).
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Portanto podemos assumir [J*2J] = 0. Suponhamos inicialmente que

[J,J] € J¥=2. Como por hipdtese temos J* = 0, segue que
[A, A Al = [, J,J] C [JF2,J] =0,
(A AJ[A A = [, ][, J] c JF202 = JF = 0.
Logo Id(N3) C Id(A). Agora, considerando f € Id(A) um polindmio multilinear de
grau n, mais uma vez usando o Teorema 3.6, podemos escrever
f=ari -z, + Z Qjiy * Tiy [T 2]+ g

1<j
i1< - <ip_o

onde g € Id(N3). Como existem, por hipétese, a,b € J tais que [a,b] # 0, pelo

mesmo processo acima, obtemos f = g € Id(N3). Logo N3 ~p; A, neste caso.

Para completar a prova, precisamos considerar o caso [J, J] g J*=2. Isto nos diz
que A = A/J*¥2 nao é comutativa, pois

(A, A] = [J,J]+ JF2 £ 0.

Como J(A) = Ji1(A), segue que J(A) = J/J*~2 ndo é comutativo e J(A)*2 = 0
com k > 4. Pela hipétese de inducdo, Ny € var(A) e como A € var(A), segue que
N3 € var(A).

Lema 4.4. Seja A = F + J uma F-dlgebra com Jy1 comutativo.

1. Se Jy1 # 0 entao B = F + Jyy ou B = F + Jo1 + J11 € uma subdlgebra

Pl-equivalente a Aj.

2. Se Jjg # 0 entao B = F + Jigp ou B = F + Jig + Ji1 € uma subdlgebra
Pl-equivalente a A,.

Prova: Nas condi¢oes do item 1, suponhamos Jy; # 0. E claro que B = F +
Jor e B = F + Jy + Ji1 sao subdlgebras de A. Como Jj; é comutativo, temos
que [Ji1, J11] = 0. Segue dai que [B,B| C Jy; e entdao B[B, B] = 0. Portanto,
pelo Corolario 3.10 temos Id(A%) C Id(B). Por outro lado, tomando f € Id(B)

multilinear, podemos escrever f como

n
f= E G, Ty - T, +
i=1
19 < - <im
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com g € Id(A%). Suponha que existe t € {1,...,n} tal que oy # 0. Avaliando em
¢; =1pparai #tec, =0b€ Jy,b# 0 teremos f(cy,...,c,) = aublp = aub # 0,
contradizendo que f € Id(B). Portando, f = g € Id(A%) e entao A5 ~p; B.

De modo analogo, temos que B = F + Jig e B = F + Jyo + J1; sao subalgebras
de A. Se Jyp # 0 e [J11, J11] = 0 entdo [B, B] C Jy, logo [B, B]B = 0, e obtemos
Id(As) C Id(B), pelo Coroléario 3.10. Para mostrar a inclusdo contraria usamos o

mesmo processo do caso anterior. E concluimos que As; ~pr B.

Lema 4.5. Seja A = F + J uma F-dlgebra.

1. Se JipJoo # 0 entao Az € var(A).

2. Se JooJo1 # 0 entao A} € var(A).

Prova: Suponhamos que JigJoo # 0 e seja k > 1 o maior inteiro tal que JyoJ§, # 0.
Entéao existem a € Jyo,b € JE, tais que ab # 0. Seja B a subalgebra de A gerada por
{1p,a,b}. Como ab® = ba = a*> = alr = 1pb = bly = 0 vemos que [z, y|zw € Id(B),
logo Id(As) C Id(B), pelo Teorema 3.12. Agora, seja f € Id(B) multilinear de grau

n. Mais uma vez, pelo Teorema 3.12, podemos escrever

f= > aymym, ma g,
ij=1
i< <ip_9
onde g € Id(As), e suponha que existem g, jo € {1,...,n} tais que a;, , # O.
Avaliemos em ¢y, ..., ¢, € B tais que ¢;, = a,cj, = b e ¢, = 1p, para todo r # i, jo.
Entao f(ci,...,¢,) = ajpj,ab # 0, o que é uma contradicao. Entao devemos ter
f € Id(As) e Id(B) = Id(N;). Portanto A3 € wvar(A). O item 2 é provado

similarmente ao item 1.

a

Lema 4.6. Seja A=F + J tal que JlO 7é 0, J()l 7& 0e J10J01 = J01J10 =0. Se
[Jlla Jll] = 0, entao B =F + JlO + JOl + Jll ~pr AQ D A;
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Prova: Sob as hipoteses, temos que B = F + Jig + Jo1 + J11 € uma subalgebra
de A. Como [B,B] C Jo1 + Jio, temos que z[z,y|w, [z,y][z,w] € [d(B) e entao
Id(Ay ® AY) C Id(B), pelo Lema 3.15. Agora,

[d(B) C ]d(F + Jig + Jll) N Id(F + Jo1 + Jn) C Id(Ag) N ]d(A;)

pelo Lema 4.4, temos que Id(B) C Id(Ay @ A}). Logo B ~p; Ay & AS.

a

Lema 4.7. SejaA =F+J. Se J10J00 = JOOJ()l =0e J01J10 7& 0 entao M(; c UCLT’(A).

Prova: Recordemos que, pelo Lema 3.17, temos [d(Mgs) = (z[z,yJw)r. Das
relagoes JigJog = JooJo1 = 0 e Jo1J19 # 0, segue que JigJo; é um ideal bilateral de A.
Entdo A =
_ _Ji0Jo _

e J(A)10J(A)o1 = 0. Provaremos que Mg € var(A), portanto podemos assumir que
A satisfaz Jy1J1g # 0 e JipJor = 0. Seja a € Jo,b € Jig tais que ab # 0 e
B a subdlgebra gerada por {1p,a,b}. Como ba = aba = lpa = blp = 0 entdo
[B, B] C span{a,b,ab}. Segue dai que B[B,B] C span{b,ab} e B[B,B|B = 0.
Logo Id(M;g) C 1d(B).

satisfaz as hipdteses do lema e ainda temos que J(A)g1J(A)19 # 0

Reciprocamente, tomando f € Id(B) multilinear de grau n, podemos escrever

f= Z QT = Tiy 5 T5 + G,
ij=1
i<+ <ip_2
onde g € Id(Ms). Suponha que existem g, jo € {1,...,n} tais que oy, # O.
Avaliemos f em elementos ci,...,¢, € B tais que ¢;, = a,cj, = b e ¢, = 1p, para
todo r # g, jo. Entao f(ci,...,cn) = yyoab # 0, 0 que é uma contradigao, pois
f € 1d(B). Entao devemos ter f € Id(Msg) e Mg ~pr B. Logo Mg € var(A).

Lema 4.8. Seja A =F + J com JipJo1 # 0 e Jo1J10 = 0 entao My € var(A).

Prova: Sejam a € Jy,b € Jyp tais que ab # 0. Entao a dlgebra B gerada por

1p,a,b sobre F' é isomorfa a M;. De fato, como J021 = J120 = Jo1J1o = 0, segue que
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a’* =1b* = ba = 0, entao B = span{1r,a,b,ab}. Considerando

p:M; — B
1p— e +es3
a +— €19

b ea3

ab +— €13

temos que ¢ é um isomorfismo. Portanto M; € var(A).

a

Teorema 4.9. Seja A uma F-dlgebra. Entdo as sequintes condi¢oes sao equiva-

lentes:

1. ¢,(A) < kn para todo n > 1, para alguma constante k;
2' N37 A37 A§7 M67 M7 ¢ UCLT(A>;

3. A é Pl-equivalente ou a N ou C ® N ou Ay ® N ou A5 & N ou Ay @ A5 DN

onde N ¢ uma dlgebra nilpotente e C' € uma dlgebra comutativa.

Prova: Assumindo que a sequéncia das codimensoes é linearmente limitada, temos
que

N37 A3a A;a M67 M7 ¢ ’UCL’T’(A),

pelo Teoremas 3.6 e 3.12 e pelo Lema 3.17. Portanto o item 1 implica o item 2.

Agora assumindo valido o item 2, como N3 € wvar(UTy), G € wvar(G) e
N3 ~p; Go, entao UTy, G ¢ var(A). Logo, pelo Teorema 2.25, A tem crescimento

polinomial das codimensoes.

Desde que podemos assumir que F' é algebricamente fechado, pelo Teorema 2.30,

temos

B;
J(B;)
B; = F+ J, onde J = J(B;). Como N3 ¢ var(A), pelo Lema 4.3 devemos ter

[J11, J11] = 0. Agora, pelos Lemas 4.5, 4.7 e 4.8, como As, A5, Mg, M7 ¢ var(A)
temos que JigJog = JooJo1 = Jo1J10 = JioJo1 = 0. Sob estas condigoes, Jog € um

ideal bilateral nilpotente de B; e podemos escrever B; = (F + Jo; + Jio + J11) @ Joo-

com dim < 1. Suponha que B; nao ¢ nilpotente para algum ¢, ou seja,

Agora, usando os Lemas 4.4 e 4.6 podem ocorrer os seguintes casos:
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1. se Jo1 #0 e Jjg =0 entao B; ~p; A5 & N;
2. se J()l:OeJlo#OentéOBin[AQ@N;
3. se J01 = JIO = 0 entao Bz ~pJ O@N,

4. se J01#OeJlo%oentéOBin[AQ@AgEBN.

Aplicando cada caso a cada um dos Bjs na decomposicao de A, obtemos que A
¢ Pl-equivalente oua N ou C @& N ou Ay @ N ou A5 & N ou Ay & A5 @& N onde N
é uma algebra nilpotente e C' é uma dlgebra comutativa. Isto prova que o item 2

implica o item 3.

Finalmente, o item 3 implica o item 1, uma vez que todas as dlgebras envolvidas

tém a sequencia das codimensoes linearmente limitada.

Este teorema também nos permite classificar todas as possiveis sequéncias de

codimensoes linearmente limitadas.

Corolario 4.10. Seja A uma F-dlgebra tal que c,(A) < kn para todo n > 1 e
para alguma constante k. FEntao existe ng tal que para todo n > ny devemos ter ou
cn(A) =0 ou c,(A) =1 ou c,(A) =2n — 1.

4.2 Subvariedades de var(G)

Também usamos o Teorema 4.9 para comecar a classificar as subvariedades da va-
riedade gerada por G. Uma vez que Ay, Aj ¢ var(G) para todo k > 2, primeiramente

obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.11. Seja A € var(G) tal que ¢,(A) < kn, para todo n > 1 e para
alguma constante k. Entao A € Pl-equivalente ou a N ou C' & N, onde N € uma

algebra nilpotente e C' é uma dlgebra comutativa.

Agora vamos classificar, a menos de Pl-equivaléncia, todas as subvariedades da

variedade gerada pela algebra de Grassmann.
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Teorema 4.12. Seja A € var(G). Entio ou A ~pr G ou A ~py N ou A ~pf N&C
ou A ~pr Gor. & N, para algum k > 1, onde N é uma dlgebra nilpotente e C' € uma

algebra comutativa.

Prova: Se A ~p; G nao ha nada a provar. Suponha que A gere uma subvariedade
prépria de var(G), entao, pelo Teorema 2.25, A tem crescimento polinomial das
codimensoes, ou seja, ¢,(A) ~ gn", para algum r > 0 e ¢ constante. Se r < 1, pelo
corolario anterior, segue que A ~p; N ou A ~p; C' ® N onde C' é uma &algebra

comutativa e N ¢é nilpotente.

Sejar > 1. Podemos assumir F' algebricamente fechadoe A = B1®...® B, com

J(j}; ) < 1. Como A satisfaz [x1, z2, z3] = 0, pelo Lema 3.20, B; = (F+.J11)@ Joo

ou B; é nilpotente. Logo A = B1®...®B,, = B&N, onde B é uma algebra unitaria.

dim
Entao

i=0
para n suficientemente grande. Como [z1, 72, 23] € Id(A), temos que c4;,, = 0, para

todo 5 > 1, logo r = 2k para algum k > 1 e

=3 (1)e®)

1=0

k

cn(B) ~ gn?*. Além disso, como copy2(B) = 0, temos que I'yio C Id(B), entao

pelo Teorema 3.2 temos que B € var(Gag).

Agora, pelo Teorema 3.22, Gy gera uma variedade minimal e ¢, (Gox) =~ ¢'n?*,

entao devemos ter B ~p; Gor. Logo A ~pr Gor, & N.

Os préximos dois colordrios seguem imediatamente do Teorema 4.12. Eles nos
permitem classificar todas as sequéncias de codimensoes das algebras que pertencem
a variedade gerada por G e classificar as dlgebras que geram subvariedades minimais

da variedade gerada por G, ao usar o Teorema 3.22.
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Corolario 4.13. Seja A € var(G) tal que var(A)

natural ng tal que para todo n > ny devemos ter

HN

var(G). FEntao existe um

ou c,(A) =0 ou c,(A) =1 ou c,(A) = > (273) ~ @n%

7=0
para algum k > 1.

Corolario 4.14. Uma dlgebra A € var(G) gera uma variedade minimal se, e so-

mente se, A ~pr Gor, para algum k > 1.

4.3 Subvariedades de var(UTs)

Vamos provar agora os resultados obtidos por La Mattina em [18] que classifi-
cam todas as subvariedades de var(UT3), a menos de Pl-equivaléncia. Comecemos

analisando as subvariedades préprias geradas por algebras unitarias.

Lema 4.15. Seja A € var(UT;) uma dlgebra unitdria tal que var(A) G var(UTy).
Entao A ~pr Ny, para algum k > 2.

Prova: Como A gera uma variedade prépria de UT;, pelo Teorema 2.25, segue
que A tem crescimento polinomial, digamos ¢, (A) ~ gn¥~!, para algum ¢ constante
e k>1. Se k <4, pelo Teorema 4.1 temos que A ~p; Ny para k € {2,3,4}.
k—1
Suponha k > 4, como A é unitéria temos c,(A) = Y (7)cF(A). Assim §(A) =0,

)
=0

ou seja, 'y C Id(A) e temos que [z1,...,x,] € Id(A), entdo Id(Ny) C Id(A) pelo
Teorema 3.6. Contudo Nj gera uma variedade minimal, como vimos no Teorema

3.21, e ¢, (Ng) = an®~! para alguma constante a. Entao devemos ter A ~p; Nj.

Para classificar todas as subvariedades préprias de var(UT3), faremos um es-
tudo semelhante a classificacao das algebras de crescimento linear comecando com
algebras do tipo A = F' + J. Novamente estaremos nos apoiando no Teorema 2.31,

sobre a decomposicao do radical e considerando J = Jyg & Jo1 D J1o0 D Joo-

Lema 4.16. Seja A = F + J € var(UTs) entio A ~py (F'+ Ji1 + Jio+ Joo) ® (F +
Jin + Jor + Joo)-
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Prova: Denotemos por By = F+ Ji1+ Jig+ Joo € Bo = F+ Ji1+ Jo1 + Jpo. Como

By e Bs sao subalgebras de A, temos que
Id(A) C 1d(By @ Bg) = 1d(By) N I1d(Bs).

Agora observe que Jo = [Jo1, F] e Jig = [J10, F], logo se A = F + J € var(UTs),
usando que [zq, xs][x3, 4] € [d(UTy) temos que JigJo1 = Jo1Jio = 0. Segue dai
que o produto de quaisquer dois elementos de A é um elemento de B; & By, entao
Id(B; & By) C Id(A). Portanto A ~p; By & Bs.

Lema 4.17. Seja Ji1 comutativo.

1. Se A= F+Jy1+Jio+Joo € var(UTy) com Jig # 0 entao existe uma constante
k> 2 tal que A ~p; Ar ® N, para alguma dlgebra nilpotente N ;

2. Se A= F+Jy1+Jo1 + Joo € var(UTy) com Jy; # 0 entao existe uma constante
k> 2 tal que A ~p; A7 & N, para alguma dlgebra nilpotente N.

Prova: Iremos demonstrar apenas o primeiro item, a prova do segundo item ¢é
similar. Seja A = F + Ji1 + Jio + Joo € var(UT,) com Jig # 0 e Ji; comutativo. Se
Ji0Joo = 0 entdo A = (F + Ji1 + Jio) ® Joo. Como Jy; é comutativo, pelo Lema 4.4,
temos que (F'+ Ji1 + Jio) ~pr As. Logo A ~p; A5 @ N, onde N = Jyo é nilpotente.

Suponha que JipJoy # 0 e tome ¢ o maior inteiro tal que JigJE, # 0. Se

[Jo0, Joo] Jed* = 0 entdo devemos ter
[A, A] = Jio + [Joo, Joo), [A4, AJAT =0

entao [z1,xe)rs. .. 2413 € Id(A) e, pelo Teorema 3.12, Id(A;12) C Id(A). Agora
como JygJ§, # 0 existem a € Jig, € by,...,b € Jy tais que aby ...b; # 0, usando o

mesmo argumento da prova do Teorema 3.26, devemos ter Id(A) C Id(A:+2). Logo
A ~pr Appa.

Suponhamos, agora, que [Joo, Joo] Jog* # 0. Mostraremos que A ~p; Ao @ Joo.

Seja U o ideal a direita gerado por [Jyo, Joo]. Como A € var(UTy), temos que

J10[J00s Joo] = [J10, F|[Joo, Joo] = 0,
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entdo temos que AU = UA, logo U é um ideal bilateral de A. Considere A =

]S

Como JyoJid! = 0, temos que

[A7 A]At+1 = [J()O’ JOO] Jégla

entdo [wy,m9]ws. .. 13 € Id(A) e Id(Ay) C Id(A). Além disso, novamente

como na demonstragdo do Teorema 3.26, verificamos que [d(A) C Id(Ais) e
Z ~pPr At+2. Mas [d(A) - [d(Z) = Id(At+2) entao [d(A) C [d(At+2> N [d(J00>
LOgO Id(A) - Id(At+2 ) J()()).

Reciprocamente, seja f € Id(A;2 @ Joo) multilinear de grau n. Suponha
n < t+ 2. Como f € Id(A;2), entdo devemos ter que f é consequéncia de
[x1, xo|[x3, 4] € Td(A), logo f € Id(A).

Agora, se n > t 4+ 2 entao , pela Proposicao 1.46 e pelo Teorema 2.4, podemos

escrever
t
f=axy-x, + ZZ&Linl R T P Y H TR e
1=0 I,L
+ 0D AMNTy e T, [Tk, Ty T, g
p>t M,N
onde g € ([x1,zo][xs, za])r € I = {i,j,i1,...,ir}, L = {1, 0}

M = {kilmy,....ms}, N = {ny,....,np}, TUL = MUN = {1,...,n},
INL=MNN=0ei>j<iy<...<ipy h <...<Jnk>1l<m;<...<my,
ny <...<np.

Pelo Teorema 3.12 temos que g € Y > Oy NTmy -+ T, [Tiy Tj|Tp, -+ - Ty SAO

P
p>t M,N
identidades de A;yo, pois p > t + 1. Além disso, o0 mesmo teorema nos diz que os

monomios que aparecem na primeira soma sao linearmente independentes médulo

Id(Asys). Como f € Id(Aiya) devemos ter a = ay = 0. Segue que

=323 g ok ain o, (mod(e, s, 24))r).
p>t M,N
Como f € Id(Jy), a avaliagao de f sobre Jy é nula. Além disso temos que
J10[Joo, Joo] = Jlojég L—0e Jy é comutativo, segue dai que qualquer avaliagao
de f em A é nula. Logo f € Id(A) e, portanto, A ~p; Ay1o @ Joo-
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Lema 4.18. Seja Ji; ndo comutativo.

1. Se A= F+ Ji + Jig + Joo € var(UTy) com Jig # 0 entao existem constantes
k> 2,u>2 tais que A ~p; N, ® Ax ® N, para alguma dlgebra nilpotente N ;

2. Se A=F+ Ji1+ Jo1 + Joo € var(UTs) com Jy # 0 entdo existem constantes
k>2,u>2 tais que A ~pr N, ® A, ® N, para alguma dlgebra nilpotente N.

Prova: Seja A= F+Ji1+ Jio+ Joo € var(UTy) com Jyp # 0 e Ji; ndo comutativo.
Seja B = F+Jyg+Joo. Como Jy1(B) = 0 é comutativo, pelo lema anterior, temos que
B ~p; Ay 9@ Jyo, para algum t > 0. Como D = F + Jy; é unitaria, pelo Lema 4.15,
temos que F'+.J; ~p; N, para algum u > 2. Provaremos que A ~pr N,®A; 2P Jyo.
Se f € Id(A), como B e D sao subélgebras de A, f € Id(D)N1d(B) = 1d(D & B),
logo f € Id(N, ® Ao @ Joo)-

Reciprocamente, seja f € Id(N, @& Ayo @ Jyo) multilinear de grau n. Se
n<u+t+1,como f € Id(N,® Ai2), f deve ser uma consequéncia de

(21, xa][3, 4] € Td(A),

logo f € Id(A). Agora se n > u+t+ 1, pelo Teorema 2.4, escrevemos f como

t
f=axy- 2, + § E QZVToy Lo [Thy Ty Ty Ty Loy
d=0 Z,V

+ E § TM,NTm,y ** '$mq[$,’,$j1, T 7xju71j|xn1 T Tyt

>t M,N
u—2
+ZZ§1,L[%%U“' Tk JTn, T, g
s=1 I,L
onde g € ([x1,xo)[ws, xa))ry, Z = {k,wi, ..., Wy-1,21,...,2:4, V. = {v1,..., 04},

M = {ij,- s ju—t,mi,....omgt, N = {ny,....n}, I = {4, k1,....ks} e
L = {l,...,l,} s@o tais que ZUV = MUN = ITUL = {1,...,n} e
ZOV =MNN =INL =0, comk >w; < ... <Wy1 <21 <...< 2,01 < ...<g,
>0 < o<y <myp < o <myg, g < o<y, g >k <ol < kse
Iy <...<l.. Como f éuma identidade de N, & A, e os monomios que aparecem
na primeira e na ultima soma sao linearmente independentes médulo Id(N, & A;12),

devemos ter a = azy = B, = 0, para quaisquer Z,V, I, L. Logo temos

f= E E VMNTmy T [Tis Tjys s 3 Tjuy [Ty = Ty + g

I>t M,N
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Como f € Id(Jy), a avaliacao de f sobre Jyg é nula. Além disso, como no lema

anterior, temos que

JIO[']OO? JOO] = [Jlly Jll] JlO = JlOJS(J)rl - OJ [Jlla RIS Jll] == O
—_——
Segue dai que qualquer avaliagdo sobre A é nula. Logo f € Id(A) e temos
A~pr N, ® A, ® N com k > 2,u > 2 constantes e N nilpotente. A demonstracao

do segundo caso ¢é andloga a que acabamos de fazer.

a

Lema 4.19. Seja A = F + J € var(UTy) com Jig # 0 e Jou # 0. Entdo ou
Ar~pr Ay ASBN ouA~py Ny B AL, B AB N, onde N € uma dlgebra nilpotente,

para k,r > 2 e u > 3 constantes.

Prova: Pelo Lema 4.16 temos que A ~p; B1 @ By, onde By = F'+ Ji1+ Jig+ Joo €
By = F+J11+Jg1+Joo. Usando os lemas anteriores, 4.17 € 4.18, ou By ~p; Ax@®N ou
By ~p; Ny®A,® N, onde N é uma algebra nilpotente, para constantes k > 2,1 > 2.
Também temos que By ~py AY @& N ou By ~p;y N, ® A> & N, parar > 2,u > 2.
Logo A ~p; Ay @ A& N ou A~py N, ®A, ®A: B N, para k,r > 2 eu> 2 como

queriamos.

a

Agora temos condicoes de classificar todas as subvariedades da variedade gerada
por UTs.

Teorema 4.20. Seja A € var(UTy). Entdo A é Pl-equivalente a uma das sequintes
dalgebras: UTy, NN, ® NN, ® A, N, N, ® A, ®N,N, DA, ® A DN, onde N €

uma dlgebra nilpotente e u, k,r > 2.

Prova: Se A ~p; UT, nao ha nada para provar. Logo podemos assumir que A gera
uma subvariedade prépria de UT; e, portanto, ¢,(A) é polinomialmente limitada.

Assim, novamente pelo Teorema 2.30, podemos assumir que
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B; . -, .
com dimm <1,1<i<m. Agora, se A nao ¢ nilpotente, entdao B; = F + J

para algum i e seja J(B;) = Joo + Jo1 + Jio + Ji1.

Agora consideramos todas as possiveis situagoes para Jyi, Jig, J11 € usamos os

lemas anteriores, ou seja, um dos seguntes casos ocorre:

1. Se Jyy = Jig = 0 entao B; é uma algebra unitaria e, pelo Lema 4.15,
B; ~pr Ny, ® N;

2. Se Ji;1 é comutativo, pelo Lema 4.17, B; ~pr A, ® N ou B; ~p;r A; & N, caso

Jo1 = 0 ou Jyg = 0, respectivamente;

3. Se Ji1 nao é comutativo, pelo Lema 4.18, B; ~p; N, & A, & N ou

B; ~pr N, @& A;, @& N, caso Jy = 0 ou Jyp = 0, respectivamente;

4. Se J()l 7A Oe JlO 75 0 entao Bl ~pJ Ak@A:EBN ou Bz ~pr Nu@Ak@A;@N,
pelo Lema 4.19,

onde em cada situacao N é alguma algebra nilpotente.

Como A = B1®...® B,,, combinando as situagoes possiveis, obtemos a conclusao

desejada.

Também podemos classificar as algebras que geram subvariedades minimais de

var(UTy).

Corolario 4.21. Uma dlgebra A € var(UTs) gera uma variedade minimal se, e

somente se, ou A ~pr N, ou A ~p; A ou A ~pr A}, para algum k > 2,u > 3.

Prova: Se A é Pl-equivalente a alguma das dlgebras Ny, Ay, A7, t > 3,k > 2,
entao pelos Teoremas 3.21 e 3.26 A gera uma variedade minimal. A reciproca segue

imediatamente do teorema anterior.
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4.4 Consideracoes Finais

No capitulo inicial deste texto, apresentamos a algebra de Grassmann e listamos

algumas de suas propriedades. Uma delas afirmava que existem espacos vetoriais
GO e G tais que:

1. G=G6DagW;
2. GOGO 1 ghg « gO).

3. GWGO + GG c g,

Uma F-dlgebra A que possui dois F-subespacos vetoriais A e AD que tém as
propriedades listadas acima de G e G| respectivamente, é o que chamamos de

uma F'-superalgebra.

Definicao 4.22. Dizemos que uma F-dlgebra A é uma superdlgebra se existem dois

subespacos vetoriais A© e AW tais que:

1. A= A0 g AW,
2. ADAO 4 AW AM = AO).

3. AW AO 4 A0 A0 « AW

Notemos que A® é uma F-subalgebra de A, entretanto A ndo é uma F-algebra.
Denominamos o par (A(O), A(l)) como uma Zs-graduacao de A. Por simplicidade,
denominamos A® como sendo a parte par e A1) como sendo a parte fmpar. Qual-
quer elemento a € A é escrito como ag + a; onde ag € A e q; € AD . Dizemos
que ag e a; sao as parcelas homogéneas de a. Muitos autores costumam se referir

as F-superalgebras como F-algebras Zs-graduadas ou [F-dlgebras homogéneas.

A algebra livre associativa F'(X) tem uma estrutura natural de superalgebra.
Escrevemos X = Y U Z, a uniao disjunta de dois conjuntos enumeraveis. Se de-
notamos por F° o subespago de F/(X) gerado por todos os monomios nas varidveis
de X tendo grau par nas varidveis de Z e por F! o subespaco gerado por todos os
monomios de grau {mpar nas varidveis de Z, entdao F(Y U Z) = F* @ F' é uma

algebra Zs-graduada, chamada superdlgebra livre em Y e Z sobre F.
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Dada uma superélgebra A dizemos que f(y1,...,Yn, 21,.-.,2m) € F(Y U Z) é

uma identidade graduada de A se

flay, ... an,b1,...,b,) =0,

paratodo ai, ... ,a, € A by, ... b, € AY edenotamos por Id?"(A) o conjunto das
identidades graduadas satisfeitas por A. Temos que Id9"(A) é um Ty-ideal, ou seja, é
invariante sob todos os endomorfismos de F'(Y U Z) que preservam a Zs-graduagao.
Seja V9" uma variedade de superélgebras sobre F. Escrevemos V9" = varf9 (A) caso

V9" é gerada pela superalgebra A, ou seja,

vard(A) = {B|Id (A) c 1d” (B)}.

E bem conhecido que, em caracteristica zero, toda identidade graduada é equiva-
lente a um sistema de identidades multilineares graduadas. Portanto se denotamos

por
PJ" = spanp{wsq), ..., Wom)|o € Sp,w; =y; ou w; =z,i=1,...,n}

o espaco dos polinomios multilineares graduados de grau n em yy,21,...,Yn, 2n O
estudo de Id9"(A) equivale ao estudo de P9" N Id9 (A), para todo n > 1. O inteiro
nao-negativo

qgr
b > 1.

gr = dim—moa—oou'tro——
Cn (A) *dszgrmId(A)gTan_

é chamado n-ésima codimensao graduada de A.

Assim como no caso ordinario, para uma superélgebra A também podemos definir
a sequéncia de cocaracteres graduados {x?"(A) },>1 e a sequéncia de cocomprimentos
graduados {l9"(A)},>1 e muitos resultados tém sido especulados a respeito destas

sequéncias nos ultimos anos.

O leitor mais atento deve ter notado que toda F-algebra é uma F-superdlgebra
com Zo-graduagao trivial, ou seja, (A,{0}). Notemos que neste caso
Id"(A) = (Id(A),z)r,, onde Id(A) C F(Y) sao as identidades ordinarias da
F-algebra A.

Portanto a teoria das identidades graduadas generaliza a teoria das identidades

polinomiais ordinarias. A relagao entre as codimensoes ordinarias e graduadas é a
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seguinte: dada uma superalgebra A, ¢,(A) < " (A) para todo n > 1 e, caso A seja
uma Pl-dlgebra entao ¢d"(A) < 2"¢,(A).

Denotamos por G e UT, a algebra de Grassmann e a algebra de matrizes trian-
gulares superiores 2 x 2, respectivamente, com graduacao trivial. Consideramos G9"
a algebra de Grassmann com graduacdo natural (G, G1)), como anteriormente.
Escrevemos UTS" para denotar a élgebra UT, com gradugao (U TQ(O), U Tz(l)), onde
UTQ(O) = Fey + Fyy e UTZ(U = Feyo. Finalmente, seja F' @ tF a algebra comutativa
com graduagao (F,tF), onde t* = 1. Em [9], temos a seguinte caracterizagao das
variedades de superalgebras de crescimento polinomial: ¢ (V9") < ank se, e somente
se, G,G9 UT,, UTYy"  F & tF ¢ V9.

Portanto var?(G),vard" (GI"),vard”(UTy),vary (UTS") e vard (F @ tF) sdo as
Unicas variedades de superalgebras de crescimento quase polinomial. Como no caso
graduado, temos que nao existem superalgebras com crescimento intermedidrio das

codimensoes.

Em 2011, La Mattina classificou, em [21], todas as subvariedades das variedades
de superélgebras de crescimento quase polinomial, dando um lista completa de su-
peralgebras de dimensao finita gerando suas subvariedades préprias. Neste artigo,
a autora estendeu a classificacao feita para as variedades ordinarias de crescimento

quase polinomial, que apresentamos neste texto.

A respeito de algebras de crescimento polinomial, vimos a caracterizacao de
Kemer: {c,(A)},>1 ¢ polinomialmente limitada se, e somente se, UT»(F') e G nao
pertencem a var(A). Este resultado pode ser reformulado como o seguinte: ¢,(A)
é polinomialmente limitada se, e somente se, [,,(A) < k, para alguma constante k e

para todo n > 1, o que foi provado por Mishchenko, Regev e Zaicev em [25].

Atualmente tem-se trabalhado buscando refinar o resultado acima dependendo
de uma constante k. Em [7], Giambruno, La Mattina e Misso classificaram a menos
de Pl-equivaléncia as algebras tais que [,(A) < 2. Mais tarde, em [20], La Mat-
tina aumentou a cota para 4 e classificou todas as dlgebras tais que [,(A) < 4.
Mais recentemente, em [29], A.C. Vieira classificou as superalgebras que satisfazem
197(A) < 2. A classificagdo das subvariedades das variedades de superalgebras de
crescimento quase polinomial feita por La Mattina, em [21], pode facilitar o trabalho

para cotas maiores.
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