UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Incéndios Florestais em Grafos

Humberto Carelos Sanna

Orientador:
Bernardo Nunes Borges de Lima

Belo Horizonte
2013






Humberto Carelos Sanna

Incéndios Florestais em Grafos

Dissertacao submetida a banca exa-
minadora, designada pelo programa
de Pos-Graduacao em Matemética
da Universidade Federal de Minas
Gerais, como requisito parcial para
a obtencao do titulo de mestre em
Matematica.

Orientador: Bernardo N. B. de Lima

Belo Horizonte
2013



Agradecimentos

Gostaria de agradecer a minha avé Nind e aos meus pais, Julio e Juliana, pelo apoio
incondicional. Ao meu orientador, Bernardo, por acreditar na minha capacidade e por ter
estado sempre presente, me incentivando em todos os momentos que precisei.

Agradeco também ao meu amigo Charles, pelas conversas produtivas, pelas discussoes
matematicas que nao levavam nada a lugar algum, e pelo bom humor do dia—a—dia.

Ainda com relagdo & boa prosa, agradego aos professores Rémy Sanchis e Marcelo
Hilario por terem feito parte do meu trajeto, das conversas informais as discussoes mais
complexas.

A banca examinadora, obrigado por atenderem ao convite.

Por fim, agradeco ao CNPq pelo apoio financeiro, e & FAPEMIG por ter financiado

meu orientador através do edital Programa Pesquisador Mineiro.

i



Resumo

O presente trabalho é o estudo de um sistema de particulas interagentes proposto em
van den BERG, J., BROUWER, R. Self-Organized Forest-Fires near the Critical Time,
Communications in Mathematical Physics 67, 265-277, 2006. Informalmente, podemos
descrevé-lo da seguinte forma: cada sitio da rede quadrada pode estar “vazio” ou “ocupado
por uma arvore”. Sitios vagos tornam-se ocupados com taxa 1. Além disso os sitios
também podem ser atingidos por “raios” segundo uma taxa A > 0 e, quando isto ocorre, o
raio instantaneamente destréi todo o cluster ocupado deste sitio.

O objetivo principal aqui consiste em analisar o comportamento do sistema quando A —
0, em tempos maiores que o tempo critico t., definido a partir do parametro critico para

percolacao de sitios na rede quadrada, segundo a relacao p, = 1 —e '

. Mais precisamente,
estamos interessados em observar se, antes de algum tempo t > t., a origem do nosso
sistema é destruida com probabilidade positiva quando A — 0.

Com a mesma motivagao, modificamos o modelo inicial de duas maneiras distintas:
primeiro exploramos uma dindmica de igni¢ao que destroi clusters suficientemente grandes
na rede quadrada e consideramos o limite quando o tamanho dos clusters tende a infinito.
Em seguida mantemos o mecanismo de igni¢cao com taxa A > 0 e consideramos o processo

na arvore binéria direcionada.
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Introducao

Incéndios florestais sao processos que atraem a atenc¢ao tanto de matematicos quanto de
fisicos, pois acredita-se que, sob determinadas condi¢oes, tal modelo exiba comportamento
semelhante a sistemas de particulas que apresentam criticalidade auto-organizada. Dentre
os modelos mais conhecidos na literatura, podemos citar o que foi proposto por Drossel e
Schwabl em [7], o qual é fortemente relacionado ao presente estudo. Por ser um assunto
relativamente novo, ainda possui muitos aspectos para serem explorados. O objetivo
principal dessa dissertacao ¢ estudar de maneira detalhada um aspecto que, embora singelo,
é essencial para que comecemos a ter uma compreensao rigorosa sobre esse tipo de sistema.
Mais precisamente, buscamos entender, para diferentes grafos, como o modelo se comporta
em instantes proximos ao tempo t., definido a partir do ponto critico para percolacao de
sitios, segundo a relacao p. = 1 — e~ te.

O texto esta organizado em cinco capitulos. No primeiro capitulo, é feita uma exposicao
sucinta do material necessario para a compreensao dos incéndios florestais. Basicamente,
tratamos de conceitos gerais sobre grafos, percolacao de Bernoulli e processos de Poisson,
tendo como base os livros Graph Theory, de Diestel [5|, Percolation, de Grimmett [9], e
as notas de aula intituladas An Introduction to Stochastic Processes in Continuous Time,
de van Zanten [11]. Os dois capitulos seguintes, que constituem a parte principal da
dissertagao, tratam do estudo de incéndios florestais na rede quadrada e na arvore binéria
direcionada. A referéncia para esses capitulos é o artigo Self-Organized Forest-Fires near
the Critical Time, de van den Berg e Brouwer [1]. O quarto capitulo dedica-se a provar
um lema usado no segundo capitulo, sendo necessaria a exposicao de alguns resultados
envolvendo percolagao auto-destrutiva. Para tanto, nos valemos do artigo Self-Destructive
Percolation, de van den Berg e Brouwer [2]| e da tese de doutorado Rachel Brouwer [4].
Por fim, o dltimo capitulo aborda a questao da existéncia dos processos de incéndios
florestais. A ideia aqui é ver como esses processos sao definidos em caixas finitas contidas
na rede quadrada, e utilizamos do artigo Fxistence of multi-dimensional infinite volume
self-organized critical forest-fire models, de Durre [6], para fazer essa construgao.

Para um bom entendimento do que é tratado aqui, um conhecimento sobre aspectos
bésicos em teoria de probabilidade, percolacao e processos de Poisson é suficiente. As

ferramentas mais sofisticadas que usaremos aqui envolvem percolagao: tratam-se da desi-



gualdade FKG, combinada com os resultados obtidos por Russo, Seymour e Welsh para

percolacao na rede quadrada.



1 Consideracoes Iniciais

Para introduzirmos o modelo matematico de incéndios florestais, precisamos, antes de
tudo, de fornecer os aparatos basicos para a construcao do ambiente no qual este processo
ocorre. As secoes deste capitulo possuem esta finalidade, bem como a funcao de agregar os
resultados em percolagao utilizados nas demonstragoes das principais proposicoes relativas

a0 nosso modelo.

1.1 Grafos

Em geral, os modelos probabilisticos que definiremos ao longo da dissertagao necessitam
do conceito de grafo. Um grafo é um par G = (V, E) de conjuntos, em que E C [V]2
Assim, E é formado por subconjuntos de V' com dois elementos. Os elementos de V' sao
chamados sitios ou vértices de (G, e os elementos de E sao chamados de elos de G. Dado
e = {z,y} € E, dizemos que z e y sao sitios wvizinhos. Para simplificar, escreveremos
somente ¢ = xy. O grau de um vértice x corresponde ao niimero de elos que possuem tal
vértice. Se G = (V, E) e tomarmos W C Ve F' C E, entao H = (W, F') ¢ chamado subgrafo
de G. A maneira comum de se imaginar um grafo é desenhar pontos para representarem
os vértices, e linhas conectando pontos para representarem elos, quando os dois vértices
em questao formarem um elo. A forma como desenhamos os pontos e linhas é irrelevante.
A tnica informagao importante consiste em saber quais pares de vértices formam elos.

Uma exposi¢ao detalhada sobre grafos pode ser vista em |[5].

5

2
1

Figura 1.1: Grafo em V = {1,...,7}, com conjunto de elos

E= {{17 2}7 {17 5}7 {27 5}’ {37 4}7 {57 7}}
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Quando falarmos sobre percolagao e incéndios florestais, estudaremos alguns tipos
de eventos que consideram a existéncia de vértices “ligados ao infinito”. Para entender-
mos o que isso significa, devemos primeiramente estabelecer o que sao caminhos em um
grafo. Dados a,b € V, um caminho em G ligando a a b é uma sequéncia finita de elos
{xox1, L1229, . . ., Ty 2Ty 1, Ty 12, }, €M que xg = a, T, = b, e todos os x; sdo distintos. Se
a = b e todos os demais vértices forem distintos, teremos um circuito em G. O compri-
mento de um caminho é o namero de elos que tal caminho possui. Dizemos que um grafo
G é conezo se, para todo par z,y € V, existe um caminho em G ligando x a y.

Em um dos problemas que veremos, seré preciso atribuirmos uma orientagao para
os elos de um grafo. Assim, dado um grafo G = (V| FE), dizemos que duas fungdes,
init: ¥ — V e ter: E — V, constituem uma orientacao para G, se elas atribuem a
cada elo e = xy um wvértice inicial init(e) e um wvértice terminal ter(e), satisfazendo
{init(e), ter(e)} = {z,y}. Dizemos que o elo e esta direcionado de init(e) para ter(e).

Até aqui, mencionamos tudo o que é necessario para introduzirmos os dois grafos que
utilizaremos na maior parte do tempo. Convém agora defini-los, ambos bem conhecidos:
a rede quadrada e a arvore binaria orientada.

Entendemos por rede quadrada o grafo cujo conjunto de vértices é Z? e o conjunto de
elos sao os pares de vértices {u,v}, tais que §(u,v) = |u; — v1| + |ug — v3] = 1. Com
certo abuso de notacao, escreveremos simplesmente Z? para indicar o grafo. De maneira
completamente anéloga, também definimos a rede Z?, quando d > 2 ou d = 1.

A drvore bindria, denotada por 7, é o grafo sem circuitos, conexo, em que um dos
vértices, chamado de raiz, possui dois elos, e os demais vértices, trés elos. Indicaremos
a raiz por O. A orientagao sobre 7T consiste em direcionar os elos no sentido da raiz.
Logo, dado um elo e = zy de T, tomamos os caminhos ligando x a O e y a O, indicados
respectivamente por z <> O e y <> O. Se z <> O for o caminho de maior comprimento,
faga init(e) = x e ter(e) = y. Do contréario, faga init(e) = y e ter(e) = z. Diremos sempre
que init(e) é filho de ter(e). Dado um vértice v da arvore, diremos que a primeira geragao
de v é o conjunto dos filhos de v. A segunda geracao é o conjunto dos filhos dos filhos de

v, e assim em diante.

Figura 1.2: Esbogo da rede quadrada e da arvore binaria orientada.
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1.2 Percolacao de Bernoulli em Z¢

Faremos agora uma breve introdugao aos modelos de percolacao de elos e de sitios de
Bernoulli para a rede hiperctibica Z?. Nao nos preocuparemos em demonstrar os resultados
aqui presentes. Estes podem ser vistos de maneira detalhada em [9].

Questoes envolvendo a passagem de fluidos por meios porosos sempre foram relevantes
na Fisica e na Quimica. Um desses problemas, formulado por Broadbent e Hammersley
em 1957 [3|, consistia em determinar a probabilidade de o centro de uma pedra porosa
suficientemente grande molhar, ao ser inserida na agua. Ao criarem um modelo matemético
para descrever este fenomeno, deu-se origem ao que entendemos por percola¢ao, em sua
forma mais simples. Neste modelo, hoje conhecido como percolagao de elos de Bernoulli,
representamos por meio de um grafo o material pelo qual ocorre a passagem de agua. Os
vértices sao vistos como os poros do material, e os elos simbolizam os canais que ligam
os poros. Além disso, consideramos o meio irregular, de modo que cada canal possui
uma espessura propria. Tal fato acarreta na possibilidade de que alguns canais, quando
muito pequenos, constituam um impedimento para a passagem do fluido. Tendo em vista
o problema formulado acima, buscamos, através de um modelo probabilistico, estudar o
comportamento das componentes conexas de canais que permitem a passagem de agua.
Formalmente, temos o seguinte:

Dado d € N, considere a rede hiperciibica Z¢ como sendo o grafo (Z%,E), cujo conjunto
de elos consiste nos pares de vértices {u, v}, tais que &(u,v) == S0 Ju; — v = 1, e fixe
p € [0,1]. Para cada e € E? atribuimos dois estados possiveis, representados no espaco
amostral Q(e) = {0,1}. Quando w(e) = 1, dizemos que o elo e encontra-se aberto. Do
contrario, dizemos que e esta fechado. Munidos da o-dlgebra do conjunto de partes de €2(e),
definimos uma medida de Bernoulli z., dada por p.(w(e) =1) =pe pe(w(e) =0) =1—p.

Feito isso, criamos de forma natural um espago de probabilidade em todo o grafo, ao
fazermos Q2 = {0, 1}Ed, F a o-algebra de () gerada pelos eventos cilindricos, e introduzirmos

em (2, F) a medida produto com densidade p, dada por

P, = H Le-

eckd

Para os problemas que veremos adiante, é este espaco de probabilidade que levaremos
em consideracao. Note que, com uma simples modificacao, podemos transformar nosso
modelo de percolagao de elos num modelo de percolacao de sitios: basta substituirmos o
conjunto E¢ pelo conjunto Z¢ na construcao que acabamos de fazer. Em ambos os casos,
o estado de um elo/sitio é independente do estado dos demais. Como tltima observagao,
perceba também que, seguindo procedimento anélogo ao que acabamos de fazer, podemos

construir modelos de percolagao em grafos mais gerais.
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No que diz respeito ao conjunto §2, podemos identificar uma relacao de ordem parcial
entre seus elementos, dada por w; < wy se e somente se w(e) < wy(e) para todo e € K4
Além disso, cada evento elementar induz em Z¢ um subgrafo H(w) = (Z%, K(w)), em
que K(w) = {e € E? : w(e) = 1}. As componentes conexas de H, isto &, os subgrafos
conexos de H que nao podem ser aumentados adicionando-se elos abertos ou sitios que
compartilham algum elo aberto, serao chamadas de clusters ou aglomerados abertos em w.
Dado um sitio « da rede, escrevemos C, = C,(w) para denotar o cluster aberto que contém
x na configuragao w. Em particular, definimos C' := Cy. Quando for conveniente, usaremos
C, para indicar o conjunto de sitios pertencentes ao cluster aberto de z. Estaremos
especialmente interessados na distribuicao do nimero de vértices de C,, denotada por
|C,|. Dados dois conjuntos de vértices A, B € Z¢, usaremos a notacao ‘A <+ B’ para

indicar o evento
{w : 3 um caminho aberto ligando algum sitio de A a algum sitio de B em w}.

Como exemplo, temos

Cow)={y €Z: 2 < y em w}.

Uma propriedade interessante que obtemos quando definimos nosso processo de per-
colagao é a independéncia da distribuigao de |C,| com relagdo a x. As razdes que nos
levam a observar este efeito sao duas: a invariancia por translacao da rede hiperciibica
e da medida de probabilidade P,. Informalmente, num grafo invariante por translacao,
cada sitio ¢ indistinguivel dos demais, no sentido que se tomarmos dois sitios, x e y, e
uma configuracao w, podemos olhar para a distribuicao dos elos abertos e fechados ao
redor de x e obter, por meio de translagdes, uma configuracido w’ com elos distribuidos de
maneira idéntica ao redor de y. Para completar, ao atribuirmos pesos iguais na hora de
abrir os elos, fazemos com que as configuracoes w e w’ sejam “igualmente provaveis”, o que

caracteriza a invariancia por translagao de P,.

1.2.1 Alguns resultados basicos

Retomando o problema colocado no inicio da se¢ao, estamos interessados em saber
a probabilidade de o centro da pedra se molhar. A formulacao matemética equivalente
consiste em calcularmos a probabilidade de percolag¢ao 0(p), isto é, a probabilidade de um
dado vértice pertencer a um cluster infinito. Considerando a invariancia por translacao de
Z% e P,, podemos, sem perda de generalidade, escolher o vértice em questdo como sendo

a origem do sistema de coordenadas. Assim, definimos

0(p) := Pp(|C] = 00).
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E intuitivo afirmarmos que 6(p) é uma funcdo ndo-decrescente na variavel p. Se forne-
cermos uma chance p’ > p para os elos da rede se abrirem, é de se esperar que a origem
pertenga a um cluster infinito com probabilidade 6(p’) > 6(p). Observe também que
0(0)=0ed(1)=1.

Levando-se em conta o que acabamos de mencionar, podemos fazer um questionamento
importante sobre o modelo, que diz respeito a determinacao de uma probabilidade critica
pe(d), a partir da qual a origem em Z? pertence a um cluster infinito com probabilidade

positiva. Formalmente, o objeto de interesse aqui é a quantidade

pe(d) := sup{p : 6(p) = 0},
de modo que podemos escrever

=0, sep<pe,
0(p)
>0, sep>pe.

Quando d = 1, obviamente temos p.(1) =1 e 6(p.) = 1. Em outras palavras, a origem
percola se e somente se todos os elos sao abertos com probabilidade 1. No entanto, para
dimensoes maiores, o seguinte resultado mostra que é mais facil observarmos a existéncia

de percolacao.
Teorema 1.1 (9, p.14). Se d > 2, entdo 0 < p.(d) < 1.

Embora até agora tenhamos dado atengao para a questao de a origem pertencer a um
aglomerado infinito aberto, a existéncia desse aglomerado, independentemente de sua loca-
lizacao no grafo, também é um ponto relevante em teoria de percolagao, sendo importante
falarmos um pouco sobre isso. Primeiramente, veja que quando consideramos o evento
{3 um cluster infinito aberto}, estamos lidando com um evento caudal. De fato, para uma
configuragao w neste conjunto, se desconsiderarmos o estado de qualquer quantidade finita
de elos, o cluster aberto remanescente ainda é infinito. Logo, pela Lei 0-1 de Kolmogo-
rov, a probabilidade desse evento deve ser 0 ou 1. Além disso, como veremos no teorema
abaixo, esta probabilidade possui uma relacao muito particular com o comportamento da

fungao 6(p).

Teorema 1.2 (9, p.14). Para percolagio de elos em Z%, vale que

P,(3 um cluster infinito aberto) =

0, sef(p) =0,
1, sef(p) >0
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0 De 1

=Y

Figura 1.3: Comportamento esperado da fungao 6(p) para d =2 e d > 19.

~—

Note que os dois teoremas anteriores nao nos permite fazer referéncia sobre o com-
portamento do sistema quando p = p.. Com eles, podemos verificar a existéncia de uma
fase subcritica (p < p.) , e de uma fase supercritica (p > p.), que sao razoavelmente bem
entendidas quando comparadas ao regime critico (p = p.). Tendo em vista o que usaremos
ao longo do texto, os resultados relevantes de cada fase podem ser sintetizados da seguinte

forma:

Fase subcritica. Quando p < p., todos os clusters sao finitos quase certamente. Logo,
temos auséncia de percolagao. O aglomerado da origem |C'| decresce de tamanho em taxa
exponencial, isto ¢, existe a(p) > 0, tal que P,(|C] = n) ~ e~ "®).

Fase supercritica. Quando p > p.., a existéncia de percolagao ocorre com probabilidade 1.
A questao aqui consiste em obter informagoes sobre a quantidade de aglomerados infinitos

existentes. No caso de Z<, existe um tinico cluster infinito quase certamente.

Fase critica. Como dissemos, pouco se conhece sobre o que acontece quando p = p.. Para
d=2ed>19, sabe-se que 0(p.) = 0, mas resultados para as outras dimensoes ainda
constituem um problema em aberto. Considerando o decaimento do aglomerado da origem
nos casos em que temos auséncia de percolagao, acredita-se que P, (|C| > n) ~ n=1/3 para
algum 0 = §(d) > 0.

Ademais, fagamos um breve comentério a respeito da continuidade da funcao 6. Ob-
viamente, 6 é continua se p < p., uma vez que neste caso temos 6(p) = 0. Como teorema
(8.9 de [9], p.202), segue que @ é continua a direita no intervalo [0, 1]. Logo, a continuidade

de 6 é assegurada sempre que tivermos 6(p.) = 0. De fato, temos o seguinte resultado:
Teorema 1.3 (9, p.230). 0(p.) =0 parad =2 e d > 19.

Finalizando os resultados bésicos, precisamos fazer pequenas observacoes relacionadas
a percolacao de sitios, uma vez que vamos recorrer a este processo nos proximos capitulos.
Primeiramente, perceba que todos os objetos que definimos para percolacao de elos pos-

suem analogos neste outro modelo. Além disso, devido ao fato de estarmos lidando com
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a rede hiperciibica, obtemos um comportamento semelhante ao que vimos nos teoremas
acima. A razao disso é que a maior parte dos argumentos e técnicas que utilizamos podem
ser adaptadas de um modelo para o outro.

Vejamos agora um teorema importante que nos mostra como os valores criticos de cada

processo estao ligados entre si:

Teorema 1.4 (9, p.25). Seja G = (V,E) um grafo conezo, infinito, com quantidade
enumerdvel de elos e com vértices de grau mdximo A < oo. Entdao, as probabilidades

criticas para o grafo G satisfazem

1 .
< pelo < psitio 1—(1— elo A'
A S S S1-(1-p07)

1.2.2 Desigualdade FKG e Teorema RSW

Para terminarmos esta secao, vamos expor dois importantes resultados envolvendo
percolac¢ao de Bernoulli, que também sao encontrados em [9]. Eles serao usados constan-
temente nas demonstracoes do Capitulo 4. Lembramos que o espaco de probabilidade que
estamos considerando é denotado por (€2, F, P,). O operador esperanca sera indicado por
E,.

Dizemos que um evento A € F é crescente se Ia(w) < [4(w') sempre que tivermos
w < W', sendo I, a funcdo indicadora de A. De maneira geral, a variavel aleatoéria N,
definida em (€2, F), é crescente se N(w) < N(w') sempre que w < w’. Um exemplo
simples de evento crescente ¢ o evento no qual existe um caminho aberto conectando os
sitios x e y do grafo. Naturalmente, o nimero de caminhos distintos conectando x e y é
uma variavel aleatoria crescente. Um evento A é decrescente se o seu complemento for
crescente. Dizemos também que a varidvel aleatoria N é decrescente se —N for crescente.

De certa forma, é intuitivo pensarmos que dado que ja existe um caminho aberto
ligando dois sitios u e v, torna-se mais provéavel conseguirmos conectar dois outros sitios, x
ey. Assim, se A = {z ¢ y} e B = {u <> v}, é de se esperar que P,(ANB) > P,(A)P,(B).

Indo nessa dire¢ao, enunciamos o seguinte teorema:
Desigualdade FKG (9, p.34).

a) Se X e Y sdo varidveis aleatdrias crescentes tais que E,(X?) < oo e E,(Y?) < oo,
entao
E,(XY) > E,(X)E,(Y)

b) Se A e B sao eventos crescentes, entdo

E(ANB) = By(A) B, (B).
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Para o proximo passo, vamos considerar somente a rede quadrada. A raz@o para
isso ¢ que a planaridade de Z? induz algumas questoes interessantes sobre o processo de
percolacao, que nao faz sentido falarmos se estivermos trabalhando em dimensoes maiores.
Uma delas envolve uma relagao entre o cruzamento de caminhos abertos em retangulos
e a existéncia de circuitos abertos envolvendo a origem. Antes de formalizar essa ideia,
vejamos alguma notagao.

Um cruzamento esquerda-direita em um retangulo B é um caminho aberto em B que
conecta algum vértice de seu lado esquerdo a algum vértice de seu lado direito, mas sem

utilizar elos em sua fronteira. Para inteiros positivos k e [, definimos o retangulo
B(kl, 1) := [, (2k — 1)I] x [-1,1].

Seja LR(kl,1) o evento em que existe um cruzamento esquerda-direita em B(kl,[). Por
conveniéncia, denotamos B(l,[) por B(l) e LR(l,l) por LR(l). Sejam também A(l) o anel
B(3l) \ B(l), e O(l) o evento em que existe um circuito aberto em A(l) envolvendo a
origem.

O que se segue é um resultado devido a Russo, Seymour e Welsh. Basicamente, ele
nos diz que se existe uma probabilidade significativa de existir um cruzamento em B((),

entdo existe uma probabilidade significativa de existir um circuito aberto no anel A(().

Teorema RSW (9, p.315). Se P,(LR(l)) = 7, entdo
Pp(0() = {7(1 = V1 —1)"}"

A principal aplicacao deste resultado se da quando p = p. = 1/2. Nessas condigoes,
o Lema 11.21 de [9] (p. 294) afirma que temos probabilidade 1/2 de existir um caminho
aberto no retangulo [0,n 4 1] x [0, n] ligando o lado esquerdo ao lado direito. Tal caminho
contém um cruzamento esquerda-direita no retangulo [0,n + 1] x [-1,n + 1]. Para todos
os cruzamentos possiveis em uma dada configuracao, escreva x para indicar o sitio final
mais inferior na borda direita. Dessa forma, temos probabilidade 1/2 de o elo a direita de
x estar aberto e, com isso, a probabiliade de um cruzamento esquerda-direita no quadrado
[0,n+1] x [-1,n+2] é, pelo menos, 1/4, para n > 0. Dai, concluimos que para todo [ > 1,
temos Py o(LR(l)) > 1/4. Pelo teorema RSW, concluimos que, assim como P o(LR(1)),
a probabilidade P /2(O(l)) também ¢é afastada de zero, uniformemente em /.

Dentre as etapas da prova do teorema RSW, destacamos o seguinte lema, que também

nos serd util:

Lema 1.5 (9, p.316). Se P,(LR(l)) = 7, entdo

Py(LR(EL1) > (1 - VI—7)%
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No regime critico (p = p.), as técnicas RSW discutidas acima, quando usadas em
conjunto com a desigualdade FKG, fazem com que seja possivel o estabelecimento de
cotas inferiores para a existéncia de caminhos e circuitos bem mais gerais na rede. No

capitulo 4, muitos dos argumentos que usaremos sao consequéncias deste procedimento.
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1.3 O Processo de Poisson

Nessa dissertacao, o processo de Poisson possui um carater bastante técnico. Vamos
usé-lo na hora de criarmos nosso modelo de incéndios florestais. Para nao nos estender-
mos tanto, manteremos o foco na tarefa de obter um espaco de probabilidade adequado
para nossos fins ao término desta secao. Assim como em 1.2, nao iremos demonstrar os
resultados aqui presentes. Tais demonstragoes podem ser encontradas em [11].

A grosso modo, o processo de Poisson é um tipo de processo de contagem de eventos
pontuais que ocorrem num certo espaco de probabilidade. Tais eventos podem representar
os tempos de decaimento radioativo de um material, os instantes em que uma central te-
lefénica recebe chamadas, os tempos em que veiculos atravessam determinado cruzamento,
etc. Formalmente, trata-se do seguinte modelo:

Um processo de Poisson ¢ uma colegdo N = (N;)¢>o de variaveis aleatorias, definidas

num espago de probabilidade (2, F, P), satizfazendo as seguintes propriedades:
i) N é um processo de contagem, isto é,

a) N; toma valores em Z,, t > 0;
b) SStiNSSNt,

c¢) (sem ocorréncias simultaneas) lim,; Ny < limg Ng + 1, para todo ¢ > 0.

ii) (independéncia dos incrementos) as o-algebras o(N; — Ny) e o(N,,u < s) sao inde-

pendentes;
iii) (incrementos estacionarios) (N; — Ny) 2L N,_, para todo s < t.

Para cada instante ¢ > 0, o processo N nos fornece o niimero de ocorréncias Ny de um
evento pontual até o instante ¢, para todo evento elementar w € ). Mas veja que também
podemos analisar o processo sob um outro ponto de vista, ao fixarmos w e tomarmos as
trajetorias t — Ny, para t > 0. Nesse sentido, podemos entender o processo N como
elemento aleatoério de ]R[J(:’Jroo).

Vamos agora construir o processo de Poisson, acima definido. A ideia é relativamente

simples, assentando-se em um teorema principal.

Construcao do processo de Poisson. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade que
comporta uma sequéncia (X, ),en de variaveis aleatorias i.i.d., com distribuigdo exponen-

cial de parametro . Logo, temos

P(X,>t)=e¢ t>0.
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Em seguida, fagcamos Sop = 0e S, = >, X;. Observe que, quase certamente, (Sy,),>0 €

uma sequéncia crescente de variaveis aleatorias. Finalmente, definamos
Ny :=max{n : S, <t}.

Procedendo dessa forma, nosso processo de Poisson esta criado. Note que N; pode, em
principio, ser infinito, mas o préximo lema garante que as ocorréncias, para todo t, sao

finitas com probabilidade 1.

Lema 1.6. Existe um conjunto Q* € F, com P{Q*} =1, tal que Ny(w) < oo para todo
t>0,we eS,(w) < Sppi1(w), ne{0,1,...}.

Observagao. A restricao ao conjunto Q* é de grande importancia para noés. O fato de
N, ser finito evitarad que tenhamos que lidar com uma familia de eventos indesejaveis no
futuro. Por conveniéncia, escrevamos (€2, F, P) para indicar o espago de probabilidade

restrito.

Denotando por £ a o-algebra de Z, gerada pelos seus conjuntos unitéarios, temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.7. Para o processo N construido em (2, F, P), as sequintes afirmagoes sao

verdadeiras:

i) N é um processo de Poisson (Z,E)-mensurdvel. Mais ainda, Ny é uma v.a. &-
mensurdvel, com distribuicao de Poisson de pardmetro \t, e S, possui distribuicao

Gama com pardmetros (n, \).
ii) Todas as trajetorias de N sao cadlag.

A udltima tarefa é construir o espaco de probabilidade adequado, ao qual nos refe-
rimos no inicio. Para tanto, consideramos primeiramente os espagos (Ry,B(R,), P,),
n € {1,2,...}, sendo a medida P, definida a partir da funcao de distribui¢ao exponencial
de parametro A. Em seguida, usando o teorema de extensao de Kolmogorov, passamos ao
espaco (R, B(R®), P), onde P ¢é a medida produto

P::HPn.

neN

Assim feito, definimos a sequéncia de v.a.’s (X, )nen, fazendo X, (1, ..., 2, ...) = x,,
realizamos o procedimento de construcao do processo de Poisson que descrevemos e apli-

camos o Lema 1.6 para nos restringirmos ao conjunto 2*.



2 Incéndios Florestais em Z2

Construiremos, primeiramente, o espago de probabilidade onde ocorrem os incéndios
florestais estudados neste capitulo. Em seguida, definiremos o modelo de incéndios flores-
tais na rede quadrada e abordaremos alguns aspectos de sua dinamica que, embora sejam
intuitivos, nao sao triviais do ponto de vista matematico. Por fim, com a ajuda de modelos
auxiliares, veremos uma tentativa feita por van den Berg e Brouwer de se aproximar dos

problemas em aberto.

2.1 Definicao do modelo e problemas em aberto

Com base nas consideragoes feitas na Segao 1.3, seja (M, M, 1) o espago de probabi-
lidade no qual é possivel definir dois processos de Poisson independentes, um com taxa 1
e outro com taxa A\. Tomando como grafo a rede quadrada e procedendo de maneira ané-
loga ao que fizemos em percolacao de elos, comecaremos associando a cada sitio v € Z2 o
espago (M, M, ). Em seguida, a partir da familia (M, M, p),, v € Z?, obtemos o espaco
(2, F,Py), em que Q :=[[,o
e Py é a medida produto em (Q2, F), dada por

7))\ = H Moy -

M,, F é a o-algebra de () gerada pelos eventos cilindricos,

(2, F,Py) esta definido em Z? e serd o espago de probabilidade de maior interesse nesta
dissertacao.

Antes de passarmos adiante, vamos definir uma maneira conveniente de interpretarmos
o espaco de eventos que acabamos de criar. Dado um evento elementar w € €2 e um
vértice v € V, podemos associar w(v) a um par ordenado de sequéncias ({t1,}, {txn})(v),
sendo a primeira associada ao processo de Poisson com taxa 1, e a segunda associada ao
processo de Poisson com taxa \. Se fizermos os termos de cada sequéncia representarem,
respectivamente, o “crescimento de uma arvore” e a “incidéncia de um raio” em v, diremos
que os elementos de {t;,,} sdo os tempos nos quais um relogio de crescimento colocado em
v “apita’ e, de maneira anéloga, a sequéncia {t, ,} seré interpretada como “apitos” de um

relogio de ignigao em v.
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Intuitivamente, se observarmos um evento elementar w € {2 ao longo do tempo, ve-
remos uma série de relogios de Poisson de crescimento e ignicao apitando por toda a
rede quadrada. Tal interpretacao é essencial para compreendermos a dindmica do modelo
de incéndios florestais, que sera definido a seguir. Em principio, vamos restringir nossas
analises a uma caixa finita B(n) := [—n,n|* de Z*. Posteriormente, nos problemas que
veremos, consideraremos o comportamento n — oo.

Na caixa B(n), um sitio v pode estar “vazio” ou “ocupado por uma arvore”. Esses
estados sao denotados por 0 e 1, respectivamente, valores assumidos pela variavel aleato-
ria n'(t) num dado instante de tempo ¢ > 0. Inicialmente, todos os sitios estdo vazios.
Considerando a sequéncia " (t) := (n/'(t),v € B(n)), definamos a seguinte dindmica para
o processo: quando o relogio de crescimento de um sitio v apitar, tal sitio torna-se auto-
maticamente ocupado por uma arvore (a menos que este ja esteja ocupado, caso em que
ignoramos o apito do relogio). Quando o relégio de igni¢ao de um sitio v apitar, cada sitio
w que possui um caminho ocupado em B(n) ligado a v torna-se instantaneamente vazio

(observe que, segundo este processo, se v estiver vazio entao nada acontece).

U
t=20 config. imediatamente antes de t;
U
X
------------------------------ 1:-;-' T B
igni¢do em v no instante ¢; instantes logo apds t1

Figura 2.1: Ignicao em v no instante ¢; > 0.
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Assim definidos os modelos de incéndios florestais nas caixas B(n), temos, para cada
n, que (n"(t),t > 0) é uma Cadeia de Markov em tempo continuo, irredutivel e com
espaco de estados finito, dado por {0, 1}2™ . E irredutivel no sentido de que, dadas duas
configuragoes em n™ quaisquer, existe uma probabilidade positiva de sairmos de uma delas
em um dado instante e atingirmos a outra apdés um tempo finito. Além disso, como os
processos n™(+),n > 1 dependem somente dos relogios de Poisson da rede quadrada, a
medida P, fornece um acoplamento natural entre eles, o que torna a comparacao entre os
incéndios em diferentes caixas uma tarefa relativamente simples. Inclusive, como veremos
mais adiante, Py também governa dois modelos auxiliares, utilizados na demonstracao dos
resultados principais.

Antes de prosseguirmos, facamos algumas observacoes com relacao a notacao usada.

e Para m < n, usaremos a frase “n" possui um incéndio em B(m) antes do tempo
t” para designarmos o evento {Jv € B(m) e s <t tal que n)/(s™) = 1 enl'(s) = 0},
que também sera denotado por A(n",t, B(m)).

e Analogamente, diremos que “n" possui pelo menos dois incéndios em B(m) antes do
tempo t” para indicarmos o evento
{Fv,w e B(m)eds <u<ttal quen(s”) =ni(u")=1en(s) =n'(u) =0},
denotado por As(n™,t, B(m)). Note que esta defini¢do nos permite tomarmos v e w

iguais.

e Quando nao houver necessidade de indicarmos a dependéncia em A ou quando esti-
vermos lidando com eventos envolvendo apenas relégios de crescimento, omitiremos

o indice em Py.

e Dado s > 0, o evento indicado por A(n", (t,t+ s), B(m)) nos diz que “n" possui um
incéndio em B(m) entre os tempos ¢ e t + s”. Interpretagao analoga seré feita para
A2(77n7 (t> t+ S)a B(m))

No que concerne a este modelo, é uma observagao béasica o fato de que, para todo
tempo t e para todos os valores de m e n, m < n, a probabilidade de "™ possuir um

incéndio em B(m) antes do tempo ¢ tende a zero quando A | 0, pois

PAlAM", t, B(m))] = 1 = PA[A(n", 1, B(m))]
< 1 — Py(nenhum rel. de ign. de B(n) toca antes de t)

=1— D% 0 quando A | 0.
Portanto, vale que

lim lim P, (n" possui um incéndio em B(m) antes do tempo t) = 0.
n—o00 A0
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Uma pergunta que segue naturalmente esta observacao é: o que acontece ao trocarmos
a ordem desses limites? Em outras palavras, tal questionamento seria equivalente a saber,
de uma maneira informal, qual a probabilidade de ocorrer um incéndio em B(m) antes
do tempo t, no limite A | 0, para um modelo de incéndio florestal definido em toda a
rede quadrada. No entanto, a questao sobre a existéncia de tal modelo requer um cuidado
especial. Inclusive, é por este motivo que, num primeiro momento, nos restringiremos as
caixas B(n). Ao longo do texto, agregaremos material suficiente para uma abordagem
mais adequada deste tema.

Voltando ao problema da ordem dos limites, vamos comecar especificando um pouco
melhor o intervalo de tempo que levaremos em consideragao. Para isso, vamos utilizar o
primeiro modelo auxiliar, que envolve somente os relégios de crescimento. Este modelo

consiste, simplesmente, em definir para todo sitio v da rede quadrada a varidvel aleatoria

Oy (t) = I{O relogio de crescimento em v toca em [0,t]} 5

em que / ¢ a fungao indicadora. Veja que, desse modo, para um dado t fixo, o,(t) sdo v.a.’s

Bernoulli de parametro 1 — e™".

Assim, se definirmos o tempo critico t. do processo de
crescimento puro pela relacao p. = 1 —e~%, no qual p. é o valor critico para percolacao de
Bernoulli de sitios na rede quadrada, teremos que o(t) nao possui cluster infinito ocupado
para t < t., mas possui um unico cluster infinito para t > t..

A utilidade desse modelo consiste, num primeiro momento, em fornecer uma cota

superior para Py[A(n",t, B(m))]. Mais precisamente, para todo t > 0,

lim sup lim sup Py (™ possui um incéndio em O antes do tempo t) < §(1 —e™"), (2.1)
AL0 n—00

sendo 6(p) a probabilidade de percolagao para percolagao de sitios na rede quadrada com
parametro p. Mostramos a desigualdade da seguinte forma: seja @(O) o cluster ocupado
de O na configuragao o(t). Pelo que descrevemos para o processo 1", para que haja um
incéndio em O antes do tempo t, é necessario que pelo menos um dos relogios de igni¢ao
dos sitios de @(O) tenha apitado antes do tempo t. Como todos os relogios de Poisson

da rede sao independentes, temos

Px(n"™ possui um incéndio em O antes de t)
< ZP/\(K@(OH =kedve @(O) com ignigao antes de t)
k=1
+ PA(IC(0)] = )

< S PACHO)] = k)L — e ™) +6(1 — 7).
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Visto que o somatorio acima nao depende de n e tende a 0 quando A | 0, a desigualdade

proposta segue. De maneira mais geral, temos, para todo m e todo t < t., que

lAiﬁ)l lim Py (n™ possui um incéndio em B(m) antes do tempo t) < |B(m)|0(1 —e™") = 0.
n—r00

(2.2)

O proximo passo é estudar o comportamento de Py[A(n", t, B(m))] para t > t.. Intui-
tivamente, podemos argumentar que, se nos limites estabelecidos esta probabilidade fosse
zero para algum t > t., a probabilidade de nao ocorrer incéndio em O seria 1. Mas quando
A 1 0, é possivel que eventualmente apareca um cluster infinito na rede. Como a origem o
intersecta com probabilidade positiva e a taxa de ignicao desse cluster é infinita, a origem
tem incéndio antes de t com probabilidade maior que zero, uma contradi¢ao. No entanto,
a existéncia de um cluster infinito no processo de incéndio florestal em toda rede quadrada
é algo que terifamos que demonstrar para que este raciocinio fizesse sentido. Portanto,

consideraremos o regime ¢ > t. um problema aberto. Formalmente, trata-se do seguinte:

Problema Aberto 2.1. E verdade, para todo t > t., que

lim sup lim sup Py (1" possui um incéndio em O antes do tempo t) > 07 (2.3)
A0 n—00
E assumindo uma resposta afirmativa para este questionamento, podemos ir um pouco

mais além:

Problema Aberto 2.2. E verdade, para todo t > t., que dado € > 0, existe m tal que

lim sup lim sup Py (n" possui um incéndio em B(m) antes do tempot) >1—¢e?  (2.4)
L0 n—00

A pergunta acima baseia-se na ideia de que, sendo afirmativa a resposta do primeiro

problema, entao existe uma densidade positiva de sitios nos quais ocorrem incéndios antes

do tempo t e, portanto, a probabilidade de que algum desses sitios estejam em B(m) tende a

1 quando m — oo. Em contrapartida, os resultados principais presentes nesta dissertacao

indicam, essencialmente, uma possibilidade de que o comportamento do processo seja

diferente deste que acabamos de intuir.

2.2 Principais resultados

Para expormos os resultados que se relacionam diretamente com os problemas em
aberto que acabamos de colocar, precisamos antes definir um parametro critico, denotado
por d., que possui um papel essencial nos enunciados das principais proposicoes. Facamos,

entao, esta tarefa.
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Seja P, a medida produto para percolacao de sitios na rede quadrada, p. o valor critico
desse processo e {V <> W} o evento no qual existe um caminho ocupado de um conjunto
V' para um conjunto W, todos definidos como na Se¢ao 1.2. Além disso, dado um inteiro
positivo n, seja G = G(n) := [—n,3n] x [-n,2n| e OG(n) a fronteira de G (sitios de
G que possuem um vizinho em G¢). Considere também o seguinte processo, descrito
de maneira informal (deixamos a descrigdo formal para o Capitulo 4): tome ¢ € [0, 1].
Declare, independentemente, os sitios de G ocupados com probabilidade p. e vazios com
probabilidade 1 — p.. Em seguida, destrua os clusters ocupados ligados a fronteira. Isto
é, todos os vértices que possuem um caminho ocupado até dG tornam-se vazios. Nesta
nova configuragao, tome os sitios vazios e, independentemente, torne-os ocupados com

parametro . Assim, a probabilidade de v € G estar ocupado é

P (v p.ocupado, v & 0G) + P(v p.-ocupado, v & 0G, v 6-ocupado) +
P (v p.—vazio, v d—ocupado) =

Pe — Py, (v 0G) + (1 — p. + P, (v <> 0G))0.

/8G
~
o
I
(o
(el iy ]
SN~ M
O
Etapa 1: sitios abertos com prob. p. Etapa 2: Destruicao dos clusters
ligados a 0G
XX
X
X
XX
o
2.3
*
x x
%
X
Etapa 2: Destruicao dos clusters Etapa 3: sitios vazios sao ocupados
ligados a 0G com prob. §

Figura 2.2: Percolagao auto-destrutiva (ver Cap. 4).
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Observe que se aumentarmos n e escolhermos v suficientemente “distante” de G, o
valor acima tende a p. + (1 — p.)d. Isto ocorre pois, nessas condigoes, o evento {v «»
OG} possui caminhos de tamanho crescente em n que, no limite n — oo, tornam-se um
aglomerado infinito na rede quadrada. Como os sitios foram inicialmente abertos com
parametro critico p. e 6(p.) = 0, temos que P, (v ++ dG(n)) — 0 quando n — oo.

Seja R = R(n) := [0,2n] x [0,n] e p,(0) a probabilidade de, na configuragao final,

existir um cruzamento vertical em R. Como p,(d) é crescente em ¢, podemos definir

A~

d :=sup{d : Je > 0 tal que p,(9) < 1 — e para todo n}. (2.5)

G(n) R(n)

Figura 2.3: Cruzamento vertical em R(n).

Sobre 4., ainda nao existem demonstragoes rigorosas que caracterizam seu comporta-

mento. No entanto, simulagoes computacionais reforcam a seguinte conjectura:
Conjectura 2.3. 5. > 0.

Este fato tem um papel crucial nas demonstracoes dos resultados principais obtidos

por van den Berg e Brouwer em [1], abaixo enunciados:

Teorema 2.4. Se §,. > 0, entao existe t > t. tal que, para todo m,

(2.6)

liri%nf lim inf Py (n™ possui um incéndio em B(m) antes do tempo t) <
n—oo

N | —

Obtemos este teorema a partir da seguinte proposicao, que também constitui um im-

portante resultado por si s6:

Proposicao 2.5. Se o, > 0, entao existe t > t. tal que, para todo m,

1/\i§)1 lim sup Py (n"™ possui pelo menos 2 incéndios em B(m) antes do tempot) = 0. (2.7)
n—oo

Observacgao. Assim como na definicao de SC, quando for necessario indicar, para uma
sequéncia (a,), que existe € > 0, tal que a,, < 1 — ¢ para todo n, diremos apenas que “a,

esta afastada de 1, uniformemente em n”.



CAPITULO 2. INCENDIOS FLORESTAIS EM Z? 22

2.3 Remocao de clusters somente em %,

A Proposicao 2.5 é fundamental para a demonstracao do Teorema 2.4. Para prova-la,
faremos uso tanto do modelo de cresimento puro, ja definido na Secao 2.1, como de um
outro modelo, definido a seguir, que possui 0 mesmo mecanismo de crescimento, mas com
remogao de arvores somente no tempo t.. Assim como nos processos 7"(+) e o(+), estamos
levando em consideracdo o espago de probabilidade (£2, F, P,).

Novamente, dizemos que um sitio v € Z? pode estar vazio (0) ou ocupado (1) em um
dado instante de tempo t. Seja I := 2Z" e considere os anéis A; := B(5.3") \ B(3"),i € I.
Veja que eles sao disjuntos dois a dois. Agora, definimos um cluster de contorno em A;
(CCi) como sendo um circuito ocupado C', contido em B(5.3%) \ B(3.3") e envolvendo a
origem, juntamente com todos os caminhos ocupados em A; que possuem algum sitio em
comum com C. Seja &,(t) a variavel aleatoria responsavel por indicar o estado do vértice
v € Z2? no tempo t. A dinamica do processo ocorre da seguinte maneira: em t = 0, todos os
sitios encontram-se vazios. Quando o reloégio de crescimento de um sitio apita, ele se torna
imediatamente ocupado (se 0 mesmo ja estiver ocupado, ignoramos o relogio). A remogao
de sitios ocupados ocorre somente em t., quando, simultaneamente para todos os valores de
1, todo C'C'i torna-se instantaneamente vazio. Depois de t., os sitios vazios remanescentes

continuam a ser ocupados de acordo com seus respectivos relogios de crescimento.

Destruicao do CC'i em t,

Figura 2.4: Remocao de clusters em t..
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Este processo, assim como a quantidade 30, esta intimamente ligado a um outro modelo
de percolagao, definido em [2]. Neste modelo, chamado de Percolagao Auto-destrutiva,
os sitios do grafo em questao sao inicialmente abertos com parametro p. Em seguida,
destruimos uma certa quantidade de vértices ocupados segundo uma regra pré-estabelecida
e, por fim, para todos os sitios fechados da nova configuracao, fornecemos uma chance extra
0 de eles se abrirem. As defini¢oes e resultados rigorosos para este modelo serao tratados
no Capitulo 4.

Sobre a dinadmica de remocao de clusters em t., enunciamos dois lemas importantes,
que serao usados na proxima secao. O primeiro deles diz respeito a conectividade entre
fronteiras de caixas para £(-) em tempos posteriores a t.. O segundo estabelece uma

comparagao entre os processos 1"(+) e £(+), quando restritos a determinadas condigoes.

Lema 2.6. Se 4, > 0, existe v <1 eec >0, tal que para todo 1 € I,
P(OB(3") <+ 0B(3.3") na configuragio £(t, +€)) < 7. (2.8)

A demonstragao deste lema necessita de uma abordagem mais detalhada do modelo de
Percolagao Auto-Destrutiva. Sendo assim, ela sera feita no Capitulo 4. Para o proximo
lema, precisamos definir alguns objetos:

Seja T = 7(n,m) a v.a. correspondente ao primeiro instante de tempo em que 1" possui

um incéndio em B(m). Isto é,
7:=inf{t : v € B(m) tal que n,(t7) = Len,(t) = 0}.

Além disso, tome 0 < A < 1 e faga

1
K(\) = 7
k(X) = !

ES
=
>
=
S—
S—
[l
oy

(K(A)\ B(k(A)). (2.9)

Observacdo. B necessario mencionar que sempre que nos referirmos as caixas B(K()\)) e
B(k())), estamos cometendo um abuso de notagdo. As caixas que estamos considerando
sao, na verdade, B(|K(\)]) e B(|k(A\)]). Além disso, como veremos a seguir, o parametro
A aqui utilizado esta diretamente relacionado com a taxa de igni¢ao dos relogios de Poisson
da medida P,.
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Considere ainda, os seguintes eventos:

By = By(\) := {sem igni¢oes em B(K (\)) durante o intervalo (0, 7]};
By = Bs(A) := {o(t.) possui um * -circuito vazio contornando 0 em A(k(\), K(\))},

onde x-circuito é um circuito no grafo obtido a partir da rede quadrada, adicionando-se

dois elos diagonais em cada face da rede.

Lema 2.7. Sejam m = 3! , 1 € I, e A € (0,1), tais que k(\) > m. Em By N By, temos,
para todo t > 7, v € B(k(N)) \ B(m), e para todo n > K(X\), que

My (1) < & (). (2.10)

Demonstragao. Tome n e v como no enunciado e tome w € By N By. Em principio, escolha
t > max{7,t.}. A razao para tal escolha ficara evidente no decorrer da demonstragao.
Para deixarmos a notagdo mais simples, trocaremos n™ por 7, k(\) por k e K(\) por K.

Suponha que &,(¢) = 0. Vamos mostrar que isso implica em 7,(t) = 0.

Sewv ¢ Aje&,(t) =0, entdo o relogio de crescimento de v nao tocou durante o intervalo
(0,t]. Isso decorre do fato de os sitios exteriores aos anéis A;, i € I nao serem afetados
pela remocao clusters no tempo .. Consequentemente, 7,(t) = 0.

Agora, se v € A; e &,(t) = 0, entdo sabemos que o relogio de crescimento de v nao
tocou em (¢, t]. Além disso, podemos assumir que imediatamente antes de ¢., o aglomerado
ocupado de v no processo & faz parte de um cluster de contorno em A; = B(5m) \ B(m)
(do contrario, o relogio de crescimento de v nao teria apitado em (0, ¢.], donde se conclui
que 7,(t) = 0). Por definigao de o e &, este fato implica que, em t., o cluster ocupado de
v em o (denotado C') contorna B(m). Pelo evento By, temos que, no tempo t., C' esté

1 Obviamente, n = 0 neste x-circuito

no interior de um x-circuito C* vazio em A(k, K).
em (0,t.], o que impede que incéndios ocorridos por ignigoes de sitios exteriores a C*
alcancem seu interior nesse intervalo de tempo. Veja agora que B; indica que o primeiro
incéndio em B(m) possui ignicao fora da caixa B(K). Dado que C* impede incéndios em
B(m) com ignicao fora de B(K) no intervalo (0,t.], devemos necessariamente ter 7 > t..
Com isso, n(t.) e o(t.) sdo iguais dentro do *-circuito e, em particular, esta conclusao vale
para C. Novamente por Bj, segue que no tempo 7 um caminho conexo contendo sitios
de B(m) e de B(K)® torna-se instantaneamente vazio. Como este caminho contém pelo
menos um sitio de C, concluimos que em algum tempo s € (t., 7], ocorre um incéndio
nesse cluster. Em particular, n,(s) = 0. Como o relogio de crescimento de v nao toca em

(te, t], concluimos que n,(t) = 0. O

!De fato, nao poderia ser o contrario, dado que C* esté contido em A(k, K), e C possui um vértice v
no interior de B(k).
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|_» *-circuito C* vazio em A(k, K)

™ Cluster C ocupado em o

K

Figura 2.5: Configuracao do sistema no Lema 2.7.
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2.4 Provas

Munidos dos lemas e das definigbes apropriadas, agora estamos preparados para de-

monstrar os resultados principais. Comecemos pela proposicao.

Prova da Proposicao 2.5. Fixe m = 3!, | € I. A razdo para tal escolha deve-se ao Lema
2.7, que usaremos adiante, e ao fato de a probabilidade considerada no enunciado da
proposigao ser mondtona em m, pois As(n",t, B(m)) C As(n",t, B(m + 1)). Desse modo,
se a proposicao vale para m, ela também ¢é verdadeira para todo m’ < m. Consideremos,

além dos objetos utilizados na secao anterior, o evento
By := {sem ignicoes em B(K(\)) durante o intervalo (0,t, + )}

Assumindo 4, > 0, escolha ¢ e ~v como no Lema 2.6, e fagamos t = t. + . Observe
agora que se ocorrem pelo menos dois incéndios em B(m) antes de t, entdo vale uma das

seguintes possibilidades:
— Todos os incéndios ocorrem em (t.,t. + €);
— Pelo menos um dos incéndios ocorre antes de ..

Com isso, temos
PA[A2(77H’ t7 B(m))] < PA[A(UTL, tCa B<m))] + ,PA[AQ(nn’ (tca le + 5)7 B(m))]

Pela relagao (2.2), o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima se anula ao

considerarmos os limites A | 0 e n — co. Assim, ¢é suficiente provarmos que

lim lim sup P)\[A2(77n7 (tm tc + 8)7 B(m))} =0.

MO oo

Omitindo n™ e A\, comegamos observando que

PlAs((te. te +€), B(m)) N (By N By)°]

PlAs((te, to + ), B(m)) N By N By

P[B¢] 4 P[BS] + P[As((te, t. + €), B(m)) N By N By .
—_— ——=

PlAs((te,te + ), B(m))]
_'_
<

[\

-~

2 3

—_

Estudando o comportamento de cada uma das parcelas indicadas na desigualdade acima
dentro dos limites considerados no enunciado da proposi¢ao, chegaremos ao resultado

desejado.
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1. Para a primeira parcela, veja que o evento B; nio depende de n. Além disso, por
defini¢ao de B(K(A)), temos |B(K(X))| < 4/)\% Dessa forma,

P(Bf) =1—P(B)) =1 —exp{-AB(K)|(t. + )}
<1 —exp{—4X3(t, + )} — 0 quando A | 0.

2. Assim como P(BY), P(BS) também nao depende de n. Como kg()’fgl — 00 quando

Al 0, temos, para A suficientemente pequeno, que

P(B3) < P(OB(k(A) +1) <> 0B(K (X)) em o(t.))
P(3 um aglomerado de tamanho > K(A\) — k(A) — 1 em o(t.)).

IN

Como o processo de crescimento puro no instante t. é equivalente ao modelo de
percolacao de sitios com parametro p., o termo apos a segunda desigualdade vai a

zero quando A | 0.

Veja também que a primeira desigualdade decorre do seguinte fato:

Afirmacgao. Sejam q e r inteiros positivos. Se um dado w nao possui um *-circuito
vazio em A(r,r + q) contornando 0 em o(t), t > 0 entdo w € {9B(r + 1) «
OB(r +q) emo(t)}.

Prova da afirmacdao. Vamos fazer a prova pela contrapositiva e usando o conceito
de grafo dual. Para a rede quadrada, trata-se do grafo cujo conjunto de vértices é
{ +(3,3): © € Z*}, com elos ligando vértices vizinhos. Veja que em termos de
elos, temos uma correspondéncia um a um entre os dois grafos, dado que cada elo
do dual cruza exatamente um elo da rede original. Dessa forma, uma configuracao
de elos em Z? induz exatamente uma configuracao no dual: basta dizermos que
se um elo esta aberto (fechado) na rede original, seu correspondente também estéa
aberto (fechado). Devido a isso, conseguimos um importante resultado (encontrado
em [10]) que precisaremos usar na prova: todo cluster finito aberto (de elos) possui
um circuito fechado no dual que o contorna. Mais ainda, dado um elo x'y’ desse
circuito, existe um sitio v do cluster aberto tal que dist(z’,v) = dist(y/,v) = ‘/75,

sendo dist(+,-) a distancia euclidiana.

Dito isso, a demonstragao segue de maneira relativamente simples. Suponha que
OB(r + 1) «» 0B(r + q). Para estabelecer uma relagao entre elos abertos e sitios
abertos, diremos aqui que um elo encontra-se aberto se e somente se ambos os vértices
que o constituem estao abertos. Nesse sentido, se nao existe um caminho com sitios
abertos ligando 0B(r+1) a 0 B(r+q), com maior razao nao existe um caminho de elos

abertos com o mesmo comportamento. Pelo que vimos mais acima, temos um circuito
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fechado no dual dentro de 0 B(r+¢) contornando o cluster aberto que sai de 0B(r+1).
Observe agora que cada elo do circuito dual possui seu elo correspondente da rede

original com um vértice aberto e outro fechado. Tomando-se todos os sitios fechados

correspondentes a cada elo fechado do dual, obtemos o x-circuito desejado. O
[o9]
—1 | o
5
e vyl
] - | |_—I
— T | |
|
[ n!
[ | ]
— = |__—I |
Lo
= =
o]
'__l
|
OB(r + 1) nao conectado a B(r + q) Grafo dual contornando o cluster

que sai de OB(r + 1)

Ise. |
|Rad)
T

L
AR

s

*-circuito fechado contornando
o cluster que sai de 9B(r + 1)

Figura 2.6: Ideia da prova da afirmacao.

3. Suponha \ suficientemente pequeno, tal que k(\) > m. Assim, valem as relagoes

Ay((te,te+€), B(m)) N By N By =
{7 € (t,,t. + €) e pelo menos 1 incéndio em B(m) em (7,t, +¢)} N By N By
C {0B(m) < 0B(k(\)) em n"(s) para algum s € (7,t. +¢)} N By N By

C {0B(m) <> OB(k()\)) em " (s) para algum s € (7,t.+¢)} N By N By

C {0B(m) <» 0B(k(\)) em &(t. +¢)} =: H.

A primeira relagao de continéncia ocorre porque B; faz com que todos os incéndios

que ocorrem em B(m) antes de t.+ ¢ tenham ignic¢ao fora de B(K())). Consequen-
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temente, devemos ter B(m) <> 0B(k(\)) para que ocorra um incéndio em B(m) no
intervalo (7,t, +¢). A segunda deve-se ao fato de By C By, e a terceira relacio é

uma aplicacao do Lema 2.7.

Para lidarmos com o evento H, observe que para cada i € I, as v.a.’s §,(t),t >
0,v € A;, sao completamente determinadas pelos relogios de crescimento dentro de
A;. Seja I()\) o conjunto os inteiros positivos j, com m < 37 < 5.3/ < k(\). Como

os anéis A; sao disjuntos, o Lema 2.6 garante que
PlOB(m) <> 0B(k(\)) em &(t. + )] < AL
Observando que k(A), I(\) — oo quando A | 0, segue que

l)i\igl lim sup Px[Az(n", (te, te + ), B(m)) N By N By = 0.

n—o0

O
Demonstrada a proposigao, segue a prova do teorema.
Prova do Teorema 2.4. Suponha be>0e que para todo t > t. existe m = m(t) tal que
lim inf lim inf Py[A(n", t, B(m))] > 1 (2.11)
A0 n—oo 2

Em particular, faga t como na Proposi¢ao 2.5 e escolha u € (t.,t). Por (2.11), existe

mo = mo(u) e a(u) > 0 tais que

1
hrf\lfonf lim inf Py[A(n", u, B(my))] > = + a(u).

n—oo 2

Como vimos anteriormente, para todo ¢’ > 0, vale que

lim sup lim sup PA[A(n", t',0)] < (1 —e™").

AlL0 n—00

Além disso,

PAIAW" ¢, Bm))] < Y Pa[A@", ¢, 0)] = |B(m)|PAlA(", ', 0)].
)

vEB(mM
Por essas duas desigualdades e pela continuidade de 8, podemos escolher s > t., tal que

e " a(u)
hrf\lﬁ)nf hTIlr_lérolfP,\[A(n .8, B(my))] < — (2.12)
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Novamente por (2.11), existe m; = my(s), tal que

lim inf lim inf Py\[A(n", s, B(m1))] >

A0 n—oo

(2.13)

N | —

Como as probabilidades sao monétonas em m para um dado processo 1", devemos ter

my > myg. Veja também que

{incéndio em B(my) antes de u}

_ fincéndio em B(my) antes de s} U sem incéndios em B(mg) antes de s,
e incéndio em B(mg) em (s, u)

= {incéndio em B(my) antes de s} U

sem incéndios em B(m;) antes de s,
e incéndio em B(mg) em (s, u)

incéndio em B(m;) antes de s,
U ¢ sem incéndios em B(mg) antes de s,

e incéndio em B(mg) em (s, u)
Logo,
PA[A(UH’ U, B(mo))] < PA[A(UH’ S, B(mo))] + Pa [Ac(nn’ S, B(ml))] + Pa [A2(nn7 U, B<m1))]

Para cada termo do lado direito da desigualdade acima, tome liminfyoliminf, ... Pela
a(u)

Proposigao 2.5, o ultimo termo vai a zero. Por (2.12), o primeiro termo é < —5~, € por
(2.13), o segundo termo ¢ < 1. Assim,
a(u)

1
e n <1
hrg\lﬁ)nfhglogfp,\[/l(n ,u, B(my))] < 5 + 5

uma contradicgao. O



3 Extensoes

Em geral, os modelos de incéndios florestais sao construidos com base em trés carac-
teristicas: o espago onde o processo reside, o mecanismo de crescimento e o mecanismo
de ignicao. Neste capitulo, veremos como modificagoes nesses parametros interferem no
comportamento do sistema, de modo que seja possivel estabelecermos uma comparacao

com o modelo que acabamos de estudar.

3.1 Ignicao de clusters suficientemente grandes

O primeiro modelo modificado sobre o qual falaremos ocorre na rede quadrada. O
mecanismo de crescimento também continua sendo como antes, mas a igni¢ao ocorre de
maneira diferente: ao invés de ser baseada nos reldgios de Poisson com taxa A, ela depende
de um inteiro positivo L. Neste caso, sempre que um cluster de tamanho maior ou igual
a L se formar, todos os seus sitios tornam-se vazios instantaneamente. Tal mecanismo
possui a vantagem de fazer com que o modelo seja bem definido em toda a rede quadrada,
uma vez que as interagOes no sistema possuem alcance finito. Isto é, dado um evento
elementar e fixado um sitio v € Z2, conseguimos determinar seu estado ao longo do tempo
unicamente com base nos sitios de uma caixa de tamanho 2L + 1 centrada em v. Assim,
elimina-se a necessidade de restrigdo do modelo as caixas B(n), para depois tomarmos o
limite n — oco. Inicialmente, todos os sitios encontram-se vazios.

Considerando ideia semelhante ao raciocinio que motivou a elaboragao dos problemas
abertos do capitulo anterior, podemos criar problemas anélogos aqui. Dessa forma, é

razoavel tentarmos responder a seguinte pergunta:

Problema Aberto 3.1. F verdade, para todo t > t., que

lim sup P(nm possui um incéndio em O antes do tempo t) > 07 (3.1)
L—oo

Veja também que o Problema Aberto 2.2 também possui formulagdo anédloga neste
novo modelo de incéndios florestais.
No que diz respeito aos resultados obtidos na tentativa de se aproximar dos problemas

colocados, temos:

31
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Teorema 3.2. Se 5, > 0, entao existe t > t. tal que, para todo m,

1
liin inf P! possui wum incéndio em B(m) antes do tempo t) < 5 (3.2)
— 00
Proposicao 3.3. Se be > 0, entao existe t > t. tal que, para todo m,
lim sup P(n) possui pelo menos 2 incéndios em B(m) antes do tempot) = 0.  (3.3)

n—oo

A constante d, é a mesma quantidade definida no capitulo anterior. O Teorema 3.2
decorre da Proposicao 3.3 da mesma forma que o Teorema 2.4 decorre da Proposicao 2.5.
Por sua vez, a Proposicao 3.3 faz uso do Lema 2.6 e de um analogo ao Lema 2.7, que
enunciaremos agora.

No lugar de K(X) e k()), definidos em (2.9), fagamos

K = L'3,
kL = L1/4.

E ao invés dos eventos B;(A) e By(\) vistos anteriormente, usaremos somente

Bs := {0 (t.) possui um * -circuito vazio contornando 0 em A(kr, K1)}

(L]

Sejam = 3!, 1 € 2N, e 7 = 7(L,m) o primeiro instante em que n'X! possui incéndio em

B(m). Assim, temos:

Lema 3.4. Em Bs, temos, para todot > 7, v € B(kp) \ B(m), que

n () < &(t). (3.4)

Demonstragao. Escolha v e t como no enunciado do lema e tome w € Bs. Observe que
devemos ter necessariamente 7 > t., dado que o cluster aberto de v no intervalo (0,¢]
possui tamanho maximo L?3 < L.

Suponha que &,(¢) = 0. Como antes, vamos mostrar que isso implica em nLL] (t) =0.

Se v € A e &(t) = 0, entdo o relogio de crescimento de v nao tocou em (t.,t]. Além
disso, podemos assumir que imediatamente antes de t., o aglomerado ocupado de v no
processo ¢ faz parte de um cluster de contorno em A; = B(5m) \ B(m) (do contrério,
o relogio de crescimento de v nao teria apitado em (0,¢.], donde se conclui que 7,(t) =
0). Por definigdo de o e &, este fato implica que, em t., o cluster ocupado de v em o
(denotado C') contorna B(m), e que este se encontra no interior de um *-circuito C* vazio
em A(kg, Kr). Obviamente, nl“) = 0 neste x-circuito em (0,%.], o que impede qualquer

incéndio dentro de C* nesse intervalo de tempo (dado que nenhum cluster interior possui
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tamanho suficiente para entrar em ignicao). Com isso, 7" (t,) e o(t.) sdo iguais dentro do
*-circuito e, em particular, esta conclusao vale para C'. Assim, concluimos que no tempo
7 um caminho conexo contendo sitios de B(m) e de B(K)¢ torna-se instantaneamente
vazio. Como este caminho contém pelo menos um sitio de C', concluimos que em algum
tempo s € (., 7], ocorre um incéndio nesse cluster. Em particular, nq[JL}(s) = 0. Como o

relogio de crescimento de v nao toca em (t.,t], concluimos que i (t)=0. O

Um ponto importante para observarmos é que, neste caso, a mudanga do mecanismo de
ignicao alterou muito pouco os argumentos contidos na demonstracao do lema. Podemos
perceber facilmente que as linhas gerais da prova permaneceram intactas. A partir daqui,

a demonstracao da Proposicao 3.3 e do Teorema 3.2 continua como ja fizemos antes.

3.2 A Arvore binaria

Nesta se¢ao, vamos considerar as mesmas dindmicas de crescimento e ignicao que usa-
mos para o nosso processo do Capitulo 2, mas agora utilizando a arvore binaria orientada,
denotada por 7T, ao invés da rede quadrada. Tomando o mesmo cuidado de antes, usare-
mos um anélogo para as caixas B(n), que consiste nos subgrafos de 7 contendo O e suas
n primeiras geragoes. Tais subgrafos sao indicados por T (n).

O modelo funciona da seguinte forma: inicialmente, todos os sitios encontram-se vazios.
Novamente, sitios vazios tornam-se ocupados com taxa 1, e os sitios ocupados entram em
ignicao com taxa A. Quando um sitio v entra em igni¢ao, todos os sitios do caminho
ocupado partindo de v na direcao da raiz tornam-se vazios instantaneamente. Veja que
dessa forma, a ideia de “incéndio florestal” fica pouco intuitiva. Uma interpretacao mais
conveniente seria a de um sistema nervoso: modificando-se as expressoes empregadas,
poderiamos dizer que quando um sitio ativo v recebe um sinal, seja de seu filho ou de fora
do sistema, ele imediatamente transmite este sinal para seu pai (exceto quando v = O,
caso em que é o receptor final) e, a partir deste momento, é necessario um tempo de
recuperacgao com distribui¢ao exponencial para tornar-se ativo novamente.

Seja (,(t) € {0,1} a variavel aleatoria correspondente ao estado do vértice v no ins-
tante t. O valor 1 representa um vértice ocupado e o valor 0 designa um sitio vazio. Se
precisarmos deixar clara a dependéncia em n do processo, escreveremos (' (t).

E importante ressaltarmos que, assim como no Capitulo 2, devido aos relégios de
Poisson independentes controlarem a dinamica do modelo, temos um acoplamento natural
entre os processos 0" (+).

Indo na diregao de expor o teorema desta se¢ao, devemos lembrar que, para percolagao
de sitios na arvore binaria, temos p, = 1/2 ef(p) = (2p— 1)/p, para p > 1/2. Se juntarmos

esses dados com o mesmo raciocinio que tivemos para obter a relagao (2.1), concluimos
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que, para t > log 2,

lim sup lim sup P, (O possui incéndio antes do tempo t) < ——.
A0 n—00 1—et
Tendo em vista os problemas abertos que colocamos até agora e suas formulagoes
anédlogas, podemos considerar que um maior progresso foi feito para respondé-los quando
consideramos incéndios na arvore binaria. Afirmamos isso devido ao fato de conseguirmos
estabelecer uma cota inferior para a probabilidade de ocorrer um incéndio em O antes do

tempo t.
Teorema 3.5. Para todo t > log 2,

11— 2™t
lim inf lim sup P, (¢" possui um incéndio em O antes do tempot) > —————
MO s 2 1—et

(3.5)
Demonstracao. Definamos as fungoes

f2(t) := PA(¢™ possui um incéndio em O antes do tempo t), t > 0;

Gnls,t) = f2(1) = f2(s), 0 <s <.

Nesse sentido, g)(s,t) é a probabilidade de o primeiro incéndio em O ocorrer dentro do
intervalo (s, ).

Fixe t > log2 e suponha que exista algum # € (log 2, 1), tal que
11—2¢7"

lim inf lim sup £ (¢) < = —.

(3.6)

Vamos mostrar que isso nos leva a uma contradicao.
Por (3.6), existem a > 0 e uma sequéncia (\;, i = 1,2, ---) que é decrescente, converge

para 0, e que para todo ¢ vale

11— 2t

. )‘7, .
Fixe j grande o suficiente, de forma que
e N1+ 20(1 — 7)) > 1. (3.8)

A razao para tal escolha de j ficara clara logo mais.
Observe agora que, se v e w sao filhos de O, entao os processos ("™1(-) e ("*1(-) sdo in-
dependentes, visto que nao compartilham nenhum relégio de Poisson entre si. Mais ainda,

ambos os processos possuem a mesma distribuigao de ((+), e também nao dependem dos
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relogios de Poisson em O. Além disso, para garantirmos que o primeiro incéndio na raiz

ocorra entre os tempos te t, ¢ suficiente que ocorram todos seguintes eventos:
— O relégio de crescimento de O tenha apitado antes de ;
— O relégio de ignicao de O nao tenha apitado antes de ¢;

— Ou v e w sofrem primeiro incéndio no intervalo (¢,t), ou v sofre primeiro incéndio no
intervalo (,?) e w nao sofre incéndio antes do tempo ¢, ou w sofre primeiro incéndio

no intervalo (£,t) e v ndo sofre incéndio antes do tempo .

Portanto, ao considerarmos a arvore 7 (n + 1), vale que

G (B1) = (1= e e ™ gh (1) + 20 (1 1) (1 = f2(1)) | (3.9)

M e a expressao entre colchetes referem-se, nesta mesma ordem,

onde os termos (1—e™?), e~
as probabilidades de cada um dos eventos mencionados imediatamente acima.
Agora, escolhemos a taxa A acima para ser \;, definida em (3.8). Veja agora que,

devido a (3.7), temos, para n grande o suficiente, que

1 1—2¢7t 1 2—-21-1
Aj s
) sgx g o= resyx— 7 =
1 1 1 1
Ai (¢t <1-- .= — X . <1—fht) =
PO +a<l-gx s = o x——s+a<1-f3(1)
(142a(1 — %)) <201 — f2(1)(1 —e). (3.10)

Substituindo esta ultima desigualdade em (3.9) e usando g para denotarmos g,?j (t,1),k €

N, obtemos,

Gt > gn X e (1 +2a(1 — e D). (3.11)

Como o termo entre colchetes acima nao depende de n e, por 3.8, é estritamente maior
que 1, concluimos que g, — oo quando n — oo, um absurdo. Portanto, segue que para
todo t € (log2,1),

11—2et
lim inf lim sup £}(t) > S (3.12)

n—00 _21—6_5.

Fazendo ¢ 1 t na desigualdade acima, demonstramos o teorema. O



4 Sobre Percolacao Auto-destrutiva

Mostramos até aqui o comportamento de diferentes tipos de incéndios florestais. Pu-
demos estabelecer comparagoes entre diferentes mecanismos de ignigao ou entre diferentes
ambientes nos quais ocorrem os incéndios. No entanto, quando estavamos no Capitulo 2,
tivemos a liberdade de definir algumas grandezas e processos sem a devida formalidade,
com o objetivo de nos concentrarmos unicamente nos processos 7"(-). Como consequéncia,
nao foi possivel darmos, naquele momento, uma demonstragao do Lema 2.6. Por este mo-
tivo, vamos dedicar este capitulo para fazé-la. E, para tanto, seré necessério introduzirmos
formalmente o modelo de percolagao auto-destrutiva, definido em [2] e [4]. Nao vamos nos
ater aos questionamentos principais que este modelo traz consigo. Simplesmente, vamos

obter material necessario para tornar nosso estudo de incéndios florestais consistente.

4.1 Definicao e propriedades importantes

Logo depois que fizemos a primeira referéncia ao Lema 2.6, demos uma ideia simples
sobre o0 que vem a ser percolacao auto-destrutiva. A defini¢ao rigorosa encontra-se a seguir.

Considere G um grafo finito ou infinto enumeravel com conjunto de vértices Vg, e seja
' um subconjunto de Vg ou o simbolo co. Fixe p,d € [0,1] e declare cada sitio do grafo
“ocupado” com probabilidade p. Para isso, utilizamos as varidveis aleatorias independentes
{X;:i € Vg}, com X; assumindo o valor 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade
1 —p. Em seguida, devemos tornar “vazios” todos os sitios conectados a I' por um caminho
X-ocupado, isto é, os sitios j € Vi tais que existe um caminho ocupado em X ligando j
al'. Se I' = oo, destruimos todos os clusters infinitos. Tal passo é descrito pelas variaveis

X}, definidas como

X 1, se X; =1 e nao existe nenhum caminho X-ocupado de i para I,

(2
0, caso contréario.

Para representar a chance extra de ocuparmos os vértices vazios, consideramos as
variaveis aleatorias {Y;: i € Vz}, independentes entre si e de cada X;, fazendo Y; assumir

o valor 1 com probabilidade 9, e 0 com probabilidade 1 — §. Por fim, descrevemos a

36
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configuragao final através das variaveis {Z; .= XV Y;: i € V5}. Denotaremos por PIE%;F]
a medida de probabilidade deste modelo.

Dentre as propriedades de 731[,%11], ¢é necessario destacarmos uma especifica, que ocorre
no caso de termos G finito. Tal propriedade é chamada de associacao da medida P}[jf;ﬂ.
Para explicarmos o que isto significa, precisamos fazer uma pequena digressao.

Considere variaveis aleatorias 77, ..., T, que assumem valores no conjunto {0, 1}, de-
finidas em um espago de probabilidade arbitrario com medida u. Seja T = (T4, ...,T,).
Diremos que a cole¢ao {11, ...,T,} ¢ associada (ou que u ¢ associada em {0, 1}") se para
todas as funcoes crescentes f, g, para as quais £, f(T), E,g(T) e E,f(T)g(T) existem,

vale que
E.f(T)g(T) > E.f(T)E.g(T).

No caso de termos a desigualdade estrita, temos uma situagao de correlagao positiva entre
as v.a’s, o que sugere um certo grau de dependéncia entre as mesmas.
Uma maneira equivalente de se formular a mesma propriedade é dizermos que para

todos os eventos crescentes A, B C {0,1}",
u(ANB) = p(A)u(B),

onde, com certo abuso de notagao, usamos p para indicar a medida induzida po 7.
De fato, sejam f,g: {0,1}" — R funcoes crescentes para as quais E,f(T'), E.g(T) e

E,f(T)g(T) existem. Como as variaveis 71, ..., T, sao binarias, f o T & simples e

BT = [ FoTW@)dnw)= [ flalduoT@)= 3w

94 {071}n CCE{O,].}”‘

Caso analogo se aplica a fungao g.

Sejam {f1,..., fr} e {g1,...,9s}, respectivamente, os valores assumidos pelas fungdes
f e g. Sem perda de generalidade, fagamos f1 < fo < ... < fre g1 < g2 < ... < gs. Além
disso, considere os eventos crescentes F; := {z: f(x) > fi} e G; :== {x: g(x) > g;}. Dessa

maneira, podemos ecrever

7 S

fl@)=> (fi— fir)xr(z) e gl@) =) (g — gi1)xa(2),

i=1 =1

onde Yy, é a funcao indicadora do conjunto * e fo = go = 0. Com isso, segue que
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{0,
/0 0.1 Z XF () Z(gj - gj—l)XGj (x)dp o T(x)
/0 (0,1} — fi-)(9j — 9j-1)XFing; (x)dp o T'(x)

—ZZ — g;-1)u(Fi N Gy)

2 ZZ — fis1)(g5 = g—)(F)u(G;)

:Z( fz 1 Z g] 1 )
uf(T)Eug(T),

onde a desigualdade vale pelo fato de os F}’s e G;’s serem crescentes. O]
A seguir, listamos algumas propriedades importantes de varidveis aleatorias associadas,

~ L. o~ [G;T ~
que serao usadas no proximo lema para provar a associagao de P,y ". Demonstragoes

dessas propriedades podem ser encontradas em [8|.

i) Uma colec@o de variaveis aleatorias independentes é associada.

ii) Se as colegoes {T1,...,T,} e {S1,...,Sn} sdo associadas e independentes entre si,

entao a colegao {T1,...,T,,51,...,5n} € associada.

iii) Fungoes crescentes de variaveis aleatorias associadas sdo fungoes associadas.

Lema 4.1. Seja G um grafo finito e I' um subconjunto de V. Nessas condi¢oes, a medida

G, . .
7311[“S | ¢ associada.

Demonstragao. Tomemos as variaveis X;, X, Y; e Z;, definidas no modelo de percolagao
auto-destrutiva. A ideia aqui consiste em mostrar que a cole¢ao {Z;: i € Vz} é associada.
Para tanto, ¢ suficiente provarmos que a cole¢ao {X: i € Vz} é associada, pois como pelo
item i) acima a cole¢ao {Y;} ¢ associada, segue por ii) que {X;} U {Y;} também ¢é uma
colegao associada. Como cada Z; é fungao crescente de (X/,Y;), concluimos por iii) que a

cole¢do {Z;} é associada.
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Precisaremos de mais um pouco de notagao. Seja 2 = {0,1}"¢. Para cada w € Q,
facamos C'(I') = C(I",w) para indicar o cluster ocupado de I' na configuragao X. Dado
W C Vg, denotaremos por W a unido do conjunto W com todos os seus vizinhos. Com

isso, é possivel perceber que a familia

{{em=w}:wcv}

constitui uma particao de 2.
Se W C Vg e A C Q é crescente, o evento {A ocorre fora de W}, também denotado

Ay, indicard o conjunto de todos os w € €2, tais que a configuracao w definida por

0, seieW
W; =
w;, caso contrario.

estd em A. Em outras palavras, seja t': Q — Q dada por t"(w) := @, isto ¢, a fungao
que toma uma configuracdo w e torna vazios todos os sitios pertencentes ao conjunto W.
Dessa forma, w € Ay se e somente se t" (w) € A. Nesse sentido, podemos concluir que o
evento Ay independe dos estados dos sitios de W. Note que como A é crescente, temos
Apw também crescente. De fato, seja w € Apy e tome w < w'. Por definigao, t"'(w) € A.
Como t" & funcdo crescente, vale que t" (w) < t"(w’), donde segue que t" (w') € A, uma
vez que A é um evento crescente. Veja também que, de acordo com a notagao estabelecida,
temos X *(w) = t°T) (w).

Seja P, a distribui¢ao da colegao {X;: i € V5}, isto é, a medida produto com parametro
p em Q. Veja que, pela propriedade i), P, é associada. Analogamente, seja P, a medida
em ) correspondente a cole¢ao {X/: i € Vg}.

Sendo assim, tomando-se eventos crescentes A, B C (), temos

P(ANB)=P,(X" € AN B)
=Y P,(C(T) =W, X" € AN B)
w

= P(C(T) =W,t" € AN B)
w
— Z’PP(C’(P) =W, AN B ocorre fora de W)
W
— Z P,(C(I') = W)P,(AN B ocorre fora de W)
w
> ZPP(C(F) = W)P,(A ocorre fora de W)P,(B ocorre fora de W),
W

com o somatoério acima se estendendo sobre todos os subconjuntos W C V. A tltima
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igualdade decorre do fato de o evento {C(I') = W} depender somente dos sitios de W e
{A N B ocorre fora de W} depender somente dos sitios exteriores a W, e a desigualdade
final ¢ a aplicacao da propriedade de associacao da medida P, aos eventos crescentes
{A ocorre fora de W} e {B ocorre fora de W}, para um certo W fixo.

Dado W C Vg, usemos f(W) para indicar P,(A ocorre fora de W) e g(W) para
P,(B ocorre fora de W). Observe que se W C W’ entao f(W) > f(W’), pois temos
menos sitios disponiveis para fazer A ocorrer fora do aglomerado de I' quando escolhemos
W' ao invés de W. Formalmente, dado w € 2, temos t"' (w) < W (w). Logo, se w € Ay,
temos t"'(w) € A. Como A é crescente, vale que t" (w) € A e, portanto, w € Ay .

Em particular, considere a aplicagdo F': Q — R, dada por F(w) = f(C(I',w)) e veja

que se wy < wy, temos C(I',wy) C C(I',wy). Pelo que foi discutido no paragrafo anterior,

temos F'(wy) = f(C(T',wy)) < f(C(T',wp)) = F(wp), donde concluimos que F' é decrescente

em w. Situagao analoga ocorre com G: Q2 — R, dada por G(w) = ¢g(C(I',w)).

Assim, vemos que

> P (C(T) = W) f(W)g(W)

> Ep F x Ep,G
— Z Pp(w)F(w) Z Pp(w)G(w)

weN weN
= Pyw)f(CT,w) Y Py(w)g(C(T,w)
=13 Y pwm Y Y Pwew)
W we: CTw)=Ww W we: C(Tw)=Ww

~—
<
~~
3
~—

=Y P(CT) =W)f(W) > _P,(C(T) =W

w

= P,(A)P;(B),

onde a desigualdade ocorre pelo fato de F' e GG serem decrescentes em w, de modo que

podemos aplicar a propriedade de associagao de P,,. O
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4.2 Comparando valores criticos

Analogamente ao modo como definimos 56, podemos escolher um grafo arbitrario G,, e
um retangulo (n) contido em G,, para criarmos um novo valor critico. O questionamento
importante aqui é saber quais as condicoes necessarias para que dois valores criticos pos-
suam o mesmo comportamento. Essa ideia ficara clara com o proximo lema. Precisamos
estabelecer tais critérios pois a chave para a prova do Lema 2.6 reside na comparacao de
SC com outro valor critico.

Fixe inteiros positivos ki e ke e faga, para cada n, Q(n) := [0,kn] x [0, kan],
[ :=10,kin] x {0} e u := [0, k1n] x {kan}. Sejam G,,n > 0, grafos tais que Q(n) C G,.

Assim, podemos definir

Pn(0,G) == ng}’ag"](l < u dentro de Q(n)),

5?” :=sup{0: pn(0,G,) esta afastado de 1, uniformemente em n}.

E evidente que 09 depende da escolha dos grafos G,. Entretanto, veremos que nio é
necessario saber qual é a fronteira exata de cada grafo para fazermos afirmacoes sobre esses
valores criticos. Para tanto, é suficiente saber que a fronteira de G, esta suficientemente

distante de Q(n). Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 4.2. Sejam ky, ko e Q(n) definidos como fizemos acima. Sejam 1 = 1(n) := [0, kyn|x
{0} e u = wu(n) := [0,kin] x {kan}, respectivamente, as fronteiras inferior e superior
de Q(n). Além disso, fize constantes positivas K1 e Ky e suponha que Gon O Gy, sGo

retingulos contendo Q(n), tais que

min{|v —w|: v e Q(n),w € G1,} > Kin,
max{|v —w|: v € Q(n),w € Ga,, } < Kan, (4.1)

onde usamos |-| para denotar a distancia entre dois sitios. Entao, p,(0,G1,) estd afastado
de 1 se e somente se p,(0,Ga,) estd afastado de 1. De maneira equivalente, &gl’" >0 se

e somente se 332’" > 0.
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Demonstracao. Por conveniéncia, durante a prova omitiremos a dependéncia em n dos
grafos G; ,,1 =1, 2.

Primeiramente, suponha que exista § > 0 tal que sup,, p,(9,G2) < 1. Como G; esta
contido em Gy, todo sitio de Q(n) que estd X-conectado a Go também estd X-conectado
a Gi. Logo, pn(0,G1) < pn(d,Gs) e, por isso, temos sup,, p, (9, G1) < sup,, pn(0,G2) < 1.

Reciprocamente, suponha que exista 6 > 0, tal que

sup pn(6,G1) < 1.

Seja E, o evento no qual existe um circuito X-ocupado em G; contornando (Q(n) e um

caminho X-ocupado conectando dQ(n) a 9G,, isto &,

E,, = {3 circuito X-ocupado em G; contornando Q(n)} N{9Q(n) <> G, em X}.

Circuito X-ocupado em Gy

Figura 4.1: Exemplo de uma configuracao em F,,.

Veja que E, é intersecao de dois eventos crescentes. Denotando por A,, e B,, o primeiro
e segundo eventos a direita da igualdade acima e usando a desigualdade FKG, obtemos,

para todo n,

FKG
=~
P[g258g2](An)P[gi;’agﬂ(Bn) < /P[gzﬂgﬂ(En) < 'P[gzéagz](Bn).

Pe, Pc, De,0 Pc,

Por (4.1) é possivel observar que tanto a distancia entre 0G; e 0Q(n) quanto a distancia
entre 0G, e 0Q(n) é da ordem de n. Assim, em decorréncia das técnicas RSW aplicadas
a A, e B,, garantimos que o evento F, tem probabilidade positiva, afastada de 0. Para

garantir que FE, possui probabilidade afastada de 1, observe que estamos considerando
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apenas as variaveis X;, e que B,, C K, := {3 cluster X-ocupado em G, de tamanho > n}.

Dessa forma, temos

PI%(B) =P, (B,) < P,.(K,),

onde P, ¢ equivalente a medida de probabilidade para percolacao de Bernoulli de sitios em
Z?. Como o parametro de percolagao é p,, segue que P, (K,) ¢ uniformemente afastada
de 1.

Além disso, no evento F,, cada sitio dentro de Q)(n) conectado a dG; por um caminho
X-ocupado também esta conectado ao circuito X-ocupado e a 9G,. Com isso temos, para

todo n, que

Pu(8,Gs) < PPN ({1 <5 w dentro de Q(n)} N E,) + P, (ES)
EC

p d
g2 991 > u dentro de Q(n)} N E,) + Py (Er)

P[gl agl](l <> u dentro de Q(n))Py.(En) + Py (Ey).

n

Na tltima linha utilizamos a desigualdade FKG, visto que o evento FE, depende somente
das variaveis X em Gy \ Q(n) e é crescente nelas, e o evento em que a configuragao final
possui um cruzamento ocupado em ()(n) é decrescente nessas mesmas variaveis X. Por
hipotese, sup,, pn(0,G1) < 1. E como P, (E¢) ¢ afastado de 0 e 1, concluimos, por fim, que
sup,, pn(6,Ga) < 1. ]

No préximo lema, veremos a relevancia que a forma do retangulo interno possui na

determinacao do valor critico.

Lema 4.3. Suponha o retingulo Ry = Ri(n) := [0,6n] x [0,n] contido no retangulo
Ry = Rs(n), de modo que a distdncia entre OR, e ORy seja de ordem n. Fagamos | =

I(n):=1[0,6n] x {0} ew=wu(n):=[0,6n] x {n}. Entdo,
p(8) = P[RZ(TL AR (1 &5 o dentro de Ry(n))

¢ afastado de 1, uniformemente em n, se e somente se p, () € afastado de 1, uniforme-

mente em n.

Demonstra¢ao. Suponha que suppl, (d) < 1. Considerando o grafo G(3n), aplicamos o
lema anterior aos grafos Ry(n) e Ra(n) N G(3n), e depois aos grafos Re(n) N G(3n) e
G(3n), o que garante que as probabilidades

7;}[) Es n),0G(3n)] (lHudentro de R;i(n))

sao afastadas de 1. Como é mais facil termos um cruzamento de cima para baixo em



CAPITULO 4. SOBRE PERCOLACAO AUTO-DESTRUTIVA 44

Ry(n) :=10,6n] x [0,n] do que em R(n) := [0,2n] x [0,n], temos que as probabilidades
P£§g3”)’3c(3")](1 +» u dentro de R(n))

também sao afastadas de 1. Uma nova aplica¢do do lema anterior, agora aos grafos G(3n)
e G(n) nos mostra que sup,, p,(6) < 1.

Reciprocamente, suponha que sup,, p,(d) < 1. Vamos mostrar a seguir que

1 —supp,, (0) = inf Plgif;(n)’aRZ(n)](l < u dentro de Ry(n)) > 0.

Primeiramente, observe que um cruzamento ocupado de [(n) para u(n) possui o se-
guinte comportamento: ou ele esta inteiramente contido em algum dos retangulos [kn, (k+
2)n] x [0,n], para k =0, ..., 4, ou pelo menos algum dos quadrados [In, (I + 1)n] x [0, n],

l=1,...,4, possui um cruzamento esquerda-direita ocupado.

SRR

0 6n

n

Figura 4.2: Dois tipos possiveis de cruzamento [ — u em Rj.

Devemos mostrar que a probabilidade de nenhum dos eventos acima ocorrer é afastada

,OR2(n

de zero. Pela propriedade de associacao da medida Pz[f,f;(n) )], obtemos

771526(")’8}22(")}(1 < u dentro de Ry(n)) >

1
H Plﬂfg(”)’m(””(l < u dentro de [kn, (k + 2)n] x [0,n])
k=0

4
x [ Pur RN} x [0,n] « {(1+ 1)n} x [0,n] dentro de [In, (I + 1)n] x [0,7]).

=1
Para as probabilidades do primeiro produto de termos acima, aplicamos uma translagao
em Ry e nas caixas [kn, (k + 2)n| x [0,n], e usamos o Lema 4.2 segundo a hipétese de
que sup,, p,(0) < 1, para garantir que todos os termos sao afastados de 0. No segundo
produto, usamos uma rotacao de 90 graus e uma translagao do sistema para aplicarmos o

Lema 4.2 e vermos que, para [ =1,...,4,

inf PR (110) 5 [0,0] 4 {(1+ 1)n} x [0, 1] dentro de [In, (I + 1)n] x [0,1]) > 0



CAPITULO 4. SOBRE PERCOLACAO AUTO-DESTRUTIVA 45

se e somente se

Pe;

ian[ng)’aG(n)}([n, 2n] x {0} «» [n,2n] x {n} dentro de [n,2n] x [0,n]) > 0.

Como a probabilidade de existir um cruzamento em um quadrado é menor que a proba-

bilidade de existir um cruzamento em um retangulo no menor sentido, temos que

inf P£§gn)’aG(")]([n,2n] x {0} < [n,2n] x {n} dentro de [n,2n] x [0, n|)
> inf Pzﬂfg")’“(””([o, 2n] x {0} «» [0,2n] x {n} dentro de [0,2n] x [0,n])

> 1 —suppn(d) >0,

0 que prova a reciproca. O

4.3 Prova do Lema 2.6

Finalmente estamos aptos para provar o Lema 2.6. A primeira parte da demonstracao
é uma consequéncia de tudo o que vimos neste capitulo. A segunda, trata-se apenas de
uma modificacao do processo de percolagao auto-destrutiva, para descrevé-la a partir de
relogios de Poisson. Dito isso, vamos & prova:

Considere o anel A(n,5n) = B(5n) \ B(n). Primeiramente, declare cada sitio em
A(n, bn)ocupado com probabilidade p. Em seguida, torne vazio todo sitio cujo aglomerado
ocupado esteja conectado a um circuito em A(3n,5n) ao redor de B(3n). Por fim, damos
uma chance extra § para cada sitio vazio tornar-se ocupado. Seja ¢,(p,d) a probabilidade
de, na configuracado final, 0B(n) estar conectado a 9B(3n). Usaremos daqui em diante a

expressao “contorno em A(3n, 5n)” para indicar “circuito em A(3n, 5n) ao redor de B(3n)”.

Lema 4.4. Se ¢ ¢ tal que a sequéncia p,(0) € uniformemente afastada de 1, entio a

sequéncia G, (pe,0) € afastada de 1, uniformemente em n.

Demonstracao. Sejam (X;: i € A(n,5n)) varidveis aleatorias de Bernoulli independentes
com parametro p, e (Y;: i € A(n,bn)) variaveis aleatorias de Bernoulli com parametro ¢,

independentes entre si e das variaveis (X;). Fagamos agora, para cada i € A(n, 5n),

X/ :=I(X; = 1e o cluster X-ocupado de i em A(n,5n)
nao possui contorno envolvendo B(3n)),
X;P .= I(X; = 1 e ndo existe caminho X-ocupado de i em A(n, 5n)

para dB(5n)),
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Além disso, definamos também

zZi = X"VY,
7B =X vy,

i € A(n,bn). Seja P,. s a medida de probabilidade do modelo.
Suponha que p,(d) obedega as condigoes do enunciado. Com isso, o Lema 4.3 garante
que a sequéncia p/ (§) também é afastada de 1, uniformemente em n. Escrevendo p,, para

designar p,(d) e ¢, para designar g,(p, d), vamos mostrar que

¢n < P,,s(ndo existe contorno X-ocupado em A(3n,5n))

+ (1 — (1 = p,)"YP,, s(existe contorno X-ocupado em A(3n,5n)). (4.2)

Como consequéncia dos argumentos RSW, as probabilidades de existir um contorno X-
ocupado em A(3n,5n) na configuragao final sdo afastadas de 0 e 1, e portanto o lema
segue.

Observe que para cada i € A(n,3n), cada caminho X-ocupado conectando i a 9B(5n)
intersecta todos os contornos em A(3n,5n) ao redor de B(3n), caso existam. Assim, se
considerarmos o evento em que existe um contorno X-ocupado em A(3n,5n), vale que,
para i € A(n,3n),

X< X,

Com isso,

= P,. s(3 caminho Z“ocupado de dB(n) para 0B(3n))
< P, 5(3 caminho Z°-ocupado de 0B(2n) para 0B(3n))
< P,. 5(F contorno X-ocupado em A(3n,5n))

Pp

+

(3 contorno X-ocupado em A(3n,5n) e

3 caminho Z”-ocupado de 9B(2n) para 9B (3n)).

c

Na 1ltima probabilidade acima, temos a intersecao de dois eventos: o primeiro,
{3 contorno X-ocupado em A(3n,5n)}, depende exclusivamente das variaveis
(X;: i € A(3n,5n)) e é crescente nas mesmas, enquanto que o segundo,

{3 caminho ZB-ocupado de OB(2n) para dB(3n)}, ¢ decrescente nas variaveis em questao.



CAPITULO 4. SOBRE PERCOLACAO AUTO-DESTRUTIVA 47

Dessa forma, uma aplicacao da desigualdade FKG nos fornece

Gn < Pp. 5(P contorno X-ocupado em A(3n,5n))
+ Py, 5(3 contorno X-ocupado em A(3n, 5n))
X P,,.s(3 caminho Z”-ocupado de dB(2n) para dB(3n)). (4.3)

Sejam Ry, ..., R4 os quatro retangulos de tamanho n X 6n cuja uniao é A(2n,3n). Em
particular, tomemos R; como o retangulo [—3n, 3n] x [—2n, —3n], fagamos | = [—3n, 3n| X
{=3n} e u = [-3n,3n] x {—2n}. Note que cada caminho ocupado conectando 9B(2n)
a 0B(3n) deve conter pelo menos um cruzamento em algum dos retangulos Ry, ..., Ry,
na menor direcao. Ademais, pela simetria na posicao dos mesmos dentro do grafo, a
probabilidade de ocorrer tal cruzamento é sempre a mesma, qualquer que seja o retangulo

levado em consideracao.

OB(2n) P
—~
0B(3n)
0B(5n)

Figura 4.3: 0B(2n) <> 0B(3n) em R;.

Assim, indicando o evento {sem cruzamentoem R; na menor dire¢do} por

{l; ¥ uj em R;}, j =1,...,4, vemos que

P,..s(3 caminho Z”-ocupado de dB(2n) para dB(3n))
——me&lﬁmmKaB@n)e>aB@nD
=1 — pLAIOBEI (9B (2n) - OB(3n))

n,5n);0B(5n
=1 - PUEIIBEI (L 11 o uy em Ry})
4

H n 5n);9B( Em)](l. o uj em Rj)

[ 835”](l<+>uemR1)]4

1
[ (n5mi0BGMI (] &5 4 em Rl)] . (4.4)
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A desigualdade ocorre devido a propriedade de associacao de Plgi%n’ksn);aB(M)]. Como R,
¢ um retangulo de tamanho 6n por n, podemos aplicar o Lema 4.3 para mostrar que as
probabilidades p/, := Pl[,é%mgm);aB(sn)}(l < uem Ry) sao afastadas de 1. Usando este fato e

substituindo (4.4) em (4.3), concluimos a demonstragao. O

Acabamos de demonstrar a primeira parte da prova. Cabe agora criarmos um processo
de percolagao auto-destrutiva em tempo continuo, para que seja feita a conexao entre o
lema acima e o Lema 2.6.

Novamente, seja G um grafo finito ou infinto enumeravel com conjunto de vértices Vg,
e seja [' um subconjunto de Vi ou o simbolo co. Para cada sitio, associamos relégios de
Poisson independentes e com taxa 1. No tempo 0, todos os sitios estao vazios. Quando
um relégio de Poisson de um sitio toca, este se torna automaticamente ocupado (a nao
ser que o sitio em questdo ja esteja ocupado, caso em que ignoramos o apito). FEste
processo continua até um certo instante 7, correspondente ao parametro p através da

T

relacao 1 — e™™ = p. Neste momento ocorre a destruigao. Como antes, todos os sitios
que possuem um caminho ocupado até I' tornam-se vazios instantaneamente. Por fim, o
processo continua até o tempo t > 7, que corresponde ao incremento 0 através da relacao
1 —e 7 = §. Aqui, consideramos a configuracao final do sistema. Veja que, apos a
destruicao, cada sitio vazio possui um tempo ¢ — 7 para tornar-se ocupado novamente, e
isso ocorre com probabilidade d. Perceba também que a descrigao da percolagao auto-
destrutiva feita acima nos fornece um acoplamento natural entre todas as medidas P, ;.
Considerando o processo de remocgao de clusters em ¢, descrito no Capitulo 2, fagamos

£

T =t. e, dado § > 0, escolha ¢ > 0 pela relacado 1 — e™® = §. Assim temos, nos anéis

A(3%,5.3Y), que
P(OB(3") +» 0B(3.3") na configuracdo &(t. + €)) = qgi(pe, 9).

Assumindo que a Conjectura 2.3 é verdadeira, existe J tal que a sequéncia p,,(9) ¢ afastada
de 1, uniformemente em n. Com isso, extraimos a subsequéncia psi(d) e demontramos o
Lema 2.6. O



5 Incéndios florestais bem definidos

Como vimos no inicio de nossa discussao sobre incéndios florestais, é natural nos per-
guntarmos sobre o fato de termos um modelo bem definido em toda a rede quadrada, para
todos os valores de A > 0. De um ponto de vista matematico, se escrevermos (G, )i €
(I:,,)¢>0 para representarem os processos de Poisson independentes que ocorrem em v € Z?,

com taxas 1 e A, respectivamente, formulamos essa questao da seguinte maneira:

Pergunta. Existem processos 7,: Ry — {0,1},v € Z2, definidos conjuntamente e em

func@o dos processos de Poisson (Giy)i>0 € (Ii4)e>0, satisfazendo:

i) Para todo v € Z?, ,(0) = 0 quase certamente;
ii) Quase certamente, para todo v € Z?, a fungao t — 7,(t) é cadlag;

iii) Para todo ¢t > 0, os incrementos nos processos de crescimento e igni¢ao ap6s o tempo

t, (Giysw — Gy Litsw — Itw)s>0, s@0 independentes do processo de incéndio florestal
(n(s)),s < t;

iv) Para todov € Z* e t > 0,
o G-, < Gpp=m(t) =1,
o Uv(t_) < 77’U<t) = Gt‘,v < Gt,v;
o -, <1, = ny(t) =0 para todo w pertencente ao cluster ocupado de v em ¢ ;

e 1,(t7) > n,(t) = existe w pertencente ao cluster ocupado de v em t~, tal que

I < Iiy.

Tal questionamento, levantado em [1], [4] e [6], € o problema central a ser tratado em
[6], sendo nele obtida uma resposta afirmativa. Como lidamos no Capitulo 2 com incéndios

em caixas finitas, vamos mostrar agora como se constroi este processo.

5.1 Incéndios em B(m)

Considere a caixa B(m) e a configuracao inicial onde todos os vértices encontram-se

vazios. Vamos mostrar que, quase certamente, existe uma enumeragao (que depende de

49
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w) dos eventos de crescimento e igni¢do. Dada essa enumeragao, construimos o processo
de incéndios florestais de maneira recursiva.

Dado v € B(m), sejam (Gt,)i>0 € (I10)t>0, respectivamente, os processos de Poisson
independentes que ocorrem em v, com taxas 1 e A. Dito isso, denotamos o tempo do
n-ésimo salto do processo (G )i>0 POr gn . Nesse sentido, a variavel aleatoria g, , indica
o tempo do n-ésimo apito do relogio de crescimento em v. Analogamente para o processo
(It4)t>0, 0 tempo da n-ésima ignigao sera indicado por i, ,. Para fazermos a enumeracao,
devemos observar que, quase certamente, os saltos nos processos de crescimento e igni¢ao
sao distintos. Isto é, dois processos quaisquer em B(m) nao possuem saltos simultaneos.

Assim, dado um evento elementar w, procedemos da seguinte forma:

— Seja 57 o conjunto dos primeiros saltos de todos os relogios de B(m), isto é,
S1 = {g1p:v € B(m)} U {i1,: v € B(m)}. Para escolhermos o primeiro termo

da enumeracao, fazemos s; = min Si;

— Sem perda de generalidade, suponha que s; = g1, 0. O passo seguinte consiste em
atualizar o conjunto S, substituindo g; o por g2, € considerarmos o minimo nesse
novo conjunto. Mais precisamente, fazemos Sy = [S1 \ {g1.0}] U {¢2,0} e escolhemos

S9 = min So;
— Para os demais termos, basta iterar o argumento acima.

Veja que, para cada termo da sequéncia (s,)nen, podemos associar um trio (t,,vn,€n),
onde t,, v,, e e, sdo, respectivamente, o tempo, o sitio e o tipo (crescimento ou ignicao)
do n-ésimo apito. Sobre o tipo de apito, indicaremos uma tentativa de crescimento por

e, = 1, e por e, = 0 um evento de ignicao. Logo, para cada n € N, temos

(tnvmen) € | {9k v, 1) U ik, ,0)}

(k,v)ENxB(m)

Feita a enumeracao, passamos para a construcao do processo de incéndios florestais
na caixa B(m). O primeiro passo é criarmos uma versao “em tempo discreto”. Para todo
v € B(m), defina

n?=c(0) := 0.

Em seguida, para todo j € N, faca

(
]-7 Seej::[,vzvj;
disc( ; . )
ndiSC(j) _ Ny (j - 1), Se €j = 1’fU 7£ Uj7
0, se e; = 0,v <> v; por um caminho ocupado em (j — 1);
\Thc)lisc(j —1), see; =0,v > v; por um caminho ocupado em (j — 1).
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Note que, no primeiro caso, existe crescimento de uma arvore no sitio v. Logo, v torna-se
ocupado. No segundo caso, o crescimento da arvore ocorre em um sitio v; # v. Por isso,
o estado de v nao se modifica. No terceiro caso, existe ignicao em algum sitio conectado
a v por um caminho ocupado, o que faz o com que v fique vazio. Por fim, existe igni¢ao
em um sitio nao conectado a v por um caminho ocupado, o que faz com que o estado de
v permaneca inalterado. Para criarmos o processo em tempo continuo, basta fazermos,

para todo j € {0,1,2,...} e para todo v € B(m)

1o(t) = nd=e(j),

para todo t € [tj,t;41) (tomando-se ¢y = 0).
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