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Resumo

Neste trabalho usamos o Método da Iteraciao Inversa com deslocamento para encontrar os

autovalores e correspondentes autofunc¢des do conhecido problema de Sturm-Liouville

{ (—pu) 4+ qu = Aru
aqu(a) + aou'(a) =0 Bru(b) + Pou’(b) =0

em que A é um parametro e p,q e r sdo fungdes reais. Para isso, consideramos ao operador

1
Tu= ;((*m/)’ + qu),

que chamamos de Sturm-Liouville. Primeiro, estabelecemos o espago onde o operador esta
definido, ressaltando suas relagdes com as solugoes clédssica e fraca do problema, para depois
aplicar o método iterativo ao operador de Sturm-Liouville, sendo nosso principal interesse o

estudo tedrico da convergéncia do método.






Abstract

In this work we use an iterative method inspired by the inverse iteration with shift technique

of linear linear algebra to find the eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem
(—pu') + qu = Aru
aju(a)

+ agu/(a) =0 pru(b) + B2u/(b) =0

where A is a parameter, and p,q and r are real functions. So, we consider the map

1
Tu = ;((—pU’)’ + qu),

called Sturm-Liouville operator. First, we set the function space where the operator is
defined, emphasizing its relations with the classical and weak solutions of the problem, and later
apply the iterative method to the Sturm-Liouville operator where our main interest will be the

theoretical study of the convergence of the method.
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Introducao

O estudo do conhecido problema de Sturm-Liouville

{ (—pu) + qu = Aru (S)
aju(a) + agu'(a) =0 Sru(b) + fou/(b) =0

em que A é um parametro e p,q e r sao fungbes reais, originou-se com os trabalhos de
Ch. Sturm (1836) e J. Liouville (1837), sendo o tltimo quem estabeleceu que o problema
considerado tem solugdo somente para uma sequéncia estritamente crescente (A,)nen de
valores reais do pardmetro A (os autovalores do problema).

Neste trabalho aplicamos o Método da Iteracao Inversa com deslocamento ao operador

de Sturm-Liouville,

Tu = i((—pu')’ + qu), (1)

para encontrar seus autovalores e correspondentes autofungoes, sendo nosso principal
interesse o estudo tedrico da convergéncia do método.

Essencialmente, dada uma fun¢ao u em L? e um ntimero real o, o método captura, por
um processo iterativo, o autovalor da decomposicio espectral de u (na base de L? formada
pelas autofungoes de T') que estd mais proximo de 0. Além disso, o método também fornece
a projecao de u no auto-espago correspondente a esse autovalor. Uma vez que todos os
auto-espagos do operador T' possuem dimensao 1 (isto é, os seus autovalores sao simples),
todo o espectro de T' pode, em principio, ser encontrado pelo Método da Iteracao Inversa
com deslocamento.

No recente artigo [2] o método foi aplicado ao operador Laplaciano. No presente
trabalho, adaptamos os argumentos deste artigo e estendemos a aplicacado do método
ao operador de Sturm-Liouville, obtendo autofunc¢ées de 7' como limites uniformes e,
também, em L2, o espaco das funcdes de quadrado integrdvel, com peso 7.

Para o nosso objetivo, que é desenvolvido no Capitulo 1, primeiramente estabelecemos
o espaco onde o operador esta definido, ressaltando suas relagoes com as solugoes classica e
fraca do problema. Em seguida, estudamos propriedades do espectro de T', o que nos seréd

util na Secao 1.2, onde definimos a iteracao inversa com deslocamento e estabelecemos



2 Introdugao

a notagao usada no restante do trabalho. Na Secao 1.3 mostramos alguns resultados
classicos sobre o quociente de Rayleigh relacionado ao problema. Na Se¢ao 1.4 discutimos
convergéncia do método em L2, culminando na obtengao do Teorema 1.6. Na Secao 1.5
estudamos a convergéncia uniforme do método. Para tanto, precisamos de uma estimativa
L para as autofungoes do operador de Sturm-Liouville, a qual desenvolvemos com base
na técnica apresentada em [7], onde tal estimativa é feita para as autofungdes do operador
p-laplaciano.

Sendo m = Iglel}lp(l‘), R = max r(z), rm = Iilel? r(z) e « > 0 tal que p(z) > « para
todo x, a melhor estimativa que obtivemos para a autofuncao de T correspondente ao

autovalor \ é dada por

RA—m\"?
el < 29 (=) e 2)

m

Essa estimativa claramente depende das funcgoes p, ¢ e r do problema de Sturm-
Liouville.

A expressao (2) é importante pois, considerando a convergéncia da série obtida no
Lema 1.9, ela nos permite obter a convergéncia uniforme da iteracao inversa com deslo-
camento, resultado que é apresentado no Teorema 1.11.

No primeiro apéndice apresentamos algumas nogoes basicas da teoria de Sturm-Liouville.
Esses resultados sao ora aplicados, ora contrastados com aqueles do Capitulo 1. Salien-
tamos o uso da func¢ao de Green na obtencao do Lema 1.8 e, por consequéncia, o Lema
1.9. Os dois apéndices seguintes incluem resultados da teoria de espacos de Hilbert e da
teoria de espacos de Sobolev, utilizados livremente no decorrer do Capitulo 1.

Embora nesta dissertagao nao tenhamos nos preocupado com a implementacao niimer-
ica do método de iteragao, cremos que nosso trabalho sobre a convergéncia do método
é importante. Nao nos parece dificil a elaboracao de um algoritmo que permita a veri-
ficagdo numérica do método: em [2] é apresentado um algoritmo que pode ser adaptado

para nosso problema.



CAPITULO 1

lteracao inversa com deslocamento para o

problema de Sturm-Liouville

Dado r € C([a,b],R"), consideremos em L? = L?[a,b] o produto interno

(F9)e = [ g0ty

que gera a norma

I1£1l- = ( [ 1o r(t)dt) "

Como r atinge seu maximo e minimo em [a, b], temos:

1/2 1/2
(mr®) 151 < 171 < (smaxr@) 11

[a,b] [a,

mostrando que as normas || - ||, e || - |2 (norma usual do L?) sdo equivalentes.
Observacao 1.1. Nesse sentido, podemos considerar o espaco
H!={ue L*(I):u € L(I)}

com o produto interno
<f7 g>1,7’ = <f7 g>7’ + <f/7 gl>7“7

de modo que H} é um espago de Banach com a norma

1l = 11F 1l =+ L1

(Note que a equivaléncia das normas de L* e L? nos assequra que obtemos um espago de

Banach.)



4 Iteragao inversa com deslocamento para o problema de Sturm-Liouville

1.1 Autofuncoes e decomposicao espectral

Consideremos o problema de Sturm-Liouville no intervalo I = (a, b)

L(pu) +qu)=f em 1, i)
u(a) =u(b) =0

em que as fungoes r € C(I,R"), f € L*(I), ¢ € C(I), p € C(I) com p(z) > a > 0, para
todo x € I.

Consideraremos o operador L : D(L) C L?(a,b) — L?(a,b), definido por
1 n/
Lu =~ (=(pu)" + qu)
cujo dominio D(L) é dado por
D(L) = {u e C?[a,b] : u(a) = u(b) = 0}.

Defini¢ao 1.1. Uma solugdo cldssica de (SL) é uma fungio u € D(L) que satisfaz
(SL), isto é, Lu = f.

Uma solugd@o fraca de (SL) é uma funcao u € HL(I) satisfazendo
/pu’v’dx —|—/quv dr = /frv dz, Vv e Hy(I). (1.1)
I I I

Note que:

A) Toda solugao classica é uma solugao fraca.

Com efeito, se u for uma solugao clssica de (SL), entdo integrando por partes e

usando as condicoes de fronteira obtemos que u satisfaz (1.1).

B) Existéncia e unicidade da solugao fraca.
Consideremos o espago de Hilbert (Hg(I), (-, ) 1) e definamos neste espago a forma

bilinear simétrica

a(u,v) = /Ipu’v’da:+/lquvd$.

Pela desigualdade de Poincaré (C.11) temos que a é continua. Além disso, se ¢ > 0

em [, entdo a forma bilinear é coerciva:

(6]
a(wu) = [ p)?de+ [ q?de > [ p)?de > al'l = Zlulfp.
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Por conseguinte, pelo teorema de Lax-Milgram (B.6), dado f € L3(I) c H~'(1),

existe um tnico u € H}(I) tal que

a(u,v):/lfvrdx, Voue Hy(I).

Além disso, u é obtido por

min {; /I(p(v’)2 + q(v")?) dx — /1 for dx} :

veHI(I)

C) Regularidade da solugao fraca.
Se u for uma solugao fraca e f € L2(I), entdo u € H*(I). Com efeito, de (1.1),

temos que

/I(pu’)'v dex = /I(qu — fryvde Vv e Hi(I).

Como qu — fr € L*(I), concluimos que (pu') € L*(I). Assim pu’ € H'(I) e, como
% € HY(I), temos que u' = (%)(pu’) € H'(I), mostrando que u € H?(I).

Além disso, se f € C(I), entdo a solucio fraca é de classe C%. De fato, de
/I(pu/)'v dx = /I(qu — fr)vdx, Ve Cy(I)
e de qu — fr € C(I), concluimos que (pu')’ € C(I) e, assim, u € C*(I).
D) Uma solugao fraca que estd em C?(I) é uma solugao classica.
Com efeito, seja u € C*(I), com u(a) = u(b), e satisfazendo (1.1); entao
/I(—(pu’)’+qu—fr)v dr =0,YVve Cy(I) = —(pu)+qu—fr=0 gqtp em(a,b)

e esta igualdade ¢ vdlida em [a, b, pois u € C?[a, b]. Assim, u é uma solugio cléssica.

No Corolario A.7 encontramos uma solugdo v € D(L) do problema (SL).

O préximo resultado nos d4 uma base ortonormal para o conjunto de solugoes fracas
do problema (SL).

Teorema 1.2. Sejar € C(I,RT), pe CY(I) eqe C(I) comp>a >0 eq >0 sobre L.
Entao existe uma sequéncia A, de nimeros reais positivos e uma base ortonormal (e, ) de

L2(I) tal que (e,) € C*(I),V n e

{ (—(pel) + qen) = \yren, em (a,b)
en(a) = e, (b) = 0.

Além disso, \, — oo quando n — oo.
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Demonstragio. Das observacoes B) e C) temos que, para cada f € L3(I), existe um

tinico u € H?(I) N H}(I) C L?(I) satisfazendo (no sentido fraco)

Denotamos por & o operador f + u em L?(I). Afirmamos que S é simétrico e

compacto. De fato, de (SL) temos

/Ip(u’)2 d:c—l—/lq(u)2 dx :/Ifrudx,

decorrendo de nossas hipdteses e da desigualdade de Holder que, para uma constante

a > 0, temos

o |} < [p)de < [ frude = [(prd)eboyde < Iflull (12

Da desigualdade de Poincaré (C.11) e da equivaléncia das normas || - ||z e || - ||, obtemos

a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
lulls < Cllelly, ¥ w e Hy(I). (1.3)
Logo, segue-se de (1.2)que existe uma constante A > 0 tal que
/112 / C
Al < 1 llellully = 'l < 1]l (1.4)
assim, aplicando (1.4) em (1.3):
C C?
T<c< r): .. 1.5
full- << (Sl ) = S (15
Somando (1.4) e (1.5) e aplicando a Observacao 1.1, concluimos que

lullzr: < Ky, < Blfll, VS €L

para constantes positivas K e B, isto é,
ISfllen < BlfIl- Vf € L.

Por conseguinte, sendo a aplicagio de L? em H' continua e a injecao de H' em L?

compacta, concluimos que S : L2 + L? é um operador compacto.

Para provar que é simétrica, considere f,g € L? e sejam u = Sf e v = Sg em H}(I).
Isto é,
1 N/ 1 1AV
Sy )= e S(=(pv) +qv) =g.
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Multiplicando essas igualdades por v e u, respectivamente, e integrando, obtemos

—/(pu’)'v das+/quv dr = /frv dx e —/(pv')'udw—l—/qvudm = /grud:r.
I I I I I I

Integrando por partes e usando a condicao de fronteira, obtemos

/frvdx:/pu'v'd$+/quvdx:/grudx.
I I I I

Deste modo temos,

(S9. 1) = [(S)frde = [vfrde= [ gurde = (g.u), = (9.8f)r Vg€ Ll

provando o afirmado.
Além disso, temos que N(S) = 0, pois Sf = 0 implica u = 0 e, portanto, f = 0, isto

¢, 0 nao é autovalor de §. Mais ainda, integracao parcial mostra que

(Sf, v = /qurda: = /Iu(—(pu')’—l—qu) dr = /Ip(u')2 dx—l—/]q(u)2 dr >0. (1.6)

Uma vez que L? é um espago de Hilbert separavel e S um operador compacto simétrico,
entdo o teorema (B.9) garante a existéncia de uma base ortonormal (e,) formada por
autofungoes de S com autovalores correspondentes (i), sendo p, > 0 consequéncia de

(1.6) e, pela proposicao (B.8) temos que pu,, — 0, assim escrevendo Se,, = ji,e,, obtemos

{ (el + qen) = Anen, em I
en(a) =en(b) =0

sendo A\, = 1/p,. Também, como H'(I) C C(I), temos que u,e, € C(I), e deste modo
en € C*(I). ]

Definicao 1.3. O operador inverso de S, serd denominado
1
T:H(I)NHy(I) C LY(I) = LA(I), Tu= —(=(pu) + qu),
T
e serd chamado o operador de Sturm-Liouville.

A sequéncia (\,) da demonstragao anterior é formada pelos autovalores do operador
de Sturm- Liouville, sendo suas autofung¢oes as mesmas de S, isto é a sequencia (e,,).
Note que o operador T é uma extensao do operador L definido anteriormente, pois

considerando as condigbes iniciais u(a) = u(b) = 0 temos que
D(L) = {u € C?a,b] : u(a) =u(b) =0} C Hy(I) N H*(I) = D(T).

Assim, D(L) e D(T) sdo, respectivamente, os conjuntos das solugoes classicas e fracas do

problema (SL).
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Por outro lado, a observagao C) nos diz que a imagem inversa de C'(I) por T' é C*(I).

Assim quando tratamos o problema
Te, = \,e,

temos que e, € C%(I). Logo, pela observagao D), temos que e,, é uma solugao cléssica do

problema de Sturm-Liouville, portanto e,, € D(L), isto é, e, satisfaz
Le, = \e,.

Por conseguinte, as autofungoes de ambos operadores sdo as mesmas e, assim, os auto-

valores sao simples, de acordo com a Proposigao A.3.

1.2 Definicao da iteracao inversa com deslocamento

Seja (ex)r C Hi(I) uma base ortogonal (ndo necesariamente normalizada) de L?(I)

formada por autofungoes do operador de Sturm-Liouville T', ou seja,

{ (—(pel.) + qex) = \yrer,. em (a,b),
ex(a) = ex(b) =0,

em que p € CY(I),q,re C(I) comp>a>0,q>0er>0em [ = (a,b).
Agora, pelo Teorema 1.2 e pelo fato dos autovalores de 1" serem simples, temos que a

sequéncia real (\;) é positiva e estritamente crescente
0 <Al <Ag <o < A — 00. (1.7)
Seja 0 > 0 e definamos o operador deslocamento 7% =T — ol. Temos:
T e, =Tey — e, = (A — 0)ex

mostrando que e, também é uma autofuncao de T correspondente ao autovalor A\, — o.

Reciprocamente, se A for um autovalor de 77 associado a e, entdo A = A\, — o para
algum autovalor )\, de T. Assim o espectro do operador 77 é igual ao espectro de T
trasladado de o, sendo iguais os autoespacos correspondentes.

Dado u € L3(I), seja
u = Z ALCL
k=1

a expansao de Fourier de u na base (ej). Assim, os coeficientes «y sdo dados por

uerr dx
o = <u7€k>7“ _ /I i

el T [apras
I
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Seja AL o menor autovalor cujo autoespago associado nao é ortogonal a u:
A=Ay em que k; =min{k:ap #0}, (i.e., (u,ex), #0).

Em outras palavras, A\l é o primeiro autovalor de T tal que u possui uma componente
nao nula no autoespago correspondente.

Como cada autovalor A de T' possui multiplicidade 1, entao a proje¢ao ortogonal de u
sobre o autoespago associado a A} é el = ay, ey, .

Assim a expansao de Fourier de u pode ser escrita

1
u=e,+ Z €.
k>k1

Analogamente, denotamos por A, o j-ésimo autovalor que nao é ortogonal a u e €/, a
projecao ortogonal de u sobre o autoespago associado a este autovalor. Assim, a expansao
de u em autofuncgoes é escrita em termos de suas componentes nao nulas:

oo

u = Zlei (1.8)

[e.e]

e a sequéncia correspondente de autovalores {\, 22 C {152, ¢ estritamente crescente:

0< A <X << M-,

Como sabemos, se o € p(T)! entdao (T'—ol)™' : L2(I) — L?*(I) é um operador bijetivo
e continuo. Portanto, sempre que ¢ nao for um autovalor do operador de Sturm-Liouville,

podemos definir uma sequéncia (¢,,) C H}(I) por iteracao inversa mediante ¢g = u e

(T —ol)ppi1 = bn, em I,
¢n+1(a) = ¢n+1(b) =0.

Como mostraremos, o método de iteracao inversa permite encontrar um autovetor
aproximado quando é conhecida uma aproximacao do autovalor correspondente. Assim,
dado ¢ > 0 e ¢y uma funcdo arbitraria em L2 O método é descrito pela equacio de

recorréncia
¢n+1 = (T - O-I>71¢n-

Se A é o autovalor mais proximo de o, a iteracao iniciada em ¢g e governada pela equagao
de recorréncia produz — como mostraremos— em cada passo, uma aproximagao para o
autovetor associado ao autovalor A na decomposicao espectral de ¢q, isto é, na projecao

de ¢y sobre o autoespacgo associado a A.

!Sendo p(T') o conjunto resolvente do operador de Sturm-Liouville T
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1.3 Sobre o quociente de Rayleigh

Agora consideremos o seguinte problema: encontrar (u,\) € Hi(I) x R tal que

a(u,v) = ./Ipu’v'dx + /[quv dr = )\/Iuvr dx. (1.9)

Como a forma bilinear a é coerciva, o problema nao possui solu¢do quando A\ =
0. Assim, considerando a base ortogonal (ey), C Hg(I) de L?(I), definamos V; =
spam{ey, e, ..., e;} e Vo = {0}.

Se v € H}/{0}, entdo

i llexll?

Ao considerarmos a forma bilinear a, temos
(v, ex)r = (v, en)r [
ek €k) = 7)%
=& Moo = S

No caso particular em que v € V,,,, temos que (veja a equacao (1.7))

(v, ex)r " M |ve/1€ 5
- B <o S e

k=1

de acordo com a identidade de Parseval. Portanto,

) )y, Gomen) g 90
V7 lemf? veVmv0 0|7

Por outro lado, se v L V,,_4, decorre de (1.7) que

v, ek )\k v, ek
_ v e P sl e T I
= el fon ||
de modo que
CL(U 12]) Z )\n — a<€n7€2n) >\n — min CL(U?Z)
o] [lenll? o ol
Em particular, temos
a(v,v)

min 5
veH3 /{0y |v]|?
o minimo sendo atingido em v = e;.

Se definimos a funcao

R: HY(I)/{0} — (0,00), R(v)z/f ) d$2+/fqv dx
/IU rdx

(conhecida como o quociente de Rayleigh), temos o seguinte resultado:
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Proposicao 1.4. Temos que u € um ponto critico de R se, e somente se, u for uma

autofuncao do operador de Sturm-Liouville T e R(u) o autovalor correspondente.

Demonstragao. Dada a diregao v € H}(I) temos:

R = [aR(qu)] _ 08 [a(uau)+2ta(u,v)—i—tQa(U,v)

ot —0 t |u + tv|2 t=0
2a(u,v)||ull? — 2a(u, u){u, v), 2
(11, 0) uuu4( ), v)r _ (@) = R 0)e).

Logo, R'(u) = 0 se, e somente se, a(u,v) = R(u){u,v),. Isto é, u é solucao fraca de

i(—(pu’)’ +qu) = R(u)u, em (a,b),
u(a) = u(b) = 0. =

Corolario 1.5. Se u for uma autofuncdo do operador de Sturm-Liouville com autovalor

correspondente R(u), entdo
R(v) = R(u) = O([lv — ul}7)
quando v — u em L2(I).

Demonstragao. Seja w € L(I) tal que ||w||, = 1. Dado € > 0, considere v = u + €w.
Assim, se € — 0, entdo v — u. Aplicando a férmula de Taylor para a fungao h(e) =

R(u + ew), temos
2

h(e) = h(0) + 1'(0)e + h”(€)%, em que € € (0, ¢).
Logo,

Oe

Portanto, como R'(u) = 0, concluimos

R(u+ ew) = R(u) + [aR(u + ew)} €+ [R(u + ew)}

R(v) — R(u) = ; [(;R(u + ew)l ) (Jlv—ul|?), 0<e<e

€

1.4 Convergéncia em L’ da iteragdo inversa com
deslocamento

Para cada (u,0) € L3(I) x p(T),? considere a sequéncia (¢,) definida por (¢,,1) =
(T —ol)7 ¢, e ¢ = u. Uma vez que

u=> (e),

o]
J=1

2Sendo p(T) o conjunto resolvente do operador de Sturm-Liouville 7.
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temos

o =(T—-0ol) i T—ol) i

Jj=1

e assim, iterativamente, obtemos:
= E 71 J 1.10
= M- 0)”% 10

Seja A o autovalor de 7' na decomposicao espectral de u que estd mais proximo de o,
isto é,

A7 — o :Ijnei£|)\i—a|. (1.11)

Denotando por eJ a projecao de u sobre o AJ-autoespaco, podemos escrever

1 (oa
On = W(eu +n) (1.12)

com
Xo—o\" .
U, = Z —— ] €. (1.13)
j )\‘qyt — 0
Xy —a[>[Ag—0|
Em particular, temos

b DEol () Gt
Toull: ~ O =) lleg + dull: e + wuls

(1.14)

em que o sinal da expressao a direita da tultima igualdade depende do deslocamento ser

tomado antes ou depois do autovalor e também de n:
 Se o deslocamento for tomado antes do autovalor (A7 — o > 0), o sinal serd positivo.
« Se o deslocamento for tomado depois do autovalor, o sinal serd (—1)".

Denotaremos por A}, ao autovalor de 7' que aparece na decomposicao espectral de u ,

e que é o “segundo mais proximo” de o, i.e.

Nl —o|= min |N —o| (1.15)
JEN N, £AG

Teorema 1.6. Seja u € L2(I). Entao

(@ )

AN —o
AT —

u

[l

lullr < ‘

Em particular, ¥ — 0 em L2(I) com um ritmo exponencial.



1.4 Convergéncia em L? da iteracio inversa com deslocamento

(b) Existe ng € N tal que

o2 g
|t _ ] <l
leg +Yallr llegll-|l, — llegll
para todo n > ng. Em particular
eg + wn €Z em L2([)

led +Yullr llegllr '

com tazxa exponencial.
(c)
||¢Tb||’f N |)\3_0_|
[ @nt1llr

()

gbn gbn o 2
rd . La(I).
</f“||¢n||/" ) Toul, G emLrld)

(e)

R(¢n) = A7 com  R(dn) = A7 =0 (

Demonstragao. (a) De (1.13) temos

)\0 0 2n ‘
el = |REI] hel
|>\i—a|>|>\ﬁ—a| v o
Uma vez que, para cada A, # A7, temos
/\Z -0 AN —o
N, — o AT —o
obtemos o o
AN — o , N —a
ol < 2=l X el s [ ] ul
w7 N—alsag—ol u
Ja que
AT —
o] <1
u

concluimos que |1y, — 0, quando n — oc.

(b) Usando (a), consideramos o ntimero i{[e7]|, > 0. Temos que

1
[Pnllr < SNl

para todo n > ny. Assim, segue-se dai que

1 1

g lew le=led ll- =5 T e l-< (X + dn llr + 1 n lle)= 1l ¥ =1 €7 + [l

13
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e, portanto,
H eatin HH%H en+tn) —eq |l ef + Y |lr
| €5+ n [l | e+t -1l €5 [l r
ealll el ll- = Il ed + ¥ llo)+ 1 ed lr ¥n ) ol € llrll %n llr + Nl € llrll % [l
- (1/2) | e |17 . I eg II?
Assim, concluimos que
e - AN
o — n
leg+¢nlle eIl He I

Da afirmativa (a) decorre que 1, — 0 em L2, e temos a conclusio.
(c) De

1 g
o= (A\g —o)n (€0 +¥n)
vem que

| @n I
“ gbn—i—l ||7"

| €7 + v |lr
eg + wn+1 ||7“

_|\yo __

Como

ledllr = W llr o lewtonll- o lleq I+ 1 ¥nllr
led e+ 1 ngr e = 1l €d + tnaa [l e e = Il o [l

decorre de (a) que

bl

oo H ¢n+1 H

= [A7 —al.

(d) Decorre de (1.14) que

</u On m) On :<u ez+wn> o+t
N I én - g +dnll/, Neq + tull

e de (b) decorre que

Pn bn e 7 ] 2
Li(1).
<u’“¢n”r>r\l¢n\lr H< e u> e, o om Lol

(e) Notemos que, se A7 > o, entao (b) e (c¢) implicam que

nm< n-1 >|| G e _ . < €t S+ >u St I

= lim
[ | P | Py | o n=oo \ |l ed +n 1 llr 1 eg+n e/, | &ullr

e" e"
_ X — o] =\ —
<||e i ||evr|>' ol =X o

enquanto, se A7 < o, de maneira analoga obtemos

lim< Pn—1 Pn > | Gns [l
AT 1 o/, Tl

n—oo
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= lim <<—1)”1 6; +¢”—1 ’<_1)n eau +¢n > H an—l HT
o0 | eg + tn-1 | les+vnlle/, [l &nllr
el e?
T € ey g
<|| e |l 1l eg ||r>,,

Agora, consideremos a formulacao fraca de

(T —ol)pp = ¢p_1 em (a,b),
dn(a) = ¢n(b) =0,

isto é, a formulagao fraca de

() +40,) — a0 = a1 em (@),
#n(a) = 6a(b) = 0.

Na férmulagao fraca queremos encontrar ¢, € Hy(I) tal que

/pgb;lv’dx +/q¢nv dx = a/qbnvr dx +/gbn_1vr dx, Ve Hy(I).
I I I I

Em particular, se v = ¢,,, obtemos

[p@nrde + [ g dr =0 [ (@) rde+ [ 6,100 da.

Assim,

Rion) /]p(%)?dx + /Iq(%)de .

/I(qbn)Qr dx

<¢n—la¢n>r: < an—l Cbn >|| ¢n—1 H?"
Toa 2~ 7 "\ Toua I Ton v o ol

Logo, pelo que ja mostramos,

/I b1t d
/I(¢n)27° dx

=0+

lim R(¢,) =0+ (N\] —0) = AJ.

n—o0

= (o)
TN T/, Toull

decorre de (d) e do Corolério 1.5 que

Agora, considerando

ag
A —o

T
A —o

R(¢n) = A7 = R(un) — R(e]) = O(|lun — €7[I7) = O (

2n)
O
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1.5 Convergéncia uniforme da iteracao inversa com

deslocamento

Comecamos a secao por estabelecer uma estimativa L para uma autofuncao do op-

erador de Sturm-Liouville, isto é, e € Hy(I)/{0} tal que

/pe'v'd:x—l—/qevd:v = )\/evrdx, Vv e Hy(I) (1.16)
T I I

em que p € CY(1),q,re C(I) comp>a>0,g>0er >0em I.

Lema 1.7. Seja e € H}(I) uma autofungio de T correspondente ao autovalor . Entdo

R\ —m\'"?
el < 2 (T2 e,

m

em que m = Iilelf_lp(l’), R= max r(z) ery, = min r(z).

Demonstragao. Assumamos que a autofuncdo e seja positiva em algum ponto. Con-
siderando k € R, seja vx(x) = max{e(z) — k,0} como fun¢io teste, temos que (1.16)
transforma-se em
/ p(e)? dx + / ge(e —k)de =\ | ele—k)rdx (1.17)
Ag Ap A

em que Ay = {z € I/e(x) > k}, de onde concluimos que ||e||; > k|Ax|.
Entéao, dado € > 0, existe k; = ||e|[1/e > 0 tal que

e

i lellx
< .
A €

- (1.18)

|Ak|< e k>

)

isto é, |Ax| — 0 quando k — oo.

Agora, como p(z) > a > 0e q € C(I), existe m = Iilel}l q(z) e decorre de (1.17) que

a/Ak(e’)de +m " e(fe —k)dr <\ N e(e —k)rdr < RA N e(e — k) dx.
Assim,
a/Ak(e’)zda: < (RA—m) /Ak e(e — k) dz. (1.19)

(Se R\ = m, decorre de (1.19) que all¢’[|s < 0. Como « > 0, a desigualdade de Poincaré
implica que ||e]|g: = 0, o0 que é uma contradi¢ao. Assim RA —m # 0 e de (1.19) vem que
RA\—m >0.)

Pela desigualdade a < 2(a — k) 4+ 2k (a > 0) temos

/ ele—k)de <2 [ (e—k)Y?dv+2k | (e—k)dur. (1.20)
Ay A Ay
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Por outro lado a desigualdade de Sobolev (C.12), nos fornece

/Ak(e Ck)2de < <|f;k‘>2/Ak(e’)2dx

e da desigualdade (1.19) tem-se

/Ak(e — k)2 dx < (V;H)? (R)\a— m) /A et

Aplicando a desigualdade (1.20) obtemos

Apl? (RAN—m |Ak)?> (RA—m
— 2 < | k — 2 k —
/Ak(e k) de < 2 ( a >/Ak(e k) do +k 2 o /Ak(e k) da.

Como

[1 - |A2’f|2 (RA; m)] /Ak(e Ck)2de <k (RA; m) |A2’f|2 /Ak(e — k) dx,

tomamos |Ag| tal que
1— |Ak‘2 RN —m
2 e

i< ()]

Note que, por (1.18), isso acontece quando

1 \Y2(RA—m\"?
k > (2_25> ( o ) Jully = k1.

Por conseguinte, para tal A, temos

>0 paraalgum 0 > 0,

isto é,

5 (e—k)2dx§k:<

Ak

R) — m) |Ak|2

«

e aplicando a desigualdade de Holder vem

</Ak(e—k).1dx)2 < </Ak(e—kz)2d:z:> (/Aklda@>

e obtemos de (1.21) que

|jk| (/Ak(e— k) dx)z <k (RA; m) |A2’“|2 /Ak(e— k) dz

isto é,

17

! /Ak(e — k) de (1.21)

—m\ A
/A (e —k)dx < ]; (R)\ m) A para k > k. (1.22)
k

Q 2
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A dltima desigualdade é necessaria para limitar o supremo essencial de u. Com efeito,

escrevendo
f(k) Ak<€ ) dx . | Ay

notemos que f é decrecente e que f'(k) = —|Ag|; desse modo, a desigualdade (1.22) pode

ser escrita como
R\N—m
Q

) < g (P gy

e, assim,

1/3 —m 1/3
s (o) () wwrw,

Integrando, obtemos

k 3 FRX —m\"? k
/kl V3 dr < — (215) ( - m) /k Flx) 3 f () de

/3 k
3 2/3}’9 (1)1/3 RA—m\' {3 2/3
— < = e
[2”7 b= \2 a 2/ (@)

. 1/3
i< () () G - s

isto é,

k1

Assim,

26 a
Como f(k1) < f(0) = ||ully e f(k) > 0, temos

Lo 1 1/2 1 1/3 1 1/313/2 R\ —m 1/2
= (2) (1-5) +<5> o -

Como a funcao
1 \1/3 1\ 1/3\ %2
wie) = ((1—1:) +(:c> )

possui um minimo em x = 1/2 (pois w’ se anula nesse ponto), fazemos 6 = 1/2 e obtemos

Q 1/2 RN —m\"?
|Ak‘§(R)\—m) em que kz( = ) lellr = k1.

Uma vez que |le||o = inf{k > 0: p{le| > k} = 0}, temos
RA—m\"?
el < 292 (P22 e

e, pela desigualdade de Holder, obtemos

RN —m\"?
el < 22 (P22 112l
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Finalmente, usando a equivaléncia das normas || - ||z e || - || , obtemos

RA—m\"*
el < 29 (22 1 2pel.

m

|

No proximo lema, mostraremos que a convergéncia de uma série formada pelos auto-
valores M que aparecem na decomposicio espectral de uma fungao v € L?(I) depende
da convergéncia da série do Teorema A.12 d). Note que diferentemente do Apéndice A, a

base (e)r nao precisa ser ortonormal.

Lema 1.8. Dada a sequéncia ortogonal (ex,), C H}(I) de L? formada pelas autofungoes

do operador T e sendo A\ seus respectivos autovalores, entao a série
> 1
>
=1 A

¢ convergente.

Demonstracao. De acordo com o Corolario A.7, se T'e; = \je;, entao

ej(x) = (Njej, G(x,.)), . (1.23)

Agora, como a fun¢ao de Green G(z,.) ¢ um elemento de C2[a, b], aplicando a desigual-

dade de Bessel a sequéncia ortonormal (e;/e;||-); de L?[a,b], obtemos

< " ]|| >

Multiplicando por r(x) e integrando com respeito a = (note que |G(z,.)||? permite a

2

<G, I

aplicagdo do Teorema da Convergéncia Dominada), por (1.23) obtemos

[ 16 () da z/a < HJH> "
- Zl H;Hz/ab (Gla, ) e5), | r(x) do
- Sl S-S

Dai, como G é continua, obtemos a convergéncia da série:

>y _/ 1G (@, )2 r( )dx:/ab/ab\G(x,a)]Qr(a)r(:c)dadx<oo.
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Lema 1.9. Sendo R = max r(z), m = min q(x), a convergéncia da série

L
=N
implica que a série
R)\J — )12
T 1.24

Jj=1

também é convergente.

Demonstracgao. Sendo m > 0, temos

(RN, —m)'2 _ (B2
N, — o3+1/2 7 N, — o312

Basta, portanto, provar a convergéncia de

O

g — st/
Uma vez que {\ }jen C {\;}jen, temos

> 1
Z)\Jz

j=1

> 1
<> =
A
e ¢ suficiente mostrar que
()\] )1/2 1
<
X, — o312 T (A])?
para todo j suficientemente grande. Para isso, defina f : (¢, +00) — R por

=)

t—o

Como f é decrescente, existe ty > o tal que
ft) <t—o, YVt > to.

Uma vez que N, — oo, existe jg tal que
X —ol =X, =0 Vi

Assim, se j for suficientemente grande, temos
()\i)2+1/2 ()\92-1—1/2

X, — o212 (N, — 0)2H+1/2

=f(\) <X, —o=IX —dl,

o que implica a desigualdade

()2 !
|)\% _0.|3+1/2 - (/\g'i)w

V' j > Jo.



1.5 Convergéncia uniforme da iteracao inversa com deslocamento 21

Concluimos a convergéncia da série (1.24). O

Agora, para provar a convergéncia uniforme da sequéncia de iteragao inversa (¢, )nen,
usamos (1.12) e escrevemos

an _ ‘)‘Z_O"n (eg+¢n> _ €Z+¢n

[Pnlloo B (A — o) [leg + Ynlloo a g + ¥nlloo
em que o sinal depende de n e do deslocamento ser tomado antes ou depois do autovalor.

(1.25)

Lema 1.10. A desigualdade

p n—"7/2
AN —o

T __
AT —o

[n]loo < K

¢ valida para todo n suficientemente grande e uma constante positiva K = K(u, I, |\]—al).

Em particular, 1, — 0 uniformemente em I com taza exponencial.

Demonstracao. De (1.13) e do Lema 1.7 vem que

|thn| = Z

M —o]>|Ag o

Logo, usando (1.15)

g
AN —o

M, —o0o

o
AN —o

I EL G LD

N, —o|>[Ag—0

" (RN, —m\"
( ) .

ary,

Yo n(RVL - m>1/2_ D il (RN, — m)2| A7 — o [" 7/
I\~ [>|Ag 0| M=o X'm (ory,)'/2 N, —o|>[Ag—0]| M, — o2 | XN, -0
SALIELEL N I - SL0 L
(arm)2 [N — 0 o2

N, —o|>|A\g—0

De acordo com o Lema 1.9, a ultima série converge, de modo que temos o desejado

com
o i p n—7/2
al < [ Dol B X o
N (Oé?“m)l/Q \)\ifo|>|>\gfo| |>\¥L N U|7/2 )\Z 9
isto é, 1,, — 0 uniformemente em I. O

Teorema 1.11. Seja u € L2(I), entdo

(a) Existe ng € N tal que se n > ny

el 4+ e’ 4
el e R e L
lef + Vnlle lleflloo o ~ llegllos
Em particular
en+Un 2
le7 + tnlloe lleglloo

uniformemente em I com taxa exponencial.



22 Iteragao inversa com deslocamento para o problema de Sturm-Liouville

| &n lloo

— A7 — ol.
Toun e~ el

uniformemente em todo compacto & CC suppel com taxa exponencial.

(d)

Pn Pn
d o
S e, &

uniformemente em I.

Demonstragdo. (a) Como ¢, — 0 uniformemente, entdao dado € = £[|eJ|lo > 0 temos

que existe ng € N tal que

1 ag
[¥alloe < Slledllo

para todo n > ng, o que implica que

1 ag g 1 g g g
sletlloe = lledlloe = Slietlloo < (el + Yulloo + 1¥nlloc) = [[nlloo = llet + Yulloo

e dai
€Z+@/}n . €u H _ ‘ HGZHOO(QZ'f'wn) _GZ||GZ+¢7L”OOH
e + Pnlloo lleZlloo o e + Pnlloollef lloo s
culllenlioo = lleg + bulloo) + lletllocthn|| o lledllocll¥nlloc + ledllool¥nlloc
- (1/2)[le7]% o ez %

Portanto, temos

el + Y e? 4
a R H <l
s onm Tenlml = Tels

e a conclusao segue-se do Lema 1.10.

(b) De (1.12) temos que

[0 loo — [\ — g leg + ¥nlloo _
[énr1llo e + Pni1lloo
entao decorre do Lema 1.10 que
[[@n]]oo

lim
=00 ||y 41| oo

= |\ — 7.
(c) Seja 8 CC supp e um compacto e

M = m§in|eg| > 0.
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Dado € = M/2 > 0, temos
|tnlloe < M/2 para todo n > ny.
Desta maneira, se n > ng, em K vale
€% + Wl > [ef] = ¥l = M — [[¢ulle > M/2.

Assim, temos que (e? + v,)(x) # 0 para cada x € K, o que implica que o quociente

O (xg o) Un
Pnt1 e + Yny1
estd bem definido em R para todo n suficientemente grande e vale
b o) = ool Sy
¢n+l 60 + ¢n+1
wn 1 |)\0 B 0|
= | -0 — |, — Uy, em R.
30— o |2t < 2B T,
Decorre do Lema 1.10 a conclusao:
¢n H ‘)\U - 0‘
_)\Z_O- SQU* wn_d)n oo_>0
|- o) <2 vl

(d) Escrevemos
o o \|¢nuoo>2 D o
dr =
Ioull J1 “Toulls (H%Hr H¢>n|!oo/ “Toulln ™

_Nonllo 1 lled + Ynlloo
lim = lim —%—"——
n=00 || gby,||, n=o0 |leg + ||,

Como

letlloo = 1¥nlloo  lled + Wnlloo _ Nle@lloo + [19nlloo
legllr + [[¢nll = lleg + ¢ullr = lleglls — [1¢nll,
entao decorre de (1.25)

o 10ulle Nzl

ag
nereo ||¢n”7’ ||6'u,||7‘

Aplicando (a), vem

. /u O rdr = et U / €t ¥ rdp — — /u oy dy
Pnlloo 1 || D0l HGZ"“T/%HOO ||€U+¢n||oo HeZHoo HGZHOO

uniformemente em I, o que implica que a expressao

HaﬁnH / I|¢nH

ag 2 g ag ag
<“€“H°°> Sy /u TR 5 /uefﬂ‘ dr = ¢f. 0
legll- /- lleglloo /1 lleg oo leg iz /r

converge a







APENDICE A

Conceitos Basicos

Neste apéndice veremos algumas nocoes basicas da teoria de Sturm-Liouville, uti-

lizadas em nosso trabalho.

A.1 Problema de Sturm-Liouville

Consideremos a equagao diferencial

—(p(@)u) + lg(z) = Ar(z)]u = f(z) (A1)
no intervalo [a,b], onde p € C*([a,b],RT), r € C([a,b],RT) e q € C[a,b], com condigoes

de fronteira

aru(a) + agu'(a) =0, Bru(b) + B (b) = 0, (A.2)
em que a1, s, B1 € [y sdo reais tais que
ad+a;>0 e Bi+pBI>0.

Definicao A.1. O problema de Sturm-Liouville nGdo homogéneo consiste em en-

contrar uma fungdo u : [a,b] — R de classe C* que satisfaz (A.1) e (A.2).

A esse problema esta naturalmente associado o problema de Sturm-Liouville ho-

mogéneo (ou problema do autovalor)
—(p(z)u) + [q(x) — Mr(x)]Ju =0 com condigdes de fronteira (A.2), (A.3)
e também o problema
—(p(z)u') + q(x)u = f(x) com condigdes de fronteira (A.2), (A.4)
cujo estudo serda muito importante para os nossos propositos.

25



26 Conceitos Bésicos

A partir de agora, ao mencionarmos o problema de Sturm-Liouville, estaremos nos
referindo ao caso homogéneo, com excegoes sendo especificadas. Para abordar os prob-
lemas (A.3) e (A.4), consideraremos o espaco de Hilbert L?[a,b] munido do produto

interno
b
(u,v), = / w(tyo(t)r(t)dt.

Com esse produto interno obtemos um novo espago de Hilbert, que sera denotado por
L?[a,b]. Nesse espago consideramos o operador L : D(L) C L%(a,b) — L?(a,b), definido
por

1
Lu= —(=(pu) + qu)
cujo dominio D(L) é dado por

D(L) = {u € C?[a,b] : u satisfaz (A.2)}.

Observe que D(L) é um subespaco vetorial de Cpz[a,b], isto ¢, do subespaco das
fungoes continuas contidas em LZ[a, b]. Assim o problema (A.3) escreve-se como Lu = \u,

justificando a denominacao de problema de autovalor:

Definicao A.2. Os autovalores do problema de Sturm-Liouville sio os escalares

A € R para os quais existe uma solugcao nao trivial u da equacdo
Lu = \u.
Vejamos que os autovalores do problema (A.3) sdo simples:

Proposi¢iao A.3. Sejam uy e us duas solugoes do problema (A.3)' associadas ao mesmo

autovalor . Se W (uy,us)(x) denota o Wronskiano das solugdes uy e usg
W (ur, uz)(z) = wi (z)uy(z) — vy (z)us(z)
entao existe uma constante C' tal que
p(2)W (uy,uz)(x) =C, Yz € la,b]. (A.5)

Em particular, o autoespaco associado a cada autovalor do problema de Sturm-Liouville

¢ unidimensional.

Demonstragao. Ao derivar a expressao (A.5) obtemos

o)W (a1, 02) ()] = - [p() (1 )y ) — i ()]

'Basta que u1 e up ambas satisfazam (A.2) s6 no ponto a, ou 86 no ponto b.
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= o) )] — ua() o [l ()
= w(z) - [p(2)us(2)] — ua(z) - [p(z)u (@
= (@) [q(z) — Mr(@)] uz(x) — uz(x) [q(x) — Ar(z)]ui(z) = 0.
Portanto, p(z)W (uy, uz)(x) = C para alguma constante C. O valor de C' pode ser obtido
no ponto t = a de modo que C' = p(a)W (uy,us)(a).

Uma vez que u; e uy satisfazem
ajui(a) + agui(a) =0 e aius(a) + asuy(a) =0

e esse sistema possui solugao nao trivial (a; ap)t. Entdao W(uy,us)(a) = 0 e isso implica
que C' = 0, mostrando que W (uy,us)(z) = 0 para todo = € [a,b]. Assim, as solugoes u; e

Uy sa0 linearmente dependentes, provando o afirmado. O

A.2 A funcao de Green

Nesta se¢ao vamos a obter uma solu¢ao do problema (A.4) por meio de uma expressao

integral.

Definicao A.4. Suponhamos que A = 0 nao seja autovalor do problema de Sturm-
Liouville. Uma fungdo de Green para o problema (A.4) é uma fungio G : |a,b] x (a,b) — R

satisfazendo

i) G(x,0) € continua

ii) %—i(m,a) ¢ continua em cada um dos triangulos a < x <o <bea<o<zx<be

satisfaz

— [m@fu,a] +4(@)G(2,0) =0, s € (0,0)U(o,b)

iii) a1G(a,0) + xd%(a,0) =0, BiG(b,o)+ 9% (b,0) =0 Vo € (a,b)

V) G (0h0) = F o 0) =~ Vo€ (ah)

em que o e o~ sdo os limites laterais a direita e a esquerda do ponto o, respectivamente.

Notemos que de existir, a fungdo de Green é tnica, com efeito, se duas fungoes G; e
G+ satisfazem 1), i7), e iii) entdo ambas sdo solugoes do problema homogéneo associado
a (A.4) e pelo mesmo argumento usado na proposicdo A.3, concluimos que G; e Gy sdo
linearmente dependentes, isto é, que existe uma constante k tal que Gy (x,0) = kGq(z, 0),

para o fixo. Logo, como G e GGy também satisfazem iv), temos que k = 1, provando
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assim que G; = Go.

Veremos agora um resultado que exibe uma forma explicita para essa funcao.

Teorema A.5. Suponhamos que A = 0 nao seja autovalor do problema de Sturm-Liouville.

Sejam uy e us funcoes reais nao nulas satisfazendo

—(pul) +qu; =0, i=1,2

up(a) = g, uj(a) = —ay, us(b) = =2,  uy(b) = fi.
Entao a funcao

B uy (z)uz (o) , se x€la,0),

S e i

 plo)W (ur, uz)(o)’

¢ a fungao de Green do problema (A.4). Além disso, a funciao de Green é simétrica:

se x € (o,b,

G(z,0) = G(o, ).

Demonstragao. Vamos a construir a funcao de Green para o problema nao homogéneo
(A.4). Para isso notamos que as fungoes u; e uy existem, de acordo com o Teorema de
Existéncia e Unicidade para problemas de valor inicial. Temos que u; e us sdo linearmente

independentes: se fosse u; = kus entao u; seria uma solugdo nao nula de

—(pw)" + qu =0,
aju(a) + agu'(a) =0, Bru(b) + o’ (b) =0,

e assim A = 0 seria autovalor do problema de Sturm-Liouville.
No intervalo [a, o) a fungao G é solucao do problema (A.6). Logo para cada o € (a,b)
fixo, G(z,0) é um multiplo de u;(z) no intervalo [a, o). Da mesma forma, G(x,0) é um

multiplo de us(x) no intervalo (o, b]. Logo

{ G(z,0) = ANo)ui(z) = Gi(2,0), a<z <o
G(z,0) = p(o)us(z) =: Ga(x,0), o<z <b.

Uma vez que, por defini¢io, G é continua, devemos ter Gi(0~,0) = Ga(0™, o) ou seja

AMo)ui(o) = pu(o)us(o). Agora por iv) temos que

plo)uy(o) = Mo)ui (o) = o)
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A forma matricial desse sistema é dado por

Ur U A o 0
T —p )

cuja solugao pode ser encontrada pela Regra de Cramer, pois W (uy, us)(x) # 0. Obte-

mos

 w(@)us(o)
o= el
_p<0')W(u17u2)<0-> = GQ(x7U)7 se T & (O’, b]

De maneira andloga 4 proposicao A.3 temos que a funcao p(z)W (uq, us)(x) é constante,

= Gi(z,0), se x € [a,0)

p(x)W (ur, ug)(z) = p(a)W (uy, uz)(o),

portanto a simetria da funcdo de Green é imediata. O

Os préximos resultados mostram a importancia da funcao de Green.

Teorema A.6. Suponha que A = 0 ndo seja um autovalor do problema de Sturm-
Liouville. Seja G(x,0) a fungao de Green do problema (A.4). Entdo o problema (A.4)

possui solucdo unica dada por

u(z) = / ' G, 0V f(0) do = (f,G(x, o, (A7)

Demonstracao. Uma vez que

u(z) = /j Go(z,0)f(o)do + /: Gi(z,0)f(0)do,

derivando essa igualdade, a continuidade de G garante que

d@) = [0, 0) (0o + ol 7))

ox
+ / b aail (z,0)f(0)do — Gy(z,2T) f(z")
_ /a %G;( o)do + / b 8G1 (0)do.

Uma nova diferenciagao produz

z 82G2 8G2 _ _
u'(x) = ﬁ@ U)f(a)dUJF%(I,x )f(x7)
8201 867Yl
+/b 83:2 (0)do — %(x x7) f(x™)

b 926 0 I O
- [P >f<>cza+f<><ax<m,x>—ax<a:,x ). o
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Por outro lado, temos

(9G2 aGl 4 i . an . aGl
o O =y wat) = Tim (o) = lim (s 0)
= i (o) )y (b))
ome= \ (o)W (ur,uz)(0) ot p(o)W(u,uz)(o) )
Isto é,
@(ZE x—)_%(x {L‘+> _ u’l(x)ug(x)—u’g(x)ul(x) _ 1
ox ox p(x)W (ug,uz)(x) p(x)’

substituindo em (A.8) temos,

" b PG f(z)
u (.T) = ; W(CE,O’)]”(O’) do — m
Multiplicando as expressoes de u, v’ e u” por g, —p’ e —p, respectivamente, e somando,
vem
" / / b 8 8G
o’ = o +alas = [ (=2 S o+ (010,01 1(0) o 451

Obviamente, (A.7) satisfaz as condigoes de fronteira.

Logo, a hipdtese de que A = 0 nao ¢é autovalor do problema de Sturm-Liouville im-
plica evidentemente que para todo f € Cf[a,b] o problema (A.4) tem no maximo uma
solugdo. Assim, da unicidade da solugao segue-se que a solugdo do problema (A.4) é

necessariamente da forma (A.7). O

Uma consequéncia imediata é dada pelo

Corolario A.7. Suponha que X = 0 nao seja um autovalor do problema de Sturm-

Liouville. Entao o problema

i(—(pU’)’ +qu)=f (A.9)
aju(a) + asu'(a) =0 Sru(b) + fau/(b) =0

possui solucdo unica dada por
u(z) = / G, 0) f(0)r(0) do = (f, G, D). (A.10)

Desta maneira, podemos encontrar uma expresao para a inversa do operador de Sturm-

Liouville L, que é dada pelo operador S : D(S) C L? — L? definido por

Su@) = [ Gla,o(o)rio) do = (4Gl ).
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no dominio D(S) = {y € L%(a,b) : y € Cla, b]}.
Notemos que S é um operador linear e limitado. De fato, sabendo que G(z,0) é

continua, decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

2

Isul? = [ 1sy@lr)de = [| [ (G0)r(0) ) tylo)r(0) ) do| r(2) dz

/ab (/ab G(x,0)|*r(0) da) (/ab ly(o)|*r(o) da> r(z) dx

2 [ [ 160 Prioyr(e) do dz,

IN

IN

provando que S é limitado e

b b 1/2
||S||§</a/a|G(x,a)|2r(0)r(as)dadx> .

Além disso, temos que S é um operador compacto.

De fato, considere uma particao de [a,b] com comprimento (b — a)/n e seja I; um
dos intervalos dessa particao. Considere os quadrados I; x I;, com 1 < 4,5 < n. Como
G(z,0) € C([a,b] x [a,b]), entdo essa fungao pode ser aproximada (na norma L?) por
fungoes degrau .

Gn(z,0) = Z CijiXnxr (T, 0).

ij=1

Afirmamos que o operador integral

(5.0)) = [ Gula)ylo)r(o)do

¢ uma combinagao linear de um nimero finito de fungoes degrau na variavel x.

De fato,

n b
(Su) @) = X i | Xape(@,0)y(0)r(0) do
i,j=1 a
com
0 se tel;

/CLXlixfi(x’U)y<U)r(U)dU:{ f:y(a)'r’(a)da, Se t¢[@-

assim temos

S0 = 3 a ([ o) do) )

i.j=1 j
mostrando que S,, assume valores no espago de combinacoes lineares das n fungoes degrau
X1;- Esse é um espaco de dimensao finita n. Logo, o operador 5,, tem posto finito.

Uma vez que

Iis = saul < 2 ([ [ 166 = Geo)riopoydodz) -0

quando n — oo, temos que S = le S, € um operador compacto.
n oo
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Proposicao A.8. Suponha que 0 ndo seja um autovalor do problema de Sturm-Liouville.
Entio \ é um autovalor de L com autofuncdo associada u se, e somente se, \~* for um
autovalor de S com autofuncdo associada u . Além disso todos os autovalores do problema

de Sturm-Liouville sdo reais.

Demonstracao. De acordo com o Teorema A.6, u é uma solucao de Lu(z) = Au(z), isto
é, solucao de

—(p(x)u') + q(z)u = Ar(x)u(z),
aju(a) + agu'(a) =0, Bru(b) + fou'(b) =0

se, e somente se,
b
u(z) = )\/ G(z,0)u(o)r(o)do = A(Su)(x) = Su(z) = —u(x).
De acordo com o Teorema de Fubini temos

(Su,v), = /ab (/ab G(z,0)u(o)r(o) d0> v(x)r(z) dx
b b
= /a u(o)r(o) (/a G(z,0)v(x)r(z) d:v) do
= /ab u(o)r(o)(Sv)(e)do = (u, Sv),,
mostrando que S é simétrico. Portanto, S s6 tem autovalores reais. O

Corolario A.9. A funcao u € solugio do problema de Sturm-Liouville nao homogéneo

—(pe)u) + [a(x) = Ar(@)]u = f(z)

Oqu(a) + Oézul(a) =0 61U(b) + 5_216/(19) —0 (All)

se, e somente se

b b
u(z) = A / Gz, 0)r(0)u(o) do + / G(z,0)f(0) do.
Demonstragao. O Teorema A.6 nos garante que o problema

—(p()u) + q(x)u = Ar(z)u(z) + f(z),
aju(a) + agu'(a) =0,  Bru(b) + Gou'(b) =0

tem solugao dada por
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A.3 Autovalores do problema de Sturm-Liouville

Como S é um operador compacto e simétrico, seus autovalores u, de S formam uma
sequéncia de nimeros reais tal que |u,| — 0. Desta maneira, pela Proposicao A.8, o
conjunto dos autovalores A, de L satisfaz |\,| — 0o. Vamos mostrar que o conjunto dos

autovalores do problema de Sturm-Liouville é limitado inferiormente.

Lema A.10. Seja u € C}2([a,b],C). Para todo x € [a,b] tem-se

u(z)? < —

<l + 2Nl

Demonstragdo. Seja z,,, o ponto do maximo da fungdo real continua |u(z)|. Temos

entao

alrn) P = () = (] — eyt = [ uts) ) ds
= /;m u'(s)u(s) + u(s)u/(s) ds

< 2flull2flw 2,

integrando, obtemos

b b b
| tutan)Pde = [ @) de <2 [ luls o) da
e, dai,
) (b — @) < 200 — @) fulla 'z + 3
0 que nos permite concluir que

1

—a

(@) < Ju(e,) <

lull + 2[lull2|l'll2 - V2 € [a,0].
O

Teorema A.11. O operador L € limitado inferiormente, isto €, existe um numero real k

tal que

(Lu,u)r > kllully,  Yu € D(L)

Em particular, L possui no mdximo um niumero finito de autovalores negativos.

Demonstragao. Afirmamos inicialmente que existem constantes my > 0, mo e mg tais

que

(Lu,uy > mallu' |13+ mallull3 + malull2]l/[l2 (A.12)
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De fato, integrando por partes temos:
b

(Luh, = [ Tl @) + gyt dr = [ alyute)de— [ (o) (@) u(a) dr

a a

= [ et e o) + [ p @) ds

> g3+ pullW]3 — [p(x)d (2)u(@)]]

em que p,, > 0 e g, sdo os minimos de p e ¢ em [a, b] respectivamente.
Vejamos o ultimo termo, se tivermos condigoes de fronteira do tipo u(a) = u(b) = 0,

a afirmacao esta completa. Caso contrario, consideremos

w(a)u'(a) = —Z: u(a)|?, ay # 0 w(b)u' (b) = _gl

[u(®)[?, B2 # 0.

De acordo com o Lema A.10, temos:

pa(a @] < ot | 2] ({12 + 2pulaf.

Jul ,
2 .
(b_ 24 fullo o’

Assim existem constantes positivas ¢, ¢a, c3 € ¢4 tais que

OB b)) < p<b>\5;

plaju(a)(a) > —allull3 — caflull2llv[l2,

—pO)u(b)u'(b) = —csllull; — callull2llu]2,

isso completa a prova de (A.12).

Agora provemos que existe uma constante ¢ tal que
ma[[W/][3 +mallull; + msllull2]|u[l2 > cflull3.
Para mostrar isso, considere a equagao
Ax? + Bxy + Cy* > cy?

em que Az? = my|[«/||3, Bry = ma||v/]|2 ||ull2 e Cy* = ma||ull3 . Se y = 0, o resultado é

trivial, caso contrario, dividindo por y? obtemos, para cada ¥ fixo, a parébola,

A B

iz’ +—z+C

) Y

cujo vértice ¢ (By/2A, —(B% — 4AC)/4A). Como a pardbola tem um ponto de minimo

nesse vértice (A > 0), que independe do valor de y, garantimos a existéncia de c:

—(B? —
Ax2—|—Bxy+C'y22(B4A4AC>:c.
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Mostramos assim que

(Lu,u)r = cllulls.
Como as normas || - ||z e || - || sdo equivalentes, temos
(Lu,u), > k||ul|?>, para k=-c.

Dai decorre que L possui, no maximo, um numero finito de autovalores negativos. O
Apresentemos agora um resultado sobre as propriedades dos autovalores do operador

de Sturm-Liouville e o desenvolvimento em autofungoes de uma funcao dada.

Teorema A.12. Suponhamos que A = 0 nao seja um autovalor do problema de Sturm-

Liouville. Entao

(a) Paran € N, suponhamos que a sequéncia de autofungoes €, do problema de Sturm-

Liowville com condigoes de fronteira seja normalizada no espago Cpzla,b], isto ¢,

[ lentore) do =

Entao toda fungio u € D(L) (isto é, v € Cpzla,b] que satisfaz as condigoes de

Se

fronteira (A.2)) tem desenvolvimento em série de autofuncoes:
o0
Z Uy En )y

A série converge absoluta e uniformemente em [a,b].

(b) Cada autovalor A, € simples, isto é, o autoespago associado ao autovalor A, € uni-

dimensional e a sequéncia de autovalores pode ser ordenada como

A < A < oo < A, — 00
(c) O conjunto {, : n € N} é uma base ortonormal do espago de Hilbert L?(a,b) e do
espago com produto interno Crz|a,b].

(d) Os autovalores do problema de Sturm-Liouville (A.3) formam uma sequéncia infinita
crescente de nimeros reais com

> 1
lim A\, = c© e Z—<oo

n—oo )\2
(e) Se X # A, para todo n, o problema (A.11) possui inica solug¢ao u dada por
f En
Z (2)

sendo a série absoluta e uniformemente convergente em [a,b).
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(f) Se A = A\, para algum m, o problema (A.11) possui solu¢io se, e somente se
b

(f\em)s = / F(2)em(z) dz = 0.

a

Nesse caso a solugdo é dada por

uy = 3 ol

A=

sendo a série absoluta e uniformemente convergente em [a,b).

Demonstragao. (a) Do Corolario A.7 temos que dado u € D(L) entao

u(w) = [ 6w, 0)f(0)r(o) do = S(£)(2)

e por outro lado, do teorema espectral para operadores simétricos compactos (B.9) temos
que existe uma sequéncia real (u,), formada pelos autovalores (que sdo nao nulos) de
S e uma sequéncia ¢, de suas autofungoes correspondentes que formam um conjunto

ortonormal tal que, para cada f € D(S) = Cj2]a,b], temos
Sf = Z Nn<f; €n>r5n
n=0
sendo que a série converge uniformemente. Entao

U = Z Mn<f7 5n>r5n
n=0

e como S é simétrica, temos

pnlfsen)r = (fsttngn)r = (Lu, Sen)r = (U, 6n),

Portanto

u = Z <U, 5n>r5na

n=0

a série convergindo absoluta e uniformemente em |[a, b].

(b) Pela Proposigao A.3 cada autovalor A\, é simples; a Proposigdo A.8 garante que
os autovalores sao reais; e, do Teorema A.11, temos que os autovalores sao limitados
inferiormente. Como S é compacto, temos que seus autovalores p,, forman uma sequéncia

convergindo a 0. Assim, A, = 1/, — 00, e podemos ordena-los
AL < Ay <L\, — 00,

(c) Considere § o espaco das combinagoes lineares finitas dos elementos {£,},, entao

por (a) e pelo teorema da base ortonormal (B.1), temos que u € D(L) satisfaz

m m

u= T)lbignoo];)(u,sk)rek = TYILL)IIcl)OkZ_OukEk = WIL% Wm, sendo (wn,) C 7,
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mostrando que § é denso em D(L) (na norma de L?). Como D(L) é denso tanto em
Crzla,b] como em L2(a,b) (na norma de L?), § é¢ também denso nesses espagos. Assim o

teorema (B.1) garante que todo elemento u em Cyz[a, b] ou LZ(a, b) tem uma representacéo

u= lim Z UnEn,

n—o0

provando o afirmado.
(d) Por (b) temos que A, — oco. Como G € Cp2[a,b], decorre da desigualdade de

Bessel que
Z! )sen)el” < NG, )7

Aplicando o Corolario A.7 obtemos a desigualdade

Zw enle Z|Sen I < [ (16 0)r(o) do

Integrando outra vez e usando o Teorema da Convergéncia Dominada vem

i\un|2/ab|5n(x)]2r(a:) dr < /ab/ab|G(:z:,0)\2r(o)r(x) do d,

o que implica que

i; //|G$0|2 o)r(z)do dx < oo,

j& que G ¢ continua.
(e) De acordo com o Corolario A.9, a resolu¢do do problema (A.11) é equivalente a

resolucao de
u(z) = A(Su)(x) + (f, G(z, )2,
igualdade que pode ser escrita como
(nl — S)u =

em que p =1/ ey(x) = p(f,G(z,.))s = uS(f/r)(x). Aplicando o Teorema B.10, temos

que

u=(ul —8)y *y+ Z o

e do teorema espectral para operadores simétricos compactos (B.9) vem que

y—/LS< >_Nzun ) nrgn:MZMn<f7€n>28n'
n=1

Como

<y’ €m>r = ,UZ ,Un<fa 5n>2<5na 5m>r = U,Um<f> 5m>2a
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obtemos que

; (uiun fren) 26n> + - Z Men

n—=1 n—=1 = fn
e assim >
= 1 <f En)2
g 7 f €n 2En + Z (An) ﬁgn.
Portanto > < >
< 1 7n2 = f7€n?
3 n n A = n)
=2 yAf e Z)\ RS Bl way s

sendo a série convergente absoluta e uniformemente em |[a, b].

(f) Seja pu — Su =y. Como S é simétrica, vemos que
(Y, 2)r = (pu, 2)r = (S, 2)r = (u, pz)r — (U, Sz)r = (u, pz — Sz)r
e portanto para todo z temos que
Sz=uz < (y,2),=0.
=) Se A =\, entdo p = p,y, e por (e) temos
0= (y,em)r = ppm(f,m)2 = (frem)2=0

<) Se (f,em)2 = 0, entdo (y,em)r = 0 e assim Se,, = pe,. E imediato que todo

elemento v da forma

uw) = 3 = )

n#m

¢ uma solugao de (uf — S)u = y. Com isso o teorema esta provado. a



APENDICE B

Espacos de Hilbert e Operadores Compactos

Neste apéndice incluimos alguns resultados bésicos da teoria de espacgos de Hilbert,

cuja demonstragao sera omitida.

Teorema B.1 (da Base Ortonormal). Seja & = {¢; : i € N} um sistema ortonormal
em um espago com produto interno (E,(-,-)). Denotemos por § o espago das combi-
nagoes lineares dos elementos de S e seja u; o coeficiente de Fourier (u,e;). As sequintes

propriedades sdo equivalentes
(a) Para todo u € E, temos

u = Z U;€;5.
i=1
(b) Para quaisquer u,v € E, vale a identidade de Parseval
<'LL, U> = ZU’LU’L
i=1
(¢) Para todo u € E temos
lull® = > il
i=1
d) Dado € > 0, para todo v € E existe n € N tal que
() D q

00
u — Z ;€5
i=1

< €.

Em particular, § € denso em E.

(e) Todo funcional linear continuo f : E — K que se anula em & € identicamente nulo.

Qualquer uma dessas propriedades implica:

(f) O sistema {e; : i € N} € mazimal, isto €, nao existe elemento e # 0 em E tal que
ec St

39



40 Espacos de Hilbert e Operadores Compactos

Se E for espago de Hilbert, entao as propriedades (a)-(f) sao equivalentes.

Definicao B.2. Seja E um espago com produto interno. Uma base ortonormal em E
¢ um sistema ortonormal & satisfazendo qualquer das propriedades equivalentes listadas

no Teorema B.1.
Teorema B.3. Todo espaco de Hilbert separdavel H possui uma base ortonormal.
A demonstracao desses fatos pode ser vista em [6].

Teorema B.4 (Representagiao de Riesz). Sejam H um espago de Hilbert e H* seu dual.
Entao dado ¢ € H* existe um unico f € H tal que

(p,uy = (f,u) Yue€H.

Além disso, vale

1= 1l

A demonstragdo do Teorema de Representacao de Riesz pode ser encontrada em

Kreyszig [6].
Definicao B.5. Seja H um espaco de Hilbert. Uma forma bilinear a : H x H — R €
(i) continua, se existe uma constante C' tal que

|a(u, )| < Cllullfvll,  Vu,ve H;

(ii) coerciva, se eziste uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > aljv||®>, Vv € H.

Proposicao B.6 (Lax-Milgram). Suponha que H seja um espaco de Hilbert e a(u,v) uma
forma bilinear continua e coerciva sobre H. FEntao, dado um f € H*, existe um tnico

elemento u € H tal que

a(u,v) = (f,v) YveH.

Além disso, se a for simétrica, entdo u € determinada pela propriedade

ue H e ;a(u,u) —(f,u) = min{;a(v,z}) - (f,v)}

veEH

Veja [3] para a demonstragao desse resultado.
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Defini¢ao B.7. Seja T um operador linear sobre um espago de Banach E. O conjunto

resolvente, denotado por p(T), é definido por
p(T)={N€R : (T — ) ¢ bijetiva de E em E e (T — XI)™" é continua}.

O espectro de T, denotado por o(T), é o complemento do conjunto resolvente, isto €,
o(T) =R\ p(T).

Um numero real X € um autovalor de T se
N(T —=XN)={ze€E : (T—X)x=0} # {0},

sendo N(T — M) o autoespago correspodente ao autovalor X\. O conjunto de todos os

autovalores de T' é denotado por EV (T).

Proposicao B.8. Seja T um operador compacto sobre um espaco de Banach E, com

dim(FE) = co. Entdo temos
e 0€a(T);
e o(T)\{0} = EV(T);
e um dos sequintes casos ocorre

- o(T) = {0},
— o(T)\{0} € um conjunto finito,

— o(T)\{0} € uma sequéncia convergindo a 0.
Para a prova desse fato veja [3].

Teorema B.9 (Teorema espectral dos operadores simetricos compactos). Seja (E, (-, -))
um espag¢o com produto interno e T # 0 um operador simétrico e compacto em E. Entdo
existe uma sequéncia A, € R de autovalores nio nulos de T' e uma sequéncia {e,} de au-
tovetores correspondentes que formam uma base ortonormal para a imagem de T'. Assim,

para todo elemento u € E temos
Tu = Z)\nunen com  u, = (u,ey,).

Se E for um espaco de Hilbert separdvel, entao existe uma base ortonormal formada

por autovetores de T'.
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Teorema B.10. Sejam (F,(-,-)) um espago produto interno e T # 0 um operador
simétrico e compacto com autovalores nao nulos {\,} C R e e, a sequéncia de autove-

tores ortonormais associados. Dado A € R\ {0} tal que X # X\, o operador \I — T possui

inverso continuo definido em FE, dado por

Un

1 1
u = ()J—T)_lv:—v—i—XZ)\n)\_)\ eny  Un = (U, €,).

A

A demonstracao desses fatos pode ser vista em [5].



APENDICE C

Espacos de Sobolev

Enunciaremos alguns resultados basicos da teoria de espacos de Sobolev.
Sejam I = (a,b) um intervalo aberto (estamos admitindo o caso a = —co e b = 0) e

peR, com1<p<oo.

Proposigao C.1. Seja u € L}, (I) tal que

/ufdx =0, VY feox().

I

Entaou =20 qtp. emI.

A demonstracgao desse resultado pode ser encontrada em Adams [1].

Definigao C.2. O espago de Sobolev WP (I) é definido por

whe(1) = {u € LP(I); dg € LP(I) tal que /ugp’da: = —/ggpdx Ve CS(I)}.
I I
Também denotamos
HY(I) = W2(I).
Para u € WHP(I) escrevemos u' = g.

O espaco WP torna-se um espaco normado ao definirmos
ullwre = lullze + [[u']] -

No caso em que 1 < p < 0o, essa norma é equivalente a (||ul[}, + [|u/|[7,)/?. O espaco

H' torna-se um espaco com produto interno se definirmos

b
(u, v) i = (u, v)g + (U, ")y = / (uwv + u'v")dz,

a
cuja norma ¢ dada por

[l = (1l |3 + [1'15)"2.

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrada em Brezis [3].
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Proposicao C.3. O espaco WP é um espago de Banach paral < p < 0o. Sel < p < oo,
esse espaco € reflexivo; se 1 < p < 00, esse espago € separdvel.

O espaco H' é um espago de Hilbert separdvel.

As fungoes em WP sdo as primitivas das fungoes em LP. Note que || - || j& é uma
norma em H', mas com essa norma o espaco H' nio é completo. (Assim, H* C L? nao

¢ fechado na norma ||.||2.)
Teorema C.4. Seja u € WH(I) com 1 < p < co. Entio existe uma fungio u € C(I) tal
que u =u q.t.p. em I e
T —
a(z) — aly) = / J(t)dt Va,yel
Yy

A prova desse resultado pode ser encontrada em Brezis [3].
Uma vez que cada fungao u € WH?(I) admite uma (e s6 uma) representaciao continua

em I, vamos supor que esse representante continuo tenha sido escolhido.

Teorema C.5 (Densidade). Seja u € WHP(I) com 1 < p < oco. Entdo eziste uma

sequéncia (u,) em CS°(R) tal que u,|r — u em WHP(I).

A prova desse resultado pode ser encontrada em [3]. Em geral, ndo existe uma se-

quéncia (u,) C C§°(I) tal que u, — u em WHP(I), resultado que ¢ valido em LP(T), pois

Coo (1) = L7 (1).

O proximo resultado apresenta as imersoes de Sobolev.
Teorema C.6. Eziste uma constante C' (dependendo sé de |I| < oo) tal que
lulleory < Cllullwrwoy, Vue WhP(I) V1<p<oo.

Isto é, WYP(I) C L>=(I) de maneira continua para 1 < p < co.

Além disso, se I for limitado, entdo
(a) a imersao WYP(I) C C(I) é compacta para todo 1 < p < oo;
(b) a imersao Wh(I) C LY(I) é compacta para todo 1 < q < oo.
Note que a imersio W (I) C C(I) é continua, mas nio é compacta.
Corolario C.7. Sejam u,v € WH(I), com 1 < p < oo. Entao
w € WH(I) e (wv) =u'v+uv'

A formula de integragdo por partes permanece vdlida:

T

/ym wode = u(@jv(z) —u(y)oly) - / w'dr Va,yel.

Y

A demonstracao destes fatos pode ser vista em [3].
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Percebe-se claramente a diferenca desse resultado com propriedades das fung¢oes em

LP pois, em geral, se u,v € LP, entao o produto uv nao pertence a LP.

Definicao C.8. Dado um inteiro m > 2 e um numero real 1 < p < oo, definimos por

inducao o espago
W™P(I) ={ue W™ (1) :u' € W™ bP(I)}.
Denotamos
H™(I) = W™(I)

O espago W™P(]) possui a norma

m
[lullwor = [lulle + 3 [1D%ul| v

a=1

e H™(I) o produto interno
m
(u, vy gm = (u,v)2 + > _ (D%, D),
a=1
Pode-se estender aos espacos W™ as propriedades mostradas para WP, Assim, se [
for limitado, W™P C C™~1(T) é uma imersao continua; e é compacta, se 1 < p < cc.

Definigao C.9. Dado 1 < p < co, denotamos por Wy (I) o fecho de CL(I) em W'P(I).
Denotamos

Hy (1) = Wy*(I)

O espaco W, ?(I) esta dotado da norma de W'P(I), enquanto o espaco H¢ (I) possui
o produto interno de H*(T).
O espacgo Wol P é um espaco de Banach separdvel. Além disso, é reflexivo para p > 1;

o espago Hj(I) é um espago de Hilbert separével.

Observagao C.1. Quando I = R, sabemos que C}(R) é denso em W?(R) (pelo Teorema
C.5). Assim, Wy*(R) = W'P(R).

Teorema C.10 (Caracterizacio). Seja u € W'P(I). Entdo u € WP (I) se, e somente

se, u=0 em OI.

Proposigao C.11 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que I seja limitado. Entdo existe
uma constante C' (dependente de |I]) tal que

lullwrniy < Cllellogy,  Vu € Wo(D).

Assim, ||| Le(ry € wma norma equivalente d norma de WP .
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A demonstracao desses resultados pode ser encontrada em Brezis [3].

Se I for limitado a expressao
(u',v")g = /u'v’ dx
I

define um produto interno em H{(I), cuja norma associada |[u/||s é equivalente & norma
de H!.
Dado um inteiro m > 2 e um ntiero real 1 < p < 0o, o espago Wi"*(I) é definido como

o fecho de CJ*(I) em W™P(I). Pode-se mostrar que
W P(I) = {u e W™P(I):u=Du=..=D""tu=0 em OI}.
Salientamos a diferenca entre

WoP(I) = {u € W*P(I) : u = Du = 0 sobre OI}

WD) AWy P(I) ={uec W**(I):u=0 em dI}.

O dual de Wy ”(I) (1 < p < 00) é denotado por W% (I), enquanto o dual de H}(I)

é denotado por H~1(I). Valem as inclusoes
HycL*Cc H™.
Se [ for limitado temos as imersdes continuas
WeP cL?c W™, 1<p< .
A prova do préximo resultado pode ser encontrado em [4].

Proposicao C.12. Seja I C R um intervalo (ou unido finita de intervalos). Entao

71\ 2
/|u]2 dr < <||> /|u’\2das
I 2 I

para todo u € Hg(1)\{0}.
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