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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos resultados de existéncia e de ndo-existéncia de solugdes para a
seguinte classe de problemas elipticos ndo-lineares:
—Au(x) — Au(x) — V|J(C|2) =u(x)>"1, xeqQ,
u(x) >0, x €Q, (P)
u(x) =0, x € 0Q),

em que Q) C RN denota um conjunto aberto contendo a origem, limitado ou ndo, com N > 4.
A equagdo diferencial envolve o expoente 2* = 2N /(N — 2), conhecido como expoente critico
de Sobolev e o termo pu(x)/|x|?, que é chamado potencial de Hardy.

Procuramos solugdes para o problema (P) no espago de Sobolev H}(Q) definido como o
fecho de C°(Q)) em H'(Q)). Para obter resultados de existéncia de solugdes demonstramos

uma versdo do Lema de Concentragdo-Compacidade de Lions.

Palavras-chave Operador laplaciano, potenciais de Hardy, expoente critico de Sobolev, proble-

mas de minimizagdo.

Abstract

In this dissertation we study results of existence and non-existence for the following class of

nonlinear elliptic problems:

u(x)

—Au(x) — Au(x) — VW =u(x)>71, xeQ,
u(x) >0, x €Q), (P)
u(x) =0, x € 0Q),

where Q) C RY denotes an open set containing the origin, bounded or not, with N > 4. The
equation involves the exponent 2* = 2N /(N — 2), known as critical exponent in the Sobolev
inequality, and the term pu(x)/|x|?, which is called Hardy potential.

We look for solutions of the problem (P) in the Sobolev space H}(Q) which is defined
as is the closure of C°(Q)) in H'(Q)). To obtain existence results we prove a version of the

concentration-compactness lemma by Lions.

Key-words Laplacian operator, Hardy potentials, critical exponent of Sobolev, minimization

problems.
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espago das fungdes reais continuas
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norma no espago de Hilbert H!(Q2)

espago de Hilbert com trago nulo
convergéncia forte (na norma de X)
convergéncia fraca em X

convergéncia em quase todo ponto de X
subespaco de H}(Q) invariante por G

vinculo no subespago Hé/G(Q)

melhor constante das imersdes de Sobolev
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Introducao aos métodos variacionais

1.1 Formulacao fraca de problemas elipticos

Esta dissertagdo tem como principal objetivo demonstrar resultados de existéncia e de nao-
existéncia de solugdes para uma classe de equagdes elipticas ndo-lineares definidas em dominios
Q) € RY, limitados ou ndo, envolvendo o expoente critico de Sobolev e o potencial de Hardy.
Neste capitulo apresentamos alguns resultados basicos da teoria de minimizag¢do de funcionais,
cujas referéncias bdsicas sdo o livro de Ambrosetti e Malchiodi [1] e o memorial de Jeanjean [9].
Assim, podemos indicar as maiores dificuldades para demonstrar os teoremas principais da
dissertacdo que se baseiam no artigo de Ruiz e Willem [14].

Comegamos considerando QO C RN um dominio limitado com fronteira 9Q). Suponhamos

que devemos resolver o seguinte problema de Dirichlet

—Au(x) = |u|P~2u x€Q,

u(x) =0 x € 9Q),

(1.1)

em que Au(x) := YN, 8%u(x)/9x? denota o operador laplaciano e p € (1,2*], em que 2* :=
2N/ (N —2) é o expoente critico de Sobolev. Se a fungdo u: QO — R for tal que u € €2(Q) N
€%(Q) verifica o problema (1.1) pontualmente, dizemos que u é uma solucdo classica do pro-
blema de Dirichlet. Em geral, o problema de garantir a existéncia de uma solugdo cldssica
para o problema (1.1) é bastante dificil. Uma forma de resolver as dificuldades encontradas é
enfraquecer as condi¢des impostas sobre a funcdo u. Por exemplo, podemos exigir que a pri-
meira equagdo em (1.1) seja valida no sentido das distribuigdes. Para prosseguir nessa linha
de investigagdo suponhamos que u seja uma solugédo cldssica. Dada uma fungdo ¢ € CF(Q),
multiplicamos ambos os lados da equagao diferencial em (1.1) por ¢ e, integrando por partes,

obtemos a equagao

/ Vu-Vedx = / lulP2updx Yo € CY(Q). (1.2)
0 0

Dessa forma, uma solugao classica do problema de Dirichlet (1.1) verifica a equagdo (1.2). Agora
podemos substituir a condi¢do de fronteira u(x) = 0 para todo x € dQ) pela condicdo de que

u € H}(Q); dessa forma, temos o novo problema de determinar uma fungéo u tal que

/Vu-Vgodx:/ lulP2ugdx Ve € H{(Q),
0 0
u € HY Q).

(1.3)
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Observamos que se u € H}(Q), entdo pela densidade de C}(Q) em H}(Q), a equagao (1.2)
vale para toda fungdo ¢ € H}(Q)). O problema (1.3) é conhecido como a formulagéo fraca
do problema de Dirichlet (1.1) e suas solugdes sdo denominadas solugdes fracas. Se u é uma
solucdo classica e se u(x) = 0 para todo x € 0Q), pontualmente, entdo u € H&(Q) ; logo, a
fungdo u é uma solugio fraca do problema (1.3). Por outro lado, se u € €2(Q)) é uma solugdo
fraca do problema (1.3), entdo u é uma solugao classica do problema (1.1).

Podemos agora reconhecer que as solugoes u # 0 do problema (1.3) sdo pontos criticos do
funcional J: H}(Q) — R definido por

T(u) = ;/Q|Vu|2dx—;/0|u|”dx. (1.4)

De fato, usando resultados conhecidos do calculo variacional em espagos de Banach, temos que
o funcional ], denominado funcional de energia , ¢ diferenciével e que o operador J': H}(Q)) —
(H}(Q))* é dado por

]’(u)q):/QVu-Vgodx—/Q\uW’zu(pdx. (1.5)

Portanto, a obtencao de solugdes cldssicas para (1.1) seré feita utilizando o seguinte método:
primeiro demonstramos a existéncia de solugdes fracas para o problema (1.3), utilizando o fun-
cional J(u); e em seguida usamos resultados de regularidade, que garantem que as solugdes fra-
cas de fato possuem a diferenciabilidade requerida para que sejam também solugdes cléssicas.
Nesta dissertagdo tratamos apenas dos resultados de existéncia de solugdes fracas; para a parte
da regularidade das solugdes fracas referimos aos trabalhos de Brézis [4, Caps. 8 e 9] e de
Evans [7, Cap. 6].

Para ilustrar as principais dificuldades encontradas ao aplicar o programa descrito acima,
conhecido como método direto do calculo das variag¢des, distinguimos trés casos bastante dis-
tintos e dependentes do pardmetro p, que indica o crescimento da ndo-linearidade da equagao
diferencial. Na discussdo que se segue, trabalhamos com o espago H}(Q)) munido da norma
do gradiente, isto &, |ul| = ([, |Vu[*dx)!/2 Pela desigualdade de Poincaré, essa norma é
equivalente & norma usual de H}(Q)). Lembramos também que a imersdao H}(Q)) < LP(Q)) é
continua se p € [1,2*] e é compacta se p € [1,2%).

A seguir analisamos alguns resultados de existéncia e de nado-existéncia de solugdo para
o problema (1.3) dependendo da poténcia do termo ndo linear. Como um comentdrio geral,
analisamos apenas os casos em que p € [1,2*] pois assim podemos garantir, pela continuidade

da imersdo H}(Q)) < L?(Q)), que o funcional de energia ] estd bem definido em H} ().

CasO 1: p € [1,2). Como a imersdo H}(Q)) < LP(Q)) é continua, existe uma constante C,

dependente apenas de p, tal que |u|, < C|ju|| para toda funcdo u € H}(Q)). Assim temos que

1, 1, p_ 1, ., CP
S _ = > - _ = p _
J(u) = 5 flul ) ulp = 5 l[ul ; [Ju] (1.6)
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para ||u|| suficientemente grande. Para p < 2 o termo quadratico é dominante e o funcional | é
CORICIVO .

Além disso, temos que

—oo <m:= inf J(u)<O.
ueH(Q)

De fato, argumentando por contradi¢do, suponhamos que exista uma sequéncia (u#,)yeN C
H}(Q) tal que J(u,) — —oo. Como o funcional ] é coercivo, segue-se que existe R € R tal
que ||u,|| < R. Como o espago H} () é reflexivo, existe uma subsequéncia, ainda denotada da
mesma forma, e existe uma fungdo u € H}(Q), tais que u, — u fracamente em H}(Q).

Além disso, como o funcional | é fracamente semicontinuo inferiormente , isto é, para todo
« € R o conjunto {u € HJ(Q): J(u) > a} é aberto, inferimos que J(u) < liminfyen J(un) =
—o0o, 0 que é uma contradigdo. Para verificar que m < 0 selecionamos uma fungdo u €
H{(0Q)\{0} e testamos o funcional ] em fung¢des da forma fu, com t € R*. Assim, temos

£2 £P
J(tu) = =|Jul]> = = |ulp.
2 p b

Como p < 2, a contribuicdo da parcela negativa de | é dominante quando t — 0 e isso implica
que m < 0.

Para garantir que o infimo m é atingido, isto é, para demonstrar que existe uma fungao
u € H}(Q) tal que J(u) = m, argumentamos da seguinte forma: Seja (i, )yen C H(Q) uma
sequéncia minimizante , isto €, uma sequéncia tal que J(u,) — m quando n — oco. Como | é
coercivo, a sequéncia (i, )yen € limitada no espago reflexivo H} (Q)). Dessa forma, existe uma
subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, e existe uma fungdo u € H}(Q) tal que u — u
fracamente em H}(Q)). Pela compacidade da imersdo H}(Q) < L?(Q)), novamente passando

a uma subsequéncia obtemos a convergéncia forte u,, — u em LP(Q)). Portanto,

m

N

J(u) < liminf J(u,) = m.

n—oo

Como o minimo do funcional | é atingido, concluimos que o ponto de minimo corresponde a

uma solugao fraca do problema (1.3).

CASO 2: p = 2. Nesse caso o problema é linear e se escreve na forma

—Au(x) = Au x €Q),
u(x) =0 x € 9Q),

(1.7)

em que o nimero real A é denominado autovalor do operador laplaciano e a correspondente
solugdo é denominada autofungdo. As principais propriedades do problema (1.7) sdo enuncia-
das no resultado a seguir. Para a demonstragdo, referimos ao livro de Weinberger [18, Cap. 7,
se¢do 36] para o caso unidimensional e o livro de Evans [7, Cap. 6, se¢do 6.5] para um caso mais

geral.
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1.1 Proposi¢do. 1. O problema (1.7) possui uma sequéncia de autovalores (Ay)nen C R tal que

D<M <A< A3 <A <A1 < e Iim A, = +oo.

n——+0o

Na desigualdade acima usamos a convengio de que autovalores miiltiplos sio repetidos de acordo
com suas multiplicidades. O primeiro autovalor Ay é simples, ou seja, tem multiplicidade iqual a
um e a correspondente autofungio nido muda de sinal no dominio w C R. Além disso, o autovalor
A1 € o tinico autovalor com essa propriedade. E comum denotar a primeira autofuncio por ¢y e
seleciond-la de modo que ¢1(x) > 0 para todo x € Q) e tal que ||¢1||;> = 1. Correspondendo aos

demais autovalores Ay, as correspondentes autofungdes sdo denotadas por ¢, e sdo tais que

1 sen=m
/ Pnpmdx =
0 0 sen # m.
2. Vale a igualdade
/ |Vu|?dx
A min 22 (1.8)
ueH}(Q) / ‘u|2 dx
u(x)#£0  Jo

3. Definindo W, = {u € Hé(Q): / Vu-Ve,dx=0,1<m<n— 1}, valem as igualdades
Q

/ |Vu|?dx

Ay = min

ueWn / |u|2 dx

para todo n € IN.

As relagdes dos itens 2 e 3 sao denominadas de caracteriza¢des variacionais dos autovalores.

Observamos também que do item 2 obtemos a desigualdade
/ |Vu|?dx
<40

/ lu|? dx
0

para toda fungdo u € H}(Q) tal que u # 0, conhecida como desigualdade de Poincaré.

CASO 3: p € (2,2%). O funcional | ndo é mais limitado inferiormente nesse caso. De fato,

selecionando uma fungéo u € H(Q)\{0} e um ndmero real t € R™, temos que
£ tP
J(tu) = = Jlul]* - ” ulp = —c0 (t = ),

pois p > 2.
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Além disso, | também ndo é limitado superiormente. Por exemplo, considerando (2 =

(0,71) C R e p = 4 segue-se que o funcional J: H}(Q)) — R tem a forma

T(u) = 1/”|Vu|2dx—1/”|uy4dx
2 ) 4 Jo '

Escolhendo uy(x) = sen(kx) em que k € N, célculos diretos mostram que J (i) — oo quando
t — oo. Consequentemente, ndo existe extremo global para o funcional | e o problema de
determinar um ponto critico é mais complexo.

Uma das abordagens frequentemente usadas é a de determinar outras caracterizagdes va-
riacionais para os pontos criticos. Para isso, selecionamos uma funcdo v € H}(Q)) tal que
J(v) < 0. Observando que J(0) = 0 consideramos o conjunto I' de todos os caminhos unindo a
origem a fungdo v, isto €,

[ o= {7:[0,1] = Hy(€2); 7(0) = 0,7(1) = o}
Também definimos o ntmero
¢ := inf max ),
Inf max J(7(£))

comumente denominado valor de “minimax”. Agora mostramos que
¢ > max{J(0),J(v)} = 0. (1.9)

De fato, usando a desigualdade (1.6) obtemos que J(u) > ||u||?/4 para ||u| suficientemente
pequeno. Em particular, existe p € R™ tal que p < ||v|| e J(u) = p?/4 se ||u| = p. Como todos
os caminhos de I devem cruzar a esfera de raio p, isso garante que vale a desigualdade (1.9).

Dizemos que um funcional que verifica a desigualdade (1.9) para alguma fungdo v € H}(Q)
e para o nivel de minimax ¢ definido acima tem a geometria do passo da montanha; o valor
¢ é denominado nivel do passo da montanha . Intuitivamente, procuramos um ponto critico
u € H}(Q) para o funcional | no nivel do passo da montanha, mas esse ponto critico nem
sempre existe. Para mais detalhes, veja o Teorema A.17 no Apéndice.

Entretanto, uma consequéncia da geometria do funcional | é a existéncia de uma sequéncia
(n)nen C HH(Q) tal que J(uy) — ce ||J'(un)|| — 0 quando n — co. Uma sequéncia com
essa propriedade é denominada sequéncia de Palais-Smale. Se uma sequéncia de Palais-Smale
possui uma subsequéncia convergente, dizemos que verifica a condi¢do de Palais-Smale no
nivel c.

Para garantir que existe uma sequéncia de Palais-Smale, um resultado frequentemente
usado é o principio variacional de Ekeland , enunciado no Apéndice (Proposi¢do A.4.5).

Para prosseguir na argumentacdo como no CASO 1, devemos verificar que uma sequéncia

1 1

de Palais-Smale é limitada. Pela definicdo do funcional J, a saber, J(u) = 5 |ul|? - v ulh, e

usando o fato de que J(u,) — ¢ quando n — oo, obtemos

2
IIunIIZ—E unlh —2c  (n— o0). (1.10)
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Além disso, o limite ||J'(u,)|| — 0 quando n — oo pode ser reescrito na forma
Ay — |ug|PPuy = 0 (Hy(Q))* (1.11)

Multiplicando ambos os lados da tltima expressdo pela funcao u, e integrando sobre o dominio

() obtemos
| la 1> = Junlb] < &nllunl] (1.12)

em que ¢, — 0 quando n — oco. Agora usamos o fato de que p > 2 e as diferentes ho-
mogeneidades nas expressdes em (1.10) e (1.12) para concluir que a sequéncia das normas
([[un])nen € RT é limitada.

Argumentando como no caso precedente, da limitagdo da sequéncia (u,),en C H}(Q)
podemos supor que existe uma subsequéncia, sempre denotada da mesma forma, e que existe
uma funcdo u € H}(Q) tais que u, — u fracamente em H}(Q) e u, — u fortemente em L7(Q})
para todo g € [2,2%).

A préxima etapa da argumentacdo é mostrar que vale o limite u, — u fortemente em
H}(Q). Como u, — u fortemente em L?(Q)), sabemos pela desigualdade (1.12) que | uy||*> —
\un\g quando n — oco. Além disso, pela caracterizagdo dada em (1.11), deduzimos que

/ Vu, - Vudx —/ P 2upudx — 0 (n — o). (1.13)
0 0

Usando a convergéncia forte em L7((}) para todo g € (2,2*), a convergéncia fraca e a desi-

gualdade de Holder, obtemos
/ \un\p’zunudx%/ ulPdx = lulp  (n— o).
0 O
Por outro lado, da convergéncia fraca, para a parcela envolvendo os gradientes temos que
/ Vit - Vidx — / (Vuldx = [ul> (1 — o).
0 Q

Portanto, combinando esses resultados obtemos que ||| = |u[}; e como ja temos a con-
vergéncia ||u,||?> — |ul}, segue-se que ||u,]|?> — ||u||?. Por fim, usando um resultado conhecido
de Anélise Funcional (veja [4, Theorem 3.32, pag. 78]), concluimos que u, — u fortemente
em H}(Q). Além disso, pela continuidade de | e de [, resulta que u é um ponto critico do
funcional ] no nivel ¢ do passo da montanha. Finalmente, como ¢ > 0 = J(0), segue-se que
o ponto critico u é diferente de zero e obtemos, assim, uma solugédo fraca nao trivial para o
problema (1.3).

Resumimos esses argumentos enunciando uma versdo de um resultado conhecido na lite-

ratura como teorema do passo da montanha .

1.2 Proposicdo. Seja X um espago de Banach e seja J: X — R um funcional continuamente dife-
rencidvel e verificando a condigio de Palais-Smale. Sejam v € X, p € RY e ¢y € R tais que
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L o] > p;
2. paratodo u € X tal que ||u|| = p vale a desigualdade max{J(0), J(v)} < co < J(u).

Entdo o funcional | possui um valor critico ¢ > cq definido por

:= inf £)).
¢ = Inf max J(r(t))

Para a demonstracdo, referimos ao livro de Ambrosetti e Malchiodi [1, Theorem 8.1] ou de
Willem [19, Theorem 1.15].

CASO 4: p =2* =2N/(N —2). Nesse caso o funcional | ainda possui a geometria do teorema
do passo da montanha. Além disso, todas as sequéncias de Palais-Smale sdo limitadas; em
particular, existe uma sequéncia (u,)nen C H(Q) tal que J(un) — ¢, |J'(un)|| = 0 € uy —
u fracamente em Hé (Q)) quando n — oo. A diferenca em relagdo ao CASO 3 é que agora a
convergéncia fraca u, — u em H}(Q)) ndo implica a existéncia de uma subsequéncia, ainda
denotada da mesma forma, tal que u, — u fortemente em LP(Q)). Isso se deve ao fato de
que a imersdo H}(Q) < LF(Q) ndo é compacta . Essa dificuldade ndo é simplesmente uma
questdo técnica. Veremos na préxima segdo que, devido a identidade de Pohozaev, o funcional
J ndo possui ponto critico no nivel do passo da montanha quando o dominio () for estrelado.
Consequentemente, o problema (1.1) ndo possui solugdo no caso p = 2* para esse tipo de
dominio.

Em resumo, vimos que no CASO 1 a compacidade é garantida a priori pela escolha do tipo
de crescimento da nao-linearidade, que é sublinear. No CASO 2, em que temos um problema
linear de autovalor, a compacidade é garantida. No CASO 3, em que a ndo-linearidade ainda é
subcritica, a compacidade é garantida, mas a dificuldade é que o funcional é indefinido, isto é,
ndo é limitado superiormente nem inferiormente. No CASO 4, temos um exemplo de problema
sem compacidade, em que a ndo-linearidade tem crescimento critico. Outras situacdes em que
a mesma dificuldade aparece sdo problemas definidos em dominios ndo limitados. Esse tltimo
caso é o ponto de partida para uma grande linha de pesquisa que se iniciou com o trabalho
pioneiro de Brézis e Nirenberg [5].

Na proxima se¢do descrevemos alguns tipos de problemas sem compacidade e as técnicas

usadas para resolvé-los.
1.2 Problemas envolvendo o expoente critico

Comegamos esta se¢do enunciando um resultado devido a Pohozaev .

1.3 Proposi¢do. Seja QO C RN um conjunto aberto com fronteira 9Q € C' e limitado e denotemos por
v(x) o vetor normal unitirio exterior a 0Q no ponto x. Seja f: R — R uma fungio continua e seja
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fo s)ds. Seu € C?(Q)) for uma solugio cldssica do problema
—A = € Q,
u(x) = fu) -
u(x) =0 x € 0Q),
entdo
N-2 5 - 1 ou
/ |Vu| dx—N/ ) dx = —= (81/> v(x) - xdo. (1.15)

A demonstracdo dessa proposi¢do, conhecida como identidade de Pohozaev, pode ser en-
contrada nos livros de Ambrosetti e Malchiodi [1, Theorem 8.30] ou de Badiale e Serra [2, The-
orem 3.4.26] .

Como consequéncia da Proposi¢do 1.3, vemos que a condigdo de crescimento para a ndo
linearidade nos casos analisados na secdo anterior ndo pode ser eliminada. De fato, para um
conjunto estrelado em relagdo a origem, isto €, um conjunto tal que v(x) - x > 0 para todo

x € d(), vale a seguinte desigualdade.

1.4 Corolario. Seja QO C RN um dominio estrelado em relagio a origem e com fronteira 9Q) € CL.

Entdo toda solugdo cldssica do problema (1.14) verifica a desigualdade

N/ dmu——/f w)udx > 0.

Usando o Corolério 1.4, suponhamos que u € H}(Q) seja uma solugdo ndo trivial do pro-
blema (1.1). Usando a teoria de regularidade (Consulte Brézis [4, Cap. 7 e 8]), podemos garan-
tir que u € €%(Q) e u é de fato uma solugao cléssica do problema. Dessa forma, aplicando a

Proposicdo 1.3 no caso em que f(t) = ||V 2, segue-se que

(N—E / |ulP dx > 0.
p
Portanto, se u(x) # 0, entdo devemos ter p < 2N /(N —2) = 2* e esse expoente é critico ndo
apenas do ponto de vista das imersdes de Sobolev mas também do ponto de vista da existéncia
de solugdes ndo triviais do problema de Dirichlet (1.1).

O Corolario 1.4 implica que o problema (1.1) ndo possui solucdo positiva quando QO C RN
é um dominio estrelado em relacdo a origem e p = 2*. Em contraste com esse resultado de
ndo-existéncia, Brézis e Nirenberg [5] obtiveram um resultado fundamental de existéncia de
solucdo ao adicionar uma perturbagao linear ao problema (1.1). Mais especificamente, seja o

problema de valor de fronteira

—Au(x) — Au(x) = u® ~1(x) x €,
u(x) >0 x€Q, (1.16)
u € H}(Q)
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em que N > 3, ) C RV é um conjunto aberto e limitado com fronteira Q) e o espaco H} (Q)) é
equipado com a norma ||ul| := ([, |Vu|?dx)'/2. Adaptando as ideias desenvolvidas na secéo
anterior, as solugdes fracas do problema (1.16) sdo pontos criticos do funcional J) : Hé (Q) =R

definido por

_1 2 _& 2 _i 2%
T (1) ._z/ﬂ\w dx 2/0|u| dx — o ./Q|u| dx.

Apresentamos agora alguns comentarios sobre o intervalo de variagdo para o parametro A
da perturbagdo linear. Para isso, usamos a notagdo e a caracterizacdo do primeiro autovalor
A1 do operador laplaciano L[u] := —Au(x) em H}(Q) dada por (1.8) na Proposicéo 1.1. E fato
conhecido que A1 > 0 e que A; é atingido, isto é, existe solugdo para o problema —Au(x) =
Au(x). Se A < Aq, entdo o funcional J, verifica a condi¢do 1 da Proposi¢do 1.2. Além disso,
selecionando uma fungéo ndo nula u € H}(Q) temos que J, (tu) — —oco quando t — oo, 0 que
garante que o funcional J, verifica a condi¢do 2 da Proposicdo 1.2.

Por outro lado, usando novamente a Proposic¢ao 1.3, se () for um dominio estrelado em
relacdo a origem, entdo o problema (1.16) ndo possui solugdo se A < 0. Dessa forma, para ob-
termos resultados de existéncia de solugdes para o problema (1.16) devemos considerar valores
positivos para A.

A falha na utilizagdo da Proposicdo 1.2 mostra que a condicdo de Palais-Smale néo é verifi-
cada. Isso ocorre como consequéncia da imersao H} (Q) < L% (Q) nao ser compacta.

O principal resultado que discutimos nesta segao é devido a Brézis e Nirenberg [5].

1.5 Proposi¢do. 1. Se N > 4, entdo o problema (1.16) tem uma solugdo para todo A € (0,A1), em

que A1 é o primeiro autovalor definido em (1.8).

2. Se N = 3, entdo existe Ay = Ao(Q)) com Ay € [0, A1) e tal que o problema (1.16) tem solugio se,
e somente se, A € (Ao, A1). Em particular, no caso em que ) é a bola unitdria, temos Ay = A1 /4
e o problema (1.16) tem solugdo se, e somente se, A € (A1/4,A1).

Para descrever o roteiro utilizado por Brézis e Nirenberg na demonstragdo da Proposicdo 1.5
necessitamos de algumas notagdes. A melhor constante das imersdes de Sobolev H}(Q)) —

L% (Q) é denotada por S e é dada por
S =S(Q) :=inf{||u|*: u € H}(Q), |u|- = 1}.

As fungdes que realizam a melhor constante S(IRY) sao os mdltiplos de

(9

UG = e €= (NN —2)) .17

que verifica a equacédo diferencial

—AU(x) = SU* (x) x € RV,



10 1. Introducdo aos métodos variacionais

De forma geral, as solu¢des dessa equagdo diferencial formam a familia de fung¢des
Uey(x) := e N=22((x — y) /) (1.18)

em quey € RN e e € RT. Notamos que essa familia de fungdes é obtida a partir da fungao U
através de translagdes e dilatagdes. Além disso, temos que U, € L? (RN), VU, € L*(RN) e
||Ue,yH2 = ’Us,y@i = SN2,

Pode-se mostrar que S independe do dominio (). De fato, para qualquer dominio (), esten-
dendo uma fungdo u € H}(Q) como sendo nula no complementar de (), podemos considerar
H} () como um subconjunto de H} (RN). Assim, S(Q) < S(RY). Por outro lado, se (1) nen C
H{ (RN) for uma sequéncia minimizante para S(RY), usando argumentos de densidade pode-
mos supor que (uy)nen C CF(RYN). Efetuando as translagdes e homotetias dadas por (1.18),
podemos supor que 0 € () e que a nova sequéncia (v, ),eN dada por v, (x) = (Uy)e,y, (x) é tal
que (vn)nen C CF(Q). Usando a invaridncia das normas envolvidas na defini¢do de S pela
transformagao indicada, segue-se que S(Q) < liminf, e |[v4|[> = S(RN) em que |v, ]2 = 1.
Assim, S(Q)) = S(RN).

Além disso, o infimo S s6 é atingido se QO = RYN. De fato, se S(Q) for atingido por uma
funcdo u € H}(Q) em que QO & RN, novamente estendendo u como sendo nula no com-
plementar de (), segue-se que essa fun¢do também realiza o infimo S(RY). Mas isso é uma
contradigdo pois as tnicas fungdes que realizam S(RN) sdo dadas pelas funcdes (1.17) que
nunca se anulam.

Agora podemos descrever a estratégia para demonstrar a Proposigao 1.5. Brézis e Nirenberg
demonstraram os seguintes fatos:

1. O funcional ], verifica a condi¢do de Palais-Smale para todo nivel ¢ do passo da monta-
nha tal que ¢ < SN/2/N.

2. Se ¢, denota o nivel critico do passo da montanha, entdo c, < SN/2/N desde que A €
(0,A1) no caso em que N > 4 e desde que A € (Ap, A1) no caso em que N = 3.

Para obter a condi¢do de Palais-Smale no passo 1, Brézis e Nirenberg usaram o Lema A.15
de Brézis e Lieb. E para mostrar que o nivel do passo da montanha c, fica abaixo do valor
SN/2 /N no passo 2, utilizaram fungdes cortes apropriadas de U,,. Mais especificamente, su-
pondo que 0 € ), seja ¢ € CF(Q) tal que ¢(x) = 1 em uma bola centrada na origem e seja
ue(x) := @(x)U,0(x). Fazendo estimativas assintéticas refinadas das normas de u, em diversos
espagos de fungdes, Brézis e Nirenberg obtiveram o passo 2. Para os detalhes da demonstragéo,
citamos o artigo original de Brézis e Nirenberg [5] e os livros de Ambrosetti e Malchiodi [1, The-

orem 11.6] e de Struwe [15, Cap. 3, Theorem 2.1]. Veja também a demonstra¢do do Teorema 2.2.

1.6 Observac¢ao. Usando a notagdo anterior, vemos que o nivel do passo da montanha c, ¢ tal
que ¢, < maxg Jy(tue). E como

2 tZ*

t *
Tatue) = o (el = M) — 5 B,

|ue
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segue-se que max>o J) (fu;) ocorre no ponto T e vale J,(7u,), dados por

(N—2)/4 N/2
2 _ 2 2 2
TZ(nugu Musb) . ,A(%):l(l\usll Alusb) |

A N e[

Assim, usando a desigualdade ||u;||? — A|ue|3 < S|ue|3. (veja [1, Lemma 11.12]), obtemos

N/2
HMSHZ - )\|”8|% SN/2
—_— <
|ug 3. N

1
c) < rg:loX]A(tue) = a(tue) = N (

Dessa forma, ¢y < SN/2/N, a desigualdade apresentada no passo 2, é equivalente a condigao
Sy < Sem que Sy := inf{||u¢|*> — Aue|3: u € H{(Q), |ue|o = 1}. Essa equivaléncia serd usada

frequentemente nesta dissertagao.

Prosseguindo no estudo dessa classe de problemas elipticos, Ramos, Wang e Willem [13]
consideraram o problema (1.16) no caso de dominios ndo limitados e demonstraram um resul-
tado de existéncia de solugdo para o problema (1.16). Para enuncia-lo, estabelecemos as seguin-
tes notagdes. Parad € N talque 1 < d < N — 1, escrevemos RN = RN~4 x R?, x = (y,z) €
RN=% x R%. Para um dado conjunto A C RY denotamos A; = {y € R?: dist(y,A) < é} e
A =RN-?x A. Além disso, para y € R? denotamos (¥ = {z € R?: (y,z) € Q}.

1.7 Proposi¢do. Seja N > 4 e seja QO C RN um conjunto satisfazendo as sequintes hipéteses.
1. Existem dois conjuntos abertos nio vazios e ndo limitados F e G tais que F C G C R%, F é um
dominio de Lipschitze F ¢ Q C G.
2. Para cada & > 0 existe M > 0 tal que Qf C F; para todo |t| > M.
Se A € (0,A1(Q))), entdo o problema (1.16) tem uma solugdo nio nula.

1.3 Problemas criticos envolvendo potenciais de Hardy

Generalizando a classe de problemas considerados na segdo anterior, Jannelli [8] considerou
uma variante do problema (1.16), ainda em dominios limitados, envolvendo o expoente critico
de Sobolev e com o potencial de Hardy. Mais precisamente, seja o problema

—Au(x) — Au(x) — yL’[J(CT) =u(x)?71, xe€Q,
(x) >0, xeQ, (1.19)
-0,

u
u(x) x € 9Q),

em que N > 3, Q) C RY é um conjunto aberto, limitado e contendo a origem, 2* = 2N /(N —2)
denota o expoente critico de Sobolev, 4 € R e o termo u|u|/|x|?>, denominado potencial de
Hardy:.

O problema (1.19) no caso em que y = 0 corresponde ao problema (1.16). Como nos ca-

sos anteriores, procuramos solugdo para o problema no espago H} (Q2) equipado com a norma
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Jul| == ([ |Vul?dx)}/2. A equagdo diferencial do problema (1.19) é a equagdo de Euler-
Lagrange associada ao funcional | ,,: Hj(Q2) — R definido por

1 A 1 [ |ul? 1
Jau ::E/Q\Vu\zdx—i/nlu\zdx—i Q‘x’de—z/Q]u

Como consequéncia da desigualdade de Hardy (A.7), devemos considerar o pardmetro y

2" dx.

menor do que a melhor constante da desigualdade de Hardy ,isto é, u < ji := (N —2)2/4.

Assim como no caso do problema (1.16), podemos definir A;(y), o primeiro autovalor do

operador eliptico definido por L[u] := —Au — y’xu|2, e que pode ser caracterizado por
2
/ |Vu|2dx—y/ %dx
. 9 Ja |x|
AM(p) = inf ) (1.20)
ueH}(Q) / ]u\2 dx
u(x)#0 o)

E possivel mostrar que Aj(x) > 0 é funcdo decrescente do parametro y e, quando u — fi,
segue-se que A1(y) tende a uma constante positiva. Além disso, o valor Aq(y) € atingido se
Q C RN ¢ um dominio limitado.

Usando uma desigualdade do tipo de Pohozaev, é possivel mostrar que se (2 for um dominio
estrelado em relagdo a origem e se A < 0, entdo o problema (1.19) ndo tem solugao. Portanto, as-
sim como no caso do problema (1.16), devemos considerar A € (0, A1()). Com essas hipéteses,

Jannelli [8] demonstrou os seguintes resultados.

1.8 Proposicdo. Se y < fi — 1, entdo o problema (1.19) tem pelo menos uma solugdo u € Hy(Q)
quando A € (0, A1(u)).

1.9 Proposicdo. Se ji — 1 < u < fi, entdo o problema (1.19) tem pelo menos uma solugio u € H3(Q)
quando Ag(p) < A < Aq1(p), em que

Lo
Q

. x|27
Ao(p) == min |

geH)(Q) ¢*(x)

¢#0 a |x?r

ey = /ji + /i — p. Em particular, no caso em que Q) = B(0, R) é uma bola de raio R centrada na

origem, entdo o problema (1.19) nio tem solugio se A < Ag(p).

Para demonstrar esses resultados, Jannelli usou a mesma estratégia usada por Brézis e Ni-
. . . *__ ~
renberg. Mais precisamente, considerou o problema L[U] = U* ~! em RV, que tem solugdes
da forma

Ce
(elx|7/VE 4 |x 7/ VIV

Ue(x) := (1.21)
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emque ¢ € RT,

)"

ci=\A—\i—-p e CS;:<4‘€I\’Z\](F_¢__2P‘)

Para mais detalhes, consulte o artigo de Jannelli [8]. Veja também a Observacdo 1.6 e a demons-

(1.22)

tracdo do Teorema 2.2.

1.4 Resultados principais

Nesta secdo apresentamos o objetivo principal da dissertagdo, que é demonstrar resultados de
existéncia e de ndo-existéncia de solugdes para uma classe de equagdes elipticas ndo-lineares
envolvendo o expoente critico de Sobolev e o potencial de Hardy. Mais especificamente, trata-

mos do problema

u(x)

—Au(x) — Au(x) — FaE = u(x)>-1 xeqQ,
u(x) >0 xeQ, (1.23)
u(x) =0 x € 9Q),

em que () C RN denota um conjunto aberto contendo a origem, limitado ou ndo,com N > 4 e
2* = 2N/(N — 2) denota o expoente critico na desigualdade de Sobolev.

O problema (1.23) que estudamos estd relacionado com o problema (1.16) estudado por
Brézis e Nirenberg fazendo p = 0 e é 0 mesmo problema (1.19) estudado por Jannelli. Porém,
consideramos outros tipos de dominios, incluindo dominios ndo limitados e tratamos outros
intervalos para o pardmetro p. A referéncia bésica para este trabalho é o artigo de Ruiz e
Willem [14].

Como nos casos jd mencionados, trabalhamos no espago de Sobolev H} (Q) definido como
o completamento de C(Q2) em H'(Q), em que

HY(Q) = {u € LX(Q): 22 € [2(Q),i = 1,...,N}.

sz

Consideramos também o funcional I : H}(Q)) — R definido por

:;/Q|Vu( de——/ - =

Observamos que a integral /

/Q u? (x)dx.

dx estd bem definida devido a desigualdade de Hardy .

Solugdes fracas do problema (1 23) sdo pontos criticos do funcional I e verificam a equagdo
I'(u)v = 0 para todo v € H}(Q), ou seja,

/Vu x)Vo(x dx—)\/ dx—pt/ \x|2 )d —/Quz*_l(x)v(x)dx:O.



14 1. Introducdo aos métodos variacionais

para todo v € H}(Q).
Como o funcional I ndo é limitado inferiormente, procuramos solu¢des usando as mesmas
estratégias utilizadas por Brézis e Nirenberg e também por Jannelli. Dessa forma, usamos a

teoria de multiplicadores de Lagrange e definimos o problema

42
SH(Q) = inf{/QWu(x)\zdx — y/Q |x(|§)dx - )\/Q u?(x)dx: u € V(Q)}

restrito ao vinculo
V(Q) = {u e Hi(Q): / lu(x)|? dx = 1}.
Q

Assim, nosso objetivo é demonstrar que o valor S\ (Q) é atingido.
Como nos casos ja descritos, também usamos a seguinte hipotese:
(N —2)?

p<p-l="p"-1 e A€ (0,A1(p)) (H)

em que Aq(u) é definido pela férmula (1.20).

No capitulo 2 estudamos inicialmente o caso Q) = RN e demonstramos um resultado de
existéncia de solugdo (Teorema 2.1). Em seguida consideramos dominios limitados ) C RN
com p < 0 e demonstramos um resultado de ndo-existéncia de solugdo no caso em que A = 0
(Teorema 2.2). Prosseguindo, consideramos A > 0 e mostramos que Si(Q) < S(Q); assim,
usando a Observagdo 1.6 segue-se que Sh(Q) é atingido. Para isso consideramos as fungdes
U,, solugdes radiais do problema (1.23) quando A = 0 e usamos fungdes corte ¢ € C°(Q)) que
se anulam fora de uma vizinhanga da origem. Dessa forma, as fungdes u,(x) = @(x)U,(x)
sdo usadas para construir sequéncias minimizantes para S (Q2). A condigdo (H) é fundamen-
tal para assegurarmos a desigualdade S§(Q) < S[(Q). Contudo, as funcdes u, formam uma
sequéncia minimizante para Sj)(Q2) somente se y > 0. Assim, quando y < 0 a demonstragio
apresentada por Jannelli [8] ndo é vélida e devemos argumentar de outra forma. Para obtermos
o resultado, demonstramos que S} (Q)) = S (Teorema 2.2) e também que Sh (Q) < S5 (Q) (Teo-
rema 2.4). Com esses dois resultados podemos finalmente demonstrar a existéncia de solugdo
para o problema (1.23) (Teorema 2.5).

No capitulo 3 consideramos dominios ndo limitados QO C RN e novamente usamos a
hipétese (H). O problema (1.23) com u = 0, isto é, o problema (1.16) em dominios ndo limitados
foi estudado por Lions [12] e por Ramos, Wang e Willem [13]. Demonstramos inicialmente um
resultado de existéncia de solugdo no caso em que (2 esta contido em, e tende assintoticamente
para, um cilindro (Teorema 3.5). Em seguida consideramos dominios da forma () = (0; x R,
em que ()3 C Ry_; é um dominio limitado com N > d > 1. Demonstramos que y > 0 é uma
condigdo necessdria e suficiente para que o problema (1.23) tenha solugdo nesse tipo de domino
caso em que () é um cilindro (Teorema 3.6). Essa condigdo representa uma diferenga qualitativa

em relacdo ao caso de dominios limitados.
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No capitulo 4 lidamos com um tipo invariante de dominio que inclui, como um caso parti-
cular, domfnios do tipo QO = Oy x R¥. Nesse caso, estudamos a existéncia de solugdes para o
problema (1.23) da forma u(y,z) = u(y, |z|) se y € Oy, z € RY. No caso em que d > 2 obtemos
um resultado de existéncia de solugdo (Teorema 4.2). No caso em que d = 1 obtemos uma
condigdo suficiente para a existéncia de solugdo (Teorema 4.4).

Por fim, no Apéndice A definimos diversos espagos de fungdes, apresentamos algumas
desigualdades, incluindo a desigualdade de Hardy, e selecionamos os resultados de Anélise e

de Analise Funcional utilizados.



16

1. Introdugao aos métodos variacionais
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Existéncia de solucdes de energia minima

2.1 Existéncia de solu¢do em todo o espaco

Comecamos esta se¢do estabelecendo algumas notagdes que serdo usadas no restante da dis-
sertacdo. Denotamos por O(N) o grupo linear das transformagdes isométricas em RY, isto

é,
O(N)={AecGLy: A1 =AT}.

Esse conjunto também é conhecido como grupo ortogonal de matrizes N x N. Veja o Apéndice A.2
para mais detalhes. Se G é um subgrupo de O(N), dizemos que Q) é invariante por G se

2(Q) = O, para todo g € G. Se Q) é invariante por um grupo G, definimos o espago
Hj(Q) == {u c H{(Q):uog=u Vgc G}.

Também definimos o valor

u

SH(Q, G) := inf {/Q|Vu(x)|2dx —u /Q |2x(|§)dx - )\/Q u?(x)dx: u € V(Q,G)} , (2.1)

que é positivo pela desigualdade de Hardy , em que o vinculo V(Q) é definido por

V(Q,G) = {u € H o(Q): /Qyu(x)\z*dx - 1} .

No que se segue, no caso especial em que G = {1} contém apenas a aplicacdo identidade,
omitimos a referéncia ao grupo G. Além disso, S = S)(RY) é a melhor constante das imersdes
de Sobolev .

Pela teoria dos multiplicadores de Lagrange, sabemos que se o infimo S} (Q) é atingido,

entdo existe uma solugao fraca 1o do problema

2
u *_
—Au—Au—yW =S (Q)u* 1,

isto é,
/QVuo(x)Vv(x)dx—A/Quo(x)v(x) —y/QuO(‘J;)‘z(x)dx = SK(Q)/ u2 "Y(x)o(x)dx, (2.2)
para todo v € H}(Q).

17
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Definindo w(x) = SK(Q)ﬁuo(x) temos que w é uma solugdo fraca do problema (1.23) .

Para verificar a afirmativa, calculamos
/Vw(x)Vv(x)dx—)\/ w(x)o(x)dx — /w(x)v(x)dx
0 0 # Ja |x|?
:/ V(SV(Q)szuO( ))Vo(x)dx
V o
—/\/ SH 2*2u0 ‘u/S )T 2ug( )(x>dx

|x[?

= sk(Q) T2 </ Vuo(x)Vo(x dx—)\/ up(x )dx—y/@de)

= si@7= [ i Mo, 3

em que na penultima passagem utilizamos a equagéo (2.2).

Como up(x) = SK(Q) ﬁw(x), temos entdo que o lado direito da equacgéo (2.3) vale
2 -1
SO [ et = sp@)= [ (D) o
0 Sh(Q)7=
A
= S{ TS @Q) T | @ I (@po(x)d

= /Q w? ~1(x)w(x)dx.

Portanto, w(x) = uo(x)Sk(Q) ¥ 6 solugdo fraca do problema (1.23).

Como vimos no capitulo 1, Brézis e Nirenberg [5] e Jannelli [8] demonstraram que a desi-
gualdade estrita S (Q) < S}j(Q) é uma condigdo suficiente para o infimo S} (Q) ser atingido
quando o dominio (2 é limitado. A ideia para verificar essa desigualdade é considerar uma

sequéncia minimizante (v;) C H}(Q) para S}j(Q)) e mostrar que a expressdo

/|w€ 2dx—;4/ dx—/\/
</ e ()% dx)

atinge valores abaixo de S} (Q2). Para isso, é necessario um estudo em detalhes do infimo S} (Q)

e de suas sequéncias minimizantes . Observamos que, pela invaridncia das integrais envolvidas
na defini¢do de Sg (Q)) por homotetias, esse valor ndo depende do conjunto aberto (). Além

disso, se definimos o espago de Sobolev D!?(RN) como

u

DI2(RN) := {u e L¥ (RN) P

€ L2(RN), i= 1,2,...,N}.
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entdo podemos definir S (RN) como

Sg(]RN) = inf{/ﬁ\Vu(x)]zdx—y/Q uyzx(;)dx: ue W(IRN)},

em que
W(RN) := {u € DV2(RN): /Q|u(x)|2*dx = 1}.

Utilizando argumentos de densidade, consideramos o infimo S} (RY) no espago D2(RN), ao

invés de usar o espaco H!(RYN).
2.1 Teorema. S}j(IRN,O(N)) é atingido por uma fungio em D2 (IRN).

Demonstragio. Seja (uy)yen € W(RN) uma sequéncia minimizante de funcgdes radiais para

SH(RN,O(N)). Definimos as funcdes de concentracio de Levy por
0 yp

K, (R) :max{/ \un(x)\z*dx:ye]RN}.
B(y.R)

Como Rlino1+ Ky(R) = 0e I%im Ky(R) = 1 para todo n € IN, a continuidade dessas fun¢des
- —00
implica a existéncia de R,, > 0 tal que K, (R,) = 2/3. Assim, existe y, € R" atingindo esse

maximo, isto é, / lun (x)|? dx =2/3.
B(yn,Rn)
Afirmamos que ||y, || < R,. Para verificar essa desigualdade argumentamos por contradigdo.

Assim, supondo que ||y,|| > Ry, a simetria de u, implica que
, « . 2 2 4
1=/ Mx2dx>/ uxzdx—F/ Uy ()P dx==2+% =2,
[Pz [ @R [ P =5+ 5 =3

A contradi¢do implica na validade da afirmativa.
Definimos i, (x) = (Rn)¥un(Rnx) e Jn = Yn/ Ry € B(0,1). Entdo a sequéncia (i, )nen C
W(RRN) também ¢é uma sequéncia minimizante para Sj (RN, O(N)). Para isso, devemos verifi-

car as duas afirmativas a seguir.
AFIRMATIVA 2.1. /N|Vﬁn(x)|2dx = /N\Vun(x)|2dx para todo R,, > 0.
R R

De fato, notamos que

dil, N2 d
axi (RH) 2 aixiun(Rnx)Rn
Portanto,
. N-2 9 N2 9
Vi, = (an (R, Ry axNumnx)Rn)
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Calculando a norma do vetor gradiente, obtemos

0 2 ) 2
Vily|? = (Ry)N 2 (aﬂun(Rnx)) RZ 4. 4 (RN 2 (aXNun(Rnx)> R?

() v+ (e

= RY |V, (Rux) |

= RN

Assim,
/R Vit (x) Pdx = /R RY|Vity (Ry) ex. (2.4)

Fazendo agora a mudanga de varidveis y = R,x com dx = R, Ndy e substituindo na igual-

dade (2.4) resulta que

d
o 29y _ N 29y _ 2
J Vs = [ RY V)Pl = [ Vuav) Py,
o que conclui a verificacdo da afirmativa.
AFIRMATIVA 2.2. / |, (%)% dx = / lun(x)|* dx para todo R,, > 0.
RN RN

De fato, sabemos que
()2 b A& oN 2"
|un(x)| = |Rn ”n(Rnx)|N*2 = Rn |un(Rnx)] ,

e, portanto,

[P dx = [ RY (R da. 25)
RN RN

Repetindo a mudanga de varidveis anterior e substituindo na igualdade (2.5) resulta que

~ * * d %
[P dx = [ R gk = [ ) d,

o que conclui a verificagdo da afirmativa.
Pelas Afirmativas 2.1 e 2.2 temos que ||il,|| = ||un|| € |iln|2s = |tn|2+, 0 que garante que
() nen C W(RN) também é uma sequéncia minimizante para S) (RN, O(N)).

Além disso,
2 _ max {/ (i (x) P dx - y € ]R”} - / |y (%) |2 dx. 2.6)
3 B(y,l) B(gml)

e como a sequéncia (iI,) C D?(IR") é limitada, passando a uma subsequéncia, sempre deno-
tada da mesma forma, podemos supor que valem as hipéteses do Lema 3.3 de concentragao-

compacidade . No que se segue adotamos a notagdo desse lema e também escrevemos S =
SI(RN,O(N)).
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Pela igualdade (3.7), temos

Si = lim (/ \Vﬁﬂxﬂ%x—y/ﬂde)

n— 00

= [ [Vuo(x 2dx—]/t/ s+ e+ 0] (2.7)
e pela igualdade (3.8), temos
1= Jggo/(zlun(xﬂz*dx - /Q|u0(x)\2*dx e + 0. 2.8)
Também valem a desigualdade (3.5), a saber,
71l > S3lvil, (2.9)

e a desigualdade (3.6) para o caso em que p’ = y, a saber,
Yoo = SHVE . (2.10)

Por fim, pela definigdo de S}, segue-se que

2
/]Vuglzdx—y/ 0 Sdx > > Sh (/ lug|* dx> . (2.11)

Combinando as desigualdades (2.9), (2.10) e (2.11) com os limites (2.7) e (2.8), obtemos

u?(x
st = [ [V P [ 2 a0t o)

2

¥
> ((/\uowx) +v£+||v|z*)
> sl </Q\uoyz*dx+um - HUH>

=S}, (2.12)

em que na pentltima passagem usamos o fato de que 2* > 2, e isso implica que a>/?" > a para
todo a € [0,1], valendo a igualdade se, e somente se,a = 0oua = 1.

Logo, valem as igualdades em todas as passagens e
2

22 >
</Q|uo!2*dx> + ||lv P +Voo = </Q|uo|2*dx+ |lv]] +1/00> —1.

Assim, concluimos que pode ocorrer apenas um dos seguintes casos:

1 /\u0|2*dx:y|u|y —0eve =1,
Q

2, /\u0|2*dx:o, v =1eve =0,
Q

3, / o dx =1 e ||[v]| = veo = O.
Q
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Pela igualdade (2.6) sabemos que Voo < 2/3 ;1080 Voo = 0 € 0 caso 1 fica excluido.
Suponhamos que vale o caso 2. Entdo uy = 0 e ainda pelo limite (2.7) temos que S} =

|7]l + Yoo- Combinando com a desigualdade (3.5), segue-se que

* -1
1= vl = [vIIP* < (8§) Nl = vl < 1.

-
171+ 7o
Assim, temos ||7[|/S5(Q) = 1 = |[v||*>/?, ou seja ||v]|*/? = (Sg)f1 7. Pelo Lema (3.3) de

concentragdo-compacidade, a medida v concentra-se em um tinico ponto z. Logo,

2_ max{/ ()2 iy € ]RN} > / () = v =1 (11— o),
3 B(y1) B(z1)

que é uma contradicdo. Logo, o caso 2 também fica excluido.

Dessa forma, vale o caso 3, isto é, Vo = ||V|| = O,/ lug(x)|* dx = 1. Além disso,
0
o 2 2
H:l' / ~ Zd . / (un(x)) d :/ Zd o /MO(x)d
st = tim ( [ 198,00 —p [ S ar) = [ wuopar—p [ 100 ax

Portanto, o infimo S = SJ (RN, O(N)) é atingido por uma fungdo em D2(IRV). Isso con-

clui a demonstragdo do teorema. O

Observamos que a demonstragdo anterior ainda é valida se consideramos outros grupos G
em vez de O(N); por exemplo, o grupo G = {1, —1}.
A partir do resultado acima e usando o Principio da Criticalidade Simétrica (Teorema A.10),

concluimos que as fungdes que atingem o infimo S} (RN, O(N)) sdo solugdes do problema
u(x) p 21 N
Au(x) — Au(x =57 (Vu(x , x€RY,
(x) (x) V‘x|2 /\( Ju(x) (2.13)

u(x) >0, x € RN,
Agora consideramos a mesma classe de fun¢des utilizadas por Jannelli [8], a saber,

1
(elx| 7 4 Jx )V

92
emquee >0, = (N42),'y:\/ﬁ+\/ﬁ—ﬂ e o= \A—\i—p

As fungdes U, e seus mdltiplos sdo as tinicas solugdes radiais do problema (2.13); por-

Ue(x) =

tanto, essas fungdes atingem o infimo S (RN, O(N)). Terracini [16, p4g. 253] apresenta uma

demonstrac¢do para esse fato, transformando o problema (2.13) em um problema radial.

2.2 Nao-existéncia de solu¢oes em dominios limitados

O préximo resultado garante que no caso em que A = 0, tanto para valores positivos quanto
para valores negativos do parametro y o infimo S}j(Q) néo é atingido. Vale ressaltar ainda
usamos a hipétese (H) e que a demonstragdo do resultado no caso em que ¢ < 0 ndo segue

diretamente do resultado de Jannelli [8]. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
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2.2 Teorema. 1. Sepu >0, entdo S)(Q) = SH(RN,O(N)) e é atingido somente se Q@ = RN.
2. Se u < 0entio S)(Q) = S e ndo é atingido (para qualquer conjunto aberto Q).

Demonstragiio. 1. Dado u € H}(Q) denotamos por u* o rearranjo esfericamente simétrico
de u ; portanto, u* é uma funcdo radial . Usando a defini¢do de u*, a Proposicdo A.6 e as

Proposicoes A.7 e A.8, segue-se que

/ Vi Pdx < / Vuldx, 2.14)
RN RN
|u*|? Jul?
/]RN o dx>/]RN e (2.15)
/ |u*|2dx:/ lu|?dx, (2.16)
RN RN

Jo
RN

Para obtermos a desigualdade (2.14) aplicamos diretamente a Proposi¢do A.8. Para obter-

24y = / u? dx. 2.17)
RN

mos a desigualdade (2.15) escolhemos, na Proposi¢do A.7, p = 2,9 = 2 e f(x) = g(x) =
|u(x)|/|x|, notando que f e g pertencem a L2(RYN).
Para mostrar a igualdade (2.16) utilizamos a Proposigdo A.6 com G(x) = |x[> e f(x) = u(x).
Para mostrar a igualdade (2.17) utilizamos a Proposicao A.6 com G(x) = |x|* e f(x) = u(x).
Dessa forma, S (Q)) > S, (RN, O(N)) pois das desigualdades (2.14) e (2.15) temos que

2 *
2 u”(x) * 2 u*(x)
/QHVu(x)H dx—y/o x> /Quw @ dx—y/Q S
Por outro lado, como S)(Q2) = SJ(RN) e SJ(RN) < SH(RN,0(N)), dessas desigualdades
obtemos Sfj(Q) = SJ (RN, O(N)).

J4 mencionamos que quando QO = RY, que as fungdes U, e seus mdltiplos sdo as tnicas

solugdes de energia minima. Dessa forma, o infimo S (Q) ndo pode ser atingido se @ # RY,
pois tal minimo seria também minimizante para S (RN) e diferente de U, e seus mdltiplos.

2. A ideia para demonstrar esse caso é compor a sequéncia minimizante para S)) definida
por Brézis e Nirenberg [5] com uma translagdo conveniente. Recordamos que 0 € (), e seja
¢ € Otal que B(0,3||¢|) € Q.

Definimos

w(x) = (s—l—\q;(;))l\]m e v(x)=w(2f+x), (2.18)

em que ¢ € C5°(Q)) é uma funcao corte tal que
p(x) =1 Vxe€B(0,9), p(x) =0 Vx¢& B(0,26) e 26<|¢]. (2.19)

Devemos estimar o quociente
2

i) 2

(f o) :

Qo(e)
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Para isso, comecamos aplicando a mudanga de varidveis y = 2¢ 4+ x com dy = dx e obtemos
/ Vve(x) [2dx = / Ve, (28 + x)[2dx
Q Q

— Veoo(28 +x)Pdx+ [ Ve (28 + x)[2d
Jioms Ve + 2Pt [ V(25 ) P

- Ve, (v)|d /
/13(2;;,25)‘ we(y)["dy + 0\ B(2¢,26)

= /Q Vewoe(y) Pey. (2.20)

Utilizando a mesma mudanca de variaveis, obtemos

/\1/g(x)|2*dx:/|wE (2¢ + x)|?* dx
0

_/026 lwe (28 + )% dx+/ (28 + 2 d

S e Q\B(mm(yn dy

[Vewe(y) [*dy

— [ Jeoetw) ¥ ay. 2.21)
Além disso, também temos
/ w?(28 + x)
IXI2 le2

2
_/ 262+x)dx+/ ws(zéjx)dx
B(0,26) | x| Q\B(0,26) | x|
2 2
w; (y) w; ()
— e gy 4+ e g
/B<z¢,zzs> =227 T Jaees [y — 2627

2

w (y)

_ dy, (2.22)
/B<z¢,25> y—2ep"

em que na tltima igualdade usamos as propriedades (2.19) da fungdo corte, ja que 26 < |||

Como o dominio de integracdo é a bola B(2¢,24), consideramos |y| < 26 < ||¢]|. Logo, o lado

direito da igualdade (2.22) é tal que

w?(y) w?(y) 1 )
—E 7y < d w d
Jrsean T 287 < fypeas) T2 = T2 Jrasay C O

1 2
d / 2(y)dy| - 223
||CH2 {/ B(2222) wg (y)dy + — w; (y)dy (2.23)
Combinando a igualdade (2.22) com a desigualdade (2.23), resulta
ve(x)? 1 / )
< ) .
/0 xS o W)y (2.24)

Lembrando que p < 0, obtemos

|Vewe(x)|Pdx — —L— | w?(x)dx
/ "5”2/2 . (2.25)

(f jotn P )’
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Agora devemos mostrar que o quociente em (2.25) tende a S quando ¢ — 0. Para isso,
vamos estimar as diversas integrais envolvidas.
Comegamos com a primeira integral no numerador do quociente em (2.25). A partir da

definigdo de we(x), calculamos

a(€+ ‘x’2>N—2/2

2 e+ 2272 — ()

dwe (x) __0x Ix;
ox; ((e+ |x|2)N72/2)2
P (e )22 — g N2 e+ 7)1
. (e+|x)N-2/2)
Ip(x)
_ 0x; _ (N=2)p(x)x;
T (e +|x[2)N-2/2 (e + |x[2)N/2
Logo,

Vwe(x) = Vo(x) (N —2)p(x)x

(e +[xP)N-272 (e + [x2)N/2

e, dessa forma,

Vo(x)]? @*(x)|x|?
Vw X zdx:/ ’—dx+ N—Zz/ 7dx
/Bw,sn@)’ ()] B(03)cll) (e + [x[2)N-2 ( ) B(o3ll) (e +[x[2)N

i [Vo(x)|g(x)|x]
2N 2)/3(0,3”5) (e+ [x[2)N-1 ax. (2.26)

Utilizando as propriedades (2.19) da fungdo corte podemos escrever a primeira integral do
lado direito de (2.26) como

[Vo(x)? / [Vo(x)? / [Vo(x)?
e N2 = N4 s d 2.27
Jrosien T P = Jyon T PN oo er ot 22
[Vo(x)?
+ / YAy, (2.28)
B(0,3]&])\B(0,26) (& + |x[2)N—2

Agora notamos que na bola B(0,J) temos ¢ = 1 e, portanto, V¢ = 0; em B(0,3||¢||)\B(0,25)

temos ¢ = 0 e, portanto, V¢ = 0. Além disso, a integral

| VeP
B(0,26)\B(0,6) (¢ + |x[2)N—2

é limitada. Calculando o limite em (2.28) quando ¢ — 0, obtemos

2
Vo)

lim / P gy <, (2.29)
=0 JB(03)¢|) (e + [x[2)N—2

para alguma constante ¢ € R independente de .
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Novamente utilizando as propriedades (2.19) da fungdo corte podemos escrever a terceira

integral no lado direito de (2.26) como

[y, Telewlddy, [ [Votlglaaly, . Vo)lp()lx
(031121 (0,0) B(0,25)\B(0,6)

(e + [x[2)N1 (e + [x )N (€ 4 [x )N

Vo(x)|p(x )\x!
+ / dx. (2.30)
B(03]E)\B(026) (&+ [x[2)N~

Agora notamos que em B(0, §) temos ¢ = 1 e, portanto, Vo = 0; em B(0,3||¢||)\B(0,20) temos
¢ = 0 e, portanto, V¢ = 0. Além disso, a integral

/ \qu(x)!q)(x)lx!dx
B(026)\B(0s) (g4 |x|>)N-1

é limitada. Calculando o limite em (2.30) quando € — 0, obtemos

. [V (x)[o(x)[x| !
lim | dx<c, 231
0 Jaoately (e xBTS 231

para alguma constante ¢’ € R independente de «.
Combinando as desigualdades (2.29) e (2.31) resulta que (2.26) pode ser reescrita como

2 2
Ve 2dx = (N —2 2/ PO L 0.0), (2.32)
/B<o,s¢||>| | ( ) B(o3el) (e + |x[2)N M)

2
. 1 . ~ X
Prosseguindo em nossa andlise, somamos e subtraimos a expressao / x| dx

Bo3[el) (e+[x[2)N
ao lado direito de (2.32) e reagrupando os termos, obtemos

%
(N=2) /osm €+IX\) er PN
B B @R P
= (N =27 M<o,a||g|> <<s+ XN T et BN & \xP)N) d"} T0:(1)
B % (92(x) — 1)|x?
=(N-2° V(oanm (€+\x!2)N+/B<o,3c|> (e+ |x[2)N dx]—i—Og(l).

|x|?
(N —2) / P _dx+0.(1
B3l (e+ [x]2)N «(1)

2 2
:N—ZZ/Md—N—Zz/ B N
N =2 T ™™ ™ V2 o osien et apm o T O

_ (1\7_2)2/Q (SJJJ‘C;Z)NdHOS(U

|x|?

:(N—2)2/ {N

dx + O¢(1) (2.33)
(1+ 5]

em que na terceira passagem usamos o fato de que ¢> — 1 = 0 perto da origem, na quarta

passagem particionamos o dominio, na quinta passagem usamos o fato de que a integral
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|x|*

/0\B<o,3|¢|> (e + |x[2)N

passagem colocamos ¢ em evidéncia.

dx é limitada, pois 0 ¢ B(0,3||C]|) e a fungdo é integravel, e na ultima

Usamos agora a mudanca de varidveis y = x/+/e com dx = eN/2dy e obtemos

2 ely[?eN/? _ K
(N-2) /Q W@*‘@(” = {N-2)/2 + O¢(1),

2
em que K; := (N — 2)2/Q (1+|y||y|2)Ndy.

Resumindo, a primeira integral no numerador em (2.25) é tal que

K
2 o 1
/B(O,3|g|)|vw€(x)| dx = s + O, (1). (2.34)

Vamos agora estimar a integral no denominador do quociente em (2.25). Utilizando a

dx
defini¢do de w(x), somando e subtraindo o termo /

———— a referida integral e
Bo3zl) (e + [x[?)N

reorganizando os termos, obtemos

2*
/ |we|* dx :/ %d"
B(03IZ) B(03)ie]) (e + [x[?)

2 (x) dx dx
_/ (Pizdx / et 2N "‘/ )N
B3l (¢ + le )N B(03el) (¢ + IXI N JBoglel) (e+ |x[?)

L e
B(0,3/1€ll) (SHXP B(03]¢]) 8+!x|)

:/B(o,snm (SHXP) T0:(1)

dx / dx
= 1001
A E* B Jonaoain 5 " (1)

_/ €+|x| v +0:)

dx
:/Q[(g(l_f_}‘f)]l\f—i_Og(l), (235)

em que na terceira passagem usamos o fato de que ¢* — 1 = 0 perto da origem, na quarta

passagem particionamos o dominio, na quinta passagem usamos o fato de que a integral
dx

/0\B<0,3|c|> (e + |x[2)N

passagem colocamos ¢ em evidéncia.

é limitada, pois 0 ¢ Q\B(0,3||¢||) e a fungdo é integravel, e na ultima

Usando a mudanca de varidveis y = x/+/¢, com dx = eN/2dy, obtemos
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Definindo K; := (Kj}) # e usando a férmula de Taylor, obtemos

2 2 2
K} b K, \¥ 2 (K, \*¥!
2
2 1/2-1 # 1
= Ky 2+0(1) 2\ K
eN/2 : o eN/2
K = 21
= <€N/2) +O0:(1)bs"
2
em que b, = (2—*)1/2* - <SII§ ) Definindo agora K}y = (22—*)1/2* 1K§, segue-se que
l/——l /
wi () ()
2% €N/2

_ (8N32> < { 240, (1)] < [oe (Mﬂ —0,(e).

Resumindo, a integral no denominador em (2.25) é tal que

21

2

2
2 dy >
em que Kp := (K}) > = (/ > .
! o (1T yP)N
Agora usamos a fungao U(x) = (1 + |x|?)~(N=2)/2, conhecida na literatura como instantorn .

Dessa forma, temos que |VU|3 = K e que K, = |U|3,; também temos que

K _ VUl S (2.37)
K2 “’U%%Q)

Por fim, analisamos a segunda integral do numerador do quociente em (2.25). Assim, temos

/ |we|2dx
B(03]|¢])

9*(

x)
= —dx
B(03]2]) (€+IXI2)N 2
B (x) / / dx
B(03/I2])) €+!x| )N o B(03]2])) €+\XP) Boallz)) (e + [x[*)N~2
~ JBo3)el) €+ IXI /osnm €+\XP)
dx
= e+ O(1), (2.38)
/B<o,3|§> (e+[x)N=2 =
em que na primeira igualdade utilizando a defini¢do de w,, na segunda somamos e subtraimos
dx

o termo na terceira igualdade reorganizamos as parcelas e na quarta

Bo32l) (& + [x[*)N 27
igualdade utilizamos o fato de que ¢? — 1 = 0 perto da origem.
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Para prosseguir em nossa dnalise da integral do lado direito de (2.38), devemos tratar de
N-1

’
forma diferente os casos N = 4 e N > 5. De fato, notamos que a integral | ——— dr é finita
q r2(N-2)

se, e somente se, N > 5. Nesse caso, a expressdo em (2.38) torna-se

dx dx
wzdx:/——/ B 10.(1). (239
/B<o,3c||>| ; o CF RN Jansoag et xpnz T O

1
A segunda parcela do lado direito de (2.39) é limitada pois 0 ¢ Q\B(0,3||S]||) e

e+ xP)v2 "
integravel. Assim, o lado esquerdo de (2.39) pode ser reescrito como

dx
2 :/ L0
/B(o,3||¢)‘we| T o e+ PN (1)

_ L 0.). (2.40)

Usando em (2.40) a mudanga de varidveis y = x/+/e com dx = ¢N/2dy, obtemos

24 eN/2 K3
= O(1) = =75 + O:(1),
/B(0,3||§)‘w£| X /Q EN—Z(l + |y‘2)N,2 + s( ) eN—4/2 + g( )

dy
em que K3 = / —_—
1 o (1+ [y~ 2
Quando N = 4, usando a férmula de integracdo em coordenadas polares (Proposigao (A.4))

na expressao (2.38), temos que

[ [
por) (e +x2 7 o (e+22
em que wy é a drea da esfera SV~1. Multiplicando e dividindo por 4 a primeira parcela, so-

: R e :
mando e subtraindo a parcela Wdr e reorganizando os termos, resulta que
0o (e+r

w /Rrgdr—w 1/R4r3dr+/Rr€dr—/Rr€dr
No (e+r227 N4 Jo 4212+ ¢2 0o (e+71?)? o (e+1?)?
W 1/R 473 + dre dr—/R re .

TN\ 4 Sy Ar2Ze g2 o (e+71?2)?

1 R 1 ¢ 1%
_ S n(r* + 242 2) e
CUN<4 n(r+rs+s)0 2er 7,

1. o i 1,1 e 1

Claramente a primeira, a terceira e a tltima parcelas sdo limitadas. Logo, tomando R = 3|[||

concluimos que

dx WwN
o = 5 1n(e)[+0:(1).
/B(o,3|a:|> (e+x[2)? 2 [n(e)] +0e(1)
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Notamos agora que

/ dx _/ dx +/ dx
a(e+[x%)2 Jeoslen (e+1x2)?  Javsoge) (e + [x[*)?’

d
em que a segunda parcela da soma é limitada pois 0 ¢ B(0,3||{]|) e a integral / (e—i—\fc\z)Z é
0
finita. Assim,

dx dx WN
s — —————= +0:(1) = —|In(e)| + O(1).
Jo T 7 = s T o 0D = @1+ 0
Resumindo, existem constantes Kj, Ky, K3 e w (que dependem apenas de N) tais que
Ky
Vs = 575 +0:(1). (2.41)
K
|we|3 = Wt O¢(e). (2.42)
K3
————+0,(1) seNZ=5
lwell3 = § €472 (2.43)
7|ln(€)| +Os(1) seN =4.
Portanto, quando N > 5 e para a = Héqu utilizando as estimativas (2.41), (2.42) e (2.43),
podemos escrever
/ | Ve (x)|?dx — (x/ w?(x)dx
Qole) < 22 g
* 2*
(f Jort P ax)
B vaSH%Z(Q) - “”wsuiz(g)
HwSH%Z*(Q)
81\115712/2 + Og(].) — X (81\,15731/2 + Os(l))
81\715722/2 + Os (8)
_ N-2/2
_ Ki—akse+ OcleT77) (2.44)
KZ + Os (57)
K _
=5— aés + O, (eN=2/2). (2.45)

(N-2)/2

Para justificar igualdade (2.44) colocamos o fator e~ em evidéncia no numerador e

no denominador, e obtemos
g~ (N-2)/2 (K1 + O (eN=2)/2) — aKze + Og(s(N_z)/2)>
e=(N=2)72 (K, 4 O, (¢)e(N-2/2)
e~ (N2/2 (K + O (eN272) — akse)
e~ (N-2/2 (K, + Oy(e¥) )

Ky — aKze + O, (eN2/2)
Ky + Og(e?) '

Qo(e) <

(2.46)
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Para justificar igualdade (2.45) usamos a série de Taylor para 1/(K; + x) em que x
Og(sg ). Dessa forma,

1 _1_ 1x—|—1 1x+ix4—
Kx+x K KK K K3

S T (R S VL R )
K, KKK K3 )

Considerando apenas os dois primeiros termos, obtemos

1 1 1
S .. N 7 3
Ko+ 0.(e2) Ko KB°°

Prosseguindo em nossa andlise da desigualdade (2.46), separamos as diversas parcelas e
obtemos

N4

K K K
711\] — 71 + %05(8%),
Ky + Og(€7> K

— K Ks K K

Lﬁ = —a—2e+ (x—sO (e %) —a e+ a—gog(sNH/z),
Ky + O¢(e2) Ky K3 K K3

N-2/2 N-2/2) (. (eN-2/2 O.(eN-2/2) O, (g2N-2/2
Oc(e N) _ Oc(e ) 4 e (e 5 )Og(sg) _ G ) 4 e (e ; )
Ky + Og(e?) K; K3 K K2

Agrupando as parcelas e usando a igualdade (2.37), obtemos a estimativa (2.45).

Agora analisamos o caso em que N = 4. Lembrando que & = u/||¢||?, com base nas
estimativas (2.41), (2.42) e (2.43) escrevemos

K4 0,(1) — e (9In(e)| + Og(l)) Ki 4+ a%|In(e)[e + O (e)

K+ 0.(e) &+Q@)
w
=S+ 0O(e) — txz—K% IIn(e)|e. (2.47)

Para justificar a pentiltima igualdade, colocamos o fator e~

em evidéncia no numerador e
no denominador, e obtemos

e (K1 +Oc(e) —ag|In(e)le) K1+ Oc(e) —ag|In(e)le
g1 (Kz + Ox(e)) a Ky + Oc(€2)

Para justificar a tltima igualdade usamos a mesma série de Taylor com os dois primeiros
termos e obtemos

T 11,
7K2+O€(82) = K, + K%OE(S )
Portanto,
Ky Ki | Ky
1 O,
Ko~ K )
w
ZlIn(e)le  awl|in(e)le  awl|in(e)le s awlIn(e)] 3
= =——0 ,
Ky + O (e2) 2K, 2K3 O:(€) 2K3 (&)
O (¢) _ Oc(e) 4 O:(¢) Oe(€%)

— O.(2) =
Ko +0(2) Ky K2 e(€) K3
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Agrupando as parcelas e usando novamente a igualdade (2.37), obtemos a estimativa requerida
(2.47).
Resumindo,
Ks
S—(xﬁs%—o e (eN™ 2/2) se N > 5,
Qo(e) < aa)ﬁln(s) E

S+ 2K2 +O¢(e) seN =4.

Assim o quociente (2.25) tende a S quando ¢ tende a zero. Como (w,) C W(RN) é uma
sequéncia minimizante para Sg (Q)), segue-se de (2.25) que Sg < S. Por outro lado, S < Sg.
Assim, S = S}j. Além disso, o infimo S} (Q) ndo pode ser atingido. De fato, a existéncia desse

minimo é uma contradi¢gdo com a desigualdade de Sobolev . O

2.3 Observagdo. As fungdes definidas por u.(x) = @(x)U.(x), em que ¢ é uma fungdo corte
com as propriedades (2.19) e U, é definida em (1.21) e (1.22) sdo usadas por Jannelli [8] para
demonstrar a desigualdade Sk (Q) < S(Q). Como consequéncia do teorema anterior, no caso
em que y > 0 essas fungdes de fato formam uma sequéncia minimizante para S} (Q); assim,
os argumentos apresentados em [8] sdo validos. Mas se < 0 os argumentos ndo sdo mais

vélidos e uma outra demonstragao é necessaria.

2.3 Existéncia de solu¢io em dominios limitados

2.4 Teorema. Se u < 0, entdo Sk (Q) < S)(Q).

Demonstragio. Definimos z(x) = v¢(px), em que p > 0 e v, sdo fungdes definidas no Teo-

rema 2.2. Utilizamos as fungdes z, como fungdes testes para o infimo S} (). Para isso devemos

/\Vzg|2dx—y/ dx—/\/
(fJztor dx)

Calculamos cada termo separadamente, levando em conta novamente a invaridncia das

estimar o quociente

(2.48)

integrais por transla¢ées. Come¢amos com o termo / |Vze(x)|*dx. Para isso, observamos que
O

0ze(x)  dve(px) E)vg(px)'

axi axi axi
Logo,

Vzo(x) = (pavg(Px) avg(Px)> _p (&)vg(px) ayg(px)>

ox; T o9xy ox; 7 oxn
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Dessa forma,

/Q\Vzg(x)|2dx :pz/Q]va(px)\zdx.

Usando a mudanga de variaveis px = y com dx = p~Ndy, obtemos
0 [ [9ve(ox)Pax = 0* [ pN|Vus(y) Py

=p* N /Q [Vve(y) [Pdy

=2 [ [Ver(y) Py,

em que na tltima passagem usamos a igualdade (2.20).

Vzo(x) = [(a”ggfl"))z N (a”5i§x>>2] — V(o) .

(2.49)

Agora vamos calcular o termo | |z¢(x)|?dx. Lembrando que |z¢(x)|> = |ve(px)|?, temos
0

[ o Pax = [ Jox) P

Fazendo novamente a mudancga de variaveis anterior, obtemos

[ etz = o™ [ fue(y) Py

(2.50)

33

aigualdade (2.50) pode ser obtida de uma mudanca de varidveis simples utilizando as defini¢des (2.18)
dewedeuv.

2
* 2% * *
Para o termo (/ |z (x) |? dx> temos que |z¢(x)[* = |ve(px)|* . Logo,
0

e dx = [ fue(px) [ dx
=N | |ve(y)* dy.
o [ ) dy

Prosseguindo, obtemos

2
*

N )
= p~N+2 </Q|Vs(y)\2*dy> =
—o 2 ([l

em que usamos novamente a mudanga de varidveis anterior e a igualdade (2.21).

N

(2.51)
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. . z2(x) o
Por fim, para estimar o termo dx, usamos outra vez a mudancga de variaveis ante-

a x|

g0
[
= [
2
=p N2 /w ny(fé)dy
[ @y, 252)

rior e obtemos

—N+2
R

em que na dltima passagem usamos a desigualdade (2.22).
Usando as igualdades (2.49), (2.50) e (2.51) bem como a desigualdade (2.52), o quociente a

ser estimado torna-se
N 2 2 NV 2
- Vwe(x dx—( +A )/ngdx
V) e ) et
%
% N(/ |we(x)|* dx)

ngxzdx—< + A )/wzxdx

| Ve Pds— (g +a72) [t |

(f Jort P ax) :

Para uma escolha conveniente de p podemos tomar a constante Ap~2 + u/||¢||? positiva e uti-

<P

Qa(e) <

(2.53)

lizando argumentos e calculos andlogos aos feitos no item 2 do Teorema 2.2, mostramos que
para pequenos valores de g, o quociente (2.53) é estritamente inferior a S. Como z, sdo fung¢oes
testes para o infimo S/ (Q)), temos que S;(Q) < S. Por outro lado, temos a desigualdade
S, S < S)(Q). Combinando essas desigualdades obtemos Sk(Q) < S} (Q). Isso conclui a

demonstracdo do teorema. O

Finalmente podemos enunciar um resultado de existéncia de solu¢des para dominios limi-

tados.
2.5 Teorema. Suponha que () seja um aberto limitado, entdo o problema (1.23) tem solugdo.

Demonstragio. No caso em que p > 0, o resultado de Jannelli [8] assegura a desigualdade
SH(Q) < S§(Q). Esse fato, juntamente com a Observagdo 1.6 garante que o infimo S§(Q) é
atingido. No caso em que y < 0, a desigualdade demonstrada no Teorema 2.4 juntamente com

a Obsevagdo 1.6 garantem que o infimo S (Q) é atingido. O teorema fica demonstrado. ]
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Existéncia de solu¢des em dominios nao

limitados

3.1 Lemas auxiliares

Neste capitulo vamos considerar () C RY como um dominio ilimitado , mas sempre contido
em um cilindro de modo a garantir a existéncia de A1(u) > 0. Como podemos esperar, neste
caso a falta de compacidade do problema (1.16) é ainda mais grave. Lions [11, 12] estudou o
problema (1.16) no caso em que ¢ = 0 quando Q é um cilindro, isto ¢, QO = O; x R¥, em que
O, ¢ RN-?¢élimitadoe N > d > 1. Posteriormente, Ramos, Wang e Willem [13], ainda no caso
em que u = 0, estenderam a classe de dominios ilimitados () para os quais existem solugdes
para o problema (1.16).

Como no capitulo anterior, a ideia para demonstrar a existéncia de solugao para o problema
(1.23) é mostrar que o infimo S (Q) definido em (2.1) ¢ atingido. Como ¢é natural no método

direto do calculo das variagdes, partimos de uma sequéncia (u,),en € V(Q) tal que

2
/Q|Vun(x)|2dx - ;4/0 urx(;)dx — /\/Qufl(x)dx — SH(Q).

Em seguida, mostramos que o limite fraco da sequéncia (u,),en C H}(Q é de fato um infimo
para Sh (Q). Mais uma vez, é nesse tltimo passo que as dificuldades da falta de compacidade
surgem. A fim de contornar essas dificuldades, usamos dois lemas auxiliares e um lema prin-
cipal, que é uma variante do lema de concentragdo-compacidade de Lions.

Denotamos por M(Q) o conjunto das medidas finitas sobre Q). Escrevemos 7, — 7 fraca-

mente em M(Q)) quando n — oo se para todo f € Cy(Q2), temos

| fan— [ fan, (o).

Assim, mostramos que existe uma subsequéncia que converge fracamente para uma fungdo em
V(Q).
Comecamos demonstrando um lema sobre convergéncia local.

3.1 Lema. Sejam (un)pen C HY(Q) e ug € H{(Q). Se u, — ug fracamente em H}(QY), entdo

Uy — g fortemente em L2 (Q).

Demonstragdo. Dado R > 0, temos

1 1

2 2 2 2 2

u dx—/ x|*—=u dng/ ——|up|“dx. 3.1
/B(o,R)‘ o B(o,R)‘ | !x|2‘ o B(0,R) \xP’ o 6L

35
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Substituindo a desigualdade de Hardy (A.7) em (3.1) obtemos

1 1
/ |uo|2dx < Rz/ = |uo[?dx < RZ/ | uo|*dx
B(OR) BOR) |¥] a [x|

2 2
<& [ IVuoPdx = Z ol (62)

Suponhamos inicialmente que u, — 0 fracamente em H}(Q); logo a sequéncia (uy)nen C

H}(Q) é limitada e existe uma constante M > 0 tal que
%
il = ([ [¥fax) < m
0

Assim, dado ¢ > 0, escolhamos p > 0 de modo que p? < % ¢ e obtemos

para todon € IN.

2 PZ 2 PZ 2
dx < 7/ dx< M2 <
/B(O,p)|un| XS E Q|Vun| XS E <e

Em outros termos, para todo ntimero real ¢ > 0 existe um raio p > 0 suficientemente pequeno

tal que vale a desigualdade

/ |14y 2dx <e,
B(0,0)

para todo n € IN. O teorema de Rellich (Teorema A.12) implica que u, — 0 fortemente em
12,(Q\B(0,p)).

No caso geral, em que u,, — u( fracamente em Hé(()), consideramos v, = u, — ug e apli-
camos o Lema de Brézis-Lieb (Lema A.15) com f, = v,. Mais especificamente, para cada
subconjunto K C () aberto, relativamente compacto, ndo contendo a origem e com fronteira

regular, temos as inclusdes compactas
H}(K) < L*(K) < LY(K).

Isso significa que, se u, — ug fracamente em H(l)(K), entdo existe uma subsequéncia, ainda
denotada da mesma forma, tal que u, — ug fortemente em L?(K), o que implica que |u,|> —

|ug|> em L1 (K). Isso conclui a demonstracdo do lema. O

O préximo resultado garante a convergéncia das sequéncias de gradientes e a demonstragao

é baseada na dissertacao de Valeriola [17].

3.2 Lema. Sejam (un)nen C HY(Q) eug € HY(Q). Se uy — ug fracamente em H}(QY), entdo

/\V(un—uo)\zdx:/]Vunlzdx—/\Vuo\zdx—l—o(l).
o o 0
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Demonstragio. Célculos diretos mostram que
/ |V (1 — ug)|*dx = / (Vuy, — Vug) - (Vu, — Vug)dx
Q Q
— [ Yy Vudx+ | Vuo- Vuodx 2 [ Vu, - Vuods.
Q Q Q

Como u,, — ug fracamente em H} (Q)), segue-se que Vu,, — Vg fracamente em L?(Q)) quando

n — oo. Dessa forma, pela continuidade obtemos
/ Vu, - Vugdx — / Vug - Vuydx,
Q Q

quando n — oo. Isso conclui a demonstragdo do lema. O

3.2 Lema de concentracao-compacidade

Nesta secdo enunciamos o resultado crucial para demonstrar os Teoremas 3.5 e 3.6, e que ja foi

usado na demonstracao do Teorema 2.1.
3.3 Lema. Seja (uy)nen C HY(Q) tal que valem as seguintes convergéncias

Uy — ug fracamente em H}(QY),

Uy, — ug q.t.p. em Q),

(un — ”0)2

PE — 7y fracamente em M(Q)),

|V (= 1) |* —
lun — uo|* — v fracamente em M(Q).

Seja y' qualquer niimero real. Definimos

2
o = lim lim / Y, |2dx — ' (14) dx — A uzdx], 3.3
Y R~>oon—>00|: |x|>R| n| K |x|>R |x‘2 [x|>R ! (3:3)
Voo = lim lim [/ ]unlz*dx} . (34)
R—o00 n—o0 |x|>R
Notamos que 7y« ndo depende de y'. Entdo
2 _
[v]|= (5”(0)) il (3.5)
2
vE < (SH(Q %o, (3.6)
lim/|Vun|2dx—y/ ()" —dx — A/ uZdx
n—oo
— [ [VuoPdx —p | (10) dx—/\/ W3dx + 7o + 37
/Q| oPdx— e [ R 7 I <Xy
hm/yunyf‘ _ 2 4 v+ ||| (3.8)
n—oo /O

¥ = (Sh()) - |\ 7|, entdo as medidas v e <y estdo concentradas em

Além disso, se ug(x) = 0ese ||v]|2

um tinico ponto.
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O Lema 3.3 visa classificar as possiveis perdas de compacidade de sequéncias minimizantes.
Na figura 3.1 apresentamos alguns casos ilustrativos e descrevemos como podemos recuperar

a compacidade.

Demonstragio. Vamos dividir a demonstracdo em seis etapas.

Etapa 1. Suponhamos inicialmente que 1y = 0. Para demonstrar a desigualdade (3.5), esco-
lhemos i € H}(Q) e, assim, temos que (hiy)nen C Hg(Q)). Como consequéncia da definigao
de S5 (Q)) temos

2
¥

. 2 1
(/Q\hunyZ dx> < (8l () [/Q|thn|2dx—y/ﬂ‘x|2|hun|2dx]
1
_ 13 -1 2 o - 2
— (s(Q)) [/Q|hVun+uth| dx P‘/Q el dx],

para todo n € N. Como u, — ug fracamente em H}(Q) o Lema (3.1) implica que u, — 1y = 0

em L2 (Q),istoé,

loc
/ |un\2dx—>/ lup|?dx = 0 (n — o0).
Q Q
Usando a desigualdade 1 do Teorema (A.3) segue-se que, dado € > 0 existe C, > 0 tal que
WV uy +u, VE|*> < (14 &)|hVuy,|* + Celu, Vh|?.

Sendo assim,

2
*

. 2 0 1
</Q|hun|2 dx> < (SH(Q))~! _/Q]hVun—kuth\zdx—y/QW\hunlzdx]

[ T 1
< (Sh(Q)™! (1+£)/Q!hVMn!deJrCs/Q!“th\zdx—H/QW‘h“n‘zdx}

o 1
= (S ))! _/Q|hVun]2dx—y/Q|x’2\hun|2dx
+Ce / |1, Vh[2dx + / \hVun|2dx} (3.9)
@) Q

Pela defini¢do (A.13) de convergéncia em medida, passando ao limite o lado esquerdo da desi-

gualdade (3.9), obtemos
2%
lim [/ I [t Z*dx} _ [/ Ih
n—00 Q Q

E passando ao limite as duas primeiras integrais do lado direito da desigualdade (3.9), obtemos

2% ZA*
dv (3.10)

lim (S (€)1 [/Q]h|2|Vun]2dx—y/Q‘;’2lhun]2dx] = (8"())~! [/Q]h\zd'y]. (3.11)

n—oo

Além disso, pelo Lema (3.1) e pelo Teorema A.11 da Convergéncia Dominada, segue-se que

lim Ce(S!(Q))! / i1 [2| VI |2dx = 0. (3.12)
n—oo (@)
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(c) Perda de compacidade por translagdo e anula- (d) Perda de compacidade por translagio e
mento. concentragao.
1 - »A%
T 1 ; T ;
—12 —8 —4 4 8 12 —12 —8 —4
(e) Perda de compacidade por translagéo. (f) Os diversos casos anteriores ocorrendo simulta-
neamente.

Figura 3.1: Exemplos de situa¢des que podem ocorrer com uma sequéncia minimizante e inva-
riante por dilatagdes. (a) O caso do anulamento: o supremo de u, tende a zero mas nédo existe
subsequéncia fortemente convergente. Apoés realizar as dilatagdes, recuperamos a compaci-
dade. (b) O caso de concentragdo: a sequéncia concentra-se em torno do ponto xop = —2 mas ndo
existe subsequéncia fortemente convergente. A compacidade pode ser recuperada realizando
dilatagdes. (c) Nesse caso hd perda de compacidade devido ao anulamento combinado com
translagdes. A compacidade pode ser recuperada compondo translag¢ées e dilatagdes. (d) Ou-
tro exemplo de perda de compacidade devido a concentragdo combinada com transla¢des. A
compacidade pode ser recuperada do mesmo modo. (e) O caso de translagdo: a fungao desloca-
se para o infinito com determinada velocidade. Novamente podemos recuperar a compacidade
compondo translagdes e dilatagdes. (f) Nesse caso, os diversos fendmenos ocorrem simultane-
amente, cada um deles com a quinta parte dos itens anteriores. Os casos sdo os seguintes: o
anulamento (pouco visivel na figura em decorrencia da interferéncia com as outras parcelas);
a concentracdo em torno do ponto xg = —2; o anulamento combinado com translagdes com
certa velocidade; a concentragdo combinada com a translagdes para a direita com velocidade
maior ainda; a translagdo para a esquerda com velocidade distinta. Nesse caso, ndo hd como

recuperar a compacidade pois a distdncia dos suportes das vérias partes tende a infinito.
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Resta agora analisar a passagem ao limite no tltimo termo da desigualdade (3.9). Para isso
observamos que

lim e(S"(Q2))! / 1|2 |V, [2dx = ek, (3.13)
O

n—o0

em que k > 0 é uma constante. Dessa forma, utilizando os limites (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13)
em (3.9), obtemos a desigualdade

2
F

</ |h|2*dv>2 < (sg(n))—1/ |h[2dy + 0 + ek. (3.14)
Q Q

Como a fungdo h € H}(Q) é arbitraria e tem medida finita e ja que ¢ > 0 também ¢ arbitrdrio,

a desigualdade (3.14) garante que

2
%

vl < (Sp ()l

Isso demonstra a desigualdade (3.5) no caso em que 1y = 0.

Etapa 2. Suponhamos ainda que ug = 0. Para demonstrar a desigualdade (3.6), vamos
considerar a fungdo corte Pr € C®(Q) definida por Yr(x) = 1, para |x| > R+ 1, yr(x) =0,
para |x| < Reainda 0 < ¢r(x) < 1 para todo x € Q). Usando novamente a desigualdade 1 do

Teorema (A.3), temos

.\ , i o1
(a2 ar) ™ < (85 00) | [ 19 i =3 [ Pt = 1 [ P
/ I , 1
<SR O) A +0) [ I9rPIVun P~ [ ol

—A/ o[2d c/ W21V Zd}
Vg +Ce [ funf VP

10 1
< (SH @) | [ 191V Pt — ¢ [ e A [ [ Ptz
+c€/ yunyzyvlpRFders/ y¢R|2|wny2dx]. (3.15)
(@) Q

Segue-se do Lema (3.1) que u, — 1y = 0 em L?

inc(Q) e como a fungdo Vipg tem suporte

compacto, obtemos
2
ETIS 2% r
i (o)
o 1
< T (Y )| [ 10aPITun P =g [ gl = A [ e ]

+ Tl ()" [ Ve

+ Time(s] (@)™ [ |V, P (3.16)
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Por outro lado, da defini¢do de ir segue-se que

2 2 2 2 2 2
Vi [z = | Vuu,|2d Vi, |2d
JorP1vanPax= [ gnPIVadxs [ Pl

|x|<

= \Vunlzdx + \¢R|2]Vun]2dx
|x|>R+1 |x|<R+1

> / |Vu,|*dx.
J]x|>R+1

Analogamente,

L oePTuafax= [ jpePIVuPx+ [ pePTuads
Q lx|>R |x|<R

= |9r|? | Vi *dx
|x|>R

< / |V ity 2.
|x|>R

Raciocinando de forma similar, temos que

1 2, |2 ) )
/Q ’x‘ZWJR’ |un |“dx o ‘x’2‘¢R| |, |2dx + " R+1 |x\2‘¢R| I 2dx
= T19 d Zd
|x[>R+1 |x]2‘u"‘ X x| <R+1 ’x|z|¢R‘ |un|dx
1
2/ 7|u1’l|2dx/
x|>R+1 | x|
e, analogamente,
1 21, |2 1 2l 12 ,
QWWJRI | |2dx = |x|>RWW)R| | |2dx + e ’xPWJR, 12
1
N |x|>RW‘¢R|2|un|2dx

< u, |2dx.
\/x Rlxl2| ]

Por fim, também temos

[ lorPlunPax= [ grPluafdx+ [ grPlufdx
Q |x|>R+1 <R+1

|x]<

_ 14 [2dx + / g |2 |10 2
|x|>R+1 |x|<R+1

> / |un |*dx,
|x|>R+1

e também

JoorPlafdx = [ lgxPlaldes [ gePlx
X

2
U, |dx
|x\>R’¢R| |tn|

< / I 2.
|x|>R
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Combinando esses diversos resultados, temos as seguintes desigualdades:

/ Vit [2dx > / R 2| Vit |2dx > / Vi 2dx,
|x|>R Q |x|>R+1

1 2 1 2 2 1 2
—u dx>/— u dx>/ —u,|*dx,
Jor el x> [ pplosPlunPax > [l

/ ]unlzdx>/|1/]1q]2]un]2dx>/ |y |*dx.
|x|>R 0 |x|>R+1

Multiplicando a desigualdade (3.18) por —y/, em que y’ < 0, obtemos

1

1 1
—u' uz—dx>—’/— 2u, Pdx > —u' —
H ‘ n‘ ‘xyz Z —H a |x’2‘¢R| | n| Z —H >R+ |un|2

|x|>R

Multiplicando a desigualdade (3.19) por —A, em que A € (0, A1 (y)), obtemos

A i [2dx > —A/ (|21 |2 > —A/ it 2.
|x|>R+1 Q |x|>R

Assim, de (3.17), (3.21) e (3.20) obtemos

1
/ ]Vun|2dx—)\/ | |*dx — 1/ || *dx
x|>R+1 x|>R x|>R+1 | X|
1
< 2\Vu 2dx—/\/ 21y, | — '/— 2y, |2dx
| 9?9 s Plual® = [ e Pl

1
< / |V, |?dx — A lup|?dx — ' —
|x|>R |x|>R+1 Ix|>R | x|

Usando a definicdo de Y« e a desigualdade (3.22) resulta que

1
o = lim lim / Vu,|?dx — A/ u,|2dx — 1’ —lu 2dx]
v R—00 n—00 |: \x|>R+1| n| \x\>R| n| K |x|>R+1 |x|2| n|

_ 1
< lim 1i / Vu zdx—)\/ Uy|?dx — u' — g |*|u de]
im lim [ ‘x‘>R| nl ‘x‘>R+1’ nl U l>R |x|2|1’[]R’ |t

R—c0on—oo

= ’)/oo_

Isto significa que valem as igualdades nas expressdes anteriores, ou seja,

o= fim T | [ g2Vt A [ g Planf <o [l

—00 H— 0

No caso em que j’ > 0, a desigualdade (3.18) torna-se

1

1 1
—u/ uz—dx>—’/— 2l |Pdx = — i
U ’ 71’ ’X|2 Z —H a |x|2’l/)R‘ ‘ ”‘ z K 2|>R |Mn|2

|x|>R+1

Sendo assim, de (3.17), (3.21) e (3.24) segue 0 mesmo resultado.

[pr[*[1n[*dx.

=

(3.17)
(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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Novamente, pela definicdo de ¢g, temos

1@k dx = [ [r(x) 2 ()

= [pr () [ (x) | dx + R (x) [ [ (x) ¥ dx
|x|>R+1 |x|<R+1

= |t () [* dx + R (%) [* un (x)|* dx
|x|>R+1 |x|<R+1

> [ ()P ax,
J|x|>R+1

e também temos

/Q\¢R<x>|2*|un<x>rdx= [ @R ) Fast [ gn(P ()

|*|<R
. ¥R x)[* i (x)|* dx

< / i (%) 2 dx.
|x|>R

Combinando essas desigualdades, temos
[ P dr< [ prP @ dr < [ a0 dx (3.25)
|x|>R+1 Q |x|>R

Usando a defini¢do de v e a desigualdade (3.25), segue-se que

Voo = lim lim </ |10, (x) 2*dx>
R—o0 100 \ J|x|>R+1
. . 2* 2*
< Jim lim (/lepR(x)\ |14 ()] dX>
< . ETOE 2*
< im (/o0 o)

= Voo-

Assim, novamente temos que valem as igualdades nas expressdes anteriores, ou seja,

Voo = 11m Tim / R ()% |y (x)|? dx. (3.26)

R—oc0 n—00

Sabemos pelo Lema 3.1 juntamente com o Teorema A.11 da Convergéncia Dominada que

fim < /Q |V1/JR|2|un|2dx> —0. (3.27)

n—oo
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Da desigualdade (3.16) e das expressdes (3.23), (3.26) e (3.27), obtemos

v = lim T (/ |¢R(x)yz*|un(x)\2*dx>2*

R—0c0 n—00

R—)oo n—oo

1
< Jim T (Y ()| [ 19Vt i [yl s = 0 g Pl ]|

+ lim Tim (S" (Q))‘lcs/ Vg |20 2
QO

R—c0o n—00

+ Tim Tim (8"'( ))*%/Qysz\Z\WMde

R—00 n—00

= (SK () e + ek,

em que k > 0 é uma constante, pois o dltimo termo da soma é produto de ¢ por uma integral
2 /
limitada. Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, temos v& < (S} (Q)) 17« e isso demonstra a desigual-

dade (3.6) no caso em que 1y = 0.

Etapa 3. Suponhamos ainda que up(x) = 0 e que, além disso, vale a igualdade em (3.5),
¥ = (Sp(Q))7|7|l- Aplicando a desigualdade de Holder em (3.14), temos que para
qualquer i € H}(Q)),

isto é, ||v

2
5%

(fan)™ < (shi [ miay
< sy ([ )" ([ o) -
— (s ([ !hlz*d'y); I,

emque g =2"/2eq =2*/(2* —2). Deduzimos da tltima igualdade que

v=(Sh(Q)*

De fato, suponhamos que ndo seja valida a igualdade (3.28). Entdo existe um subconjunto

(3.28)

aberto () C () tal que vale a desigualdade estrita

() < (SE(Q)~ % S (Q),

Dessa forma,

lv]| = / dv+ | dv
! Q\Q/

< [ sh@) F )" d7+/

JRET

= (SE(Q) " )%,
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Consequentemente, vale a desigualdade estrita ||v ¥ < (S5(Q2)) 77|, 0 que é uma contradicao

com a hipétese. Logo, vale a igualdade (3.28).

Disso resulta que

2
v = (S5(Q) 77| (3.29)
Substituindo y em (3.14), segue-se que
&
(fan)™ < (shian [ mshon )" ay
< (S5() =57 [ P,
Em outras palavras,
%
< / dv> (81 ()~ 52 ) 52 / Ih[2dv. (3.30)
0
Utilizando (3.30) e a hipétese ||v||2 ¥ = (S5(€Q)) Y]], temos que
2
* 2 _2-2 @-2) b
(fan)™ sheony "5 = (f ea)” 5 e

Logo, da desigualdade (3.30) e da igualdade (3.31), obtemos

(/ rh|2dv) vl 55 < [ i,
@)

para toda fungao h € H}(Q)). Mais ainda, para cada conjunto ()’ C Q) vale a desigualdade

w(Q)])7 [lv] = < (@),

Portanto,

Ao (2*-2)

V(@)
Como o subconjunto ()’ C Q) é arbitrario, a desigualdade (3.32) nos diz que v(Q)’) = 0 ou
2 @'-2)
V()7 [v(Q)] 7 <v(QY)parav(Q') #0,isto é,

< (). (3.32)

2 n11-% / 3*)
()] < v(@Q)] ¥ = [v(@)] 2
Assim, v(Q)) = v((Y). Em outras palavras, a medida v é zero ou é total e, portanto, estd
concentrada em um tinico ponto. Usando a igualdade (3.29), segue-se que a medida y também

concentra-se em um tinico ponto.

Etapa 4. Nessa etapa vamos considerar o caso geral em que u, — g fracamente em H}(Q)
e escrevemos v, = U, — Ugy. Assim, v, — 0 fracamente em Hé (Q)). Devemos mostrar que
112

|V“n|2_ﬂ

w2
|x[?
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Para isso vamos verificar que para qualquer f € D(Q) vale

2 2
: 2 Ui _ 2 Yo
nlgg/ﬂf(Wuﬂ +y’x|2)dx—/ﬂfd'y+/0f<|Vuo| +y|x|2)dx.

Por hipétese, temos que

2
Uy — U
IV (1t — )2 y<||) ~ yem M(Q),

ou seja, para qualquer f € D(Q)) vale

. _ 2 _ (n — uo)?

,}LH.}O/QJ[ <|V(un M0)| U ’x‘z >dx
— 1; _ 2 _ —
_]}g%o/QﬂV( up)|“dx ynh_r)r.}o/f |x|2 dx /fd’y

Usando o Lema 3.2, obtemos

. . (4 — up)?
k%ﬂfwwﬁh_éﬂvmwwﬂkﬁéfrﬁp”:lfm' (3.33)

Pelo Lema A.15 de Brézis-Lieb, aplicado a f;, = uy,, f = ug e p = 2, obtemos

Jim, [/f|xn ax = /f ra d"] /f|x0 dx.

Dessa forma,

. _ n 0
nlgr(}o/ f—— \x|2 dx = nlgrgo/ f| dx — / f’ dx. (3.34)
Substituindo (3.34) em (3.33), concluimos que
1'/ vn%—/ Vo |2dx — O / / °d>:/d. 3.35
ngl;}o Qf| up[~dx Qf| ug|“dx g m f| f| X Qf’)/ ( )

Reescevendo o limite (3.35), resulta que

2 2
. 2 Uy _ 2 W
tim [ 7 (1Vunf = ) dx = [ g [ £ (1908 - ) dx

e, pela Defini¢do A.13 de convergéncia fraca em medida, obtemos

2 u; M%
|V, _y\xP —yW em M(Q). (3.36)

Consideramos agora h € D(()) ndo negativa e seja f,, = h2*|u,|. Sabemos que fn — f
fracamente em H}(Q) pois u, — up fracamente em H}(Q)). Assim, pelo Teorema de Rellich

(Teorema A.12) temos que f, — f fortemente em L? (Q)). Portanto, (f,)nen é limitada em
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L% (Q)). Além disso, como por hipétese u, — ug q.t.p. em Q, entéo f, — f q.t.p. em Q. Sendo

assim, pelo Lema A.15 de Brézis-Lieb, aplicado a f, = u,, f = up e p = 2%, obtemos

/h|u0|2*dx: lim (/ h|un|2*dx—/ h|vn|2*dx)
o) n—»00 o) Q
— lim (/ h|un|2*dx> —/ hdv,
n—soo fe) QO

lim </ hyunyZ*dx> :/ hdv+/ h|uo|? dx.
n—oo @) (@) @)

Pela Defini¢do A.13 de convergéncia fraca em medida, obtemos

ou seja,

lun|® — v+ |up|* em M(Q). (3.37)

Com as convergéncias fracas (3.36) e (3.37), a desigualdade (3.5) no caso geral segue da corres-
pondente desigualdade para a sequéncia (v,)yen C Hj (Q).

Etapa 5. Comegamos analisando a expressdao

2
‘/| Vo, [*dx — 1/ " ||Z;n’|2 dx — A |0, |2dx
x|>R x|>R

|x[>R

2
- (/ |V, |2 dx — \Mnlz dx — A ]unlzdx>‘
|x|>R x|>R || |x|>R

o 2
/I |V (un — 1) |Pdx — 3/ i4n — tio]
x|>R

— o —dx—A luy — uo|dx
x>R x| x|>R

2
— (/ |Vu,|*dx — p' ‘u"‘z dx — A |un|2dx>‘
x|>R lx|>R |X| x|>R

_ /M (IV (it — 1) |* — |Vun|2) dx — 4/

o e (1 7 vl )

— A luy — uo|? — |u,|2dx
|x|>R

!/

- /|>R (IV (1t — 10) | = [Vttn[2) = L (Jn — 0|2 = J1n2) = A (i — w]? — 1 |2) dx

|x[2
/
<)
|x|>R
i

< (U = 00 = 1902l = 02 = 2+ 0 = 0+ )
[x[>R x|
(3.38)

(IV (it — 110) 2 = |Vt 2) = L (it — 1102 = [1n2) = A (Jttw — 1102 = [ |?) | dx

|x[?

Usando a desigualdade 2 do Teorema (A.3) com a = |Vu,| e b = | — Vuy|, segue-se que,
dado & > 0 existe C; > 0 tal que

[ Vitn — Vo> — [Vuu?| < & Vg + Ce| Vg |*. (3.39)
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Para a segunda e a terceira parcelas da desigualdade (3.38) aplicamos novamente a desigual-

dade 2 do Teorema (A.3) agora com a = u, e b = —1u,; assim, obtemos
Hun —ug|* — |u,|? ‘ el > 4 Celuo)?. (3.40)
Dessa forma, substituindo as desigualdades (3.39) e (3.40) em (3.38), obtemos

- (1t = )= 19702453t = 0 2+ 0 1 = 0l = P )

(e|un|® + Celuo|?)

dx
x[>R |x|2

</|| (el Vun P+ C Vo) dx 41
x>

+w/ (el + Celuo|?) d
J]x|>R

2
—¢ </ |Vu,|*dx + WI |u"|2 dx + |A|/ \unlzdx)
|x[>R R |x| Ix|>R
2
e </ ]Vuoyzdx+|y y/ ‘”OLde/ yu0|2dx>.
x|>R FEEY jx|>R

Notamos que o primeiro termo € limitado; logo, quando n — co esse termo tende a um valor k

e o segundo termo é integravel e tende a zero quando R — co. Assim,
/ >R (Hv(u" — o) = [V [ + |H | 5 [1n — w0 * =+ [ual*] 4 [A] | [0 — 0] — |Mn|2‘> dx
X
< ek + Ceo(1). 641)

Como & > 0 é arbitrario, vemos que

2
/ |V, [2dx — |Un|2 dx — A |0, |?dx
jx|>R >R [x] |x|>R
2
= |V, |?dx — u' 4] dx — A |lup|*dx.
2
[x|>R x[>R |x] [x[>R

Agora consideramos a sequéncia f, = |u,|. Como u, — uj fracamente em H}(Q)) segue-se

que f, — f fracamente em H}(Q)). Pelo Lema A.15 de Brézis-Lieb, segue-se que

/ lup|* dx = lim (/ |un|2*dx—/ \vn|2*dx> ,
|x|>R n—roo [x|>R |x|>R

e passando ao limite quando R — co obtemos

lim (/ lug|* dx> = lim [hm </ |un|2*dx—/ |vn\2*dx>].
R—o0 |x|>R R—o0 |n1—00 |x|>R |x|>R

Como |ug|* é integravel sabemos que l1m < / |u0|2*dx> = 0. Logo,

lim <1im / l0a > dx> — lim <lim / \un\z*dx> = Voo. (3.42)
R—o0 \ 1= J|x|>R R—00 \n— J|x|>R
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Finalmente, dos limites (3.41) e (3.42), concluimos que vale a desigualdade (3.6) no caso geral.

Etapa 6. Para todo R > 1 temos

lim </ ]Vun|2dx—y/ 12|un|2dx—/\/ \un\zdx>
n—oo \ JO a x| Q

. 1
= tim ([ [pelP 19— \wRFﬁ\un\de—A GRS

n—oo

+ [0 I = [ (1= 9R) P = [ (1= g P )
1 2. 2 1 2
— tim (] 19170 x = [ gl sl P =0 [ i )

n—oo

1
i ([ (0= IV P = [ (1= gR) Pt = A [ (1 g ).

n—oo
Passando ao limite quando R — oo, na primeira parcela obtemos a defini¢do de . Resta

estudar a segunda parcela. Para isso utilizamos a convergéncia em medida (3.36), a saber

u? u?
\xTZ _VW em M(Q).

Ressaltamos que no presente caso temos um termo adicional —A / |un|*dx. Entretanto, todas

’v”n‘z_ﬂ

as passagens realizadas na Etapa 4. continuam validas com esse termo. Dessa forma,
tim (| (1= ) (1V? - u,ﬂzw - M) )
_/ 1— 9% d7+/ <|Vuo|2 |y|2|u0|2—)\|u0]2> dx
:/Qdfy—/ﬂgblzid'y—k/0<|Vu0]2 E ’2]u0|2 )\|u0]2> dx
~ 93 (190 = gl = Almof?)

Fazendo R — oo, obtemos

\!7|\+/ |Vu0|2dx+y/ dx+/\/ |2 dx.

Demonstramos assim a igualdade (3.7).

Agora vamos provar a igualdade (3.8). Para R > 1, temos

nm/\un\z ¥ = hm/ 9% [ |* dx+hm/ 1— %) un|? dx. (3.43)

n—o0 O

Utilizando a convergéncia em medida (3.37) encontrada na Etapa 4, a saber |u,|*" — v + |ug|*

em M(Q), quando n — oo, obtemos
tim [ (1= g%l = [0 gR )+ [ (1ol
Q Q

n—oo /O
=/ d —/ 2d ~|—/ 2d —/ 2 Juo|? dx.
/ v Pr dv || dx Yg |uo|” dx
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Passando ao limite quando R — oo, resulta que

. . 2 2% — T 2%
1%1_1}; (1111_{1010/0(1 Yz ) |un dx> 1%1_1};0 (/de—i—/nlud dx>
— lim </ w%{*dv%—/ 1,012;|u0|2*dx>. (3.44)
0 o

R—o00

Como yr — 0 quando R — oo, pelo Teorema A.11 da Convergéncia Dominada temos que

. 2% 1 2% 2% _
lim (/Qtdev> = lim (/leRWO\ dx> —0.

Assim, subtituindo esse limite na igualdade (3.44), segue-se que

lim (lim / (1—¢%{)|un|2*dx> = ||1/||+/ |ug|* dx. (3.45)
(@) Q

R—c0 \ n—00

Dos limites (3.26) e (3.45) aplicadas a (3.43), segue-se que

lim <lim / ]unlz*dx) = Voo + ||V —|—/ |ug|? dx,
R—oo \n—co J Q

e com isso obtemos a igualdade (3.8).

Isso conclui a demonstracdao do lema. O

2 ’
Observamos que, como 3’ é um ndmero arbitrario, a desigualdade v3 < (S (Q)) 1y«

2 / /
pode ser substituida por v& < (M) !ve em que M = sup{S} (Q) : / € R} = lim Sk (Q).
w——o0

3.3 Existéncia de solu¢des em dominios contidos em cilindros

Os principais resultados deste capitulo seguem diretamente do préximo lema.

3.4 Lema. Suponhamos que Q0 C RN estd contido em um cilindro e que SK,(Q) é atingido quando
p < p. Seja (un)pen € V(Q) uma sequéncia minimizante para S (Q). Entdo, passando a uma
subsequéncia denotada da mesma forma, existe ug € V(Q) tal que u, — ug fracamente em H}(Q) e ug

é um minimo para S (Q).
Demonstragio. Como p' < u e ja que, por hipétese, S’){ (Q)) é atingido, temos que

st'(Q) > st(q). (3.46)
Por outro lado, no Capitulo 3, Teorema 2.4, demonstramos que se # < 0 entdo

SH(Q) < SH(Q). (3.47)

Além disso, a mesma desigualdade foi demonstrada por Jannelli [8] no caso em que p > 0. As
desigualdades (3.46) e (3.47) sdo o ponto chave da demonstracao.
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Como a sequéncia (uy)nen C V(Q)) é minimizante para S (Q), resulta que (uy)nen € li-
mitada em H}(Q). Assim, passando a uma subsequéncia, ainda denotada da mesma forma,
podemos supor que sdo vélidas as hipéteses do Lema3.3 de concentragdo-compacidade; usare-

mos a nota¢do desse lema. Sendo assim,

Sh(Q) :/Q]VuOIde—/\/Q]uOFdx—y/Q

Por outro lado, como consequéncia da definicao de SK (Q)) temos que

2
N ¥
s'(Q) </Q|u0]2 dx> </0|Vu0|2dx—y/0

Das desigualdades (3.48) e (3.49) resulta que

2
u
” °|2 dx + Yoo + || 7]]- (3.48)

x|

2
“L;O’L dx — A/Q|u0|2dx. (3.49)

2
*

1) > 4@ ([ P ar) " 4wt 11l

’ 2
F e ye = St (QWE do

Combinando esse resultado com as desigualdades ||v|| > S5(Q)||v

Lema 3.3 de concentra¢do-compacidade, obtemos

HS

2
" 2% /
S0 > 4(@) ( [ Il dx )+ L@l # + 85 ()

2

o\ z
> si(0) (( o) 1 +v§o>

= SH(Q), (3.50)

em que na ultima desigualdade utilizamos as desigualdades (3.46) e (3.47) e na ultima igual-
dade usamos o fato de que 2* > 2, e isso implica que % > a para todo a € [0,1], valendo a
igualdade se, e somente se, a = 0 oua = 1.

Logo, valem as igualdades em todas as passagens e

=
</Q|u0y2*dx> 4l

Assim, concluimos que pode ocorrer apenas um dos seguintes casos:

%

2 2z o 2
R </Q|uo\ dx—|—|\1/||—|—1/00> —1.

1. / o dx = veo = O ||v]| = 1,
o)
2, / o2 dx = ||[v] = 0 e ve = 1,
o)
3, / o dx = 1e ||v]| = veo = 0.
Q
Suponhamos que vale o caso 1. Substituindo esses valores em (3.50), resulta que SK(Q) >
S} (Q)); mas como vale (3.47), a saber S/ (Q) < S} (Q2), o caso 1 fica excluido.

Suponhamos agora que vale o caso 2. Substituindo esses valores em (3.50), resulta que
SH(Q) > S (Q); mas como vale (3.46), a saber Sk (Q) < S (Q), o caso 2 fica excluido.
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Dessa forma, vale o caso 3. Assim, da igualdade (3.48) segue-se que

2
Vuo|2d —A/ 20x — /'”‘O’d — s*(Q).
JITuoldx = [ juoldx —p [ Fordr = $3(0)

Isso conclui a demonstracgao do lema. O

Agora vamos aplicar o Lema 3.4 a uma classe de dominios contendo um cilindro C e que
tendem assintoticamente para C. Escrevemos RN = RN x RY, x = (y,z) € RN xR e
07 = {y e RN: (y,2) € O}

Figura 3.2: Exemplo para o conjunto (). Neste caso, (21 e (), sdo dois cilindros tais que (2 C

Q) C (), e () tende assintoticamente para ().

3.5 Teorema. Sejam Q1, Oy C RN~ tais que O x RY C QO C O x RY e suponhamos que

lim sup{dist(y,(): y € O*} =0.

|z[—e0
Se u > 0, entdo o infimo Sk (QY) é atingido.

Demonstragio. O caso em que y = 0 foi demonstrado por Ramos, Wang e Willem em [13, pag.2,
Theorem 1.1]. Sabemos entdo que S§ é atingido. Para y > 0, utilizamos o Lema 3.4 com / = 0

e o teorema fica demonstrado. O
O seguinte teorema é também uma consequéncia do Lema 3.4.

3.6 Teorema. Suponhamos que () = ()1 X R, com N > d > 1. Entdo SZ(Q) é atingido se, e somente
se, u = 0.

Demonstragdo. O teorema anterior mostra que SK(Q) é atingido quando y > 0. Devemos mos-
trar agora que Sh (Q2) nunca é atingido se u < 0.

Argumentando por contradigdo, suponhamos que S (Q)) é atingido para y < 0. O Lema 3.4
implica que S9(Q)) também é atingido (basta usar ' < p = 0) e toda sequéncia minimizante
sempre tem uma subsequéncia convergindo fracamente para o minimo.

Mas no caso em que y = 0 o problema ¢ invariante por translagdes por vetores no conjunto

0 x R?. Assim, dada uma sequéncia minimizante (1,)uen C V(Q) para S3(Q), efetuamos
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translagdes por vetores do tipo x, = (0,z,) com z, = n de modo a obter uma nova sequéncia
(Vn)nen C V(Q) que ainda é minimizante em () e tem somente a fun¢do nula como ponto de
acumulacao fraco. Podemos usar como exemplo uma sequéncia minimizante u, verificando a
condigdo u,(x) = 0 para todo x € () tal que |x| < n.

Como o limite forte existe e ¢ maior do que zero, j& que S (Q) > 0 devido a desigualdade
de Hardy, temos que o limite fraco ndo coincide com o limite forte. Dessa contradi¢do, segue-se

que S\ (Q) nunca é atingido se u < 0. Isso conclui a demonstragdo do teorema. O

3.7 Observacao. Usando os mesmos argumentos da demonstracdo do Teorema 3.6 podemos
mostrar que, se () = () X R?, entdo o infimo A ( y) é atingindo se, e somente se, ;1 > 0. Nesse

caso, existe uma solugdo do problema de autovalor (1.20).
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Existéncia de solu¢des em dominios invariantes

4.1 Solugdes invariantes

Neste capitulo usamos uma hipétese invariante sobre o conjunto aberto () (que pode ser ndo

limitado) e procuramos solugdes invariantes para o problema (1.23), a saber,

u(x)

—Au(x) — Au(x) — HW =u(x)>71, xeQ,
u(x) >0, xeQ,
u(x) =0, x € 0Q).

No caso particular em que (2 é um cilindro, os resultados deste capitulo permitem aumentar o
dominio dos pardmetros A e y para os quais existe solugdo para o problema (1.23).

Novamente usamos a hipétese (H) e definimos G = {1} x O(d) C O(N) em que {1} repre-
senta o subgrupo trivial de O(N — d). Também consideramos o dominio QO C RY contendo a
origem e verificando as seguintes condicdes:

1. Existe ; ¢ RN~ limitado tal que (O C () x RY.
2. O conjunto () é invariante por G, isto é, g(Q)) = Q) para todo g € G.

Por exemplo, essas condic¢des sdo verificadas se (2 = () x R?, em que () C RN-% 6 um
conjunto aberto e limitado. Observamos que sob essas condi¢des o problema (1.23) é invariante
por G, isto é, se u é uma solugdo, entdo u o g também uma solugédo para todo g € G.

Neste capitulo estamos interessados na existéncia de solugdes invariantes para o problema (1.23).
Demonstramos a existéncia de solug¢do usando as mesmas idéias dos capitulos 2 e 3, isto é, mos-
tramos que o infimo SK(Q, G) definido em (2.1) é atingido. Para isso, dividimos a andlise em

dois casos essencialmente distintos: o casod > 2eocasod = 1.

42 QOcasod>2

Comegamos com um lema auxiliar, demonstrado por Ramos, Wang e Willem [13].

4.1 Lema. Sejar € R um niimero positivo e seja (uy)nen C H'(RN) uma sequéncia limitada. Se

lim sup up|¥dx: x e RN} =0,
B(x,r)

n—oo

entdo u, — 0em L¥ (RN) quando n — co.
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Demonstragio. Da desigualdade de Sobolev segue-se que

o
B(x,r)

para toda fungdo u, € H}(RY) e para todo A > 0. Assim, temos

. A& . 1-A
/ lun|* dx < S* </ (]Vun|2+u%)dx> (/ \u,ﬂdx)
B(x,r) B(x,r) B(x,r)

Escolhendo A = 2/2* e cobrindo o RY com bolas de raio r de modo que cada ponto de RV

) 1-A
2 dx) },

em que a primeira intetral é limitada e o segunda integral tende a zero por hipétese. Logo,
u, — 0em L (RN) quando n — co. O

2
¥

Ydx < S </( )(]Vun\z—ku%)dx)
B(x,r

esteja contido em no maximo N + 1 bolas, obtemos encontramos

S NAD [ (T 43 (/ )
Sl < (N4 [ (V) g sup ([

x€RN

Usando o Lema 3.3 de concentragdo-compacidade e o Lema 4.1 podemos demonstrar o

seguite resultado.
4.2 Teorema. Se d > 2, entdo o infimo SK(Q, G) é atingido.
Demonstragdo. Inicialmente verificamos dois resultados auxiliares.
AFIRMATIVA 4.1. S} (Q,G) = S} (Q).
De fato, a desigualdade
Sh(Q,G) = Sh(Q) (4.1)

é imediata pelas defini¢des envolvidas e vale tanto para p > 0 quanto para y < 0.
Se i > 0, consideramos a sequéncia (i, )yen C H!(RYN) minimizante para S (Q) definida
na Observagdo 2.3. Essas fung¢des podem ser consideradas como fungdes radiais e, assim, sdo

invariantes pela agdo do grupo G. Dessa forma,
SHQ,G) < SH(Q). (4.2)

Combinando (4.1) e (4.2) obtemos o resultado.

Se i < 0, entdo pelo Teorema 2.2 temos que S)(Q)) = S e podemos considerar a sequéncia
minimizante {v,} definida na demonstragdo do Teorema 2.2. Se naquela demonstracdo esco-
lhermos a fungéo ¢ radial e um vetor ¢ da forma & = (&,0), com & € RN ~4 entdo as funcdes

Ve também sdo invariantes pela agdo do grupo G. Dessa forma,
SH(Q,G) < S =S5(Q). (4.3)

Combinando (4.1) e (4.3) obtemos o resultado.
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AFIRMATIVA 4.2. S(Q,G) < SJ(Q).

Se u > 0, Jannelli [8] demonstrou que SK(Q,G) < Sg(Q, G). Usando a Afirmativa 4.1,
resulta que S (Q, G) < S (Q)) e obtemos o resultado.

Se u < 0, entdo pelo Teorema 2.4 temos que Sk (Q) < Sh(Q). Usando a Afirmativa 4.1 e o
Teorema 2.2, segue-se que Sh(Q, G) = S[(Q) = S. Logo, S, (Q,G) < SH(Q,G) = SH(Q) =Se
obtemos o resultado.

Usando uma sequéncia (u,)sen C V(Q, G) minimizante para Sk (Q, G) e passando a uma
subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, podemos supor que valem as hipéteses do
Lema 3.3 de concentragdo-compacidade; usaremos a notagdo desse lema.

Argumentando como na demonstra¢do do Lema 3.4, obtemos desigualdades similares a (3.50),

agora envolvendo o infimo SK (Q), G). Portanto, vale apenas um dos seguintes casos:
1. / luo|? dx = veo = O ||v]| = 1,
Q

2, / o2 dx = ||[v] =0 e ve = 1,
Q

3. [ fuol* dx = Le [v] = ves = 0.

Sﬁp(z)nhamos que vale o caso 1. Pelos cdlculos apresentados no Lema 3.4 temos que S}y (Q), G) >
SH(Q,G). Mas pela Afirmativa 2 vale a desigualdade S5(Q,G) < Sh(Q) e obtemos uma
contradicdo. Logo, o caso 1 ndo pode ocorrer.

Suponhamos que vale o caso 2. Como (u),en C H!(IRN) é sequéncia limitada, o Lema 4.1

garante a existéncia de ¢ > 0 e de x,, € () tais que |1y |* dx > e.
Xn,

Devemos mostrar que (x,),en C () é uma sequéncia limitada. Para isso, argumentamos
por contradi¢do. Passando a uma subsequéncia se necessario, suponhamos que |x,| — oo

quando n — oco. Para cada n € IN, definimos
m(n) = {k € N: existem g1,...,8 € G, gi(B(xn,1)) Ngj(B(xn,1)) = Dsei # j}.

Pela divergéncia da sequéncia (x,),en C €, pelas propriedades de () e pela hipétese d > 2

sabemos que m(n) — oo. Assim, pela invaridncia de cada u,, obtemos
1= / up|? dx > m(n)/ un|? dx > em(n) — co.
Q B(xy,1)

Essa contradi¢do mostra que a sequéncia (x,),cN € limitada.

Seja agora xg € Q) um ponto de acumulagdo de (x,),eN; entdo, quando n — oo, temos

/ |1ty lz*dx > e
B(XO/Z)

Da defini¢do de v, dada no Lema 3.3, segue-se que v, < 1 — € em que € > 0 e obtemos uma
contradicdo. Logo, o caso 1 ndo pode ocorrer.
Portanto, deve ocorrer o caso 3. Finalmente, como no Lema 3.4, a fungdo 1y deve ser um

minimo para o infimo SK(Q, G). Isso conclui a demonstragdo do teorema. O
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4.3 Observac¢do. Em muitos casos, podemos escolher um subgrupo conveniente G de {1} x
O(d); aideia é que a sequéncia m(n) da prova do Teorema 4.2 tende ao infinito quando (x,)en C
() nao é limitado.

Esse tipo de subgrupo é chamado de subgrupo compativel com (). Por exemplo, se d = 4, po-
demos escolher G = {1} x O(2) x O(2); assim, podemos estender os resultados do Teorema 4.2
para conjuntos () invariantes por G, mas ndo para conjuntos invariantes por {1} x O(4) (por
exemplo Q) = (0,1) x M), em que M é definido por M = {(x,y,z,t) € R*: (x?2 +y?)(z2 +1?) <
1}.

Observamos a importancia da hipdtese d > 2 na demonstragdo do Teorema 4.2 pois nesse
caso temos que m(n) — oo quando x, diverge. Quando d = 1, a situa¢do é completamente

diferente e podemos garantir a existéncia de solugdo somente se A é suficientemente pequeno.

43 Ocasod =1

4.4 Teorema. Seja G = {1} x O(1) eseja QO C RN um conjunto aberto verificando as condicdes acima

com d = 1. Suponhamos também que

SH(Q,G) <2 G) . SH(Q). (4.4)

Entdo o problema (1.23) tem pelo menos uma solugdo invariante.

Demonstragio. Escrevemos x € Q) como x = (y,z) em que y € R¥N"! ez € R. Observamos que
o grupo G tem somente dois elementos, a aplicagdo identidade e a aplicagdo (y,z) — (y, —z).
Como no caso anterior, consideramos uma sequéncia (u,)yen C V(Q), G) minimizante para
S’;\(Q, G) e mostramos que o limite fraco uy néo é zero. Utilizando novamente o Lema 3.3 com
i’ = p, obtemos os mesmos casos descritos na demonstragdo do Teorema 4.2.

Pelos mesmos argumentos apresentados no Teorema 4.2, o casol ndo pode ocorrer.

Suponhamos que vale o caso 2. Pela defini¢do de v, dada no Lema 3.3 temos que Yo =
SH(Q), G). Sejae € R arbitrario e seja € C*(Q)) uma fungdo corte radial tal que ¢(x) = 0 se
x| <R, p(x) =1se|x|] >R+1e0 < ¢ <1paratodo x € Q. Escolhemos R suficientemente
grande de modo que valem as seguintes propriedades:

1. O suporte da func¢do 1 tem duas componentes conexas ilimitadas; uma dessas compo-
nentes é denotada por Q" = {(y,z) € Q: z > 0} eoutrapor O~ = {(y,z) € O: z < 0}.
Denotamos v, (x) = ¢(x)u,(x). Como ¢ é uma fungdo radial e u, € H&G(Q), segue-se
que v, € Hj ;(Q);

2. nli_)imoo/g|vn|2*dx >1—¢

3. m/ |an|2dx—y/ U dx—A/ 2dx < S'(Q,G) +&.

o) a |x|? o)

n— 00
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Podemos escolher R verificando esse tltimo item pois 7. = S} (), G). Agora definimos

ve(x) sex e Q,

wy(x) =
0 sex & OF.

Como (v)nen € H (Q), temos que (wy,)nen € Hj (). Notamos que v, (y,z) = wa(y, z) +

wy(y, —z). Usando essas ideias, obtemos

S”(QG)+£>]1m/]an]dx ]/t/ ”dx—/\/ vidx
<11_r>n/\an\2dx—y/ ”dx—/\/ 2dx)
%
=2 (hm/\wnl dx)
n—o0

> 25"(Q) <1 > “3) : (4.5)

em que na primeira desigualdade utilizamos o item 3, na segunda passagem utilizamos a in-
variancia da integral devido a defini¢do de w,(x), na terceira passagem utilizamos a defini¢do

de SY(Q) e na tltima desigualdade utilizamos o item 2.

2
1\
Como ¢ € R* é arbitrério, da desigualdade (4.5) segue-se que S/ (Q, G) > 2 <2> Sh(Q),
o que é uma contradi¢do com a hipétese (4.4). Logo, o caso 2 ndo pode ocorrer.
Portanto, deve ocorrer o caso 3. Finalmente, como no Lema 3.4, a fungdo 1y deve ser um

minimo para o infimo SK(Q, G). Isso conclui a demonstragdo do teorema. O

4.5 Observagdo. 1. Asfungdes A — Sh(Q), A — S} (Q, G) sdo continuas e coincidem quando
A = 0 (na demonstragio do Teorema 4.2 mostramos que Sy (Q) = S/ (Q, G) > 0). Assim,
a condicdo (4.4) é verificada se A é suficientemente pequeno.
2. Analisando os diferentes resultados obtidos quando (2 é um cilindro, isto é, (3 = (); X RY,
em que () C RN-4 um conjunto aberto limitado, N > d > 1. No Teorema 4.2 provamos
a existéncia de solugdes invariantes sed > 2. Mas, se d = 1, podemos garantir a existéncia

de solugdes somente se A é suficientemente pequeno tanto para y > 0 quanto para p < 0.
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Resultados auxiliares

A.1 Espacos de Funcdes

e CF(Q), parak = 1,2,... é 0 espaco das fungdes u : QO — R que sio k vezes diferencidveis

em () e tais que as k-ésimas derivadas sdo continuas em ();
e C®(Q) é o espaco das fungdes u : O — R que sdo infinitamente diferencidveis em );

* CK(Q)) é o subespago de €*(Q)) que contém apenas as fungdes que possuem suporte com-

pacto em (), isto é, o fecho (em RN) do conjunto {x € Q: u(x) # 0};
* C5(Q) é o subespago de C*(Q2) das fung¢des que possuem suporte compacto em ();

e LP(Q)) é o espago de Lebesgue das fungdes mensurdveis u : (O — R tal que
Jalu(x)|Pdx < oo, com a norma |u|, = ([, |u(x)|p)1/p; enquanto L®(Q2) é o espago
das fungdes mensuraveis u : () — R tal que ess sup, . |u(x)| < 400, com a norma

], = ess sup [u(x)];

oLp

loc
compacto K C (), temos [u ;g < +0o9;

(Q)) é o espago das fungdes mensuraveis u : () — R tal que para todo conjunto

* H!(Q) é o espago de Sobolev definido por

HY(Q) = {u € Lz(Q);% cL}(Q),i= 1,...,N}

em que as derivadas % estdo no sentido das distribuic¢des;
1

e H}(Q) é o fecho de CP(Q)) em H!(Q)) dotado da mesma norma de H'(Q), a saber,

1/2
|ul| = (/ |Vu\2dx+/ uzdx) ;
0 0

e D2(RN), para N > 4, é 0 espaco definido como

. d
DY (RN) = {u eL? (]RN);ﬁ € L2(RN),i = 1,...,N},
i
2, \1/2 : 2 :
dotado da norma |[u|| = ( Jry V| dx) ,em que as derivadas 5 estdo no sentido das
distribuicoes;

e D(Q) é 0 espago das fungdes teste, isto é, das fungdes em C§°((2) munido com a nogao de

convergéncia uniforme.

61



62 A. Resultados auxiliares

A.2 O grupo ortogonal

Denotamos o conjunto das matrizes quadradas de ordem N invertiveis por GLy.
A.1 Definigao. O grupo ortogonal é o conjunto
ON)={AeGLy: A 1 =AT}.
Esse conjunto também é denominado grupo de transformacdes lineares isométricas de RV.
A.2 Teorema. O conjunto O(N) é um grupo com a operagio de multiplicagio de matrizes.

Demonstragdo. Sabemos que O(N) possui I como elemento identidade. Como A~! = AT, todo
elemento de O(N) possui um inverso. Também temos que com a multiplicacdo de matrizes
O(N) é associativa. Para mostrar que O(N) é fechado, consideramos dois elementos arbitrarios

A,B € O(N) e notamos que
(AB)(AB)T = A(BBT)AT = AAT = 1.

Assim (AB)~! = (AB)T, ou seja, AB € O(N). Logo, O(N) é fechado por multiplicagio de

matrizes. O

Recordamos que, em geral, det(A) = det(AT) e det(AB) = det(A) det(B). Assim, para
A € O(N) encontramos que

det(A)? = det(A) det(AT) = det(AAT) = det(I) =1

Logo, toda matriz ortogonal deve ter um determinante +1.

A.3 Resultados de Anélise

A.3.1 As notagoes de Landau

Nesta dissertacdo utilizamos o simbolo “O” de Landau para indicar “uma grandeza que §é,
em valor absoluto, no maximo um mdltiplo de outra grandeza”. Mais precisamente, se S um

conjunto qualquer e se f e ¢ sdo fungdes reais definidas em S, entdo a férmula

f(s) =O(g(s)) Vses (A1)
significa que existe um nimero positivo A, ndo dependendo de s, tal que

fs)l < Alp(s)]  VseS.

Em particular, se ¢(s) # 0 para todo s € S, entdo a notagdo (A.1) significa simplesmente que
f(s)/¢(s) é limitada em todo s € S. Por exemplo:
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1. ¥ =0(x), |x|<2;
2. sen(x) =0(1), x€eR;
3. sen(x) =0O(x), x€R.

A férmula
f(x) =0(g(x)) (x = o0) (A2)

significa que existe um namero real A € R tal que f(x) = O(¢(x)) quando a < x. Em outras

palavras, a férmula (A.2) significa que existem ntimeros 4, A € R tais que

[f(2)] < Alg(x)]

sempre que a < x. Por exemplo:
1. x2=0(x), x—0;
2. =0(1), x— o0;
3. (logx)"! =0(1), x— oco.
A notacdo “0” de Landau é utilizada para indicar “uma grandeza que tende a zero, multi-

plicado por outra grandeza”. Mais precisamente, a expressao
f(x) =o(¢(x)) X — o0 (A.3)

significa que f(x)/¢(x) tende a zero quando x — oo. Essa afirmativa é mais forte do que
a correspondente expressdo (A.1). Em outros termos, se vale a férmula (A.3), entdo vale a
férmula (A.1), jd que a convergéncia implica na limitacdo a partir de certo valor da varidvel.
Em geral, se uma grandeza tende a zero, necessitamos conhecer a rapidez com que ocorre a
convergéncia. Por exemplo:
.cosx =14o0(x), x—0;
““—1+0(L x —0;

=e "n"V2mn(1+0(1)), n — oo;
U@)(DZ(ﬂ))(W» x—=0;
o(f(x)g(x)) = f(x)o(g(x)), x—0.

—_

WPP’N

A.3.2 Desigualdades

A3 Proposigéo Sejam a > 0 e b > 0 niimeros reais. Entdo valem as seguintes desigualdades:
1 |a+b|* < (1+¢)|a]* + Ce|b|?
2. ||A + B> — |A|?| < €|A|? + C¢|B|? vdlida para qualquer ¢ > 0.
A.3.3 Integracao em coordenadas polares

A.4 Proposicdo. Seja f : RN — R uma fungio continua e mensurdvel. Entio

[ fx)dx = /O ) ( /B o f(x)da) ir,
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para cada ponto xg € RN. Em particular, se f é uma fungio radial f(x) = f(|x|), entdo

/B<xo,r> fodx = won /ORf (r)rNdr.

Demonstragio. Veja o livro de Evans [7, Theorem 4, pag. 628]. O

A.3.4 Simetrizacao de Schwarz e principio da criticalidade simétrica

A.5 Defini¢do. Sejam A, Ay, ..., A, conjuntos borelianos de RN dois a dois disjuntos e de

medida finitae 0 < a, < a,-1 < ... < 41 nameros reais. Se f é uma funcdo simples tal que

n
f= Z a;X A,, entdo definimos
i=1

n
) =Y aixp, i<ix)<n) (X))
i=1

emquerg:=0er; > ri_1 édado pelarelagdo pu([ri—1 < |x| <ri]) = u(A;). Afungdo f* éradial,
decrescente e é denominada rearranjo esfericamente simétrico ou simetrizacao de Schwarz da

fungéo f.

A.6 Proposigdo. Sejam 1 < p < coe f € LP(RN) uma fungio positiva. Existe uma tinica fungio
f* € LP(RN) tal que f* > 0 e para todo A > 0, u([f = A]) = u([f* = A]) em que todos os
conjuntos [f* > A] estdo contidos na bola B(0,ry). Além disso, para qualquer funcdo continua e
crescente G : Ry — R tal que G(0) = 0, vale a igualdade

/RN G(f(x))dx = /RN G(f*(x))dx. (A4)
Demonstragido. Veja o livro de Kavian [10, Théoréme 3.3, pag. 260]. O
A.7 Proposigdo. Sejam 1 < p,q < e f € LP(RYN), g € L1(RN) fungdes positivas. Se % + % =1,
entio /IRN f(x)g(x)dx < /1RN fr(x)g" (x)dx.
Demonstragdo. Veja o livro de Kavian [10, Proposition 3.4, pag. 261]. O

A.8 Proposicio. Sejau € H'(RN) fungio positiva. Entdo a simetrizagio u* pertence a H' (RN) e

/ Vi (x)Pdx < / IV (x)[2dx.
RN RN
Demonstragio. Veja Kavian [10, Proposition 3.8, pag. 2.64]. ]

A.9 Defini¢dao. A a¢do de um grupo topoldgico G sobre um espago normado X é uma aplicagdo
continua G x X — X : [g,u] — gutalquel-u =1, (¢h)u = g(hu) e u — gu é linear. As

seguintes notagdes e nomenclaturas sao frequentemente usadas.
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. A acdo é uma isometria se || gu| = ||u]|-

. O espaco de pontos invariantes é definido por Fix(G):= {u € X : gu = u, V ¢ € G}.

1

2

3. Um conjunto A C X é invariantese gA = A, V g € G.
4. A funcdo ¢ : X — R é invariantese po g = ¢, Vg € G.
5

. Uma aplicagdo f : X — X é equivalentesego f = fog Vg€ G.
O resultado a seguir, devido a Palais, é conhecido como principio da criticalidade simétrica.

A.10 Teorema (Principio da Criticalidade Simétrica). Suponhamos que a agio do grupo topolégico
G sobre um espago de Hilbert X é uma isometria. Se ¢ : X — R é de classe C' e invariante e ainda se u

é um ponto critico de ¢ restrito a Fix(G) entdo u é um ponto critico de ¢.

Demonstragio. Veja o livro de Willem[19, Theorem 1.18, pag. 19]. O

A.4 Resultados de Analise Funcional

A.4.1 Teorema da convergéncia dominada

A.11 Teorema. Seja (f,)yen C L' (Q) uma sequéncia de fungdes integrdveis que convergem q.t.p. em
Q) para uma fungdo real mensurdvel f. Se existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,| < g para todo
n € IN, entdo f é integrivel e

/fdﬂ = ,}g{}o/fnd%
Demonstragio. Veja o livro de Bartle [3, Theorem 5.6, pag. 44]. O

A.4.2 Teorema de imersao de Rellich-Kondrachov

A.12 Teorema. Seja Q) C RN um conjunto com medida finita. Entdo a imersio
HY(Q) € LP(Q)

écontinuasel < p < 2" eécompactasel < p < 2.

Demonstragio. Veja o livro de Brézis [4, Theorem 9.16,pag.291]. O

A.4.3 Convergéncia fraca em medida
Denotamos o conjunto de medidas positivas definidas em RN por M(RY).

A.13 Defini¢do. Seja (pt)nen uma sequéncia de medidas definidas em RN. Dizemos que essa

sequéncia converge fracamente para uma medida y, e denotamos por y — , se

lim [ fdwe= [ fay

k—o0

para toda f € Co(RN)
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A.14 Proposicao. As sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
1 Jim [ fduc= [ fap para todo f € Co(RY).
Lim | fdue= [ fdpparatodo f € Co(RT)
2. limsup ur(K) < u(K) para cada conjunto compacto K C RN e u(A) < li;ninfyk(A) para
k—o0 —®
cada conjunto aberto A C RN.

3. klim 1x(B) = u(B) para cada conjunto de Borel limitado B C RN com u(9B) = 0.
—00

Demonstragio. Veja o livro de Brézis [4, cap.4]. ]

A.4.4 Lema de Brézis-Lieb

A.15 Lema. Seja Q C RN um subconjunto aberto e seja (f)nen C LP(Q)) em que 1 < p < o0. Se
1. (fy) é limitada em LP(Q)),
2. fu — f qtp em Q). Entdo

Lim (Ifulp = Ifu = f17) = IfI}-
Demonstragio. Veja o livro de Willem [19, Lemma 1.32, pag. 21]. O

A.4.5 O principio variacional de Ekeland

Uma forma analitica do principio variacional de Ekeland é enunciada a seguir.

A.16 Proposicdo. Seja (X,d) um espago de Banach e seja G : X — R uma fungio tal que G €

C%(X,R) e tal que, para todov € V = {v € X: G(v) = 1}, temos G'(v) # 0. Seja F : X — R uma

fungdo tal que F € C'(X,R) limitada inferiormente em V. Além disso, sejamv € V ee,6 € R*. Se
F(v) < inf F(v(x)) +¢,

veV

entdo existe u € V tal que valem as seguintes desigualdades.
1. F(u(x)) <infyey F(v(x)) + 2¢,
2. minyeg ||F' (1) — AG (u)]| < 8¢/6,
3. ||lu—ov|| <26

Demonstragio. Veja o livro de Willem [19, Theorem 8.5, pag. 122]. O

A.4.6 O teorema do passo da montanha

A.17 Teorema (Teorema do passo da montanha). Seja X um espaco de Banach e seja [: X — R um
funcional de classe C'(X) e verificando a condigdo de Palais-Smale. Suponhamos que J(0) = 0 e que
sejam vidlidas as condigdes abaixo.

1. Existem niimeros R,a € R tais que sobre a esfera ||u|| = R vale a desigualdade [(u) > a.

2. Existe ug € X tal que ||uo|| > Re J(up) < a.
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Entdo o funcional | possui um valor critico c tal que ¢ > a e caracterizado por

= inf
“= R

em que

r= {7: 0,1 = R | € €([0,1],R),7(0) = 0,7(1) = uo}.

Demonstragio. Veja o livro de Willem [19, Theorem 1.17, pag. 13; Theorem 2.10, pag. 42] ou o
livro de Evans [7, Theorem 2, pag. 480]. O

O teorema acima deriva seu nome da seguinte analogia geométrica. Suponhamos que o
funcional | represente a altura de um local acima do nivel do mar; seja A um local circundado
por uma cadeia de montanhas e seja B um local além dessa cadeia de montanhas. Para viajar
do ponto A até o ponto B, devemos cruzar as montanhas e o caminho ideal deveria ser aquele

em que nos elevamos a altura minima para passar através da cadeia de montanhas.

Figura A.1: Exemplo para o teorema do passo da montanha. O ponto A, localizado na origem,
é unido ao ponto B, localizado fora da cadeia de montanhas, através de diversos caminhos.
O méximo de cada caminho é avaliado e, em seguida, o infimo entre esses valores méaximos

identifica o passo da montanha, que é um valor critico do funcional.

A hipétese sobre a condicdo de Palais-Smale usada no Teorema A.17 do passo da montanha
ndo pode ser retirada. Isso se deve ao fato de que em geral o nivel c de minimax ndo é um valor
critico. Como ilustragdo, apresentamos o exemplo cldssico de Brézis e Nirenberg.

Seja h: R*> — R uma fungéo definida por h(x,y) = x>+ (1 — x)3y?. Essa fungio verifica
a geometria do teorema do passo da montanha. De fato, 1(0,0) = O e, se uy = (2,2), entdo
h(up) = 0. Além disso, se || (x,y)|| = R = 1/2, entdo vale a desigualdade h(x,y) >a =1/8.

Suponhamos agora que a fungédo h verifica a condi¢do (PS). de Palais-Smale para algum
ntmero ¢ € R* definido por ¢ = infycr max;c(o1) #((t)). Obteremos uma contradigo. De

fato, seja (xn, Yn)nen C IR? uma sequéncia tal que
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1. lim h(x,,y,) = lim [x2 4+ (1 —x,)%2] =c>0.

Li
n— oo n——+0o

. oh L 2,21 _
2 B, gy (o) = By [ =301 =yl = 0

3. 1im P yn) = lim 201 — xa)Py] = 0.

n—r+o00 ay n—-+o0
Se a sequéncia (x,, yn)nen C R? for convergente, isto &, se limy,— oo (X1, Y1) = (x0,Y0), entdo
passando ao limite no primeiro item e usando os outros dois itens resulta que (xo,yo) = (0,0).
Com isso, 0 = h(xo,y0) = limy,— 40 h(Xn, yu) = ¢ > 0, 0 que é uma contradi¢do. Concluimos
que o tnico ponto critico da fungdo & é o ponto O = (0,0), que é um ponto de minimo local, e

que a fungdo h ndo possui um valor critico do tipo minimax.

{ O 4/
SRR
==/,
S ”3.’?,'.';’1’:1:’4 /

LR AL,
S

=

2R z>
<> ZZ
=
e s
et
.’gf::.%#

(a) Gréfico da funcdo h: RZ — R definida por (b) Curvas de nivel da funcao h. Nota-se que o ponto
h(x,y) = x*> + (1 — x)?y?. Esta funcio verifica a ge- O = (0,0) é um ponto de minimo local e que ndo
ometria do teorema do passo da montanha; porém, existem pontos criticos do tipo minimax.

ndo verifica a condigdo (PS). de Palais-Smale em um

nivel c € RT.

Figura A.2: Exemplo de Brézis e Nirenberg de uma fungdo que verifica a geometria do teorema

do passo da montanha mas nao verifica a condicdo de Palais-Smale.

A.5 Desigualdade de Hardy

A desigualdade de Hardy garante que para qualquer dominio Q C RN com N > 3, vale

[ wA(x)
‘u/ﬂ e dx</Q|Vu(x)|2dx (A.5)
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para toda funcdo u € C§(Q), em que ji = [(N —2)/2]>. A constante ji é 6tima , no sentido de

que

/Q |Vu(x)|?dx

ueey(Q) / u?(x)
o [x

A igualdade em (A.5) nunca ¢ atingida.
A desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [6] garante que paral < p < N —1,
Np (N—p)

qg=4q(ab) = N=pari=D) 0<a< =Feax b < a+ 1 existe uma constante positiva C tal

que

[/ |x|_b”/|u(x)|qu]q <C [ al I VuolPs, (A6)
RN RN

para toda fungdo u € CF(RN).
Em particular, fazendoa =0,b =1, p = 2 e g = 2, obtemos a desigualdade de Hardy como

um caso particular da desigualdade (A.6), isto é,
x| 2ulz < CIVuly, (A7)

Além disso, fazendoa = 0,b =0, p = 2 e g = 2%, obtemos a desigualdade de Sobolev como

um caso particular da desigualdade (A.6), isto é,
uf3. < C|Vul3. (A.8)

Demonstragio. Consulte o artigo de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [6]. O
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