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Resumo

Nesta dissertação estudamos resultados de existência e de não-existência de soluções para a

seguinte classe de problemas elı́pticos não-lineares:
−∆u(x)− λu(x)− µ

u(x)
|x|2 = u(x)2∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(P)

em que Ω ⊂ RN denota um conjunto aberto contendo a origem, limitado ou não, com N > 4.

A equação diferencial envolve o expoente 2∗ = 2N/(N − 2), conhecido como expoente crı́tico

de Sobolev e o termo µu(x)/|x|2, que é chamado potencial de Hardy.

Procuramos soluções para o problema (P) no espaço de Sobolev H1
0(Ω) definido como o

fecho de C∞
0 (Ω) em H1(Ω). Para obter resultados de existência de soluções demonstramos

uma versão do Lema de Concentração-Compacidade de Lions.

Palavras-chave Operador laplaciano, potenciais de Hardy, expoente crı́tico de Sobolev, proble-

mas de minimização.

Abstract

In this dissertation we study results of existence and non-existence for the following class of

nonlinear elliptic problems:
−∆u(x)− λu(x)− µ

u(x)
|x|2 = u(x)2∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(P)

where Ω ⊂ RN denotes an open set containing the origin, bounded or not, with N > 4. The

equation involves the exponent 2∗ = 2N/(N − 2), known as critical exponent in the Sobolev

inequality, and the term µu(x)/|x|2, which is called Hardy potential.

We look for solutions of the problem (P) in the Sobolev space H1
0(Ω) which is defined

as is the closure of C∞
0 (Ω) in H1(Ω). To obtain existence results we prove a version of the

concentration-compactness lemma by Lions.

Key-words Laplacian operator, Hardy potentials, critical exponent of Sobolev, minimization

problems.
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Notações

:= igualdade por definição

R+ conjunto dos números reais positivos

x = (x1, . . . , xN) elemento de RN

|x| =
(

∑N
i=1 x2

i
)1/2 norma do elemento x ∈ RN

B(x, ρ) bola aberta de raio ρ e centro em x ∈ RN

ωN área da bola B(x, ρ) em RN

NωN área da superfı́cie esférica ∂B(x, ρ) em RN

p′ ≡ p
p− 1

expoente conjugado de p

2∗ ≡ 2N
N − 2

expoente crı́tico de Sobolev

∇u(x) ≡
(∂u(x)

∂x1
, . . . ,

∂u(x)
∂xN

)
gradiente da função u

div(u1(x), . . . , uN(x))

≡ ∂u1(x)
∂x1

+ · · ·+ ∂uN(x)
∂xN

divergente do campo (u1(x), . . . , uN(x))

∆u(x) ≡ div
[
∇u(x)

]
=

N

∑
i=1

∂2u(x)
∂x2

i
operador laplaciano

X∗ espaço dual do espaço X
C0(Ω) espaço das funções reais contı́nuas

Ck(Ω) espaço das funções reais k-vezes continua-

mente diferenciáveis

C∞
0 (Ω) espaço das funções infinitamente diferen-

ciáveis e de suporte compacto em RN

Lp(Ω) espaço de Lebesgue

‖u‖Lp ≡
( ∫

Ω
|u(x)|p dx

)1/p
norma no espaço de Lebesgue Lp(RN)

H1(Ω) ≡ {u ∈ L2(Ω) : ∇u(x) ∈ (L2(Ω))N} espaço de Hilbert

‖u‖ ≡
( ∫

Ω
|∇u(x)|2 dx +

∫
Ω
|u(x)|2 dx

)1/2
norma no espaço de Hilbert H1(Ω)

H1
0(Ω) espaço de Hilbert com traço nulo

un → u em X convergência forte (na norma de X)

un ⇀ u em X convergência fraca em X
un → u q.t.p. em X convergência em quase todo ponto de X
H1

0,G(Ω) ≡ {u ∈ H1
0(Ω) : u ◦ g = u ∀ g ∈ G} subespaço de H1

0(Ω) invariante por G

V(Ω, G) ≡ {u ∈ H1
0,G(Ω) :

∫
Ω

u2∗(x)dx = 1} vı́nculo no subespaço H1
0,G(Ω)

Sµ
λ(Ω, G) ≡ infu∈V(Ω,G) R(u) melhor constante das imersões de Sobolev

R(u) ≡
∫

Ω
|∇u(x)|2 dx−λ

∫
Ω

u2(x)dx−µ
∫

Ω

u2(x)
|x|2 dx

ix
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-1-
Introdução aos métodos variacionais

1.1 Formulação fraca de problemas elı́pticos

Esta dissertação tem como principal objetivo demonstrar resultados de existência e de não-

existência de soluções para uma classe de equações elı́pticas não-lineares definidas em domı́nios

Ω ⊂ RN , limitados ou não, envolvendo o expoente crı́tico de Sobolev e o potencial de Hardy.

Neste capı́tulo apresentamos alguns resultados básicos da teoria de minimização de funcionais,

cujas referências básicas são o livro de Ambrosetti e Malchiodi [1] e o memorial de Jeanjean [9].

Assim, podemos indicar as maiores dificuldades para demonstrar os teoremas principais da

dissertação que se baseiam no artigo de Ruiz e Willem [14].

Começamos considerando Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω. Suponhamos

que devemos resolver o seguinte problema de Dirichlet−∆u(x) = |u|p−2u x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,
(1.1)

em que ∆u(x) := ∑N
i=1 ∂2u(x)/∂x2

i denota o operador laplaciano e p ∈ (1, 2∗], em que 2∗ :=

2N/(N − 2) é o expoente crı́tico de Sobolev. Se a função u : Ω → R for tal que u ∈ C2(Ω) ∩
C0(Ω) verifica o problema (1.1) pontualmente, dizemos que u é uma solução clássica do pro-

blema de Dirichlet. Em geral, o problema de garantir a existência de uma solução clássica

para o problema (1.1) é bastante difı́cil. Uma forma de resolver as dificuldades encontradas é

enfraquecer as condições impostas sobre a função u. Por exemplo, podemos exigir que a pri-

meira equação em (1.1) seja válida no sentido das distribuições. Para prosseguir nessa linha

de investigação suponhamos que u seja uma solução clássica. Dada uma função ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

multiplicamos ambos os lados da equação diferencial em (1.1) por ϕ e, integrando por partes,

obtemos a equação ∫
Ω
∇u · ∇ϕ dx =

∫
Ω
|u|p−2uϕ dx ∀ ϕ ∈ C∞

0 (Ω). (1.2)

Dessa forma, uma solução clássica do problema de Dirichlet (1.1) verifica a equação (1.2). Agora

podemos substituir a condição de fronteira u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω pela condição de que

u ∈ H1
0(Ω); dessa forma, temos o novo problema de determinar uma função u tal que

∫
Ω
∇u · ∇ϕ dx =

∫
Ω
|u|p−2uϕ dx ∀ ϕ ∈ H1

0(Ω),

u ∈ H1
0(Ω).

(1.3)

1



2 1. Introdução aos métodos variacionais

Observamos que se u ∈ H1
0(Ω), então pela densidade de C1

0(Ω) em H1
0(Ω), a equação (1.2)

vale para toda função ϕ ∈ H1
0(Ω). O problema (1.3) é conhecido como a formulação fraca

do problema de Dirichlet (1.1) e suas soluções são denominadas soluções fracas. Se u é uma

solução clássica e se u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω, pontualmente, então u ∈ H1
0(Ω); logo, a

função u é uma solução fraca do problema (1.3). Por outro lado, se u ∈ C2(Ω) é uma solução

fraca do problema (1.3), então u é uma solução clássica do problema (1.1).

Podemos agora reconhecer que as soluções u 6= 0 do problema (1.3) são pontos crı́ticos do

funcional J : H1
0(Ω)→ R definido por

J(u) :=
1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− 1

p

∫
Ω
|u|p dx. (1.4)

De fato, usando resultados conhecidos do cálculo variacional em espaços de Banach, temos que

o funcional J, denominado funcional de energia , é diferenciável e que o operador J′ : H1
0(Ω)→

(H1
0(Ω))∗ é dado por

J′(u)ϕ =
∫

Ω
∇u · ∇ϕ dx−

∫
Ω
|u|p−2uϕ dx. (1.5)

Portanto, a obtenção de soluções clássicas para (1.1) será feita utilizando o seguinte método:

primeiro demonstramos a existência de soluções fracas para o problema (1.3), utilizando o fun-

cional J(u); e em seguida usamos resultados de regularidade, que garantem que as soluções fra-

cas de fato possuem a diferenciabilidade requerida para que sejam também soluções clássicas.

Nesta dissertação tratamos apenas dos resultados de existência de soluções fracas; para a parte

da regularidade das soluções fracas referimos aos trabalhos de Brézis [4, Caps. 8 e 9] e de

Evans [7, Cap. 6].

Para ilustrar as principais dificuldades encontradas ao aplicar o programa descrito acima,

conhecido como método direto do cálculo das variações, distinguimos três casos bastante dis-

tintos e dependentes do parâmetro p, que indica o crescimento da não-linearidade da equação

diferencial. Na discussão que se segue, trabalhamos com o espaço H1
0(Ω) munido da norma

do gradiente, isto é, ‖u‖ = (
∫

Ω |∇u|2 dx)1/2. Pela desigualdade de Poincaré, essa norma é

equivalente à norma usual de H1
0(Ω). Lembramos também que a imersão H1

0(Ω) ↪→ Lp(Ω) é

contı́nua se p ∈ [1, 2∗] e é compacta se p ∈ [1, 2∗).

A seguir analisamos alguns resultados de existência e de não-existência de solução para

o problema (1.3) dependendo da potência do termo não linear. Como um comentário geral,

analisamos apenas os casos em que p ∈ [1, 2∗] pois assim podemos garantir, pela continuidade

da imersão H1
0(Ω) ↪→ Lp(Ω), que o funcional de energia J está bem definido em H1

0(Ω).

CASO 1: p ∈ [1, 2). Como a imersão H1
0(Ω) ↪→ Lp(Ω) é contı́nua, existe uma constante C,

dependente apenas de p, tal que |u|p 6 C‖u‖ para toda função u ∈ H1
0(Ω). Assim temos que

J(u) =
1
2
‖u‖2 − 1

p
|u|pp >

1
2
‖u‖2 − Cp

p
‖u‖p (1.6)
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para ‖u‖ suficientemente grande. Para p < 2 o termo quadrático é dominante e o funcional J é

coercivo .

Além disso, temos que

−∞ < m := inf
u∈H1

0 (Ω)
J(u) < 0.

De fato, argumentando por contradição, suponhamos que exista uma sequência (un)n∈N ⊂
H1

0(Ω) tal que J(un) → −∞. Como o funcional J é coercivo, segue-se que existe R ∈ R+ tal

que ‖un‖ 6 R. Como o espaço H1
0(Ω) é reflexivo, existe uma subsequência, ainda denotada da

mesma forma, e existe uma função u ∈ H1
0(Ω), tais que un ⇀ u fracamente em H1

0(Ω).

Além disso, como o funcional J é fracamente semicontı́nuo inferiormente , isto é, para todo

α ∈ R o conjunto {u ∈ H1
0(Ω) : J(u) > α} é aberto, inferimos que J(u) 6 lim infn∈N J(un) =

−∞, o que é uma contradição. Para verificar que m < 0 selecionamos uma função u ∈
H1

0(Ω)\{0} e testamos o funcional J em funções da forma tu, com t ∈ R+. Assim, temos

J(tu) =
t2

2
‖u‖2 − tp

p
|u|pp.

Como p < 2, a contribuição da parcela negativa de J é dominante quando t → 0 e isso implica

que m < 0.

Para garantir que o ı́nfimo m é atingido, isto é, para demonstrar que existe uma função

u ∈ H1
0(Ω) tal que J(u) = m, argumentamos da seguinte forma: Seja (un)n∈N ⊂ H1

0(Ω) uma

sequência minimizante , isto é, uma sequência tal que J(un) → m quando n → ∞. Como J é

coercivo, a sequência (un)n∈N é limitada no espaço reflexivo H1
0(Ω). Dessa forma, existe uma

subsequência, ainda denotada da mesma forma, e existe uma função u ∈ H1
0(Ω) tal que u ⇀ u

fracamente em H1
0(Ω). Pela compacidade da imersão H1

0(Ω) ↪→ Lp(Ω), novamente passando

a uma subsequência obtemos a convergência forte un → u em Lp(Ω). Portanto,

m 6 J(u) 6 lim inf
n→∞

J(un) = m.

Como o mı́nimo do funcional J é atingido, concluı́mos que o ponto de mı́nimo corresponde a

uma solução fraca do problema (1.3).

CASO 2: p = 2. Nesse caso o problema é linear e se escreve na forma−∆u(x) = λu x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,
(1.7)

em que o número real λ é denominado autovalor do operador laplaciano e a correspondente

solução é denominada autofunção. As principais propriedades do problema (1.7) são enuncia-

das no resultado a seguir. Para a demonstração, referimos ao livro de Weinberger [18, Cap. 7,

seção 36] para o caso unidimensional e o livro de Evans [7, Cap. 6, seção 6.5] para um caso mais

geral.



4 1. Introdução aos métodos variacionais

1.1 Proposição. 1. O problema (1.7) possui uma sequência de autovalores (λn)n∈N ⊂ R+ tal que

0 < λ1 < λ2 6 λ3 6 · · · 6 λn 6 λn+1 6 · · · e lim
n→+∞

λn = +∞.

Na desigualdade acima usamos a convenção de que autovalores múltiplos são repetidos de acordo
com suas multiplicidades. O primeiro autovalor λ1 é simples, ou seja, tem multiplicidade igual a
um e a correspondente autofunção não muda de sinal no domı́nio ω ⊂ R. Além disso, o autovalor
λ1 é o único autovalor com essa propriedade. É comum denotar a primeira autofunção por φ1 e
selecioná-la de modo que φ1(x) > 0 para todo x ∈ Ω e tal que ‖φ1‖L2 = 1. Correspondendo aos
demais autovalores λk, as correspondentes autofunções são denotadas por φn e são tais que

∫
Ω

φnφm dx =

1 se n = m

0 se n 6= m.

2. Vale a igualdade

λ1 min
u∈H1

0 (Ω)
u(x) 6≡0

∫
Ω
|∇u|2 dx∫

Ω
|u|2 dx

. (1.8)

3. Definindo Wn =
{

u ∈ H1
0(Ω) :

∫
Ω
∇u · ∇φm dx = 0, 1 6 m 6 n− 1

}
, valem as igualdades

λn = min
u∈Wn

u(x) 6≡0

∫
Ω
|∇u|2 dx∫

Ω
|u|2 dx

para todo n ∈N.

As relações dos ı́tens 2 e 3 são denominadas de caracterizações variacionais dos autovalores.

Observamos também que do item 2 obtemos a desigualdade

λ1 6

∫
Ω
|∇u|2 dx∫

Ω
|u|2 dx

para toda função u ∈ H1
0(Ω) tal que u 6≡ 0, conhecida como desigualdade de Poincaré.

CASO 3: p ∈ (2, 2∗). O funcional J não é mais limitado inferiormente nesse caso. De fato,

selecionando uma função u ∈ H1
0(Ω)\{0} e um número real t ∈ R+, temos que

J(tu) =
t2

2
‖u‖2 − tp

p
|u|pp → −∞ (t→ ∞),

pois p > 2.
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Além disso, J também não é limitado superiormente. Por exemplo, considerando Ω =

(0, π) ⊂ R e p = 4 segue-se que o funcional J : H1
0(Ω)→ R tem a forma

J(u) =
1
2

∫ π

0
|∇u|2 dx− 1

4

∫ π

0
|u|4 dx.

Escolhendo u0(x) = sen(kx) em que k ∈ N, cálculos diretos mostram que J(tu0)→ ∞ quando

t → ∞. Consequentemente, não existe extremo global para o funcional J e o problema de

determinar um ponto crı́tico é mais complexo.

Uma das abordagens frequentemente usadas é a de determinar outras caracterizações va-

riacionais para os pontos crı́ticos. Para isso, selecionamos uma função v ∈ H1
0(Ω) tal que

J(v) < 0. Observando que J(0) = 0 consideramos o conjunto Γ de todos os caminhos unindo a

origem à função v, isto é,

Γ := {γ : [0, 1]→ H1
0(Ω); γ(0) = 0, γ(1) = v}.

Também definimos o número

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

comumente denominado valor de “minimax”. Agora mostramos que

c > max{J(0), J(v)} = 0. (1.9)

De fato, usando a desigualdade (1.6) obtemos que J(u) > ‖u‖2/4 para ‖u‖ suficientemente

pequeno. Em particular, existe ρ ∈ R+ tal que ρ < ‖v‖ e J(u) > ρ2/4 se ‖u‖ = ρ. Como todos

os caminhos de Γ devem cruzar a esfera de raio ρ, isso garante que vale a desigualdade (1.9).

Dizemos que um funcional que verifica a desigualdade (1.9) para alguma função v ∈ H1
0(Ω)

e para o nı́vel de minimax c definido acima tem a geometria do passo da montanha; o valor

c é denominado nı́vel do passo da montanha . Intuitivamente, procuramos um ponto crı́tico

u ∈ H1
0(Ω) para o funcional J no nı́vel do passo da montanha, mas esse ponto crı́tico nem

sempre existe. Para mais detalhes, veja o Teorema A.17 no Apêndice.

Entretanto, uma consequência da geometria do funcional J é a existência de uma sequência

(un)n∈N ⊂ H1
0(Ω) tal que J(un) → c e ‖J′(un)‖ → 0 quando n → ∞. Uma sequência com

essa propriedade é denominada sequência de Palais-Smale. Se uma sequência de Palais-Smale

possui uma subsequência convergente, dizemos que verifica a condição de Palais-Smale no

nı́vel c.

Para garantir que existe uma sequência de Palais-Smale, um resultado frequentemente

usado é o princı́pio variacional de Ekeland , enunciado no Apêndice (Proposição A.4.5).

Para prosseguir na argumentação como no CASO 1, devemos verificar que uma sequência

de Palais-Smale é limitada. Pela definição do funcional J, a saber, J(u) =
1
2
‖u‖2 − 1

p
|u|pp, e

usando o fato de que J(un)→ c quando n→ ∞, obtemos

‖un‖2 − 2
p
|un|pp → 2c (n→ ∞). (1.10)
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Além disso, o limite ‖J′(un)‖ → 0 quando n→ ∞ pode ser reescrito na forma

−∆un − |un|p−2un → 0 (H1
0(Ω))∗ (1.11)

Multiplicando ambos os lados da última expressão pela função un e integrando sobre o domı́nio

Ω obtemos ∣∣‖un‖2 − |un|pp
∣∣ 6 εn‖un‖ (1.12)

em que εn → 0 quando n → ∞. Agora usamos o fato de que p > 2 e as diferentes ho-

mogeneidades nas expressões em (1.10) e (1.12) para concluir que a sequência das normas

(‖un‖)n∈N ⊂ R+ é limitada.

Argumentando como no caso precedente, da limitação da sequência (un)n∈N ⊂ H1
0(Ω)

podemos supor que existe uma subsequência, sempre denotada da mesma forma, e que existe

uma função u ∈ H1
0(Ω) tais que un ⇀ u fracamente em H1

0(Ω) e un → u fortemente em Lq(Ω)

para todo q ∈ [2, 2∗).

A próxima etapa da argumentação é mostrar que vale o limite un → u fortemente em

H1
0(Ω). Como un → u fortemente em Lp(Ω), sabemos pela desigualdade (1.12) que ‖un‖2 →
|un|pp quando n→ ∞. Além disso, pela caracterização dada em (1.11), deduzimos que∫

Ω
∇un · ∇u dx−

∫
Ω
|un|p−2unu dx→ 0 (n→ ∞). (1.13)

Usando a convergência forte em Lq(Ω) para todo q ∈ (2, 2∗), a convergência fraca e a desi-

gualdade de Hölder, obtemos∫
Ω
|un|p−2unu dx→

∫
Ω
|u|p dx = |u|pp (n→ ∞).

Por outro lado, da convergência fraca, para a parcela envolvendo os gradientes temos que∫
Ω
∇un · ∇u dx→

∫
Ω
|∇u|2 dx = ‖u‖2 (n→ ∞).

Portanto, combinando esses resultados obtemos que ‖u‖2 = |u|pp; e como já temos a con-

vergência ‖un‖2 → |u|pp, segue-se que ‖un‖2 → ‖u‖2. Por fim, usando um resultado conhecido

de Análise Funcional (veja [4, Theorem 3.32, pág. 78]), concluı́mos que un → u fortemente

em H1
0(Ω). Além disso, pela continuidade de J e de J′, resulta que u é um ponto crı́tico do

funcional J no nı́vel c do passo da montanha. Finalmente, como c > 0 = J(0), segue-se que

o ponto crı́tico u é diferente de zero e obtemos, assim, uma solução fraca não trivial para o

problema (1.3).

Resumimos esses argumentos enunciando uma versão de um resultado conhecido na lite-

ratura como teorema do passo da montanha .

1.2 Proposição. Seja X um espaço de Banach e seja J : X → R um funcional continuamente dife-
renciável e verificando a condição de Palais-Smale. Sejam v ∈ X, ρ ∈ R+ e c0 ∈ R tais que
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1. ‖v‖ > ρ;
2. para todo u ∈ X tal que ‖u‖ = ρ vale a desigualdade max{J(0), J(v)} < c0 6 J(u).

Então o funcional J possui um valor crı́tico c > c0 definido por

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

Para a demonstração, referimos ao livro de Ambrosetti e Malchiodi [1, Theorem 8.1] ou de

Willem [19, Theorem 1.15].

CASO 4: p = 2∗ = 2N/(N − 2). Nesse caso o funcional J ainda possui a geometria do teorema

do passo da montanha. Além disso, todas as sequências de Palais-Smale são limitadas; em

particular, existe uma sequência (un)n∈N ⊂ H1
0(Ω) tal que J(un) → c, ‖J′(un)‖ → 0 e un ⇀

u fracamente em H1
0(Ω) quando n → ∞. A diferença em relação ao CASO 3 é que agora a

convergência fraca un ⇀ u em H1
0(Ω) não implica a existência de uma subsequência, ainda

denotada da mesma forma, tal que un → u fortemente em Lp(Ω). Isso se deve ao fato de

que a imersão H1
0(Ω) ↪→ Lp(Ω) não é compacta . Essa dificuldade não é simplesmente uma

questão técnica. Veremos na próxima seção que, devido à identidade de Pohozaev, o funcional

J não possui ponto crı́tico no nı́vel do passo da montanha quando o domı́nio Ω for estrelado.

Consequentemente, o problema (1.1) não possui solução no caso p = 2∗ para esse tipo de

domı́nio.

Em resumo, vimos que no CASO 1 a compacidade é garantida a priori pela escolha do tipo

de crescimento da não-linearidade, que é sublinear. No CASO 2, em que temos um problema

linear de autovalor, a compacidade é garantida. No CASO 3, em que a não-linearidade ainda é

subcrı́tica, a compacidade é garantida, mas a dificuldade é que o funcional é indefinido, isto é,

não é limitado superiormente nem inferiormente. No CASO 4, temos um exemplo de problema

sem compacidade, em que a não-linearidade tem crescimento crı́tico. Outras situações em que

a mesma dificuldade aparece são problemas definidos em domı́nios não limitados. Esse último

caso é o ponto de partida para uma grande linha de pesquisa que se iniciou com o trabalho

pioneiro de Brézis e Nirenberg [5].

Na próxima seção descrevemos alguns tipos de problemas sem compacidade e as técnicas

usadas para resolvê-los.

1.2 Problemas envolvendo o expoente crı́tico

Começamos esta seção enunciando um resultado devido a Pohozaev .

1.3 Proposição. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto com fronteira ∂Ω ∈ C1 e limitado e denotemos por
ν(x) o vetor normal unitário exterior a ∂Ω no ponto x. Seja f : R → R uma função contı́nua e seja
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F(t) :=
∫ t

0 f (s) ds. Se u ∈ C2(Ω) for uma solução clássica do problema−∆u(x) = f (u) x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,
(1.14)

então

N − 2
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− N

∫
Ω

F(u) dx = −1
2

∫
∂Ω

(∂u
∂ν

)2
ν(x) · x dσ. (1.15)

A demonstração dessa proposição, conhecida como identidade de Pohozaev, pode ser en-

contrada nos livros de Ambrosetti e Malchiodi [1, Theorem 8.30] ou de Badiale e Serra [2, The-

orem 3.4.26] .

Como consequência da Proposição 1.3, vemos que a condição de crescimento para a não

linearidade nos casos analisados na seção anterior não pode ser eliminada. De fato, para um

conjunto estrelado em relação à origem, isto é, um conjunto tal que ν(x) · x > 0 para todo

x ∈ ∂Ω, vale a seguinte desigualdade.

1.4 Corolário. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio estrelado em relação à origem e com fronteira ∂Ω ∈ C1.
Então toda solução clássica do problema (1.14) verifica a desigualdade

N
∫

Ω
F(u) dx− N − 2

2

∫
Ω

f (u)u dx > 0.

Usando o Corolário 1.4, suponhamos que u ∈ H1
0(Ω) seja uma solução não trivial do pro-

blema (1.1). Usando a teoria de regularidade (Consulte Brézis [4, Cap. 7 e 8]), podemos garan-

tir que u ∈ C2(Ω) e u é de fato uma solução clássica do problema. Dessa forma, aplicando a

Proposição 1.3 no caso em que f (t) = |t|p−2t, segue-se que(N
p
− N − 2

2

) ∫
Ω
|u|p dx > 0.

Portanto, se u(x) 6≡ 0, então devemos ter p < 2N/(N − 2) = 2∗ e esse expoente é crı́tico não

apenas do ponto de vista das imersões de Sobolev mas também do ponto de vista da existência

de soluções não triviais do problema de Dirichlet (1.1).

O Corolário 1.4 implica que o problema (1.1) não possui solução positiva quando Ω ⊂ RN

é um domı́nio estrelado em relação à origem e p = 2∗. Em contraste com esse resultado de

não-existência, Brézis e Nirenberg [5] obtiveram um resultado fundamental de existência de

solução ao adicionar uma perturbação linear ao problema (1.1). Mais especificamente, seja o

problema de valor de fronteira
−∆u(x)− λu(x) = u2∗−1(x) x ∈ Ω,

u(x) > 0 x ∈ Ω,

u ∈ H1
0(Ω)

(1.16)
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em que N > 3, Ω ⊂ RN é um conjunto aberto e limitado com fronteira ∂Ω e o espaço H1
0(Ω) é

equipado com a norma ‖u‖ := (
∫

Ω |∇u|2 dx)1/2. Adaptando as ideias desenvolvidas na seção

anterior, as soluções fracas do problema (1.16) são pontos crı́ticos do funcional Jλ : H1
0(Ω)→ R

definido por

Jλ(u) :=
1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫
Ω
|u|2 dx− 1

2∗

∫
Ω
|u|2∗ dx.

Apresentamos agora alguns comentários sobre o intervalo de variação para o parâmetro λ

da perturbação linear. Para isso, usamos a notação e a caracterização do primeiro autovalor

λ1 do operador laplaciano L[u] := −∆u(x) em H1
0(Ω) dada por (1.8) na Proposição 1.1. É fato

conhecido que λ1 > 0 e que λ1 é atingido, isto é, existe solução para o problema −∆u(x) =

λ1u(x). Se λ < λ1, então o funcional Jλ verifica a condição 1 da Proposição 1.2. Além disso,

selecionando uma função não nula u ∈ H1
0(Ω) temos que Jλ(tu) → −∞ quando t → ∞, o que

garante que o funcional Jλ verifica a condição 2 da Proposição 1.2.

Por outro lado, usando novamente a Proposição 1.3, se Ω for um domı́nio estrelado em

relação à origem, então o problema (1.16) não possui solução se λ 6 0. Dessa forma, para ob-

termos resultados de existência de soluções para o problema (1.16) devemos considerar valores

positivos para λ.

A falha na utilização da Proposição 1.2 mostra que a condição de Palais-Smale não é verifi-

cada. Isso ocorre como consequência da imersão H1
0(Ω) ↪→ L2∗(Ω) não ser compacta.

O principal resultado que discutimos nesta seção é devido a Brézis e Nirenberg [5].

1.5 Proposição. 1. Se N > 4, então o problema (1.16) tem uma solução para todo λ ∈ (0, λ1), em
que λ1 é o primeiro autovalor definido em (1.8).

2. Se N = 3, então existe λ0 = λ0(Ω) com λ0 ∈ [0, λ1) e tal que o problema (1.16) tem solução se,
e somente se, λ ∈ (λ0, λ1). Em particular, no caso em que Ω é a bola unitária, temos λ0 = λ1/4

e o problema (1.16) tem solução se, e somente se, λ ∈ (λ1/4, λ1).

Para descrever o roteiro utilizado por Brézis e Nirenberg na demonstração da Proposição 1.5

necessitamos de algumas notações. A melhor constante das imersões de Sobolev H1
0(Ω) ↪→

L2∗(Ω) é denotada por S e é dada por

S = S(Ω) := inf{‖u‖2 : u ∈ H1
0(Ω), |u|2∗ = 1}.

As funções que realizam a melhor constante S(RN) são os múltiplos de

U(x) :=
c

(1 + |x|2)(N−2)/2
, c := (N(N − 2))(N−2)/4 (1.17)

que verifica a equação diferencial

−∆U(x) = SU2∗−1(x) x ∈ RN .
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De forma geral, as soluções dessa equação diferencial formam a famı́lia de funções

Uε,y(x) := ε−(N−2)/2U((x− y)/ε) (1.18)

em que y ∈ RN e ε ∈ R+. Notamos que essa famı́lia de funções é obtida a partir da função U
através de translações e dilatações. Além disso, temos que Uε,y ∈ L2∗(RN), ∇Uε,y ∈ L2(RN) e

‖Uε,y‖2 = |Uε,y|2∗2∗ = SN/2.

Pode-se mostrar que S independe do domı́nio Ω. De fato, para qualquer domı́nio Ω, esten-

dendo uma função u ∈ H1
0(Ω) como sendo nula no complementar de Ω, podemos considerar

H1
0(Ω) como um subconjunto de H1

0(R
N). Assim, S(Ω) 6 S(RN). Por outro lado, se (un)n∈N ⊂

H1
0(R

N) for uma sequência minimizante para S(RN), usando argumentos de densidade pode-

mos supor que (un)n∈N ⊂ C∞
0 (RN). Efetuando as translações e homotetias dadas por (1.18),

podemos supor que 0 ∈ Ω e que a nova sequência (vn)n∈N dada por vn(x) = (un)εn,yn(x) é tal

que (vn)n∈N ⊂ C∞
0 (Ω). Usando a invariância das normas envolvidas na definição de S pela

transformação indicada, segue-se que S(Ω) 6 lim infn→∞ ||vn||2 = S(RN) em que |vn|2∗ = 1.

Assim, S(Ω) = S(RN).

Além disso, o ı́nfimo S só é atingido se Ω = RN . De fato, se S(Ω) for atingido por uma

função u ∈ H1
0(Ω) em que Ω  RN , novamente estendendo u como sendo nula no com-

plementar de Ω, segue-se que essa função também realiza o ı́nfimo S(RN). Mas isso é uma

contradição pois as únicas funções que realizam S(RN) são dadas pelas funções (1.17) que

nunca se anulam.

Agora podemos descrever a estratégia para demonstrar a Proposição 1.5. Brézis e Nirenberg

demonstraram os seguintes fatos:

1. O funcional Jλ verifica a condição de Palais-Smale para todo nı́vel c do passo da monta-

nha tal que c < SN/2/N.

2. Se cλ denota o nı́vel crı́tico do passo da montanha, então cλ < SN/2/N desde que λ ∈
(0, λ1) no caso em que N > 4 e desde que λ ∈ (λ0, λ1) no caso em que N = 3.

Para obter a condição de Palais-Smale no passo 1, Brézis e Nirenberg usaram o Lema A.15

de Brézis e Lieb. E para mostrar que o nı́vel do passo da montanha cλ fica abaixo do valor

SN/2/N no passo 2, utilizaram funções cortes apropriadas de Uε,y. Mais especificamente, su-

pondo que 0 ∈ Ω, seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω) tal que ϕ(x) = 1 em uma bola centrada na origem e seja

uε(x) := ϕ(x)Uε,0(x). Fazendo estimativas assintóticas refinadas das normas de uε em diversos

espaços de funções, Brézis e Nirenberg obtiveram o passo 2. Para os detalhes da demonstração,

citamos o artigo original de Brézis e Nirenberg [5] e os livros de Ambrosetti e Malchiodi [1, The-

orem 11.6] e de Struwe [15, Cap. 3, Theorem 2.1]. Veja também a demonstração do Teorema 2.2.

1.6 Observação. Usando a notação anterior, vemos que o nı́vel do passo da montanha cλ é tal

que cλ 6 maxt>0 Jλ(tuε). E como

Jλ(tuε) =
t2

2
(
‖uε‖2 − λ|uε|22

)
− t2∗

2∗
|uε|2

∗
2∗ ,
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segue-se que maxt>0 Jλ(tuε) ocorre no ponto τ e vale Jλ(τuε), dados por

τ =

(
‖uε‖2 − λ|uε|22
|uε|2∗2∗

)(N−2)/4

e Jλ(τuε) =
1
N

(
‖uε‖2 − λ|uε|22
|uε|22∗

)N/2

.

Assim, usando a desigualdade ‖uε‖2 − λ|uε|22 < S|uε|22∗ (veja [1, Lemma 11.12]), obtemos

cλ 6 max
t>0

Jλ(tuε) = Jλ(τuε) =
1
N

(
‖uε‖2 − λ|uε|22
|uε|22∗

)N/2

<
SN/2

N
.

Dessa forma, cλ < SN/2/N, a desigualdade apresentada no passo 2, é equivalente à condição

Sλ < S em que Sλ := inf{‖uε‖2 − λ|uε|22 : u ∈ H1
0(Ω), |uε|2∗ = 1}. Essa equivalência será usada

frequentemente nesta dissertação.

Prosseguindo no estudo dessa classe de problemas elı́pticos, Ramos, Wang e Willem [13]

consideraram o problema (1.16) no caso de domı́nios não limitados e demonstraram um resul-

tado de existência de solução para o problema (1.16). Para enunciá-lo, estabelecemos as seguin-

tes notações. Para d ∈ N tal que 1 6 d 6 N − 1, escrevemos RN = RN−d ×Rd, x = (y, z) ∈
RN−d ×Rd. Para um dado conjunto A ⊂ Rd denotamos Aδ = {y ∈ Rd : dist(y, A) < δ} e

Â = RN−d × A. Além disso, para y ∈ Rd denotamos Ωy = {z ∈ Rd : (y, z) ∈ Ω}.

1.7 Proposição. Seja N > 4 e seja Ω ⊂ RN um conjunto satisfazendo as seguintes hipóteses.
1. Existem dois conjuntos abertos não vazios e não limitados F e G tais que F ⊂ G ⊂ Rd, F é um

domı́nio de Lipschitz e F̂ ⊂ Ω ⊂ Ĝ.
2. Para cada δ > 0 existe M > 0 tal que Ωt ⊂ F̂δ para todo |t| > M.

Se λ ∈ (0, λ1(Ω)), então o problema (1.16) tem uma solução não nula.

1.3 Problemas crı́ticos envolvendo potenciais de Hardy

Generalizando a classe de problemas considerados na seção anterior, Jannelli [8] considerou

uma variante do problema (1.16), ainda em domı́nios limitados, envolvendo o expoente crı́tico

de Sobolev e com o potencial de Hardy. Mais precisamente, seja o problema
−∆u(x)− λu(x)− µ

u(x)
|x|2 = u(x)2∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(1.19)

em que N > 3, Ω ⊂ RN é um conjunto aberto, limitado e contendo a origem, 2∗ = 2N/(N− 2)

denota o expoente crı́tico de Sobolev, µ ∈ R e o termo µ|u|/|x|2, denominado potencial de

Hardy.

O problema (1.19) no caso em que µ = 0 corresponde ao problema (1.16). Como nos ca-

sos anteriores, procuramos solução para o problema no espaço H1
0(Ω) equipado com a norma
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‖u‖ := (
∫

Ω |∇u|2 dx)1/2. A equação diferencial do problema (1.19) é a equação de Euler-

Lagrange associada ao funcional Jλ,µ : H1
0(Ω)→ R definido por

Jλ,µ :=
1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫
Ω
|u|2 dx− 1

2

∫
Ω

|u|2
|x|2 dx− 1

2

∫
Ω
|u|2∗ dx.

Como consequência da desigualdade de Hardy (A.7), devemos considerar o parâmetro µ

menor do que a melhor constante da desigualdade de Hardy , isto é, µ < µ̄ := (N − 2)2/4.

Assim como no caso do problema (1.16), podemos definir λ1(µ), o primeiro autovalor do

operador elı́ptico definido por L[u] := −∆u− µ
u
|x|2 , e que pode ser caracterizado por

λ1(µ) := inf
u∈H1

0 (Ω)
u(x) 6≡0

∫
Ω
|∇u|2 dx− µ

∫
Ω

|u|2
|x|2 dx∫

Ω
|u|2 dx

. (1.20)

É possı́vel mostrar que λ1(µ) > 0 é função decrescente do parâmetro µ e, quando µ → µ̄,

segue-se que λ1(µ) tende a uma constante positiva. Além disso, o valor λ1(µ) é atingido se

Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado.

Usando uma desigualdade do tipo de Pohozaev, é possı́vel mostrar que se Ω for um domı́nio

estrelado em relação à origem e se λ 6 0, então o problema (1.19) não tem solução. Portanto, as-

sim como no caso do problema (1.16), devemos considerar λ ∈ (0, λ1(µ)). Com essas hipóteses,

Jannelli [8] demonstrou os seguintes resultados.

1.8 Proposição. Se µ 6 µ̄ − 1, então o problema (1.19) tem pelo menos uma solução u ∈ H1
0(Ω)

quando λ ∈ (0, λ1(µ)).

1.9 Proposição. Se µ̄− 1 < µ < µ̄, então o problema (1.19) tem pelo menos uma solução u ∈ H1
0(Ω)

quando λ0(µ) < λ < λ1(µ), em que

λ0(µ) := min
ϕ∈H1

0 (Ω)
ϕ 6≡0

∫
Ω

|∇ϕ(x)|2
|x|2γ

dx∫
Ω

ϕ2(x)
|x|2γ

dx

e γ :=
√

µ̄ +
√

µ̄− µ. Em particular, no caso em que Ω = B(0, R) é uma bola de raio R centrada na
origem, então o problema (1.19) não tem solução se λ 6 λ0(µ).

Para demonstrar esses resultados, Jannelli usou a mesma estratégia usada por Brézis e Ni-

renberg. Mais precisamente, considerou o problema L[U] = U2∗−1 em RN , que tem soluções

da forma

Uε(x) :=
Cε

(ε|x|σ/
√

µ̄ + |x|γ/
√

µ̄)
√

µ̄
, (1.21)
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em que ε ∈ R+,

σ :=
√

µ̄−
√

µ̄− µ e Cε :=
(4εN(µ̄− µ)

N − 2

)√µ̄/2
. (1.22)

Para mais detalhes, consulte o artigo de Jannelli [8]. Veja também a Observação 1.6 e a demons-

tração do Teorema 2.2.

1.4 Resultados principais

Nesta seção apresentamos o objetivo principal da dissertação, que é demonstrar resultados de

existência e de não-existência de soluções para uma classe de equações elı́pticas não-lineares

envolvendo o expoente crı́tico de Sobolev e o potencial de Hardy. Mais especificamente, trata-

mos do problema 
−∆u(x)− λu(x)− µ

u(x)
|x|2 = u(x)2∗−1 x ∈ Ω,

u(x) > 0 x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

(1.23)

em que Ω ⊂ RN denota um conjunto aberto contendo a origem, limitado ou não, com N > 4 e

2∗ = 2N/(N − 2) denota o expoente crı́tico na desigualdade de Sobolev.

O problema (1.23) que estudamos está relacionado com o problema (1.16) estudado por

Brézis e Nirenberg fazendo µ = 0 e é o mesmo problema (1.19) estudado por Jannelli. Porém,

consideramos outros tipos de domı́nios, incluindo domı́nios não limitados e tratamos outros

intervalos para o parâmetro µ. A referência básica para este trabalho é o artigo de Ruiz e

Willem [14].

Como nos casos já mencionados, trabalhamos no espaço de Sobolev H1
0(Ω) definido como

o completamento de C∞
0 (Ω) em H1(Ω), em que

H1(Ω) =
{

u ∈ L2(Ω) :
∂u
∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, . . . , N

}
.

Consideramos também o funcional I : H1
0(Ω)→ R definido por

I(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u(x)|2dx− λ

2

∫
Ω

u2(x)dx− µ

2

∫
Ω

u2(x)
|x|2 dx− 1

2∗

∫
Ω

u2∗(x)dx.

Observamos que a integral
∫

Ω

u2(x)
|x|2 dx está bem definida devido à desigualdade de Hardy .

Soluções fracas do problema (1.23) são pontos crı́ticos do funcional I e verificam a equação

I′(u)v = 0 para todo v ∈ H1
0(Ω), ou seja,∫

Ω
∇u(x)∇v(x)dx− λ

∫
Ω

u(x)v(x)dx− µ
∫

Ω

u(x)v(x)
|x|2 dx−

∫
Ω

u2∗−1(x)v(x)dx = 0.
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para todo v ∈ H1
0(Ω).

Como o funcional I não é limitado inferiormente, procuramos soluções usando as mesmas

estratégias utilizadas por Brézis e Nirenberg e também por Jannelli. Dessa forma, usamos a

teoria de multiplicadores de Lagrange e definimos o problema

Sµ
λ(Ω) ≡ inf

{∫
Ω
|∇u(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2(x)
|x|2 dx− λ

∫
Ω

u2(x)dx : u ∈ V(Ω)

}
restrito ao vı́nculo

V(Ω) =

{
u ∈ H1

0(Ω) :
∫

Ω
|u(x)|2∗dx = 1

}
.

Assim, nosso objetivo é demonstrar que o valor Sµ
λ(Ω) é atingido.

Como nos casos já descritos, também usamos a seguinte hipótese:

µ 6 µ− 1 =
(N − 2)2

4
− 1 e λ ∈ (0, λ1(µ)) (H)

em que λ1(µ) é definido pela fórmula (1.20).

No capı́tulo 2 estudamos inicialmente o caso Ω = RN e demonstramos um resultado de

existência de solução (Teorema 2.1). Em seguida consideramos domı́nios limitados Ω ⊂ RN

com µ < 0 e demonstramos um resultado de não-existência de solução no caso em que λ = 0

(Teorema 2.2). Prosseguindo, consideramos λ > 0 e mostramos que Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω); assim,

usando a Observação 1.6 segue-se que Sµ
λ(Ω) é atingido. Para isso consideramos as funções

Uε, soluções radiais do problema (1.23) quando λ = 0 e usamos funções corte ϕ ∈ C∞
o (Ω) que

se anulam fora de uma vizinhança da origem. Dessa forma, as funções uε(x) := ϕ(x)Uε(x)
são usadas para construir sequências minimizantes para Sµ

0 (Ω). A condição (H) é fundamen-

tal para assegurarmos a desigualdade Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω). Contudo, as funções uε formam uma

sequência minimizante para Sµ
0 (Ω) somente se µ > 0. Assim, quando µ < 0 a demonstração

apresentada por Jannelli [8] não é válida e devemos argumentar de outra forma. Para obtermos

o resultado, demonstramos que Sµ
0 (Ω) = S (Teorema 2.2) e também que Sµ

λ(Ω) < Sµ
0 (Ω) (Teo-

rema 2.4). Com esses dois resultados podemos finalmente demonstrar a existência de solução

para o problema (1.23) (Teorema 2.5).

No capı́tulo 3 consideramos domı́nios não limitados Ω ⊂ RN e novamente usamos a

hipótese (H). O problema (1.23) com µ = 0, isto é, o problema (1.16) em domı́nios não limitados

foi estudado por Lions [12] e por Ramos, Wang e Willem [13]. Demonstramos inicialmente um

resultado de existência de solução no caso em que Ω está contido em, e tende assintoticamente

para, um cilindro (Teorema 3.5). Em seguida consideramos domı́nios da forma Ω = Ω1 ×Rd

em que Ω1 ⊂ RN−d é um domı́nio limitado com N > d > 1. Demonstramos que µ > 0 é uma

condição necessária e suficiente para que o problema (1.23) tenha solução nesse tipo de domı́no

caso em que Ω é um cilindro (Teorema 3.6). Essa condição representa uma diferença qualitativa

em relação ao caso de domı́nios limitados.
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No capı́tulo 4 lidamos com um tipo invariante de domı́nio que inclui, como um caso parti-

cular, domı́nios do tipo Ω = Ω1 ×Rd. Nesse caso, estudamos a existência de soluções para o

problema (1.23) da forma u(y, z) = u(y, |z|) se y ∈ Ω1, z ∈ Rd. No caso em que d > 2 obtemos

um resultado de existência de solução (Teorema 4.2). No caso em que d = 1 obtemos uma

condição suficiente para a existência de solução (Teorema 4.4).

Por fim, no Apêndice A definimos diversos espaços de funções, apresentamos algumas

desigualdades, incluindo a desigualdade de Hardy, e selecionamos os resultados de Análise e

de Análise Funcional utilizados.
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-2-
Existência de soluções de energia mı́nima

2.1 Existência de solução em todo o espaço

Começamos esta seção estabelecendo algumas notações que serão usadas no restante da dis-

sertação. Denotamos por O(N) o grupo linear das transformações isométricas em RN , isto

é,

O(N) = {A ∈ GLN : A−1 = AT}.

Esse conjunto também é conhecido como grupo ortogonal de matrizes N×N. Veja o Apêndice A.2

para mais detalhes. Se G é um subgrupo de O(N), dizemos que Ω é invariante por G se

g(Ω) = Ω, para todo g ∈ G. Se Ω é invariante por um grupo G, definimos o espaço

H1
0,G(Ω) :=

{
u ∈ H1

0(Ω) : u ◦ g = u ∀g ∈ G
}

.

Também definimos o valor

Sµ
λ(Ω, G) := inf

{∫
Ω
|∇u(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2(x)
|x|2 dx− λ

∫
Ω

u2(x)dx : u ∈ V(Ω, G)

}
, (2.1)

que é positivo pela desigualdade de Hardy , em que o vı́nculo V(Ω) é definido por

V(Ω, G) :=
{

u ∈ H1
0,G(Ω) :

∫
Ω
|u(x)|2∗dx = 1

}
.

No que se segue, no caso especial em que G = {1} contém apenas a aplicação identidade,

omitimos a referência ao grupo G. Além disso, S = S0
0(R

N) é a melhor constante das imersões

de Sobolev .

Pela teoria dos multiplicadores de Lagrange, sabemos que se o ı́nfimo Sµ
λ(Ω) é atingido,

então existe uma solução fraca u0 do problema

−∆u− λu− µ
u2

|x|2 = Sµ
λ(Ω)u2∗−1,

isto é,

∫
Ω
∇u0(x)∇v(x)dx− λ

∫
Ω

u0(x)v(x)− µ
∫

Ω

u0(x)v(x)
|x|2 dx = Sµ

λ(Ω)
∫

Ω
u2∗−1

0 (x)v(x)dx, (2.2)

para todo v ∈ H1
0(Ω).

17
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Definindo w(x) = Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2 u0(x) temos que w é uma solução fraca do problema (1.23) .

Para verificar a afirmativa, calculamos∫
Ω
∇w(x)∇v(x)dx− λ

∫
Ω

w(x)v(x)dx− µ
∫

Ω

w(x)v(x)
|x|2 dx

=
∫

Ω
∇(Sµ

λ(Ω)
1

2∗−2 u0(x))∇v(x)dx

− λ
∫

Ω
Sµ

λ(Ω)
1

2∗−2 u0(x)v(x)dx− µ
∫

Ω

Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2 u0(x)v(x)
|x|2 dx

= Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2

(∫
Ω
∇u0(x)∇v(x)dx− λ

∫
Ω

u0(x)v(x)dx− µ
∫

Ω

u0(x)v(x)
|x|2 dx

)
= Sµ

λ(Ω)
1

2∗−2

(
Sµ

λ(Ω)
∫

Ω
u2∗−1

0 (x)v(x)dx
)

= Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2+1

∫
Ω

u2∗−1
0 (x)v(x)dx, (2.3)

em que na penúltima passagem utilizamos a equação (2.2).

Como u0(x) = Sµ
λ(Ω)

−1
2∗−2 w(x), temos então que o lado direito da equação (2.3) vale

Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2+1

∫
Ω

u2∗−1
0 (x)v(x)dx = Sµ

λ(Ω)
1

2∗−2+1
∫

Ω

(
w(x)

Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2

)2∗−1

v(x)dx

= Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2+1Sµ

λ(Ω)−
2∗−1
2∗−2

∫
Ω

w2∗−1(x)v(x)dx

=
∫

Ω
w2∗−1(x)w(x)dx.

Portanto, w(x) = u0(x)Sµ
λ(Ω)

1
2∗−2 é solução fraca do problema (1.23).

Como vimos no capı́tulo 1, Brézis e Nirenberg [5] e Jannelli [8] demonstraram que a desi-

gualdade estrita Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω) é uma condição suficiente para o ı́nfimo Sµ
λ(Ω) ser atingido

quando o domı́nio Ω é limitado. A ideia para verificar essa desigualdade é considerar uma

sequência minimizante (νε) ⊂ H1
0(Ω) para Sµ

0 (Ω) e mostrar que a expressão

Qλ(ε) :=

∫
Ω
|∇νε(x)|2dx− µ

∫
Ω

ν2
ε (x)
|x|2 dx− λ

∫
Ω

ν2
ε (x)dx(∫

Ω
|νε(x)|2∗dx

) 2
2∗

,

atinge valores abaixo de Sµ
0 (Ω). Para isso, é necessário um estudo em detalhes do ı́nfimo Sµ

0 (Ω)

e de suas sequências minimizantes . Observamos que, pela invariância das integrais envolvidas

na definição de Sµ
0 (Ω) por homotetias, esse valor não depende do conjunto aberto Ω. Além

disso, se definimos o espaço de Sobolev D1,2(RN) como

D1,2(RN) :=
{

u ∈ L2∗(RN)

∣∣∣∣ ∂u
∂xi
∈ L2(RN), i = 1, 2, . . . , N

}
.
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então podemos definir Sµ
0 (R

N) como

Sµ
0 (R

N) := inf
{∫

Ω
|∇u(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2(x)
|x|2 dx : u ∈W(RN)

}
,

em que

W(RN) :=
{

u ∈ D1,2(RN) :
∫

Ω
|u(x)|2∗dx = 1

}
.

Utilizando argumentos de densidade, consideramos o ı́nfimo Sµ
0 (R

N) no espaço D1,2(RN), ao

invés de usar o espaço H1(RN).

2.1 Teorema. Sµ
0 (R

N , O(N)) é atingido por uma função em D1,2(RN).

Demonstração. Seja (un)n∈N ⊂ W(RN) uma sequência minimizante de funções radiais para

Sµ
0 (R

N , O(N)). Definimos as funções de concentração de Levy por

Kn(R) = max
{∫

B(y,R)
|un(x)|2∗dx : y ∈ RN

}
.

Como lim
R→0+

Kn(R) = 0 e lim
R→∞

Kn(R) = 1 para todo n ∈ N, a continuidade dessas funções

implica a existência de Rn > 0 tal que Kn(Rn) = 2/3. Assim, existe yn ∈ Rn atingindo esse

máximo, isto é,
∫

B(yn,Rn)
|un(x)|2∗dx = 2/3.

Afirmamos que ‖yn‖ < Rn. Para verificar essa desigualdade argumentamos por contradição.

Assim, supondo que ‖yn‖ > Rn, a simetria de un implica que

1 =
∫

RN
|un(x)|2∗dx >

∫
B(yn,Rn)

|un(x)|2∗dx +
∫

B(−yn,Rn)
|un(x)|2∗dx =

2
3
+

2
3
=

4
3

.

A contradição implica na validade da afirmativa.

Definimos ũn(x) = (Rn)
N−2

2 un(Rnx) e ỹn = yn/Rn ∈ B(0, 1). Então a sequência (ũn)n∈N ⊂
W(RN) também é uma sequência minimizante para Sµ

0 (R
N , O(N)). Para isso, devemos verifi-

car as duas afirmativas a seguir.

AFIRMATIVA 2.1.
∫

RN
|∇ũn(x)|2dx =

∫
RN
|∇un(x)|2dx para todo Rn > 0.

De fato, notamos que

∂ũn

∂xi
= (Rn)

N−2
2

∂

∂xi
un(Rnx)Rn.

Portanto,

∇ũn =

(
R

N−2
2

n
∂

∂x1
un(Rnx)Rn, · · · , R

N−2
2

n
∂

∂xN
un(Rnx)Rn

)
.
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Calculando a norma do vetor gradiente, obtemos

|∇ũn|2 = (Rn)
N−2

(
∂

∂x1
un(Rnx)

)2

R2
n + · · ·+ (Rn)

N−2
(

∂

∂xN
un(Rnx)

)2

R2
n

= RN
n

[(
∂

∂x1
un(Rnx)

)2

+ · · ·+
(

∂

∂xN
un(Rnx)

)2
]

= RN
n |∇un(Rnx)|2.

Assim, ∫
RN
|∇ũn(x)|2dx =

∫
RN

RN
n |∇un(Rnx)|2dx. (2.4)

Fazendo agora a mudança de variáveis y = Rnx com dx = R−N
n dy e substituindo na igual-

dade (2.4) resulta que∫
RN
|∇ũn(x)|2dx =

∫
RN

RN
n |∇un(y)|2

dy
RN

n
=
∫

RN
|∇un(y)|2dy,

o que conclui a verificação da afirmativa.

AFIRMATIVA 2.2.
∫

RN
|ũn(x)|2∗dx =

∫
RN
|un(x)|2∗dx para todo Rn > 0.

De fato, sabemos que

|ũn(x)|2∗ = |R
N−2

2
n un(Rnx)| 2N

N−2 = RN
n |un(Rnx)|2∗ ,

e, portanto, ∫
RN
|ũn(x)|2∗dx =

∫
RN

RN
n |un(Rnx)|2∗dx. (2.5)

Repetindo a mudança de variáveis anterior e substituindo na igualdade (2.5) resulta que∫
RN
|ũn(x)|2∗dx =

∫
RN

RN
n |un(y)|2

∗ dy
RN

n
=
∫

RN
|un(y)|2

∗
dy,

o que conclui a verificação da afirmativa.

Pelas Afirmativas 2.1 e 2.2 temos que ‖ũn‖ = ‖un‖ e |ũn|2∗ = |un|2∗ , o que garante que

(ũn)n∈N ⊂W(RN) também é uma sequência minimizante para Sµ
0 (R

N , O(N)).

Além disso,

2
3
= max

{∫
B(y,1)
|ũn(x)|2∗dx : y ∈ Rn

}
=
∫

B(ỹn,1)
|ũn(x)|2∗dx. (2.6)

e como a sequência (ũn) ⊂ D1,2(Rn) é limitada, passando a uma subsequência, sempre deno-

tada da mesma forma, podemos supor que valem as hipóteses do Lema 3.3 de concentração-

compacidade . No que se segue adotamos a notação desse lema e também escrevemos Sµ
0 =

Sµ
0 (R

N , O(N)).
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Pela igualdade (3.7), temos

Sµ
0 = lim

n→∞

(∫
Ω
|∇ũn(x)|2dx− µ

∫
Ω

(ũn(x))2

|x|2 dx
)

=
∫

Ω
|∇u0(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2
0(x)
|x|2 dx + γ∞ + ‖γ‖ (2.7)

e pela igualdade (3.8), temos

1 = lim
n→∞

∫
Ω
|un(x)|2∗dx =

∫
Ω
|u0(x)|2∗dx + ν∞ + ‖ν‖. (2.8)

Também valem a desigualdade (3.5), a saber,

‖γ‖ > Sµ
0‖ν‖

2
2∗ , (2.9)

e a desigualdade (3.6) para o caso em que µ′ = µ, a saber,

γ∞ > Sµ
0 ν

2
2∗
∞ . (2.10)

Por fim, pela definição de Sµ
0 , segue-se que

∫
Ω
|∇u0|2dx− µ

∫
Ω

u2
0
|x|2 dx > Sµ

0

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
. (2.11)

Combinando as desigualdades (2.9), (2.10) e (2.11) com os limites (2.7) e (2.8), obtemos

Sµ
0 =

∫
Ω
|∇u0(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2
0(x)
|x|2 dx + γ∞ + ‖γ‖

> Sµ
0

((∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
+ ν

2
2∗
∞ + ‖ν‖ 2

2∗

)

> Sµ
0

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx + ν∞ + ‖ν‖

)
= Sµ

0 (2.12)

em que na penúltima passagem usamos o fato de que 2∗ > 2, e isso implica que a2/2∗ > a para

todo a ∈ [0, 1], valendo a igualdade se, e somente se, a = 0 ou a = 1.

Logo, valem as igualdades em todas as passagens e(∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
+ ‖ν‖ 2

2∗ + ν
2

2∗
∞ =

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx + ‖ν‖+ ν∞

) 2
2∗

= 1.

Assim, concluı́mos que pode ocorrer apenas um dos seguintes casos:

1.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx =‖ν‖ = 0 e ν∞ = 1,

2.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = 0, ‖ν‖ = 1 e ν∞ = 0,

3.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = 1 e ‖ν‖ = ν∞ = 0.
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Pela igualdade (2.6) sabemos que ν∞ 6 2/3 ; logo ν∞ = 0 e o caso 1 fica excluı́do.

Suponhamos que vale o caso 2. Então u0 = 0 e ainda pelo limite (2.7) temos que Sµ
0 =

‖γ‖+ γ∞. Combinando com a desigualdade (3.5), segue-se que

1 = ‖ν‖ = ‖ν‖2/2∗ 6
(
Sµ

0

)−1 ‖γ‖ = 1
‖γ‖+ γ∞

‖γ‖ 6 1.

Assim, temos ‖γ‖/Sµ
0 (Ω) = 1 = ‖ν‖2/2∗ , ou seja ‖ν‖2/2∗ =

(
Sµ

0

)−1 ‖γ‖. Pelo Lema (3.3) de

concentração-compacidade, a medida ν concentra-se em um único ponto z. Logo,

2
3
= max

{∫
B(y,1)
|ũn(x)|2∗ : y ∈ RN

}
>
∫

B(z,1)
|ũn(x)|2∗ → ‖ν‖ = 1 (n→ ∞),

que é uma contradição. Logo, o caso 2 também fica excluı́do.

Dessa forma, vale o caso 3, isto é, ν∞ = ‖ν‖ = 0,
∫

Ω
|u0(x)|2∗dx = 1. Além disso,

Sµ
0 = lim

n→∞

(∫
Ω
|∇ũn(x)|2dx− µ

∫
Ω

(ũn(x))2

|x|2 dx
)
=
∫

Ω
|∇u0(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2
0(x)
|x|2 dx.

Portanto, o ı́nfimo Sµ
0 = Sµ

0 (R
N , O(N)) é atingido por uma função em D1,2(RN). Isso con-

clui a demonstração do teorema.

Observamos que a demonstração anterior ainda é válida se consideramos outros grupos G
em vez de O(N); por exemplo, o grupo G = {1,−1}.

A partir do resultado acima e usando o Princı́pio da Criticalidade Simétrica (Teorema A.10),

concluı́mos que as funções que atingem o ı́nfimo Sµ
0 (R

N , O(N)) são soluções do problema
−∆u(x)− λu(x)− µ

u(x)
|x|2 = Sµ

λ(Ω)u(x)2∗−1, x ∈ RN ,

u(x) > 0, x ∈ RN .
(2.13)

Agora consideramos a mesma classe de funções utilizadas por Jannelli [8], a saber,

Uε(x) =
1

(ε|x|
σ√
µ̄ + |x|

γ√
µ̄ )
√

µ̄
,

em que ε > 0, µ̄ = (N−2)2

4 , γ =
√

µ̄ +
√

µ̄− µ e σ =
√

µ̄−√µ̄− µ.

As funções Uε e seus múltiplos são as únicas soluções radiais do problema (2.13); por-

tanto, essas funções atingem o ı́nfimo Sµ
0 (R

N , O(N)). Terracini [16, pág. 253] apresenta uma

demonstração para esse fato, transformando o problema (2.13) em um problema radial.

2.2 Não-existência de soluções em domı́nios limitados

O próximo resultado garante que no caso em que λ = 0, tanto para valores positivos quanto

para valores negativos do parâmetro µ o ı́nfimo Sµ
0 (Ω) não é atingido. Vale ressaltar ainda

usamos a hipótese (H) e que a demonstração do resultado no caso em que µ < 0 não segue

diretamente do resultado de Jannelli [8]. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
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2.2 Teorema. 1. Se µ > 0, então Sµ
0 (Ω) = Sµ

0 (R
N , O(N)) e é atingido somente se Ω = RN .

2. Se µ < 0 então Sµ
0 (Ω) = S e não é atingido (para qualquer conjunto aberto Ω).

Demonstração. 1. Dado u ∈ H1
0(Ω) denotamos por u∗ o rearranjo esfericamente simétrico

de u ; portanto, u∗ é uma função radial . Usando a definição de u∗, a Proposição A.6 e as

Proposições A.7 e A.8, segue-se que∫
RN
|∇u∗|2dx 6

∫
RN
|∇u|2dx, (2.14)∫

RN

|u∗|2
|x|2 dx >

∫
RN

|u|2
|x|2 dx, (2.15)∫

RN
|u∗|2dx =

∫
RN
|u|2dx, (2.16)∫

RN
|u∗|2∗dx =

∫
RN
|u|2∗dx. (2.17)

Para obtermos a desigualdade (2.14) aplicamos diretamente a Proposição A.8. Para obter-

mos a desigualdade (2.15) escolhemos, na Proposição A.7, p = 2, q = 2 e f (x) = g(x) =

|u(x)|/|x|, notando que f e g pertencem a L2(RN).

Para mostrar a igualdade (2.16) utilizamos a Proposição A.6 com G(x) = |x|2 e f (x) = u(x).
Para mostrar a igualdade (2.17) utilizamos a Proposição A.6 com G(x) = |x|2∗ e f (x) = u(x).

Dessa forma, Sµ
0 (Ω) > Sµ

0 (R
N , O(N)) pois das desigualdades (2.14) e (2.15) temos que∫

Ω
‖∇u(x)‖2dx− µ

∫
Ω

u2(x)
|x|2 dx >

∫
Ω
‖∇u∗(x)‖2dx− µ

∫
Ω

u∗(x)
|x|2 dx.

Por outro lado, como Sµ
0 (Ω) = Sµ

0 (R
N) e Sµ

0 (R
N) 6 Sµ

0 (R
N , O(N)), dessas desigualdades

obtemos Sµ
0 (Ω) = Sµ

0 (R
N , O(N)).

Já mencionamos que quando Ω = RN , que as funções Uε e seus múltiplos são as únicas

soluções de energia mı́nima. Dessa forma, o ı́nfimo Sµ
0 (Ω) não pode ser atingido se Ω 6= RN ,

pois tal mı́nimo seria também minimizante para Sµ
0 (R

N) e diferente de Uε e seus múltiplos.

2. A ideia para demonstrar esse caso é compor a sequência minimizante para Sµ
0 definida

por Brézis e Nirenberg [5] com uma translação conveniente. Recordamos que 0 ∈ Ω, e seja

ξ ∈ Ω tal que B(0, 3‖ξ‖) ⊂ Ω.

Definimos

ω(x) =
ϕ(x)

(ε + |x|2)N−2/2 e ν(x) = ω(2ξ + x), (2.18)

em que ϕ ∈ C∞
0 (Ω) é uma função corte tal que

ϕ(x) = 1 ∀ x ∈ B(0, δ), ϕ(x) = 0 ∀ x /∈ B(0, 2δ) e 2δ < ‖ξ‖. (2.19)

Devemos estimar o quociente

Q0(ε) =

∫
Ω
|∇νε(x)|2dx− µ

∫
Ω

ν2
ε (x)
|x|2 dx(∫

Ω
|νε(x)|2∗dx

) 2
2∗

.
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Para isso, começamos aplicando a mudança de variáveis y = 2ξ + x com dy = dx e obtemos∫
Ω
|∇νε(x)|2dx =

∫
Ω
|∇ωε(2ξ + x)|2dx

=
∫

B(0,2δ)
|∇ωε(2ξ + x)|2dx +

∫
Ω\B(0,2δ)

|∇ωε(2ξ + x)|2dx

=
∫

B(2ξ,2δ)
|∇ωε(y)|2dy +

∫
Ω\B(2ξ,2δ)

|∇ωε(y)|2dy

=
∫

Ω
|∇ωε(y)|2dy. (2.20)

Utilizando a mesma mudança de variáveis, obtemos∫
Ω
|νε(x)|2∗dx =

∫
Ω
|ωε(2ξ + x)|2∗dx

=
∫

B(0,2δ)
|ωε(2ξ + x)|2∗dx +

∫
Ω\B(0,2δ)

|ωε(2ξ + x)|2∗dx

=
∫

B(2ξ,2δ)
|ωε(y)|2

∗
dy +

∫
Ω\B(2ξ,2δ)

|ωε(y)|2
∗
dy

=
∫

Ω
|ωε(y)|2

∗
dy. (2.21)

Além disso, também temos∫
Ω

νε(x)2

|x|2 dx =
∫

Ω

ω2
ε (2ξ + x)
|x|2 dx

=
∫

B(0,2δ)

ω2
ε (2ξ + x)
|x|2 dx +

∫
Ω\B(0,2δ)

ω2
ε (2ξ + x)
|x|2 dx

=
∫

B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)

|y− 2ξ|2 dy +
∫

Ω\B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)

|y− 2ξ|2 dy

=
∫

B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)

|y− 2ξ|2 dy, (2.22)

em que na última igualdade usamos as propriedades (2.19) da função corte, já que 2δ < ‖ξ‖.
Como o domı́nio de integração é a bola B(2ξ, 2δ), consideramos |y| < 2δ < ‖ξ‖. Logo, o lado

direito da igualdade (2.22) é tal que∫
B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)

|y− 2ξ|2 dy 6
∫

B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)
‖ξ‖2 dy =

1
‖ξ‖2

∫
B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)dy

=
1
‖ξ‖2

[∫
B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)dy +

∫
Ω\B(2ξ,2δ)

ω2
ε (y)dy

]
. (2.23)

Combinando a igualdade (2.22) com a desigualdade (2.23), resulta∫
Ω

νε(x)2

|x|2 dx 6
1
‖ξ‖2

∫
Ω

ω2
ε (y)dy. (2.24)

Lembrando que µ < 0, obtemos

Q0(ε) 6

∫
Ω
|∇ωε(x)|2dx− µ

‖ξ‖2

∫
Ω

ω2
ε (x)dx(∫

Ω
|ωε(x)|2∗dx

) 2
2∗

. (2.25)
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Agora devemos mostrar que o quociente em (2.25) tende a S quando ε → 0. Para isso,

vamos estimar as diversas integrais envolvidas.

Começamos com a primeira integral no numerador do quociente em (2.25). A partir da

definição de ωε(x), calculamos

∂ωε(x)
∂xi

=

∂ϕ(x)
∂xi

(ε + |x|2)N−2/2 − ϕ(x)
∂(ε + |x|2)N−2/2

∂xi

((ε + |x|2)N−2/2)
2

=

∂ϕ(x)
∂xi

(ε + |x|2)N−2/2 − ϕ(x)N−2
2 (ε + |x|2) N−2

2 −12xi

((ε + |x|2)N−2/2)
2

=

∂ϕ(x)
∂xi

(ε + |x|2)N−2/2 −
(N − 2)ϕ(x)xi

(ε + |x|2)N/2 .

Logo,

∇ωε(x) =
∇ϕ(x)

(ε + |x|2)N−2/2 −
(N − 2)ϕ(x)x
(ε + |x|2)N/2 ,

e, dessa forma,

∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ωε(x)|2dx =
∫

B(0,3‖ξ‖)
|∇ϕ(x)|2

(ε + |x|2)N−2 dx + (N − 2)2
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2(x)|x|2
(ε + |x|2)N dx

− 2(N − 2)
∫

B(0,3‖ξ‖)
|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx. (2.26)

Utilizando as propriedades (2.19) da função corte podemos escrever a primeira integral do

lado direito de (2.26) como

∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ϕ(x)|2
(ε + |x|2)N−2 dx =

∫
B(0,δ)

|∇ϕ(x)|2
(ε + |x|2)N−2 dx +

∫
B(0,2δ)\B(0,δ)

|∇ϕ(x)|2
(ε + |x|2)N−2 dx (2.27)

+
∫

B(0,3‖ξ‖)\B(0,2δ)

|∇ϕ(x)|2
(ε + |x|2)N−2 dx. (2.28)

Agora notamos que na bola B(0, δ) temos ϕ = 1 e, portanto, ∇ϕ = 0; em B(0, 3‖ξ‖)\B(0, 2δ)

temos ϕ = 0 e, portanto, ∇ϕ = 0. Além disso, a integral

∫
B(0,2δ)\B(0,δ)

|∇ϕ(x)|2
(ε + |x|2)N−2 dx

é limitada. Calculando o limite em (2.28) quando ε→ 0, obtemos

lim
ε→0

∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ϕ(x)|2
(ε + |x|2)N−2 dx 6 c, (2.29)

para alguma constante c ∈ R independente de ε.
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Novamente utilizando as propriedades (2.19) da função corte podemos escrever a terceira

integral no lado direito de (2.26) como∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx =

∫
B(0,δ)

|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx +

∫
B(0,2δ)\B(0,δ)

|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx

+
∫

B(0,3‖ξ‖)\B(0,2δ)

|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx. (2.30)

Agora notamos que em B(0, δ) temos ϕ = 1 e, portanto,∇ϕ = 0; em B(0, 3‖ξ‖)\B(0, 2δ) temos

ϕ = 0 e, portanto, ∇ϕ = 0. Além disso, a integral∫
B(0,2δ)\B(0,δ)

|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx

é limitada. Calculando o limite em (2.30) quando ε→ 0, obtemos

lim
ε→0

∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ϕ(x)|ϕ(x)|x|
(ε + |x|2)N−1 dx 6 c′, (2.31)

para alguma constante c′ ∈ R independente de ε.

Combinando as desigualdades (2.29) e (2.31) resulta que (2.26) pode ser reescrita como

∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ωε|2dx = (N − 2)2
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2(x)|x|2
(ε + |x|2)N dx + Oε(1). (2.32)

Prosseguindo em nossa análise, somamos e subtraı́mos a expressão
∫

B(0,3‖ξ‖)
|x|2

(ε + |x|2)N dx

ao lado direito de (2.32) e reagrupando os termos, obtemos

(N − 2)2
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2(x)|x|2
(ε + |x|2)N dx

= (N − 2)2
[∫

B(0,3‖ξ‖)

( |x|2
(ε + |x|2)N +

ϕ2(x)|x|2
(ε + |x|2)N −

|x|2
(ε + |x|2)N

)
dx
]
+ Oε(1)

= (N − 2)2
[∫

B(0,3‖ξ‖)
|x|2

(ε + |x|2)N +
∫

B(0,3‖ξ‖)
(ϕ2(x)− 1)|x|2
(ε + |x|2)N dx

]
+ Oε(1).

= (N − 2)2
∫

B(0,3‖ξ‖)
|x|2

(ε + |x|2)N dx + Oε(1)

= (N − 2)2
∫

Ω

|x|2
(ε + |x|2)N dx− (N − 2)2

∫
Ω\B(0,3‖ξ‖)

|x|2
(ε + |x|2)N dx + Oε(1)

= (N − 2)2
∫

Ω

|x|2
(ε + |x|2)N dx + Oε(1)

= (N − 2)2
∫

Ω

|x|2[
ε(1 + |x|2

ε )
]N dx + Oε(1) (2.33)

em que na terceira passagem usamos o fato de que ϕ2 − 1 ≡ 0 perto da origem, na quarta

passagem particionamos o domı́nio, na quinta passagem usamos o fato de que a integral
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∫
Ω\B(0,3‖ξ‖)

|x|2
(ε + |x|2)N dx é limitada, pois 0 /∈ B(0, 3‖ξ‖) e a função é integrável, e na última

passagem colocamos ε em evidência.

Usamos agora a mudança de variáveis y = x/
√

ε com dx = εN/2dy e obtemos

(N − 2)2
∫

Ω

ε|y|2εN/2

εN(1 + |y|2)N dy + Oε(1) =
K1

ε(N−2)/2
+ Oε(1),

em que K1 := (N − 2)2
∫

Ω

|y|2
(1 + |y|2)N dy.

Resumindo, a primeira integral no numerador em (2.25) é tal que∫
B(0,3‖ξ‖)

|∇ωε(x)|2dx =
K1

ε(N−2)/2
+ Oε(1). (2.34)

Vamos agora estimar a integral no denominador do quociente em (2.25). Utilizando a

definição de ωε(x), somando e subtraindo o termo
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N à referida integral e

reorganizando os termos, obtemos

∫
B(0,3‖ξ‖)

|ωε|2
∗
dx =

∫
B(0,3‖ξ‖)

ϕ2∗(x)
(ε + |x|2)N dx

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2∗(x)

(ε + |x|2)N dx−
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N +
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
(ϕ2∗(x)− 1)
(ε + |x|2)N dx +

∫
B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)N

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N + Oε(1)

=
∫

Ω

dx
(ε + |x|2)N −

∫
Ω\B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)N + Oε(1)

=
∫

Ω

dx
(ε + |x|2)N + Oε(1)

=
∫

Ω

dx

[ε(1 + |x|2
ε )]N

+ Oε(1), (2.35)

em que na terceira passagem usamos o fato de que ϕ2∗ − 1 ≡ 0 perto da origem, na quarta

passagem particionamos o domı́nio, na quinta passagem usamos o fato de que a integral∫
Ω\B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)N é limitada, pois 0 /∈ Ω\B(0, 3‖ξ‖) e a função é integrável, e na última

passagem colocamos ε em evidência.

Usando a mudança de variáveis y = x/
√

ε, com dx = εN/2dy, obtemos

∫
Ω

εN/2

εN(1 + |x|2)N dy + Oε(1) =
K′2

εN/2 + Oε(1).

em que K′2 :=
∫

Ω

dy
(1 + |y|2)N .
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Definindo K2 := (K′2)
2

2∗ e usando a fórmula de Taylor, obtemos(
K′2

εN/2 + Oε(1)
) 2

2∗
=

(
K′2

εN/2

) 2
2∗
+

2
2∗

(
K′2

εN/2

) 2
2∗−1

oε(1) + o(Oε(1))

=

(
K′2

εN/2

) 2
2∗
+ oε(1)

[(
2
2∗

)1/ 2
2∗−1 ( K′2

εN/2

)] 2
2∗−1

=

(
K′2

εN/2

) 2
2∗
+ Oε(1)b

2
2∗−1
ε ,

em que bε =
( 2

2∗
)1/ 2

2∗−1
(

K′2
εN/2

)
. Definindo agora K′′2 =

( 2
2∗
)1/ 2

2∗−1 K′2, segue-se que

(bε)
2

2∗−1 =

[(
2
2∗

)1/ 2
2∗−1 ( K′2

εN/2

)] 2
2∗−1

=

(
K′′2

εN/2

) 2
2∗−1

6
[

K′′2
εN/2 + Oε(1)

] 2
2∗−1

6
[

Oε

(
1

εN/2

)] 2
2∗−1

= Oε(ε).

Resumindo, a integral no denominador em (2.25) é tal que(∫
Ω
|ωε|2

∗
dx
) 2

2∗
=

K2

ε(N−2)/2
+ Oε(ε) (2.36)

em que K2 := (K′2)
2

2∗ =

(∫
Ω

dy
(1 + |y|2)N

) 2
2∗

.

Agora usamos a função U(x) = (1 + |x|2)−(N−2)/2, conhecida na literatura como instanton .

Dessa forma, temos que |∇U|22 = K1 e que K2 = |U|22∗ ; também temos que

K1

K2
=
|∇U|2L2(Ω)

|U|2L2(Ω)

= S. (2.37)

Por fim, analisamos a segunda integral do numerador do quociente em (2.25). Assim, temos∫
B(0,3‖ξ‖)

|ωε|2dx

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2(x)

(ε + |x|2)N−2 dx

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2(x)

(ε + |x|2)N−2 dx +
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N−2 −
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N−2

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
ϕ2(x)− 1

(ε + |x|2)N−2 dx +
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N−2

=
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N−2 + Oε(1), (2.38)

em que na primeira igualdade utilizando a definição de ωε, na segunda somamos e subtraı́mos

o termo
∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)N−2 , na terceira igualdade reorganizamos as parcelas e na quarta

igualdade utilizamos o fato de que ϕ2 − 1 ≡ 0 perto da origem.
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Para prosseguir em nossa ánalise da integral do lado direito de (2.38), devemos tratar de

forma diferente os casos N = 4 e N > 5. De fato, notamos que a integral
∫

Ω

rN−1

r2(N−2)
dr é finita

se, e somente se, N > 5. Nesse caso, a expressão em (2.38) torna-se∫
B(0,3‖ξ‖)

|ωε|2dx =
∫

Ω

dx
(ε + |x|2)N−2 −

∫
Ω\B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)N−2 + Oε(1). (2.39)

A segunda parcela do lado direito de (2.39) é limitada pois 0 /∈ Ω\B(0, 3‖ξ‖) e
1

(ε + |x|2)N−2 é

integrável. Assim, o lado esquerdo de (2.39) pode ser reescrito como∫
B(0,3‖ξ‖)

|ωε|2dx =
∫

Ω

dx
(ε + |x|2)N−2 + Oε(1)

=
∫

Ω

dx[
ε
(

1 + |x|2
ε

)]N−2 + Oε(1). (2.40)

Usando em (2.40) a mudança de variáveis y = x/
√

ε com dx = εN/2dy, obtemos∫
B(0,3‖ξ‖)

|ωε|2dx =
∫

Ω

εN/2

εN−2(1 + |y|2)N−2 + Oε(1) =
K3

εN−4/2 + Oε(1),

em que K3 =
∫

Ω

dy
(1 + |y|2)N−2 .

Quando N = 4, usando a fórmula de integração em coordenadas polares (Proposição (A.4))

na expressão (2.38), temos que∫
B(0,R)

dx
(ε + |x|2)2 = ωN

∫ R

0

r3

(ε + r2)2 dr,

em que ωN é a área da esfera SN−1. Multiplicando e dividindo por 4 a primeira parcela, so-

mando e subtraindo a parcela
∫ R

0

rε

(ε + r2)2 dr e reorganizando os termos, resulta que

ωN

∫ R

0

r3

(ε + r2)2 dr = ωN

(
1
4

∫ R

0

4r3

r4 + 2r2ε + ε2 dr +
∫ R

0

rε

(ε + r2)2 dr−
∫ R

0

rε

(ε + r2)2 dr
)

= ωN

(
1
4

∫ R

0

4r3 + 4rε

r4 + 2r2ε + ε2 dr−
∫ R

0

rε

(ε + r2)2 dr
)

= ωN

(
1
4

ln(r4 + 2r2ε + ε2)
∣∣∣R
0
−
[

1
2

ε

ε + r2

]R

0

)

= ωN

(
1
4

ln(R4 + 2R2ε + ε2)− 1
4

ln(ε2)− 1
2

ε

ε + R2 +
1
2

)
.

Claramente a primeira, a terceira e a última parcelas são limitadas. Logo, tomando R = 3‖ξ‖
concluı́mos que ∫

B(0,3‖ξ‖)
dx

(ε + |x|2)2 =
ωN

2
|ln(ε)|+ Oε(1).
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Notamos agora que∫
Ω

dx
(ε + |x|2)2 =

∫
B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)2 +

∫
Ω\B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)2 ,

em que a segunda parcela da soma é limitada pois 0 /∈ B(0, 3‖ξ‖) e a integral
∫

Ω

dx
(ε + |x|2)2 é

finita. Assim,∫
Ω

dx
(ε + |x|2)2 =

∫
B(0,3‖ξ‖)

dx
(ε + |x|2)2 + Oε(1) =

ωN

2
|ln(ε)|+ Oε(1).

Resumindo, existem constantes K1, K2, K3 e ω (que dependem apenas de N) tais que

|∇ωε|22 =
K1

ε(N−2)/2
+ Oε(1). (2.41)

|ωε|22∗ =
K2

ε(N−2)/2
+ Oε(ε). (2.42)

‖ωε‖2
2 =


K3

ε(N−4)/2
+ Oε(1) se N > 5,

ωN

2
|ln(ε)|+ Oε(1) se N = 4.

(2.43)

Portanto, quando N > 5 e para α =
µ

‖ξ‖2 utilizando as estimativas (2.41), (2.42) e (2.43),

podemos escrever

Q0(ε) 6

∫
Ω
|∇ωε(x)|2dx− α

∫
Ω

ω2
ε (x)dx(∫

Ω
|ωε(x)|2∗dx

) 2
2∗

=
‖∇ωε‖2

L2(Ω)
− α‖ωε‖2

L2(Ω)

‖ωε‖2
L2∗ (Ω)

=

K1
εN−2/2 + Oε(1)− α

(
K2

εN−4/2 + Oε(1)
)

K2
εN−2/2 + Oε(ε)

=
K1 − αK3ε + Oε(εN−2/2)

K2 + Oε(ε
N
2 )

(2.44)

= S− α
K3

K2
2

ε + Oε(ε
N−2/2). (2.45)

Para justificar igualdade (2.44) colocamos o fator ε−(N−2)/2 em evidência no numerador e

no denominador, e obtemos

Q0(ε) 6
ε−(N−2)/2

(
K1 + Oε(ε(N−2)/2)− αK3ε + Oε(ε(N−2)/2)

)
ε−(N−2)/2

(
K2 + Oε(ε)ε(N−2)/2

)
=

ε−(N−2)/2
(

K1 + Oε(ε(N−2)/2)− αK3ε
)

ε−(N−2)/2
(

K2 + Oε(ε
N
2 )
)

=
K1 − αK3ε + Oε(εN−2/2)

K2 + Oε(ε
N
2 )

. (2.46)
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Para justificar igualdade (2.45) usamos a série de Taylor para 1/(K2 + x) em que x =

Oε(ε
N
2 ). Dessa forma,

1
K2 + x

=
1

K2
− 1

K2
2

x +
1

K3
2

x2 − 1
K4

2
x3 +

1
K5

2
x4 − . . .

=
1

K2
+ x

(
− 1

K2
2
+

1
K3

2
x− 1

K4
2

x2 +
1

K5
2

x3 − . . .
)

.

Considerando apenas os dois primeiros termos, obtemos

1

K2 + Oε(ε
N
2 )

=
1

K2
+

1
K2

2
Oε(ε

N
2 ).

Prosseguindo em nossa análise da desigualdade (2.46), separamos as diversas parcelas e

obtemos
K1

K2 + Oε(ε
N
2 )

=
K1

K2
+

K1

K2
2

Oε(ε
N
2 ),

−αK3ε

K2 + Oε(ε
N
2 )

= −α
K3

K2
ε + α

K3

K2
2

εOε(ε
N
2 ) = −α

K3

K2
ε + α

K3

K2
2

Oε(ε
N+2/2),

Oε(εN−2/2)

K2 + Oε(ε
N
2 )

=
Oε(εN−2/2)

K2
+

Oε(εN−2/2)

K2
2

Oε(ε
N
2 ) =

Oε(εN−2/2)

K2
+

Oε(ε2N−2/2)

K2
2

.

Agrupando as parcelas e usando a igualdade (2.37), obtemos a estimativa (2.45).

Agora analisamos o caso em que N = 4. Lembrando que α = µ/‖ξ‖2, com base nas

estimativas (2.41), (2.42) e (2.43) escrevemos
K1
ε + Oε(1)− α

(
ω
2 |ln(ε)|+ Oε(1)

)
K2
ε + Oε(ε)

=
K1 + α ω

2 |ln(ε)|ε + Oε(ε)

K2 + Oε(ε2)

= S + Oε(ε)− α
ω

2K2
2
|ln(ε)|ε. (2.47)

Para justificar a penúltima igualdade, colocamos o fator ε−1 em evidência no numerador e

no denominador, e obtemos

ε−1 (K1 + Oε(ε)− α ω
2 |ln(ε)|ε

)
ε−1 (K2 + Oε(ε))

=
K1 + Oε(ε)− α ω

2 |ln(ε)|ε
K2 + Oε(ε2)

.

Para justificar a última igualdade usamos a mesma série de Taylor com os dois primeiros

termos e obtemos
1

K2 + Oε(ε2)
=

1
K2

+
1

K2
2

Oε(ε
2).

Portanto,
K1

K2 + Oε(ε2)
=

K1

K2
+

K1

K2
2

Oε(ε
2),

α ω
2 |ln(ε)|ε

K2 + Oε(ε2)
=

αω|ln(ε)|ε
2K2

+
αω|ln(ε)|ε

2K2
2

Oε(ε
2) =

αω|ln(ε)|
2K2

2
Oε(ε

3),

Oε(ε)

K2 + Oε(ε2)
=

Oε(ε)

K2
+

Oε(ε)

K2
2

Oε(ε
2) =

Oε(ε3)

K2
2

.
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Agrupando as parcelas e usando novamente a igualdade (2.37), obtemos a estimativa requerida

(2.47).

Resumindo,

Q0(ε) 6


S− α

K3

K2
2

ε + Oε(ε
N−2/2) se N > 5,

S +
αω|ln(ε)|ε

2K2
2

+ Oε(ε) se N = 4.

Assim o quociente (2.25) tende a S quando ε tende a zero. Como (ωε) ⊂ W(RN) é uma

sequência minimizante para Sµ
0 (Ω), segue-se de (2.25) que Sµ

0 6 S. Por outro lado, S 6 Sµ
0 .

Assim, S = Sµ
0 . Além disso, o ı́nfimo Sµ

0 (Ω) não pode ser atingido. De fato, a existência desse

mı́nimo é uma contradição com a desigualdade de Sobolev .

2.3 Observação. As funções definidas por uε(x) = ϕ(x)Uε(x), em que ϕ é uma função corte

com as propriedades (2.19) e Uε é definida em (1.21) e (1.22) são usadas por Jannelli [8] para

demonstrar a desigualdade Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω). Como consequência do teorema anterior, no caso

em que µ > 0 essas funções de fato formam uma sequência minimizante para Sµ
0 (Ω); assim,

os argumentos apresentados em [8] são válidos. Mas se µ < 0 os argumentos não são mais

válidos e uma outra demonstração é necessária.

2.3 Existência de solução em domı́nios limitados

2.4 Teorema. Se µ < 0, então Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω).

Demonstração. Definimos zε(x) = νε(ρx), em que ρ > 0 e νε são funções definidas no Teo-

rema 2.2. Utilizamos as funções zε como funções testes para o ı́nfimo Sµ
λ(Ω). Para isso devemos

estimar o quociente

Qλ(ε) =

∫
Ω
|∇zε|2dx− µ

∫
Ω

z2
ε (x)
|x|2 dx− λ

∫
Ω

z2
ε (x)dx(∫

Ω
|zε(x)|2∗dx

) 2
2∗

. (2.48)

Calculamos cada termo separadamente, levando em conta novamente a invariância das

integrais por translações. Começamos com o termo
∫

Ω
|∇zε(x)|2dx. Para isso, observamos que

∂zε(x)
∂xi

=
∂νε(ρx)

∂xi
= ρ

∂νε(ρx)
∂xi

.

Logo,

∇zε(x) =
(

ρ
∂νε(ρx)

∂x1
, . . . , ρ

∂νε(ρx)
∂xN

)
= ρ

(
∂νε(ρx)

∂x1
, . . . ,

∂νε(ρx)
∂xN

)
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e

|∇zε(x)|2 = ρ2

[(
∂νε(ρx)

∂x1

)2

+ . . . +
(

∂νε(ρx)
∂xN

)2
]
= ρ2|∇νε(ρx)|2.

Dessa forma, ∫
Ω
|∇zε(x)|2dx = ρ2

∫
Ω
|∇νε(ρx)|2dx.

Usando a mudança de variáveis ρx = y com dx = ρ−Ndy, obtemos

ρ2
∫

Ω
|∇νε(ρx)|2dx = ρ2

∫
Ω

ρ−N |∇νε(y)|2dy

= ρ2−N
∫

Ω
|∇νε(y)|2dy

= ρ2−N
∫

Ω
|∇ωε(y)|2dy, (2.49)

em que na última passagem usamos a igualdade (2.20).

Agora vamos calcular o termo
∫

Ω
|zε(x)|2dx. Lembrando que |zε(x)|2 = |νε(ρx)|2, temos

∫
Ω
|zε(x)|2dx =

∫
Ω
|νε(ρx)|2dx.

Fazendo novamente a mudança de variáveis anterior, obtemos∫
Ω
|νε(ρx)|2dx = ρ−N

∫
Ω
|νε(y)|2dy

= ρ−N
∫

Ω
|ωε(y)|2dy, (2.50)

a igualdade (2.50) pode ser obtida de uma mudança de variáveis simples utilizando as definições (2.18)

de ω e de ν.

Para o termo
(∫

Ω
|zε(x)|2∗dx

) 2
2∗

temos que |zε(x)|2∗ = |νε(ρx)|2∗ . Logo,

∫
Ω
|zε(x)|2∗dx =

∫
Ω
|νε(ρx)|2∗dx

= ρ−N
∫

Ω
|νε(y)|2

∗
dy.

Prosseguindo, obtemos(∫
Ω
|zε(x)|2∗dx

) 2
2∗

=

(
ρ−N

∫
Ω
|νε(y)|2

∗
dy
) 2

2∗

= ρ−N+2
(∫

Ω
|νε(y)|2

∗
dy
) 2

2∗

= ρ−N+2
(∫

Ω
|ωε(y)|2

∗
dy
) 2

2∗
, (2.51)

em que usamos novamente a mudança de variáveis anterior e a igualdade (2.21).
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Por fim, para estimar o termo
∫

Ω

z2
ε (x)
|x|2 dx, usamos outra vez a mudança de variáveis ante-

rior e obtemos ∫
Ω

z2
ε (x)
|x|2 dx =

∫
Ω

ν2
ε (ρx)
|x|2 dx

= ρ−N
∫

Ω

ν2
ε (y)
|y/ρ|2 dy

= ρ−N
∫

Ω

ν2
ε (y)

ρ−2|y|2 dy

= ρ−N+2
∫

ω

ν2
ε (y)
|y|2 dy

6
ρ−N+2

‖ξ‖2

∫
Ω

ω2
ε (y)dy, (2.52)

em que na última passagem usamos a desigualdade (2.22).

Usando as igualdades (2.49), (2.50) e (2.51) bem como a desigualdade (2.52), o quociente a

ser estimado torna-se

Qλ(ε) 6
ρ2−N

∫
Ω
|∇ωε(x)|2dx−

(
ρ2−Nµ

‖ξ‖2 + λρ−N
) ∫

Ω
ω2

ε (x)dx

ρ2−N
(∫

Ω
|ωε(x)|2∗dx

) 2
2∗

=

∫
Ω
|∇ωε(x)|2dx−

(
µ

‖ξ‖2 + λρ−2
) ∫

Ω
ω2

ε (x)dx(∫
Ω
|ωε(x)|2∗dx

) 2
2∗

. (2.53)

Para uma escolha conveniente de ρ podemos tomar a constante λρ−2 + µ/‖ξ‖2 positiva e uti-

lizando argumentos e cálculos análogos aos feitos no item 2 do Teorema 2.2, mostramos que

para pequenos valores de ε, o quociente (2.53) é estritamente inferior a S. Como zε são funções

testes para o ı́nfimo Sµ
λ(Ω), temos que Sµ

λ(Ω) < S. Por outro lado, temos a desigualdade

S, S 6 Sµ
0 (Ω). Combinando essas desigualdades obtemos Sµ

λ(Ω) < Sµ
0 (Ω). Isso conclui a

demonstração do teorema.

Finalmente podemos enunciar um resultado de existência de soluções para domı́nios limi-

tados.

2.5 Teorema. Suponha que Ω seja um aberto limitado, então o problema (1.23) tem solução.

Demonstração. No caso em que µ > 0, o resultado de Jannelli [8] assegura a desigualdade

Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω). Esse fato, juntamente com a Observação 1.6 garante que o ı́nfimo Sµ
λ(Ω) é

atingido. No caso em que µ < 0, a desigualdade demonstrada no Teorema 2.4 juntamente com

a Obsevação 1.6 garantem que o ı́nfimo Sµ
λ(Ω) é atingido. O teorema fica demonstrado.
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limitados

3.1 Lemas auxiliares

Neste capı́tulo vamos considerar Ω ⊂ RN como um domı́nio ilimitado , mas sempre contido

em um cilindro de modo a garantir a existência de λ1(µ) > 0. Como podemos esperar, neste

caso a falta de compacidade do problema (1.16) é ainda mais grave. Lions [11, 12] estudou o

problema (1.16) no caso em que µ = 0 quando Ω é um cilindro, isto é, Ω = Ω1 ×Rd, em que

Ω1 ⊂ RN−d é limitado e N > d > 1. Posteriormente, Ramos, Wang e Willem [13], ainda no caso

em que µ = 0, estenderam a classe de domı́nios ilimitados Ω para os quais existem soluções

para o problema (1.16).

Como no capı́tulo anterior, a ideia para demonstrar a existência de solução para o problema

(1.23) é mostrar que o ı́nfimo Sµ
λ(Ω) definido em (2.1) é atingido. Como é natural no método

direto do cálculo das variações, partimos de uma sequência (un)n∈N ∈ V(Ω) tal que∫
Ω
|∇un(x)|2dx− µ

∫
Ω

u2
n(x)
|x|2 dx− λ

∫
Ω

u2
n(x)dx → Sµ

λ(Ω).

Em seguida, mostramos que o limite fraco da sequência (un)n∈N ⊂ H1
0(Ω é de fato um ı́nfimo

para Sµ
λ(Ω). Mais uma vez, é nesse último passo que as dificuldades da falta de compacidade

surgem. A fim de contornar essas dificuldades, usamos dois lemas auxiliares e um lema prin-

cipal, que é uma variante do lema de concentração-compacidade de Lions.

Denotamos por M(Ω) o conjunto das medidas finitas sobre Ω. Escrevemos γn ⇀ γ fraca-

mente em M(Ω) quando n→ ∞ se para todo f ∈ C0(Ω), temos∫
Ω

f dγn →
∫

Ω
f dγ, (n→ ∞).

Assim, mostramos que existe uma subsequência que converge fracamente para uma função em

V(Ω).

Começamos demonstrando um lema sobre convergência local.

3.1 Lema. Sejam (un)n∈N ⊂ H1
0(Ω) e u0 ∈ H1

0(Ω). Se un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω), então

un → u0 fortemente em L2
loc(Ω).

Demonstração. Dado R > 0, temos∫
B(0,R)

|u0|2dx =
∫

B(0,R)
|x|2 1
|x|2 |u0|2dx 6 R2

∫
B(0,R)

1
|x|2 |u0|2dx. (3.1)

35
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Substituindo a desigualdade de Hardy (A.7) em (3.1) obtemos∫
B(0,R)

|u0|2dx 6 R2
∫

B(0,R)

1
|x|2 |u0|2dx 6 R2

∫
Ω

1
|x|2 |u0|2dx

6
R2

C

∫
Ω
|∇u0|2dx =

R2

C
‖u0‖2. (3.2)

Suponhamos inicialmente que un ⇀ 0 fracamente em H1
0(Ω); logo a sequência (un)n∈N ⊂

H1
0(Ω) é limitada e existe uma constante M > 0 tal que

‖un‖ =
(∫

Ω
|∇un|2dx

) 1
2

6 M,

para todo n ∈N.

Assim, dado ε > 0, escolhamos ρ > 0 de modo que ρ2 <
C

M2 ε e obtemos

∫
B(0,ρ)
|un|2dx 6

ρ2

C

∫
Ω
|∇un|2dx 6

ρ2

C
M2 < ε.

Em outros termos, para todo número real ε > 0 existe um raio ρ > 0 suficientemente pequeno

tal que vale a desigualdade ∫
B(0,ρ)
|un|2dx 6 ε,

para todo n ∈ N. O teorema de Rellich (Teorema A.12) implica que un → 0 fortemente em

L2
loc(Ω\B(0, ρ)).

No caso geral, em que un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω), consideramos vn = un − u0 e apli-

camos o Lema de Brézis-Lieb (Lema A.15) com fn = vn. Mais especificamente, para cada

subconjunto K ⊂ Ω aberto, relativamente compacto, não contendo a origem e com fronteira

regular, temos as inclusões compactas

H1
0(K) ↪→ L2(K) ↪→ L1(K).

Isso significa que, se un ⇀ u0 fracamente em H1
0(K), então existe uma subsequência, ainda

denotada da mesma forma, tal que un → u0 fortemente em L2(K), o que implica que |un|2 →
|u0|2 em L1(K). Isso conclui a demonstração do lema.

O próximo resultado garante a convergência das sequências de gradientes e a demonstração

é baseada na dissertação de Valeriola [17].

3.2 Lema. Sejam (un)n∈N ⊂ H1
0(Ω) e u0 ∈ H1

0(Ω). Se un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω), então∫

Ω
|∇(un − u0)|2dx =

∫
Ω
|∇un|2dx−

∫
Ω
|∇u0|2dx + o(1).
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Demonstração. Cálculos diretos mostram que∫
Ω
|∇(un − u0)|2dx =

∫
Ω
(∇un −∇u0) · (∇un −∇u0)dx

=
∫

Ω
∇un · ∇undx +

∫
Ω
∇u0 · ∇u0dx− 2

∫
Ω
∇un · ∇u0dx.

Como un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω), segue-se que∇un ⇀ ∇u0 fracamente em L2(Ω) quando

n→ ∞. Dessa forma, pela continuidade obtemos∫
Ω
∇un · ∇u0 dx →

∫
Ω
∇u0 · ∇u0 dx,

quando n→ ∞. Isso conclui a demonstração do lema.

3.2 Lema de concentração-compacidade

Nesta seção enunciamos o resultado crucial para demonstrar os Teoremas 3.5 e 3.6, e que já foi

usado na demonstração do Teorema 2.1.

3.3 Lema. Seja (un)n∈N ⊂ H1
0(Ω) tal que valem as seguintes convergências

un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω),

un → u0 q.t.p. em Ω,

|∇(un − u0)|2 − µ
(un − u0)2

|x|2 ⇀ γ fracamente em M(Ω),

|un − u0|2
∗
⇀ ν fracamente em M(Ω).

Seja µ′ qualquer número real. Definimos

γ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

[∫
|x|>R
|∇un|2dx− µ′

∫
|x|>R

(un)2

|x|2 dx− λ
∫
|x|>R

u2
ndx
]

, (3.3)

ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

[∫
|x|>R
|un|2

∗
dx
]

. (3.4)

Notamos que γ∞ não depende de µ′. Então

‖ν‖ 2
2∗ 6 (Sµ

0 (Ω))−1‖γ‖, (3.5)

ν
2

2∗
∞ 6 (Sµ′

λ (Ω))−1γ∞, (3.6)

lim
n→∞

∫
Ω
|∇un|2dx− µ

∫
Ω

(un)2

|x|2 dx− λ
∫

Ω
u2

ndx

=
∫

Ω
|∇u0|2dx− µ

∫
Ω

(u0)2

|x|2 dx− λ
∫

Ω
u2

0dx + γ∞ + ‖γ‖ (3.7)

lim
n→∞

∫
Ω
|un|2

∗
=
∫

Ω
|u0|2

∗
+ ν∞ + ‖ν‖. (3.8)

Além disso, se u0(x) ≡ 0 e se ‖ν‖ 2
2∗ =

(
Sµ

0 (Ω)
)−1 ‖γ‖, então as medidas ν e γ estão concentradas em

um único ponto.
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O Lema 3.3 visa classificar as possı́veis perdas de compacidade de sequências minimizantes.

Na figura 3.1 apresentamos alguns casos ilustrativos e descrevemos como podemos recuperar

a compacidade.

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em seis etapas.

Etapa 1. Suponhamos inicialmente que u0 ≡ 0. Para demonstrar a desigualdade (3.5), esco-

lhemos h ∈ H1
0(Ω) e, assim, temos que (hun)n∈N ⊂ H1

0(Ω). Como consequência da definição

de Sµ
0 (Ω) temos(∫

Ω
|hun|2

∗
dx
) 2

2∗
6 (Sµ

0 (Ω))−1
[∫

Ω
|∇hun|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |hun|2dx

]
= (Sµ

0 (Ω))−1
[∫

Ω
|h∇un + un∇h|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |hun|2dx

]
,

para todo n ∈ N. Como un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω) o Lema (3.1) implica que un → u0 ≡ 0

em L2
loc(Ω), isto é, ∫

Ω
|un|2dx →

∫
Ω
|u0|2dx ≡ 0 (n→ ∞).

Usando a desigualdade 1 do Teorema (A.3) segue-se que, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|h∇un + un∇h|2 6 (1 + ε)|h∇un|2 + Cε|un∇h|2.

Sendo assim,(∫
Ω
|hun|2

∗
dx
) 2

2∗
6 (Sµ

0 (Ω))−1
[∫

Ω
|h∇un + un∇h|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |hun|2dx

]
6 (Sµ

0 (Ω))−1
[
(1 + ε)

∫
Ω
|h∇un|2dx + Cε

∫
Ω
|un∇h|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |hun|2dx

]
= (Sµ

0 (Ω))−1
[∫

Ω
|h∇un|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |hun|2dx

+Cε

∫
Ω
|un∇h|2dx + ε

∫
Ω
|h∇un|2dx

]
. (3.9)

Pela definição (A.13) de convergência em medida, passando ao limite o lado esquerdo da desi-

gualdade (3.9), obtemos

lim
n→∞

[∫
Ω
|h|2∗ |un|2

∗
dx
] 2

2∗
=

[∫
Ω
|h|2∗dν

] 2
2∗

(3.10)

E passando ao limite as duas primeiras integrais do lado direito da desigualdade (3.9), obtemos

lim
n→∞

(Sµ
0 (Ω))−1

[∫
Ω
|h|2|∇un|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |hun|2dx

]
= (Sµ

0 (Ω))−1
[∫

Ω
|h|2dγ

]
. (3.11)

Além disso, pelo Lema (3.1) e pelo Teorema A.11 da Convergência Dominada, segue-se que

lim
n→∞

Cε(S
µ
0 (Ω))−1

∫
Ω
|un|2|∇h|2dx = 0. (3.12)
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1

4 8 12−4−8−12

uε(x)

(a) Perda de compacidade por anulamento.

1

4 8 12−4−8−12

uε(x)

(b) Perda de compacidade por concentração.

1

4 8 12−4−8−12

uε(x)

(c) Perda de compacidade por translação e anula-
mento.

1

4 8 12−4−8−12

uε(x)

(d) Perda de compacidade por translação e
concentração.

1

4 8 12−4−8−12

uε(x)

(e) Perda de compacidade por translação.

1

4 8 12−4−8−12

uε(x)

(f) Os diversos casos anteriores ocorrendo simulta-
neamente.

Figura 3.1: Exemplos de situações que podem ocorrer com uma sequência minimizante e inva-

riante por dilatações. (a) O caso do anulamento: o supremo de uε tende a zero mas não existe

subsequência fortemente convergente. Após realizar as dilatações, recuperamos a compaci-

dade. (b) O caso de concentração: a sequência concentra-se em torno do ponto x0 = −2 mas não

existe subsequência fortemente convergente. A compacidade pode ser recuperada realizando

dilatações. (c) Nesse caso há perda de compacidade devido ao anulamento combinado com

translações. A compacidade pode ser recuperada compondo translações e dilatações. (d) Ou-

tro exemplo de perda de compacidade devido à concentração combinada com translações. A

compacidade pode ser recuperada do mesmo modo. (e) O caso de translação: a função desloca-

se para o infinito com determinada velocidade. Novamente podemos recuperar a compacidade

compondo translações e dilatações. (f) Nesse caso, os diversos fenômenos ocorrem simultane-

amente, cada um deles com a quinta parte dos ı́tens anteriores. Os casos são os seguintes: o

anulamento (pouco visı́vel na figura em decorrencia da interferência com as outras parcelas);

a concentração em torno do ponto x0 = −2; o anulamento combinado com translações com

certa velocidade; a concentração combinada com a translações para a direita com velocidade

maior ainda; a translação para a esquerda com velocidade distinta. Nesse caso, não há como

recuperar a compacidade pois a distância dos suportes das várias partes tende a infinito.



40 3. Existência de soluções em domı́nios não limitados

Resta agora analisar a passagem ao limite no último termo da desigualdade (3.9). Para isso

observamos que

lim
n→∞

ε(Sµ
0 (Ω))−1

∫
Ω
|h|2|∇un|2dx = εk, (3.13)

em que k > 0 é uma constante. Dessa forma, utilizando os limites (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13)

em (3.9), obtemos a desigualdade(∫
Ω
|h|2∗dν

) 2
2∗

6 (Sµ
0 (Ω))−1

∫
Ω
|h|2dγ + 0 + εk. (3.14)

Como a função h ∈ H1
0(Ω) é arbitrária e tem medida finita e já que ε > 0 também é arbitrário,

a desigualdade (3.14) garante que

‖ν‖ 2
2∗ 6 (Sµ

0 (Ω))−1‖γ‖.

Isso demonstra a desigualdade (3.5) no caso em que u0 ≡ 0.

Etapa 2. Suponhamos ainda que u0 ≡ 0. Para demonstrar a desigualdade (3.6), vamos

considerar a função corte ψR ∈ C∞(Ω) definida por ψR(x) ≡ 1, para |x| > R + 1, ψR(x) ≡ 0,

para |x| < R e ainda 0 6 ψR(x) 6 1 para todo x ∈ Ω. Usando novamente a desigualdade 1 do

Teorema (A.3), temos(∫
Ω
|ψRun|2

∗
dx
) 2

2∗
6 (Sµ′

λ (Ω))−1
[∫

Ω
|∇(ψRun)|2dx− µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψRun|2dx− λ

∫
Ω
|ψRun|2dx

]
6 (Sµ′

λ (Ω))−1
[
(1 + ε)

∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx− µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψRun|2dx

− λ
∫

Ω
|ψRun|2dx + Cε

∫
Ω
|un|2|∇ψR|2dx

]
6 (Sµ′

λ (Ω))−1
[∫

Ω
|ψR|2|∇un|2dx− µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψRun|2dx− λ

∫
Ω
|ψRun|2dx

+Cε

∫
Ω
|un|2|∇ψR|2dx + ε

∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx

]
. (3.15)

Segue-se do Lema (3.1) que un → u0 ≡ 0 em L2
loc(Ω) e como a função ∇ψR tem suporte

compacto, obtemos

lim
n→∞

(∫
Ω
|ψRun|2

∗
dx
) 2

2∗

6 lim
n→∞

(Sµ′

λ (Ω))−1
[∫

Ω
|ψR|2|∇un|2dx− µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψRun|2dx− λ

∫
Ω
|ψRun|2dx

]
+ lim

n→∞
Cε(S

µ′

λ (Ω))−1
∫

Ω
|un|2|∇ψR|2dx

+ lim
n→∞

ε(Sµ′

λ (Ω))−1
∫

Ω
|ψR|2|∇un|2dx. (3.16)
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Por outro lado, da definição de ψR segue-se que∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx =

∫
|x|>R+1

|ψR|2|∇un|2dx +
∫
|x|6R+1

|ψR|2|∇un|2dx

=
∫
|x|>R+1

|∇un|2dx +
∫
|x|6R+1

|ψR|2|∇un|2dx

>
∫
|x|>R+1

|∇un|2dx.

Analogamente,∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx =

∫
|x|>R
|ψR|2|∇un|2dx +

∫
|x|6R
|ψR|2|∇un|2dx

=
∫
|x|>R
|ψR|2|∇un|2dx

6
∫
|x|>R
|∇un|2dx.

Raciocinando de forma similar, temos que∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx =

∫
|x|>R+1

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx +

∫
|x|6R+1

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

=
∫
|x|>R+1

1
|x|2 |un|2dx +

∫
|x|6R+1

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

>
∫
|x|>R+1

1
|x|2 |un|2dx,

e, analogamente,∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx =

∫
|x|>R

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx +

∫
|x|6R

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

=
∫
|x|>R

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

6
∫
|x|>R

1
|x|2 |un|2dx.

Por fim, também temos∫
Ω
|ψR|2|un|2dx =

∫
|x|>R+1

|ψR|2|un|2dx +
∫
|x|6R+1

|ψR|2|un|2dx

=
∫
|x|>R+1

|un|2dx +
∫
|x|6R+1

|ψR|2|un|2dx

>
∫
|x|>R+1

|un|2dx,

e também ∫
Ω
|ψR|2|un|2dx =

∫
|x|>R
|ψR|2|un|2dx +

∫
|x|6R
|ψR|2|un|2dx

=
∫
|x|>R
|ψR|2|un|2dx

6
∫
|x|>R
|un|2dx.
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Combinando esses diversos resultados, temos as seguintes desigualdades:∫
|x|>R
|∇un|2dx >

∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx >

∫
|x|>R+1

|∇un|2dx, (3.17)∫
|x|>R

1
|x|2 |un|2 dx >

∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx >

∫
|x|>R+1

1
|x|2 |un|2dx, (3.18)∫

|x|>R
|un|2dx >

∫
Ω
|ψR|2|un|2dx >

∫
|x|>R+1

|un|2dx. (3.19)

Multiplicando a desigualdade (3.18) por −µ′, em que µ′ 6 0, obtemos

−µ′
∫
|x|>R
|un|2

1
|x|2 dx > −µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx > −µ′

∫
|x|>R+1

1
|un|2

dx. (3.20)

Multiplicando a desigualdade (3.19) por −λ, em que λ ∈ (0, λ1(µ)), obtemos

−λ
∫
|x|>R+1

|un|2dx > −λ
∫

Ω
|ψR|2|un|2dx > −λ

∫
|x|>R
|un|2dx. (3.21)

Assim, de (3.17), (3.21) e (3.20) obtemos

∫
|x|>R+1

|∇un|2dx− λ
∫
|x|>R
|un|2dx− µ′

∫
|x|>R+1

1
|x|2 |un|2dx

6
∫

Ω
|ψR|2|∇un|2dx− λ

∫
Ω
|ψR|2|un|2 − µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

6
∫
|x|>R
|∇un|2dx− λ

∫
|x|>R+1

|un|2dx− µ′
∫
|x|>R

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx. (3.22)

Usando a definição de γ∞ e a desigualdade (3.22) resulta que

γ∞ := lim
R→∞

lim
n→∞

[∫
|x|>R+1

|∇un|2dx− λ
∫
|x|>R
|un|2dx− µ′

∫
|x|>R+1

1
|x|2 |un|2dx

]
6 lim

R→∞
lim
n→∞

[∫
|x|>R
|∇un|2dx− λ

∫
|x|>R+1

|un|2dx− µ′
∫
|x|>R

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

]
= γ∞.

Isto significa que valem as igualdades nas expressões anteriores, ou seja,

γ∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

[∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx− λ

∫
Ω
|ψR|2|un|2 − µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx

]
. (3.23)

No caso em que µ′ > 0, a desigualdade (3.18) torna-se

−µ′
∫
|x|>R+1

|un|2
1
|x|2 dx > −µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx > −µ′

∫
|x|>R

1
|un|2

dx. (3.24)

Sendo assim, de (3.17), (3.21) e (3.24) segue o mesmo resultado.
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Novamente, pela definição de ψR, temos

∫
Ω
|(ψRun)(x)|2∗dx =

∫
Ω
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

=
∫
|x|>R+1

|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx +
∫
|x|6R+1

|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

=
∫
|x|>R+1

|un(x)|2∗dx +
∫
|x|6R+1

|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

>
∫
|x|>R+1

|un(x)|2∗dx,

e também temos

∫
Ω
|ψR(x)|2∗ |un(x)|dx =

∫
|x|>R
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx +

∫
|x|6R
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

=
∫
|x|>R
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

6
∫
|x|>R
|un(x)|2∗dx.

Combinando essas desigualdades, temos

∫
|x|>R+1

|un(x)|2∗dx 6
∫

Ω
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx 6

∫
|x|>R
|un(x)|2∗dx. (3.25)

Usando a definição de ν∞ e a desigualdade (3.25), segue-se que

ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

(∫
|x|>R+1

|un(x)|2∗dx
)

6 lim
R→∞

lim
n→∞

(∫
Ω
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

)
6 lim

R→∞
lim
n→∞

(∫
|x|>R
|un(x)|2∗dx

)
= ν∞.

Assim, novamente temos que valem as igualdades nas expressões anteriores, ou seja,

ν∞ = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
Ω
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx. (3.26)

Sabemos pelo Lema 3.1 juntamente com o Teorema A.11 da Convergência Dominada que

lim
n→∞

(∫
Ω
|∇ψR|2|un|2dx

)
= 0. (3.27)
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Da desigualdade (3.16) e das expressões (3.23), (3.26) e (3.27), obtemos

ν
2

2∗
∞ = lim

R→∞
lim
n→∞

(∫
Ω
|ψR(x)|2∗ |un(x)|2∗dx

) 2
2∗

6 lim
R→∞

lim
n→∞

(Sµ′

λ (Ω))−1
[∫

Ω
|ψR|2|∇un|2dx− µ′

∫
Ω

1
|x|2 |ψR|2|un|2dx− λ

∫
Ω
|ψR|2|un|2dx

]
+ lim

R→∞
lim
n→∞

(Sµ′

λ (Ω))−1Cε

∫
Ω
|∇ψR|2|un|2dx

+ lim
R→∞

lim
n→∞

(Sµ′

λ (Ω))−1ε
∫

Ω
|ψR|2|∇un|2dx

= (Sµ′

λ (Ω))−1γ∞ + εk,

em que k > 0 é uma constante, pois o último termo da soma é produto de ε por uma integral

limitada. Como ε > 0 é arbitrário, temos ν
2

2∗
∞ 6 (Sµ′

λ (Ω))−1γ∞ e isso demonstra a desigual-

dade (3.6) no caso em que u0 ≡ 0.

Etapa 3. Suponhamos ainda que u0(x) ≡ 0 e que, além disso, vale a igualdade em (3.5),

isto é, ‖ν‖ 2
2∗ = (Sµ

0 (Ω))−1‖γ‖. Aplicando a desigualdade de Hölder em (3.14), temos que para

qualquer h ∈ H1
0(Ω),(∫

Ω
|h|2∗dν

) 2
2∗

6 (Sµ
0 (Ω))−1

∫
Ω
|h|2dγ

6 (Sµ
0 (Ω))−1

(∫
Ω
|h|2∗dγ

) 2
2∗
(∫

Ω
dγ

) (2∗−2)
2∗

= (Sµ
0 (Ω))−1

(∫
Ω
|h|2∗dγ

) 2
2∗
‖γ‖ (2∗−2)

2∗ ,

em que q = 2∗/2 e q′ = 2∗/(2∗ − 2). Deduzimos da última igualdade que

ν = (Sµ
0 (Ω))−

2∗
2 ‖γ‖ (2∗−2)

2 γ. (3.28)

De fato, suponhamos que não seja válida a igualdade (3.28). Então existe um subconjunto

aberto Ω′ ⊂ Ω tal que vale a desigualdade estrita

ν(Ω′) < (Sµ
0 (Ω))−

2∗
2 ‖γ‖ (2∗−2)

2 γ(Ω′).

Dessa forma,

‖ν‖ =
∫

Ω′
dν +

∫
Ω\Ω′

dν

<
∫

Ω′
(Sµ

0 (Ω))−
2∗
2 ‖γ‖ (2∗−2)

2 dγ +
∫

Ω\Ω′
(Sµ

0 (Ω))−
2∗
2 ‖γ‖ (2∗−2)

2 dγ

=
∫

Ω
(Sµ

0 (Ω))−
2∗
2 ‖γ‖ (2∗−2)

2 dγ

= (Sµ
0 (Ω))−

2∗
2 ‖γ‖ 2∗

2 .
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Consequentemente, vale a desigualdade estrita ‖ν‖ 2
2∗ < (Sµ

0 (Ω))−1‖γ‖, o que é uma contradição

com a hipótese. Logo, vale a igualdade (3.28).

Disso resulta que

γ = (Sµ
0 (Ω))

2∗
2 ‖γ‖− (2∗−2)

2 ν. (3.29)

Substituindo γ em (3.14), segue-se que(∫
Ω
|h|2∗dν

) 2
2∗

6 (Sµ
0 (Ω))−1

∫
Ω
|h|2(Sµ

0 (Ω))
2∗
2 ‖γ‖− (2∗−2)

2 dν

6 (Sµ
0 (Ω))

(2∗−2)
2 ‖γ‖− (2∗−2)

2

∫
Ω
|h|2dν.

Em outras palavras, (∫
Ω
|h|2∗dν

) 2
2∗
(Sµ

0 (Ω))−
(2∗−2)

2 ‖γ‖ (2∗−2)
2 6

∫
Ω
|h|2dν. (3.30)

Utilizando (3.30) e a hipótese ‖ν‖ 2
2∗ = (Sµ

0 (Ω))−1‖γ‖, temos que(∫
Ω
|h|2∗dν

) 2
2∗
(Sµ

0 (Ω))−
(2∗−2)

2 ‖γ‖ (2∗−2)
2 =

(∫
Ω
|h|2dν

) 2
2∗
‖ν‖ (2∗−2)

2∗ . (3.31)

Logo, da desigualdade (3.30) e da igualdade (3.31), obtemos(∫
Ω
|h|2dν

) 2
2∗
‖ν‖ (2∗−2)

2∗ 6
∫

Ω
|h|2dν,

para toda função h ∈ H1
0(Ω). Mais ainda, para cada conjunto Ω′ ⊂ Ω vale a desigualdade[

ν(Ω′)
] 2

2∗ ‖ν‖ (2∗−2)
2∗ 6 ν(Ω′).

Portanto, [
ν(Ω′)

] 2
2∗ [ν(Ω)]

(2∗−2)
2 6 ν(Ω′). (3.32)

Como o subconjunto Ω′ ⊂ Ω é arbitrário, a desigualdade (3.32) nos diz que ν(Ω′) = 0 ou

[ν(Ω′)]
2

2∗ [ν(Ω)]
(2∗−2)

2 6 ν(Ω′) para ν(Ω′) 6= 0, isto é,

[ν(Ω)]
2

2∗ 6
[
ν(Ω′)

]1− 2
2∗ =

[
ν(Ω′)

] (2−2∗)
2∗ .

Assim, ν(Ω) = ν(Ω′). Em outras palavras, a medida ν é zero ou é total e, portanto, está

concentrada em um único ponto. Usando a igualdade (3.29), segue-se que a medida γ também

concentra-se em um único ponto.

Etapa 4. Nessa etapa vamos considerar o caso geral em que un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω)

e escrevemos vn = un − u0. Assim, vn ⇀ 0 fracamente em H1
0(Ω). Devemos mostrar que

|∇un|2 − µ
u2

n
|x|2 ⇀ γ + |∇u0|2 + µ

u2
0
|x|2 em M(Ω).
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Para isso vamos verificar que para qualquer f ∈ D(Ω) vale

lim
n→∞

∫
Ω

f
(
|∇un|2 + µ

u2
n
|x|2

)
dx =

∫
Ω

f dγ +
∫

Ω
f
(
|∇u0|2 + µ

u2
0
|x|2

)
dx.

Por hipótese, temos que

|∇(un − u0)|2 − µ
(un − u0)2

|x|2 ⇀ γ em M(Ω),

ou seja, para qualquer f ∈ D(Ω) vale

lim
n→∞

∫
Ω

f
(
|∇(un − u0)|2 − µ

(un − u0)2

|x|2
)

dx

= lim
n→∞

∫
Ω

f |∇(un − u0)|2dx− µ lim
n→∞

∫
Ω

f
(un − u0)2

|x|2 dx =
∫

Ω
f dγ.

Usando o Lema 3.2, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

f |∇un|2dx−
∫

Ω
f |∇u0|2dx− µ lim

n→∞

∫
Ω

f
(un − u0)2

|x|2 dx =
∫

Ω
f dγ. (3.33)

Pelo Lema A.15 de Brézis-Lieb, aplicado a fn = un, f = u0 e p = 2, obtemos

lim
n→∞

[∫
Ω

f
u2

n
|x|2 dx−

∫
Ω

f
(un − u0)2

|x|2 dx
]
=
∫

Ω
f

u2
0
|x|2 dx.

Dessa forma,

lim
n→∞

∫
Ω

f
(un − u0)2

|x|2 dx = lim
n→∞

∫
Ω

f
u2

n
|x|2 dx−

∫
Ω

f
u2

0
|x|2 dx. (3.34)

Substituindo (3.34) em (3.33), concluı́mos que

lim
n→∞

∫
Ω

f |∇un|2dx−
∫

Ω
f |∇u0|2dx− µ

(
lim
n→∞

∫
Ω

f
u2

n
|x|2 dx−

∫
Ω

f
u2

0
|x|2 dx

)
=
∫

Ω
f dγ. (3.35)

Reescevendo o limite (3.35), resulta que

lim
n→∞

∫
Ω

f
(
|∇un|2 − µ

u2
n
|x|2

)
dx =

∫
Ω

f dγ +
∫

Ω
f
(
|∇u0|2 − µ

u2
0
|x|2

)
dx,

e, pela Definição A.13 de convergência fraca em medida, obtemos

|∇un|2 − µ
u2

n
|x|2 ⇀ γ + |∇u0|2 − µ

u2
0
|x|2 em M(Ω). (3.36)

Consideramos agora h ∈ D(Ω) não negativa e seja fn = h
1

2∗ |un|. Sabemos que fn ⇀ f
fracamente em H1

0(Ω) pois un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω). Assim, pelo Teorema de Rellich

(Teorema A.12) temos que fn → f fortemente em L2∗(Ω). Portanto, ( fn)n∈N é limitada em
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L2∗(Ω). Além disso, como por hipótese un → u0 q.t.p. em Ω, então fn → f q.t.p. em Ω. Sendo

assim, pelo Lema A.15 de Brézis-Lieb, aplicado a fn = un, f = u0 e p = 2∗, obtemos∫
Ω

h|u0|2
∗
dx = lim

n→∞

(∫
Ω

h|un|2
∗
dx−

∫
Ω

h|vn|2
∗
dx
)

= lim
n→∞

(∫
Ω

h|un|2
∗
dx
)
−
∫

Ω
hdν,

ou seja,

lim
n→∞

(∫
Ω

h|un|2
∗
dx
)
=
∫

Ω
hdν +

∫
Ω

h|u0|2
∗
dx.

Pela Definição A.13 de convergência fraca em medida, obtemos

|un|2
∗
⇀ ν + |u0|2

∗
em M(Ω). (3.37)

Com as convergências fracas (3.36) e (3.37), a desigualdade (3.5) no caso geral segue da corres-

pondente desigualdade para a sequência (vn)n∈N ⊂ H1
0(Ω).

Etapa 5. Começamos analisando a expressão∣∣∣∣∫|x|>R
|∇vn|2dx− µ′

∫
|x|>R

|vn|2
|x|2 dx− λ

∫
|x|>R
|vn|2dx

−
(∫
|x|>R
|∇un|2dx− µ′

∫
|x|>R

|un|2
|x|2 dx− λ

∫
|x|>R
|un|2dx

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫|x|>R
|∇(un − u0)|2dx− µ′

∫
|x|>R

|un − u0|2
|x|2 dx− λ

∫
|x|>R
|un − u0|2dx

−
(∫
|x|>R
|∇un|2dx− µ′

∫
|x|>R

|un|2
|x|2 dx− λ

∫
|x|>R
|un|2dx

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫|x|>R

(
|∇(un − u0)|2 − |∇un|2

)
dx− µ′

∫
|x|>R

1
|x|2

(
|un − u0|2 − |un|2

)
dx

− λ
∫
|x|>R
|un − u0|2 − |un|2dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫|x|>R

(
|∇(un − u0)|2 − |∇un|2

)
− µ′

|x|2
(
|un − u0|2 − |un|2

)
− λ

(
|un − u0|2 − |un|2

)
dx
∣∣∣∣

6
∫
|x|>R

∣∣∣∣(|∇(un − u0)|2 − |∇un|2
)
− µ′

|x|2
(
|un − u0|2 − |un|2

)
− λ

(
|un − u0|2 − |un|2

)∣∣∣∣ dx

6
∫
|x|>R

(∣∣|∇(un − u0)|2 − |∇un|2
∣∣+ |µ′||x|2 ∣∣|un − u0|2 − |un|2

∣∣+ |λ| ∣∣|un − u0|2 + |un|2
∣∣) dx.

(3.38)

Usando a desigualdade 2 do Teorema (A.3) com a = |∇un| e b = | − ∇u0|, segue-se que,

dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que∣∣|∇un −∇u0|2 − |∇un|2
∣∣ 6 ε|∇un|2 + Cε|∇u0|2. (3.39)
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Para a segunda e a terceira parcelas da desigualdade (3.38) aplicamos novamente a desigual-

dade 2 do Teorema (A.3) agora com a = un e b = −u0; assim, obtemos∣∣|un − u0|2 − |un|2
∣∣ 6 ε|un|2 + Cε|u0|2. (3.40)

Dessa forma, substituindo as desigualdades (3.39) e (3.40) em (3.38), obtemos∫
|x|>R

(∣∣|∇(un − u0)|2 − |∇un|2
∣∣+ |µ′||x|2 ∣∣|un − u0|2 + |un|2

∣∣+ |λ| ∣∣|un − u0|2 − |un|2
∣∣) dx

6
∫
|x|>R

(
ε|∇un|2 + Cε|∇u0|2

)
dx + |µ′|

∫
|x|>R

(
ε|un|2 + Cε|u0|2

)
|x|2 dx

+ |λ|
∫
|x|>R

(
ε|un|2 + Cε|u0|2

)
dx

= ε

(∫
|x|>R
|∇un|2dx + |µ′|

∫
|x|>R

|un|2
|x|2 dx + |λ|

∫
|x|>R
|un|2dx

)
+ Cε

(∫
|x|>R
|∇u0|2dx + |µ′|

∫
|x|>R

|u0|2
|x|2 dx + |λ|

∫
|x|>R
|u0|2dx

)
.

Notamos que o primeiro termo é limitado; logo, quando n→ ∞ esse termo tende a um valor k
e o segundo termo é integrável e tende a zero quando R→ ∞. Assim,∫

|x|>R

(∣∣|∇(un − u0)|2 − |∇un|2
∣∣+ |µ′||x|2 ∣∣|un − u0|2 + |un|2

∣∣+ |λ| ∣∣|un − u0|2 − |un|2
∣∣) dx

6 εk + Cεo(1). (3.41)

Como ε > 0 é arbitrário, vemos que∫
|x|>R
|∇vn|2dx− µ′

∫
|x|>R

|vn|2
|x|2 dx− λ

∫
|x|>R
|vn|2dx

=
∫
|x|>R
|∇un|2dx− µ′

∫
|x|>R

|un|2
|x|2 dx− λ

∫
|x|>R
|un|2dx.

Agora consideramos a sequência fn = |un|. Como un ⇀ u0 fracamente em H1
0(Ω) segue-se

que fn ⇀ f fracamente em H1
0(Ω). Pelo Lema A.15 de Brézis-Lieb, segue-se que∫

|x|>R
|u0|2

∗
dx = lim

n→∞

(∫
|x|>R
|un|2

∗
dx−

∫
|x|>R
|vn|2

∗
dx
)

,

e passando ao limite quando R→ ∞ obtemos

lim
R→∞

(∫
|x|>R
|u0|2

∗
dx
)
= lim

R→∞

[
lim
n→∞

(∫
|x|>R
|un|2

∗
dx−

∫
|x|>R
|vn|2

∗
dx
)]

.

Como |u0|2∗ é integrável sabemos que lim
R→∞

(∫
|x|>R
|u0|2

∗
dx
)
= 0. Logo,

lim
R→∞

(
lim
n→∞

∫
|x|>R
|vn|2

∗
dx
)
= lim

R→∞

(
lim
n→∞

∫
|x|>R
|un|2

∗
dx
)
= ν∞. (3.42)
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Finalmente, dos limites (3.41) e (3.42), concluı́mos que vale a desigualdade (3.6) no caso geral.

Etapa 6. Para todo R > 1 temos

lim
n→∞

(∫
Ω
|∇un|2dx− µ

∫
Ω

1
|x|2 |un|2dx− λ

∫
Ω
|un|2dx

)
= lim

n→∞

(∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx− µ

∫
Ω
|ψR|2

1
|x|2 |un|2dx− λ

∫
Ω
|ψR|2|un|2dx

+
∫

Ω
(1− ψ2

R)|∇un|2dx− µ
∫

Ω
(1− ψ2

R)
1
|x|2 |un|2dx− λ

∫
Ω
(1− ψ2

R)|un|2dx
)

= lim
n→∞

(∫
Ω
|ψR|2|∇un|2dx− µ

∫
Ω
|ψR|2

1
|x|2 |un|2dx− λ

∫
Ω
|ψR|2|un|2dx

)
+ lim

n→∞

(∫
Ω
(1− ψ2

R)|∇un|2dx− µ
∫

Ω
(1− ψ2

R)
1
|x|2 |un|2dx− λ

∫
Ω
(1− ψ2

R)|un|2dx
)

.

Passando ao limite quando R → ∞, na primeira parcela obtemos a definição de γ∞. Resta

estudar a segunda parcela. Para isso utilizamos a convergência em medida (3.36), a saber

|∇un|2 − µ
u2

n
|x|2 ⇀ γ + |∇u0|2 − µ

u2
0
|x|2 em M(Ω).

Ressaltamos que no presente caso temos um termo adicional −λ
∫

Ω
|un|2dx. Entretanto, todas

as passagens realizadas na Etapa 4. continuam válidas com esse termo. Dessa forma,

lim
n→∞

(∫
Ω
(1− ψ2

R)

(
|∇un|2 − µ

1
|x|2 |un| − λ|un|2

)
dx
)

=
∫

Ω
(1− ψ2

R)dγ +
∫

Ω
(1− ψ2

R)

(
|∇u0|2 −

µ

|x|2 |u0|2 − λ|u0|2
)

dx

=
∫

Ω
dγ−

∫
Ω

ψ2
Rdγ +

∫
Ω

(
|∇u0|2 −

µ

|x|2 |u0|2 − λ|u0|2
)

dx

−
∫

Ω
ψ2

R

(
|∇u0|2 −

µ

|x|2 |u0|2 − λ|u0|2
)

dx.

Fazendo R→ ∞, obtemos

‖γ‖+
∫

Ω
|∇u0|2dx + µ

∫
Ω

|u0|2
|x|2 dx + λ

∫
Ω
|u0|2dx.

Demonstramos assim a igualdade (3.7).

Agora vamos provar a igualdade (3.8). Para R > 1, temos

lim
n→∞

∫
Ω
|un|2

∗
dx = lim

n→∞

∫
Ω

ψ2∗
R |un|2

∗
dx + lim

n→∞

∫
Ω
(1− ψ2∗

R )|un|2
∗
dx. (3.43)

Utilizando a convergência em medida (3.37) encontrada na Etapa 4, a saber |un|2∗ ⇀ ν + |u0|2∗

em M(Ω), quando n→ ∞, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω
(1− ψ2∗

R )|un|2
∗
dx =

∫
Ω
(1− ψ2∗

R )dν +
∫

Ω
(1− ψ2∗

R )|u0|2
∗
dx

=
∫

Ω
dν−

∫
Ω

ψ2∗
R dν +

∫
Ω
|u0|2

∗
dx−

∫
Ω

ψ2∗
R |u0|2

∗
dx.
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Passando ao limite quando R→ ∞, resulta que

lim
R→∞

(
lim
n→∞

∫
Ω
(1− ψ2∗

R )|un|2
∗
dx
)
= lim

R→∞

(∫
Ω

dν +
∫

Ω
|u0|2

∗
dx
)

− lim
R→∞

(∫
Ω

ψ2∗
R dν +

∫
Ω

ψ2∗
R |u0|2

∗
dx
)

. (3.44)

Como ψR → 0 quando R→ ∞, pelo Teorema A.11 da Convergência Dominada temos que

lim
R→∞

(∫
Ω

ψ2∗
R dν

)
= lim

R→∞

(∫
Ω

ψ2∗
R |u0|2

∗
dx
)
= 0.

Assim, subtituindo esse limite na igualdade (3.44), segue-se que

lim
R→∞

(
lim
n→∞

∫
Ω
(1− ψ2∗

R )|un|2
∗
dx
)
= ‖ν‖+

∫
Ω
|u0|2

∗
dx. (3.45)

Dos limites (3.26) e (3.45) aplicadas a (3.43), segue-se que

lim
R→∞

(
lim
n→∞

∫
Ω
|un|2

∗
dx
)
= ν∞ + ‖ν‖+

∫
Ω
|u0|2

∗
dx,

e com isso obtemos a igualdade (3.8).

Isso conclui a demonstração do lema.

Observamos que, como µ′ é um número arbitrário, a desigualdade ν
2

2∗
∞ 6 (Sµ′

λ (Ω))−1γ∞

pode ser substituı́da por ν
2

2∗
∞ 6 (M)−1γ∞ em que M = sup{Sµ′

λ (Ω) : µ′ ∈ R} = lim
µ′→−∞

Sµ′

λ (Ω).

3.3 Existência de soluções em domı́nios contidos em cilindros

Os principais resultados deste capı́tulo seguem diretamente do próximo lema.

3.4 Lema. Suponhamos que Ω ⊂ RN está contido em um cilindro e que Sµ′

λ (Ω) é atingido quando
µ′ < µ. Seja (un)n∈N ∈ V(Ω) uma sequência minimizante para Sµ

λ(Ω). Então, passando a uma
subsequência denotada da mesma forma, existe u0 ∈ V(Ω) tal que un ⇀ u0 fracamente em H1

0(Ω) e u0

é um mı́nimo para Sµ
λ(Ω).

Demonstração. Como µ′ < µ e já que, por hipótese, Sµ′

λ (Ω) é atingido, temos que

Sµ′

λ (Ω) > Sµ
λ(Ω). (3.46)

Por outro lado, no Capı́tulo 3, Teorema 2.4, demonstramos que se µ < 0 então

Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω). (3.47)

Além disso, a mesma desigualdade foi demonstrada por Jannelli [8] no caso em que µ > 0. As

desigualdades (3.46) e (3.47) são o ponto chave da demonstração.
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Como a sequência (un)n∈N ⊂ V(Ω) é minimizante para Sµ
λ(Ω), resulta que (un)n∈N é li-

mitada em H1
0(Ω). Assim, passando a uma subsequência, ainda denotada da mesma forma,

podemos supor que são válidas as hipóteses do Lema3.3 de concentração-compacidade; usare-

mos a notação desse lema. Sendo assim,

Sµ
λ(Ω) =

∫
Ω
|∇u0|2dx− λ

∫
Ω
|u0|2dx− µ

∫
Ω

|u0|2
|x|2 dx + γ∞ + ‖γ‖. (3.48)

Por outro lado, como consequência da definição de Sµ
λ(Ω) temos que

Sµ
λ(Ω)

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
6
∫

Ω
|∇u0|2dx− µ

∫
Ω

|u0|2
|x|2 dx− λ

∫
Ω
|u0|2dx. (3.49)

Das desigualdades (3.48) e (3.49) resulta que

Sµ
λ(Ω) > Sµ

λ(Ω)

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
+ γ∞ + ‖γ‖.

Combinando esse resultado com as desigualdades ‖γ‖ > Sµ
λ(Ω)‖ν‖ 2

2∗ e γ∞ > Sµ′

λ (Ω)ν
2

2∗
∞ do

Lema 3.3 de concentração-compacidade, obtemos

Sµ
λ(Ω) > Sµ

λ(Ω)

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
+ Sµ

λ(Ω)‖ν‖ 2
2∗ + Sµ′

λ (Ω)ν
2

2∗
∞

> Sµ
λ(Ω)

((∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
+ ‖ν‖ 2

2∗ + ν
2

2∗
∞

)
= Sµ

λ(Ω), (3.50)

em que na última desigualdade utilizamos as desigualdades (3.46) e (3.47) e na última igual-

dade usamos o fato de que 2∗ > 2, e isso implica que a
2

2∗ > a para todo a ∈ [0, 1], valendo a

igualdade se, e somente se, a = 0 ou a = 1.

Logo, valem as igualdades em todas as passagens e(∫
Ω
|u0|2

∗
dx
) 2

2∗
+ ‖ν‖ 2

2∗ + ν
2

2∗
∞ =

(∫
Ω
|u0|2

∗
dx + ‖ν‖+ ν∞

) 2
2∗

= 1.

Assim, concluı́mos que pode ocorrer apenas um dos seguintes casos:

1.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = ν∞ = 0 e ‖ν‖ = 1,

2.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = ‖ν‖ = 0 e ν∞ = 1,

3.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = 1 e ‖ν‖ = ν∞ = 0.

Suponhamos que vale o caso 1. Substituindo esses valores em (3.50), resulta que Sµ
λ(Ω) >

Sµ
0 (Ω); mas como vale (3.47), a saber Sµ

λ(Ω) < Sµ
0 (Ω), o caso 1 fica excluı́do.

Suponhamos agora que vale o caso 2. Substituindo esses valores em (3.50), resulta que

Sµ
λ(Ω) > Sµ′

λ (Ω); mas como vale (3.46), a saber Sµ
λ(Ω) < Sµ′

λ (Ω), o caso 2 fica excluı́do.
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Dessa forma, vale o caso 3. Assim, da igualdade (3.48) segue-se que∫
Ω
|∇u0|2dx− λ

∫
Ω
|u0|2dx− µ

∫
Ω

|u0|2
|x|2 dx = Sµ

λ(Ω).

Isso conclui a demonstração do lema.

Agora vamos aplicar o Lema 3.4 a uma classe de domı́nios contendo um cilindro C e que

tendem assintoticamente para C. Escrevemos RN = RN−d ×Rd, x = (y, z) ∈ RN−d ×Rd e

Ωz = {y ∈ RN−d : (y, z) ∈ Ω}.

Ω1
Ω

Ω2

y1

y2

z

Figura 3.2: Exemplo para o conjunto Ω. Neste caso, Ω1 e Ω2 são dois cilindros tais que Ω1 ⊂
Ω ⊂ Ω2, e Ω tende assintoticamente para Ω1.

3.5 Teorema. Sejam Ω1, Ω2 ⊂ RN−d tais que Ω1 ×Rd ⊂ Ω ⊂ Ω2 ×Rd e suponhamos que

lim
|z|→∞

sup{dist(y, Ω1) : y ∈ Ωz} = 0.

Se µ > 0, então o ı́nfimo Sµ
λ(Ω) é atingido.

Demonstração. O caso em que µ = 0 foi demonstrado por Ramos, Wang e Willem em [13, pág.2,

Theorem 1.1]. Sabemos então que S0
λ é atingido. Para µ > 0, utilizamos o Lema 3.4 com µ′ = 0

e o teorema fica demonstrado.

O seguinte teorema é também uma consequência do Lema 3.4.

3.6 Teorema. Suponhamos que Ω = Ω1×Rd, com N > d > 1. Então Sµ
λ(Ω) é atingido se, e somente

se, µ > 0.

Demonstração. O teorema anterior mostra que Sµ
λ(Ω) é atingido quando µ > 0. Devemos mos-

trar agora que Sµ
λ(Ω) nunca é atingido se µ < 0.

Argumentando por contradição, suponhamos que Sµ
λ(Ω) é atingido para µ < 0. O Lema 3.4

implica que S0
λ(Ω) também é atingido (basta usar µ′ < µ = 0) e toda sequência minimizante

sempre tem uma subsequência convergindo fracamente para o mı́nimo.

Mas no caso em que µ = 0 o problema é invariante por translações por vetores no conjunto

0 × Rd. Assim, dada uma sequência minimizante (un)n∈N ⊂ V(Ω) para S0
λ(Ω), efetuamos
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translações por vetores do tipo xn = (0, zn) com zn = n de modo a obter uma nova sequência

(vn)n∈N ⊂ V(Ω) que ainda é minimizante em Ω e tem somente a função nula como ponto de

acumulação fraco. Podemos usar como exemplo uma sequência minimizante un verificando a

condição un(x) = 0 para todo x ∈ Ω tal que |x| < n.

Como o limite forte existe e é maior do que zero, já que S0
λ(Ω) > 0 devido a desigualdade

de Hardy, temos que o limite fraco não coincide com o limite forte. Dessa contradição, segue-se

que Sµ
λ(Ω) nunca é atingido se µ < 0. Isso conclui a demonstração do teorema.

3.7 Observação. Usando os mesmos argumentos da demonstração do Teorema 3.6 podemos

mostrar que, se Ω = Ω1 ×Rd, então o ı́nfimo λ1(µ) é atingindo se, e somente se, µ > 0. Nesse

caso, existe uma solução do problema de autovalor (1.20).
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Existência de soluções em domı́nios invariantes

4.1 Soluções invariantes

Neste capı́tulo usamos uma hipótese invariante sobre o conjunto aberto Ω (que pode ser não

limitado) e procuramos soluções invariantes para o problema (1.23), a saber,
−∆u(x)− λu(x)− µ

u(x)
|x|2 = u(x)2∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

No caso particular em que Ω é um cilindro, os resultados deste capı́tulo permitem aumentar o

domı́nio dos parâmetros λ e µ para os quais existe solução para o problema (1.23).

Novamente usamos a hipótese (H) e definimos G = {1} ×O(d) ⊂ O(N) em que {1} repre-

senta o subgrupo trivial de O(N − d). Também consideramos o domı́nio Ω ⊂ RN contendo a

origem e verificando as seguintes condições:

1. Existe Ω1 ⊂ RN−d limitado tal que Ω ⊂ Ω1 ×Rd.

2. O conjunto Ω é invariante por G, isto é, g(Ω) = Ω para todo g ∈ G.

Por exemplo, essas condições são verificadas se Ω = Ω1 ×Rd, em que Ω1 ⊂ RN−d é um

conjunto aberto e limitado. Observamos que sob essas condições o problema (1.23) é invariante

por G, isto é, se u é uma solução, então u ◦ g também uma solução para todo g ∈ G.

Neste capı́tulo estamos interessados na existência de soluções invariantes para o problema (1.23).

Demonstramos a existência de solução usando as mesmas idéias dos capı́tulos 2 e 3, isto é, mos-

tramos que o ı́nfimo Sµ
λ(Ω, G) definido em (2.1) é atingido. Para isso, dividimos a análise em

dois casos essencialmente distintos: o caso d > 2 e o caso d = 1.

4.2 O caso d > 2

Começamos com um lema auxiliar, demonstrado por Ramos, Wang e Willem [13].

4.1 Lema. Seja r ∈ R+ um número positivo e seja (un)n∈N ⊂ H1(RN) uma sequência limitada. Se

lim
n→∞

sup
{∫

B(x,r)
|un|2

∗
dx : x ∈ RN

}
= 0,

então un → 0 em L2∗(RN) quando n→ ∞.

55
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Demonstração. Da desigualdade de Sobolev segue-se que

∫
B(x,r)
|un|2

∗
dx 6 S

(∫
B(x,r)

(|∇un|2 + u2
n)dx

) 2
2∗

para toda função un ∈ H1
0(R

N) e para todo λ > 0. Assim, temos

∫
B(x,r)
|un|2

∗
dx 6 Sλ

(∫
B(x,r)

(|∇un|2 + u2
n)dx

)λ 2
2∗
(∫

B(x,r)
|un|2

∗
dx
)1−λ

Escolhendo λ = 2/2∗ e cobrindo o RN com bolas de raio r de modo que cada ponto de RN

esteja contido em no máximo N + 1 bolas, obtemos encontramos∫
RN
|un|2

∗
6 (N + 1)cλ

∫
RN

(|∇un|2 + u2
n)dx

{
sup

x∈RN

(∫
B(x,r)
|un|2

∗
dx
)1−λ

}
,

em que a primeira intetral é limitada e o segunda integral tende a zero por hipótese. Logo,

un → 0 em L2∗(RN) quando n→ ∞.

Usando o Lema 3.3 de concentração-compacidade e o Lema 4.1 podemos demonstrar o

seguite resultado.

4.2 Teorema. Se d > 2, então o ı́nfimo Sµ
λ(Ω, G) é atingido.

Demonstração. Inicialmente verificamos dois resultados auxiliares.

AFIRMATIVA 4.1. Sµ
0 (Ω, G) = Sµ

0 (Ω).

De fato, a desigualdade

Sµ
0 (Ω, G) > Sµ

0 (Ω) (4.1)

é imediata pelas definições envolvidas e vale tanto para µ > 0 quanto para µ < 0.

Se µ > 0, consideramos a sequência (un)n∈N ⊂ H1(RN) minimizante para Sµ
0 (Ω) definida

na Observação 2.3. Essas funções podem ser consideradas como funções radiais e, assim, são

invariantes pela ação do grupo G. Dessa forma,

Sµ
0 (Ω, G) 6 Sµ

0 (Ω). (4.2)

Combinando (4.1) e (4.2) obtemos o resultado.

Se µ < 0, então pelo Teorema 2.2 temos que Sµ
0 (Ω) = S e podemos considerar a sequência

minimizante {νε} definida na demonstração do Teorema 2.2. Se naquela demonstração esco-

lhermos a função ϕ radial e um vetor ξ da forma ξ = (ξ1, 0), com ξ1 ∈ RN−d, então as funções

νε também são invariantes pela ação do grupo G. Dessa forma,

Sµ
0 (Ω, G) 6 S = Sµ

0 (Ω). (4.3)

Combinando (4.1) e (4.3) obtemos o resultado.
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AFIRMATIVA 4.2. Sµ
λ(Ω, G) < Sµ

0 (Ω).

Se µ > 0, Jannelli [8] demonstrou que Sµ
λ(Ω, G) < Sµ

0 (Ω, G). Usando a Afirmativa 4.1,

resulta que Sµ
λ(Ω, G) < Sµ

0 (Ω) e obtemos o resultado.

Se µ < 0, então pelo Teorema 2.4 temos que Sµ
λ(Ω) < Sµ

0 (Ω). Usando a Afirmativa 4.1 e o

Teorema 2.2, segue-se que Sµ
0 (Ω, G) = Sµ

0 (Ω) = S. Logo, Sµ
λ(Ω, G) < Sµ

0 (Ω, G) = Sµ
0 (Ω) = S e

obtemos o resultado.

Usando uma sequência (un)n∈N ⊂ V(Ω, G) minimizante para Sµ
λ(Ω, G) e passando a uma

subsequência, ainda denotada da mesma forma, podemos supor que valem as hipóteses do

Lema 3.3 de concentração-compacidade; usaremos a notação desse lema.

Argumentando como na demonstração do Lema 3.4, obtemos desigualdades similares a (3.50),

agora envolvendo o ı́nfimo Sµ
λ(Ω, G). Portanto, vale apenas um dos seguintes casos:

1.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = ν∞ = 0 e ‖ν‖ = 1,

2.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = ‖ν‖ = 0 e ν∞ = 1,

3.
∫

Ω
|u0|2

∗
dx = 1 e ‖ν‖ = ν∞ = 0.

Suponhamos que vale o caso 1. Pelos cálculos apresentados no Lema 3.4 temos que Sµ
0 (Ω, G) >

Sµ
λ(Ω, G). Mas pela Afirmativa 2 vale a desigualdade Sµ

λ(Ω, G) < Sµ
0 (Ω) e obtemos uma

contradição. Logo, o caso 1 não pode ocorrer.

Suponhamos que vale o caso 2. Como (un)n∈N ⊂ H1(RN) é sequência limitada, o Lema 4.1

garante a existência de ε > 0 e de xn ∈ Ω tais que
∫

B(xn,1)
|un|2

∗
dx > ε.

Devemos mostrar que (xn)n∈N ⊂ Ω é uma sequência limitada. Para isso, argumentamos

por contradição. Passando a uma subsequência se necessário, suponhamos que |xn| → ∞

quando n→ ∞. Para cada n ∈N, definimos

m(n) = {k ∈N : existem g1, . . . , gk ∈ G, gi(B(xn, 1)) ∩ gj(B(xn, 1)) = ∅ se i 6= j}.

Pela divergência da sequência (xn)n∈N ⊂ Ω, pelas propriedades de Ω e pela hipótese d > 2

sabemos que m(n)→ ∞. Assim, pela invariância de cada un, obtemos

1 =
∫

Ω
|un|2

∗
dx > m(n)

∫
B(xn,1)

|un|2
∗
dx > εm(n)→ ∞.

Essa contradição mostra que a sequência (xn)n∈N é limitada.

Seja agora x0 ∈ Ω um ponto de acumulação de (xn)n∈N; então, quando n→ ∞, temos∫
B(x0,2)

|un|2
∗
dx > ε.

Da definição de ν∞ dada no Lema 3.3, segue-se que ν∞ 6 1− ε em que ε > 0 e obtemos uma

contradição. Logo, o caso 1 não pode ocorrer.

Portanto, deve ocorrer o caso 3. Finalmente, como no Lema 3.4, a função u0 deve ser um

mı́nimo para o ı́nfimo Sµ
λ(Ω, G). Isso conclui a demonstração do teorema.
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4.3 Observação. Em muitos casos, podemos escolher um subgrupo conveniente G de {1} ×
O(d); a ideia é que a sequência m(n) da prova do Teorema 4.2 tende ao infinito quando (xn)n∈N ⊂
Ω não é limitado.

Esse tipo de subgrupo é chamado de subgrupo compatı́vel com Ω. Por exemplo, se d = 4, po-

demos escolher G = {1}×O(2)×O(2); assim, podemos estender os resultados do Teorema 4.2

para conjuntos Ω invariantes por G, mas não para conjuntos invariantes por {1} ×O(4) (por

exemplo Ω = (0, 1)×M), em que M é definido por M = {(x, y, z, t) ∈ R4 : (x2 + y2)(z2 + t2) <

1}.
Observamos a importância da hipótese d > 2 na demonstração do Teorema 4.2 pois nesse

caso temos que m(n) → ∞ quando xn diverge. Quando d = 1, a situação é completamente

diferente e podemos garantir a existência de solução somente se λ é suficientemente pequeno.

4.3 O caso d = 1

4.4 Teorema. Seja G = {1}×O(1) e seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto verificando as condições acima
com d = 1. Suponhamos também que

Sµ
λ(Ω, G) < 2

(
1
2

) 2
2∗

Sµ
λ(Ω). (4.4)

Então o problema (1.23) tem pelo menos uma solução invariante.

Demonstração. Escrevemos x ∈ Ω como x = (y, z) em que y ∈ RN−1 e z ∈ R. Observamos que

o grupo G tem somente dois elementos, a aplicação identidade e a aplicação (y, z) 7→ (y,−z).
Como no caso anterior, consideramos uma sequência (un)n∈N ⊂ V(Ω, G) minimizante para

Sµ
λ(Ω, G) e mostramos que o limite fraco u0 não é zero. Utilizando novamente o Lema 3.3 com

µ′ = µ, obtemos os mesmos casos descritos na demonstração do Teorema 4.2.

Pelos mesmos argumentos apresentados no Teorema 4.2, o caso1 não pode ocorrer.

Suponhamos que vale o caso 2. Pela definição de γ∞ dada no Lema 3.3 temos que γ∞ =

Sµ
λ(Ω, G). Seja ε ∈ R+ arbitrário e seja ψ ∈ C∞(Ω) uma função corte radial tal que ψ(x) = 0 se

|x| < R, ψ(x) = 1 se |x| > R + 1 e 0 6 ψ 6 1 para todo x ∈ Ω. Escolhemos R suficientemente

grande de modo que valem as seguintes propriedades:

1. O suporte da função ψ tem duas componentes conexas ilimitadas; uma dessas compo-

nentes é denotada por Ω+ = {(y, z) ∈ Ω : z > 0} e outra por Ω− = {(y, z) ∈ Ω : z < 0}.
Denotamos vn(x) = ψ(x)un(x). Como ψ é uma função radial e un ∈ H1

0,G(Ω), segue-se

que vn ∈ H1
0,G(Ω);

2. lim
n→∞

∫
Ω
|vn|2

∗
dx > 1− ε;

3. lim
n→∞

∫
Ω
|∇vn|2dx− µ

∫
Ω

v2
n
|x|2 dx− λ

∫
Ω

v2
ndx < Sµ

λ(Ω, G) + ε.
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Podemos escolher R verificando esse último item pois γ∞ = Sµ
λ(Ω, G). Agora definimos

wn(x) =

vn(x) se x ∈ Ω+,

0 se x /∈ Ω+.

Como (vn)n∈N ∈ H1
0,G(Ω), temos que (wn)n∈N ∈ H1

0,G(Ω). Notamos que vn(y, z) = wn(y, z) +
wn(y,−z). Usando essas ideias, obtemos

Sµ
λ(Ω, G) + ε > lim

n→∞

∫
Ω
|∇vn|2dx− µ

∫
Ω

v2
n
|x|2 dx− λ

∫
Ω

v2
ndx

= 2
(

lim
n→∞

∫
Ω
|∇wn|2dx− µ

∫
Ω

w2
n
|x|2 dx− λ

∫
Ω

w2
ndx
)

> 2Sµ
λ(Ω)

(
lim
n→∞

∫
Ω
|wn|2

∗
dx
) 2

2∗

> 2Sµ
λ(Ω)

(
1− ε

2

) 2
2∗

(4.5)

em que na primeira desigualdade utilizamos o item 3, na segunda passagem utilizamos a in-

variância da integral devido à definição de wn(x), na terceira passagem utilizamos a definição

de Sµ
λ(Ω) e na última desigualdade utilizamos o item 2.

Como ε ∈ R+ é arbitrário, da desigualdade (4.5) segue-se que Sµ
λ(Ω, G) > 2

(
1
2

) 2
2∗

Sµ
λ(Ω),

o que é uma contradição com a hipótese (4.4). Logo, o caso 2 não pode ocorrer.

Portanto, deve ocorrer o caso 3. Finalmente, como no Lema 3.4, a função u0 deve ser um

mı́nimo para o ı́nfimo Sµ
λ(Ω, G). Isso conclui a demonstração do teorema.

4.5 Observação. 1. As funções λ 7→ Sµ
λ(Ω), λ 7→ Sµ

λ(Ω, G) são contı́nuas e coincidem quando

λ = 0 (na demonstração do Teorema 4.2 mostramos que Sµ
0 (Ω) = Sµ

0 (Ω, G) > 0). Assim,

a condição (4.4) é verificada se λ é suficientemente pequeno.

2. Analisando os diferentes resultados obtidos quando Ω é um cilindro, isto é, Ω = Ω1×Rd,

em que Ω1 ⊂ RN−d um conjunto aberto limitado, N > d > 1. No Teorema 4.2 provamos

a existência de soluções invariantes se d > 2. Mas, se d = 1, podemos garantir a existência

de soluções somente se λ é suficientemente pequeno tanto para µ > 0 quanto para µ < 0.
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Resultados auxiliares

A.1 Espaços de Funções

• Ck(Ω), para k = 1, 2, ... é o espaço das funções u : Ω → R que são k vezes diferenciáveis

em Ω e tais que as k-ésimas derivadas são contı́nuas em Ω;

• C∞(Ω) é o espaço das funções u : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis em Ω;

• Ck
0(Ω) é o subespaço de Ck(Ω) que contém apenas as funções que possuem suporte com-

pacto em Ω, isto é, o fecho (em RN) do conjunto {x ∈ Ω : u(x) 6= 0};

• C∞
0 (Ω) é o subespaço de C∞(Ω) das funções que possuem suporte compacto em Ω;

• Lp(Ω) é o espaço de Lebesgue das funções mensuráveis u : Ω → R tal que∫
Ω|u(x)|pdx < +∞, com a norma |u|p =

(∫
Ω |u(x)|p

)1/p; enquanto L∞(Ω) é o espaço

das funções mensuráveis u : Ω → R tal que ess supx∈Ω |u(x)| < +∞, com a norma

|u|∞ = ess sup |u(x)|;

• Lp
loc(Ω) é o espaço das funções mensuráveis u : Ω → R tal que para todo conjunto

compacto K ⊂ Ω, temos |u|Lp(K) < +∞;

• H1(Ω) é o espaço de Sobolev definido por

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω);

∂u
∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, ..., N

}
em que as derivadas ∂u

∂xi
estão no sentido das distribuições;

• H1
0(Ω) é o fecho de C∞

0 (Ω) em H1(Ω) dotado da mesma norma de H1(Ω), a saber,

‖u‖ =
(∫

Ω
|∇u|2 dx +

∫
Ω

u2dx
)1/2

;

• D1,2(RN), para N > 4, é o espaço definido como

D1,2(RN) =

{
u ∈ L2∗(RN);

∂u
∂xi
∈ L2(RN), i = 1, ..., N

}
,

dotado da norma ‖u‖ =
(∫

RN |∇u|2 dx
)1/2

, em que as derivadas ∂u
∂xi

estão no sentido das

distribuições;

• D(Ω) é o espaço das funções teste, isto é, das funções em C∞
0 (Ω) munido com a noção de

convergência uniforme.
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A.2 O grupo ortogonal

Denotamos o conjunto das matrizes quadradas de ordem N invertı́veis por GLN .

A.1 Definição. O grupo ortogonal é o conjunto

O(N) = {A ∈ GLN : A−1 = AT}.

Esse conjunto também é denominado grupo de transformações lineares isométricas de RN .

A.2 Teorema. O conjunto O(N) é um grupo com a operação de multiplicação de matrizes.

Demonstração. Sabemos que O(N) possui I como elemento identidade. Como A−1 = AT, todo

elemento de O(N) possui um inverso. Também temos que com a multiplicação de matrizes

O(N) é associativa. Para mostrar que O(N) é fechado, consideramos dois elementos arbitrários

A, B ∈ O(N) e notamos que

(AB)(AB)T = A(BBT)AT = AAT = I.

Assim (AB)−1 = (AB)T, ou seja, AB ∈ O(N). Logo, O(N) é fechado por multiplicação de

matrizes.

Recordamos que, em geral, det(A) = det(AT) e det(AB) = det(A)det(B). Assim, para

A ∈ O(N) encontramos que

det(A)2 = det(A)det(AT) = det(AAT) = det(I) = 1

Logo, toda matriz ortogonal deve ter um determinante ±1.

A.3 Resultados de Análise

A.3.1 As notações de Landau

Nesta dissertação utilizamos o sı́mbolo “O” de Landau para indicar “uma grandeza que é,

em valor absoluto, no máximo um múltiplo de outra grandeza”. Mais precisamente, se S um

conjunto qualquer e se f e ϕ são funções reais definidas em S, então a fórmula

f (s) = O(ϕ(s)) ∀ s ∈ S (A.1)

significa que existe um número positivo A, não dependendo de s, tal que

| f (s)| 6 A|ϕ(s)| ∀ s ∈ S.

Em particular, se ϕ(s) 6= 0 para todo s ∈ S, então a notação (A.1) significa simplesmente que

f (s)/ϕ(s) é limitada em todo s ∈ S. Por exemplo:
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1. x2 = O(x), |x| < 2;

2. sen(x) = O(1), x ∈ R;

3. sen(x) = O(x), x ∈ R.

A fórmula

f (x) = O(ϕ(x)) (x → ∞) (A.2)

significa que existe um número real A ∈ R tal que f (x) = O(ϕ(x)) quando a < x. Em outras

palavras, a fórmula (A.2) significa que existem números a, A ∈ R tais que

| f (x)| 6 A|ϕ(x)|

sempre que a < x. Por exemplo:

1. x2 = O(x), x → 0;

2. e−x = O(1), x → ∞;

3. (log x)−1 = O(1), x → ∞.

A notação “o” de Landau é utilizada para indicar “uma grandeza que tende a zero, multi-

plicado por outra grandeza”. Mais precisamente, a expressão

f (x) = o(ϕ(x)) x → ∞ (A.3)

significa que f (x)/ϕ(x) tende a zero quando x → ∞. Essa afirmativa é mais forte do que

a correspondente expressão (A.1). Em outros termos, se vale a fórmula (A.3), então vale a

fórmula (A.1), já que a convergência implica na limitação a partir de certo valor da variável.

Em geral, se uma grandeza tende a zero, necessitamos conhecer a rapidez com que ocorre a

convergência. Por exemplo:

1. cos x = 1 + o(x), x → 0;

2. eo(x) = 1 + o(x), x → 0;

3. n! = e−nnn
√

2πn(1 + o(1)), n→ ∞;

4. o( f (x)g(x)) = o( f (x))O(g(x)), x → 0;

5. o( f (x)g(x)) = f (x)o(g(x)), x → 0.

A.3.2 Desigualdades

A.3 Proposição. Sejam a > 0 e b > 0 números reais. Então valem as seguintes desigualdades:
1. |a + b|2 6 (1 + ε)|a|2 + Cε|b|2
2. ||A + B|2 − |A|2| 6 ε|A|2 + Cε|B|2 válida para qualquer ε > 0.

A.3.3 Integração em coordenadas polares

A.4 Proposição. Seja f : RN → R uma função contı́nua e mensurável. Então∫
RN

f (x)dx =
∫ ∞

0

(∫
∂B(x0,r)

f (x)dσ

)
dr,
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para cada ponto x0 ∈ RN . Em particular, se f é uma função radial f (x) = f (|x|), então∫
B(x0,r)

f (x)dx = ωN

∫ R

0
f (r)rN−1dr.

Demonstração. Veja o livro de Evans [7, Theorem 4, pag. 628].

A.3.4 Simetrização de Schwarz e princı́pio da criticalidade simétrica

A.5 Definição. Sejam A1, A2, . . . , An conjuntos borelianos de RN dois a dois disjuntos e de

medida finita e 0 < an < an−1 < . . . < a1 números reais. Se f é uma função simples tal que

f =
n

∑
i=1

aiχAi , então definimos

f ∗(x) =
n

∑
i=1

aiχ[ri−16|x|<ri ](x),

em que r0 := 0 e ri > ri−1 é dado pela relação µ([ri−1 6 |x| < ri]) = µ(Ai). A função f ∗ é radial,

decrescente e é denominada rearranjo esfericamente simétrico ou simetrização de Schwarz da

função f .

A.6 Proposição. Sejam 1 6 p 6 ∞ e f ∈ Lp(RN) uma função positiva. Existe uma única função
f ∗ ∈ Lp(RN) tal que f ∗ > 0 e para todo λ > 0, µ([ f > λ]) = µ([ f ∗ > λ]) em que todos os
conjuntos [ f ∗ > λ] estão contidos na bola B(0, rλ). Além disso, para qualquer função contı́nua e
crescente G : R+ → R+ tal que G(0) = 0, vale a igualdade∫

RN
G( f (x))dx =

∫
RN

G( f ∗(x))dx. (A.4)

Demonstração. Veja o livro de Kavian [10, Théorème 3.3, pag. 260].

A.7 Proposição. Sejam 1 6 p, q 6 ∞ e f ∈ Lp(RN), g ∈ Lq(RN) funções positivas. Se 1
p + 1

q = 1,

então
∫

RN
f (x)g(x)dx 6

∫
RN

f ∗(x)g∗(x)dx.

Demonstração. Veja o livro de Kavian [10, Proposition 3.4, pag. 261].

A.8 Proposição. Seja u ∈ H1(RN) função positiva. Então a simetrização u∗ pertence a H1(RN) e∫
RN
|∇u∗(x)|2dx 6

∫
RN
|∇u(x)|2dx.

Demonstração. Veja Kavian [10, Proposition 3.8, pag. 2.64].

A.9 Definição. A ação de um grupo topológico G sobre um espaço normado X é uma aplicação

contı́nua G× X −→ X : [g, u] → gu tal que 1 · u = 1, (gh)u = g(hu) e u 7→ gu é linear. As

seguintes notações e nomenclaturas são frequentemente usadas.
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1. A ação é uma isometria se ‖gu‖ = ‖u‖.
2. O espaço de pontos invariantes é definido por Fix(G):= {u ∈ X : gu = u, ∀ g ∈ G}.
3. Um conjunto A ⊂ X é invariante se gA = A, ∀ g ∈ G.

4. A função ϕ : X→ R é invariante se ϕ ◦ g = ϕ, ∀ g ∈ G.

5. Uma aplicação f : X→ X é equivalentes e g ◦ f = f ◦ g ∀ g ∈ G.

O resultado a seguir, devido a Palais, é conhecido como princı́pio da criticalidade simétrica.

A.10 Teorema (Princı́pio da Criticalidade Simétrica). Suponhamos que a ação do grupo topológico
G sobre um espaço de Hilbert X é uma isometria. Se ϕ : X → R é de classe C1 e invariante e ainda se u
é um ponto crı́tico de ϕ restrito a Fix(G) então u é um ponto crı́tico de ϕ.

Demonstração. Veja o livro de Willem[19, Theorem 1.18, pag. 19].

A.4 Resultados de Análise Funcional

A.4.1 Teorema da convergência dominada

A.11 Teorema. Seja ( fn)n∈N ⊂ L1(Ω) uma sequência de funções integráveis que convergem q.t.p. em
Ω para uma função real mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que | fn| 6 g para todo
n ∈N, então f é integrável e ∫

f dµ = lim
n→∞

∫
fndµ.

Demonstração. Veja o livro de Bartle [3, Theorem 5.6, pag. 44].

A.4.2 Teorema de imersão de Rellich-Kondrachov

A.12 Teorema. Seja Ω ⊂ RN um conjunto com medida finita. Então a imersão

H1
0(Ω) ⊂ Lp(Ω)

é contı́nua se 1 6 p 6 2∗ e é compacta se 1 6 p < 2∗.

Demonstração. Veja o livro de Brézis [4, Theorem 9.16,pag.291].

A.4.3 Convergência fraca em medida

Denotamos o conjunto de medidas positivas definidas em RN por M(RN).

A.13 Definição. Seja (µk)n∈N uma sequência de medidas definidas em RN . Dizemos que essa

sequência converge fracamente para uma medida µ, e denotamos por µk ⇀ µ, se

lim
k→∞

∫
RN

f dµk =
∫

RN
f dµ

para toda f ∈ C0(RN)
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A.14 Proposição. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. lim
k→∞

∫
RN

f dµk =
∫

RN
f dµ para todo f ∈ C0(RN).

2. lim sup
k→∞

µk(K) 6 µ(K) para cada conjunto compacto K ⊂ RN e µ(A) 6 lim inf
k→∞

µk(A) para

cada conjunto aberto A ⊂ RN .
3. lim

k→∞
µk(B) = µ(B) para cada conjunto de Borel limitado B ⊂ RN com µ(∂B) = 0.

Demonstração. Veja o livro de Brézis [4, cap.4].

A.4.4 Lema de Brézis-Lieb

A.15 Lema. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e seja ( fn)n∈N ⊂ Lp(Ω) em que 1 6 p < ∞. Se

1. ( fn) é limitada em Lp(Ω),
2. fn → f qtp em Ω. Então

lim
n→∞

(
| fn|pp − | fn − f |pp

)
= | f |pp.

Demonstração. Veja o livro de Willem [19, Lemma 1.32, pag. 21].

A.4.5 O princı́pio variacional de Ekeland

Uma forma analı́tica do princı́pio variacional de Ekeland é enunciada a seguir.

A.16 Proposição. Seja (X, d) um espaço de Banach e seja G : X → R uma função tal que G ∈
C2(X, R) e tal que, para todo v ∈ V ≡ {v ∈ X : G(v) = 1}, temos G′(v) 6= 0. Seja F : X → R uma
função tal que F ∈ C1(X, R) limitada inferiormente em V. Além disso, sejam v ∈ V e ε, δ ∈ R+. Se

F(v) 6 inf
v∈V

F(v(x)) + ε,

então existe u ∈ V tal que valem as seguintes desigualdades.

1. F(u(x)) 6 infv∈V F(v(x)) + 2ε,
2. minλ∈R ||F′(u)− λG′(u)|| 6 8ε/δ,
3. ||u− v|| 6 2δ

Demonstração. Veja o livro de Willem [19, Theorem 8.5, pag. 122].

A.4.6 O teorema do passo da montanha

A.17 Teorema (Teorema do passo da montanha). Seja X um espaço de Banach e seja J : X → R um
funcional de classe C1(X) e verificando a condição de Palais-Smale. Suponhamos que J(0) = 0 e que
sejam válidas as condições abaixo.

1. Existem números R, a ∈ R+ tais que sobre a esfera ‖u‖ = R vale a desigualdade J(u) > a.
2. Existe u0 ∈ X tal que ‖u0‖ > R e J(u0) < a.
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Então o funcional J possui um valor crı́tico c tal que c > a e caracterizado por

c ≡ inf
A∈B

max
v∈A

J(v)

em que

Γ ≡
{

γ : [0, 1]→ R
∣∣ γ ∈ C1([0, 1], R), γ(0) = 0, γ(1) = u0

}
.

Demonstração. Veja o livro de Willem [19, Theorem 1.17, pág. 13; Theorem 2.10, pág. 42] ou o

livro de Evans [7, Theorem 2, pág. 480].

O teorema acima deriva seu nome da seguinte analogia geométrica. Suponhamos que o

funcional J represente a altura de um local acima do nı́vel do mar; seja A um local circundado

por uma cadeia de montanhas e seja B um local além dessa cadeia de montanhas. Para viajar

do ponto A até o ponto B, devemos cruzar as montanhas e o caminho ideal deveria ser aquele

em que nos elevamos à altura mı́nima para passar através da cadeia de montanhas.

x

y

z

Figura A.1: Exemplo para o teorema do passo da montanha. O ponto A, localizado na origem,

é unido ao ponto B, localizado fora da cadeia de montanhas, através de diversos caminhos.

O máximo de cada caminho é avaliado e, em seguida, o ı́nfimo entre esses valores máximos

identifica o passo da montanha, que é um valor crı́tico do funcional.

A hipótese sobre a condição de Palais-Smale usada no Teorema A.17 do passo da montanha

não pode ser retirada. Isso se deve ao fato de que em geral o nı́vel c de minimax não é um valor

crı́tico. Como ilustração, apresentamos o exemplo clássico de Brézis e Nirenberg.

Seja h : R2 → R uma função definida por h(x, y) ≡ x2 + (1− x)3y2. Essa função verifica

a geometria do teorema do passo da montanha. De fato, h(0, 0) = 0 e, se u0 = (2, 2), então

h(u0) = 0. Além disso, se ‖(x, y)‖ = R = 1/2, então vale a desigualdade h(x, y) > a = 1/8.

Suponhamos agora que a função h verifica a condição (PS)c de Palais-Smale para algum

número c ∈ R+ definido por c ≡ infγ∈Γ maxt∈[0,1] h(γ(t)). Obteremos uma contradição. De

fato, seja (xn, yn)n∈N ⊂ R2 uma sequência tal que
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1. lim
n→+∞

h(xn, yn) = lim
n→+∞

[x2
n + (1− xn)

3y2
n] = c > 0.

2. lim
n→+∞

∂h
∂x

(xn, yn) = lim
n→+∞

[2xn − 3(1− xn)
2y2

n] = 0.

3. lim
n→+∞

∂h
∂y

(xn, yn) = lim
n→+∞

[2(1− xn)
3yn] = 0.

Se a sequência (xn, yn)n∈N ⊂ R2 for convergente, isto é, se limn→+∞(xn, yn) = (x0, y0), então

passando ao limite no primeiro item e usando os outros dois ı́tens resulta que (x0, y0) = (0, 0).

Com isso, 0 = h(x0, y0) = limn→+∞ h(xn, yn) = c > 0, o que é uma contradição. Concluı́mos

que o único ponto crı́tico da função h é o ponto O = (0, 0), que é um ponto de mı́nimo local, e

que a função h não possui um valor crı́tico do tipo minimax.

x

y

z

(a) Gráfico da função h : R2 → R definida por
h(x, y) = x2 + (1− x)2y2. Esta função verifica a ge-
ometria do teorema do passo da montanha; porém,
não verifica a condição (PS)c de Palais-Smale em um
nı́vel c ∈ R+.
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(b) Curvas de nı́vel da função h. Nota-se que o ponto
O = (0, 0) é um ponto de mı́nimo local e que não
existem pontos crı́ticos do tipo minimax.

Figura A.2: Exemplo de Brézis e Nirenberg de uma função que verifica a geometria do teorema

do passo da montanha mas não verifica a condição de Palais-Smale.

A.5 Desigualdade de Hardy

A desigualdade de Hardy garante que para qualquer domı́nio Ω ⊂ RN com N > 3, vale

µ̄
∫

Ω

u2(x)
|x|2 dx 6

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx (A.5)
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para toda função u ∈ C∞
0 (Ω), em que µ̄ = [(N − 2)/2]2. A constante µ̄ é ótima , no sentido de

que

µ̄ = inf
u∈C∞

0 (Ω)
u 6≡0

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx∫

Ω

u2(x)
|x|2

dx .

A igualdade em (A.5) nunca é atingida.

A desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [6] garante que para 1 6 p 6 N − 1,

q = q(a, b) ≡ Np
N−p(a+1−b) , 0 < a < (N−p)

p e a 6 b 6 a + 1 existe uma constante positiva C tal

que [∫
RN
|x|−bq|u(x)|qdx

] p
q

6 C
∫

RN
|x|−ap|∇u(x)|pdx, (A.6)

para toda função u ∈ C∞
0 (RN).

Em particular, fazendo a = 0, b = 1, p = 2 e q = 2, obtemos a desigualdade de Hardy como

um caso particular da desigualdade (A.6), isto é,

||x|−2u|22 6 C|∇u|22, (A.7)

Além disso, fazendo a = 0, b = 0, p = 2 e q = 2∗, obtemos a desigualdade de Sobolev como

um caso particular da desigualdade (A.6), isto é,

|u|22∗ 6 C|∇u|22. (A.8)

Demonstração. Consulte o artigo de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [6].
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