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Universidade Federal de Minas Gerais, como requisito parcial para obtenção

do t́ıtulo de Doutor em Matemática
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Max Planck



Resumo

Estudamos sistemas eĺıpticos sob a forma potencial envolvendo um operador

do tipo Paneitz-Branson com a presença de não linearidades cŕıticas.

Inicialmente apresentamos condições para a existência de soluções regulares

de sistemas potenciais em Geometria Riemanniana, deomposição em bolhas

diagonais para aplicações de Palais-Smale e aplicações teóricas dessa

deomposição. Em seguida, aplicamos a decomposição em bolhas a um

resultados de compacidade. E, finalmente, aplicamos a teoria na existência

de aplicações extremais em desigualdades vetoriais ótimas de Sobolev em

variedades compactas.



Abstract

We approach potential elliptic systems involving Paneitz-Branson operators

and critical nonlinearities. First, we present conditions for the existence of

regular solutions of potential systems in Riemannian Geometry, a

decomposition in diagonal bubbles to applications of Palais-Smale and

theoretical applications of this decomposition. Then, we Euclidean space, we

present another decomposition in bubbles and apply the decomposition in

bubbles o a result of compactness. Finally, we apply all those results in

extremal applications for optimal Sobolev inequalities on compact manifolds.
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1.4 Espaços de Sobolev Vetorial de Segunda Ordem . . . . . . . . . 33

1.5 Coercividade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.6 Programa AB Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.6.1 Respostas Parciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.7 Programa AB Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.7.1 Respostas Parciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Introdução Geral

0.1 Panorama Histórico

Em 1983, Paneitz [27] introduziu o operador de quarta ordem

P 4
g : C4(M)→ C0(M), definido por

P 4
g u := ∆2

gu− divg

((
2

3
Rgg − 2 Ricg

)
(∇u)#

)
,

para todo u ∈ C4(M), em que (M, g) é uma variedade Riemanniana de

dimensão n = 4, Ricg é o tensor de Ricci, Rg é a curvatura escalar, divg é o

divergente e ∆g é o operador de Laplace-Beltrami em relação à métrica g.

Esse operador P 4
g possui algumas propriedades de invariância conforme.

Precisamente, se g̃ = e2ϕg é uma métrica conforme à métrica g, ϕ ∈ C∞(M),

então

P 4
g̃ = e−4ϕP 4

g .

Associado a esse operador, temos a noção de Q-curvatura, uma curvatura

que também possui propriedades conformes. Para esse caso n = 4, a

Q-curvatura é dada por

Q4
g =

1

6

(
∆gRg − 3|Ricg |2g +R2

g

)
.

Além dessa invariancia conforme, o operador P 4
g aparece na seguinte relação

entre as curvaturas Q4
g e Q4

g̃:

P 4
g ϕ+Q4

g = Q4
g̃e

4ϕ .

É interessante notar que a Q-curvatura em dimensão n = 4, e para variedades

localmente conformemente planas, torna-se o integrando na fórmula de

Gauss-Bonnet para caracteŕıstica de Euler, desempenhando assim um papel

muito importante no estudo da topologia e geometria das variedades

Riemannianas de dimensão 4. A saber, temos a seguinte identidade integral

4π2χ(M) =

∫
M

(
Qg +

1

8
|Weylg |2

)
dvg , (1)



11

em que χ(M) é a caracteŕıstica de Euler da variedade M e Weylg denota o

tensor de Weyl em relação à métrica g. Como a quantidade |Weylg |2 dvg é um

invariante conforme pontual, obtemos que a integral da Q-curvatura
∫
Qg dvg

é um invariante conforme. Para mais detalhes sobre isso, veja os artigos de

Chang [8] e Chang-Yang [7].

A generalização para o caso n ≥ 5 foi feita por Branson [6] em 1987. Seja

(M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 5. Definimos o operador

P n
g : C4(M)→ C0(M) por

P n
g u := ∆2

gu− divg

(
(anRgg + bnRicg) (∇u)#

)
+
n− 4

2
Qn
gu ,

em que

an =
(n− 2)2 + 4

2(n− 1)(n− 2)
, bn = − 4

n− 2
,

e

Qn
g =

1

2(n− 1)
∆gRg +

n3 − 4n2 + 16n− 16

8(n− 1)2(n− 2)2
Rg −

2

(n− 2)2
|Ricg |2g

é a Q-curvatura para dimensão n ≥ 5. Denotaremos P n
g também por Pg. Esse

operador também possui propriedades de invariância conforme. Ou seja,

considerando u ∈ C∞(M), u > 0, e a métrica g̃ = u
4

n−4 g que é conforme à

métrica g, temos

P n
g̃ ϕ = u−

n+4
n−4P n

g (uϕ), (2)

para todo ϕ ∈ C∞(M). Em particular, tomando ϕ ≡ 1, chegamos a seguinte

equação diferencial eĺıptica semilinear satisfeita pelo fator conforme u:

P n
g u =

n− 4

2
Qn
g̃u

n+4
n−4 , u > 0 .

É interessante comparar essa relação entre o operador de Paneitz-Branson e

a Q-curvatura da métrica g com a curvatura escalar Rg. Vejamos o que quero

dizer com isso. Primeiramente, temos o seguinte

Lgu = Rg̃u
n+2
n−2 ,
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em que Lg = 4n−1
n−2

∆g +Rg; g̃ = u
4

n−2 g e n ≥ 3. Temos também uma identidade

equivalente para o caso n = 2. O operador Lg é um operador conforme. Um

importante resultado em geometria diferencial conforme é a resolução do

problema de Yamabe, em que o operador Lg desempenha um papel

fundamental. Ou seja, podemos sempre achar uma métrica g, na classe

conforme da métrica g, tal que a curvatura escalar Rg é constante,

considerando a variedade suave, fechada e de dimensão n ≥ 2.

Devido as similaridades das propriedades, na geometria diferencial conforme,

entre os operadores Lg e Pg, é natural se perguntar se a Q-curvatura possui a

mesma propriedade, ou seja, como ficaria o problema de Yamabe para a

Q-curvatura. Resultados parcais foram estabelecidos respondendo a essa

questão para variedades de dimensões ≥ 5 (veja [15], [22], [23], [28]).

Mas esses resultados são limitados pela falta de prinćıpios do máximo para

operadores diferenciais de ordens maiores. Devido a esse problema,

precisamos de positividade no fator conforme u que é determinado pela

equação de Paneitz-Branson e não é claro como garantir que essa condição

seja satisfeita em condições gerais. Esse problema pode ser contornado

usando a propriedade de covariância conforme do operador de

Paneitz-Branson, isto é, de (2). Essa propriedade nos diz que uv é uma

solução para a equação de Paneitz-Branson na geometria da métrica g̃ se u é

solução na geometria de g. Essa condição tem um importante papel no tipo

das funções que podem ser mı́nimos locais de um funcional que está

naturalmente associado ao problema de Yamabe para a Q-curvatura.

Existe um outro problema, um problema anaĺıtico, quando consideramos o

problema de Yamabe para a Q-curvatura. Como no caso do problema de

Yamabe clássico, temos problemas quando tentamos usar métodos

variacionais para achar soluções da equação de Paneitz-Branson por causa do

expoente da não lineariade, n+4
n−4

, em que n é a dimensão da variedade, que é o

expoente cŕıtico de Sobolev de W 2,2(M) menos um, pois a imersão W 2,2(M)

em L
2n
n−4 não é compacta.

Uma idéia contida em [10], trabalho de Hebey-Djadli-Ledoux, é que

desigualdades de Sobolev de segunda ordem podem ser usadas para lidar

com o problema de concentração na aproximação de sequência para a

solução, desde que o ı́nfimo do funcional associado com o problema, o

funcional de Paneitz-Branson, seja menor que um valor cŕıtico. Nesse

método, não é claro quando o ı́nfimo é positivo e a constante de Yamabe é

menor ou igual à constante de Yamabe da esfera.

Uma solução parcial para esse problema foi feita por de F. Robert e P.

Esposito em 2002 no trabalho [15]. Foi mostrado que, se n ≥ 8 e a variedade

é localmente conformemente flat, então existe um minimizador para o
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funcional de Paneitz-Branson.

O efeito desse resultado é que a parte de existência do problema de Yamabe

para a Q-curvatura é levado a um ponto análogo àquele que Aubin levou no

problema de Yamabe para a curvatura escalar. Porém, ainda não é claro

quando a função de Green do operador de Paneitz Branson é positiva, no

caso do operador ser coercivo. Isso exclui tentar usar os métodos de Schoen

para completar o problema.

Foi demonstrado por D. Raske (veja [29]) que existe uma métrica na classe

conforme de uma métrica arbitrária em uma variedade Riemanniana

fechada, suave de dimensão n ≥ 5, tal que a Q-curvatura da métrica é

constante. Existência de soluções é obtida através da combinação de

métodos variacionais, desigualdades de Sobolev de segunda ordem e a teoria

de blow-up de W 2,2(M). Abaixo apresentaremos o resultado.

Definimos a constante de Paneitz-Branson como

λg(M) := inf
w∈C∞+ (M)

∫
M
wPgw dvg

‖w‖2
2n
n−4

,

em que Pg é o operador de Paneitz-Branson. Seja λ(Sn) a constante de

Paneitz-Branson da esfera unitária com a métrica canônica. Temos o seguite

resultado (veja [29]):

Teorema 1 (David Raske, 2011). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão

n ≥ 5. Suponha que pelo menos uma das seguintes condições vale:

i. A constante de Paneitz-Branson é menor que λ(Sn);

ii. A constante de Yamabe de g é maior ou igual ao inverso da constante de Yamabe

para a n-esfera;

iii. n ≥ 8 e g não é localmente conformemente flat.

Então existe um minimizador suave, positivo do funcional de Paneitz-Branson e existe

uma métrica h na classe conforme de g tal que Qh = λ, em que λ é a constante de

Paneitz-Branson de g.

Assim, o estudo sobre os operadores do tipo Paneitz-Branson é de

fundamental importância na análise de problemas geométricos como o

problema da Q-curvatura prescrita, em que o problema de Yamabe para a

Q-curvatura é um caso particular.

Considere agora o sistema de equações
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−∆2
gui + divg

(
Ai(∇ui)#

)
+

k∑
j=1

Aij(x)uj = u2#−1
i , (3)

em que 2# = 2n
n−4

, U = (u1, . . . , uk), A = (Aij) é uma aplicação cont́ınua de M em

M s
k(R) tal que A(x) é positiva definida para todo x ∈ M , M s

k(R) é o espaço das

matrizes reais simétricas k × k, e os Ai’s são campos de tensores simétricos

do tipo (2,0). Neste contexto, consideraremos ui > 0 para todo i. Este

sistema pode ser visto como uma generalização natural das equações que

envolvem os operadores do tipo Paneitz-Branson. Assim, considerando o

caso escalar, isto é k = 1, e o tensor Ai = f · g, em que f é uma função suave, o

sistema (3) pode ser reescrito como

−∆2
gu+ bα∆gu+ cαu = u2#−1 . (4)

Assuma que as constantes bα e cα são sequências convergentes de números

reais positivos, satisfazendo cα ≤ b2α
4

. De 2000 a 2004, muitos autores

estudaram o caso (4) acima, como por exemplo F. Robert, E. Hebey, Z.

Djadli e M. Ledoux em [10, 15, 22] e [24]. Hebey-Robert-Wen em [24]

discutiram a compacidade de soluções de (4), precisamente quando bα e cα

convergem respectivamente para b0 e c0 e as soluções uα convergem

fracamente em H2,2(M), eles encontraram condições tal que o limite uα é não

trivial.

Os teoremas a seguir foram provados por Hebey-Robert-Wen em 2004 (veja

[24]). Seja

Ag =
(n− 2)2 + 4

2(n− 1)(n− 2)
Rg g −

4

n− 2
Ricg (5)

um campo de (2, 0)-tensores. Denotamos por λi(Ag)x, 1, ..., k, os g-autovalores

de Ag(x) e definimos λ1 o ı́nfimo sobre i e x dos λi(Ag)x e λ2 como o supremo

sobre i e x dos λi(Ag)x. Denotamos por Sc o conjunto cŕıtico definido por

Sc = {λ ∈ R : λ1 ≤ λ ≤ λ2} . (6)

Temos os seguintes resultados:

Teorema 2 (Hebey-Robert-Wen, 2004). Sejam (M, g) uma variedade compacta local-

mente conformemente flat de dimensão n e (bα)α, (cα)α sequências convergentes de números
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reais positivos com limites positivos b∞ e c∞ e tais que cα ≤ b2α
4

para todo α. Consideramos

equações do tipo

∆2
gu+ bα∆gu+ cαu = u2#−1 , (7)

e assumimos que b∞ /∈ Sc, em que b∞ é o limite dos bα e Sc é o conjunto cŕıtico dado por

(6). Então a famı́lia (7) é pseudo-compacta quando n ≥ 6 e compacta quando n ≥ 9.

Dizemos que a famı́lia de equações que são soluções de (7) é pseudo-compacta

se, para qualquer sequência (uα) em H2,2(M) de soluções positivas que

converge fracamente em H2,2(M), o limite fraco u0 dos uα é diferente de zero.

O seguinte teorema é um complemento do teorema acima quando a

dimensão é n = 6, 7 ou 8 e b∞ é abaixo do limite inferior λ1 de Sc.

Teorema 3 (Hebey-Robert-Wen, 2004). Sejam (M, g) uma variedade compacta local-

mente conformemente flat de dimensão n = 6, 7 ou 8 e (bα)α, (cα)α sequências conver-

gentes de números reais positivos com limites positivoe b∞ e c∞ e tais que cα ≤ b2α
4

para

todo α. Consideramos equações do tipo

∆2
gu+ bα∆gu+ cαu = u2#−1 ,

e assumimos que b∞ < λ1 = min Sc, em que b∞ é o limite dos bα e Sc é o conjunto cŕıtico

dado por (6). Então a famı́lia (7) é compacta.

Pseudo-compacidade tem um tradicional interesse pois ela busca soluções

não triviais da equação limite que obtemos de (7) fazendo α→ +∞.

Por outro lado, dizemos que a famı́lia de equações (7) é compacta se qualquer

sequência (uα)α em H2,2(M) de soluções positivas de (7) está limitada em

C4,θ(M), 0 < θ < 1 e então converge, a menos de subsequência, em C4(M) para

alguma função u0.

Compacidade é uma noção claramente mais forte que pseudo-compacidade.

Pseudo-compacidade para equações eĺıpticas de segunda ordem do tipo

Yamabe tem sido bastante estudada. Compacidade para equações de

segunda ordem do tipo Yamabe foi estudada por Schoen de 1988 a 1991

(veja os trabalhos dele em [32, 33, 34, 35]).

Como aplicação desses resultados de compacidade, podemos estudar também

a existência de funções extremais em desigualdades escalares ótimas de

Sobolev de segunda ordem. Deixe me falar um pouco mais sobre essas

desigualdades de segunda ordem. Da imersão cont́ınua H2,2(M) ↪→ L2#(M),

segue que existem constantes A,B > 0 tais que:

‖u‖2
2# ≤ A‖∆gu‖2

2 +B‖u‖2
H1,2(M) , ∀ u ∈ H2,2(M). (8)
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Estamos interessados em constantes ótimas A,B da desigualdade acima.

Mais precisamente, a melhor constante A é definida por

A0 = inf
{
A: existe B tal que vale a desigualde (8) acima ∀ u ∈ H2,2(M)

}
. (9)

Uma questão natural que surge é se o ı́nfimo A0 é atingido. A resposta é sim,

o ı́nfimo A0 é atingido em (8). Em 2000, Djadli-Hebey-Ledoux [10] provaram

o resultado com a restrição de que a métrica g é conformemente flat.

Posteriormente, no ano 2003, Emmanuel Hebey provou o resultado para uma

variedade Riemanniana qualquer em [25] (veja também [26]).

Segue do teorema de Sobolev que a constante A0 está bem definida. Essa

constante foi calculada por Lieb [25], Lions [26], Edmunds-Fortunato-Jannelli

[14] e Swason [37]. Precisamente, temos:

1

A0

=
n(n2 − 4)(n− 4)w

4
n
n

16
,

em que wn é o volume da esfera Sn em Rn+1.

O ı́nfimo em (9) é atingido e existe uma constante B > 0 tal que:

(∫
M

|u|2#dvg
) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gu)2 dvg +B

∫
M

(
|∇u|2g + u2

)
dvg , (10)

para todo u ∈ H2,2(M).

A segunda melhor constante de Sobolev associada à (8) é definida por:

B0 = inf {B ∈ R; (10) é válida } . (11)

A segunda desigualdade de Sobolev Riemanniana afirma que, para qualquer

u ∈ H2,2(M), temos

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gu)2 dvg +B0

∫
M

(
|∇gu|2 + |u|2

)
dvg . (12)

Uma função não nula u0 ∈ H2,2(M) é dita extremal para a desigualdade (12) se

(∫
M

|u0|2
#

dvg

) 2

2#

= A0

∫
M

(∆gu0)2 dvg +B0

∫
M

(
|∇gu0|2 + |u0|2

)
dvg .
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Poderá encontrar alguns comentários sobre a segunda melhor constante em

[10] (Djadli, Hebey, Ledoux, 2000). Mas para funções extremais para

desigualdades ótimas existem estudos apenas para o caso de primeira ordem.

Para essa linha, veja [11] e também [5, 4].

Tudo o que foi dito acima está sendo considerado para o caso k = 1. O

objetivo principal dessa tese é estender alguns desses resultados para o caso

k ≥ 2 e aplicá-los no estudo sobre existência de aplicações extremais em

desigualdades vetoriais ótimas de Sobolev de segunda ordem. Falaremos um

pouco mais sobre isso na próxima seção.

0.2 Proposta e Relevância

Uma das metas principais dessa tese é estender os resultados sobre

compacidade de soluções de equações envolvendo operadores do tipo

Paneitz-Branson para sistemas e aplicar esses resultados para obtermos

resultados de existência de aplicações extremais para uma classe de

desigualdades de Sobolev ótimas de segunda ordem. Esta é uma questão

importante, tanto do ponto de vista matemático, por envolver uma estrutura

mais ampla e sua compreensão, quanto do ponto de vista de aplicações

anaĺıticas, por possibilitar o estudo de diversos sitemas de EDP’s eĺıpticas de

segunda ordem sobre variedades Riemannianas. Deixe-me ser um pouco

mais claro.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta cujo elemento de volume é

dvg, de dimensão n ≥ 5. Consideramos aqui funções U ∈ H2,2
k (M) que são

soluções da seguinte equação modelo:

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+∇UG(x, U) = ∇F (U) . (13)

Ou seja,

−∆2
gui + divg

(
Ai(∇ui)#

)
+ ∂iG(x, U) = ∂iF (U) , (14)

para cada i = 1, ..., k, em que 2# = 2n
n−4

é o expoente cŕıtico de Sobolev para

imersões de H2,2(M) em espaços Lp(M). Note que o operador

Pg := −∆2
g + divg

(
Ai(∇·)#

)
+ ∂iG(x, ·) é do tipo Paneitz-Branson. Aqui surgem

algumas perguntas, como:

• Existe uma solução não nula U para (13)?
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• Caso exista uma solução não nula U , qual a regularidade que podemos

obter?

• O conjunto das soluções de (13) é compacto em alguma topologia?

Responderemos essas perguntas nos caṕıtulos que seguem para uma classe

de funções homogêneas F e G.

Respondendo as questões acima, podemos partir para o estudo de existência

de aplicações extremais em desigualdades de Sobolev ótimas de segunda

ordem no caso vetorial. Este estudo, para o caso de segunda ordem, também

está motivado no estudo das melhores constantes para desigualdades de

primeira ordem no caso vetorial que foi feito por E. Barbosa e M.

Montenegro (veja [5]). E. Barbosa e M. Montenegro estudaram

desigualdades do tipo:

(∫
M

F (U) dvg

) p
p∗

≤ A0(p, F,G, g)

∫
M

|∇gU |p dvg + B0(p, F,G, g)

∫
M

G(x, U) dvg , (15)

em que A0 e B0 são as melhores constantes, 1 ≤ p < n, U = (u1, · · · , uk),
F : Rk → R é uma função cont́inua, positiva e p∗-homogênea e G : M × Rk → R

é uma função cont́ınua, positiva e p-homogênea na segunda variável. A

teoria vetorial de melhores constantes desenvolvida (em [5]) considera uma

série de questões envolvendo as constantes A0 e B0. Algumas seguem

diretamente da teoria escalar, outras são mais complexas, como por exemplo,

o comportamento de B0 em relação a todos os parâmetros envolvidos e o

problema de existência e compacidade C0 de aplicações extremais. Uma

aplicação U é uma extremal quando atinge a igualdade em (15). Quando F e

G são de classe C1 uma aplicação extremal é automaticamente solução fraca

do sistema de equações:

−A0(p, F,G, g)∆p,gui +
1

p
B0(p, F,G, g)

∂G(x, U)

∂ti
=

1

p∗
∂F (U)

∂ti
, i = 1, · · · , k ,

em que ∆p,gu = divg(|∇gu|p−2∇gu) denota o operador p-Laplaciano associado à

metrica g.

Agora, considere Uα ∈ H1,p(M,Rk) soluções fracas do sistema:

−∆p,gU +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M ,

em que Fα : Rk → R são funções de classe C1, positivas e p∗-homogêneas e

Gα : M × Rk → R são funções cont́ınuas, de classe C1 e p-homogêneas na
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segunda variável. Considerando a sequência de soluções (Uα)α limitadas cujo

limite é U ≡ 0, a menos de subsequência, temos a seguinte decomposição em

bubbles:

Uα =
l∑

j=1

Bj,α +Rα ,

para todo α > 0, sendo (Bj,α)α, j = 1, · · · , l, k-bubbles e (Rα)α ⊂ H1,p(M,Rk) é

tal que Rα → 0 em H1,p(M,Rk) quando α→ +∞. Esse resultado dá condições

de adicionair mais propriedades à sequências de soluções limitadas tais que

Uα ⇀ 0 em H1,p(M,Rk). Acrescenta-se estimativas pontuais ou C0 para (Uα)α

(veja [9]). Os pontos de blow-up ou concentração da sequência (Uα)α possuem

grande parte da informação da sequência, é a propriedade de concentração

Lp. Fenômenos de concentração foram estudado por Druet, Hebey e Robert

(veja [17] e [12]) e extensões desses trabalhos, foram feitas por G. Souza [9].

Nessa tese, seguimos as mesmas linhas de E. Barbosa e M. Montenegro em

[5]. Consideramos as desigualdades ótimas de Sobolev de segunda ordem

(∫
M

F (U)dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +

+ B0

∫
M

(
(A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg , (16)

em que F é 2#-homogênea e G é 2-homogênea na segunda variável, e também

os sistemas de segunda ordem associados a esta desigualdade:

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+

1

2
∇UG(x, U) =

1

2#
∇F (U) . (17)

Consideramos a sequência de soluções (Uα)α limitadas cujo limite é U ≡ 0, a

menos de subsequência, obtemos a seguinte decomposição em bubbles:

Uα =
l∑

j=1

Bj,α +Rα ,

para todo α > 0, sendo (Bj,α)α, j = 1, · · · , l, k-bubbles e (Rα)α ⊂ H2,2(M,Rk) é

tal que Rα → 0 em H2,2(M,Rk) quando α→ +∞. A esse resultado,

acrescenta-se estimativas pontuais ou C0 para (Uα)α. Os pontos de blow-up

ou concentração da sequência (Uα)α possuem grande parte da informação da
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sequência gerando as propriedades de concentração L2. Aplicamos todos

esses resultados juntamente para estudarmos a existência de aplicações

extremais para as desigualdades (16).

0.3 Organização e Ideias

Esta tese é composta de três caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, apresentamos algumas

definições e alguns resultados básicos que são usados nos outros caṕıtulos.

Em especial, apresentamos os espaços de Sobolev de segunda ordem e

fazemos um panorama detalhado da teoria escalar de melhores constantes

em desigualdades ótimas de Sobolev de segunda ordem e destacamos alguns

problemas em aberto. Além disso, descrevemos alguns problemas de

interesse dentro da teoria vetorial de melhores constantes e enunciamos

nossas principais contribuições. Incluimos nesse caṕıtulo, alguns resultados

básicos sobre desigualdades de Sobolev Euclidianas e Riemannianas vetoriais.

Precisamente, mostramos que a melhor constante associada à desigualdade

(∫
Rn
F (U) dx

) 2

2#

≤ A
∫
Rn

(∆U)2 dx

é dada por

A0(F, n) = M
2

2#

F A0(n)

em que MF = maxSk−1
2

e Sk−1
2 =

{
t ∈ Rk;

∑k
i=1 |ti|2 = 1

}
. Além disso,

caracterizamos as aplicações extremais correspondentes como sendo

constituidas do tipo U0 = u0t0, em que u0 é uma função extremal associada à

desigualdade de Lp-Sobolev escalar Euclideana e t0 é um ponto de máximo de

F em Sk−1
2 .

No caṕıtulo 2 contém a maior parte das contribuições feitas. Voltamos a

atenção para o seguinte sistema:

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+∇UGα(x, U) = ∇Fα(U) (18)

Nesse caṕıtulo, estudamos a decomposição em blow-up das soluções (Uα)α de

(18). Impomos condições para existência de soluções de energia mı́nima. Em

seguida, estudamos o comportamento da sequência (Uα)α, dada pelas soluções

dos sistemas (18), em função dos comportamentos de Fα e Gα.

Com a hipótese de que (Uα)α é limitada, obtemos que essa sequência é de
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Palais-Smale para a sequência de funcionais J associados a (18). Ou seja, a

sequência Uα é tal que:

(J(Uα))α é limitada e DJ(Uα)→ 0 em
(
H2,2
k (M)

)′
.

Da limitação de Uα obtemos a existência de um limite fraco U0 em H2,2
k (M).

Trabalhando o caso em que U0 ≡ 0, as hipóteses sobre Fα e Gα permitem-nos

decompor o funcional J em termos de outros funcionais Lik de tal modo que

as componentes de Uα formam sequências de Palais-Smale para os funcionais

Lik. Essa decomposição em funcionais Lik nos permitem utilizar os resultados

obtidos por F. Robert (veja [30]) para a obtenção de decomposição em

bubbles para as componentes de Uα, o que finaliza esta parte.

Utilizando a decomposição em bubbles teremos as estimativas pontuais para

uma sequência de soluções de (18) que possuem 0 como limite fraco.

Em seguida, temos a concentração L2, em que estendemos para o caso

vetorial alguns resultados existentes. Em alguns destes, assumimos que

G(x, U) =
∑k

i,j=1Aij(x)ui(x)uj(x). Usamos algumas estimaticas e a fórmula de

Bochner-Linerowicz-Weitzenbook ao demonsstrarmos o principal resultado

da concentração L2.

No ponto alto do caṕıtulo 2, demonstramos a compacidade. Para isso,

usamos diversos resultados anteriores, como a decomposição em bubbles e

concentração L2. Usamos também uma importante e útil ferramenta que a

identidade do tipo Pohozaev. Nossas contribuições, nesse ponto, estendem

alguns resultados encontrados em trabalhos de E. Hebey, F. Robert, Z.

Djadli, M. Ledoux e V. Felli, feitos no caso escalar (equações de quarta

ordem), para o caso vetorial (sistemas de quarta ordem).

No caṕıtulo 3, estudamos a existência de aplicações extremais. A idéia

central aqui é a seguinte. Supomos que a desigualdade ótima vetorial de

Sobolev de segunda ordem não possui aplicação extremal. Consideramos

então uma sequência numérica (α) tal que 0 < α < B0 e α→ B0. Associado a

essa sequência, constrúımos funções Fα e Gα e também soluções Uα de

sistemas do tip que foram estudados no caṕıtulo anterior. A sequência (Uα)

converge para uma aplicação U tal que, de acordo com os resultados de

compacidade, será uma aplicação extremal.
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Caṕıtulo

1
Preliminares

Neste caṕıtulo, introduziremos algumas notações básicas e definições que

usaremos em todo o restante do trabalho. Lembramos alguns fatos básicos

da geometria Riemanniana. Mas seremos sucintos nessa exposição.

Em seguida, abordamos a teoria dos espaços de Sobolev em variedades

Riemannianas. Nessa seção e no restante da tese, assumimos que a variedade

é compacta. Mostramos as normas que utilizaremos e algumas propriedades

desses espaços de Sobolev.

Algumas definições são mais costumeiras. Mas apresentaremos a seguir as

definições que serão úteis no que segue.

Com o passar dos anos, cerca de quarenta anos, muita atenção foi dada às

desigualdades ótimas de Sobolev Riemannianas. Existe uma vasta literatura

com uma rica teoria das melhores constantes que está conectada com áreas

como análise, geometria e topologia. Tais desigualdades possuem um

importante papel na análise geométrica, especialmente no estudo da

existência e multiplicidade de soluções para o problema de Yamabe (veja [2],

[20], [34]), desigualdades isoperimétricas Riemannianas (veja [13]), entre

outras aplicações. Particularmente, vários desses resultados mostram uma

forte influência exercida pela geometria e topologia nesse campo.

Vários esforços foram feitos no estudo das desigualdades ótimas de Sobolev

Riemannianas por algumas décadas. Parte dos desenvolvimentos obtidos é

conhecido atualmente na literatura como o programa AB. Desigualdades

ótimas (e melhores constantes) de Sobolev de primeira ordem para o caso

escalar foram estudadas por Aubin, Druet, Hebey, Vaugon, entre outros

(veja [3], [13], [19], [21]). Já o caso de desigualdades ótimas e melhores

constantes de Sobolev vetoriais foi estudado por Hebey, E. R. Barbosa e M.

S. Montenegro (veja [17], [18] e [5], [4]). Para as desigualdades ótimas de

Sobolev de segunda ordem no caso escalar, o trabalho de

Djadli-Hebey-Ledoux apresenta uma introdução ao estudar a primeira

constante.

Neste caṕıtulo, apresentaremos o programa AB para desigualdades ótimas de
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Sobolev, no caso escalar (e em seguida, vetoriais), de segunda ordem.

Apresentaremos aqui algumas contribuições, ou seja, responderemos a

algumas das perguntas para o programa AB das desigualdades de segunda

ordem.

1.1 Curvaturas numa Variedade Riemanniana

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n. Seja x ∈ M

e X, Y, Z ∈ TxM . Definimos o tensor curvatura de M por:

R(X, Y )(x)Z = ∇X̃(x)(∇Ỹ (x)Z̃)−∇Ỹ (x)(∇X̃(x)Z̃)−∇[X̃,Ỹ ](x)Z̃ ,

em que X̃, Ỹ , Z̃ são campos vetoriais em M tais que

X̃(x) = X, Ỹ (x) = Y, Z̃(x) = Z. Essa definição independe da escolha das

extensões X̃, Ỹ , Z̃. Dados x ∈ M e X, Y, Z ∈ TxM e η ∈ (TxM)∗, definimos o

tensor curvatura como:

R(x)(X, Y, Z, η) = η(R(Y, Z)(x) .X) = 〈R(X, Y )Z,W 〉 .

A função R é um (3,1)-tensor. As coordenadas de R numa carta são dadas

por:

R(x)lijk =

(
∂Γlki
∂xj

)
x

−

(
∂Γlji
∂xk

)
x

+ Γljα(x)Γαki(x)− Γlkα(x)Γαji(x) , (1.1)

em que Γkij são os śımbolos de Christoffel.

O tensor de Riemman é um (4,0)-tensor cujas coordenadas numa carta são

Rijkl := giαR
α
jkl.

O operador curvatura R em x ∈ M , R : Λ2
x → Λ2

x é definido pela relação

〈R(X ∧ Y ),W ∧ Z〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 ,

em que Λ2
x é o espaço gerado pelas 2-formas X ∧ Y e

(X ∧ Y ) (Z,W ) = 〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉 .

Observe que, se {Xi}ni=1 é uma base ortonormal de TpM , então {Xi ∧ Yi}i<j é
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uma base ortonormal de Λ2
x. Assim, a aplicação bilinear simétrica R está

bem definida.

Sejam agora σ ⊂ TpM um espaço bidimensional de TpM e {X, Y } uma base de

σ. A curvatura seccional de σ em x é dada por:

K(σ) = K (X, Y ) =
R(X, Y, Y,X)

‖X ∧ Y ‖2
,

em que ‖X ∧ Y ‖2 = ‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2.
O tensor de Ricci que denotaremos por Ricg ou Ric é um (2,0)-tensor simétrico

definido como a aplicação bilinear:

Ric : TM × TM → R ,

que associa a cada par de campos (X, Y ) o traço da aplicação Z 7→ R(X,Z)Y .

Temos então:

Ric (X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(Xi, X)Y,Xi〉 ,

em que {Xi}ni=1 é uma base ortonormal de TpM .

A curvatura de Ricci na direção de X ∈ TM , com |X| = 1, é definida como

Ric (X) = Ric (X,X) .

Se X ∈ TM é unitário e X(p) = v, p ∈M e v ∈ TpM , então escrevemos Ricp(v)

ao invés de Ric(X,X). Seja {e1, · · · , en} uma base ortonormal com v = ei para

algum i. Então:

Ricp(v) =
∑
j 6=i

〈R(v, ei)v, ei〉

=
∑
j 6=i

K(v, ei)

A curvatura escalar que denotaremos por Rg ou Scalg é o traço do tensor de

Ricci Rg := gijRij, em que Rij são as componentes de Ricg numa carta.

A curvatura de Riemann Rmg é definida por

Rmg(x)(X, Y, Z, T ) = g(x) (X,R(Z, T )Y ) .
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As componentes de Rmg em uma carta são dadas por Rijkl = giαR
α
jkl em que

Rα
jkl são as componentes da curvatura R como descrito acima em (1.1)

Seja agora (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3. A

curvatura de Weyl de g, denotada por Weylg, é um campo de tensores de

classe C∞ quatro vezes covariantes sobre M . Tal curvatura é definida por:

Weylg = Rmg−
1

n− 2
Ricg�g +

Rg

2(n− 1)(n− 2)
g � g ,

em que � é o produto de Kulkarmi-Nomizu, que definimos abaixo. Para

todo x ∈ M temos:

Weylg(x) = Rmg(x)− 1

n− 2
Ricg(x)� g(x) +

Rg(x)

2(n− 1)(n− 2)
g(x)� g(x) .

As componentes Wijkl de Weylg numa carta são dadas pela relação:

Wijkl = Rijkl −
1

n− 2
(Rikgjl +Rjlgik −Rilgjk −Rjkgil)

+
Rg

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk)

Sejam E um espaço vetorial e h, k dois tensores duas vezes covariantes e

simétricos sobre E, ou seja, para todos X e Y em E:

h(X, Y ) = h(Y,X) e k(X, Y ) = k(Y,X) .

Definimos o produto de Kulkarni-Nomizu de h e k, que denotaremos por h� k,
como o tensor quatro vezes covariante sobre E, definido para todos

X, Y, Z, T ∈ E por

h� k(X, Y, Z, T ) = h(X,Z)k(Y, T ) + h(Y, T )k(X,Z)− h(X,T )k(Y, Z)− h(Y, Z)k(X,T ) .

Vemos que o produto de Kulkarmi-Nomizu é simétrico no sentido de que,

para todos h e k, temos h� k = k � h. Vemos também que esse produto é

distributivo em relação a adição, no sentido que, para todos h, k1 e k2 temos

h� (k1 + k2) = h� k1 + h� k2.

Uma variedade Riemanniana é localmente conformemente flat (ou localmente

conformemente plana) se, em cada ponto de M existe uma vizinhança

conformemente equivalente a Rm. Ou seja, se x ∈ M , existe uma vizinhança
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U de x e uma função u de classe C∞, isto é, u : U → R, tal que a métrica

(local) g̃ = e2ug é plana em U .

Se a variedade (M, g) tem dimensão n ≥ 4, então (M, g) é conformemente flat

se, e somente se, Weylg ≡ 0.
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1.2 Isomorfismo Musical e Divergência de Tensores

Seja x ∈M . # é o isomorfismo musical entre TxM e (TxM)∗, definido como:

# : TxM −→ (TxM)∗

X 7−→

{
(TxM) −→ R

Y 7−→ 〈X, Y 〉g(x) ,

Esse isomorfismo é a identificação do espaço Euclidiano com seu dual.

Denotamos: X# a imagem de X por # e η# a imagem de η ∈ (TxM)∗ pelo

inverso de #. Tal definição se estende naturalmente para campos vetoriais

(ou seja, (0,1)-tensores) e para (1,0)-tensores. Se X é um campo vetorial e η

é um (1, 0)−tensor, as coordenadas das imagens em uma carta são:

Xi := (X#)i = gijX
j

ηi := (η#)i = gijηj ,

que é uma expressão que independe da carta. Claramente, temos (X#)# = X

e (η#)# = η.

No que se segue da tese, A é definido como sendo:

A
(
(X)#, (X)#

)
=

k∑
i=1

Ai
(
(Xi)

#, (Xi)
#
)
, (1.2)

em que Ai, i = 1, ..., k, são tensores simétricos e positivos, ou seja, A é uma

soma de (2, 0)−tensores simétricos e cont́ınuos. E X = (X1, . . . , Xk) é tal que

cada Xi, i = 1, . . . , k é um (1,0)-tensor. No decorrer do trabalho, para

simplificar, diremos que A é um (2,0)-tensor simétrico suave ao nos

referirmos à soma (1.2) acima. Aqui Al(Xl)
# é um (1, 0)-tensor cujas

coordenadas numa carta são

(
A(Xl)

#
)
i

= Aij
(
(Xl)

#
)j

= Aijg
ik(Xl)k

Como a variedade M é compacta e A é cont́ınuo, existe uma constante C > 0

tal que:
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∣∣∣∣∫
M

A
(
(X)#, (X)#

)
dvg

∣∣∣∣ ≤ C

∫
M

|X|2g dvg ,

para todo X, em que

∫
M

A
(
(X)#, (X)#

)
dvg =

k∑
i=1

∫
M

Ai
(
(Xi)

#, (Xi)
#
)
dvg .

Como a variedade M é compacta e A é um (2, 0)−tensor simétrico e positivo,

temos que existem constantes positivas c e C, tais que:

c|X|2g ≤ Ai
(
(X)#, (X)#

)
≤ C|X|2g , (1.3)

para X um (1,0)-tensor.

Seja X um campo vetorial suave em M . A divergência de X é a função suave

em M dada por:

divg X : M → R

p 7→ (divg X)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)} ,

em que v ∈ TpM e tr é o traço do operador linear que está entre chaves. Para

definirmos em cartas, considere X um (1,0)-tensor em M . A divergência é

definida como

divg(X) = gij(∇X)ij = gij
(
∂iXj − ΓkijXk

)
.

Essa expressão independe da carta.

No decorrer do trabalho usaremos algumas vezes o seguinte teorema bem

útil.

Teorema 4 (Teorema da Divergência). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com-

pacta sem fronteira. Seja η um (1,0)-tensor suave. Então temos:∫
M

divg(η) dvg = 0 .
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Em particular, dados u, v ∈ C∞(M), temos∫
M

u∆gv dvg =

∫
M

〈∇u,∇v〉g dvg
∫
M

(∆gu) v dvg .

em que 〈·, ·〉 é o produto escalar associado com g para 1-formas.
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1.3 Funções Homogêneas

Consideramos G : M × Rk → R uma função cont́ınua e 2-homogênea na

segunda variável e de classe C1 na segunda variável. Pode ser, por exemplo:

G(x, t) =
k∑

i,j=1

Aij(x)titj ,

em que t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk e A = (Aij) é uma aplicação cont́ınua de M em

M s
k(R), tal que (Aij(x)) é positiva definida, para todo x ∈ M , e M s

k(R) é o

espaço das matrizes reais simétricas k × k.
Seja F : Rk → R uma função positiva de classe C1 e 2#-homogênea1, em que

2# = 2n
n−4

. Pode ser, por exemplo:

F (t) =
k∑
i=1

|ti|2
#

,

em que t = (t1, . . . , tk). Neste caso,

∂iF (t) = |ti|2
#−2ti .

Seja agora F : Rk → R uma função cont́ınua e q-homogênea. Considere a

esfera unitária na norma p, ou seja:

∂Bp [0, 1] =
{
t ∈ Rk; |t|p = 1

}
,

em que |t|p = (|t1|p + · · ·+ |tk|p)
1
p sendo t = (t1, . . . , tk). Como o conjuto ∂Bp [0, 1]

é compacto, então existem constantes mF,p > 0 e MF,p > 0 tais que:

mF,p ≤ F (t) ≤MF,p ∀ t ∈ ∂Bp [0, 1] .

Considere agora t ∈ Rk \ {0} qualquer. Então, da q-homogeneidade de F ,

temos que

F

(
t

|t|p

)
=

1

|t|qp
F (t) ,

1F (λt) = λ2
#

F (t), ∀ t ∈ Rk e λ > 0
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para todo t ∈ Rk \ {0}. Logo,

mF,p|t|qp ≤ F (t) ≤MF,p|t|qp ∀ t ∈ Rk . (1.4)

Como o espaço Rk tem dimensão finita, então todas as normas são

equivalentes. Portanto, existe uma constante c > 0 tal que

|t|p ≤ c|t|q ∀ t ∈ Rk .

Então

F (t) ≤M ′
F,p|t|qq ∀ t ∈ Rk ,

em que M ′
F,p = cqMF,p é uma constante positiva.

No decorrer deste trabalho, na maioria das situações, utilizaremos que F é

uma função 2#-homogênea. Por isso, simplificaremos a notação nesse caso

em que F é uma função 2#-homogênea e a norma é a Euclideana: mF,2 = mF e

MF,2 = MF . Logo

mF |t|2
#

2 ≤ F (t) ≤MF |t|2
#

2 ∀ t ∈ Rk .

Similarmente, se G : M × Rk → R é uma função q-homogênea na segunda

variável, temos:

mG,p|t|qp ≤ G(x, t) ≤MG,p|t|qp ∀ t ∈ Rk .

Neste trabalho, utilizaremos, salvo menção ao contrário, que G é uma função

2-homogênea na segunda variável. Por isso, simplificamos a notação nesse

caso em que G é uma função 2-homogênea na segunda variável e a norma é a

Euclideana: mG,2 = mG e MG,2 = MG. Desse modo, temos:

mG|t|22 ≤ G(x, t) ≤MG|t|22 ∀ t ∈ Rk . (1.5)

Seja F : Rk → R uma função de classe C1 e q-homogênea. No decorrer deste

trabalho, utilizaremos a seguinte identidade de Euler:
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k∑
i=1

∂iF (t)ti = q F (t) .

Parte da teoria vetorial de melhores constantes não segue diretamente da

teoria escalar. Uma das diferenças é com relação a natureza de funções

vetoriais que satisfazem condições de homogeneidade. No caso vetorial

(k ≥ 2), existem exemplos de funções homogêneas que são apenas cont́ınuas.

Observe o seguine exemplo. Sejam

F (t) = |t|2#µ e G(x, t) = β(x)|t|2µ ,

em que | · |µ é a µ-norma definida por |t|µ =
(∑k

i=1 |ti|µ
) 1
µ

para 1 ≤ µ <∞ e

|t|∞ = max {|t|i; i = 1, . . . , k}.
A ausência de regularidade de F e G gera um obstáculo para o estudo de

várias questões, pois os argumentos são baseados em equações de Euler

satisfeitos por pontos cŕıticos de funcionais. Ou seja, a abordagem no que

segue seria mais restrita sem assumir regularidade de F e G.
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1.4 Espaços de Sobolev Vetorial de Segunda Ordem

Consideremos (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e dvg = dv(g) a

medida Riemanniana associada a g. Dados uma função u : M → R de classe

C∞(M) e k um número inteiro, denotamos ∇ku a k-ésima derivada covariante

de u e |∇ku| a norma de ∇ku, definida por

|∇ku| = gi1j1 · · · gikjk
(
∇ku

)
i1···ik

(
∇ku

)
j1···jk

,

em que
(
∇ku

)
i1···ik

denota as componentes de ∇u numa carta. Entretanto tal

definição não depende da escolha da carta.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta, o espaço de Sobolev

H2,2(M) é, por definição, o completamento de C∞(M) em L2(M) pela norma

‖u‖′H2,2(M) =
2∑
j=0

(∫
M

|∇ju|2g dvg
) 1

2

,

em que dvg = dv(g) é a medida Riemanniana associada a g.

O espaço H2,2(M) é um espaço de Hilbert, munido da norma:

‖u‖2
H2,2(M) =

∫
M

|u|2 dvg +

∫
M

|∇u|2 dvg +

∫
M

(∆gu)2 dvg

Observe que as normas ‖ · ‖′H2,2(M) e ‖ · ‖H2,2(M) são equivalentes. De fato, pela

fórmula de Bochner-Lichnerowitz-Weitzenböck, temos que

∫
M

(∆gu)2 dvg =

∫
M

|∇2u|2g dvg +

∫
M

Ricg

(
(∇u)#, (∇u)#

)
dvg

para todo u ∈ H2,2(M). Então, temos

‖∇2u‖2
2 + ‖∇u‖2

2 + ‖u‖2
2

= ‖∆gu‖2
2 −

∫
M

Ricg

(
(∇u)#, (∇u)#

)
dvg + ‖∇u‖2

2 + ‖u‖2
2

≤ |∆gu|22 + C‖∇u‖2
2 + ‖u‖2

2

para todo u ∈ H2,2(M). Mas, dáı temos que existe uma constante positiva C

tal que ‖ · ‖′H2,2(M) ≤ C‖ · ‖H2,2(M). Por outro lado, observe que, para toda
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função u ∈ C∞(M):

(∆gu)2 ≤ |∇2u|2

Assim, as duas normas de H2,2(M) são equivalentes.

O produto escalar associado é definido por:

〈u, v〉 =

∫
M

〈u, v〉g dvg +

∫
M

〈∇u,∇v〉g dvg +

∫
M

〈∇2u,∇2v〉g dvg

=
2∑
j=0

∫
M

〈∇ju,∇jv〉g dvg .

Como M é compacta, o espaço H2,2(M) não depende da métrica

Riemanniana. Se M é uma variedade compacta munida de duas métricas g e

g̃, então existe um número real C > 1 tal que, em qualquer ponto de M :

1

C
g ≤ g̃ ≤ Cg .

Estas duas desigualdades são vistas como desigualdades entre formas

bilineares.

Um operador linear T : E → F entre dois espaços de Banach (de um modo

geral, usaremos E = H2,2(M) e F = Rk, com k ∈ N) é compacto se, para

qualquer sequência (un)n∈N ∈ E uniformemente limitada na norma de E,

então existem u ∈ F e uma subsequência (unk) tal que:

lim
n→∞

T (unk) = u ,

fortemente em F .

O espaço H2,2(M) é reflexivo. Logo, toda sequência limitada em H2,2(M)

possui subsequência fracamente convergente. E, se T : H2,2(M)→ Rk é

compacto, então T leva sequências limitadas em H2,2(M) em sequências que

possuem subsequências convergentes em Rk, para todo k ∈ N.

O espaço H2,2(M) também é separável. Portanto, toda sequência limitada em

(H2,2(M))
∗

possui subsequência convergente (na topoligia fraca∗).

Sejam (Tn)n∈N ∈ (H2,2(M))
∗

e T ∈ H2,2(M). Dizemos que (Tn) converge

fracamente para T se
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lim
n→∞

Tn(u) = T (u) para todo u ∈
(
H2,2(M)

)∗
,

ou

Tn ⇀ T em
(
H2,2(M)

)∗
,

quando n→∞. (H2,2(M))
∗

é o espaço das formas lineares cont́ınuas de

H2,2(M).

Se M é uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 5, então a imersão

H2,2(M) ↪→ Lq(M) ,

é compacta para q ∈
(

1, 2n
n−4

]
. A imersão

H2,2(M) ⇀ L
2n
n−4 (M) ,

é cont́ınua, mas não é compacta. Ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖
L

2n
n−4 (M)

≤ C‖u‖H2,2(M) .

Denotamos por H2,2
k (M) = H2,2

(
M,Rk

)
o espaço de Sobolev vetorial

H2,2(M)× · · · ×H2,2(M), ou seja

H2,2
k (M) =

{
U = (u1, · · · , uk);ui ∈ H2,2(M) para todo i = 1, · · · , k

}
.

Esse espaço é munido da norma:

||U||H2,2
k (M) =

(∫
M

(∆gU)2 dvg +

∫
M

(
|∇gU|2 + |U|2

)
dvg

) 1
2

,

em que U = (u1, . . . , uk) e,
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∫
M

|U|22dvg =
k∑
i=1

∫
M

|ui|2 dvg,
∫
M

|∇gU|22dvg =
k∑
i=1

∫
M

|∇gui|2dvg

∫
M

(∆gU)2 dvg =
k∑
i=1

∫
M

(∆gui)
2 dvg .

Também:

|U|p = (|u1|p + · · ·+ |uk|p)
1
p .

Para simplificar, usaremos que:

|U| = |U|2 .

O espaço de Sobolev vetorial H2,2
k (M) possui diversas propriedades devido às

propriedades do espaço H2,2(M). O espaço H2,2
k (M) é um espaço de Hilbert

que tem o seguinte produto escalar:

〈U ,V〉H2,2
k (M) =

k∑
i=1

〈ui, vi〉 ,

em que 〈·, ·〉 é o produto escalar usual em H2,2(M) e U = (u1, · · · , uk) e

V = (v1, · · · , vk).
O espaço H2,2

k (M) é separável e reflexivo. Assim, a bola unitária de H2,2
k (M) é

fracamente compacta. Em outras palavras, para qualquer sequência

(Un)n∈N ∈ H2,2
k (M) tal que

‖Un‖H2,2
k (M) ≤ C para todo n ∈ N ,

existe uma subsequência (Uni)n∈N ∈ H2,2
k (M) e existe U ∈ H2,2

k (M) tal que

Uni ⇀ U , (1.6)

fracamente em H2,2
k (M) quando n→∞.

Voltemos para a mesma sequência limitada (Un)n∈N em H2,2
k (M). Sejam

T : H2,2
k (M)→ F um operador compacto e F um espaço de Banach. Então a
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sequência (T (Un))n∈N converge para T (U) (observe a convergência fraca de

(1.6)). E se, além disso, Tn → T em
(
H2,2
k (M)

)∗
, então

Tn(Un)→ T (U) .

Definimos os espaços Lqk(M) = Lq(M,Rk), para cada q com 1 ≤ q <∞, como o

espaço Lq(M) × · · · × Lq(M). Ou seja,

Lqk(M) = {U = (u1, · · · , uk); ui ∈ Lq(M), i = 1, · · · , k} ,

munido da norma

‖U‖Lqk(M) =

(
k∑
i=1

‖ui‖q

) 1
q

,

em que U = (u1, . . . , uk) e ‖ · ‖p denota a norma de Lp(M), definida por

‖u‖p =

(∫
M

|u|p dvg
) 1

p

.

Para simplificar, quando não houver ambiguidade, usaremos a notação

‖U‖p

para indicar a norma de U = (u1, . . . , uk) em Lpk(M)

A imersão de Sobolev H2,2
k (M) ↪→ Lqk(M) é compacta para 1 ≤ q < 2n

n−4
e apenas

cont́ınua se q = 2n
n−4

. Dessa forma dizemos que 2∗ = 2n
n−4

é o expoente cŕıtico

com respeito a imersão H2,2
k (M) ↪→ Lqk(M).



38

1.5 Coercividade

Seja U = (u1, ..., uk) ∈ H2,2
k (M). Definimos os funcionais Φ : H2,2

k (M)→ R e

Ψ = ΨG : H2,2
k (M)→ R, respectivamente, por:

Φ(U) =

∫
M

F (U) dvg (1.7)

e

Ψ(U) = ΨG(U) =

∫
M

(∆gU)2 dvg +

∫
M

A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
dvg +

∫
M

G(x, U) dvg(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

,

em que A é como definido no ińıcio (uma soma de (2,0)-tensores suaves).

Definimos também Ψ̂ : H2,2
k (M)→ R por

Ψ̂(U) =

∫
M

(∆gU)2 dvg +

∫
M

A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
dvg +

∫
M

G(x, U) dvg .

Logo,

Ψ(U) = ΨG(U) =
Ψ̂(U)(∫

M

F (U) dvg

) 2

2#

. (1.8)

Denotamos por L2
k(M) o espaço de Sobolev L2(M)× L2(M)× · · · × L2(M)

munido da norma:

‖U‖2
L2
k(M) =

∫
M

|U |2 dvg =
k∑
i=1

∫
M

|ui|2 dvg ,

em que U = (u1, · · · , uk). Similarmente, definimos o espaço L2#

k (M).

Segue das imersões de Sobolev H2,2
k (M) ↪→ L2

k(M) e H2,2
k (M) ↪→ L2#

k (M) que os

funcionais ΨG e Φ estão bem definidos.

Definição 1 (Coercividade). Dizemos que Ψ̂ é coercivo se existe α > 0 tal que:∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥ α

∫
M

|U |2 dvg ,
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para todo U ∈ H2,2
k (M), em que A e G : M × Rk → R são como definido anteriormente.

Temos a seguinte proposição que mostra equivalentes definições de

coercividade.

Proposição 5. São equivalentes as afirmações abaixo:

(i) Ψ̂ é coercivo.

(ii) Existe α > 0 tal que:∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥ α‖U‖2

2#

≥ αM
− 2

2#

F

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

,

para todo U ∈ H2,2
k (M).

(iii) Existe α > 0 tal que:∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥ α‖U‖2

H2,2
k (M)

,

para todo U ∈ H2,2
k (M).

Demonstração. (iii)⇒ (ii)

Segue da imersão:

H2,2
k (M) ↪→ L2#

k (M) .

(ii)⇒ (i)

Obtemos da imersão:

L2#

k (M) ↪→ L2
k(M) .

(i)⇒ (iii)

De (i) temos:∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥ α‖U‖2

L2
k(M) ,

para algum α > 0. Seja 0 < ε < 1, tal que ε ≤ α
α+k

, em que k > 0 é uma constante

apresentada a seguir. Temos que:

L(U) :=

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg , (1.9)

é igual a
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L(U) = εL(U) + (1− ε)L(U) .

Dáı,

L(U) ≥ ε

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg + (1− ε)α

∫
M

|U |2 dvg .

Usando a homogeneidade de G (veja (1.5), na pg. 31) e a limitação de A (veja (1.3)),

temos:

L(U) ≥ ε

∫
M

(
(∆gU)2 + c|∇U |2 +mG|U |2

)
dvg + (1− ε)α

∫
M

|U |2 dvg .

Seja ε0 = min {ε, εc, εmG}, isto é, ε0 = rε, em que r = 1, c, ou mG. Então

L(U) ≥ ε0

∫
M

(
(∆gU)2 + |∇U |2 + |U |2

)
dvg + (1− ε)α

∫
M

|U |2 dvg ,

basta tomar (1− ε)α ≥ ε0. Dáı:∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥ ε0‖U‖2

H2,2
k (M)

.
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1.6 Programa AB Escalar

Em Rn, existe uma constante A > 0 tal que

‖u‖2

L2# (Rn)
≤ A

∫
Rn

(∆ξu)2 dx , (1.10)

para todo u ∈ C∞c (Rn) (o conjunto das funções suaves com suporte compacto

em Rn) e em que ξ é métrica Euclideana de Rn.

Seja A0 = A0(n) a melhor constante na desilgualdade de Sobolev (1.10). Ou

seja, A0 é a menor constante que satisfaz (1.10). Definimos:

1

A2
0

= inf
u∈D2

2(Rn)\{0}

∫
Rn

(∆ξu)2 dx(∫
Rn
|u|2# dx

) 2

2#

, (1.11)

em que

D2
2(Rn) é o completamento de C∞c (Rn) com a norma ‖u‖D2

2(Rn) := ‖∆ξu‖2.

Segue do teorema de imersão Sobolev que a constante A0 > 0 está bem

definida. Essa constante foi calculada por Lieb [25], Lions [26],

Edmunds-Fortunato-Jannelli [14] e Swason [37]. Temos:

1

A2
0

=
n(n2 − 4)(n− 4)w

4
n
n

16
,

em que wn é o volume da esfera unitária canônica Sn em Rn+1.

Mais ainda, as extremais da desigualdade ótima, isto é, funções em D2
2(Rn)

que atingem o ı́nfimo em (1.11) são conhecidas e são da forma:

uλ,µ,x0(x) = µ

(
λ

λ2 + |x− x0|2

)n−4
2

,

em que µ 6= 0, λ > 0 e x0 ∈ Rn são arbitrários.

A seguinte imersão de Sobolev é cont́ınua, mas não compacta. Se (M, g) é

uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 5 então H2,2(M) ↪→ L2#(M)

continuamente, em que 2# = 2n
n−4

. Ou seja, existe A > 0 tal que:

‖u‖
L2# (M)

≤ A‖u‖H2,2(M) .
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Ainda, da imersão cont́ınua H2,2(M) ↪→ L2#(M), segue que existem constantes

A,B > 0 tais que:

‖u‖2
2# ≤ A‖∆gu‖2

2 +B‖u‖2
H1,2(M) , ∀ u ∈ H2,2(M) , (1.12)

em que

‖u‖2
H1,2(M) = ‖∇u‖2

2 + ‖u‖2
2 .

Estamos interessados nas constantes ótimas A,B da desigualdade acima.

Mais precisamente, estamos interessados em tomar A o menor posśıvel.

Vemos facilmente que A ≥ A2
0. Por outro lado, vale que, para todo ε > 0

existe Bε > 0 tal que, para qualquer u ∈ H2,2(M) temos:

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ (A2
0 + ε)

(∫
M

(∆gu)2 dvg

)
+Bε

∫
M

(
|∇gu|2 + |u|2

)
dvg . (1.13)

Em particular, definindo

Kn = inf
{
A ∈ R; existe B tal que vale a desigualde (1.12) acima ∀ u ∈ H2,2(M)

}
,

(1.14)

então Kn = A2
0 para toda variedade (M, g). Uma questão natural que surge é

a seguinte:

• O ı́nfimo Kn é atingido?

Ou, equivalentemente, podemos tomar ε = 0 em (1.13)? Uma resposta

positiva foi dada em 2000 por Djadli-Hebey-Ledoux [10] com a restrição que

a métrica g é conformemente flat. Em seguida, no ano 2003, Emmanuel

Hebey provou o resultado para uma variedade Riemanniana qualquer em

[16]. Precisamente:

Teorema 6 (E. Hebey, 2003). Seja (M, g) uma variedade compacta de dimensão n ≥ 5.

Então existe B > 0, dependendo da variedade e da métrica g, tal que, para todo u ∈
H2,2(M)

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A2
0

∫
M

(∆gu)2 dvg +B

∫
M

(
|∇gu|2 + |u|2

)
dvg .

Em particular, o ı́nfimo é atingido em (1.12).



43

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 5.

Denotamos por H2,2(M) o completamento do espaço C∞(M) em relação à

norma:

‖u‖2
H2,2(M) =

∫
M

(∆gu)2 dvg +

∫
M

(
|∇gu|2 + |u|2

)
dvg .

Dados 2# = 2n
n−4

e duas funções positivas f ∈ C∞(M) e h ∈ C0(M), existem

duas constantes positivas A, B tais que, para qualquer u ∈ H2,2(M):

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A

∫
M

(∆gu)2 dvg +B

∫
M

(
f(x)|∇gu|2 + h(x)|u|2

)
dvg . (1.15)

A primeira melhor constante de Sobolev associada à (1.15) é definida por:

A0(f, h, g) = inf {A ∈ R; existe B ∈ R tal que (1.15) é válida} .

A primeira desigualdade de Sobolev Riemanniana ótima afirma que, para

qualquer u ∈ H2,2(M),

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0(f, h, g)

∫
M

(∆gu)2 dvg +B

∫
M

(
f(x)|∇gu|2 + h(x)|u|2

)
dvg ,

(1.16)

para alguma constante B ∈ R.

A segunda melhor constante de Sobolev associada à (1.15) é definida por:

B0(f, h, g) = inf {B ∈ R; (1.16) é válida} .

A segunda desigualdade ótima de Sobolev Riemanniana afirma que, para

qualquer u ∈ H2,2(M) temos:

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0(f, h, g)

∫
M

(∆gu)2 dvg +

+ B0(f, h, g)

∫
M

(
f(x)|∇gu|2 + h(x)|u|2

)
dvg . (1.17)

Uma função não nula u0 ∈ H2,2(M) é dita extremal para a desigualdade (1.17)

se
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(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

= A0(f, h, g)

∫
M

(∆gu)2 dvg+B0(f, h, g)

∫
M

(
f(x)|∇gu|2 + h(x)|u|2

)
dvg .

O programa AB escalar consiste de várias questões de interesse envolvendo

as melhores constantes A0(f, h, g) e B0(f, h, g), e as desigualdades ótimas (1.17)

e (1.16). A seguir, dividiremos esse programa nas partes: programa A e

programa B.

O programa A é constituido de alguns problemas envolvendo A0(f, h, g) e a

desigualdade (1.16).

• Questão 1A: Qual o valor exato (ou estimativas) de A0(f, h, g)?

• Questão 2A: A desigualdade (1.16) é válida?

• Questão 3A: A validade de (1.16) implica em alguma obstrução geométrica?

• Questão 4A: A0(f, h, g) depende continuamente de f e h em alguma to-

pologia?

• Questão 5A: A0(f, h, g) depende continuamente da métrica g em alguma

topologia?

• Questão 6A: Qual o papel da geometria sobre essas questões?

O programa B é composto de algumas questões envolvendo B0(f, h, g) e a

desigualdade (1.17):

• Questão 1B: Qual o valor exato (ou estimativas) de B0(f, h, g)?

• Questão 2B: B0(f, h, g) depende continuamente de f e h em alguma to-

pologia?

• Questão 3B: B0(f, h, g) depende continuamente de métrica g em alguma

topologia?

• Questão 4B: A desigualdade (1.17) possui aplicação extremal?

• Questão 5B: O conjunto das aplicações extremais E(f, h, g) de L2#-normas

é compacto na topologia C0?

• Questão 6B: Qual o papel da geometria sobre essas questões?



45

1.6.1 Respostas Parciais

Conforme mostrado no ińıcio da seção anterior, temos respostas apenas para

as questões 1A e 2A.

As respostas das questões para o caso escalar do programa B não existem.

Ou seja, nenhum autor ainda trabalhou nessas questões.

Responderemos algumas das questões do caso vetorial, o que por sua vez

dará respostas a perguntas similares do programa escalar.
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1.7 Programa AB Vetorial

Sejam n ≥ 5 e k ≥ 1 um números inteiros. Denotamos por D2,2
k (Rn) o espaço

de Sobolev Euclideano vetorial D2,2(Rn)× · · · × D2,2(Rn) munido da norma

‖∆U‖D2,2
k (Rn) =

(∫
Rn

(∆U)2 dx

) 1
2

,

em que

U = (u1, . . . , uk)

e

∫
Rn

(∆U)2 dx =
k∑
i=1

∫
Rn

(∆ui)
2 dx .

Seja F : Rk → R uma função cont́ınua, positiva e 2#-homogênea. Nesse caso,

segue diretamente de (1.10) a existência de uma constante A > 0 tal que

(∫
Rn
F (U) dx

) 2

2#

≤ A
∫
Rn

(∆U)2 dx , (1.18)

para todo U ∈ D2,2
k (Rn).

A melhor constante de Sobolev Euclidiana associada à desigualdade (1.18) é:

A0(F, n) = inf {A ∈ R; (1.18) é válida} .

A desigualdade ótima de Sobolev Euclidiana vetorial ótima afirma que:

(∫
Rn
F (U) dx

) 2

2#

≤ A0(F, n)

∫
Rn

(∆U)2 dx , (1.19)

para todo U ∈ D2,2
k (Rn).

Uma aplicação não-nula U0 ∈ D2,2
k (Rn) é dita uma extremal de (1.19), se
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(∫
Rn
F (U) dx

) 2

2#

= A0(F, n)

∫
Rn

(∆U)2 dx . (1.20)

Duas questões básicas relacionadas à (1.19) são:

(a) Qual o valor exato de A0(F, n)?

(b) (1.19) possui aplicação extremal?

Essas duas perguntas são respondidas no seguinte resultado.

Proposição 7. Temos

A0(F, n) = M
2

2#

F A0(n) ,

em que MF = maxSk−1
2

F e Sk−1
2 =

{
t ∈ Rk;

∑k
i=1 |ti|2 = 1

}
e A0(n) é dado por (1.11).

Além disso, U0 ∈ D2,2
k (Rn) é uma aplicação extremal de (1.19) se, e somente se, U0 = t0u0

para algum t0 ∈ Sk−1
2 tal que MF = F (t0) e alguma função extremal u0 ∈ D2,2(Rn) de

(1.10).

Demonstração. Temos, pela 2#− homogeneidade da F :

F (t) ≤ MF

(
k∑
i=1

|ti|2
) 2#

2

, ∀ t ∈ Rk .

Assim, usando a desigualdade de Minkowski e a de Sobolev escalar Euclideana (1.10),

temos para qualquer U ∈ D2,2
k (Rn):

(∫
M

F (U) dx

) 2

2#

≤ M
2

2#

F

∫
M

(
k∑
i=1

|ui|2
) 2#

2

dvg


2

2#

≤ M
2

2#

F

k∑
i=1

(∫
M

|ui|2
#

dvg

) 2

2#

≤ M
2

2#

F A0(n)

∫
Rn

k∑
i=1

(∆ui)
2 dx = M

2

2#

F A0(n)

∫
Rn

(∆U)2 dx . (1.21)

Dáı obtemos que:

A0(F, n) ≤M
2

2#

F A0(n) .

Agora, escolhendo U0 = t0u0 em que t0 ∈ Sk−1
2 é tal que MF = F (t0) e u0 ∈ D2,2(Rn)

uma função extremal de (1.10), temos2

2Observe que, neste caso:

(∆U0)
2

=

k∑
i=1

(
∆
(
ti0u0

))2
= (∆u0)

2



48

(∫
Rn
F (U0) dx

) 2

2#

= M
2

2#

F

(∫
Rn
|u0|2

#

dx

) 2

2#

= M
2

2#

F A0(n)

∫
Rn

(∆u0)2 dx

= M
2

2#

F A0(n)

∫
Rn

(
k∑
i=1

∆
(
ti0u0

))2

dx

= M
2

2#

F A0(n)

∫
Rn

(∆U0)2 dx . (1.22)

A0(F, n) ≥M
2

2#

F A0(n) .

Portanto,

A0(F, n) = M
2

2#

F A0(n) .

Concluimos também que aplicações da forma U0 = t0u0, como construidas acima, são

aplicações extremais. Afirmamos que toda aplicação extremal de (1.19) tem essa forma.

De fato, seja U ∈ D2,2
k (Rn) uma aplicação extremal de (1.19). Nesse caso, U satisfaz (1.21)

com igualdades no lugar das três desigualdades. Mas observe que a segunda igualdade

corresponde à desigualdade de Minkowski. Isso implica que existem t ∈ Rk em |t|2 = 1 e

u ∈ D2,2(Rn) tal que U = tu. E, finalizando, da primeira igualdade segue que F (t) = MF

e, da terceira igualdade, que u é uma função extremal de (1.10).

Sejam F : Rk → R uma função cont́ınua, positiva e 2#-homogênea e

G : M × Rk → R uma função positiva, cont́ınua e 2-homogênea na segunda

variável. Segue da imersão cont́ınua H2,2(M) ↪→ L2#(M) que existem duas

constantes positivas A e B tais que

(∫
M

F (U)dvg

) 2

2#

≤ A
∫
M

(∆gU)2 dvg +

+ B
∫
M

(
A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg . (1.23)

A primeira melhor constante de Sobolev associada à (1.23) é definida como:

A0 = A0(A,F,G, g) = inf {A ∈ R; existe B ∈ R tal que (1.23) vale} .

A primeira desigualdade ótima de Sobolev Riemanniana vetorial afirma que,

para qualquer U ∈ H2,2
k (M), temos:
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(∫
M

F (U)dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +

+ B
∫
M

(
A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg , (1.24)

para alguma constante B ∈ R.

A segunda melhor constante de Sobolev associada à (1.24) é definida como:

B0 = B0(A,F,G, g) = inf {B ∈ R; (1.24) vale} .

A segunda desigualdade ótima de Sobolev Riemanniana vetorial afirma que,

para qualquer U ∈ H2,2
k (M), vale

(∫
M

F (U)dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +

+ B0

∫
M

(
(A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg . (1.25)

Esta desigualdade é sharp em relação à primeira e à segunda melhores

constantes de Sobolev, no sentido em que nenhuma delas pode ser diminuida.

Uma pergunta natural surge: É posśıvel obter a igualdade em (1.25)? Uma

aplicação não nula U0 ∈ H2,2
k (M) é dita uma extremal de (1.25), se

(∫
M

F (U0)dvg

) 2

2#

= A0

∫
M

(∆gU0)2 dvg +

+ B0

∫
M

(
(A
(
(∇gU0)#, (∇gU)#

)
+G(x, U0)

)
dvg .

O programa AB vetorial consiste de várias questões de interesse envolvendo

as melhores constantes A0(A,F,G, g) e B0(A,F,G, g) e as desigualdades ótimas

(1.24) e (1.25).

Esse programa é separado em duas partes: o progrma A e o programa B.

O programa A é composto das seguintes questões envolvendo A0(A,F,G, g) e

(1.24):

• Questão 1A: Qual o valor exato (ou estimativas) de A0(A,F,G, g)?

• Questão 2A: A desigualdade (1.24) é válida?

• Questão 3A: A validade de (1.24) implica em alguma obstrução geométrica?
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• Questão 4A: A0(A,F,G, g) depende continuamente de F e G em alguma

topologia?

• Questão 5A: A0(A,F,G, g) depende continuamente de g e de A em alguma

topologia?

• Questão 6A: Qual o papel da geometria sobre essas questões?

O programa B consiste das seguintes questões envolvendo B0(A,F,G, g) e

(1.25):

• Questão 1B: Qual o valor exato (ou estimativas) de B0(A,F,G, g)?

• Questão 2B: B0(A,F,G, g) depende continuamente de F e G em alguma

topologia?

• Questão 3B: B0(A,F,G, g) depende continuamente da métrica g e de A

em alguma topologia?

• Questão 4B: A desigualdade (1.25) possui aplicação extremal?

• Questão 5B: O conjunto das aplicações extremais E(A,F,G, g) normaliza-

das por
∫
M
F (U) dvg = 1 é compacto na topologia C0?

• Questão 6B: Qual o papel da geometria sobre essas questões?

1.7.1 Respostas Parciais

Algumas questões do programa A foram respondidas por alguns autores

apenas para o caso escalar, ou seja, não existem estudos anteriores para o

caso vetorial. Um dos objetivos dessa tese é dar uma contribuição para essas

questões do caso vetorial. O programa B não tem nenhum resultado

anterior, nem mesmo para o caso escalar. Mostraremos adiante respostas a

algumas perguntas do caso vetorial para o programa B, o que implicará,

conforme já mencionado, nas respostas para o programa B no caso escalar.

Começamos respondendo a pergunta 1A do programa AB.

Proposição 8. Temos

A0(A,F,G, g) = M
2

2#

F A0 ,

em que MF = maxSk−1
2

F e Sk−1
2 =

{
t ∈ Rk;

∑k
i=1 |ti|2 = 1

}
. Em particular a desigualdade

ótima (1.24) é válida.

Demonstração. Temos, pela 2#− homogeneidade da F :

F (t) ≤ MF

(
k∑
i=1

|ti|2
) 2#

2

, ∀ t ∈ Rk .
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Assim, usando a desigualdade de Minkowski, temos:

(∫
M

F (U) dx

) 2

2#

≤ M
2

2#

F

∫
M

(
k∑
i=1

|ui|2
) 2#

2

dvg


2

2#

≤ M
2

2#

F

k∑
i=1

(∫
M

|ui|2
#

dvg

) 2

2#

.

Ou seja,

(∫
M

F (U) dx

) 2

2#

≤M
2

2#

F

(∫
M

|U |2# dvg
) 2

2#

. (1.26)

Por outro lado, pela definição de A0, temos

k∑
i=1

(∫
M

|ui|2
#

dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

k∑
i=1

(∆gui)
2 dvg +B

∫
M

k∑
i=1

(
|∇ui|2 + u2

i

)
dvg .

Ou seja, temos:

(∫
M

|U |2# dvg
) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +B

∫
M

(
|∇U |2 + |U |2

)
dvg . (1.27)

Pelas hipóteses de G (lembre-se que G : M × Rk → R é uma função cont́ınua, positiva e

2-homogênea na segunda variável), existe uma constante m > 0 tal que:

G(x, t) ≥ m
k∑
i=1

|ti|2, ∀ x ∈ M, t ∈ Rk ,

em que m = minM×Sk−1
2

G. Dáı, juntando (1.26) e (1.3) na desigualdade (1.27), obtemos

para todo U ∈ H2,2
k (M):

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

≤M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU)2dvg+
BM

2

2#

F

max {c, m}

∫
M

(
A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ,

isso implica que

A0(A,F,G, g) ≤ M
2

2#

F A0 . (1.28)

Agora considere constantes A e B tais que

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

≤ A
∫
M

(∆gU)2 dvg + B
∫
M

(
(A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg ,

para todo U ∈ H2,2
k (M). Usamos (1.3) e consideramos agora constantes A e B̃ =



52

min {BC,B}, tais que

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gU)2 dvg + B̃
∫
M

(|∇U |+G(x, U)) dvg .

Escolhemos U = ut0 =
(
ut10, ut

2
0, ..., ut

k
0

)
, em que t0 =

(
t10, . . . , t

k
0

)
∈ Sk−1

2 é tal que

F (t0) = MF . Usando também que G é 2-homogênea, obtemos:

(∆U)2 =
k∑
i=1

(
∆uti0

)2
= (∆u)2|t0|2 = (∆u)2

|∇U |2 =
k∑
i=1

∣∣∇uti0∣∣2 =
k∑
i=1

|ti|2|∇u|2 = |t0|2|∇u|2 = |∇u|2

|U |2 =
k∑
i=1

(
uti0
)2

= u2|t0|2 = u2

G(x, U) = G(x, t0u) = |u|2G(x, t0) ≤ c|u|2 .

em que u ∈ H2,2(M). Encontramos uma constante B1 > 0 tal que:

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0M
− 2

2#

F

∫
M

(∆gu)2 dvg +B1

∫
M

(
|∇u|2 + u2

)
dvg .

Assim, obtemos que

A0M
− 2

2#

F ≥ A0 . (1.29)

Dáı, de (1.29) e de (1.28), obtemos:

A0(A,F,G, g) = M
2

2#

F A0 .

Se F (U) =
∑k

i=1 |ui|2
#
, então A0 = Kn, pois MF = 1. Ou seja, nesse caso, a

primeira melhor constante A0 só depende de n.

Note que a primeira melhor constante da teoria vetorial não depende da

geometria e nem de G, e depende de n e de F em relação à topologia C0
loc(M).

A primeira melhor constante A0 depende continuamente de F . Seja (Fα)α
uma famı́lia de funções cont́ınuas, Fα : Rk → R positiva e 2#−homogênea para

cada α que converge para F : Rk → R na topologia C0. Assim temos que

Aα0 = M
2

2#

Fα
Kn é primeira melhor constante associada a Fα:
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(∫
M

Fα(U) dvg

) 2

2#

≤ Aα0
∫
M

(∆gU)2 dvg +B
∫
M

(
(A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg .

Mas observe que temos a seguinte convergência: Aα0 → A0. Ou seja, A0

depende continuamente de F .

O que foi feito acima responde as questões envolvidas no programa A

vetorial. Vamos, agora, nos concentrar no programa B vetorial. Mais

precisamente, responderemos a algumas questões do programa B vetorial no

caṕıtulo 3.

No caṕıtulo 2 que segue desenvolveremos uma teoria que será utilizada para

demonstrar a existência de aplicações extremais, no caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo

2
Sistemas Eĺıpticos de Quarta Ordem

Neste caṕıtulo, voltaremos a atenção para o seguinte sistema de quarta

ordem:

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+

1

2
∇UG(x, U) =

1

2#
∇F (U) , (2.1)

em que U = (u1, . . . , uk). Ou seja,

−∆2
gui + divg

(
Ai(∇ui)#

)
+

1

2
∂iG(x, U) =

1

2#
∂iF (U) ,

para i = 1, . . . , k. Para a maior parte dos resultados deste caṕıtulo,

consideramos F : Rk → R uma função de classe C1, positiva e 2#-homogênea e

G : M × Rk → R uma função de classe C1, positiva e 2-homogênea na segunda

variável. Mas, alguns resultados (como a concentração L2 e compacidade)

tomaremos a seguinte função particular: G(x, t) =
∑k

ij=1Aijtitj, em que

t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk, Ai = big (bi ∈ R e g é a métrica da variedade) e Aij : M → R
são funções tais que a matriz (Aij(x)) é positiva definida e simétrica, para

todo x ∈M . Assim, o sistema (2.1) fica sendo:

−∆2
gui + bi∆gui +

1

2

k∑
j=1

Aijuj =
1

2#
|ui|2

#−2ui . (2.2)

Na versão escalar de (2.1), um caso particular é o seguinte:

∆2
gu+ bα∆gu+ cαu = u2#−1 (2.3)

em que bα e cα são funções cont́ınuas e positivas. Esse caso foi estudado por

diversos autores (veja por exemplo [10], [15] e [24]). É analisado as soluções e



55

o funcional energia associado. Uma das questões no trabalho de Hebey-Wen

é que se bα e cα convergem para b0 e c0 respectivamente, ou seja, temos

∆2
gu+ b0∆gu+ c0u = u2#−1 (2.4)

e se as soluções uα convergem fracamente em H2,2(M), então em que

condições o limite fraco é não trivial? Nessa seção dirigimos a mesma

questão para soluções de (2.2) e estabelecemos um resultado no mesmo

esṕırito de Hebey-Wen, que é o teorema da compacidade que se encontra no

final deste caṕıtulo.

Uma das principais diferenças entre (2.1) e (2.3) é que o segunda equação

pode ser escrita, na maioria dos casos, como produto de operadores eĺıpticos

de segunda ordem. Isso auxilia a utilizar técnicas de segunda ordem padrões

como a iteração de Moser da análise. Mas no nosso caso (2.1) não teremos

um produto em geral. Desse modo, não estamos em condições de usar as

técnicas de segunda ordem diretamente. Assim utilizamos da técnica da

iteração de Moser para operadores de quarta ordem feita por Sandeep (veja

[31]).

Considere o operador Pg := ∆2
g − divg

(
A(∇·)#

)
+ a (em que a ∈ C∞(M) e A é

um (2,0)-tensor simétrico e suave). Esse operador Pg não satisfaz o prinćıpio

de comparação pontual, mesmo quando ele é coercivo. Isso é uma

importante diferença para operadores de segunda ordem.

Uma questão de importância é a seguinte: o operador Pg satisfaz o prinćıpio

do máximo? A resposta é positiva se Pg é produto de dois operadores

eĺıpticos, cada um deles coercivo. Assim, Pg = (∆g + a) ◦ (∆g + a′), em que a e

a′ ∈ C∞(M). Também, se 4b0 ≤ c2
0 em (2.4), obtemos a decomposição de Pg em

operadores coercivos eĺıpticos e portanto temos também o prinćıpio do

máximo (veja [30]).

Um dos pontos altos desse caṕıtulo é o teorema de decomposição em

bubbles, pois usando esse teorema, conseguimos provar os principais

resultados e obter nossas contribuições. Demonstramos esse teorema

provando inicialmente que a sequência de Palais-Smale converge fracamente

e obtemos o limite fraco da sequência. Obtemos uma nova sequência de

Palais-Smale para um novo funcional. Dáı utilizamos do caso escalar para

finalizar o teorema.

Nossa contribuição dá extensão a alguns trabalhos (de E. Hebey, F. Robert,

Z. Djadli, M. Ledoux, V. Felli, entre outros) em que foi estudado (2.2) no

caso escalar.

Este caṕıtulo começa com a existência de soluções, passando pela

regularidade, estimativas pontuais e concentração L2, terminando com a



56

compacidade.

2.1 Existência

Seja q ∈
[
2, 2#

]
. Definimos:

µq = inf
{
Iq(U);U ∈ H2,2

k (M) \ {0} e Φ(U) = 1
}
,

em que Φ(U) =

∫
M

F (U) dvg (veja (1.7)) e Iq : H2,2
k (M) \ {0} → R é o seguinte

funcional:

Iq(U) =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg(∫

M

F (U) dvg

) 2
q

, (2.5)

definido para todo U ∈ H2,2
k (M) \ {0}, em que F : Rk → R é uma função

q-homogênea. O funcional Iq está bem definido, pois a imersão de Sobolev

H2,2
k (M) ↪→ Lqk(M) é continua.

Para obtermos soluções de (2.1) no caso cŕıtico, ou seja, quando q = 2#,

teremos de utilizar um outro método. Este apresentaremos mais adiante. No

resultado a seguir, focamos no caso subcŕıtico, ou seja, quando q < 2#.

Proposição 9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 5.

Sejam A um (2, 0)−tensor simétrico; F : Rk → R uma função de classe C1, positiva e

q−homogênea e G : M × Rk → R é uma função cont́ınua, de classe C1 e 2-homogênea

na segunda variável. Suponha que q ∈
[
2, 2#

)
. Então, µq é finito e é atingido. Ou seja,

µq ∈ R e existe U ∈ H2,2
k (M) \ {0} tal que Iq(U) = µq.

Demonstração. Inicialmente, provamos que µq > −∞. Seja U ∈ H2,2
k (M) \ {0}. Como A

é suave, então existe C > 0 tal que∣∣∣∣∫
M

A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
dvg

∣∣∣∣ ≤ C

∫
M

|∇U |2g dvg , (2.6)

para todo U ∈ H2,2
k (M). Observamos que existe uma constante C ′ > 0 tal que∣∣∣∣∫
M

A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
dvg

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫
M

(∆gU)2 dvg + C ′‖U‖2
2 , (2.7)

para todo U = (u1, . . . , uk) ∈ H2,2
k (M), em que ‖U‖2

2 =
∑k

i=1

∫
M
|ui|2 dvg.

Para provar a desigualdade acima, provaremos dois lemas a seguir.
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Lema 10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Então, para cada ε > 0,

existe C(ε) > 0 tal que

‖∇u‖2 ≤ ε‖∆gu‖2 + C(ε)‖u‖2, ∀ u ∈ H2,2(M) .

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe ε > 0 tal que, para cada α ∈ N∗,
existe uα ∈ H2,2(M) tal que

‖∇uα‖2 > ε‖∆guα‖2 + α‖uα‖2, e ‖∇uα‖2 = 1 .

Dáı,

1 > ε‖∆guα‖2 e 1 > α‖uα‖2 .

Ou seja,

‖∆guα‖2 <
1

ε
e ‖uα‖2 <

1

α
.

Logo,

‖∆guα‖2 + ‖∇uα‖2 + ‖uα‖2 <
1

ε
+ 1 +

1

α
.

Portanto, temos que existe uma constante C > 0 tal que

‖uα‖H2,2(M) ≤ C .

Além disso, temos que ‖uα‖2 → 0. Como a imersão H2,2(M) ↪→ H1,2(M) é compacta,

a menos de subsequência, temos que uα ⇀ u (u ∈ H2,2(M)) e uα → u em H1,2(M).

Portanto, ‖∇u‖2 = 1 e ‖u‖2 = 0, o que é uma contradição.

Usaremos este lema 10 para demonstrar o lema a seguir. Para provar (2.7), basta verifi-

carmos o caso escalar. O caso vetorial segue diretamente do lema abaixo.

Lema 11. Seja A um (2, 0)−tensor. Existe uma constante C ′ > 0 tal que∣∣∣∣∫
M

A
(
(∇u)#, (∇u)#

)
dvg

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫
M

(∆gu)2 dvg + C ′‖u‖2
2 .

Demonstração. Seja C > 0 a constante na desigualdade (2.6). Tomamos ε = 1√
4C

no lema

10 acima:

‖∇u‖2 ≤
1√
4C
‖∆gu‖2 + C(ε)‖u‖2 .

Dáı,



58

‖∇u‖2
2 ≤

(
‖∆gu‖2√

4C
+ C(ε)‖u‖2

)2

=
‖∆gu‖2

2

4C
+

2C(ε)√
4C
‖∆gu‖2‖u‖2 + C2(ε)‖u‖2

2

≤ ‖∆gu‖2
2

4C
+
‖∆gu‖2

2

4C
+

4C2(ε)‖u‖2
2

2
+ C2(ε)‖u‖2

2 .

Logo,

C

∫
M

|∇u|2 dvg ≤
1

2

∫
M

(∆gu)2 dvg + C ′‖u‖2
2 .

Portanto, de (2.6) obtemos o resultado do lema.

Voltemos agora a demonstração da proposição. Como F é q-homogênea e positiva, temos

que existe uma constante MF,2 = M ′
F > 0 tal que:

F (U) ≤M ′
F |U |

q
2 ≤ M̂ ′

F |U |qq , para toda U ∈ Rk , (2.8)

em que |U |22 = |u1|2 + · · · + |uk|2 e U = (u1, . . . , uk) (veja seção 1.3, p. 30). E, da

homogeneidade de G, obtemos que existe uma constante mG > 0 tal que:

mG|U |22 ≤ G(x, U) , para toda U ∈ Rk . (2.9)

Usaremos agora as desigualdades acima (2.9), (2.8), (2.7) e a desigualdade de Hölder

(também usamos a idéia do ińıcio da demonstração da proposição 8). Observe que, para

cada i = 1, . . . , k temos que

∫
M

|ui|2 dvg ≤
(∫

M

|ui|q dvg
) 2

q

vol(M)1− 2
q

e como ‖ui‖2
q ≤ ‖U‖2

q, temos que:

∫
M

|U | dvg ≤ k

(∫
M

|U |qq dvg
) 2

q

vol(M)1− 2
q

Então, temos que:
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Iq(U) =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg(∫

M

F (U) dvg

) 2
q

≥

1

2

∫
M

(∆gU)2 dvg − (C ′ −mG)‖U‖2
2(∫

M

F (U) dvg

) 2
q

≥

∫
M

(∆gU)2 dvg

2

(∫
M

F (U) dvg

) 2
q

− (C ′ −mG) ‖U‖2
2

V olg(M)
2
q
−1
(
M̂ ′

F

) 2
q ‖U‖2

q

=

∫
M

(∆gU)2 dvg

2

(∫
M

F (U) dvg

) 2
q

− k (C ′ −mG)

V olg(M)
2
q
−1
(
M̂ ′

F

) 2
q

, (2.10)

para todo U ∈ H2,2
k (M) \ {0}, em que ‖U‖2

2 =
∑k

i=1 ‖ui‖2
2. Note que estamos supondo

que (C ′ −mG) > 0. Caso contrário, se (C ′ −mG) < 0 teŕıamos:

Iq(U) ≥

∫
M

(∆gU)2 dvg

2 (M ′
F )

2
q ‖U‖2

q

Isso prova, para ambos casos, que µq > −∞ e então µq ∈ R. Seja, agora, (Uα)α∈N ∈
H2,2
k (M) \ {0} uma sequência minimizante para Iq, ou seja:

lim
α→∞

Iq(Uα) = µq . (2.11)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que∫
M

F (Uα) dvg = 1 , (2.12)

para todo α ∈ N. De (2.10) e (2.11), temos que existe uma constante C0 > 0 tal que:∫
M

(∆gUα)2 dvg ≤ C0 ,

para todo α ∈ N. De (1.4) e de (2.12), obtemos:

‖Uα‖2
2 =

∫
M

|Uα|22 ≤ C1, para uma constante C1 > 0 .

E do lema 10, usando as duas limitações acima, temos:
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‖∇U‖2
2 ≤ C2 ,

em que C2 > 0. Dáı, existe uma constante C > 0, tal que:

‖Uα‖H2,2
k (M) ≤ C ,

para todo α ∈ N. Como a bola unitária de H2,2
k (M) é fracamente compacta, temos que

existe U ∈ H2,2
k (M) que é o limite fraco de (Uα)α∈N, a menos de subsequência. Ou seja,

existe subsequência (Uα′) ⊂ (Uα) tal que

Uα′ ⇀ U ,

convergência fraca em
(
H2,2
k (M)

)∗
, quando α → ∞. Sem perda de generalidade, as-

sumiremos que a convergência ocorre para sequência inicial (Uα)α∈N. Como a imersão

H2,2
k (M) ↪→ H1,2

k (M) é compacta, temos que

lim
α→∞

Uα = U em H1,2
k (M) .

Como, para 2 ≤ q < 2#, a imersão H2,2
k (M) ↪→ Lqk(M) é compacta, temos também que

lim
α→∞

Uα = U em Lqk(M) .

Também temos que Uα → U qtp. Logo
∫
M
F (U)dvg = 1 e de (1.4) concluimos que U 6= 0,

em que U = (u1, . . . , uk). Seja Θα = Uα − U ∈ H2,2
k (M) para α ∈ N. Temos:

∫
M

(
(∆gUα)2 + A

(
(∇Uα)#, (∇Uα)#

)
+G(x, Uα)

)
dvg

=

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg +

∫
M

(∆gΘα)2 + o(1) ,

em que limα→∞ o(1) = 0, pois Θα ⇀ 0 em
(
H2,2
k (M)

)∗
e Uα → U em H1,2

k (M) quando

α→∞. Suponha que:

µq =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg +

∫
M

(∆gΘα)2 + o(1) , (2.13)

quando α→∞. Como U 6= 0, temos que Iq(U) ≥ µq. Mas temos também:

µq ≤
∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg +

∫
M

(∆gΘα)2 . (2.14)

ou seja µq ≤ Iq(U). Juntando (2.13) e (2.14), temos:
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µq =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg = Iq(U) ,

e

lim
α→∞

∫
M

(∆gΘα)2 dvg = 0 .

Em particular, o ı́nfimo µq é atingido em U ∈ H2,2
k (M).

Agora, considere o conjunto Λ definido por:

Λ =
{
U ∈ H2,2

k (M); Φ(U) = 1
}
,

em que Φ(U) =
∫
M
F (U) dvg (veja (1.7)). Considere também o número λ dado

por:

λ = inf
U∈Λ

Ψ(U) ,

em que Ψ(U) = I2#(U) (veja (1.8) e (2.5)).

Vemos facilmente que, se (Uα)α é uma sequência minimizante para λ, então

(Uα)α é uma sequência limitada em H2,2
k (M). De fato, tal afirmação decorre

do fato que (Uα)α ⊂ Λ e da existência de uma constante mF > 0 tal que

mF |U |2
#

2 ≤ F (U).

Sobre algumas condições, no teorema a seguir, veremos que o sistema (2.1)

possui solução de energia mı́nima.

Teorema 12. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 5.

Sejam F : Rk → R função de classe C1, positiva e 2#−homogênea e G : M × Rk → R
função cont́ınua de classe C1 e 2-homogênea na segunda variável. Seja também A um

(2, 0)−tensor simétrico suave e suponha que Ψ seja coercivo. Se λ < 1
A0

, então (2.1)

possui solução fraca U0 ∈ Λ tal que

Ψ(U0) = λ .

Demonstração. Como Ψ é coercivo, temos que existe α > 0 tal que

Ψ̂(U) ≥ α‖U‖2
2# ≥ M

− 2

2#

F,2#
α

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

,

(veja a proposição 5). Afirmamos que o ı́nfimo λ é positivo, ou seja, λ > 0. Da desigual-

dade acima obtemos:
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Ψ(U) =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg(∫

M

F (U) dvg

) 2

2#

≥ α

M
2

2#

F

,

para todo U ∈ H2,2
k (M). Logo λ ≥ αM

− 2

2#

F > 0. O que prova a afirmação.

Seja (Uα)α ⊂ Λ uma sequência minimizante para λ. Ou seja,

lim
α→∞

Ψ (Uα) = λ .

Como a sequência é limitada, existe U0 ∈ H2,2
k (M) tal que, a menos de subsequência,

temos:

Uα ⇀ U0 fracamente em H2,2
k (M)

Uα → U0 fortemente em H1,2
k (M) e em L2

k(M) .

Consideramos Θα = Uα − U0 ∈ H2,2
k (M) para todo α ∈ N. Como na demonstração da

proposição anterior (proposição 9), temos que:

λ = Ψ(U0) +

∫
M

(∆gΘα)2 dvg + o(1) , (2.15)

em que limα→∞ o(1) = 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que:

lim
α→∞

Θα(x) = 0 q.t.p x ∈ M .

Pelo Lema de Brézis-Lieb generalizado (veja [1]), temos:

lim
α→∞

(∫
M

F (U0 + Θα) dvg −
∫
M

F (U0) dvg −
∫
M

F (Θα) dvg

)
= 0 . (2.16)

Com a desigualdade (1.24) (também de (1.3) e (1.5)) e a convergência de Θα em H2,2
k (M),

temos:

(∫
M

F (Θα) dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gΘα)2 dvg +B

∫
M

(
|∇Θα|2 +G(x,Θα)

)
dvg

≤ A0

∫
M

(∆gΘα)2 dvg + o(1) . (2.17)

Da definição, temos que Ψ é 2-homogênea, ou seja, Ψ(αU) = α2Ψ(U), para α ∈ R. Assim:
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λ ≤ Ψ

 U0(∫
M

F (U0) dvg

) 1

2#

 =
1(∫

M

F (U0) dvg

) 2

2#

Ψ(U0)

Portanto,

Ψ(U0) ≥ λ

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

. (2.18)

Usando em (2.15) as desigualdades (2.16), (2.17) e (2.18), obtemos:

λ ≥ λ

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

+ (A0)−1

(∫
M

F (Θα) dvg

) 2

2#

+ o(1)

≥ λ

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

+ (A0)−1

(
1−

∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

+ o(1) .

Fazendo α→ +∞ nesta última desigualdade obtemos:

λA0

(
1−

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

)
≥
(

1−
∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

.

Observe que 2
2#

= 1− 4
n
< 1 e

F (Uα) ⇀ F (U0) em L1(M) ⇒
∫
M

F (U0) dvg ≤ lim inf

∫
M

F (Uα) dvg = 1 .

Concluimos então: ∫
M

F (U0) dvg ≤ 1 . (2.19)

Como 1−Xp ≤ (1−X)p para todo X ∈ [0, 1] e para todo 0 ≤ p ≤ 1, obtemos1:

(λA0 − 1)

(
1−

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

)
≥ 0 .

Da hipótese λ < 1
A0

, obtemos: ∫
M

F (U0) dvg ≥ 1 .

Por outro lado, da convergência fraca (veja (2.19)), obtemos que:

1Se (X − 1) ≥ 0, então 1 = (1 − X + X)p ≤ (1 − X)p + Xp, pois (a + b)s ≤ as + bs se a, b > 0 e
s ∈ [0, 1] .
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∫
M

F (U0) dvg ≤ 1 .

Portanto, ∫
M

F (U0) dvg = 1 .

Logo, U0 ∈ Λ e U0 6= 0 (de (1.4), pois F é 2#-homogênea). Assim como na demons-

tração da proposição anterior, temos também que limα→∞Θα = 0 em H2,2
k (M) e que

limα→∞
∫
M

(∆Θα)2 dvg = 0. Logo, de (2.15), temos que

λ = Ψ(U0) .

Portanto, U0 ∈ H2,2
k (M) \ {0} é um minimizador para Ψ e U0 é solução para o problema

(2.1), ou seja,

Ψ′(U0)V = λΦ′(U0)V para todo V ∈ H2,2
k (M) ,

pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange.
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2.2 Regularidade

A estratégia de Trudinger para operadores de segunda ordem, como no caso

de operadores do tipo Yamabe, não se aplica satisfatoriamente para para o

caso de operadores de quarta ordem. Mas podemos observar que Sandeep

([31]) pôde desenvolver o método De Giorgi-Nash-Moser para equações de

quarta ordem, que é uma técnica que está bem próxima da técnica de

Trudinger.

Algumas técnicas usadas para operadores de quarta ordem foram

desenvolvidas por Van der Vorst e, no contexto Riemanniano, por

Esposito-Robert (veja [15], [38] e também [10]).

Um importante resultado que obtemos com a coercividade é o seguinte.

Proposição 13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e seja A uma soma

de (2, 0)−tensores suaves, simétricos e positivos. Suponha que S ∈ Hr,p
k (M) e G :

M × Rk → R de classe C1 seja uma função 2-homogênea na segunda variável, de classe

C1 e positiva. Então existe U ∈ H4+r,p
k (M) tal que

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+

1

2
∇UG(x, U) = S(x) . (2.20)

Mais ainda, temos que

‖U‖H4+r,p
k (M) ≤ C‖S‖Hr,p

k (M) .

para todo U ∈ H2,2
k (M) onde C = C(M, g, k) > 0. E se G(x, t) =

∑k
i,j=1Aij(x)titj, em

que (Aij(x)) é positiva como forma bilinear e simétrica, então temos unicidade em (2.20).

Demonstração. Sejam A uma soma de (2, 0)−tensores simétricos e suaves e G uma função

2-homogênea de classe C1 na segunda variável. O funcional Ψ̂ é coercivo, ou seja, existe

λ > 0 tal que:

Ψ̂(U) =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥ λ

∫
M

|U |22 dvg .

Nessa demonstração, consideraremos o operador

PgU = −∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+

1

2
∇UG(x, U) ,

ou, considerando as funções coordenadas de U = (u1, . . . , uk), temos (utilizaremos a

mesma notação para o operador Pg):

Pgui = −∆2
gui + divg

(
Ai(∇ui)#

)
+

1

2
∂iG(x, U) ,

para i = 1, . . . , k.

Afirmação 1. Seja p > 1. Afirmamos que existe C > 0 tal que



66

‖U‖Lpk(M) ≤ C‖PgU‖Lpk(M) ∀ U ∈ H4,p
k (M) .

Provemos essa afirmação por contradição. Assumimos que, para todo α ∈ N∗, existe

Uα = (u1
α, . . . , u

k
α) ∈ H4,p

k (M) tal que

‖Uα‖p = 1 e ‖PgUα‖p ≤
1

α
. (2.21)

Denotaremos Sα(x) = (S1
α, . . . , S

k
α). Seja Siα = Pgu

i
α. Assim,

−∆2
gu

i
α + divg

(
Ai(∇uiα)#

)
+

1

2
∂iG(x, Uα) = Siα(x) ,

para i = 1, . . . , k. Aplicamos a Teoria Lp em

−∆2
gui + divg

(
Ai(∇ui)#

)
= Siα(x)− ∂iG(x, Uα)

e obtemos

‖uiα‖H4,p
k (M) ≤ C

(
‖Siα − ∂iG(x, Uα)‖p + ‖uiα‖p

)
≤ C

(
‖Siα‖p + ‖∂iG(x, Uα)‖p + ‖uiα‖p

)
≤ C0

(
‖Siα‖p + ‖uiα‖p + ‖uiα‖p

)
≤ C0

(
1

α
+ 2

)
≤ C ′ ,

em que C ′ > 0 não depende de α. Logo, a sequência (uiα) é limitada em H4,p(M). Então,

a menos de subsequência, temos:

uiα ⇀ ui em H4,p(M) ,

para i = 1, . . . , k. E, a menos de outra subsequência,

uiα → ui em H2,p(M) ,

para i = 1, . . . , k, pois a imersão H4,p
k (M) ↪→ H2,p

k (M) é compacta. Para qualquer

ϕ ∈ C∞(M), temos∫
M

(
∆gu

i
α∆gϕ+ Ai

(
(∇uiα)#, (∇ϕ)#

)
+

1

2
∂iG(x, Uα)ϕ

)
dvg =

∫
M

Siα(x)ϕ dvg ,

para i = 1, . . . , k. Ou, escrito de outra maneira:∫
M

ϕPgu
i
α dvg =

∫
M

Siα(x)ϕ dvg .
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Agora, fazendo α→∞ e usando (2.21) juntamente com a desigualdade de Hölder, temos

que Pgui = 0 no sentido fraco, para i = 1, . . . , k, ou PgU = 0. Da Teoria de Schauder,

temos que ui ∈ C4(M). E, da coercividade, temos:

0 =

∫
M

UPgU dvg ≥ λ

∫
M

|U |2 dvg ,

ou seja, U ≡ 0. O que é uma contradição, pois:

‖U‖p = lim
α→+∞

‖Uα‖p = 1 .

Com isso, provamos a afirmação.

Afirmação 2. Seja α ∈ (0, 1). Afirmamos que para quaisquer S ∈ C0,α
k , G e A como

na afirmação 1, então existe U ∈ H4,2
k (M) tal que

PgU = S .

Provemos a afirmação. Consideremos o funcional:

I(U) =
1

2

∫
M

UPgU dvg −
∫
M

S · U dvg ,

para todo U ∈ H2,2
k (M), em que U(x) = (u1(x), . . . , uk(x)), S(x) = (S1(x), . . . , Sk(x)) e

S · U = s1u1 + · · ·+ uksk. Pela coercividade e da desigualdade de Hölder, temos que:

I(U) ≥ λ‖U‖2
2 − ‖S‖2‖U‖2 ≥ −

‖S‖2
2

4λ
. (2.22)

Então, µ = inf
{
I(U) ;U ∈ H2,2

k (M)
}
> −∞ está definido. Seja (Uα)α∈N ∈ H2,2

k (M) uma

sequência minimizante para µ, isto é,

lim
α→∞

I(Uα) = µ . (2.23)

Com a primeira desigualdade de (2.22), temos que ‖Uα‖2 < α para todo α ∈ N. De (2.23)

e da coercividade temos que

‖Uα‖H2,2
k (M) = O(1) ,

quando α→ +∞. Como a bola unitária de Hm,p
k (M) é fracamente compacta e a sequência

(Uα) é limitada em H2,2
k (M), então existe uma subsequência (Uα′) ∈ H2,2

k (M) e existe

U ∈ H2,2
k (M) tal que

Uα′ ⇀ U fracamente em H2,2
k (M) .

Como a imersão H2,2
k (M) ↪→ H1,2

k (M) é compacta, a menos de extrair outra subsequência,

temos que
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Uα → U fortemente em H1,2
k (M) .

em que, sem perda de generalidade, voltamos ao ı́ndice da sequência original. Temos

então que:

I(Uα) = I(U) +
1

2

∫
M

(∆g(Uα − U))2 dvg + o(1) = µ+ o(1) ,

quando α→ +∞. Como µ é o ı́nfimo, temos que µ ≤ I(U) e

lim
α→∞

∫
M

(∆g(Uα′ − U))2 dvg = 0 .

Portanto, µ = I(U). Temos então que I ′(U) = 0, pois I ∈ C1(H2,2
k (M),R). Ou seja,

PgU = S no sentido fraco. De

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
= S(x)− 1

2
∇UG(x, U) .

Segue da teoria de Schauder que U ∈ H4,2
k (M).

Afirmação 3. Afirmamos que, para qualquer S ∈ Lpk(M) e G(x, t) =
∑k

i,j=1Aij(x)titj,

em que (Aij(x)) é positiva como forma bilinear e simétrica para todo x ∈ M , existe único

U ∈ H4,p
k (M) tal que

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
= S − 1

2
∇UG(x, U) .

Seja (Sm)m∈N ∈ C∞k (M) uma sequência tal que:

lim
m→∞

Sm = S

fortemente em Lpk(M). Para cada m ∈ N, seja Um ∈ C4
k(M) tal que (veja afirmação 2):

−∆2
gUm + divg

(
A(∇Um)#

)
= Sm .

Como Ψ̂ é coercivo e da teoria Lp, temos para quaisquer m, n ∈ N:

‖Um − Un‖H4,p
k (M) ≤ C ′

(
‖Sm − Sn‖Lpk(M) + ‖Um − Un‖Lpk(M)

)
≤ k‖Sm − Sn‖p

.

Temos então que (Um) é uma sequência de Cauchy emH4,p
k (M) e então existe U ∈ H4,p

k (M)

tal que limm→∞ Um = U em H4,p
k (M). Temos então que:

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
= S − 1

2
∇UG(x, U) .
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Agora assuma que V ∈ H4,p
k (M) satisfaça:

−∆2
gV + divg

(
A(∇V )#

)
= S − 1

2
∇VG(x, V ) .

Subtraindo as duas últimas igualdades, obtemos que

−∆2
g (U − V ) + divg

(
A(∇(U − V ))#

)
+

1

2
∇G(x, U − V ) = 0 ,

lembrando que G é como definido no enunciado da Afirmação 3. Segue da coercividade

que U ≡ V :

0 ≥ Ψ̂(U − V ) ≥ λ

∫
M

|U − V |2 dvg ,

e isso prova a afirmação.

A parte da existência está provada na afirmação 3 acima. A estimativa a priori é con-

sequência da afirmação 1 e da teoria Lp:

‖U‖H4+r,p
k (M) ≤ C

(
‖S‖Hr,p

k (M) + ‖U‖Lpk(M)

)
≤ C ′‖U‖Hr,p

k (M)

Para casos particulares das funções F e G, podemos melhorar a regularidade

da solução. Veja a proposição abaixo. Assim, a questão da regularidade fica

resolvida.

Proposição 14. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥
5. Seja A uma soma de (2, 0)−tensores simétricos e positivos. Sejam F : Rk → R
uma função positiva de classe C1 e 2#-homogênea e G : M × Rk → R uma função 2-

homogênea na segunda variável de classe C1, aplicações dadas por F (t) =
∑k

i=1 |ti|2
#

e

G(x, t) =
∑k

i=1 Aij(x)titj. Em que (Aij(x)) é simétrica e positiva definida como forma

bilinear, para todo x ∈ M . Suponha que U = (u1, . . . , uk) ∈ H2,2
k (M) seja uma solução

fraca de:

−∆2
gui + divg Ai((∇ui)#) +

1

2

k∑
j=1

Aijuj =
1

2#
|ui|2

#−2ui (2.24)

i = 1, . . . , k. Então U ∈ C4
k(M) e U é uma solução de (2.24) no sentido usual.

Demonstração. Sejam p ≥ 1, R > 0 (definido posteriormente) e V = (v1, · · · , vk) ∈
Lpk(M). Da desigualdade de Hölder, temos que

∂iF (U)χ|U |≥R v
i ∈ Lr(M) em que

1

r
=

1

p
+

4

n
,
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em que denotamos aqui |U | = |U |2# e χ é a função caracteŕıstica. De fato, obtemos:

‖∂iF (U)χ|U |≥R v
i‖r =

(∫
M

|∂iF (U)1|U |≥R v
i|r dvg

) 1
r

≤

((∫
M

|∂iF (U)χ|U |≥R|
n
4

) 4r
n
(∫

M

|vi|p dvg
) r

p

) 1
r

= ‖∂iF (U)χ|U |≥R‖n
4
‖vi‖p .

Segue da teoria da regularidade (veja resultado anterior) que existe únicoW = (w1, · · · , wk) ∈
H4,r
k (M) tal que:

Pgw
i = ∂iF (U)χ|U |≥Rv

i , (2.25)

para i = 1, . . . , k. Existe C = C(p, r, n) > 0 tal que

‖wi‖H4,r(M) ≤ C‖∂iF (U)χ|U |≥Rv
i‖Lr(M) . (2.26)

Sabemos que H4,r(M) ↪→ Lq(M) continuamente, em que 1
q

= 1
r
− 4

n
= 1

p
. Então wi ∈

Lpk(M) e existe C = C((M, g), p, r, n) > 0 tal que

‖wi‖p ≤ C‖∇ F (U)χ|U |≥R‖n
4
‖vi‖p . (2.27)

Definimos o operador Tp,R : Lp(M)→ Lp(M) tal que, para cada v ∈ Lp(M), Tp,R(v) = w

em que w é como acima. Do que já fizemos acima (2.27), Tp,r é uma aplicação cont́ınua.

Mas também, observe que essa aplicação é linear. Sejam vi1 e vi2 ∈ Lp(M) tais que:

Pgw
i
1 = ∂iF (U)χ|U |≥Rv

i
1

Pgw
i
2 = ∂iF (U)χ|U |≥Rv

i
2

Então,

Pg(w
i
1) + Pg(w

i
2) = Pg(w

i
1 + wi2) = ∂iF (U)χ|U |≥R(vi1 + vi2)

Por outro lado, suponha que wi ∈ Lp(M) seja única função tal que:

Pg(w
i) = ∂iF (U)χ|U |≥R(vi1 + vi2)

Assim, pela unicidade de solução de (2.25), temos que wi = wi1 +wi2. Portanto, o operador

Tp,R é linear.
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‖Tp,R‖Lp→Lp ≤ C(p, r, n)

(∫
|U |≥R

|U |2#
) 4

n

.

Logo, como U ∈ L2#

k (M) existe R0 = R((M, g), p, r, n) > 0 tal que

‖Tp,r‖Lp→Lp ≤
1

2
.

Então temos que IdLp − Tp,r : Lpk(M) → Lpk(M) é linear e cont́ınua com inversa linear e

cont́ınua.

Como ∇F (U)χ|U |≤R ∈ L∞k (M) temos, pela regularidade (veja o resultado anterior), que

para todo p ≥ 2# existe Ũ = (ũ1, · · · , ũk) ∈ H4,p
k (M) tal que:

−∆2
gũi + divg

(
Ai(∇ũi)#

)
+ ∂iG(x, Ũ) = ∂iF (U)χ|U |≤R ui ,

para i = 1, ..., k. Seja Ū = (IdLp − Tp,R)−1 (Ũ) ∈ Lpk(M). Temos

−∆2
gui + divg

(
Ai(∇ui)#

)
+ ∂iG(x, U) = ∂iF (U)χ|U |≥Rui + ∂F (U)χ|U |≤R ui

e

−∆2
g (ui − ũi) + divg

(
Ai(ui − ũi)#

)
+ ∂iG(x, U − Ũ) = ∂iF (U)χ|U |≥Ru

i ,

para i = 1, . . . , k. Dáı temos que U − Ũ = T2#,R(U) e

(
Id

L2# − T2#,R

)
(U) = Ũ = (IdLp − Tp,R) (Ū) =

(
Id

L2# − T2#,R

)
(Ū) ,

desde que p ≥ 2# e U, Ũ ∈ L2#

k (M).

Como o operador
(
Id

L2# − T2#,R

)
é invert́ıvel, temos que U = Ū ∈ Lpk(M) para todo

p ≥ 2#. Da teoria da regularidade (teoria Lp), temos que U ∈ H4,p
k (M) para todo p ≥ 2#.

Da imersão de Sobolev Hr,p
k (M) ↪→ C0,α

k (M) para todo α ∈ (0, 1) tal que α < r − n
p

temos que ∇F (U) ∈ C0,α
k (M) e pela teoria da regularidade (teoria de Schauder), temos

que U ∈ C4
k(M).
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2.3 Decomposição em Bubbles

Considere Uα =
(
u1
α, ..., u

k
α

)
soluções do sistema (2.1). Observe que (2.1) possui

funcional energia dado por:

J(U) =

∫
M

(
(∆gU)2 + A

(
(∇U)#, (∇U)#

))
dvg +

+

∫
M

G(x, U) dvg −
∫
M

F (U) dvg . (2.28)

ou,

J(U) =

∫
M

UPg(U) dvg −
∫
M

F (U) dvg ,

em que

Pg(U) = −∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+

1

2
∇UG(x, U) .

Lembramos a seguir a definição de sequência de Palais Smale.

Definição 2. Seja (Uα)α ∈ H
2,2
k (M). A sequência (Uα)α é uma sequência de Palais-Smale

(ou PS) se:

• J(Uα) é limitada;

• limα→∞ J
′(Uα) = 0 em

(
H2,2
k (M)

)∗
.

Seja (xα)α∈N uma sequência convergente de pontos em M e seja (µα)α∈N ∈ R
tal que µα > 0 para todo α e limα→+∞ µα = 0. Seja δ ∈

(
0, ig(M)

2

)
, em que ig(M)

é o raio de injetividade de (M, g). Suponha que ηδ, xα ∈ C∞(M) definido por

ηδ, xα = ηδ ◦ exp−1
xα , em que consideramos expxα : B2δ(0)→ B2δ(xα) a aplicação

exponencial em x definida em B2δ(0) (bola Euclideana de Rn) e que

ηδ ∈ C∞(Rn), ηδ ≡ 1 em Bδ(0), ηδ ≡ 0 em Rn \ B2δ(0). Definimos a seguir uma

famı́lia de funções, denominada bubbles escalar ou 1-bubbles:

Bα(x) = βnηδ, xα(x)

(
µα

µ2
α + dg(x, xα)2

)n−4
2

,

para todo x ∈ M . Neste caso dizemos que os pontos xα são os centros e que os

números µα são pesos de (Bα)α. A constante βn vale βn = (n(n− 4)(n2 − 4))
n−4
8 .

Uma k−bubbles é uma sequência de aplicações Bj,α = (B1
j,α, · · · , Bk

j,α) tal que

uma das coordenadas é uma bubbles escalar e as demais entradas são nulas.
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Note que temos:

Bα(x) = ηδ, xα(x)µ
−n−4

2
α u

(
exp−1

xα (x)

µα

)
, (2.29)

para todo x ∈ M e

u(x) = βn

(
1

1 + |x|2

)n−4
2

, (2.30)

para todo x ∈ Rn. Note que u ∈ D2
2(Rn) é uma extremal para:

1

A0

= inf
u∈D2

2(Rn)\{0}

∫
Rn

(∆ξu)2 dx(∫
Rn
|u|2# dx

) 2

2#

, (2.31)

em que D2
2(Rn) é o completamento de C∞c (Rn) com a norma ‖u‖D2

2(Rn) =

‖∆ξu‖2 .

Note que a função u em (2.30) satisfaz a seguinte equação:

∆2
ξ u = u2#−1 em Rn .

Os extremais para a desigualdade ótima Euclidiana, isto é, funções em

D2
2(Rn) que atingem o ı́nfimo em (2.31), são da seguinte forma:

uλ, µ, x0(x) = µ

(
λ

λ2 + |x− x0|2

)n−4
2

para todo x ∈ Rn ,

em que µ 6= 0, λ > 0 e x0 ∈ Rn são arbitrários.

Para uma maior clareza, estamos considerando u ≥ 0, em que a decomposição

em bubbles com 1-bubbles definido como em (2.29), em que

u ∈ D2
2(Rn) ∩ C∞(Rn) é uma solução de ∆2

ξu = |u|2#−2u em Rn.

A falta da convergência forte de sequências de Palais-Smale para J pode ser

descrito pelos 1-bubbles descritos acima. O teorema seguinte mostra quão

fundamentais eles são para descrição de sequências de Palais-Smale. Uma

descrição de sequências de Palais-Smale para funcionais cŕıticos é feita por

Struwe (veja [36]) onde foi fornecido sequências de Palais-Smale para

funcionais cŕıticos associados a um operador de segunda ordem eĺıptico em
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um subconjunto de Rn. A ideia inicial para o caso escalar veio dos trabalhos

de Hebey e Robert (veja [?]) que é uma extensão do funcional associado ao

operador de quarta ordem, em uma variedade Riemanniana.

Teorema 15. [Decomposição em Bubbles] Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana

compacta de dimensão n ≥ 5, Fα, F : Rk → R funções de classe C1, positivas e

2#−homogêneas e Gα, G : M × Rk → R são funções 2-homogêneas na segunda variv́el,

cont́ınuas e Gα de classe C1 tais que

Fα → F em C1
loc(Rk)

Gα → G em C0
loc(M × Rk) .

Seja Uα ∈ H2,2
k (M) solução fraca de (2.1). Se a sequência (Uα)α∈N é limitada em H2,2

k (M),

então existe U0 ∈ H2,2
k (M) limite fraco de Uα e, a menos de subsequência, temos:

Uα = U0 +
l∑

j=1

Bj,α +Rα (2.32)

para todo α > 0, sendo (Bj,α)α∈N , j = 1, ..., l, k-bubbles e (Rα)α∈N ⊂ H2,2
k (M) é tal que

lim
α→∞

Rα = 0 em H2,2
k (M)

Demonstração. Sem perda de generalidade, estamos supondo que o limite U0 ∈ H2,2
k (M)

é trivial, ou seja, U0 ≡ 0.

Da limitação de Uα, a menos de subsequência, existe U0 ∈ H2,2
k (M) tal que:

Uα ⇀ U0 em H2,2
k (M) .

Observe que, da convergência acima, temos que:∫
M

∆gUα∆gΘ dvg +

∫
M

A((∇Uα)#, (∇Θ)#) = o(1), ∀ Θ ∈ H2,2
k (M) .

Da convergência dominada, temos:

k∑
i=1

∫
M

∂iFα(Uα)Θi dvg =
k∑
i=1

∫
M

∂iF (U)Θi dvg + o(1) ,

e ∫
M

Gα(x, Uα) dvg = o(1) . (2.33)

Como U0 ≡ 0, temos que uiα ⇀ 0 em H2,2
k (M).
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Logo, usando o funcional energia J definido em (2.28):

J(Uα) =

∫
M

(
(∆gUα)2 + A

(
(∇Uα)#, (∇Uα)#

))
dvg −

∫
M

F (Uα) dvg + o(1)

= Lk(Uα) + o(1) ,

sendo

Lk(Uα) =

∫
M

(
(∆gUα)2 + A

(
(∇Uα)#, (∇Uα)#

))
dvg −

∫
M

F (Uα) dvg .

Por outro lado, temos que:

DJ(Uα)Θ =

∫
M

(
∆gUα∆gΘ + A

(
(∇Uα)#, (∇Θ)#

))
dvg

+
k∑
i=1

∫
M

∂iGα(x, Uα)Θi dvg −
k∑
i=1

∫
M

∂iFα(Uα)Θi dvg .

Temos também que

DLk(Uα)Θ = DJ(Uα)Θ−
k∑
i=1

∫
M

∂iGα(x, Uα)Θi dvg

ou,

DLk(Uα)Θ =

∫
M

(∆gUα∆gΘ) + A
(
(∇Uα)#, (∇Θ)#

)
dvg −

k∑
i=1

∫
M

∂iF (Uα)Θi dvg .

Assim, usando (2.33), temos:

DJ(Uα)Θ =

∫
M

(
∆gUα∆gΘ + A

(
(∇Uα)#, (∇Θ)#

))
dvg −

−
k∑
i=1

∫
M

∂iFα(Uα)Θi dvg + o(1)

= DLk(Uα)Θ + o(1) .

Portanto, se (Uα)α∈N é uma sequência de Palais-Smale para o funcional J , então (Uα)α∈N
é também uma sequencia de Palais-Smale para Lk. Como
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k∑
i=1

∫
M

∂iF (Uα)Θi dvg = o(1) ,

e, ∫
M

|uiα|2
#−2uiαΘi dvg = o(1) ,

obtemos que, se (Uα)α∈N é uma sequência de Palais-Smale para J , então tal sequência

também é de Palais-Smale para Lk. Temos então que (uiα)α∈N também é uma sequência

de Palais-Smale para Lik, com i = 1, ..., k, em que

Lik(u
i
α) =

∫
M

((
∆gu

i
α

)2
+ Ai

(
(∇uiα)#, (∇uiα)#

))
dvg −

1

2#

∫
M

|uiα|2
#

dvg .

Então:

DLik(u
i
α)Θi =

∫
M

(
∆gu

i
α∆gΘ

i + Ai
(
(∇uiα)#, (∇Θi)#

))
dvg −

∫
M

|uiα|2
#−2uiαΘi dvg .

Desta forma, para cada i existe um ki e uma bubbles escalar
(
Bi
j,α

)
α
, em que j = 1, ..., ki,

tal que, a menos de subsequência

uiα = u1
0 +

ki∑
j=1

Bi
j,α +Ri

α ,

e,

Liα(uiα) =

ki∑
i=1

E(uiα) + o(1) ,

sendo uiα ∈ D2
2(Rn) solução não trivial de

−∆2
ξ u = |u|2#−2u em Rn ,(

Bi
j,α

)
α

é uma bubbles escalar e

E(uiα) =
1

2

∫
Rn

(
∆gu

i
α

)2
dx− 1

2#

∫
Rn
|uiα|2

#

dx .

Finalizamos colocando l =
∑k

i=1 ki, pois, para cada função coordenada da sequência

(Uα)α ∈ H2,2
k (M) temos uma decomposição em bubbles. Assim, se Uα = (u1

α, . . . , u
k
α),

temos:

Uα =
l∑

j=1

Bj,α +Rα
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em que Bj,α =
(
B1
j,α, · · · , B

ki
j,α

)
é uma k-bubbles e Rα =

(
R1
α, · · · , Rk

α

)
é tal que

Rα → 0 em H2,2
k (M)

2.4 Estimativas Pontuais

A decomposição em bubbles nos dá condições de adicionar propriedades às

sequências de soluções limitadas em H2,2
k (M). Com esse resultado,

acrescentamos as estimativas pontuais para (Uα)α.

Teorema 16 (Estimativas Pontuais). Sejam (M, g), Gα, Fα como no teorema da decom-

posição em bubbles (teorema 15). Seja Uα uma sequência limitada de soluções de

−∆2
gU + divg

(
A(∇U)#

)
+∇UGα(x, U) = ∇Fα(U) em M , (2.34)

convergindo a 0 em H2,2
k (M). Considerando a decomposição em bubbles do teorema 15,

então existe, a menos de subsequência, uma constante C > 0, independente de α tal que

(
min
i,j

dg
(
xij,α, x

))n−4
2

√√√√ k∑
i=1

(uiα)2 ≤ C ,

para todo α e para todo x, em que xij,α são os centros dos bubbles Bj,α. E particular os

|Uα| são uniformemente limitados em qualquer subconjunto compacto de M \ {xj,0}lj=1 e

uiα → 0 em C0
loc(M \ {xj,0}

l
j=1) em que xj,0 é o limite de xij,α.

Demonstração. Definimos

Φα(x) = dg
(
xij,α, x

)
e Ψα(x) = Φα(x)

n−4
2

(
k∑
i=1

(
uiα(x)

)2

) 1
2

,

em que os xij,α são os centros dos bubbles Bj,α.

Faremos a demonstração por absurdo. Inicialmente, considere a sequência (yα)α formada

por pontos de máximos dos Ψα e tal que:

Ψα(yα) = max
M

Ψα(x) e lim
α→+∞

Ψα(yα) = +∞ .

A menos de subsequência podemos supor que:

|ui0α (yα)| ≥ |uiα(yα)| ,

para algum i0 = 1, ..., k e para todo i. Seja
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µα = |ui0α (yα)|−
2

n−4 ,

então µα → 0 quando α→ +∞. Então, pela definição de yα

lim
α→+∞

dg
(
xij,α, yα

)
µα

= +∞ . (2.35)

De fato, para demonstrar (2.35), desenvolvemos a expressão de Ψα:

Ψα(yα) =

(
k∑
i=1

|uiα(yα)|2
) 1

2

Φα (yα)
n−4
2

≤
(
k|ui0α (yα)|2

) 1
2 dg

(
xij,α, yα

)n−4
2

=
√
k|ui0α (yα)|dg

(
xij,α, yα

)n−4
2

=
√
k

(
dg
(
xij,α, yα

)
µα

)n−4
2

.

Como Ψα(yα)→∞ quando α→ +∞, obtemos (2.35).

Seja 0 < δ < ig(M), em que ig é o raio de injetividade de (M, g). Para i = 1, ..., k na bola

Euclideana B0 (δµ−1
α ) de centro 0 e raio δµ−1

α , definimos a função:

wiα(x) = µ
n−4
2

α uiα
(
expyα(µαx)

)
, (2.36)

em que expyα é a aplicação exponencial em yα. Dado R > 0 e x ∈ B0(R) a bola euclideana

centrada em 0 e raio R. De (2.35) e (2.36) temos:

|wiα(x)| ≤ µ
n−4
2

α

(
k∑
j=1

|ujα
(
expyα(µαx)

)
|2
) 1

2

≤ µ
n−4
2

α

Ψα

(
expyα(µαx)

)
Φα

(
expyα(µαx)

)n−4
2

.

Logo,

|wiα(x)| ≤ µ
n−4
2

α

Ψα

(
expyα(µαx)

)
Φα

(
expyα(µαx)

)n−4
2

, (2.37)

para todo i e todo α suficientemente grande. Para todos i, j e x na bola Euclideana B0(R)

de centro 0 e raio R > 0, obtemos as desigualdades:
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dg
(
xij,α, expyα(µαx)

)
≥ dg

(
xij,α, yα

)
− dg

(
yα, expyα(µαx)

)
≥ dg

(
xij,α, yα

)
−Rµα

=

(
dg
(
xij,α, yα

)
Φα(yα)

− Rµα
Φα(yα)

)
Φα(yα)

≥
(

1− Rµα
Φα(yα)

)
Φα(yα) .

Da desigualdade acima, de (2.37) e das definições de yα e de Ψα, obtemos:

|wiα(x)| ≤ µ
n−4
2

α

Ψα

(
expyα(µαx)

)
Φα

(
expyα(µαx)

)n−4
2

≤ µ
n−4
2

α
Ψα(yα)

Φα

(
expyα(µαx)

)n−4
2

≤ µ
n−4
2

α k
1
2 |ui0α (yα)| Φα(yα)

n−4
2

Φα

(
expyα(µαx)

)n−4
2

≤ k
1
2

(
1− Rµα

Φα(yα)

)−n−4
2

.

Portanto,

|wiα(x)| ≤ k
1
2

(
1− Rµα

Φα(yα)

)−n−4
2

, (2.38)

para todo x ∈ B0(R) e para qualquer i = 1, . . . , k quando α é suficientemente grande.

Em particular, de (2.35) e (2.38), a menos de subsequência, obtemos a limitação uniforme

dos wiα em qualquer subconjunto compacto de Rn para todo i.

Seja Wα =
(
w1
α, ..., w

k
α

)
. Os Wα são soluções de

−∆2
gα Wα + µ2

α divg

(
A(∇Wα)#

)
+

1

2
µ4
α∇gα,UG̃(x,Wα) =

1

2#
∇gα F (Wα) , (2.39)

em que

G̃(x, U) = G
(
expyα(µαx), U

)
e gα =

(
exp∗yα g

)
(µαx) ,

gα é o pull-back de g. Seja ξ a métrica Euclideana. Para cada compacto K ⊂ Rn, como

µα → 0, segue que gα → ξ e, C2(K) quando α→ +∞.

Então, da Teoria Eĺıptica, segue de (2.38) que os wiα são uniformemente limitados em

C2,θ
loc (Rn), 0 < θ < 1, para todo i. Em particular, a menos de subsequência, podemos
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assumir que wiα → wi em C2
loc(Rn) quando α → +∞. Segue que os wi são limitados em

Rn por (2.37) e são tais que |wi0(0)| = 1 por construção. Mais ainda, podemos considerar

os wi pertencentes ao espaço D2
2(Rn) e wi ∈ L2#(Rn). Seja W = (w1, ..., wk) 6= 0. Para

todo i e R > 0, temos: ∫
Byα (Rµα)

|uiα|2
#

dvg =

∫
B0(R)

|wiα|2
#

dvgα .

Segue da convergência dominada que, para todo R > 0:∫
Byα (Rµα)

|uiα|2
#

dvg =

∫
Rn
|wi|2# dx+ εR(α) , (2.40)

em que εR(α) é tal que:

lim
R→+∞

lim
α→+∞

εR(α) = 0 . (2.41)

Da decomposição em bubbles, temos que

∫
Byα (Rµα)

|uiα|2
#

dvg =

∫
Byα (Rµα)

∣∣∣∣∣ui0 +

mi∑
i=1

Bi
j,α +Rα

∣∣∣∣∣
2#

dvg

≤ 22(2#−1)

mi∑
i=1

∫
Byα (Rµα)

|Bi
j,α|2

#

dvg + o(1) .

Portanto,

∫
Byα (Rµα)

|uiα|2
#

dvg ≤ c

mi∑
i=1

∫
Byα(Rµα)

|Bi
j,α|2

#

dvg + o(1) , (2.42)

em que o(1)→ 0 quando α→ +∞ e c > 0 é independente de α e de R.

Relembremos que k-bubbles são funções vetoriais em que uma das funções coordenadas é

uma bubbles escalar e as demais são nulas. Temos, de (2.35) , que

lim
α→+∞

∫
Byα(Rµα)

|Bi
j,α|2

#

dvg = 0 ,

para todo R > 0 e i = 1, ..., k. De (2.40) e de (2.42) temos que∫
Rn
|wi|2# dx = εR(α) .

Usando (2.41) e fazendo α→ +∞ e R→ +∞, temos:∫
Rn
|wi|2# dx = 0 ,
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para todo i = 1, . . . , k. Isso leva a uma contradição, pois W 6= 0.
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2.5 Concentração L2

No que segue desta seção, consideraremos (Uα)α uma sequência de soluções de

∆2
gu

i
α − divg(Ai(∇uiα)#) +

1

2
∂iG(x, Uα) =

1

2#
∂iF (Uα) . (2.43)

em que G : M × Rk → R é uma função de classe C1, positiva e 2-homogênea e

F : Rk → R é uma função positiva, de classe C1 e 2#-homogênea. Para alguns

dos resultados que seguem, devido a particularidades técnicas, utilizaremos

casos particulares de (2.43), que comentaremos mais adiante.

Os pontos de blow up, ou de concentração da sequência (Uα)α retêm grande

parte da informação da sequência. Essa propriedade é denominada

concentração L2.

Observação. Consideramos S o conjunto dos pontos de blow-up geométricos,

definido como

S =

{
lim

α→+∞
xij,α; i = 1, . . . , l

}
. (2.44)

em que l é como no teorema da decomposição em bubbles.

Antes de discutir a concentração L2, provaremos algumas desigualdades. Seja

A uma soma de (2,0)-tensores. Seja também U = (u1, ..., uk) uma k-aplicação

em H2,2
k (M). Dizemos que U satisfaz

−∆2
gui + divg(Ai(∇ui)#) + ∂iG(x, U) ≤ ∂iF (U) (2.45)

no sentido de distribuições para todo i = 1, ..., k e Φ = (ϕ1, ..., ϕk) em H2,2
k (M)

∫
M

(∆gui,∆gϕi) dvg +

∫
M

Ai
(
(∇ui)#, (∇ϕi)#

)
dvg +

∫
M

∂iG(x, U)ϕi ≤
∫
M

∂iF (U)ϕi dvg

em que (∆gui,∆gϕi) é o produto escalar pontual de ∇ui e ∇ϕi.
Para o lema abaixo, consideraremos a coercividade do operador ψ̂ (veja seção

1.5).

Lema 17. Considere Uα =
(
u1
α, ..., u

k
α

)
solução do (2.43), e seja G(x, U) =

∑k
i,j=1Aij(x)ui(x)uj(x),

em que (Aij(x)) é positiva como forma bilinear e simétrica e seja ψ̂ coercivo. Existe, então,

C > 0 tal que, a menos de subsequência,
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∫
M

|Uα| dvg ≤ C

∫
M

|Uα|2
#−1 dvg ,

para todo α, em que |Uα| =
∑k

i=1 |uiα| e |Uα|2
#−1 =

∑k
i=1 |uiα|2

#−1.

Demonstração. Seja f iα = sign(uiα) uma função dada por:

f iα = χ{uiα>0} − χ{uiα<0} , (2.46)

em que χA é a função caracteŕıstica de A. Então,

f iαu
i
α = |uiα| ,

para todo α e para todo i. Observe que temos |f iα| ≤ 1 para todo α e para todo i.

Da coercividade (veja seção 1.5, p. 38), temos:

ψ̂(Uα) ≥ C‖Uα‖2
H2,2
k (M)

, (2.47)

em que,

ψ̂(U) =

∫
M

(∆gU)2 dvg +

∫
M

A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
dvg +

∫
M

G(x, U) dvg . (2.48)

Por (2.47), existe uma solução U ′α para o problema de minimização consistindo em achar

um mı́nimo para ψ̂(U) sob a restrição
∫
M

(fα, U) dvg = 1 em que (fα, U) =
∑k

i=1 f
i
αui e

U = (u1, ..., uk), isto é, os ui são componentes de U e fα = (f 1
α, . . . , f

k
α). Se λα é o mı́nimo

de ψ̂(U) em que U ∈ H2,2
k (M) satisfaz a restrição

∫
M

(fα, U) dvg = 1, segue de (2.47),

que λα > 0. Seja Ûα = λ−1
α U ′α. Então, Ûα é solução do sistema:

−∆2
gû

i
α + divg

(
Ai(∇ûiα)#

)
+

k∑
j=1

Aiju
j
α = f iα , (2.49)

para todo i e para todo α, em que os ûiα são componentes de Ûα e f iα são como em (2.46).

Multiplicando (2.49) por ûiα, integrando sobre M e somando em i, obtemos, juntamente

com (2.47), que o quadrado da norma H2,2
k (M) de Ûα é uniformemente controlado pela

norma L1 dos |Ûα|. Ou seja, temos

‖Ûα‖2
2 ≤ ‖Uα‖2

H2,2
k (M)

≤ ‖Uα‖1

Em particular, os ûiα são uniformemente limitados em L2. Pela teoria eĺıptica padrão, os

ûiα estão nos espaços de Sobolev Hq
2(M) para todo q. Dáı, os ûiα são cont́ınuos.

Observe que, se G(x, U) =
∑k

i,j=1 Aijui(x)uj(x), então ∂iG(x, U) =
∑k

j=1Aijuj(x).

Pela discussão acima e da teoria eĺıptica, temos que existe uma constante C0 > 0 tal que

|ûiα| ≤ C0 em M para todo α e para todo i. E, como F é 2#-homogênea, ∂iF é 2# − 1

homogênea. De (2.49) e de (2.1):
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k∑
i=1

∫
M

|uiα| dvg =
k∑
i=1

∫
M

uiαf
i
α dvg

=
k∑
i=1

∫
M

(
−∆2

gû
i
α + divg

(
Ai(∇ûiα)#

)
+

k∑
j=1

Aijû
j
α(x)

)
uiα dvg

=
k∑
i=1

∫
M

(
−∆2

gu
i
α + divg

(
Ai(∇uiα)#

)
+

k∑
j=1

Aiju
j
α(x)

)
ûiα dvg

≤
k∑
i=1

∫
M

∂iF (Uα)|ûiα| dvg

≤ C0

k∑
i=1

∫
M

∂iF (Uα) dvg

≤ C

k∑
i=1

∫
M

|uiα|2
#−1 dvg

para todo α. Logo, ∫
M

|Uα| dvg ≤ C

∫
M

|Uα|2
#−1 dvg ,

para todo α, em que C > 0 não depende de α. Isso finaliza a demonstração.

Consideremos agora Uα ∈ H2,2
k (M) solução fraca de (2.1). Suponhamos que a

sequência (Uα)α seja limitada em H2,2
k (M).

Antes de provarmos a concentração L2, precisaremos do seguinte lema

abaixo. Em dimensões maiores ou iguais a 9 esse lema é consequência da

desigualdade de Hölder e do fato que ‖Uα‖2 → 0. Em dimensão 8 usaremos a

decomposição em bubbles do teorema 15.

Lema 18. Seja n ≥ 8, então

∫
M

|Uα|2
#−1 = o(1)

(∫
M

|Uα|2
) 1

2

,

em que o(1)→ 0 quando α→∞.

No que segue, consideramos Bδ como a união das bolas Bxi(δ), xi ∈ S,

conjunto definido em (2.44), em que i = 1, . . . , l e l é como no teorema da

decomposição em bubbles.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em duas partes. Primeiro provaremos o re-

sultado quando n=8. Em seguida, demonstraremos o caso n > 8.

Seja n = 8 e considere:
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∫
M

|Uα|2
#−1 dvg√∫

M

|Uα|2 dvg

=
k∑
i=1

∫
M

|uiα|2
#−1 dvg√∫

M

|Uα|2 dvg

,

≤
k∑
i=1

∫
M

|uiα|2
#−1 dvg√∫

M

|uiα|2 dvg

. (2.50)

Voltemos à decomposição em bubbles dos Uα em H2,2
k (M), dado pelo teorema 15. Sejam

xij,α e µij,α os centros e os pesos dos 1-bubbles (Bi
j,α)α envolvidos nessa decomposição de

cada k-bubbles (Bα)α dado por (2.32). Sejam R > 0 e l como no teorema da decomposição

em bubbles. Definimos Ωi,α(R) como a união de i = 1 a i = l das bolas geodésicas

centradas em xij,α e de raio Rµij,α:

Ωi,α(R) = ∪lj=1Bxij,α
(Rµij,α)

Fixamos i = 1, ..., k. Como 2# = 4 quando n = 8, obtemos, pela desigualdade de Hölder:

∫
M

(
uiα
)2#−1

dvg ≤
∫

Ωi,α(R)

(
uiα
)2#−1

dvg +

√∫
M\Ωi,α(R)

(uiα)2# dvg

√∫
M

(uiα)2 dvg .

Logo,

∫
M

(uiα)2#−1 dvg(∫
M

(uiα)2 dvg

) 1
2

≤

∫
Ωi,α(R)

(
uiα
)2#−1

dvg√∫
M

(uiα)2 dvg

+

√∫
M\Ωi,α(R)

(uiα)2# dvg , (2.51)

Seja ϕ ∈ C∞0 (Rn), em que C∞0 (Rn) é o conjunto das funções suaves com suporte compacto

em Rn. Consideremos ϕij,α uma função definida pela equação:

ϕij,α(x) =
(
µij,α
)−n−4

2 ϕ((µij,α)−1 expxij,α(x)) (2.52)

Da decomposição em bubbles em H2,2
k (M), obtemos por um cálculo direto, para qualquer

R > 0:
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(i)

∫
M\Ωij,α(R)

(
Bi
j,α

)2#
dvg = εR(α) (2.53)

(ii)

∫
Ωij,α(R)

(
Bi
j,α

)2#−1
ϕij,α dvg =

∫
B0(R)

(u)2#−1 ϕdx+ o(1) (2.54)

(iii)

∫
Ωij,α(R)

(
Bi
j,α

)2
(ϕij,α)2#−2 dvg =

∫
B0(R)

(u)2 ϕ2#−2 dvx + o(1) ,

em que u é como em (2.30), Ωi
j,α(R) = Bxij,α

(Rµij,α), o(1)→ 0 quando α→ +∞ e em que

lim
R→+∞

lim
α→+∞

εR(α) = 0 , (2.55)

De (i), obtemos: ∫
M\Ωi,α(R)

(
uiα
)2#

dvg = εR(α) (2.56)

Em que Ωi,α é como definido anteriormente e εR(α) é tal que (2.55) vale. De agora em

diante, seja ϕ em (2.52) tal que ϕ = 1 na B0(R). Assim,

∫
Ωi,α(R)

(
uiα
)2#−1

dvg ≤
l∑

j=1

(
µij,α
)n−4

2

∫
Ωij,α(R)

(
uiα
)2#−1

ϕij,α dvg

Da decomposição em bubbles e de (ii):

∫
Ωij,α(R)

(
uiα
)2#−1

ϕij,α dvg ≤ C

∫
Ωij,α

(
Bi
j,α

)2#−1
ϕij,α dvg + o(1)

≤ C

∫
B0(R)

u2#−1 dx+ o(1)

em que o(1) → 0 quando α → +∞ e C > 0 não depende de α ou R. Em particular,

temos:

∫
Ωi,α(R)

(
uiα
)2#−1

dvg ≤
(
C

∫
B0(R)

u2#−1 dx+ o(1)

) l∑
j=1

(
µij,α
)n−4

2 (2.57)

em que o(1)→ 0 quando α→ +∞. Independente também temos:

∫
M

(uiα)2 dvg ≥
∫

Ωij,α(R)

(uiα)2 dvg

≥
(
µij,α
)n−4

∫
Ωij,α(R)

(uiα)2
(
ϕij,α

)2#−2
dvg
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Aqui, 2# − 2 = 2, pois n = 8. Juntamente com a decomposição em bubbles, temos

∫
Ωij,α(R)

(uiα)2
(
ϕij,α

)2#−2
dvg =

∫
Ωij,α(R)

(
l∑

m=1

Bi
m,α

)2 (
ϕij,α

)2#−2
dvg + o(1)

≥
∫

Ωij,α(R)

(
Bi
j,α

)2 (
ϕij,α

)2#−2
dvg ,

De (iii) obtemos que,∫
Ωij,α(R)

(uiα)2
(
ϕij,α

)2#−2
dvg ≥

∫
B0(R)

u2 dx+ o(1) .

Dáı, para qualquer j, temos:∫
M

(uiα)2 dvg ≥
(
µij,α
)n−4

(∫
B0(R)

u2 dx+ o(1)

)
.

E podemos concluir que:∫
M

(
uiα
)2
dvg ≥

(
max
j=1,...,l

µij,α

)n−4(∫
B0(R)

u2 dx+ o(1)

)
, (2.58)

em que o(1)→ 0 quando α→ +∞. Denotamos:

R(α) =

∫
M

|uiα|2
#−1 dvg∫

M

|uiα| dvg
.

Então, de (2.51), (2.50), (2.56), (2.57), (2.58), obtemos:

lim sup
α→+∞

R(α) ≤ εR + C

∫
B0(R)

u2#−1 dx√∫
B0(R)

u2 dx

. (2.59)

em que εR → 0 quando R→ +∞ e C > 0 não depende de R. Observe que temos:

lim
R→+∞

∫
B0(R)

u2#−1 dx =

∫
Rn
u2#−1 dx < +∞ .

Por outro lado, quando n = 8,

lim
R→+∞

∫
B0(R)

u2#−1 dx = +∞ .

Da equação (2.59), obtemos então que R(α) → 0 quando α → +∞. Assim obtemos o

resultado para n = 8.
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Por conveniência, seja Ũα = ‖Uα‖−1
2#
Uα, de modo que

∫
M

|Ũα|2
#

dvg = 1.

Provaremos o resultado agora para n > 8. Faremos a demonstração em dois passos:

n ≥ 12 e 9 ≤ n < 12.

Seja n ≥ 12. Observe que 2# − 1 = n+4
n−4

= 1 + 8
n−4

. Então 1 < 2# − 1 ≤ 2. Segue da

desigualdade de Hölder:

∫
M

|Ũα|2
#−1 dvg ≤ C

(∫
M

|Ũα|2 dvg
) 2#−1

2

, (2.60)

em que C > 0 é independente de α. Assim,∫
M

|Ũα|2
#−1 dvg(∫

M

|Ũα|2 dvg
) 1

2

≤ C

(∫
M

|Ũα|2 dvg
) 2#−2

2

= o(1) . (2.61)

Se 9 ≤ n < 12, então 2 < 2# − 1 < 2#. Da desigualdade de Hölder obtemos:

∫
M

|Ũα|2
#−1 dvg ≤

(∫
M

|Ũα|2 dvg
)n−4

8
(∫

M

|Ũα|2
#

dvg

) 12−n
8

(2.62)

≤
(∫

M

|Ũα|2 dvg
)n−4

8

,

pois ‖Ũα‖2# = 1. Temos então que:∫
M

|Ũα|2
#−1 dvg(∫

M

|Ũα|2 dvg
) 1

2

≤
(∫

M

|Ũα|2 dvg
)n−8

8

= o(1) . (2.63)

Como temos Ũα → 0 em L2(M) quando α → +∞, de (2.61) e (2.63) segue o resultado,

isto é, o(1)→ 0, quando α→ +∞.

No resultado a seguir consideramos um caso particular de (2.43).

Consideramos G : M × Rk → R uma função de classe C1, 2-homogênea e

positiva, dada por:

G(x, t) =
k∑
ij

Aijtitj

em que (Aij) é simétrica e positiva como forma bilinear. Também

consideramos que Ai = big, em que g é a métrica e bi ∈ R (Ai é um
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(2,0)-tensor como na seção 1.2). Assim, no lema a seguir, consideramos o

seguinte sistema:

−∆2
gu

i + bi∆gu
i +

k∑
j=1

Aijuj = ∂iF (U) (2.64)

para i = 1, . . . , k e F : Rk → R é uma função positiva, de classe C1 e

2#-homogênea.

Do lema a seguir conseguremos uma útil estimativa que utilizaremos para a

concentração L2.

Lema 19. Sejam Uα e U0 como na decomposição em bubbles (teorema 15). Suponha que,

para cada i = 1, . . . , k, Ai = big, em que g é a métrica e bi ∈ R. Para todo δ > 0 existe

C > 0 tal que, a menos de subsequência,

max
M\Bδ

|Uα| ≤ C

∫
M

(
1 + |Uα|2

#−2
)
|Uα| dvg ,

para todo α, em que Bδ = Bx0(δ) é a bola de centro x0 e raio δ. |Uα| =
∑k

i=1 |uiα| e

|Uα|2
#−2 =

∑k
i=1 |uiα|2

#−2 e x0 é o limite dos centros dos 1-bubbles dos quais os k-bubbles

são formados.

Demonstração. SejaB = Bx(r) tal queBx(2r) ⊂ M\{x0} e seja (Uα)α, Uα = (u1
α, . . . , u

k
α),

solução de:

−∆2
gu

i
α + bi∆gu

i
α +

k∑
j=1

Aijuj = ∂iF (Uα) . (2.65)

para i = 1, . . . , k. Logo, do teorema 16 e de (2.64), obtemos:

| −∆2
gu

i
α + bi∆gu

i
α| ≤ C|Uα| .

E também obtemos que, considerando a ≤ b2i
4

:

| −∆2
gu

i
α + bi∆gu

i
α + auiα| ≤ C ′|Uα| , (2.66)

para todo α e para todo i e C não depende de α ou i. Seja Ûα solução de:

−∆2
gû

i
α + bi∆gû

i
α + aûiα =

∣∣−∆2
gu

i
α + bi∆gu

i
α + auiα

∣∣ , (2.67)

para todo α e todo i. Como

−∆2
g(û

i
α ± uiα) + bi∆g(û

i
α ± uiα) + a(ûiα ± uiα) ≥ 0 ,



90

segue do prinćıpio do máximo (veja [30]) que ûiα ≥ |uiα| em M e para todo α e todo i. Em

particular, cada ûiα é não negativo. Observe que temos:

−∆2
g|Ûα|+ b0∆g|Ûα|+ a|Ûα| ≤ C|Ûα| ,

na bola B para todo α e b0 = kmini bi. Na desigualdade acima, Ûα = (û1
α, . . . , û

k
α) e

|Ûα| =
∑k

i=1 û
i
α. A constante C > 0 é independente de α e cada ûiα é não-negativo.

Segue da decomposição em bubbles e de (2.66), (2.67) que os (Ûα)α são uniformemente

limitados em L∞(B). Podemos então aplicar o De Giorgi-Nash-Moser para as funções Ûα.

Em particular temos,

max
Bx( r4)

|Ûα| ≤ C

∫
Bx( r2)

|Ûα| dvg . (2.68)

em que C > 0 não depende de α. Desde que B é basicamente qualquer bola em M \{x0},
de (2.68) temos:

max
M\Bδ

|Ûα| ≤
∫
M

|Ûα| dvg .

De (2.65), temos:

| −∆2
gu

i
α + bi∆gu

i
α + auiα| ≤ C

(
1 + |Uα|2

#−2
)
|Uα| . (2.69)

E de (2.66) e (2.67) obtemos que:∫
M

|Ûα| dvg ≤ C

∫
M

|Uα| dvg .

Assim,

max
M\Bδ

|Uα| ≤ max
M\Bδ

|Ûα| ≤
∫
M

|Ûα| dvg ≤
∫
M

|Uα| dvg .

Portanto, temos de (2.69):

max
M\Bδ

|Uα| ≤ C

∫
M

(
1 + |Uα|2

#−2
)
|Uα| dvg .

Observe que, do lema acima, obtemos que:

max
M\Bδ

|Uα| ≤ C‖Uα‖2 .

Considere Ũα = ‖Uα‖−1
2 Uα e B(δ) = {x ∈ M ; dist(x, S) < δ}. Assim temos que

‖Ũα‖2 = 1.
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Na prova da concentração L2 a seguir usaremos o lema (18). Assumiremos

também que Uα é solução de (2.64).

Teorema 20. Seja Uα solução de (2.43), em que Aij(x) é positiva como forma bilinear e

simétrica. Então

Ũα → 0 ,

em H2,2
k (M \Bδ) para todo δ > 0.

Demonstração. Inicialmente mostraremos que ‖Ũα‖L2
k(M\Bδ) → 0.

Suponha (Uα) solução de (2.43). Do lema 17, obtemos:∫
M

|Uα| dvg ≤ C

∫
M

|Uα|2
#−1 dvg . (2.70)

Da desigualdade acima, juntamente com os lemas anteriores, temos:

∫
M\Bδ

(Uα)2 dvg ≤
(
maxM\Bδ |Uα|

) ∫
M\Bδ

|Uα| dvg ≤

∫
M\B δ

2

|Uα|2 dvg

 1
2 ∫

M

|Uα|2
#−1 dvg .

Dáı, do lema 18, temos que ‖Ũα‖L2
k(M\Bδ) = o(1).

Da demonstração do De Giorgi-Nash-Moser (veja [31]), temos que∫
M\Bδ

|∇uiα|2 dvg ≤ C

∫
M\B δ

2

(uiα)2 dvg ,

para alguma constante C independente de α, mas que depende de δ. Dáı∫
M\Bδ

|∇Ũα|2 dvg ≤ C

∫
M\B δ

2

(Ũα)2 dvg −→ 0 ,

pelo passo anterior.

Para provar a última parte, seja φ uma função corte tal que 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 0 na bola B δ
2

e φ = 1 em M \Bδ. Multiplicando (2.64) por φ2uiα e integrando sobre M, temos:

∫
M

∆gu
i
α

(
∆gφ

2uiα
)
dvg +

∫
M

Ai
(
∇uiα,∇(φ2uiα)

)
dvg +

1

2

∫
M

∂iG(x, Uα)φ2uiα dvg =

=
1

2#

∫
M

∂iF (Uα)φ2uiα dvg , (2.71)

para i = 1, ..., k, ou
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∫
M

∆gUα
(
∆gφ

2Uα
)
dvg +

∫
M

A
(
∇gUα,∇g(φ

2Uα)
)
dvg +

∫
M

G(x, U)φ2 dvg =

=

∫
M

F (x, Uα)φ2 dvg .

Por um cálculo direto, o primeiro termo pode ser escrito como:

∫
M

∆gUα
(
∆gφ

2Uα
)
dvg =

∫
M

(∆g(φUα))2 dvg +O

(
‖Uα‖

H1,2
k

(
M\B δ

2

)
)
,

em que

‖Uα‖2
H1,2
k (Ω)

=

∫
Ω

(
|Uα|2 + |∇Uα|2

)
dvg .

Os outros termos restantes em (2.71) podem ser estimados por O

(
‖Uα‖2

H1,2
k

(
M\B δ

2

)
)

.

Assim, reescrevemos (2.71) como:

∫
M

(∆g(φUα))2 dvg = O

(
‖Uα‖2

H1,2
k

(
M\B δ

2

)
)
,

e da fórmula de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenbook

∫
M

|∇2(φuiα)|2 dvg =

∫
M

(
∆g(φu

i
α)
)2
dvg −

∫
M

Ricg
(
∇(φuiα),∇(φuiα)

)
dvg

≤
∫
M

|∆g(φu
i
α)2|2 dvg + k

∫
M

|∇(ϕuiα)|2 dvg

= O

(
‖uiα‖

H1,2

(
M\B δ

2

)
)
.

Logo,

∫
M\Bδ

|∇2Uα|2 dvg = O

(
‖Uα‖

H1,2

(
M\B δ

2

)
)
.

Portanto,

∫
M\Bδ

|∇2Uα|2 dvg ≤ C

∫
M\B δ

2

(
|Uα|2 + |∇Uα|2

)
dvg

 ,

para cada i = 1, . . . , k. Assim,
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∫
M\Bδ

|∇2Ũα|2 dvg ≤ C

∫
M\B δ

2

(
|Ũα|2 + |∇Ũα|2

)
dvg

 ,

e essa última desigualdade converge para zero graças ao passo anterior. Isso termina a

prova do lema.

Temos a seguir uma estimativa global.

Lema 21. Uα satisfaz ‖Uα‖2 = o(1)‖∇Uα‖2, em que o(1)→ 0 quando α→∞.

Demonstração. Da desigualdade de Hölder temos:∫
Bδ

|Uα|2 dvg ≤ vol (Bδ)
2∗−2
2∗ ‖Uα‖2

2∗ ,

em que 2∗ = 2n
n−2

e V ol(Bδ) é o volume de Bδ. Agora, da imersão de Sobolev H1,2(M) ↪→
L2∗(M), temos

‖Uα‖2
2∗ ≤ A

(
‖∇Uα‖2

2 + ‖Uα‖2
2

)
,

em que A > 0 é independente de α. Separando a integral:∫
M

|Uα|2 dvg =

∫
Bδ

|Uα|2 dvg +

∫
M\Bδ

|Uα|2 dvg ,

e usando as duas desigualdades acima, obtemos:∫
M

|Uα|2 dvg ≤ C1

∫
M\Bδ

|Uα|2 dvg + C2V ol(Bδ)
2∗−2
2∗

∫
M

|∇Uα|2 dvg ,

para todo δ > 0 pequeno o suficiente em que C1 e C2 são constanstes positivas indepen-

dentes de α e de δ. Como ∫
M\Bδ

|Ũα|2 dvg −→ 0 ,

da demonstração do resultado anterior, temos:

1 ≤ C2V ol(Bδ)
2∗−2
2∗ lim inf

α→∞

((∫
M

|Uα|2 dvg
)−1 ∫

M

|∇Uα| dvg

)
,

para δ pequeno o suficiente, donde segue o resultado.

Como consequência imediata dos dois resultados acima (teorema 20 e lema

21), temos o seguinte.

Lema 22. Seja Ûα = ‖∇Uα‖−1
2 Uα, então

Ûα −→ 0 em H2,2
k (M \Bδ) ,
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para todo δ > 0.

Demonstração. Observe que do teorema 20 temos:

‖Ũα‖H2,2
k (M\Bδ) = ‖Uα‖−2

2

(∫
M\Bδ

(
(∆Uα)2 + |∇Uα|2 + |Uα|2

)
dvg

)
= o(1)

E do lema 21:

‖Uα‖2

‖∇Uα‖2

= o(1)

Portanto,

‖Ûα‖2
H2,2
k (M\Bδ)

= ‖∇Uα‖−2
2

‖Uα‖−2
2

‖Uα‖−2
2

(∫
M

(
(∆Uα)2 + |∇Uα|2 + |Uα|2

)
dvg

)
= o(1)
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2.6 Compacidade

No caṕıtulo anterior, estudamos existência de soluções para o seguinte

sistema

∆2
gui − divg(Ai(∇ui)#) + ∂iG(x, U) = ∂iF (U) , (2.72)

em que i = 1, . . . , k e U = (u1, . . . , uk). Também estudamos a decomposição em

bubbles para Uα solução de (2.72). F : Rk → R é uma função positiva e

2#−homogênea de classe C1 e G : M × Rk → R é uma função positiva e

2-homogênea na segunda variável de classe C1. Ai é um (2,0)-tensor

simétrico suave.

Em toda esta seção utilizaremos o caso em que

Gα(x, U) =
∑k

ij=1 A
α
ij(x)ui(x)uj(x) e Aiα = big para cada i = 1, . . . , k. (A(α))α, α ∈ N

é uma sequência de aplicações suaves, A(α) : M → M s
k(R), em que A(α) = (Aαij).

Lembramos que M s
k(R) é o espaço vetorial das matrizes simétricas reais de

ordem k × k. Consideraremos o seguinte sistema

∆2
gu

i − biα∆gu
i +

k∑
j=1

Aαij(x)uj(x) = ∂iF (U) , (2.73)

para i = 1, . . . , k. No que segue consideraremos Uα = (u1
α, · · · , ukα) solução de

(2.73) e (Uα)α uma sequência limitada em H2,2
k (M). Assumimos que A(α)

satisfaz que existe uma aplicação C1, A : M → M s
k(R), A = (Aij) tal que

Aαij 7→ Aij em C1(M) (2.74)

quando α→ +∞, para todos i e j. Também consideramos que Aiα = biαg (em

(2.72)) converge para Ai = big. O sistema limite, combinando (2.73) e (2.74) é:

∆2
gu

i − bi∆gu
i +

k∑
j=1

Aij(x)uj(x) = ∂iF (U) ,

Usaremos nesta seção alguns dos resultados já demonstrados anteriormente

como a decomposição em bubbles e a concentração L2 da seção anterior.

Seja η uma função corte em Rn com η = 1 na bola B0(δ) e η = 0 fora da bola

B0(2δ), em que B0(r) é a bola Euclideana com centro 0 e raio r.

Consideramos ηuiα como uma função definida em Rn e com suporte em B0(2δ).
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A seguir, no lema abaixo, usaremos a identidade tipo Pohozaev:

∫
Rn
xk∂k(ηu

i
α)∆2(ηuiα) dx+

n− 4

2

∫
Rn

(
∆
(
ηuiα
))2

dx = 0 . (2.75)

em que xk é a k-ésima coordenada de x ∈ Rk. Observe que, dos lemas 21 e 22,

para j = 0, 1, 2, temos:

∫
B0(2δ)\B0(δ)

|∇jUα|2 dx = o(εα) =

∫
B0(2δ)

|Uα|2 dx ,

em que ε−1
α o(εα)→ 0 quando α→∞ e

εα =

∫
M

|∇Uα|2 dvg .

Usando estas estimativas acima em (2.75), obtemos:

Lema 23. Seja Uα = (u1
α, · · · , ukα) uma sequência limitada em H2,2

k (M). Então temos a

seguinte estimativa:∫
Rn
η2
(
∆2uiα

)
xk∂ku

i
α dx+

n− 4

2

∫
Rn
η2uiα∆2uiα dx = o(εα) . (2.76)

em que o(εα)
εα
→ 0 quando α→ 0.

Demonstração. Começaremos com o segundo termo de (2.75). Para simplificar, faremos

uiα ≡ u. Expandindo o termo (∆(ηu))2 obtemos facilmente que

∫
Rn

(∆ (ηu))2 dx =

∫
Rn
η2 (∆u)2 dx+

∫
Rn
u2 (∆η)2 dx

− 4

∫
Rn
〈∇η,∇u〉 (∆η) u dx− 4

∫
Rn
〈∇η,∇u〉 (∆u) η dx

+ 2

∫
Rn
η (∆η)u (∆u) dx+ 4

∫
Rn
〈∇η,∇u〉2 dx .

em que para duas funções ϕ e ψ, 〈∇ϕ,∇ψ〉 é o produto escalar de ∇ϕ e ∇ψ. Integrando

por partes temos:

∫
Rn
η2 (∆u)2 dx =

∫
Rn
η2u∆2u dx−

∫
Rn

(
∆η2

)
u (∆u) dx

+ 4

∫
Rn
η 〈∇η,∇u〉 (∆u) η dx .
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Da desigualdade de Hölder, para p = 1, 2, temos que:

∫
Rn

(∆ηp)2 u2 dx ≤
(∫

Aδ

|∆ηp|
n
2 dx

) 4
n
(∫

Aδ

u2# dx

) (n−4)
n

,

em que Aδ = B0(2δ) \ B0(δ). Note que |∆pη| ≤ C em que C > 0 e u ∈ L2#(Rn). Assim

temos que, ∫
Rn

(∆ηp)2 u2 dx = o(εα) .

Temos então:

∫
Rn
|∆η2|u|∆u| dx ≤

(∫
Rn

(
∆η2

)2
u2 dx

) 1
2
(∫

Rn
(∆u)2 dx

) 1
2

∫
Rn
η|∆η|u|∆u| dx ≤

(∫
Rn

(∆η)2 u2 dx

) 1
2
(∫

Rn
(∆u)2 dx

) 1
2

,

e como ∆u ∈ L2(Rn), obtemos então que:∫
Rn

(∆η2)u(∆u) dx = o(εα) e

∫
Rn
η(∆η)u(∆u) dx = o(εα)

em que o(εα) é como definido acima. Graças a desigualdade de Hölder, escrevemos:

∫
Rn
〈∇η,∇u〉2 dx ≤

∫
Rn
|∇η|2|∇u|2 dx ≤

(∫
Aδ

|∇η|n dx
) 2

n
(∫

Aδ

|∇u|2∗ dx
) (n−2)

n

em que 2∗ = 2n
n−2

. Note que |∇η| ≤ C e que |∇u| ∈ L2∗(Rn). Assim obtemos:∫
Rn
〈∇η,∇u〉2 dx = o(εα) .

Escrevemos que,

∣∣∣∣∫
Rn
〈∇η,∇u〉 u∆η dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
| 〈∇η,∇u〉 |u|∆η| dx

≤

√∫
Rn
〈∇η,∇u〉2 dx

√∫
Rn

(∆η)2 u2 dx ,

obtemos que ∫
Rn
〈∇η,∇u〉 u∆η dx = o(εα) .

Assim, das estimativas acima, obtemos que:
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∫
Rn

(∆ (ηu))2 dx =

∫
Rn
η2u∆2u dx+ o(εα) . (2.77)

Agora calcularemos o primeiro termo de (2.75). Observe que temos:

∆2(ηu) = η∆2u+ ∆η∆u− 2 〈∇η,∇∆u〉+

+u∆2η + ∆u∆η − 2 〈∇u,∇∆η〉 − 2∆ 〈∇η,∇u〉 .

Assim,

∫
Rn

∆2(ηu)xk∂k(ηu) dx

=

∫
Rn
η2(∆2u)xk∂ku dx+

∫
Rn
ηu(∆2η)xk∂ku dx

+ 2

∫
Rn

(∆η)(∆u)ηxk∂ku dx− 2

∫
Rn
η∆ 〈∇η,∇u〉xk∂ku dx

− 2

∫
Rn
η 〈∇u,∇∆η〉xk∂ku dx− 2

∫
Rn
η 〈∇η,∇∆u〉xk∂ku dx

+

∫
Rn
ηu(∆2u)xk∂kη dx+

∫
Rn
u2∆2ηxk∂kη dx

+

∫
Rn
u∆η∆uxk∂kη dx− 2

∫
Rn
u(∆(〈∇η,∇u〉))xk∂kη dx

− 2

∫
Rn
u 〈∇η,∇∆u〉xk∂kη dx− 2

∫
Rn
u 〈∇u,∇∆η〉xk∂kη dx . (2.78)

Observe que |∆2η| ≤ C e que |x| ≤ 2δ em Aδ = B0(2δ) \ B0(δ). Da desigualdade de

Hölder obtemos:

∫
Aδ

u|∇u| dx ≤

√∫
Aδ

|∇u|2 dx

√∫
Aδ

u2 dx ,

e também

∫
Aδ

|∇u|2 dx ≤ |Aδ|
2
n

(∫
Aδ

|∇u|2∗ dx
) 2

2∗

∫
Aδ

u2 dx ≤ |Aδ|
4
n

(∫
Aδ

|u|2# dx
) 2

2#

.

Então da desigualdade
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∣∣∣∣∫
Rn
uη(∆2η)xk∂ku dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u|∇u| dx ,

como |Aδ| ≤ C, u ∈ L2#(Rn) e |∇u| ∈ L2∗(Rn), obtemos que∫
Rn
uη(∆2η)xk∂ku dx = o(εα) .

Similarmente, temos que

∣∣∣∣∫
Rn
η(∆u)(∆η)xk∂ku dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇u||∆u| dx

≤ C

√∫
Aδ

(∆u)2 dx

√∫
Aδ

|∇u|2 dx

Dáı ∫
Rn
η(∆u)(∆η)xk∂ku dx = o(εα) (2.79)

Observe que ∣∣∣∣∫
Rn
η 〈∇u,∇∆η〉xk∂ku dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇u|2 dx .

Logo obtemos que ∫
Rn
η 〈∇u,∇∆η〉xk∂ku dx = o(εα) .

Note que ∣∣∣∣∫
Rn
u2(∆2η)xk∂kη dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u2 dx .

Assim obtemos ∫
Rn
u2(∆2η)xk∂kη dx = o(εα) .

De maneira similar, escrevemos que,

∣∣∣∣∫
Rn
u(∆η)(∆u)xk∂kη dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u (∆u)

≤
(∫

Aδ

(∆u)2, dx

) 1
2
(∫

Aδ

u2 dx

) 1
2

.

Conforme anteriormente, temos
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∫
Rn
u(∆η)(∆u)xk∂kη dx = o(εα) . (2.80)

Observando que ∣∣∣∣∫
Rn
u 〈∇u,∇∆η〉xk∂kη dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u|∇u| dx ,

também obtemos que ∫
Rn
u 〈∇u,∇∆η〉xk∂kη dx = o(εα) .

Observe que da identidade ∫
M

〈∇u,∇v〉 dvg = −
∫
M

u∆v dvg ,

fazendo u = u1u2, obtemos que∫
M

(u1 〈∇u2,∇v〉+ u2 〈∇u1,∇v〉 dvg) = −
∫
M

u1u2∆v dvg .

Independentemente, integrando por partes (fazendo v = η, u1 =
(
xk∂ku

)
η e u2 = ∆u na

igualdade acima e depois desenvolvemos o termo ∇(ηxk∂ku)), temos que

∫
Rn
η 〈∇η,∇∆u〉 xk∂ku dx =

=

∫
Rn
η (∆η) (∆u) xk∂ku dx−

∫
Rn

(∆u)
〈
∇η,∇

(
η xk∂ku

)〉
dx

=

∫
Rn
η (∆η) (∆u) xk∂ku dx−

∫
Rn
|∇η|2 (∆u) xk∂ku dx

−
∫
Rn
η (∆u) 〈∇η,∇u〉 dx−

∫
Rn
η (∆u) 〈x,∇η〉∇2u dx .

Mas observe que

∣∣∣∣∫
Rn
|∇η|2 (∆u) xk∂ku dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇u||∆u| dx∣∣∣∣∫
Rn
η (∆u) 〈∇η,∇u〉 dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇u||∆u| .

Então, de (2.79) obtemos que∫
Rn
η 〈∇η,∇∆u〉 xk∂ku dx = o(εα)−

∫
Rn
η (∆u) 〈x,∇η〉∇2u dx .

Observando que |∆u| ≤
√
n|∇2u|, temos que
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∣∣∣∣∫
Rn
η (∆u) 〈x,∇η〉∇2u dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇2u|2 dx .

Usando a fórmula de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenböck, temos

∫
Rn
η|∇2u|2 dx =

∫
Rn
η|∆u|2 dx−

∫
Rn
η Ric 〈∇u,∇u〉 dx

≤
∫
Rn
η|∆u|2 dx+ k

∫
Rn
η|∇u|2 dx .

Dáı obtemos que |∇2u|2 ∈ L2(Rn) e∫
Aδ

|∇2u|2 dx = o(εα) .

Assim obtemos que ∫
Rn
η 〈∇η,∇∆u〉 xk ∂ku dx = o(εα) . (2.81)

De forma similar,

∫
Rn
η (∆ 〈∇η,∇u〉) xk ∂ku dx =

∫
Rn
〈∇∆η,∇u〉 η xk ∂ku dx

+

∫
Rn
η 〈∇η,∇∆u〉 xk ∂ku dx− 2

∫
Rn

〈
∇2u,∇2η

〉
η xk ∂ku dx .

Observando que ∫
Rn
| 〈∇∆η,∇u〉 η xk ∂ku dx| ≤ C

∫
Aδ

|∇u|2 dx ,

e que

∣∣∣∣∫
Rn

〈
∇2u,∇2η

〉
η xk ∂ku dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇u||∇2u| dx

≤ C

√∫
Aδ

|∇2u|2 dx

√∫
Aδ

|∇u|2 dx .

Usando (2.81) obtemos que∫
Rn
η (∆ 〈∇η,∇u〉) xk ∂ku dx = o(εα) .

Fazendo cálculos similares, obtemos que
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∫
Rn

(∆ 〈∇η,∇u〉)uxk∂kη dx =

∫
Rn
〈∇∆η,∇u〉uxk∂kη dx

+

∫
Rn
〈∇η,∇∆u〉uxk∂kη dx− 2

∫
Rn

〈
∇2η,∇2u

〉
uxk∂kη dx .

Mas observe que temos∣∣∣∣∫
Rn
〈∇∆η,∇u〉uxk∂kη dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u|∇u| dx = o(εα) ,

e também

∣∣∣∣∫
Rn

〈
∇2η,∇2u

〉
uxk∂kη dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u|∇2u| dx

≤ C

√∫
Aδ

|∇2u|2 dx

√∫
Aδ

u2 dx = o(εα) .

Integrando por partes,

∫
Rn
〈∇η,∇∆u〉uxk∂kη dx

=

∫
Rn

(∆η) (∆u)uxk∂kη dx−
∫
Rn

(∆u)
〈
∇η,∇

(
uxk∂kη

)〉
dx

=

∫
Rn

(∆η) (∆u)uxk∂kη dx−
∫
Rn

(∆u) 〈∇η,∇u〉 xk∂kη dx

−
∫
Rn
u (∆u) |∇η|2 dx−

∫
Rn
u (∆u) ∇2η 〈x,∇η〉 dx . (2.82)

Observe que temos,∣∣∣∣∫
Rn

(∆u) 〈∇η,∇u〉 xk∂kη dx
∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

|∇u||∆u| dx = o(εα) , (2.83)

e que ∣∣∣∣∫
Rn
u (∆u) |∇η|2 dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Rn
u (∆u)∇2η 〈x,∇η〉 dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Aδ

u|∇u| dx . (2.84)

Utilizando as estimativas (2.83) e (2.84) acima na igualdade (2.82) e usando (2.80), obte-

mos que ∫
Rn

(∆ 〈∇η,∇u〉)uxk∂kη dx = o(εα) ,

e que
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∫
Rn
〈∇η,∇∆u〉uxk∂kη dx = o(εα) .

Por último, observe que temos,

∫
Rn
η u
(
∆2u

)
xk∂kη dx =

∫
Rn

(∆u) ∆
(
uη xk∂kη

)
dx

=

∫
Rn
η
(
xk∂kη

)
(∆u)2 dx+

∫
Rn
u (∆u) ∆

(
η xk∂kη

)
dx

− 2

∫
Rn

〈
∇
(
η xk∂kη

)
,∇u

〉
(∆u) dx .

Observe que temos

|∆
(
ηxk∂kη

)
| ≤ C e |∇

(
ηxk∂kη

)
| ≤ C .

Dáı temos que

∣∣∣∣∫
Rn
ηu
(
∆2u

)
xk∂kη dx

∣∣∣∣ ≤ C1

∫
Aδ

(∆u)2 dx

+ C2

∫
Aδ

u|∆u| dx+ C3

∫
Aδ

|∇u||∆u| dx .

Assim obtemos que ∫
Rn
ηu
(
∆2u

)
xk∂kη dx = o(εα) .

Usando essas estimativas acima em (2.78), obtemos que∫
Rn

∆2 (ηu)xk∂k (ηu) dx =

∫
Rn
η2
(
∆2u

)
xk∂ku dx+ o(εα) . (2.85)

Portanto, de (2.77) e de (2.85) a identidade de Pohozaeh (2.75) fica sendo∫
Rn
η2
(
∆2u

)
xk∂ku dx+

n− 4

2

∫
Rn
η2u∆2u dx = o(εα) . (2.86)

A estimativa (2.86) acima utilizaremos no seguinte teorema.

Teorema 24. Seja (M, g) uma variedade compacta localmente conformemente flat de

dimensão n ≥ 8. Assuma que o tensor Aiα = biαg converge, para todo i = 1, ..., k, para o

tensor suave simétrico Ai = big.

Considere o sistema em (2.73) em que (A(α))α é uma sequência de aplicações suaves

A(α) : M → M s
k(R), satisfazendo (2.74). Seja Uα uma solução de (2.73) que converege
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fracamente para U0 em H2,2
k (M). Então U0 é não trivial se big−Ag é positiva ou negativa

definida, para algum i.

Demonstração. Queremos mostrar, sob as condições do teorema, que o limite fraco U0 é

não trivial. Vamos assumir que U0 = 0 e chegaremos a uma contradição.

Os Uα formam uma sequência de Palais-Smale para o seguinte funcional energia (veja a

demonstração do teorema da decomposição em bubles, teorema 15):

J(U) =
1

2

∫
M

(
(∆gU)2 +G(x, U)

)
dvg −

∫
M

F (U) dvg .

que está definido em H2,2
k (M). Como já visto, a menos de subsequência, os Uα possuem

uma decomposição em bubbles.

Seja x ∈ S, em que S é o conjunto dos pontos de blow-up. Como (M, g) é localmente

conformemente flat, podemos escolher δ > 0 de forma que g é conforme a métrica flat

ĝ = φ−
4

n−4 g, em que φ é suave e positiva. Mais ainda, podemos escolher δ pequeno o

suficiente tal que S ∩ B(x, 4δ) = {x}. Observe que na métrica Euclideana ĝ = ξ, temos

que |∇u|2ĝ = φ
4

n−4 |∇u|2g.
Seja Ûα = φUα, isto é, ûiα = φuiα, para i = 1, . . . , k. Usamos a propriedade conforme do

operador de Paneitz-Branson PBg

PBĝ(ϕu) = ϕ2#−1PBg(u) ,

para qualquer função suave u e ĝ = φ−
4

n−4 g e n ≥ 5. O operador geométrico de Paneitz-

Branson PBg é definido por

PBgu = ∆2
gu− divg(Ag du) +

(
n− 4

2

)
Qgu ,

em que Ag é o seguinte (2,0)-tensor simétrico suave

Ag =
(n− 2)2 + 4

2(n− 1)(n− 2)
Rgg −

4

n− 2
Ricg ,

Rg e Ricg denotam as curvaturas escalar e de Ricci respectivamente e Qg é a Q-curvatura

Qg =
1

2(n− 1)
∆gRg +

n3 − 4n2 + 16n− 16

8(n− 1)2(n− 2)2
R2
g −

2

n− 2
|Ricg |2 .

Então, por um cálculo direto temos

∆2ûiα − φ
8

n−4 divg

(
(biαg − Ag)dûiα

)
+ 2φ

12−n
n−4 (biαg − Ag)(∇ûiα,∇φ) +

+ hiαû
i
α + φ

8
n−4

k∑
j=2

Aαij(x)ûiα(x) = ∂iF (Ûα) , (2.87)

em que
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hiα = −
(
n− 4

2

)
φ

8
n−4Qn

g − φ
n+4
n−4 divg

((
biαg − Ag

)
dφ−1

)
.

Seja η uma função corte em Rn com η = 1 na bola B0(δ) e η = 0 fora da bola B0(2δ),

em que B0(r) é a bola Euclideana com centro 0 e raio r. Consideramos ηûiα como uma

função definida em Rn e com suporte em B0(2δ). Usaremos a identidade tipo Pohozaev:∫
Rn
x · ∇(ηûiα)∆2(ηûiα) dx+

n− 4

2

∫
Rn

(
∆(ηûiα)

)2
dx = 0 . (2.88)

Provamos o teorema por um cálculo dos termos envolvendo a identidade acima. Calcula-

mos as parcelas em termos de εα, em que:

εα =

∫
M

|∇Uα|2 dvg . (2.89)

Observe que, dos lemas 21 e 22, para j = 0, 1, 2, temos:∫
B0(2δ)\B0(δ)

|∇jÛα|2 dx = o(εα) =

∫
B0(2δ)

|Ûα|2 dx , (2.90)

em que ε−1
α o(εα) → 0 quando α → ∞. Usando esta estimativa em (2.88) (conforme

fizemos anteriormente no ińıcio da seção, no lema 23), temos:∫
Rn
η2
(
x · ∇ûiα

)
ûiα∆2ûiα dx+

n− 4

2

∫
Rn
η2ûiα∆2ûiα dx = o(εα) . (2.91)

Agora, multiplicamos a equação (2.87) por η2ûiα, integramos sobre Rn e somamos sobre

i = 1, . . . , k:

k∑
i=1

∫
Rn
η2ûiα∆2ûiα dx−

k∑
i=1

∫
Rn
φ

8
n−4η2ûiα divg

((
Aiα − Ag

)
dûiα
)
dx

+ 2
k∑
i=1

∫
Rn
φ

12−n
n−4 η2uiα

(
Aiα − Ag

)
(∇ûiα,∇φ) dx+

k∑
i=1

∫
Rn
hiα
(
ηûiα
)2

dx+

+
k∑

i,j=1

∫
Rn
η2φ

8
n−4Aαij

(
ûiα
)2

= 2#

∫
Rn
η2F (Ûα) dx . (2.92)

Escrevendo φ
8

n−4η2 divg ((Aiα − Ag) dûiα) como aij∂ijûα+bk∂kûα, em que aij e bk são funções

suaves com suporte em B0(2δ). Integrando por partes temos:

∫
Rn

φ
8

n−4 η2ûiα divg

((
biαg − Ag

)
dûiα
)
dx

= −
∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
biαg − Ag

) (
∇ûiα,∇ûiα

)
dx+ o(εα) . (2.93)
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Também, por Hölder, observe que:

∣∣∣∣∫
Rn
hiα
(
ηûiα
)2
dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
B0(2δ)

ûiα|∇ûiα| dx

≤ C

2

∫
B0(2δ)

(
|∇ûiα|2 + ûiα

)
dx

Usando (2.90):

∫
Rn
hiα
(
ηûiα
)2
dx = o(εα) =

∫
Rn
φ

12−n
n−4 η2ûiα

(
biαg − Ag

) (
∇ûiα,∇φ

)
dx

=

∫
Rn
φ

8
n−4η2

k∑
j=1

Aαij(x)
(
ûiα
)2
dx . (2.94)

Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.92), obtemos:

k∑
i=1

∫
Rn
η2ûiα∆2ûiα dx +

k∑
i=1

∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
biαg − Ag

) (
∇ûiα,∇ûiα

)
dx

= 2#

∫
Rn
η2F (Ûα) dx+ o(εα) . (2.95)

Tendo em vista o primeiro termo em (2.91), multiplicamos (2.87) por η2 (∇ûiα · x), inte-

gramos em Rn e somamos sobre i = 1, . . . , k:

k∑
i=1

∫
Rn
η2
(
x · ∇ûiα

)
∆2ûiα dx−

k∑
i=1

∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
x · ∇ûiα

)
divg

((
biαg − Ag

)
dûiα
)
dx

+ 2
k∑
i=1

∫
Rn
φ

12−n
n−4 η2

(
∇ûiα · x

) (
Aiα − Ag

) (
∇ûiα,∇φ

)
dx+

k∑
i=1

∫
Rn
hiαη

2
(
x · ∇ûiα

)
ûiα dx+

+
k∑

i,j=1

∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
x · ∇ûiα

)
Aαij(x)ûiα dx =

k∑
i=1

∫
Rn
η2
(
x · ∇ûiα

)
∂iF (Ûα) dx . (2.96)

Observe que, integrando por partes e usando (2.90), temos:∫
Rn
η2
(
x · ∇ûiα

)
(ûiα)2#−1 dx = − n

2#

∫
Rn
η2(ûiα)2# dx+ o(εα)

Assim, ∫
Rn
η2
(
x · ∇ûiα

)
∂iF (Ûα) dx = −nk

2#

∫
Rn
η2
(
ûiα
)2#

dx+ o(εα) . (2.97)



107

Novamente por (2.90) temos:∫
Rn
hiαη

2
(
x · ∇ûiα

)
ûiαdx = o(εα) .

Também,

∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
x · ∇ûiα

) k∑
j=1

Aαij(x)ûiαdx = o(εα) .

E, ∫
Rn
φ

12−n
n−4 η2

(
x · ∇ûiα

) (
biαg − Ag

) (
∇ûiα,∇φ

)
dx = δO(εα) ,

quando |x| ≤ 2δ no suporte do integrando e |ε−1
α O(εα)| ≤ C, independente de α e δ.

Procedendo como no caso (2.93) e usando o fato que aij = aji:

∫
Rn

φ
8

n−4 η2
((
biαg − Ag

)
dûiα
)
dx

=
n− 2

2

∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
biαg − Ag

) (
∇ûiα,∇ûiα

)
dx+ δO(εα) . (2.98)

Substituindo (2.97) e (2.98) em (2.96), obtemos:

k∑
i=1

∫
Rn

η2
(
x · ∇ûiα

)
∆2ûiα dx−

n− 2

2

k∑
i=1

∫
Rn
φ

8
n−4 η2

(
biαg − Ag

) (
∇ûiα,∇ûiα

)
dx

= −nk
∫
Rn
η2F (Ûα) dx+ o(εα) + δO(εα) . (2.99)

Substituindo (2.99) e (2.95) em (2.91), obtemos:

k∑
i=1

∫
Rn
φ

8
n−4η2

(
biαg − Ag

) (
∇uiα,∇uiα

)
dνg = o(εα) + δO(εα) . (2.100)

Voltando a variedade, consideramos η definida em M . Temos:∫
M

φ
8

n−4η2 (bαg − Ag) (∇Uα,∇Uα) dνg = o(εα) + δO(εα) .

Como big−Ag tem sinal para algum i, biαg−Ag tem sinal para α suficientemente grande.

Logo existe t > 0 tal que: ∫
Bx(tx)

|∇Uα|2 dνg = o(εα) + δO(εα) , (2.101)

para δ > 0 suficientemente pequeno e para α grande o suficiente. Agora somamos (2.101)
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sobre todos x ∈ S e, usando o Lema 22, obtemos:

εα = o(εα) + δO(εα) .

Dividindo por εα e tomando o limite quando α → ∞, obtemos 1 ≤ Cδ, em que C é

independente de δ. Isso é uma contradição quando δ é pequeno o suficiente.
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Caṕıtulo

3
Desigualdade Vetorial Ótima de Sobolev

de Segunda Ordem

3.1 Funções Extremais

A segunda desigualdade de L2−Sobolev Riemanniana vetorial afirma que,

para qualquer U ∈ H2,2
k (M):

(∫
M

F (U)dvg

) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +

+ B0

∫
M

(
(A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg . (3.1)

é ótima em relação à primeira e à segunda melhores constantes de Sobolev,

no sentido em que nenhuma delas pode ser diminuida.

Como no final do caṕıtulo anterior, supomos neste caṕıtulo que

G : M × Rk → R é uma função dada por
∑k

i,j=1Aijuiuj, em que (Aij) é positiva

como forma linear e simétrica. Também supomos que Ai = big, bi ∈ R, para

i = 1, . . . , k.

Seja E(A,F,G, g) o conjunto das aplições extremais normalizadas por∫
M
F (U) dvg = 1 associadas à (3.1). Enunciaremos a seguir os resultados sobre

compacidade de aplicações extremais para uma métrica fixada.

Teorema 25 (Existência e Compacidade de Aplicações Extremais). Seja (M, g) uma

variedade Riemanniana compacta e localmente conformemente flat. Suponha que n ≥ 8 e

que, para algum i = 1, . . . , k,

big − Ag > 0 ou big − Ag < 0 ,

em que Ag = (n−2)2+4
2(n−1)(n−2)

Rg g − 4
n−2

Ricg. Então, a desigualdade (3.1) possui aplicação

extremal. Além disso, o conjunto E(A,F,G, g) é compacto na topologia C0.
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Demonstração. Lembramos que estamos supondo que G(x, U) =
∑k

i,j=1Aijuiuj para po-

dermos utilizar do resultado da compacidade e o (2, 0)-tensor Ai é dado por big, bi ∈ R.

No entanto, note que a demonstração que se segue é válida para A sendo uma soma de

(2, 0)-tensores Ai e G : M × Rk → R uma função positiva, de classe C1 e 2-homogênea.

Seja U ∈ H2,2
k (M), então:

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

≤ Ao
∫
M

(∆gU)2 dvg + B0

∫
M

(
A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg .

Seja (α) uma sequência tal que 0 < α < B0 e α→ B0.

Considere agora o seguinte funcional definido em Λ:

Jα(U) =

∫
M

(∆gU)2 dvg + αA−1
0

∫
M

(
A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ,

em que

Λ =

{
U ∈ H2,2

k (M) :

∫
M

F (U) dvg = 1

}
.

Seja

λα = inf
U∈Λ

Jα(U) .

Temos que λα <
1
A0

. Caso contrário teŕıamos:

Jα(U) ≥ λα ≥
1

A0

, (3.2)

em que U ∈ H2,2
k (M). Se F (U) 6= 1, basta normalizá-lo, tomando 1

(
∫
M F (U) dvg)

1
2#
U . De

(3.2) temos:

A0

∫
M

(∆gU)2 dvg + α

∫
M

(
A
(
(∇U)#, (∇U)#

)
+G(x, U)

)
dvg ≥

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

,

o que é uma contradição, pois 0 < α < B0. Logo, temos que

λα <
1

A0

.

Definimos agora

Aα = αA−1
0 Aiα e Gα = αA−1

0 G .

Logo
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Aα → BoA−1
0 Ai e Gα → BoA−1

0 G .

Observe que na hipóteses do teorema, Aiα = biαg converge para Ai = big. A condição

λα < A−1
0 implica que existe um minimizador Uα ∈ Λα para λ. Além disso, Uα satisfaz o

sistema

∆2uiα + αA−1
0 divg

(
Aiα(∇uiα)#

)
+

1

2
αA−1

0 ∂iGα(x, Uα) =
λα
2#
∂iF (Uα) .

Então temos que Uα ⇀ U0 em H2,2
k (M), em que U0 = (u1

0, . . . , u
k
0). Portanto

∆2ui0 +
1

2
B0A−1

0 divg

(
Ai(ui0)#

)
+ B0A−1

0 ∂iGα(x, U0) =
λ

2#
∂iF (U0) . (3.3)

Observe que λα → λ = A−1
0 . Usando que Uα ∈ Λα obtemos

lim
α→+∞

∫
M

F (Uα) dvg = 1 .

Na desigualdade

(∫
M

F (Uα) dvg

) 2

2#

≤ Ao
∫
M

(∆gUα)2 dvg+B0

∫
M

(
A
(
(∇Uα)#, (∇Uα)#

)
+G(x, Uα)

)
dvg .

tomamos o limite quando α→ +∞. Assim

lim inf
α→+∞

∫
M

(∆gUα)2 dvg ≥ A−1
0 .

Então a afirmação segue de

lim sup
α→+∞

∫
M

(∆gUα)2 dvg ≤ lim sup
α→+∞

λα ≤ A−1
0 .

Agora multiplicamos a equação (3.3) acima por ui0 e somamos de i = 1 a i = k e, em

seguida, integramos. Do teorema 24 observe que U0 é uma extremal não trivial e vale a

igualdade em (3.1) para U0

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

= A0

∫
M

(∆gU0)2 dvg+B0

∫
M

(
A
(
(∇U0)#, (∇U0)

)#
+G(x, U0)

)
dvg .

Pelo acima, observe que o conjunto E(A,F,G, g) das extremais com norma 1 é compacto.

Como uma direta consequência do teorema anterior, temos os seguinte

resultados.
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Corolário 26. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e localmente conforme-

mente flat. Suponha que n ≥ 8 e que acontece uma das afirmações para algum i = 1, . . . , k,

i. bi >
(n−2)2+4

2(n−1)(n−2)
Rg e Ricg > 0 em (2.73).

ii. bi <
(n−2)2+4

2(n−1)(n−2)
Rg e Ricg < 0 em (2.73).

logo (3.1) possui aplicação extremal.

Uma outra consequência do teorema acima é o seguinte.

Corolário 27. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de Einstein localmente

conformemente flat e, para algum i, bi <
(n−2)2+4

2(n−1)(n−2)
. Então (3.1) possui aplicação extre-

mal.
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Caṕıtulo

4
Considerações Finais

Faremos uma estimativa para segunda melhor constante da teoria vetorial

B0(A,F,G, g) em função da correspondente da teoria escalar B0(g). No que

segue, as funções F e G são assumidas apenas cont́ınuas, homogêneas e

positivas.

Nestas considerações finais estamos supondo aqui que existe uma variedade

Riemanniana (M, g) que não possui extremal para a desigualdade escalar

ótima de Sobolev

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0(g)

∫
M

(∆gu)2 dvg + B0(g)

∫
M

(
|∇u|2g + u2

)
dvg (4.1)

em que A0(g) é a constante A0 definida em (9) e B0 está definida em (11).

Estamos adimitindo então que existe uma função u0 ∈ H2,2(M) não nula tal

que

(∫
M

|u0|2
#

dvg

) 2

2#

= A0(g)

∫
M

(∆gu0)2 dvg + B0(g)

∫
M

(
|∇u0|2g + u2

)
dvg

Começamos esta seção com uma proposiçãoo sobre estimativas para a

segunda melhor constante da teoria vetorial B0(A,F,G, g) em função da

correspondente da teoria escalar B0(g). Nossos exemplos e contra-exemplos

serão motivados por essas estimativas.

Proposição 28. Sejm (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 5.

Para cada t0 ∈ Sk−1
2 tal que F (t0) = MF , temos

M
2

2#

F B0(g)

min {maxx∈M G(x, t0), CA}
≤ B0(A,F,G, g) ≤ M

2

2#

F B0(g)

max {cA,mG}

onde mG = minM×Sk−1
2

G e
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cA|∇gu|2 ≤ Ai
(
(∇gu)#, (∇gu)#

)
≤ CA|∇gu|2 . (4.2)

Em particular, se existe t0 ∈ Sk−1
2 tal que F (t0) = MF e MG = maxx∈M G(x, t0) e que a

condição (4.4) abaixo seja satisfeita, então,

B0(A,F,G, g) =
M

2

2#

F B0(g)

mG

e, além disso, se

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0(f, h, g)

∫
M

(∆gu)2 dvg +B0(f, h, g)

∫
M

f(x)|∇gu|2 + h(x)|u|2 dvg
(4.3)

possui extremal, então (1.25) possui extremal (com B0(f, h, g) = B0(1, 1, g) = B0(g)).

A condição (4.4) é a seguinte:

MG = max
x∈M

G(x, t0) ≤ CA e cA ≤ mG (4.4)

Demonstração. Seja U ∈ H2,2
k (M), temos

(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

≤ M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +

+ B0(A,F,G, g)

∫
M

(
A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg

Assim, tomando U = ut0, com u ∈ H2,2(M), obtemos:

(∫
M

|u|2# dvg
) 2

2#

≤ A0

∫
M

(∆gu)2 dvg +M
− 2

2#

F B0(A,F,G, g) max
x∈M

G(x, t0)

∫
M

|u|2 dvg

+ B0(A,F,G, g)M
− 2

2#

F CA

∫
M

|∇gu|2 dvg

≤ A0

∫
M

(∆gu)2 dvg +

+ B0(A,F,G, g)M
− 2

2#

F min

{
max
x∈M

G(x, t0), CA

}∫
M

(
|∇gu|2 + |u|2

)
dvg

Pela definição de B0(g), encontramos então:

B0(A,F,G, g) ≥ M
2

2#

F B0(g)

min {maxx∈M G(x, t0), CA}

Por outro lado, temos da demonstração da proposição 8:
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(∫
M

F (U) dvg

) 2

2#

≤ M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +
B0(g)M

2

2#

F

mG

∫
M

G(x, U) dvg

+
B0(g)M

2

2#

F

CA

∫
M

A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
dvg

≤ M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU)2 dvg +

+
B0(g)M

2

2#

F

max {mG, CA}

∫
M

(
A
(
(∇gU)#, (∇gU)#

)
+G(x, U)

)
dvg

para todo U ∈ H2,2
k (M). Então, pela definição de B0(A,F,G, g), temos:

B0 ≤
M

2

2#

F B0(g)

max {cA,mG}

Exemplo 1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão

n ≥ 8 tal que

B0 =
n2 − 2n− 4

2n(n− 1)
A0 Rg(x)

e (4.3) possui extremal.

Seja G : M ×Rk → R, G(x, t) =
∑k

i,j=1 Aij(x)|ti||tj| onde Aij são funções cont́ınuas

não-negativas tal que Ai0i0 > 0 não depende de x e Aii ≥ Ai0i0 para algum i0.

Temos:

Ai0i0|t|2 ≤
k∑
i=1

Aii(x)|ti|2 ≤
∑
i,j

Aij(x)|ti||tj|

Assim, mG = Ai0i0.

Seja F : Rk → R uma função cont́ınua, positiva e 2#-homogênea tal que

F (ei0) = MF onde ei0 é o i0-ésimo elemento da base canônicca de Rk. Então,

pela proposição 28:

B0(A,F,G, g) =
M

2

2#

F B0(g)

Ai0i0

Seja u0 ∈ H2,2(M) uma função extremal de (4.3). Então U = u0ei0 é uma
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extremal de (1.25). Note que a regularidade de F não foi necessária.

Exemplo 2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão

n ≥ 8 tal que

B0(g) =
n2 − 2n− 4

2n(n− 1)
A0 Rg(x)

e (4.3) não possui extremal.

Seja G : M ×Rk → R, G(x, t) =
∑k

i,j=1 Aij(x)|ti||tj| onde Aij são funções cont́ınuas

não-negativas tal que Ai0i0 > 0 não depende de x e Aii ≥ Ai0i0 para algum i0.

Temos:

Ai0i0 |t|2 ≤
k∑
i=1

Aii(x)|ti|2 ≤
∑
i,j

Aij(x)|ti||tj|

Assim, mG = Ai0i0.

Seja F : Rk → R uma função cont́ınua, positiva e 2#-homogênea tal que

F (ei0) = MF onde ei0 é o i0-ésimo elemento da base canônicca de Rk. Então,

pela proposição 28:

B0(A,F,G, g) =
M

2

2#

F B0(g)

Ai0i0

Suponha, por contradição, que existe uma aplicação extremal de U0 de (1.25).

O (2, 0)-tensor Ai satisfaz eqrefcCA. Então
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B0(A,F,G, g)

∫
M

(
A
(
(∇gU0)#, (∇gU0)#

)
+

k∑
i,j=1

Ai,j|uio||u
j
0|

)
dvg =

=

(∫
M

F (U0) dvg

) 2

2#

−M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU0)2 dvg

≤ M
2

2#

F

k∑
i=1

(∫
M

|uio|2 dvg
) 2

2#

−M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU0)2 dvg

≤ M
2

2#

F A0(g)
k∑
i=1

∫
M

(
∆gu

i
o

)
dvg +M

2

2#

F B0(g)
k∑
i=1

∫
M

(
|∇gu

i
0|2 + |ui0|2

)2
dvg

− M
2

2#

F A0

∫
M

(∆gU0) dvg

≤ M
2

2#

F B0(g)
k∑
i=1

∫
M

(
|∇gu

i
0|2 + |ui0|2

)2
dvg

≤ M
2

2#

F B0(g)

Ai0i0

∫
M

k∑
i,j=1

Ai,j|ui0||u
j
0| dvg +

M
2

2#

F B0(g)

cA

k∑
i=1

∫
M

k∑
i=1

Ai
(
(∇gu

i
0)#, (∇gu

i
0)#
)
dvg

≤ M
2

2#

F B0(g)

max {Ai0i0 , cA}

∫
M

(
k∑

i,j=1

Aij|ui0||u
j
0|+

k∑
i=1

Ai
(
(∇gu

i
0)#, (∇gu

i
0)#
))

dvg

Isto implica que

k∑
i=1

(∫
M

|ui0|2
#

dvg

) 2

2#

= A0(g)
k∑
i=1

∫
M

(
∆gu

i
0

)2
dvg +

+ B0(g)

∫
M

(
k∑
i=1

|∇gu
i
o|2 +

k∑
i=1

|uio|2
)
dvg (4.5)

Independentemente, segue da desigualdade de Sobolev ótima escalar clássica,

(4.1), que

(∫
M

|ui0|2 dvg
) 2

2#

≤ A0(g)

∫
M

(
∆gu

i
0

)2
dvg +B0(g)

∫
M

(
|∇gu

i
0|2 + |ui0|2

)
dvg (4.6)

para cada i = 1, ..., k. Logo, de (4.6) e (4.5), existe j ∈ {1, ..., k} tal que uj0 6= 0 e,

(∫
M

|uj0|2 dvg
) 2

2#

= A0(g)

∫
M

(
∆gu

j
0

)2
dvg +B0(g)

∫
M

(
|∇gu

j
0|2 + |uj0|2

)
dvg

o que contradiz a hipótese inicial de que (4.4) não possui extremal.
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4.1 Considerações Finais

Vários trabalhos têm sido dedicados ao estudo de desigualdades de Sobolev

ótimas ao longo dos últimos 30 anos. Isso se deve principalmente à sua

conexão com alguns problemas geométricos e anaĺıticos importantes. De

fato, tais desigualdades estão relacionadas, por exemplo, com o problema de

Yamabe, desigualdades isoperimétricas e propriedades de não colapsamento

do fluxo de Ricci. Uma teoria escalar de melhores constantes associadas à

desigualdade de Sobolev clássica foi então desenvolvida em paralelo ao

estudo de alguns problemas geométricos. Resultados importantes sobre a

validade de desigualdades de Sobolev ótimas, existência ou não-existência de

funções extremais, caracterização e compacidade de funções extremais foram

obtidos nas últimas décadas. Inicialmente, o foco foi para equações de ordem

2 principalmente por causa do problema de Yamabe. Mas em anos recentes

vários autores têm estudado equações de quarta ordem e operadores do tipo

Paneitz-Branson.

Toda a teoria escalar de melhores constantes, incluindo nossos resultados

compacidade de funções extremais, se coloca naturalmente a um contexto

vetorial. Parte dessa tese foi então dedicada à teoria vetorial de melhores

constantes. Observamos que alguns fatos conhecidos da teoria escalar são

facilmente estend́ıveis ao caso vetorial. Por outro lado, outros fatos se

mostraram mais complexos e exigiram o desenvolvimento de ferramentas

dispońıveis apenas no contexto escalar. Além de contribuir com essas

ferramentas, fornecemos também condições suficientes para a existência de

aplicações extremais. Também foram estabelecido um resultado de

compacidade de aplicações extremais.

Embora a teoria vetorial de melhores constantes, desenvolvida até aqui, já

estende muito do que há na teoria escalar, algumas questões surgem nesse

novo contexto. Por exemplo, fornecemos uma condição suficiente para a

existência de aplicações extremais, com F e G de classe C1. A partir dos

exemplos e contra-exemplos apresentados na seção anterior, esperamos que

alguns resultados sejam válidos para funções F e G apenas cont́ınuas.

Acreditamos também em resultados mais gerais de não-existência de

aplicações extremais que dependam apenas da geometria e não das funções F

e G, como mostrado no exemplo 2 da seção anterior. Para isso, a introdução

da noção de aplicações cŕıticas forneça um caminho nesta direção

(similarmente ao caso de segunda ordem escalar). Outra questão

interessante é a seguinte:

Dadas funções F e G, podemos garantir que (3.1) possui aplicação extremal

se, e somente se, existe t0 ∈ Sk−1
2 , com F (t0) = MF , tal que existe função
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extremal?

O exemplo 2 da seção anterior mostra que de fato isso ocorre em um caso

particular. Entretanto, não está claro que isso ocorra em geral.

Para finalizar, listamos outras questões que surgem a partir dos resultados

dessa tese.

(a) Existe uma variedade Riemanniana tal que não existe extremal para

(1.17)?

(b) Para quaisquer funções F e G, existe uma métrica h conforme a métrica

dada g tal que (3.1) possui aplicação extremal?

(c) Como garantir a existência de extremais para uma variedade Riemanni-

ana qualquer?
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