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Resumo

Estudamos sistemas elipticos sob a forma potencial envolvendo um operador
do tipo Paneitz-Branson com a presenga de nao linearidades criticas.
Inicialmente apresentamos condigoes para a existéncia de solugoes regulares
de sistemas potenciais em Geometria Riemanniana, deomposi¢cao em bolhas
diagonais para aplicagoes de Palais-Smale e aplicacoes tedricas dessa
deomposicao. Em seguida, aplicamos a decomposicao em bolhas a um
resultados de compacidade. E, finalmente, aplicamos a teoria na existéncia
de aplicacoes extremais em desigualdades vetoriais 6timas de Sobolev em

variedades compactas.



Abstract

We approach potential elliptic systems involving Paneitz-Branson operators
and critical nonlinearities. First, we present conditions for the existence of
regular solutions of potential systems in Riemannian Geometry, a
decomposition in diagonal bubbles to applications of Palais-Smale and
theoretical applications of this decomposition. Then, we Euclidean space, we
present another decomposition in bubbles and apply the decomposition in
bubbles o a result of compactness. Finally, we apply all those results in

extremal applications for optimal Sobolev inequalities on compact manifolds.
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Introducao Geral

0.1 Panorama Historico

Em 1983, Paneitz [27] introduziu o operador de quarta ordem
P} C*M) — C°(M), definido por

2
Plu = Alu — div, <<§Rgg - QRng) (Vu)#) ’

para todo u € C*(M), em que (M, g) é uma variedade Riemanniana de
dimensao n = 4, Ric, é o tensor de Ricci, 17, é a curvatura escalar, div, é o
divergente e A, é o operador de Laplace-Beltrami em relacao a métrica g.
Esse operador P; possui algumas propriedades de invariancia conforme.
Precisamente, se § = ¢**g é uma métrica conforme & métrica g, o € C>*(M),

entao

4 —dppi

Pg —e Pg )

Associado a esse operador, temos a nocao de ()-curvatura, uma curvatura
que também possui propriedades conformes. Para esse caso n =4, a

()-curvatura é dada por

Qs = = (AyR, — 3| Ricg [ + R2) .

| =

Além dessa invariancia conforme, o operador Pg4 aparece na seguinte relagao

entre as curvaturas Q; e Qj:

Plo+ Q) = Qze™.

E interessante notar que a )-curvatura em dimensao n = 4, e para variedades
localmente conformemente planas, torna-se o integrando na férmula de
Gauss-Bonnet para caracteristica de Euler, desempenhando assim um papel
muito importante no estudo da topologia e geometria das variedades

Riemannianas de dimensao 4. A saber, temos a seguinte identidade integral

1
(o) = [ (@ + gl wenk ) doy. 0
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em que Xx(M) é a caracteristica de Euler da variedade M e Weyl, denota o
tensor de Weyl em relagao & métrica g. Como a quantidade | Weyl, |* dv, é um
invariante conforme pontual, obtemos que a integral da Q-curvatura [ Q, dv,
é um invariante conforme. Para mais detalhes sobre isso, veja os artigos de

Chang [8] e Chang-Yang [7].

A generalizagao para o caso n > 5 foi feita por Branson [6] em 1987. Seja

(M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n > 5. Definimos o operador
P CYM) — C°(M) por

Plu = Au — divg ((anRyg + bnRic,) (Vu)*) + 5 Qyu,
em que
(n—2)%+4 4
ap = s n — — )
2(n—1)(n—2) n—2
e
1 n® —4n? 4+ 16n — 16 2
n_ __ - AR Ry, — ——— | Ric, |2
Qg 2(n— 1) g g+ 8(n— 1)2(n_2>2 g (n_2>2 ’ ICg‘g

¢ a ()-curvatura para dimensao n > 5. Denotaremos FP;' também por P;. Esse
operador também possui propriedades de invariancia conforme. Ou seja,
- 4 . N
considerando u € C*(M), u > 0, e a métrica § = u»*g que é conforme a

métrica g, temos

n —ntd o
Pio = u =1 Pl (up), (2)

para todo ¢ € C*°(M). Em particular, tomando ¢ = 1, chegamos a seguinte

equacao diferencial eliptica semilinear satisfeita pelo fator conforme u:

Qun-1 | u>0.
E interessante comparar essa relagao entre o operador de Paneitz-Branson e

a ()-curvatura da métrica g com a curvatura escalar R,. Vejamos o que quero

dizer com isso. Primeiramente, temos o seguinte

n+2
Lyu = Rzun—2,
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em que L, = 42—:;Ag + Ry 9= uﬁg e n > 3. Temos também uma identidade
equivalente para o caso n = 2. O operador L, é um operador conforme. Um
importante resultado em geometria diferencial conforme é a resolucao do
problema de Yamabe, em que o operador L, desempenha um papel
fundamental. Ou seja, podemos sempre achar uma métrica g, na classe
conforme da métrica g, tal que a curvatura escalar R; é constante,

considerando a variedade suave, fechada e de dimensao n > 2.

Devido as similaridades das propriedades, na geometria diferencial conforme,
entre os operadores L, e P, é natural se perguntar se a ()-curvatura possui a
mesma propriedade, ou seja, como ficaria o problema de Yamabe para a
@-curvatura. Resultados parcais foram estabelecidos respondendo a essa

questao para variedades de dimensoes > 5 (veja [15], [22], [23], [28]).

Mas esses resultados sao limitados pela falta de principios do maximo para
operadores diferenciais de ordens maiores. Devido a esse problema,
precisamos de positividade no fator conforme u que é determinado pela
equacao de Paneitz-Branson e nao é claro como garantir que essa condigcao
seja satisfeita em condicoes gerais. Esse problema pode ser contornado
usando a propriedade de covariancia conforme do operador de
Paneitz-Branson, isto é, de (2). Essa propriedade nos diz que uv é uma
solugao para a equacgao de Paneitz-Branson na geometria da métrica g se u é
solugao na geometria de g. Essa condigao tem um importante papel no tipo
das funcgoes que podem ser minimos locais de um funcional que esta

naturalmente associado ao problema de Yamabe para a ()-curvatura.

Existe um outro problema, um problema analitico, quando consideramos o
problema de Yamabe para a ()-curvatura. Como no caso do problema de
Yamabe classico, temos problemas quando tentamos usar métodos
variacionais para achar solugoes da equacao de Paneitz-Branson por causa do
expoente da nao lineariade, Z—j em que n é a dimensao da variedade, que é o
expoente critico de Sobolev de W*?(M) menos um, pois a imersao W%?(M)
em Li-7 ndo é compacta.

Uma idéia contida em [10], trabalho de Hebey-Djadli-Ledoux, é que
desigualdades de Sobolev de segunda ordem podem ser usadas para lidar
com o problema de concentragao na aproximacao de sequéncia para a
solugao, desde que o infimo do funcional associado com o problema, o
funcional de Paneitz-Branson, seja menor que um valor critico. Nesse
método, nao é claro quando o infimo é positivo e a constante de Yamabe é

menor ou igual a constante de Yamabe da esfera.
Uma solucgao parcial para esse problema foi feita por de F. Robert e P.
Esposito em 2002 no trabalho [15]. Foi mostrado que, se n > 8 e a variedade

¢é localmente conformemente flat, entao existe um minimizador para o
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funcional de Paneitz-Branson.

O efeito desse resultado é que a parte de existéncia do problema de Yamabe
para a (Q-curvatura é levado a um ponto analogo aquele que Aubin levou no
problema de Yamabe para a curvatura escalar. Porém, ainda nao é claro
quando a funcao de Green do operador de Paneitz Branson é positiva, no
caso do operador ser coercivo. Isso exclui tentar usar os métodos de Schoen
para completar o problema.

Foi demonstrado por D. Raske (veja [29]) que existe uma métrica na classe
conforme de uma métrica arbitraria em uma variedade Riemanniana
fechada, suave de dimensao n > 5, tal que a ()-curvatura da métrica é
constante. Existéncia de solucgoes é obtida através da combinacao de
métodos variacionais, desigualdades de Sobolev de segunda ordem e a teoria
de blow-up de W?%?(M). Abaixo apresentaremos o resultado.

Definimos a constante de Paneitz-Branson como

em que P, é o operador de Paneitz-Branson. Seja A\(S™) a constante de
Paneitz-Branson da esfera unitaria com a métrica canoénica. Temos o seguite
resultado (veja [29]):

Teorema 1 (David Raske, 2011). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao

n > 5. Suponha que pelo menos uma das sequintes condigoes vale:

i. A constante de Paneitz-Branson é menor que A\(S™);

it. A constante de Yamabe de g € maior ou igual ao inverso da constante de Yamabe

para a n-esfera,

1i. n > 8 e g nao € localmente conformemente flat.

Entao existe um minimizador suave, positivo do funcional de Paneitz-Branson e existe
uma métrica h na classe conforme de g tal que QQ, = X\, em que \ € a constante de

Paneitz-Branson de g.

Assim, o estudo sobre os operadores do tipo Paneitz-Branson é de
fundamental importancia na analise de problemas geométricos como o
problema da ()-curvatura prescrita, em que o problema de Yamabe para a
()-curvatura é um caso particular.

Considere agora o sistema de equagoes
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k
—A2u; + divg (A(Vu)#) + 3 Ayla)uy = (3)

?
J=1

%, U= (uw,...,u;), A= (A;;) é uma aplicagdo continua de M em

em que 27 =
M;(R) tal que A(z) é positiva definida para todo x € M, M;(R) é o espago das
matrizes reais simétricas k x k, e os A;’s sao campos de tensores simétricos
do tipo (2,0). Neste contexto, consideraremos u; > 0 para todo i. Este
sistema pode ser visto como uma generalizagao natural das equagoes que
envolvem os operadores do tipo Paneitz-Branson. Assim, considerando o
caso escalar, isto é k =1, e o tensor A; = f-¢g, em que f é uma fungao suave, o

sistema (3) pode ser reescrito como

—Azu + b Ayu + cou = u? (4)

Assuma que as constantes b, e ¢, sao sequéncias convergentes de niimeros
reais positivos, satisfazendo c, < %. De 2000 a 2004, muitos autores
estudaram o caso (4) acima, como por exemplo F. Robert, E. Hebey, Z.
Djadli e M. Ledoux em [10, 15, 22] e [24]. Hebey-Robert-Wen em [24]
discutiram a compacidade de solugoes de (4), precisamente quando b, e ¢,
convergem respectivamente para by e ¢y e as solucoes u, convergem
fracamente em H??(M), eles encontraram condigdes tal que o limite u, é nao
trivial.

Os teoremas a seguir foram provados por Hebey-Robert-Wen em 2004 (veja

[24]). Seja
. (n—2)%+4 4
AT v LR e (5)

um campo de (2,0)-tensores. Denotamos por \;(4,)., 1,...,k, os g-autovalores
de A,(z) e definimos \; o infimo sobre i e x dos \;(4,), € A, como o supremo

sobre i e x dos \;(4,),. Denotamos por S. o conjunto critico definido por

S.={ eR: A\ < A< N}, (6)

Temos os seguintes resultados:

Teorema 2 (Hebey-Robert-Wen, 2004). Sejam (M, g) uma variedade compacta local-

mente conformemente flat de dimensdo n € (by)a, (Ca)a Sequéncias convergentes de nimeros
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. . .. ., . b2 .
reais positivos com limites positivos by, € Cop € tais que cq < = para todo . Consideramos

equacgoes do tipo

AZu+ b Agu 4 cou = w1 (7)

e assumimos que bo, & S, em que by, € o limite dos b, e S, € o conjunto critico dado por

(6). Entdo a familia (7) € pseudo-compacta quando n > 6 e compacta quando n > 9.

Dizemos que a familia de equagoes que sao solugoes de (7) é pseudo-compacta
se, para qualquer sequéncia (u,) em H*?(M) de solugdes positivas que
converge fracamente em H??(M), o limite fraco v’ dos u, é diferente de zero.
O seguinte teorema é um complemento do teorema acima quando a

dimensao é n = 6,7 ou 8 e b, é abaixo do limite inferior \; de S..

Teorema 3 (Hebey-Robert-Wen, 2004). Sejam (M, g) uma variedade compacta local-
mente conformemente flat de dimensao n = 6,7 ou 8 € (ba)a, (Ca)a Sequéncias conver-
gentes de niumeros reais positivos com limites positivoe by, € Coo € tais que ¢, < % para

todo a. Consideramos equacoes do tipo

Agu + b Agu + cqu = R ,

e assumimos que by < Ay = min S, em que by, € o limite dos b, e S. € o conjunto critico

dado por (6). Entdo a familia (7) € compacta.

Pseudo-compacidade tem um tradicional interesse pois ela busca solugoes
nao triviais da equagao limite que obtemos de (7) fazendo o — +oc.

Por outro lado, dizemos que a familia de equagoes (7) é compacta se qualquer
sequéncia (u,), em H>?(M) de solugoes positivas de (7) esta limitada em
C*(M), 0 < 0 < 1 e entao converge, a menos de subsequéncia, em C*(M) para
alguma funcao u°.

Compacidade é uma nogao claramente mais forte que pseudo-compacidade.
Pseudo-compacidade para equacoes elipticas de segunda ordem do tipo
Yamabe tem sido bastante estudada. Compacidade para equacgoes de
segunda ordem do tipo Yamabe foi estudada por Schoen de 1988 a 1991
(veja os trabalhos dele em [32, 33, 34, 35]).

Como aplicagao desses resultados de compacidade, podemos estudar também
a existéncia de fungoes extremais em desigualdades escalares 6timas de
Sobolev de segunda ordem. Deixe me falar um pouco mais sobre essas
desigualdades de segunda ordem. Da imersdo continua H*2(M) < L2 (M),

segue que existem constantes A, B > 0 tais que:

lull2s < AllAgullz + Bllullzpaqr - Vue H**(M). (8)
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Estamos interessados em constantes 6timas A, B da desigualdade acima.

Mais precisamente, a melhor constante A é definida por

Ay = inf {A: existe B tal que vale a desigualde (8) acima Vu e H**(M)} . (9)

Uma questao natural que surge € se o infimo A; é atingido. A resposta é sim,
o infimo A, é atingido em (8). Em 2000, Djadli-Hebey-Ledoux [10] provaram
o resultado com a restricao de que a métrica g é conformemente flat.
Posteriormente, no ano 2003, Emmanuel Hebey provou o resultado para uma
variedade Riemanniana qualquer em [25] (veja também [26]).

Segue do teorema de Sobolev que a constante A, estda bem definida. Essa
constante foi calculada por Lieb [25], Lions [26], Edmunds-Fortunato-Jannelli

[14] e Swason [37]. Precisamente, temos:

em que w, é o volume da esfera S” em R""!,

O infimo em (9) é atingido e existe uma constante B > 0 tal que:

2

oF#
(/ |u|2#dvg) < AO/ (Agu)deg+B/ (IVul? +u?) do,, (10)
M M M

para todo u € H**(M).

A segunda melhor constante de Sobolev associada a (8) é definida por:
By =inf{B € R; (10) é valida } . (11)

A segunda desigualdade de Sobolev Riemanniana afirma que, para qualquer
u € H**(M), temos

( [ dvg) < Ao [ (@ dog+ By [ (VP oy (12)
M M M

Uma fungao nao nula uy € H*?(M) é dita eztremal para a desigualdade (12) se

oF
(/ g dvg> :AO/ (Ayuo)? dvg+Bo/ (19,02 + [uof?) d,
M M M
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Podera encontrar alguns comentarios sobre a segunda melhor constante em
[10] (Djadli, Hebey, Ledoux, 2000). Mas para fungGes extremais para
desigualdades 6timas existem estudos apenas para o caso de primeira ordem.
Para essa linha, veja [11] e também [5, 4].

Tudo o que foi dito acima esta sendo considerado para o caso k=1. O
objetivo principal dessa tese é estender alguns desses resultados para o caso
k > 2 e aplica-los no estudo sobre existéncia de aplicagoes extremais em
desigualdades vetoriais 6timas de Sobolev de segunda ordem. Falaremos um

pouco mais sobre isso na proxima secao.

0.2 Proposta S Relevancia

Uma das metas principais dessa tese é estender os resultados sobre
compacidade de solugoes de equagoes envolvendo operadores do tipo
Paneitz-Branson para sistemas e aplicar esses resultados para obtermos
resultados de existéncia de aplicagoes extremais para uma classe de
desigualdades de Sobolev 6timas de segunda ordem. Esta é uma questao
importante, tanto do ponto de vista matematico, por envolver uma estrutura
mais ampla e sua compreensao, quanto do ponto de vista de aplicagoes
analiticas, por possibilitar o estudo de diversos sitemas de EDP’s elipticas de
segunda ordem sobre variedades Riemannianas. Deixe-me ser um pouco
mais claro.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta cujo elemento de volume é
dvgy, de dimensao n > 5. Consideramos aqui funcoes U € H EQ(M ) que sao

solugoes da seguinte equagao modelo:

—AU + divg (A(VU)*) + VyG(z,U) = VF(U) . (13)
Ou seja,

para cada i = 1,....k, em que 2% = % é o expoente critico de Sobolev para
imersoes de H*?(M) em espagos L’(M). Note que o operador
Py = —A? +divg (Ai(V)#) + 8,G(x,-) é do tipo Paneitz-Branson. Aqui surgem

algumas perguntas, como:

e Existe uma solugao nao nula U para (13)?
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e Caso exista uma solugao nao nula U, qual a regularidade que podemos

obter?
e O conjunto das solugoes de (13) é compacto em alguma topologia?

Responderemos essas perguntas nos capitulos que seguem para uma classe
de funcoes homogéneas F' e G.

Respondendo as questoes acima, podemos partir para o estudo de existéncia
de aplicacoes extremais em desigualdades de Sobolev 6timas de segunda
ordem no caso vetorial. Este estudo, para o caso de segunda ordem, também
estad motivado no estudo das melhores constantes para desigualdades de
primeira ordem no caso vetorial que foi feito por E. Barbosa e M.
Montenegro (veja [5]). E. Barbosa e M. Montenegro estudaram

desigualdades do tipo:

p_

(/ FU) dvg) ng(p,F,G,g)/ |VgU|pdvg+Bo(p,F,G,g)/ Gl U) dv,, (15)
M M M

=

em que Aj e B, sao as melhores constantes, 1 <p <n, U = (u, - ,ug),

F :R* - R é uma funcéo continua, positiva e p*~homogénea e G : M x R* - R
é uma funcgao continua, positiva e p-homogénea na segunda variavel. A
teoria vetorial de melhores constantes desenvolvida (em [5]) considera uma
série de questoes envolvendo as constantes A, e By. Algumas seguem
diretamente da teoria escalar, outras sao mais complexas, como por exemplo,
o comportamento de B, em relagao a todos os parametros envolvidos e o
problema de existéncia e compacidade C° de aplicagoes extremais. Uma
aplicagao U é uma extremal quando atinge a igualdade em (15). Quando F' e
G sao de classe C!' uma aplicacao extremal é automaticamente solugao fraca

do sistema de equacgoes:

1 0G(x, 1 0F(U
_AO(p7 F7G79)Ap,gui + EBO(]?, F, G,g)¥ = ( )

=1 k
ot o 0 T

em que A, u = divy(|V,u[P7?>V,u) denota o operador p-Laplaciano associado a
metrica g.

Agora, considere U, € H'?(M,R¥) solugoes fracas do sistema:

1 1
—A, U+ 5VuGa(x,U) = EVFQ(U) em M |

em que F, : R* — R sao funcoes de classe C', positivas e p*-homogéneas e
G, : M x R¥ — R sao fungoes continuas, de classe C'! e p-homogéneas na
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segunda varidvel. Considerando a sequéncia de solugoes (U, ), limitadas cujo
limite é U = 0, a menos de subsequéncia, temos a seguinte decomposi¢cao em
bubbles:

l
Us =Y Bjo+Ra,

J=1

’,

para todo a > 0, sendo (Bj,)a, j=1,---,l, k-bubbles e (R,), C H"?(M,R¥) é
tal que R, — 0 em H'*(M,R¥) quando a — +oco. Esse resultado d4 condigoes

de adicionair mais propriedades a sequéncias de solugoes limitadas tais que

U, — 0 em H'P(M ,R*). Acrescenta-se estimativas pontuais ou C° para (U, ),
(veja [9]). Os pontos de blow-up ou concentragao da sequéncia (U, ), possuem
grande parte da informacao da sequéncia, é a propriedade de concentragao

L?. Fenomenos de concentragao foram estudado por Druet, Hebey e Robert
(veja [17] e [12]) e extensoes desses trabalhos, foram feitas por G. Souza [9].
Nessa tese, seguimos as mesmas linhas de E. Barbosa e M. Montenegro em

[5]. Consideramos as desigualdades 6timas de Sobolev de segunda ordem

</MF(U)CZUQ)2iﬁ < AO/M(AgU)deg—i—
' BO/M((A((VQU)#’(VQU)#)+G(x,U)) dvy,  (16)

em que F é 2#¥-homogénea e (G é 2-homogénea na segunda variavel, e também

os sistemas de segunda ordem associados a esta desigualdade:

. 1 1
—AZU + divg (A(VU)#) + 5 VuG(@,U) = ZVF(U). (17)

Consideramos a sequéncia de solugées (U, ), limitadas cujo limite é U =0, a

menos de subsequéncia, obtemos a seguinte decomposicao em bubbles:

l
Us =Y Bjo+Ra,

J=1

’

para todo o > 0, sendo (Bj,)a, j=1,---,l, k-bubbles e (R,), C H**(M,R¥) é
tal que R, — 0 em H?*?(M,R¥) quando o — +0o. A esse resultado,
acrescenta-se estimativas pontuais ou C° para (U,),. Os pontos de blow-up

ou concentragao da sequéncia (U, ), possuem grande parte da informacao da
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sequéncia gerando as propriedades de concentracao L?. Aplicamos todos
esses resultados juntamente para estudarmos a existéncia de aplicagoes

extremais para as desigualdades (16).

0.3 Organizacao e Ideias

Esta tese é composta de trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos algumas
definicoes e alguns resultados basicos que sao usados nos outros capitulos.
Em especial, apresentamos os espagos de Sobolev de segunda ordem e
fazemos um panorama detalhado da teoria escalar de melhores constantes
em desigualdades 6timas de Sobolev de segunda ordem e destacamos alguns
problemas em aberto. Além disso, descrevemos alguns problemas de
interesse dentro da teoria vetorial de melhores constantes e enunciamos
nossas principais contribuigoes. Incluimos nesse capitulo, alguns resultados
basicos sobre desigualdades de Sobolev Euclidianas e Riemannianas vetoriais.

Precisamente, mostramos que a melhor constante associada a desigualdade

(/ F(U) dx)zi <A [ (AU)? dx

Rn

é dada por

2

Ao(F, n) = M;# AQ(TL)

em que Mp = maxgi—1 € Shl = {t € R¥; Zle |t;|* = 1}. Além disso,
caracterizamos as aplicagoes extremais correspondentes como sendo
constituidas do tipo Uy = uptg, em que uy € uma funcao extremal associada a
desigualdade de LP-Sobolev escalar Euclideana e t; é um ponto de maximo de
F em S71.
No capitulo 2 contém a maior parte das contribuigoes feitas. Voltamos a

atencao para o seguinte sistema:

— AU + divy (A(VU)?) + VyGolz,U) = VFE,(U) (18)

Nesse capitulo, estudamos a decomposicao em blow-up das solugoes (U, ), de

(18). Impomos condigoes para existéncia de solugoes de energia minima. Em

seguida, estudamos o comportamento da sequéncia (U, )., dada pelas solugGes
dos sistemas (18), em funcao dos comportamentos de F, e G,.

Com a hipétese de que (U,), é limitada, obtemos que essa sequéncia é de
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Palais-Smale para a sequéncia de funcionais J associados a (18). Ou seja, a

sequéncia U, é tal que:

/

(J(U,)), ¢élimitada e DJ(U,) —0 em (H}*(M)) .

Da limitagao de U, obtemos a existéncia de um limite fraco U’ em HE’Q(M).
Trabalhando o caso em que U’ = 0, as hipéteses sobre F, e G, permitem-nos
decompor o funcional J em termos de outros funcionais L de tal modo que
as componentes de U, formam sequéncias de Palais-Smale para os funcionais
L. Essa decomposi¢iao em funcionais L} nos permitem utilizar os resultados
obtidos por F. Robert (veja [30]) para a obtencao de decomposicao em
bubbles para as componentes de U,, o que finaliza esta parte.
Utilizando a decomposicao em bubbles teremos as estimativas pontuais para
uma sequéncia de solugGes de (18) que possuem 0 como limite fraco.

Em seguida, temos a concentracao L?, em que estendemos para o caso
vetorial alguns resultados existentes. Em alguns destes, assumimos que
G(z,U) = Zij:l A;j(x)u;(z)u;(z). Usamos algumas estimaticas e a férmula de
Bochner-Linerowicz-Weitzenbook ao demonsstrarmos o principal resultado
da concentracao 2.

No ponto alto do capitulo 2, demonstramos a compacidade. Para isso,
usamos diversos resultados anteriores, como a decomposicao em bubbles e
concentracao L?. Usamos também uma importante e ttil ferramenta que a
identidade do tipo Pohozaev. Nossas contribuigoes, nesse ponto, estendem
alguns resultados encontrados em trabalhos de E. Hebey, F. Robert, Z.
Djadli, M. Ledoux e V. Felli, feitos no caso escalar (equagoes de quarta
ordem), para o caso vetorial (sistemas de quarta ordem).

No capitulo 3, estudamos a existéncia de aplicagoes extremais. A idéia
central aqui é a seguinte. Supomos que a desigualdade 6tima vetorial de
Sobolev de segunda ordem nao possui aplicagao extremal. Consideramos
entao uma sequéncia numérica (a) tal que 0 < a < By e « — By. Associado a
essa sequéncia, construimos funcoes F, e G, e também solugoes U, de
sistemas do tip que foram estudados no capitulo anterior. A sequéncia (U,)
converge para uma aplicacao U tal que, de acordo com os resultados de

compacidade, sera uma aplicacao extremal.
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Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos algumas notacgoes basicas e definigoes que
usaremos em todo o restante do trabalho. Lembramos alguns fatos basicos
da geometria Riemanniana. Mas seremos sucintos nessa exposigao.

Em seguida, abordamos a teoria dos espagos de Sobolev em variedades
Riemannianas. Nessa secao e no restante da tese, assumimos que a variedade
é compacta. Mostramos as normas que utilizaremos e algumas propriedades
desses espagos de Sobolev.

Algumas definigoes sao mais costumeiras. Mas apresentaremos a seguir as
definicoes que serao tuteis no que segue.

Com o passar dos anos, cerca de quarenta anos, muita atencao foi dada as
desigualdades 6timas de Sobolev Riemannianas. Existe uma vasta literatura
com uma rica teoria das melhores constantes que esta conectada com areas
como analise, geometria e topologia. Tais desigualdades possuem um
importante papel na andalise geométrica, especialmente no estudo da
existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema de Yamabe (veja [2],
[20], [34]), desigualdades isoperimétricas Riemannianas (veja [13]), entre
outras aplicagoes. Particularmente, varios desses resultados mostram uma
forte influéncia exercida pela geometria e topologia nesse campo.
Varios esforcos foram feitos no estudo das desigualdades 6timas de Sobolev
Riemannianas por algumas décadas. Parte dos desenvolvimentos obtidos é
conhecido atualmente na literatura como o programa AB. Desigualdades
6timas (e melhores constantes) de Sobolev de primeira ordem para o caso
escalar foram estudadas por Aubin, Druet, Hebey, Vaugon, entre outros
(veja [3], [13], [19], [21]). J& o caso de desigualdades 6timas e melhores
constantes de Sobolev vetoriais foi estudado por Hebey, E. R. Barbosa e M.
S. Montenegro (veja [17], [18] e [5], [4]). Para as desigualdades 6timas de
Sobolev de segunda ordem no caso escalar, o trabalho de
Djadli-Hebey-Ledoux apresenta uma introducao ao estudar a primeira
constante.

Neste capitulo, apresentaremos o programa AB para desigualdades 6timas de
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Sobolev, no caso escalar (e em seguida, vetoriais), de segunda ordem.
Apresentaremos aqui algumas contribuicoes, ou seja, responderemos a
algumas das perguntas para o programa AB das desigualdades de segunda

ordem.

1.1 Curvaturas numa Variedade Riemanniana

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n. Seja r € M
e X,Y, Z € T, M. Definimos o tensor curvatura de M por:

R(X,Y)(2)Z = VX(@(V?(;E)Z) Vy (:c)(v X(z )Z) V[X,f/](x)zv

X' }7 Z sdo campos vetoriais em M tais que
Y, Z(z) = Z. Essa defini¢ao independe da escolha das
Dadosz€ Me X,Y, Ze€ T,M enec (T,M)*, definimos o

tensor curvatura como:

m qu
X(a) = 3(( )
extensoes X, Y, Z.

R(z)(X,Y, Z,n) = n(R(Y, Z)(z) .X) = (R(X,Y)Z, W) .

A funcao R é um (3,1)-tensor. As coordenadas de R numa carta sao dadas

por:

L ort.
ro = (G5) - () +taomiio b,

em que I'}; sdo os simbolos de Christoffel.
O tensor de Riemman é um (4,0)-tensor cujas coordenadas numa carta sao
Rijkl = gia Ry
O operador curvatura R em x € M, R : A2 — A2 é definido pela relagao

(RIXAY),WAZ)=(R(X,Y)Z,W),

em que A2 é o espago gerado pelas 2-formas X AY e

(XAY)(Z,W) = (Y, Z{X, W) — (X, Z){Y, W) .

Observe que, se {X;};_, é uma base ortonormal de 7,M, entdo {X;A\Y;},_; é
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uma base ortonormal de A2. Assim, a aplicagao bilinear simétrica R esta
bem definida.
Sejam agora ¢ C 7,M um espacgo bidimensional de T,M e {X,Y} uma base de

o. A curvatura seccional de o em x é dada por:

R(X,Y,Y,X)

K (o) :K(X,Y):W,

em que [ X AY|? = [|X[?[[Y]* — (X,Y)*.
O tensor de Ricci que denotaremos por Ric, ou Ric é um (2,0)-tensor simétrico

definido como a aplicacao bilinear:

Ric: TM x TM — R,

que associa a cada par de campos (X,Y) o trago da aplicagao Z — R(X,Z)Y.

Temos entao:

Ric (X,Y) = i(R(Xi,X)K Xi),

=1

em que {X;},", é uma base ortonormal de T,M.

A curvatura de Ricci na direcao de X € TM, com |X| =1, é definida como

Ric (X) = Ric (X, X).

Se X € TM é unitario e X(p) =v, pe M e v e T,M, entao escrevemos Ric,(v)
ao invés de Ric(X, X). Seja {ej,--- ,e,} uma base ortonormal com v = ¢; para

algum . Entao:

Ric,(v) = Z(R(U,ei)va€i>

i

= ZK(U,ei)

JFi

A curvatura escalar que denotaremos por R, ou Scal, é o trago do tensor de
Ricci R, := g”R;;, em que R;; sdo as componentes de Ric, numa carta.

A curvatura de Riemann Rm, é definida por

Rmg (2)(X,Y, Z,T) = g(x) (X, R(Z,T)Y) .
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As componentes de Rm, em uma carta sao dadas por R;;;; = giaR;?‘kl em que
R$,, sao as componentes da curvatura R como descrito acima em (1.1)
Seja agora (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3. A

curvatura de Weyl de g, denotada por Weyl,, ¢ um campo de tensores de

classe U quatro vezes covariantes sobre M. Tal curvatura é definida por:

1 _ R
Weyl, = ng—m Ricg ©g + 2= 1;&”_ 2)g®g,

em que ® é o produto de Kulkarmi-Nomizu, que definimos abaixo. Para
todo z € M temos:

Ry(x)
2(n—1)(n—2

Weyly () = Rmy(z) — % Ricy(z) © g(x) + )g(x) ©® g(x).

As componentes W;;;,; de Weyl, numa carta sao dadas pela relagao:

1
Wik = Riju — — (Rirgji + Rjgir — Rugjr — Rjkgi)
Rg

T S Dm—2

) (gikgjl - gz‘lgjk)

Sejam E um espacgo vetorial e h, k dois tensores duas vezes covariantes e

simétricos sobre F, ou seja, para todos X e Y em E:

MX,Y)=h(Y,X) e Kk(X,Y)=kY,X).

Definimos o produto de Kulkarni-Nomizu de h e k, que denotaremos por h ® k,
como o tensor quatro vezes covariante sobre F, definido para todos
XY, Z, T € E por

hok(X,Y,Z,T) = h(X, 2)k(Y,T)+h(Y,T)k(X, Z) — h(X, T)k(Y, Z) — h(Y, Z)k(X,T).

Vemos que o produto de Kulkarmi-Nomizu é simétrico no sentido de que,
para todos h e k, temos h ©® k = k ® h. Vemos também que esse produto é
distributivo em relagao a adigao, no sentido que, para todos h, k; e ky temos
h© (ki + k) =hOk +ho k.

Uma variedade Riemanniana é localmente conformemente flat (ou localmente
conformemente plana) se, em cada ponto de M existe uma vizinhanga

conformemente equivalente a R™. Ou seja, se x € M, existe uma vizinhanga
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U de z e uma funcao u de classe C'™, isto é, u : U — R, tal que a métrica
(local) g = e¢*g é plana em U.
Se a variedade (M, g) tem dimensao n > 4, entao (M, g) é conformemente flat

se, e somente se, Weyl, = 0.
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1.2 Isomorfismo Musical e Divergéncia de Tensores

Seja x € M. # é o isomorfismo musical entre 7, M e (7,M)*, definido como:

4T, M — (T,M)*
{(TxM) — R

X
Y o= (XY,

Esse isomorfismo é a identificagcao do espaco Euclidiano com seu dual.
Denotamos: X# a imagem de X por # e 1 a imagem de n € (T,M)* pelo
inverso de #. Tal definicao se estende naturalmente para campos vetoriais

(ou seja, (0,1)-tensores) e para (1,0)-tensores. Se X é um campo vetorial e

é um (1,0)—tensor, as coordenadas das imagens em uma carta sao:

X = (X7); = gyX’

%

o= (%) =gy,

que é uma expressao que independe da carta. Claramente, temos (X#)# = X
e ()" =n.

No que se segue da tese, A é definido como sendo:

(GO (0%) = 3 A ()7 (X)) (12

em que A;, i =1,...,k, sao tensores simétricos e positivos, ou seja, A é uma

soma de (2,0)—tensores simétricos e continuos. E X = (X,..., X}) é tal que
cada X;,i=1,...,k é um (1,0)-tensor. No decorrer do trabalho, para
simplificar, diremos que A é um (2,0)-tensor simétrico suave ao nos
referirmos & soma (1.2) acima. Aqui A;(X;)# é um (1,0)-tensor cujas

coordenadas numa carta sao

(AXD)7), = Ay ((Xl)#)j = Ai;9™ (X))

Como a variedade M é compacta e A é continuo, existe uma constante C' > 0

tal que:
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[ A 0%)

<C [ XPds,.
M

para todo X, em que

/MA((X)#,(X)#) dv, = Z/MAz ((Xz)#,(Xz)#) dv, .

Como a variedade M é compacta e A é um (2,0)—tensor simétrico e positivo,

temos que existem constantes positivas c e C, tais que:

ol X7 < Ai (X)), (X)%) < CIX]3, (1.3)

para X um (1,0)-tensor.

Seja X um campo vetorial suave em M. A divergéncia de X é a fungao suave

em )M dada por:

dive X : M — R
p = (divg X)(p) = tr{v— (V,.X)(p)},

em que v € T,M e tr é o traco do operador linear que esta entre chaves. Para
definirmos em cartas, considere X um (1,0)-tensor em M. A divergéncia é

definida como

divg(X) = g7 (VX);; = 97 (8:X; — T}, Xx) -

Essa expressao independe da carta.

No decorrer do trabalho usaremos algumas vezes o seguinte teorema bem

atil.

Teorema 4 (Teorema da Divergéncia). Seja (M,g) uma variedade Riemanniana com-

pacta sem fronteira. Seja n um (1,0)-tensor suave. Entdo temos:

/ divg(n) dv, = 0.
M
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Em particular, dados u, v € C®(M), temos

/ uA v dvg, :/ (Vu, Vo), dvg/ (Agu)vdog .
M M M

em que (-,-) € o produto escalar associado com g para I1-formas.
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1.3 Funcoes Homogéneas

Consideramos G : M x R¥ — R uma funcao continua e 2-homogénea na

segunda variavel e de classe C'! na segunda variavel. Pode ser, por exemplo:

Gz, t) =Y Aylx)tit;,

1,j=1

em que t = (t1,...,t;) € R" e A= (4;;) é uma aplicagao continua de M em
M;(R), tal que (A;;(z)) é positiva definida, para todo z € M, e M;(R) é o
espacgo das matrizes reais simétricas k x k.

Seja F': R¥ — R uma funcao positiva de classe C' e 2#-homogénea’, em que

2# = 20, Pode ser, por exemplo:

k
F(t)=> [t
i=1
em que t = (ty,...,t). Neste caso,
OiF(t) = |t:|* 2t .

Seja agora F : R¥ — R uma funcao continua e ¢-homogénea. Considere a

esfera unitaria na norma p, ou seja:

0B,[0,1] = {t e R*; |t|, =1} ,
em que [t|, = ([P +--- + |tk|p)% sendo t = (ti,...,t;). Como o conjuto 9B, [0, 1]
é compacto, entao existem constantes mp, >0 e Mg, > 0 tais que:
mp,pSF(t) SMFJ) vt€8Bp [0, 1] .

Considere agora t € R*\ {0} qualquer. Entao, da ¢-homogeneidade de F,

temos que

F(m) =

TP = A F(t), VteRF e A> 0
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para todo t € R*\ {0}. Logo,

mpplt|l < F(t) < Mpplt|? VteRF. (1.4)
Como o espaco R* tem dimensao finita, entao todas as normas sao
equivalentes. Portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que
], < clt], VteR".

Entao

F(t) < Mg, |t|? ViteRE,

em que My = c?Mp, é uma constante positiva.

No decorrer deste trabalho, na maioria das situagoes, utilizaremos que F' é
uma funcao 27-homogénea. Por isso, simplificaremos a notacdo nesse caso
em que F é uma funcao 2#-homogénea e a norma é a Euclideana: Mp2 = Mp €
MF,Q = MF LOgO

mpt)) < F(t) < Mgp|t|  VteRF.

Similarmente, se G : M x R¥ -+ R é uma funcao ¢-homogénea na segunda

variavel, temos:

meyplt] < Gz, t) < Mgplt|? VteRF.

Neste trabalho, utilizaremos, salvo mencgao ao contrario, que G é uma funcao
2-homogénea na segunda variavel. Por isso, simplificamos a notagao nesse
caso em que (G é uma funcao 2-homogénea na segunda variavel e a norma é a

Euclideana: mg o = mg € Mg = Mg. Desse modo, temos:

maltl? < G(z,t) < M|t} VteR". (1.5)

Seja F': R* — R uma funcao de classe C'! e ¢-homogénea. No decorrer deste

trabalho, utilizaremos a seguinte identidade de Fuler:
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Parte da teoria vetorial de melhores constantes nao segue diretamente da
teoria escalar. Uma das diferencas é com relacao a natureza de fungoes
vetoriais que satisfazem condicoes de homogeneidade. No caso vetorial

(k > 2), existem exemplos de fun¢oes homogéneas que sao apenas continuas.

Observe o seguine exemplo. Sejam

F)=|t e Gla.t) =B,
1
em que |- |, é a y-norma definida por |t|, = (Zle |tl-|“> "paral<p<ooe
|t|oo = max{|t|;; i=1,...,k}.
A auséncia de regularidade de F' e G gera um obstaculo para o estudo de
varias questoes, pois os argumentos sao baseados em equacgoes de Euler
satisfeitos por pontos criticos de funcionais. Ou seja, a abordagem no que

segue seria mais restrita sem assumir regularidade de F' e G.
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1.4 Espacos de Sobolev Vetorial de Segunda Ordem

Consideremos (), g) uma variedade Riemanniana compacta e dv, = dv(g) a
medida Riemanniana associada a g. Dados uma fungao v : M — R de classe
C>*(M) e k um ntimero inteiro, denotamos V*u a k-ésima derivada covariante

de u e |V*u| a norma de V*u, definida por

[Vhul = g7t o gt (V) (T54)

em que (Vku) i denota as componentes de Vu numa carta. Entretanto tal

i1
definicao nao depende da escolha da carta.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta, o espago de Sobolev

H?2%(M) é, por defini¢ao, o completamento de C°°(M) em L*(M) pela norma
2 3
lollysan =3 ([ 19z a,)
j=0 WM
em que dv, = dv(g) é a medida Riemanniana associada a g.

O espago H*?(M) é um espago de Hilbert, munido da norma:

||u||§{2,2(M) = /\u|2dvg+/ |Vu|2dvg+/ (Agu)2 dvg,
M M M

Observe que as normas || - [[;yz2(y € || - [[#22(ar) s@0 equivalentes. De fato, pela

formula de Bochner-Lichnerowitz-Weitzenbock, temos que

/ (Agu)? du, :/ [V2ul? dv, —I—/ Ricg ((Vu)?, (Vu)#) dv,
M M M

para todo u € H*?(M). Entao, temos

IV2ulls + [ Vullz + flul;
= |!AgUH§—/MRng (Vu)?, (Vu)®) dvg + [[Vull3 + [|u]l3
< |Agul; + ClIVullz + [lul;

para todo u € H*»?(M). Mas, dai temos que existe uma constante positiva C

tal que |- [[;y22(y) < Cl - [ #22(a1). Por outro lado, observe que, para toda
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funcao u € C>*(M):

(Agu)? < VP

Assim, as duas normas de H??(M) sao equivalentes.

O produto escalar associado é definido por:

(u,v) = /M(u,v>g dvg—l—/M(Vu,Vv)g dvg—l—/ (V2u, V), dv,

M
2
= Z/ (Viu, V), du, .
j=0 M

Como M é compacta, o espago H>?(M) nao depende da métrica
Riemanniana. Se M é uma variedade compacta munida de duas métricas g e

g, entao existe um nimero real C' > 1 tal que, em qualquer ponto de M:

1
—g< g < (Cg.
09 > 9 > ULyg
Estas duas desigualdades sao vistas como desigualdades entre formas

bilineares.

Um operador linear 7' : F — F entre dois espacos de Banach (de um modo
geral, usaremos FE = H*>?(M) e F = R*, com k € N) é compacto se, para
qualquer sequéncia (u,),ey € F uniformemente limitada na norma de FE,

entao existem u € F' e uma subsequéncia (u,,) tal que:

lim T(u,, ) =u,
n— o0

fortemente em F'.
O espago H*?(M) é reflexivo. Logo, toda sequéncia limitada em H??(M)
possui subsequéncia fracamente convergente. E, se T : H>?(M) — R* é
compacto, entao T leva sequéncias limitadas em H*?(M) em sequéncias que

i . v .
ossuem subsequéncias convergentes em R*, para todo k£ € N

O espago H*?(M) também é separavel. Portanto, toda sequéncia limitada em
(H*2(M))" possui subsequéncia convergente (na topoligia fraca*).
Sejam (1,,), .y € (H**(M))" e T € H*?(M). Dizemos que (T,,) converge

fracamente para 7' se
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lim T,,(u) = T(u) paratodo ue (H**(M))",

n—oo

ou

T, =T em (H»M))",
quando n — oco. (H*?(M))" é o espago das formas lineares continuas de

H>2(M).

Se M é uma variedade Riemanniana de dimensao n > 5, entao a imersao

H**(M) < L*(M),

2n

, ] . A imersao
n—4

é compacta para g € (1

H**(M) — L+"1(M),

é continua, mas nao é compacta. Ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que

Jull, 2y < Cllwlzzzqan.

Denotamos por H,f’z(M) = H?? (M, Rk) o espago de Sobolev vetorial
H?**(M) x --- x H**(M), ou seja

H,f’2(]\/[) = {U: (uy,--+ ,up);u; € H**(M) para todo i=1,--- ,k} )

Esse espaco é munido da norma:

Wllzon = [ S+ [ (0P +up) as,)

em que U = (uy,...,ux) €,
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k k
U|dv, = /uide, /VZ/{de: /Vuizdv
/MH” > [t [ Ve, =3 [ [V
k
AU dv, = /Auide.
/M<g> )= 2 @t

Também:

3=

Ulp = (lual” + -+ )7

Para simplificar, usaremos que:

Ul = U]

O espaco de Sobolev vetorial H,f’Q(M) possui diversas propriedades devido as
propriedades do espago H*?(M). O espago H,f’Q(M) é um espacgo de Hilbert

que tem o seguinte produto escalar:

k

UYV) p2on = D (s vi),

=1

em que (-,-) é o produto escalar usual em H**(M) e U = (uy, -+ ,u;) e
V= (v, , V).
O espago H;*(M) é separavel e reflexivo. Assim, a bola unitaria de H,*(M) é
fracamente compacta. Em outras palavras, para qualquer sequéncia
(Un)en € H}*(M) tal que

||UnHH,§72(M) <C para todo n € N,

existe uma subsequéncia (Uy,,), .y € Hy*(M) e existe U € H,*(M) tal que

U, — U, (1.6)

fracamente em H*(M) quando n — oo.

Voltemos para a mesma sequéncia limitada (U,), ., em H,?(M). Sejam

T : H,f’Q(M) — F um operador compacto e F' um espago de Banach. Entao a
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sequéncia (T (U,)), .y converge para T'(U) (observe a convergéncia fraca de
(1.6)). E se, além disso, 7,, - T em (H§’2(M))*, entao
T, (Up) — TMU).
Definimos os espagos L!(M) = L?(M,R"), para cada q com 1 < ¢ < oo, como o
espago LY(M) x ---x LI(M). Ou seja,
LIM) ={U = (ur,- -+ ,ug); u; € LIY(M), i =1,--- k},

munido da norma

" i
U gy = (Z Huin> ,
=1

em que U = (uy,...,u) € || - ||, denota a norma de LP(M), definida por

lull, = ( [ dvg) |
M

Para simplificar, quando nao houver ambiguidade, usaremos a notacao

gl

para indicar a norma de U = (uy,...,u;) em L} (M)

A imersao de Sobolev HE’Q(M) < LI(M) é compacta para 1 < ¢ < 2% e apenas

n—4
continua se ¢ = %. Dessa forma dizemos que 2* = % é o expoente critico

com respeito a imersao H,*(M) — Li(M).
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1.5 Coercividade

Seja U = (uy,...,ux) € H*(M). Definimos os funcionais @ : H,*(M) — R e
U =Ug,: H,f’Q(M) — R, respectivamente, por:

o(U) = /MF(U) dv, (1.7)

e

/M (AU) du, + /M A (YUY, (VUY#) do, + /M Gz, U) do,

< /M F(U) dvg) -

em que A é como definido no inicio (uma soma de (2,0)-tensores suaves).
Definimos também ¥ : H-*(M) — R por

V() = Va(U) =

xi/(U):/M(AgU)2 dvg—i—/

M

A (VU (VUY#) du, + / G, U) du,

Logo,

V() = Ug(U) = () | (1.8)

< /M F(U) dvg) -

Denotamos por L?(M) o espago de Sobolev L*(M) x L*(M) x --- x L*(M)

munido da norma:

k
U1, :/ |U|? dv, = / lug|? dv,
bon = [ WP an =3 [

em que U = (uy,- - ,u). Similarmente, definimos o espago Lz#(M).
Segue das imersdes de Sobolev H*(M) < L}(M) e H}*(M) < L¥ (M) que os

funcionais ¥, e ® estao bem definidos.

Definigao 1 (Coercividade). Dizemos que ¥ é coercivo se existe a > 0 tal que:

/ (AU + A (VU (VU)#) + G(2,U)) dv, > a/ \U? dv,
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para todo U € H,f’2(]\/[), em que A e G: M x RF — R sdo como definido anteriormente.

Temos a seguinte proposicao que mostra equivalentes definigcoes de

coercividade.
Proposicao 5. Sao equivalentes as afirmacoes abaizo:
(i) ¥ € coercivo.

(ii) Existe a > 0 tal que:

/M (AU + A (VO (VUYH) + G, 1)) do, > of U]

2 oF
a M, (/ F(U) dvg)
M

v

para todo U € H*(M).

(i1i) Erxiste a > 0 tal que:

/M ((AU) + A (V). (VU)#) + Ga,U) dvy > o[ U[2ay,

para todo U € H?(M).
Demonstracao. (iii) = (ii)
Segue da imersao:
HPA(M) = LT (M).
(ii) = (4)
Obtemos da imersao:
L2 (M) — LE(M).

De (i) temos:

| (@07 + A0 (F0)%) + 6. 1)) dvy = allUlyan

_a

o5 em que k > 0 é uma constante

para algum o > 0. Seja 0 < € < 1, tal que ¢ <

apresentada a seguir. Temos que:

L(U) = /M (AU + A (YUY, (VO)*) + G2, U)) do,., (1.9)

é igual a
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Dai,

L) 28/ (AU + A (YUY, (VU)#) + G(a, 1)) dvg—l—(l—a)a/ U2 dv,.

Usando a homogeneidade de G (veja (1.5), na pg. 31) e a limitagao de A (veja (1.3)),

temos:
L) > E/M (AU + e[ VU + me|UP) dvg+<1—g)a/M\U|2dvg.
Seja g9 = min {e, ec,emg}, isto é, eg = re, em que r = 1, ¢, ou mg. Entéo
L(U) > aO/M (AU + VU +|UP) dv, + (1 —s)a/M|U|2dug,
basta tomar (1 —&)a > gq. Dat:

HP* (M)~

/ (AU + A (VO (VU)#) + G(2,U)) dvy > eo||U||?
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1.6 Programa AB Escalar

Em R", existe uma constante A > 0 tal que

[l <A [ (Bcu) da. (1.10)

para todo u € C°(R") (o conjunto das funcoes suaves com suporte compacto

em R") e em que ¢ é métrica Euclideana de R".

Seja Ay = Ap(n) a melhor constante na desilgualdade de Sobolev (1.10). Ou

seja, Ay é a menor constante que satisfaz (1.10). Definimos:

. / ) (Acu)? da

—_—  inf , 1.11
A ue DFEM\(0) o\ (A
em que
D3(R") é o completamento de C°(R") com a norma ||ul| psrn) := [[Acul|2-

Segue do teorema de imersao Sobolev que a constante A4, > 0 esta bem
definida. Essa constante foi calculada por Lieb [25], Lions [26],

Edmunds-Fortunato-Jannelli [14] e Swason [37]. Temos:

em que w, é o volume da esfera unitaria canénica S™ em R"*!.

Mais ainda, as extremais da desigualdade 6tima, isto é, fungées em D3(R")

que atingem o infimo em (1.11) sao conhecidas e sao da forma:

o\
Un oo (T) = 1 (m) )
em que i # 0, A >0 e zp € R" sao arbitrarios.

A seguinte imersao de Sobolev é continua, mas nao compacta. Se (M, g) é
uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 5 entdo H>%(M) — L** (M)

continuamente, em que 2% = %. Ou seja, existe A > 0 tal que:

leall o gy < Alallizagan
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Ainda, da imersio continua H22(M) < L** (M), segue que existem constantes

A, B > 0 tais que:

lull3e < Al Agull3 + Bllullz 2y Vue H**(M), (1.12)
em que
lullizn = IVulls + [[ull3-

Estamos interessados nas constantes 6timas A, B da desigualdade acima.

Mais precisamente, estamos interessados em tomar A o menor possivel.

Vemos facilmente que A > A2. Por outro lado, vale que, para todo ¢ > 0
existe B. > 0 tal que, para qualquer v € H?*?(M) temos:

(/M Jul? dvg)zi < (A5 +¢) </M (A u)? dvg) +BE/M (IVgul? + [u?) dv,. (1.13)

Em particular, definindo

K, = inf { A € R; existe B tal que vale a desigualde (1.12) acima Vu e H**(M)} ,
(1.14)

entao K, = A2 para toda variedade (M, g). Uma questao natural que surge é

a seguinte:

e O infimo K, é atingido?

Ou, equivalentemente, podemos tomar ¢ =0 em (1.13)? Uma resposta
positiva foi dada em 2000 por Djadli-Hebey-Ledoux [10] com a restrigao que
a métrica g é conformemente flat. Em seguida, no ano 2003, Emmanuel
Hebey provou o resultado para uma variedade Riemanniana qualquer em

[16]. Precisamente:

Teorema 6 (E. Hebey, 2003). Seja (M, g) uma variedade compacta de dimensao n > 5.
Entao existe B > 0, dependendo da variedade e da métrica g, tal que, para todo u €

H22(M)

o#
</ Mg dvg> < Ag/ (Ayu)? dv, + B/ (IVgul® + [u]?) du,.
M M M

Em particular, o infimo € atingido em (1.12).
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Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 5.
Denotamos por H*?(M) o completamento do espago C°°(M) em relagao a

norma:

i = [ (Al doy+ [ (Vg + ) .

M

Dados 2% = 2% e duas fungoes positivas f € C*(M) e h € C°(M), existem

duas constantes positivas A, B tais que, para qualquer u € H*?(M):

</M juf?* dvg>;‘* < A/M(Agu)2 dv, + B/M (F(2)|Vgul® + h(z)|u?) dv,.  (1.15)

A primeira melhor constante de Sobolev associada a (1.15) é definida por:

Ao(f,h,g) =inf {A € R; existe B € R tal que (1.15) é valida} .

A primeira desigualdade de Sobolev Riemanniana 6tima afirma que, para

qualquer v € H?**(M),

</M Jul** dvgf* < Ao(f, h,g)/M(Agu)2 dvg+B/]\4(f(x)lvgu]2+h(x)\u]2) dv, ,
(1.16)

para alguma constante B € R.

A segunda melhor constante de Sobolev associada a (1.15) é definida por:

Bo(f,h,g) =inf{B € R; (1.16) é valida} .

A segunda desigualdade 6tima de Sobolev Riemanniana afirma que, para

qualquer u € H**(M) temos:

M

+ Bo(f.hyg) / (F(@) [Vl + h@)[uf?) dv,.  (1.17)

M

(/M|u|2# dvg>2# < Ao(f,h,g>/ (Ayu)? dv, +

Uma fungao nao nula uy € H*»?(M) é dita extremal para a desigualdade (1.17)

se
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(/M |U|2# dvg)Qi = Ao(f,h,9) /M (Agu)dengBo(f, h,g) /M (f(g;)|vgu|2 + h(x)|u|2) dv, .

O programa AB escalar consiste de varias questoes de interesse envolvendo
as melhores constantes Ay(f,h,g) e By(f,h,g), e as desigualdades 6timas (1.17)
e (1.16). A seguir, dividiremos esse programa nas partes: programa A e
programa B.

O programa A é constituido de alguns problemas envolvendo Ay(f,h,g) e a
desigualdade (1.16).

Questao 1A: Qual o valor exato (ou estimativas) de Ay(f, h,g)?

Questao 2A: A desigualdade (1.16) é valida?

Questao 3A: A validade de (1.16) implica em alguma obstrugao geométrica?

e Questao 4A: Ay(f,h,g) depende continuamente de f e h em alguma to-
pologia?

e Questao 5A: Ay(f,h,g) depende continuamente da métrica g em alguma
topologia?

e Questao 6A: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

O programa B é composto de algumas questoes envolvendo By(f,h,g) e a
desigualdade (1.17):

e Questao 1B: Qual o valor exato (ou estimativas) de By(f,h,g)?

e Questao 2B: By(f,h,g) depende continuamente de f e h em alguma to-
pologia?

e Questao 3B: By(f,h,g) depende continuamente de métrica ¢ em alguma
topologia?

e Questao 4B: A desigualdade (1.17) possui aplicagao extremal?

e Questao 5B: O conjunto das aplicagoes extremais £(f, h,g) de L?” -normas

é compacto na topologia C°?

Questao 6B: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?
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1.6.1 Respostas Parciais

Conforme mostrado no inicio da segao anterior, temos respostas apenas para
as questoes 1A e 2A.
As respostas das questoes para o caso escalar do programa B nao existem.
Ou seja, nenhum autor ainda trabalhou nessas questoes.
Responderemos algumas das questoes do caso vetorial, o que por sua vez

dara respostas a perguntas similares do programa escalar.
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1.7 Programa AB Vetorial

Sejam n > 5 e k£ > 1 um nimeros inteiros. Denotamos por Di’z(R") 0 espaco

de Sobolev Euclideano vetorial D*?(R") x --- x D??(R") munido da norma

3
AU g, = ( [ (@0 ar)"

em que

/n (AU)? dx—Z/ (Au;)?

Seja I : R*¥ — R uma funcao continua, positiva e 2#-homogénea. Nesse caso,

segue diretamente de (1.10) a existéncia de uma constante A > 0 tal que

2

</ FU) dx) T <a s (AU de, (1.18)

para todo U € D;*(R").

A melhor constante de Sobolev Euclidiana associada a desigualdade (1.18) é:

Ao(F,n) =inf {A € R;(1.18) é valida} .

A desigualdade 6tima de Sobolev Euclidiana vetorial 6tima afirma que:

(/RF(U) dg;);* < Ao(F,n) / (AUY da, (1.19)

para todo U € D;*(R").

Uma aplicacio nao-nula Uy € D;*(R") é dita uma extremal de (1.19), se
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(/ F(U) dx)ﬁ* _ AO(F,n)/n (AU)? da . (1.20)

Duas questoes basicas relacionadas a (1.19) sao:
(a) Qual o valor exato de Aq(F,n)?
(b) (1.19) possui aplicagao extremal?
Essas duas perguntas sao respondidas no seguinte resultado.

Proposicao 7. Temos

Ao(F, n) = M}?Ao(n) s

em que Mp = mazgi— F e St = {t € ]Rk;z;ll |t;|* = 1} e Ao(n) € dado por (1.11).
Além disso, Uy € Di’Q(R") ¢ uma aplicagdo extremal de (1.19) se, e somente se, Uy = toug
para algum ty € Sy tal que My = F(ty) e alguma funcdo extremal ug € D**(R™) de
(1.10).

Demonstracao. Temos, pela 2% — homogeneidade da F:

o#
k 2
F(t) < Mp <Z|ti|2> , VteRE.
i=1
Assim, usando a desigualdade de Minkowski e a de Sobolev escalar Euclideana (1.10),

temos para qualquer U € Di’Q(R”):

2
2% oF
k

2 k 2 2
oF 2 oF
(/ F(U)dx) < M2# E i) dvy | < MEF (/ |ug > dvg>
M M — \JM

7

IN
T
g

=

£
Il

M;#Ao(n)/ (AU)® dz. (1.21)
RTL
Dai obtemos que:

Agora, escolhendo Uy = toug em que tg € S¥71 é tal que My = F(ty) e ug € D*?*(R")

uma funcao extremal de (1.10), temos?

2Observe que, neste caso:

k
AU() Z tOU() AUO)

i=1
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o
V]
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s
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o
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e
IS
&

(/ F(U) dz) Vs

— MZ Ay(n) / (AU)? da . (1.22)

Portanto,

Ao(F, TL) = MI,%?AQ(TZ) .

Concluimos também que aplicacoes da forma Uy = tgug, como construidas acima, sao
aplicacoes extremais. Afirmamos que toda aplicacao extremal de (1.19) tem essa forma.
De fato, seja U € Dp*(R") uma aplicagio extremal de (1.19). Nesse caso, U satisfaz (1.21)
com igualdades no lugar das trés desigualdades. Mas observe que a segunda igualdade
corresponde & desigualdade de Minkowski. Isso implica que existem ¢ € R¥ em [t|, = 1 e
u € D*?(R") tal que U = tu. E, finalizando, da primeira igualdade segue que F'(t) = Mp
e, da terceira igualdade, que u é uma funcao extremal de (1.10).

m

Sejam F : R* — R uma funcao continua, positiva e 2#-homogénea e
G : M x R¥ — R uma funcao positiva, continua e 2-homogénea na segunda
variavel. Segue da imersdo continua H2%(M) — L* (M) que existem duas

constantes positivas A e B tais que

(/MF(U)dvg>;¢ < A/]w(AgU)deg+

+ B/ (A((V,U)7,(V,U)F) + G(z,U)) dv,.  (1.23)
M
A primeira melhor constante de Sobolev associada a (1.23) é definida como:
Ao = Ao(A, F,G, g) = inf {A € R; existe B € R tal que (1.23) vale} .

A primeira desigualdade 6tima de Sobolev Riemanniana vetorial afirma que,

para qualquer U € H§’2(M), temos:
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(/MF(U)dvg>2i < AO/M(AQU>2dUg+

+ B/ (A((V,U)F(V,U)F) + G(2,U)) dv,,  (1.24)

para alguma constante B € R.

A segunda melhor constante de Sobolev associada a (1.24) é definida como:

By = By(A, F,G,g) =inf {B € R; (1.24) vale} .

A segunda desigualdade 6tima de Sobolev Riemanniana vetorial afirma que,

para qualquer U € H,f’Q(M), vale

< /M F(U)dvg)gi < A /M (AT, +

4 BO/ (A ((V,0)%, (V,0)%) + Gle,U)) dvy.  (125)

Esta desigualdade é sharp em relagao a primeira e a segunda melhores
constantes de Sobolev, no sentido em que nenhuma delas pode ser diminuida.
Uma pergunta natural surge: E possivel obter a igualdade em (1.25)7 Uma

aplicagdo nao nula U, € H.*(M) é dita uma extremal de (1.25), se

( /M F(Uo)dvg)gi — 4 /M (AU o, +

+ BQ/ ((A ((VQU())#, (VQU)#) -+ G(ﬂ?, UQ)) dUg .

O programa AB vetorial consiste de varias questoes de interesse envolvendo
as melhores constantes A (A, F,G,g) e By(A, F,G, g) e as desigualdades Stimas
(1.24) e (1.25).

Esse programa é separado em duas partes: o progrma A e o programa B.
O programa A é composto das seguintes questoes envolvendo Ay(A, F, G, g) e
(1.24):

e Questao 1A: Qual o valor exato (ou estimativas) de Ay(A, F,G,g)?

e Questao 2A: A desigualdade (1.24) é valida?

e Questao 3A: A validade de (1.24) implica em alguma obstrucgao geométrica?
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e Questao 4A: Ay(A, F,G,g) depende continuamente de F' e G em alguma
topologia?

Questao 5A: Ay(A, F,G, g) depende continuamente de g e de A em alguma
topologia?

e Questao 6A: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

O programa B consiste das seguintes questoes envolvendo By(A, F, G, g) e

(1.25):
e Questao 1B: Qual o valor exato (ou estimativas) de By(A, F,G, g)?
e Questao 2B: By(A, F,G,g) depende continuamente de F' e G em alguma

topologia?

e Questao 3B: By(A, F,G,g) depende continuamente da métrica g e de A

em alguma topologia?

Questao 4B: A desigualdade (1.25) possui aplicagao extremal?

Questao 5B: O conjunto das aplicagoes extremais £(A, F, G, g) normaliza-

das por [,, F(U)dv, = 1 é compacto na topologia C°?

Questao 6B: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

1.7.1 Respostas Parciais

Algumas questoes do programa A foram respondidas por alguns autores
apenas para o caso escalar, ou seja, nao existem estudos anteriores para o
caso vetorial. Um dos objetivos dessa tese é dar uma contribuicao para essas
questoes do caso vetorial. O programa B nao tem nenhum resultado
anterior, nem mesmo para o caso escalar. Mostraremos adiante respostas a
algumas perguntas do caso vetorial para o programa B, o que implicara,
conforme ja mencionado, nas respostas para o programa B no caso escalar.

Comecgamos respondendo a pergunta 1A do programa AB.

Proposicao 8. Temos
2
AO(Aa Fv G’g) = M}?‘# AO )
em que Mp = mazg F e Sht = {t e R Zle |t:]? = 1}. Em particular a desigualdade
otima (1.24) € vdlida.
Demonstracao. Temos, pela 27 — homogeneidade da F':

o#

2

k
F(t) < Mp (Z\m?) : VteRF.
=1
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Assim, usando a desigualdade de Minkowski, temos:

(/MF(U)d:c)Qi gM%(

Por outro lado, pela definicao de Ag, temos

o#
/]U|2#dvg> . (1.26)
M

k 2 k k
Z( / 7 d> < A / S (M) du, + B / S (IVul? + u?) do.
i=1 M M ;4 M

=1

Ou seja, temos:

2

oF
(/ u)** dvg> gAO/ (AU)? dvg+B/ (IVUP +|U)?) do,. (1.27)
M M M

Pelas hipéteses de G (lembre-se que G : M x R¥ — R é uma funcdo continua, positiva e

2-homogénea na segunda varidvel), existe uma constante m > 0 tal que:

k
Gz, t)> m> [t]>, Vze M, te R,
=1

em que m = min,, g1 G. Dal, juntando (1.26) e (1.3) na desigualdade (1.27), obtemos
para todo U € H.?(M):

BM2*

max {c, m} Juy

(/M FU) dvg);& < M}%L#Ao /M(AQU)Zdvg—i— (A ((VU)#, (VU)#) + Gz, U)) du, |

isso implica que

Ao(A, F,G,g) < MZ A,y (1.28)

Agora considere constantes A e B tais que

F(U) dv, o <A (AU dog+B [ ((A((V,U)F,(V,U)F) + Gz, U)) du,,
(frwran)” < 4], I,

para todo U € H*(M). Usamos (1.3) e consideramos agora constantes A ¢ B =
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min {BC, B}, tais que

(/MF(U) dvg);ﬁ < .AO/M(AQU)2 dvg"‘B/M(|VU|—|—G(:c,U)) dv, .

Escolhemos U = uty = (utd, ut?, ..., utk), em que to = (t3,....th) € S5~' ¢ tal que
F(ty) = Mp. Usando também que G é 2-homogénea, obtemos:

(AU)® = Z (Aut))” = (Au)?|to]? = (Au)?

VU|* = Z |Vut)|” Z|t| IVul|? = [to|?|Vul? = |[Vul?

=1

k
UP = Z (ut)) —u2|t ? = u?
=1

G(z,U) = G(m,tou) = |u|*G(x,ty) < clul®.

em que u € H??(M). Encontramos uma constante B; > 0 tal que:

F _2
(/ ke dvg) < AOMF2#/(Agu)2 dvg+Bl/ (IVul® +u?) dv,.
M

M

Assim, obtemos que

_ 2
AoM 2" > Ay. (1.29)

Dai, de (1.29) e de (1.28), obtemos:

2
AO(A7 F> Gug) = M}?‘# AO .

Se F(U) = Zle lu;]?”, entdo Ay = K,,, pois Mr = 1. Ou seja, nesse caso, a
primeira melhor constante 4, s6 depende de n.

Note que a primeira melhor constante da teoria vetorial nao depende da

geometria e nem de G, e depende de n e de F em relagao a topologia CP (M).

A primeira melhor constante 4, depende continuamente de F. Seja (F,),,
uma familia de funcoes continuas, F, : R* — R positiva e 2 —homogénea para
cada o que converge para F : R¥ — R na topologia C°. Assim temos que

2

Ay =M ﬁ# K, é primeira melhor constante associada a F:
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2
(/ F,(U) dvg> 2# < AS‘/ (A,U)? dv, +B/ (A ((V,U)F, (V,U)*) + Gz, U)) do,.
M M M
Mas observe que temos a seguinte convergéncia: A5 — Ay. Ou seja, Ay
depende continuamente de F.

O que foi feito acima responde as questoes envolvidas no programa A
vetorial. Vamos, agora, nos concentrar no programa B vetorial. Mais
precisamente, responderemos a algumas questoes do programa B vetorial no
capitulo 3.

No capitulo 2 que segue desenvolveremos uma teoria que sera utilizada para

demonstrar a existéncia de aplicagoes extremais, no capitulo 3.
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Capitulo

2

Sistemas Elipticos de Quarta Ordem

Neste capitulo, voltaremos a atencao para o seguinte sistema de quarta

ordem:
. 1 1
—AZU + divg (A(VU)*) + §VUG(I, U) = 2—#VF(U) , (2.1)
em que U = (uy,...,u;). Ou seja,

—A2u; + divg (4;(Vu)¥) + %&G(m, U) = QL#@F(U) ,
para i =1,...,k. Para a maior parte dos resultados deste capitulo,

consideramos F : R¥ — R uma funcao de classe C', positiva e 27-homogénea e
G : M x R¥ — R uma funcao de classe O, positiva e 2-homogénea na segunda

varidvel. Mas, alguns resultados (como a concentragao L? e compacidade)
tomaremos a seguinte fungao particular: G(z,t) = 22:1 Ajitit;, em que
t=(t1,...,t) € R*, A, =0bg (1’ € R e g é a métrica da variedade) e A;; : M — R

sao fungoes tais que a matriz (A;;(z)) é positiva definida e simétrica, para

todo x € M. Assim, o sistema (2.1) fica sendo:

k
i 1 1 #_
]:

Na versao escalar de (2.1), um caso particular é o seguinte:

Aiu + b Agu + cou = u? (2.3)

em que b, e c, sao fungoes continuas e positivas. Esse caso foi estudado por

diversos autores (veja por exemplo [10], [15] e [24]). E analisado as solugdes e
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o funcional energia associado. Uma das questoes no trabalho de Hebey-Wen

é que se b, e ¢, convergem para b, e ¢y respectivamente, ou seja, temos

AZu+ byAgu 4 cou = w1 (2.4)

e se as solugoes u, convergem fracamente em H??()M), entao em que
condicoes o limite fraco é nao trivial? Nessa secao dirigimos a mesma
questao para solugoes de (2.2) e estabelecemos um resultado no mesmo

espirito de Hebey-Wen, que é o teorema da compacidade que se encontra no
final deste capitulo.

Uma das principais diferencas entre (2.1) e (2.3) é que o segunda equagao
pode ser escrita, na maioria dos casos, como produto de operadores elipticos
de segunda ordem. Isso auxilia a utilizar técnicas de segunda ordem padroes

como a iteragao de Moser da andlise. Mas no nosso caso (2.1) nao teremos

um produto em geral. Desse modo, nao estamos em condigoes de usar as
técnicas de segunda ordem diretamente. Assim utilizamos da técnica da
iteracao de Moser para operadores de quarta ordem feita por Sandeep (veja
[31]).

Considere o operador P, := A2 — div, (A(V-)#) +a (em que a € C*(M) e A é
um (2,0)-tensor simétrico e suave). Esse operador P, nao satisfaz o principio
de comparacgao pontual, mesmo quando ele é coercivo. Isso é uma
importante diferenga para operadores de segunda ordem.

Uma questao de importancia é a seguinte: o operador P, satisfaz o principio
do maximo? A resposta é positiva se P, é produto de dois operadores
elipticos, cada um deles coercivo. Assim, P, = (A;+a)o (A, +d’), em que a e
a' € C*(M). Também, se 4by < ¢3 em (2.4), obtemos a decomposigao de P, em
operadores coercivos elipticos e portanto temos também o principio do
maximo (veja [30]).

Um dos pontos altos desse capitulo é o teorema de decomposicao em
bubbles, pois usando esse teorema, conseguimos provar os principais
resultados e obter nossas contribuicoes. Demonstramos esse teorema
provando inicialmente que a sequéncia de Palais-Smale converge fracamente
e obtemos o limite fraco da sequéncia. Obtemos uma nova sequéncia de
Palais-Smale para um novo funcional. Dai utilizamos do caso escalar para
finalizar o teorema.

Nossa contribuicao da extensao a alguns trabalhos (de E. Hebey, F. Robert,
Z. Djadli, M. Ledoux, V. Felli, entre outros) em que foi estudado (2.2) no
caso escalar.

Este capitulo comega com a existéncia de solugoes, passando pela

regularidade, estimativas pontuais e concentracao L?, terminando com a
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compacidade.

2.1 Existéncia

Seja ¢ € [2,2%]. Definimos:

g = inf {1,(0); U € B\ {0} e (U) =1},

em que &(U) = / F(U) dv, (veja (1.7)) e I, : H*(M) \ {0} — R é o seguinte
M

funcional:

/ (AU + A (VU (VU)#) + G(2,U)) do,
I,(U) = 4 ; (2.5)

( /M FU) dvg>§

definido para todo U € H,*(M)\ {0}, em que F : R*¥ — R é uma fungao
g-homogénea. O funcional I, estd bem definido, pois a imersao de Sobolev
HP(M) — Li(M) é continua.

Para obtermos solugoes de (2.1) no caso critico, ou seja, quando ¢ = 2%,

teremos de utilizar um outro método. Este apresentaremos mais adiante. No

resultado a seguir, focamos no caso subcritico, ou seja, quando ¢ < 27.

Proposicao 9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 5.
Sejam A um (2,0)—tensor simétrico; F : R¥ — R uma funcdo de classe C1, positiva e
q—homogénea e G : M x R¥ — R ¢ uma funcdo continua, de classe C* e 2-homogénea
na sequnda varidvel. Suponha que q € [2, 2#). Entao, pg € finito e é atingido. Ou seja,
pg € R e existe U € HY*(M)\ {0} tal que I,(U) = .

Demonstragdo. Inicialmente, provamos que p, > —oo. Seja U € Hp* (M) \ {0}. Como A

é suave, entao existe C' > 0 tal que

[ Ao o))

< C/ VU2 dvg , (2.6)
M

para todo U € H iQ(M ). Observamos que existe uma constante C’ > 0 tal que

’/MA ((VU)#,(VU)#) dv,

1
<5 [ A0 o+ UL, (2.7

para todo U = (uy,...,uy) € HP*(M), em que U3 = 35, [, [uil? dv,.

Para provar a desigualdade acima, provaremos dois lemas a seguir.
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Lema 10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Entdo, para cada € > 0,
eziste C(e) > 0 tal que

IVull < ellAgulla + Ce)llulle, ¥V ue H*(M).

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradicao, que existe € > 0 tal que, para cada o € N*,
existe u, € H*?(M) tal que

Vualla > el Aguallz + alluallz, e [Vualz =1,
g

Dai,
1> e||Ajuqll2 e 1> alluglls -
Ou seja,
1 1
1Aguallz < = e luallz < =
Logo,

1 1
[Aguallz + Va2 + [[uall2 < z + 1+ o

Portanto, temos que existe uma constante C' > 0 tal que

’|ua‘|H2,2(M) S C

Além disso, temos que ||uq]l2 — 0. Como a imersao H**(M) — H"“?(M) é compacta,
a menos de subsequéncia, temos que u, — u (v € H?**(M)) e uy — u em H“?(M).
Portanto, ||Vull2 =1 e ||ul]2 = 0, o que é uma contradicao.

0

Usaremos este lema 10 para demonstrar o lema a seguir. Para provar (2.7), basta verifi-

carmos o caso escalar. O caso vetorial segue diretamente do lema abaixo.

Lema 11. Seja A um (2,0)—tensor. Existe uma constante C' > 0 tal que

’/MA(W“)#’(W)#) dv,| < %/M(Aguf dvy + C'||ul2.

Demonstragao. Seja C' > 0 a constante na desigualdade (2.6). Tomamos ¢ = \/% no lema

10 acima:

1
[Vul]y < \/T—OHAgUM +C(e)ull2 -

Dali,
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1A gull2

< (15 +c@mw92

_ Al |, 206)
4C V4C
18l 185l | AC*E)ulB | o

2
< gl o - ©lluli.

IVull3

1Agullzllull + C*(e)l|ull2

Logo,

1
C/ |Vul? dv, < —/ (Agu)® dvg + C'|ul)3.
M 2 Ju

Portanto, de (2.6) obtemos o resultado do lema.

Voltemos agora a demonstragao da proposicao. Como F' é g-homogénea e positiva, temos

que existe uma constante Mpy = Mp > 0 tal que:

F(U) < MU < M}|U|g, para toda U € RF | (2.8)
em que |UlZ = |u1> + -+ |ug]* e U = (ug,...,ux) (veja secao 1.3, p. 30). E, da
homogeneidade de G, obtemos que existe uma constante mg > 0 tal que:

ma|Ul53 < G(z,U), paratoda U € RF . (2.9)

Usaremos agora as desigualdades acima (2.9), (2.8), (2.7) e a desigualdade de Holder
(também usamos a idéia do inicio da demonstragao da proposi¢ao 8). Observe que, para

cada i =1,..., k temos que

/Www%s(/mmwaqmwmli
M M

e como [|u;||2 < ||U]|?, temos que:

/M U dv, < k (/M |U\gdvg> " vol(M)!3

Entao, temos que:
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[ (8,07 + 4 (V0% (V0)#) + 6w, )

(] rw dvgf

R

‘ </ o)

§ [ (o’ (C=mo) |V
( dvg) T Vol ()it () U2
[, @0 a E(C — mg)

= - el (2.10)
2</MF(U)dvg)q Vol,(M)i~ (41)*

para todo U € HP*(M)\ {0}, em que |U|3 = 325, [[ui]|3. Note que estamos supondo
que (C" —mg) > 0. Caso contrario, se (C" — mg) < 0 terfamos:

o) /(AQU)Q dvg
U)>M
2(Mp) U1

I

q

Isso prova, para ambos casos, que p, > —oo e entdo i, € R. Seja, agora, (Uy)aen €

H*(M) \ {0} uma sequéncia minimizante para I,, ou seja:

lim 1,(Uy,) = pq - (2.11)

a—00

Sem perda de generalidade, podemos assumir que

/ F(Uy) dvg =1, (2.12)

para todo @ € N. De (2.10) e (2.11), temos que existe uma constante Cy > 0 tal que:

/]\/[ (AgUa)2 dvg S CO)

para todo @ € N. De (1.4) e de (2.12), obtemos:

|Ua3 = / \U.|5 < 4, para uma constante C; > 0.
M

E do lema 10, usando as duas limitacoes acima, temos:
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VU3 < Oy,

em que Cy > 0. Dali, existe uma constante C' > 0, tal que:

1Uall 22000y < C

para todo a € N. Como a bola unitaria de H ;2(M ) é fracamente compacta, temos que
existe U € H ,32(]\/[ ) que é o limite fraco de (U, )aen, @ menos de subsequéncia. Ou seja,

existe subsequéncia (Uy) C (U,) tal que

Uy = U R
A~ . 2.2 * .
convergéncia fraca em (H LM )) , quando o — oo. Sem perda de generalidade, as-
sumiremos que a convergéncia ocorre para sequéncia inicial (U,)aen. Como a imersao

H2*(M) — HJ*(M) é compacta, temos que

lim U, =U em  H*(M).
a—r00
Como, para 2 < ¢ < 2#, a imersiao H.?(M) < Li(M) é compacta, temos também que

lim U, =U em Li(M).

a—0o0

Também temos que U, — U gtp. Logo [,, F(U)dv, =1 e de (1.4) concluimos que U # 0,
em que U = (uy,...,u). Seja O, = U, — U € H*(M) para a € N. Temos:

/ (AU + A (VUL (VUL*) + G(2,U,)) dv,
- / (AU + A (VU (VU)#) + G(2, 1)) dvg—i—/ (A,0,)° 4 o(1),

em que lim, o 0(1) = 0, pois ©, — 0 em (H,fQ(M))* ¢ Uy — U em H*(M) quando

a — o0. Suponha que:

Mq_/M((AgU>2+A((VU)#,(VU)#)+G<w,U>) dvg+/ (8400)" +0(1), (213)

M

quando a — co. Como U # 0, temos que I,(U) > p1,. Mas temos também:

g < /M((AQU)2+A((VU)#,(VU)#) + G(z,U)) dug+/M(Ag@a)2. (2.14)

ou seja iy, < I,(U). Juntando (2.13) e (2.14), temos:
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= [ (A0 + A (VO (VO)¥) + G 1) duy = (D),

lim [ (A,04)° dv,=0.

a—r 00 M

Em particular, o infimo y, é atingido em U € H.*(M).

Agora, considere o conjunto A definido por:

A= {U e HE() o) = 1}

em que ®(U) = [,, F(U) dv, (veja (1.7)). Considere também o nimero A dado

por:

A= inf U(U),
UeA
em que V(U) = Lx(U) (veja (1.8) e (2.5)).

Vemos facilmente que, se (U,), é uma sequéncia minimizante para )\, entao
(Uy)a é uma sequéncia limitada em H;*(M). De fato, tal afirmacio decorre
do fato que (U,), C A e da existéncia de uma constante my > 0 tal que
mp|UJ3" < F(U).

Sobre algumas condigGes, no teorema a seguir, veremos que o sistema (2.1)

possui solucao de energia minima.

Teorema 12. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 5.
Sejam F : R¥ — R funcdo de classe C', positiva e 2% —homogénea e G : M x R¥ — R
fungao continua de classe C' e 2-homogénea na sequnda varidvel. Seja também A um
(2,0)—tensor simétrico suave e suponha que ¥ seja coercivo. Se A\ < ALo’ entdo (2.1)

possui solucao fraca Uy € A tal que

Demonstracao. Como W é coercivo, temos que existe a > 0 tal que

2
2

2
A -2 2#
b(0) > alU > zEa ([ Feya,)”
M

(veja a proposi¢ao 5). Afirmamos que o infimo A é positivo, ou seja, A > 0. Da desigual-

dade acima obtemos:



62

/((AgU)2+A((VU)#,(VU)#)+G(x,U)) dv, N
\II(U): M > 2

(] o dvg)ﬁ* i

_2
para todo U € H§’2(M). Logo A > aM " > 0. O que prova a afirmagao.

Seja (Uy,), C A uma sequéncia minimizante para A. Ou seja,

lim ¥ (U,) = .

a— o0

N e 1 . 29 n .
Como a sequéncia ¢ limitada, existe Uy € H,’"(M) tal que, a menos de subsequéncia,

temos:

U, = U fracamente em H,*(M)

U, — U fortemente em H,*(M) e em L2(M).

Consideramos ©, = U, — U, € H,f’z(M) para todo o € N. Como na demonstragao da

proposigao anterior (proposigao 9), temos que:

A =U(Up) + / (A,04)° dv, + o(1), (2.15)

M

em que lim, ,+ 0(1) = 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que:

lim ©,(x) =0 qtp z€ M.

a—0o0

Pelo Lema de Brézis-Lieb generalizado (veja [1]), temos:

lim (/MF(UMGQ) dvg—/MF(Uo) dvg—/MF(@a) dvg) = 0. (2.16)

Com a desigualdade (1.24) (também de (1.3) e (1.5)) e a convergéncia de ©, em H; (M),

temos:

< /M F(@a)dvg>;# < A

/ (A,0,)° dvg+B/ (VO[> + G(z,04)) dv,
< AO/ (A,04)° dv, + o(1). (2.17)

M

Da definigao, temos que ¥ é 2-homogénea, ou seja, ¥(al) = o*¥(U), para a € R. Assim:
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Portanto,

T(Up) > A (/M F(Uy) dvg) Zi# . (2.18)

Usando em (2.15) as desigualdades (2.16), (2.17) e (2.18), obtemos:

A (/M F(U) dvg> * ) (/M F(0.) dvg> o)

A (/M F(UL) dvg> - (Ay)"! (1 _ /MF(UO) dvg) - o(1).

Fazendo a — +00 nesta ultima desigualdade obtemos:

M, ( ([ rw dvg)ﬂ - (1 [ dvg)ﬁ* |

2 4
Observe que 3z =1—-<1le

>
v

v

F(U,) — F(Uy) em L*M) = / F(Up) dv, < liminf/ F(Uy)dv, = 1.
M M
Concluimos entao:

/ F(Up)dvy < 1. (2.19)

Como 1 — X? < (1 — X)? para todo X € [0, 1] e para todo 0 < p < 1, obtemos!:

(M — 1) (1 - (/M F(Uy) dvg);#> >0,

Da hipétese A < Alo, obtemos:

/ F(Uy) dv, > 1.
M

Por outro lado, da convergéncia fraca (veja (2.19)), obtemos que:

1Se (X —1) > 0,entdo 1 = (1 — X + X)? < (1 — X)? + XP, pois (a+b)* < a®*+b°sea,b>0e
s€0,1].
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/ F(Uy) dv, < 1.
M

Portanto,

/M F(Uy) dv, = 1.

Logo, Uy € A e Uy # 0 (de (1.4), pois F é 2#-homogénea). Assim como na demons-
tragao da proposicao anterior, temos também que lim, ,,, O, = 0 em H EQ(M ) e que
liMa oo [y (AO4)? dv, = 0. Logo, de (2.15), temos que
Portanto, Uy € H2*(M) \ {0} é um minimizador para ¥ e Uy é solucdo para o problema
(2.1), ou seja,

V' (Ug)V =\ (Uy)V para todo V € H.*(M),

pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange.
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2.2 Regularidade

A estratégia de Trudinger para operadores de segunda ordem, como no caso
de operadores do tipo Yamabe, nao se aplica satisfatoriamente para para o
caso de operadores de quarta ordem. Mas podemos observar que Sandeep
([31]) péde desenvolver o método De Giorgi-Nash-Moser para equagoes de

quarta ordem, que é uma técnica que esta bem préxima da técnica de
Trudinger.
Algumas técnicas usadas para operadores de quarta ordem foram
desenvolvidas por Van der Vorst e, no contexto Riemanniano, por
Esposito-Robert (veja [15], [38] e também [10]).

Um importante resultado que obtemos com a coercividade é o seguinte.

Proposicao 13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e seja A uma soma
de (2,0)—tensores suaves, simélricos e positivos. Suponha que S € H*(M) e G :
M x R¥ = R de classe C* seja uma func¢do 2-homogénea na sequnda varidvel, de classe
C' e positiva. Entdo eviste U € H,"P(M) tal que

—AZU + divg (A(VU)#) + %VUG(:B, U)=8(z). (2.20)

Mais ainda, temos que

HUHH;H'T”’(M) < CHS”H;’P(M)-

para todo U € H*(M) onde C = C(M,g,k) > 0. E se Gz, t) = S2F | Ay(x)tit;, em

ij=1 1ij
que (A;;(z)) € positiva como forma bilinear e simétrica, entao temos unicidade em (2.20).

Demonstragao. Sejam A uma soma de (2, 0)—tensores simétricos e suaves e G uma fungao
2-homogénea de classe C! na segunda varidvel. O funcional ¥ é coercivo, ou seja, existe
A > 0 tal que:

A

U(U) :/M((AQU)2+A((VU)#,(VU)#) +G(2,U)) dvy > A/M|U|§dvg.

Nessa demonstracao, consideraremos o operador

1
PU = —A2U + divg (A(VU)?) + 5VUG(x, U),

ou, considerando as fungbes coordenadas de U = (uq,...,u), temos (utilizaremos a

mesma notagao para o operador P,):

1
Pgui = —Aguz + dng (A,(Vuz)#) + 581G(x, U) s

parat=1,..., k.
AFIRMACAO 1. Seja p > 1. Afirmamos que existe C' > 0 tal que
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Uz ary < CNEU e any V Ue HP(M).

Provemos essa afirmacao por contradicao. Assumimos que, para todo a € N* existe
Uy = (ul,...,uk) e HP(M) tal que

1
Vel =1 e IRVallp < (221)

Denotaremos S,(z) = (S}, ..., S¥). Seja S! = Pyu!,. Assim,
. ) 1 )
—AZul, + divy (A(Vul)?) + 350G, Ua) = S, (x),
parai=1,...,k. Aplicamos a Teoria L? em

—A?Uz + dng (AZ(V’L%)#) = S&(.T) - @G(a:, Ua)

e obtemos

il o ary < C (IS5 = 3G, Ua)llp + N1t l1p)
< C(IISillp + 105G (@, Ua)lp + lluilln)
< Co (ISl + ludlly + b ]lp)
< (p (1—1-2)
e}
<

em que C’ > 0 nao depende de a. Logo, a sequéncia (u!,) é limitada em H*P(M). Entao,

a menos de subsequeéncia, temos:

ul, — em  H*"(M),
parat=1,...,k. E, a menos de outra subsequéncia,
ul, — u' em H*?(M),
para i = 1,...,k, pois a imersio HyP(M) < H.P(M) é compacta. Para qualquer

p € C*(M), temos

/ (Ag%ﬁgw + A (Vu)*, (Vo)) + 50,6, Ua)s0> dvy = / Se () dv,
M M

para i =1,..., k. Ou, escrito de outra maneira:

/@Pgufldvg:/ Se (@) dug .
M M
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Agora, fazendo a@ — oo e usando (2.21) juntamente com a desigualdade de Holder, temos
que Pyu; = 0 no sentido fraco, para i = 1,...,k, ou P,U = 0. Da Teoria de Schauder,

temos que u; € C*(M). E, da coercividade, temos:

0:/ UPgUdvng/ \U? do,
M M

ou seja, U = 0. O que é uma contradicao, pois:

U], = Jim Ul = 1.

Com isso, provamos a afirmacao.

AFIRMAGAO 2.  Seja a € (0,1). Afirmamos que para quaisquer S € C,S’O‘, G e A como
na afirmagao 1, entao existe U € H,f’Q(M) tal que
PU=2S5.

Provemos a afirmagao. Consideremos o funcional:

1
I(U):§/MUPgUdvg—/MS~Udvg,

para todo U € Hp*(M), em que U(z) = (uy(z), ..., ux(z)), S(x) = (Si(z),...,Sk(x)) e
S -U = syuy + -+ + ugsg. Pela coercividade e da desigualdade de Holder, temos que:

ISt
a4\
Entao, p = inf {I(U);U € HEQ(M)} > —o0 estd definido. Seja (Uy)aeny € HP?(M) uma

sequéncia minimizante para p, isto é,

IU) = AUz = IS|I1U]]2 > (2.22)

lim I(U,) = p. (2.23)

a—0o0

Com a primeira desigualdade de (2.22), temos que ||U,||2 < a para todo a € N. De (2.23)

e da coercividade temos que

||U04||H2’2(M) =0(1),

quando o« — +00. Como a bola unitaria de H,"*(M) é fracamente compacta e a sequéncia
(U,) é limitada em H.”*(M), entdo existe uma subsequéncia (Uy) € H*(M) e existe
U € H*(M) tal que

Uy —= U fracamente em H,*(M) .

: < 7722 1,2 . : -
Como a imersao H,*(M) — H, (M) é compacta, a menos de extrair outra subsequéncia,

temos que
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Upo— U fortemente em H."*(M) .

em que, sem perda de generalidade, voltamos ao indice da sequéncia original. Temos

entao que:

I(U.) = 1) + 5 /M (Ay (U — U)) dvy +0(1) = 1+ 0(1),

quando o — +oo. Como g é o infimo, temos que p < I(U) e

lim [ (Ay(Uy —U))* dug=0.

a—0o0 M

Portanto, y = I(U). Temos entdo que I'(U) = 0, pois [ € C*(H.*(M),R). Ou seja,
P,U = S no sentido fraco. De
. 1
—AZU + divy (A(VU)*) = S(z) - §VUG(x, U).
Segue da teoria de Schauder que U € H;:’Q(M).
AFIRMAGAO 3. Afirmamos que, para qualquer S € LY (M) e G(z,t) = Zf,j:1 Aij(z)tit;,
em que (A;;(z)) € positiva como forma bilinear e simétrica para todo x € M, eziste tinico
Ue H?P(M) tal que
. 1
—AZU + div, (A(VU)*) =5 — §VUG(QZ, U).

Seja (Sm)men € Cp°(M) uma sequéncia tal que:

lim S,, =S

m—00

fortemente em L¥(M). Para cada m € N, seja U,,, € C(M) tal que (veja afirmagao 2):

— AUy, + divg (A(VUR)*) = S

Como VU é coercivo e da teoria LP, temos para quaisquer m. n € N:
) )

V= Vallggoay < O (IS = Sullzgan + 10 = Unlligan)
kNS — Sull

IA

Temos entio que (U,,) é uma sequéncia de Cauchy em H,?(M) e entdo existe U € HyP(M)

tal que lim,,_oo U, = U em H,f’p(]\/[). Temos entao que:

: 1
—AZU + divg (A(VU)¥) =5 — 5VUG(ac, U).
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Agora assuma que V € HP(M) satisfaca:

. 1
—AV +divg (A(VV)#) =5 — 5 VvG(@, V).
Subtraindo as duas ultimas igualdades, obtemos que

—AZ (U = V) +divg (A(V(U = V))#) + %VG(:L‘, U-V)=0,

lembrando que G é como definido no enunciado da Afirmacao 3. Segue da coercividade
que U =V:

0>W(U-V)> A/ U -V dv,,
M

e isso prova a afirmacao.
A parte da existéncia esta provada na afirmacao 3 acima. A estimativa a priori é con-

sequencia da afirmacao 1 e da teoria LP:

10l seroany <€ (ISNmgran + 101lsgan )
WU o

A

[]

Para casos particulares das fungoes F' e (G, podemos melhorar a regularidade
da solucao. Veja a proposicao abaixo. Assim, a questao da regularidade fica

resolvida.

Proposicao 14. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n >
5. Seja A uma soma de (2,0)—tensores simétricos e positivos. Sejam F : R¥ — R
uma funcao positiva de classe C' e 2% -homogénea e G : M x R¥ — R uma funcdo 2-
homogénea na sequnda varidvel de classe CV, aplicagées dadas por F(t) = SO [t;]>" e

G(z,t) = Zle Ajj(x)tit;. Em que (A;j(x)) € simétrica e positiva definida como forma
bilinear, para todo x € M. Suponha que U = (uy,...,u) € H,f’Q(M) seja uma solucao

fraca de:

—A2u; + divg Ai(Vu)* Z Ajjuj = oF ]ui|2#’2ui (2.24)

i=1,....k. Entao U € CH(M) e U ¢é uma solugao de (2.24) no sentido usual.

Demonstragdo. Sejam p > 1, R > 0 (definido posteriormente) e V = (v!,--- oF) €
LY (M). Da desigualdade de Holder, temos que

j 1
a'L}(_’<UY)X|U|2R (S LT(M) em que " — 5 + -,
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em que denotamos aqui |U| = |Uly# e x é a funcdo caracteristica. De fato, obtemos:

o @pencls = ([ OFOLET )
M

< ((/M |8¢F(U>XIUZR’Z>47: (/M‘vi’pdv‘q);)

= [0 FU)xwizrl 211V [l

3=

Segue da teoria da regularidade (veja resultado anterior) que existe unico W = (wy, -+ ,wy) €

H,”" (M) tal que:

Pyw' = 0, F(U)xuzrv" (2.25)

parai=1,..., k. Existe C' = C(p,r,n) > 0 tal que

||wi||H4,r(M) S CHazF(U)X\UERUZHLT(M) . (226)

Sabemos que H*"(M) — L9(M) continuamente, em que é =1_2_ %. Entao w' €

LY (M) e existe C = C((M,g),p,r,n) > 0 tal que
[w'll, < CIV FO)xwizrllz 1], - (2.27)

Definimos o operador 1), p : LP(M) — LP(M) tal que, para cada v € LP(M), T, g(v) = w
em que w ¢ como acima. Do que jd fizemos acima (2.27), T,,, é uma aplicac@o continua.

Mas também, observe que essa aplicagdo é linear. Sejam v} e vy € LP(M) tais que:
Pyw) = 0;F(U)Xu)=rv
P, = aiF(U)X\U\ZRU;

Entao,

Pg(wi) + Pg(w;) = Pg(wll' + wé) = a@'F(U)XIU\zR(Ui + 'U;)

Por outro lado, suponha que w® € LP(M) seja tnica fungao tal que:

Py(w') = 0;F(U)xu=r(v] + v3)

Assim, pela unicidade de solugao de (2.25), temos que w' = w} +w}. Portanto, o operador

T, r ¢ linear.
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4
1Tyl < Clpyrn) (/ !UP#) .
[UI> R

Logo, como U € L2" (M) existe Ry = R M,qg),p,r,n) > 0 tal que
k

| Ty llLp—re <

= N =

Entao temos que Idpy — T}, : LY(M) — LY (M) é linear e continua com inversa linear e
continua.
Como VF(U)xjwi<r € Lg°(M) temos, pela regularidade (veja o resultado anterior), que

)
iy, ) € HyP(M) tal que:

para todo p > 27 existe U= (

para i =1,...k. Seja U = (Idp» — T, z)"" (U) € LE(M). Temos

—A; (uz — 7:61) + dng (Az(ul — a,)#) + (91,6’(1:, U - U) = 81F<U>X|U‘ZRUZ s

parai=1,..., k. Daif temos que U — U = Tox g(U) e

(IdLQ# — Tg#ﬁ) (U) = 0 = (Ide - Tp,R) (U) = (Isz# - T2#,R) (U)7

desde que p > 2% e U, U € L (M).
Como o operador (IdLQ# — T2#7R) ¢ invertivel, temos que U = U € LY (M) para todo
p > 2%. Da teoria da regularidade (teoria LP), temos que U € H,f’p(M) para todo p > 27%.
Da imersio de Sobolev H;?(M) «— CP*(M) para todo a € (0,1) tal que a < 7 — -
temos que VE(U) € CY*(M) e pela teoria da regularidade (teoria de Schauder), temos
que U € CH(M).

O
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2.3 Decomposicao em Bubbles

k
o

funcional energia dado por:

Considere U, = (uf,, ..., u¥) solugoes do sistema (2.1). Observe que (2.1) possui

J(U) = /M((AgU)QjLA((VU)#,(VU)#)) dv, +

+ /MG(LU)dvg—/ F(U) dv, . (2.28)

M

ou,

J(U):/MUPQ(U) dvg—/MF(U) dv, |

em que

1
Py(U) = =AU + div, (A(VU)¥) + §VUG($, U).

Lembramos a seguir a definicao de sequéncia de Palais Smale.

Definigao 2. Seja (Uy), € Hy?(M). A sequéncia (U,), é uma sequéncia de Palais-Smale
(ou PS) se:

e J(U,) é limitada,;
o lim, oo J'(Us) =0 em (HP*(M)) .
Seja (r4)aeny uma sequéncia convergente de pontos em M e seja (g )aen € R

ig(M)
2

é o raio de injetividade de (M, g). Suponha que 7; ,, € C*(M) definido por

tal que p, > 0 para todo « e lim, o o =0. Seja d € <0, ), em que i,(M)
N5, za =15 © €xp,., em que consideramos exp,, : Bos(0) = Bas(z,) a aplicagao
exponencial em z definida em By;(0) (bola Euclideana de R") e que
ns € C*°(R"), ns =1 em B;(0), ns =0 em R™\ Bys(0). Definimos a seguir uma

familia de fungoes, denominada bubbles escalar ou 1-bubbles:

n—4

Bute) = o) (o)

pa + do(, 20)

para todo r € M. Neste caso dizemos que os pontos x, sao os centros e que os
n—4

nimeros /i, sao pesos de (B,),. A constante 3, vale 3, = (n(n —4)(n? —4)) * .
Uma k—bubbles é uma sequéncia de aplicagoes B;, = (B},a, e ,BJ’-‘ia) tal que

uma das coordenadas é uma bubbles escalar e as demais entradas sao nulas.
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Note que temos:

Bu(@) =m0 (0t w (%2(”’”)) , (2.29)

para todo x € M e

u(z) = fbn (#) N : (2.30)

1+ |z)?

para todo z € R". Note que u € D3(R") é uma extremal para:

. / ) (Acu)? da

— = inf ,
Ayg  ue DI(R™)\{0} - =
/ |l dz

em que Dj(R") é o completamento de C*(R") com a norma ||ul|pzgn) =
[Agulls -

Note que a fungao u em (2.30) satisfaz a seguinte equagao:

(2.31)

#_
Agu:zﬂ 1 em R".

Os extremais para a desigualdade 6tima Euclidiana, isto é, funcoes em

D3(R"™) que atingem o infimo em (2.31), sao da seguinte forma:

n—4
2

Uy, 20 (T) = (ﬁ) para todo z € R",

em que pu# 0, A >0 e zp € R" sao arbitrarios.

Para uma maior clareza, estamos considerando u > 0, em que a decomposicao

em bubbles com 1-bubbles definido como em (2.29), em que
u € D3(R*) N C*(R") é uma solugdo de Afu = lu? 24 em R™.

A falta da convergéncia forte de sequéncias de Palais-Smale para J pode ser
descrito pelos 1-bubbles descritos acima. O teorema seguinte mostra quao
fundamentais eles sao para descrigao de sequéncias de Palais-Smale. Uma
descricao de sequéncias de Palais-Smale para funcionais criticos é feita por

Struwe (veja [36]) onde foi fornecido sequéncias de Palais-Smale para

funcionais criticos associados a um operador de segunda ordem eliptico em
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um subconjunto de R". A ideia inicial para o caso escalar veio dos trabalhos
de Hebey e Robert (veja [?]) que é uma extensao do funcional associado ao

operador de quarta ordem, em uma variedade Riemanniana.

Teorema 15. [Decomposi¢ao em Bubbles] Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana
compacta de dimensio n > 5, F,, F : R¥ — R funcoes de classe C', positivas e
2% —homogéneas e G, G : M x R¥ — R sdo fungoes 2-homogéneas na sequnda varivel,

continuas e G, de classe C! tais que

F, — F em C} (RF)

Go — G em CP.(M x RY).

Seja U, € HY?(M) solucdo fraca de (2.1). Se a sequéncia (U)o € limitada em HP*(M),

entao existe Uy € H§’2(M) limite fraco de U, e, a menos de subsequéncia, temos:

l
Us=Us+ Y Bja+Ra (2.32)

j=1

para todo o > 0, sendo (B, j=1,.., 1, k-bubbles e (Ry)aen C H2’2(M) ¢ tal que

>a6N’

lim R, =0 em  HY*(M)

a—0o0

Demonstracao. Sem perda de generalidade, estamos supondo que o limite Uy € H ,32(]\/[ )
é trivial, ou seja, Uy = 0.

Da limitacao de U,, a menos de subsequéncia, existe Uy € H iQ(M ) tal que:

U,— Uy em HZ’z(M).

Observe que, da convergéncia acima, temos que:

/ A ULA,O du, +/ A((VUL)*,(VO)#) =0o(1), ¥ © € H*(M).

M

Da convergéncia dominada, temos:

k k
Z/ iF,(U,)0" dv, = Z/ OF(U)O" dv, + o(1),
i=1 7 M i=1 Y M

/ Gl Us) dvy = o(1). (2.33)

Como Uy = 0, temos que u’, — 0 em H*(M).



75

Logo, usando o funcional energia J definido em (2.28):

J(U,) = /((AgUa)Z+A((VUQ)#,(VUQ)#)) dvg—/ F(U,) dv, + o(1)
- Lk(Ua)+0(1)a

sendo

Lk(Ua):/M((AgUa)Q+A((VUQ)#,(VUQ)#)) dvg—/MF(Ua) dv, .

Por outro lado, temos que:

DJ(U,)0 = /(AgUaAg@+A((VUa)#,(VG))#)) dv,

k k
+ ) / 0,Gol2,U,)0" dvg — Y / 0, Fo(U,)©' du, .
i=1 7 M i=1 7 M

Temos também que
k
DL,(U,)® = DJ(Ua)@—Z/ 8,Go(x,U,)0" du,
=1 M

ou,

DL, (U)O = /

M

(AgUaAgO) + A (VUL)#, (VO)#) dvy — Y / O, F(U,)0" du, .

Assim, usando (2.33), temos:

DJ(U,)0 = / (AU A0 + A (VUL (VO)#)) dv, —

k
-y / 0, F,(U,)0 dvg + o(1)
i=1 /M

— DL{(U.)O +o(1).

Portanto, se (Uy),cy ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional J, entao (Us ),y

¢ também uma sequencia de Palais-Smale para L. Como
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k
Z/ 8, F(U,)0" dvg = o(1),

[ e s, = o).

obtemos que, se (U,),cy ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para J, entdo tal sequéncia

também ¢ de Palais-Smale para Ly. Temos entdo que (u',) ., também é uma sequéncia

aeN
de Palais-Smale para Li, com i = 1,..., k, em que

Ty = [ (A + 4 (V) (Tuid ")) oy = 5 [ i oy,

Entao:

pritue = [

(AgubAO + A; ((Vul)?, (VO)F)) du, — / |l |7 2l ©F dv, .
M M

Desta forma, para cada 7 existe um k; e uma bubbles escalar (B§7a)a, emque j=1,..., k;,

tal que, a menos de subsequéncia

k;
i .1 E ) %
ua_u0+ Bj,oc_l—Rom
j=1

ki

Ly (up) =y E(ug) +o(1),

1=1

sendo u!, € D2(R™) solugao nao trivial de

—Ag u=|ul2u em R™,

(Bi,), ¢ uma bubbles escalar e

) 1 9 1 v
E(ul) == Agul)” doe — — u' |* dx .
i) =5 [ (B do— g [ il
Finalizamos colocando [ = Zle k;, pois, para cada funcao coordenada da sequéncia
(Us)a € HP*(M) temos uma decomposicao em bubbles. Assim, se U, = (ul, ..., uk),

temos:

l
Us=>_ Bja+Ra
j=1
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em que Bj, = (Bl,, -+, B ) é uma k-bubbles e R, = (R, , k%) 6 tal que

]7a’

R, — 0 em H*(M)

2.4 Estimativas Pontuais

A decomposicao em bubbles nos da condigoes de adicionar propriedades as
sequéncias de solugoes limitadas em H,f’z(M ). Com esse resultado,

acrescentamos as estimativas pontuais para (U,),.

Teorema 16 (Estimativas Pontuais). Sejam (M, g), Ga, Fo como no teorema da decom-

posicao em bubbles (teorema 15). Seja U, uma sequéncia limitada de solugdoes de

—AZU + divy (A(VU)*) + VyGo(z,U) = VFE,(U) em M, (2.34)

convergindo a 0 em H,z’z(M). Considerando a decomposi¢cao em bubbles do teorema 15,

entdo existe, a menos de subsequéncia, uma constante C > 0, independente de « tal que

<mln dg (x;",om fE)

2y

para todo « e para todo x, em que x;a sao os centros dos bubbles Bj,. E particular os
|Us| s@o uniformemente limitados em qualquer subconjunto compacto de M \ {fl'j,o}é-:l e

ul, — 0 em CP (M \ {xj,o}i.zl) em que o € o limite de 7 ,.

loc

Demonstracao. Definimos

D (x) = dy (2}, @) e U, (z) = CIDQ(:zr;)%4 (Z (ula(:v))2> :

i=1
em que os x% , 530 os centros dos bubbles Bj.

Faremos a demonstracao por absurdo. Inicialmente, considere a sequéncia (y,), formada

por pontos de maximos dos V¥, e tal que:

Uo(ya) = max U, (x) e lim U, (y,) = +o0.

a—r—+00

A menos de subsequéncia podemos supor que:

[y (ya)| = |t ()|

para algum iy = 1, ..., k e para todo 7. Seja
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2

pa = [ug (ya)| "7,

entao p, — 0 quando o« — 400. Entao, pela definicao de y,

lim dyg (I},a’ ya)

a—r—+00 Moz

= +00. (2.35)

De fato, para demonstrar (2.35), desenvolvemos a expressao de ¥,:

=1

Volta) = (Z‘u;<ya)|2> (I)Oe(?Jc)z>71774

n—4

< (ki) ) d (2h0090)
= VR (o)l (2 ) T
_ @(M)Q

o

Como V¥, (y,) — oo quando o — +00, obtemos (2.35).
Seja 0 < 0 < iy(M), em que i, é o raio de injetividade de (M, g). Parai =1, ...,k na bola

Euclideana By (du,") de centro 0 e raio du ', definimos a fungao:

n—4

2

ul, (exp,, (fa)) (2.36)

em que exp, € a aplicagao exponencial em y,. Dado R > 0ex € By(R) a bola euclideana
centrada em 0 e raio R. De (2.35) e (2.36) temos:

1
2

w, ()] < Zlu expy, (Ha?)) I2>

< ot Lol lpa))

2, (exp,, (1) T

Logo,

A n—a W, o
lwg,(2)] < pa? (expya e :r;)) ) (2.37)

D, (eXpya (Max)) :

para todo i e todo « suficientemente grande. Para todos 4, j e x na bola Euclideana By(R)

de centro 0 e raio R > 0, obtemos as desigualdades:
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2 dg x;w ya) - Rﬂa
S (G TR N T PR
Do (Yo ) Dy(ya) ) 7

Da desigualdade acima, de (2.37) e das definigoes de y, e de ¥, obtemos:

; noa U, (exp,, (fa))
|U)a<l’)| — 042 5 n—4
o (expy, (Hat)) 2
n-d Vo (Ya
< (¥a) _
o (expy, () ?
n-d o1 q)a Yo "7—4
< g’ k2 lug (o)l () e
D, (exp,, (Ha)) 2
n—4
n
< k3 (1— ftita )
N7
Portanto,
1 1 R,UJa )—"54
wy(z) <k | 1-— : 2.38
ol <kt (1 g 239)
para todo z € By(R) e para qualquer i = 1,...,k quando « é suficientemente grande.

Em particular, de (2.35) e (2.38), a menos de subsequéncia, obtemos a limitagao uniforme
dos w!, em qualquer subconjunto compacto de R" para todo i.
Seja Wy = (w}, ..., wk). Os W, sdo solugdes de
. 1 ~ 1

—A2 W, + pi2 divy (A(V Wo)*) + éuivgwa(x, Wa) = 55 Vo FWa),  (239)

em que
G(z,U) = G (exp,, (1ax),U) € go = (exp}, 9) (Ha®) ,

ga € o pull-back de ¢g. Seja & a métrica Euclideana. Para cada compacto K C R", como
te — 0, segue que g, — £ e, C*(K) quando o — +o0.
Entao, da Teoria Eliptica, segue de (2.38) que os w’ sao uniformemente limitados em

Cfo’f(R"), 0 < 0 < 1, para todo i. Em particular, a menos de subsequéncia, podemos
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assumir que w’, — w; em C? _(R™) quando o — 400. Segue que os w; sao limitados em

R™ por (2.37) e sdo tais que |w™(0)] = 1 por construgao. Mais ainda, podemos considerar
os w; pertencentes ao espaco D2(R") e w; € L* (R™). Seja W = (wy, ..., wy,) # 0. Para
todo i e R > 0, temos:

[ Pt = [ i,
By, (Rpta) Bo(R)

Segue da convergéncia dominada que, para todo R > 0:

J

em que er(«) é tal que:

ul |2* dvg = / lw'|? dz + ep(a), (2.40)
(Rﬂa) "

Yo

lim lim eg(a)=0. (2.41)

R—+00 a—+o00

Da decomposicao em bubbles, temos que

[k, = f
Bya (RMD‘) Bya (Rua)

< 22(2#—1) i/
i=1 7B

9

dvg

uf) + Z B, + R,
=1

B 1 dvy +0(1).
Yo (R:U‘&)

Portanto,

/ i |* dv, < ¢ Z/ B[ duy + 0(1), (2.42)
Bya(R'u’Oé) =1 B

ya(Rpa)

em que o(1) = 0 quando a@ — +00 e ¢ > 0 é independente de « e de R.
Relembremos que k-bubbles sao fungoes vetoriais em que uma das func¢oes coordenadas é

uma bubbles escalar e as demais sao nulas. Temos, de (2.35) , que

. i #
lim |B: |*" dv, =0
], g )
a——+00 B
ya(Rea)

para todo R > 0ei=1,...,k. De (2.40) e de (2.42) temos que

/ (w'[* dz = ep(a).

Usando (2.41) e fazendo o« — +00 e R — 400, temos:

/ |wi|2# dx =10,
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para todo ¢ = 1,..., k. Isso leva a uma contradigao, pois W # 0.
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2.5 Concentracao L?

No que segue desta segao, consideraremos (U, ), uma sequéncia de solugoes de

AZul, — divg (A (Vul)¥) + %&G(x, Uy) = 2i#8iF(Ua) : (2.43)

em que G : M x RF - R é uma funcao de classe C', positiva e 2-homogénea e

F :RF - R é uma funcao positiva, de classe C' e 2”-homogénea. Para alguns

dos resultados que seguem, devido a particularidades técnicas, utilizaremos
casos particulares de (2.43), que comentaremos mais adiante.

Os pontos de blow up, ou de concentragao da sequéncia (U, ), retém grande
parte da informacao da sequéncia. Essa propriedade é denominada
concentracao L>.

Observagao. Consideramos S o conjunto dos pontos de blow-up geométricos,

definido como

8—{ lim 7 ; 2'—1,...,5} . (2.44)

a—+00

em que [ é como no teorema da decomposicao em bubbles.

Antes de discutir a concentracao L?, provaremos algumas desigualdades. Seja
A uma soma de (2,0)-tensores. Seja também U = (uy, ..., u;) uma k-aplicacao

em H}*(M). Dizemos que U satisfaz

no sentido de distribuigdes para todo i =1,....k e ® = (¢, ..., o) em H>*(M)

/ (Agui, Agpi) dvg+ / A; (Vu)®, (V)#) dog+ / G (x,U)p; < | OiF(U)gp; do,
M M M M
em que (Aju;, Ayp;) € o produto escalar pontual de Vu; e Vy;.

Para o lema abaixo, consideraremos a coercividade do operador ) (veja secao
1.5).

Lema 17. Considere U, = (ul, ..., u¥) solug¢do do (2.43), e seja G(z,U) = S A (@) )y (x),

ij=14%
em que (A;;(z)) € positiva como forma bilinear e simétrica e seja 1 coercivo. Eriste, entao,

C > 0 tal que, a menos de subsequéncia,
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/ Uy| dvg < (J/ Ua? " do,
M M

para todo o, em que |U,| = Zle ul | e |UL|7 1 = Zle |uf |21,

Demonstragdo. Seja fi = sign(u!,) uma fungao dada por:

em que x4 € a funcao caracteristica de A. Entao,
i

aua - |u2é| ?

para todo « e para todo i. Observe que temos |f| < 1 para todo « e para todo i.

Da coercividade (veja segao 1.5, p. 38), temos:

Qz&((]oz) Z CHUa”?{z’?(M)a (247)
em que,
zz?(U):/ (AU)? dvg—i—/ A((VU)*,(VU)F) dvg—i—/ G(z,U) dv, . (2.48)
M M M

Por (2.47), existe uma solucao U/, para o problema de minimizagao consistindo em achar
um minimo para ¢ (U) sob a restrigio [, (fu,U) dv, = 1 em que (fo,U) = S5 | flu; e
U = (uy,...,ug), isto é, os u; sao componentes de U e f, = (f1, ..., f¥). Se A\, é o minimo
de &(U) em que U € H2’2(M) satisfaz a restricao [, (fa,U) dvy, = 1, segue de (2.47),
que A\, > 0. Seja Ua = \;!U!. Entao, Ua é solugao do sistema:

k
— Al + divg (A(VaL)*) + ) Agul, = f, (2.49)
j=1

para todo i e para todo «, em que os @', sio componentes de Ua e f! sao como em (2.46).
Multiplicando (2.49) por @!,, integrando sobre M e somando em i, obtemos, juntamente
com (2.47), que o quadrado da norma H.*(M) de U, ¢ uniformemente controlado pela

norma L' dos |U,|. Ou seja, temos

AR AT AT

Em particular, os 4!, sdo uniformemente limitados em L?. Pela teoria eliptica padrao, os
', estao nos espagos de Sobolev HJ(M) para todo q. Dali, os 4%, sao continuos.

Observe que, se G(z,U) = Zﬁjzl Ajjui(x)u;(z), entao 0,G(z,U) = Z;‘le Ajjuj(x).

Pela discussao acima e da teoria eliptica, temos que existe uma constante Cy > 0 tal que
|i¢,| < Cy em M para todo a e para todo i. E, como F é 2#-homogénea, 0;F é 2% — 1

homogénea. De (2.49) e de (2.1):



84

k k
vy = 3 [ s
ZZI/MW | dv, ZZI Mu fo dog
k k
= > / <—A3a3+divg (Ai(va;)#)JrZAijag(x)) ul, dv,
i=1 v M j=1
k k
= > / <—A3u3+divg (Ai(vu;)#)JrZAijug(x)) a!, dv,
i=1 v M j=1

k
<y / OF (Uit do,
i=1 /M
k
S C()Z/ &F(Ua) dUg
i=1 /M
k
< C / ufx 271
> [
para todo a. Logo,
/ Uy| dvg < c/ U2 do,
M M
para todo a;, em que C' > 0 nao depende de «. Isso finaliza a demonstracao. O

Consideremos agora U, € H,”(M) solugio fraca de (2.1). Suponhamos que a
sequéncia (U, ), seja limitada em H.*(M).
Antes de provarmos a concentracao L?, precisaremos do seguinte lema
abaixo. Em dimensoes maiores ou iguais a 9 esse lema é consequéncia da
desigualdade de Hélder e do fato que ||U, |2 — 0. Em dimensao 8 usaremos a

decomposicao em bubbles do teorema 15.

Lema 18. Seja n > 8, entao

J 1t = o) (/MWQF)%,

em que o(1) — 0 quando o — oo.

No que segue, consideramos B; como a uniao das bolas B,,(9), z; € S,
conjunto definido em (2.44), em que i =1,...,l e [ é como no teorema da

decomposicao em bubbles.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em duas partes. Primeiro provaremos o re-
sultado quando n=8. Em seguida, demonstraremos o caso n > 8.

Seja n = 8 e considere:
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/ U2 dv, k / ul |27~ Y dv,
: - 5
/|Ua|2dvg = /|Ua|2dvg
M M

k /|U2|2#_1dvg
> M : (2.50)

ﬁl(@wwwg

Voltemos a decomposi¢ao em bubbles dos U, em H 22(]\/_/ ), dado pelo teorema 15. Sejam

IN

b, e i}, os centros e os pesos dos 1-bubbles (B!

* o)a envolvidos nessa decomposigao de

cada k-bubbles (B, ), dado por (2.32). Sejam R > 0 e [ como no teorema da decomposigao
em bubbles. Definimos €2; ,(R) como a unido de i@ = 1 a i = [ das bolas geodésicas

centradas em x ., € de raio R,uj ol

ia(R) = Uiy B,y (Ruk)

Fixamos i = 1, ..., k. Como 2% = 4 quando n = 8, obtemos, pela desigualdade de Hélder:

/Wﬁtw%éf (i) dv, + / <w#mg/amww
M Qi,a(R) M\Qi,a(R) M

/wy#w%
M (ui)*" du, (2.51)

2# 1
+ \// ul,
. M\Q; o (R)
(/M(u;)Q dvg \/ ul dvg

Seja p € C§(R™), em que C§°(R™) é o conjunto das fungoes suaves com suporte compacto

em R". Consideremos goéa uma funcao definida pela equacao:

n—4

Pia(@) = (1a) 7 @((Ha) " exp (2)) (2.52)

Da decomposicao em bubbles em H EQ(M ), obtemos por um célculo direto, para qualquer
R > 0:
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(i) /M o (B.)* dv, = en(a) (2.53)

(id) / B e e, = / (W) o dz + of1) (2.54)

Bo(R)

i 2 i #_ #_
i) [ (B P = [ ) e o),
Qi (R) Bo(R)
em que u ¢ como em (2.30), Q% (R) = BI;_Q(R,u;-’a), o(1) — 0 quando @ — 400 e em que
lim lim eg(a) =0, (2.55)

R—+o00 a—+o0

De (1), obtemos:

/ (ug)Q# dv, = eg(a) (2.56)
M\Qi,a(R)

Em que €;, é como definido anteriormente e eg(a) é tal que (2.55) vale. De agora em
diante, seja ¢ em (2.52) tal que ¢ = 1 na By(R). Assim,

l
n—4

o) e <Y ) [ )
Qi,a(R) 5 (R)

jil J,a

Da decomposi¢ao em bubbles e de (7):

0 et < e [ (BT g o)

J,o J,o

IN

C/ w? Vdz + o(1)
Bo(R)

em que o(1) — 0 quando @ — +oo e C' > 0 nao depende de @ ou R. Em particular,

temos:

(1ha) = (2.57)

l
=1

/ (%)2#_1 dvy < (C’/ ' dr + 0(1))
Qi,a(R) B()(R) )

J

em que o(1) — 0 quando o — +o00. Independente também temos:

/ (w)? dv, > / () dy,
M Qi L (R)

;o\ i i \2%-
> (™ [ ()

gy
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Aqui, 2% — 2 = 2, pois n = 8. Juntamente com a decomposicao em bubbles, temos

A ) (65) ™y = / (ZB ) (¢ha)"" dvy +0(1)
. , #_
[

gy

Vv

De (7it) obtemos que,

. . #_
[ ) = [ wtdeo).
Q] o (R) Bo(R)

Dai, para qualquer j, temos:

[ waey = (5, ( / s Om) |

E podemos concluir que:

n—4
/ (ug)2 dv, > (.max i a) (/ u? dx + 0(1)) : (2.58)
M jil ..... l ’ BO(R)
em que o(1) — 0 quando & — 400. Denotamos:
#_
/ i 2 d,
| i,

Entao, de (2.51), (2.50), (2.56), (2.57), (2.58), obtemos:

/ ¥l da
lim sup R(q) < ep + O .

a—+00
/ u? dx
Bo(R)

em que ez — 0 quando R — 400 e C' > 0 nao depende de R. Observe que temos:

(2.59)

. #_ #_
lim u? tdx :/ e < 400 .

Por outro lado, quando n = 8§,
lim W de = 400

Da equagao (2.59), obtemos entao que R(a) — 0 quando o — +o00. Assim obtemos o

resultado para n = 8.
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Por conveniéncia, seja U, = |Ua |54 Ua, de modo que / U, 1** dvy = 1.

M
Provaremos o resultado agora para n > 8. Faremos a demonstracao em dois passos:

n>12e9<n<12.

Seja n > 12. Observe que 2% — 1 = 22 = 14 -2 Entdo 1 < 2# — 1 < 2. Segue da

desigualdade de Holder:

27 1

~ ~ 2
/ Ua* " dv, < C (/ \Ua|2dvg) ,
M M

em que C' > 0 é independente de . Assim,

/ a2 do, e

M T §C’(/ |Ua|2dvg) =o0(1).
~ 2 M

i)

Se 9 < n < 12, entdo 2 < 2% — 1 < 2#. Da desigualdade de Holder obtemos:

n—4 12—n

JroE < ([ k)" ([ o)
M M M
: (fora)”.
M

pois ||Uylls# = 1. Temos entio que:

/'Ua’2#_1dvg s

M - < (/ yUanvg) = o(1).
~ 5 2 M

/M\Ua| do,

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Como temos U, — 0 em L?(M) quando o — 400, de (2.61) e (2.63) segue o resultado,

isto ¢, o(1) — 0, quando o — +00.

No resultado a seguir consideramos um caso particular de (2.43).

]

Consideramos G : M x R¥ = R uma funcao de classe C'!, 2-homogénea e

positiva, dada por:

k
G((L’, t) = Z Azjtztj
ij

em que (4;;) é simétrica e positiva como forma bilinear. Também

consideramos que A; = b;g, em que g é a métrica e b, € R (4; é um
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(2,0)-tensor como na segao 1.2). Assim, no lema a seguir, consideramos o

seguinte sistema:

k
AW+ b A+ Ajjuy = 0,F (U) (2.64)
j=1
parai=1,...,k e F: R¥ - R é uma funcao positiva, de classe C' e

2#_-homogénea.
Do lema a seguir conseguremos uma ttil estimativa que utilizaremos para a

concentracao 2.

Lema 19. Sejam U, e Uy como na decomposicao em bubbles (teorema 15). Suponha que,
para cada i =1,...,k, A; = b;g, em que g é a métrica e b; € R. Para todo 6 > 0 existe

C > 0 tal que, a menos de subsequéncia,

max |Uy| < c/ (1+]Ua\2#’2) Uy dv, ,
M\Bs M

para todo o, em que Bs = B, (8) ¢ a bola de centro zq e raio 8. |U,| = S |Jui] e
U172 =28 [l |22 e xg € o limite dos centros dos 1-bubbles dos quais os k-bubbles

sao formados.

Demonstragido. Seja B = B,(r) tal que B,(2r) € M\{xo} eseja (Uy),, Us = (ub,... uk),

solucao de:

k
— Al + bidgul, + Y Ajuy = 0, F (U,) . (2.65)

J=1

para i = 1,..., k. Logo, do teorema 16 e de (2.64), obtemos:

| — AZul, + b Agul| < C|UL|.

IR

E também obtemos que, considerando a <

| — AZul, + biAgul, + aul| < C'Uq|, (2.66)

para todo « e para todo 7 e C' nao depende de « ou 7. Seja U, solucao de:

—Ajﬂg + b AU, + adll, = |—A§uf1 + biAul + aul| (2.67)

para todo a e todo i. Como

—AN(al, £ ul) + b A (), £ ul) 4 a(dl, £ ul) >0,
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segue do principio do méximo (veja [30]) que @, > |u’,| em M e para todo a e todo i. Em

particular, cada 4!, ¢ nao negativo. Observe que temos:

—N2|U,| + by |Us| + a|Us| < C|U,|

~1

na bola B para todo o e by = kmin; b;. Na desigualdade acima, U, = (ak,..., %) e

U, | = ZZ L0l A constante C' > 0 é independente de « e cada 4!, é ndo-negativo.
Segue da decomposicao em bubbles e de (2.66), (2.67) que os (U,)a sdo uniformemente
limitados em L>°(B). Podemos entao aplicar o De Giorgi-Nash-Moser para as fungoes U,.

Em particular temos,

max |U,| < C U, | dv, . (2.68)
Ba(%) Ba(3)

em que C' > 0 nao depende de a.. Desde que B é basicamente qualquer bola em M \ {x¢},
de (2.68) temos:

max |U, | </ U, | dv, .
M\Bs M

De (2.65), temos:

| = A2+ bAgul, + aul| < C (1 + |Ua|2#‘2> U] . (2.69)

E de (2.66) e (2.67) obtemos que:

/\Ua|duggc/ U, | dv, .
M M

max\U|<max\U|</!U|dvg /|U|dvg
M\B

Assim,

Portanto, temos de (2.69):

< 2#-2 .
wax U O/M(1+|Ua| ) [Ual o,

Observe que, do lema acima, obtemos que:

max |Un| < C||Ualls -
M\Bs

Considere U, = ||U,|;'U, e B(0) = {x € M; dist(z,S) < J}. Assim temos que
1Tall2 = 1.
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Na prova da concentragao L? a seguir usaremos o lema (18). Assumiremos

também que U, é solucao de (2.64).

Teorema 20. Seja U, solugao de (2.43), em que A;j(x) € positiva como forma bilinear e
simétrica. Entao
U,— 0,

em H>? (M \ Bs) para todo 6 > 0.

Demonstragao. Inicialmente mostraremos que ||ﬁaHLi(M\B5) — 0.

Suponha (U,) solugao de (2.43). Do lema 17, obtemos:

/M]Ua\dvg < C/M\Ua|2#1 dv, . (2.70)

Da desigualdade acima, juntamente com os lemas anteriores, temos:

-

/ (Ua)? dvy < (mazan g, | Ual) / Ua| do, < / Ua[? dv, / U2 do, .
M\ Bs M\ Bs M\B% M

Dai, do lema 18, temos que [|Ua| 12 (ar\5;) = o(1).

Da demonstragao do De Giorgi-Nash-Moser (veja [31]), temos que

[ovapdn <0 [ Gy,
M\Bs M\Bg
2

para alguma constante C independente de «, mas que depende de §. Dai

/ VU, |? dv, < 0/ (Uy)?dvg — 0,
M\B; M\B%

pelo passo anterior.

Para provar a ultima parte, seja ¢ uma funcao corte tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 0 na bola Bg
e ¢ =1em M\ Bs. Multiplicando (2.64) por ¢*u’, e integrando sobre M, temos:

/ gt (Bg6%d) dv, + /
M

M

= i/ O F (Upy)d*ul, dv, (2.71)
2% |

) . 1 .
A; (Vul, V() dog + 5/ ;G (z,Uy)d*u’, dv, =
M

parat=1,....,k, ou
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/AgUa (A,6°U,) dv, + /A(VgUa,Vg(qﬁzUa)) dvg—i-/ G(z,U)¢ dv, =
M M M

= / F(x,U,)¢* dv, .
M

Por um célculo direto, o primeiro termo pode ser escrito como:

/MAgUa (Ag0°Us) dvg = /M (A(6Ua))* dvg + O <HU&HH;’2(M\B%)> |

em que
0 By = | (0P + 90 P) doy.

Os outros termos restantes em (2.71) podem ser estimados por O | ||U,]|? .
H? (M\B% )

Assim, reescrevemos (2.71) como:

| a6ty v, =0 (nwn; (M\Bé)) ,

e da férmula de Bochner-Lichnerowicz- Weitzenbook

[ wepan, = [ (o) o, [ i, (Vi) V(ou) d

< [ agou v,k [ (VG o,
M M

= 0 (HquHl,g(M\Bg)> :

Logo,

V2U,|* dv, = O | ||U, :
J 9L (u ||H1,2(M\Bg))

Portanto,

/ \V2U, | dv, < C / (|Ual? + [VUL) dvy |
M\B; M\B%

para cada i =1,..., k. Assim,
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/ ]V2(7Q|2dvg§0/ (10aP +190,P) dv, | .
M\B; M\B%

e essa ultima desigualdade converge para zero gracas ao passo anterior. Isso termina a

prova do lema. O
Temos a seguir uma estimativa global.
Lema 21. U, satisfaz ||Uy|2 = 0(1)||VUq||2, em que o(1) — 0 quando o — oc.

Demonstracao. Da desigualdade de Holder temos:

2*

/|U 2dv, < vol (Bs) > | U2
Bs

em que 2* = 2% ¢ Vol(Bs) ¢ o volume de Bs. Agora, da imersao de Sobolev HY2(M) —
L¥ (M), temos

A(IVU3 + 1Ual2)

em que A > 0 é independente de o. Separando a integral:

/ |Ual? dvy = |Ua|2dvg+/ |Ual? dv,
M Bs M\Bj;

e usando as duas desigualdades acima, obtemos:

/]Ua|2dvg§(]1/ U2 dv, + CoVol(By) 5 /|VU 2du,
M M\B;

para todo 6 > 0 pequeno o suficiente em que C; e (5 sao constanstes positivas indepen-

dentes de a e de §. Como

/ |Ua|2 dvy, — 0,
M\ Bs

da demonstracao do resultado anterior, temos:

1< CQVOZ(B(;) 2" 11m1nf ((/ |Ua |2dvg> / VU, |dvg> :

para 0 pequeno o suficiente, donde segue o resultado. O]

Como consequéncia imediata dos dois resultados acima (teorema 20 e lema

21), temos o seguinte.
Lema 22. Seja U, = ||VU, |3 Uy, entdo

A

U, — 0 em H?*(M \ By),
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para todo & > 0.

Demonstracao. Observe que do teorema 20 temos:

7 _ -2
1Glsgm = 10215 |

E do lema 21:

Portanto,

1U.1%,

22(\\Bs) I

VU]

Vall2 _
190all2

o [1Ually”

AT

Bs

(AUL)? + VUL + |Ua)?) dvg) = o(1)

=o(1)

(/M ((AUL)? + VUL + |Ua]?) dvg> = o(1)
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2.6 Compacidade

No capitulo anterior, estudamos existéncia de solugoes para o seguinte

sistema
Alu; — divg (A" (Vu)#) + 0;G(z,U) = 0;F(U), (2.72)
emquei=1,....keU=(uy,...,u;). Também estudamos a decomposi¢cao em

bubbles para U, solugao de (2.72). F : R¥ — R é uma funcao positiva e

2# —homogénea de classe C! e G : M x R* — R é uma funcao positiva e

2-homogénea na segunda varidvel de classe C'. A; é um (2,0)-tensor

simétrico suave.
Em toda esta segao utilizaremos o caso em que
Go(z,U) = ijzl A (w)ui(v)u;(r) e AL, =V'g paracadai=1,..., k. (A(®))a, a €N
é uma sequéncia de aplicagoes suaves, A(a) : M — M;(R), em que A(a) = (Af).
Lembramos que M} (R) é o espago vetorial das matrizes simétricas reais de

ordem k x k. Consideraremos o seguinte sistema

k
AZu' — b Agu' + Y AS(x)u (z) = O,F(U), (2.73)
j=1

para i=1,..., k. No que segue consideraremos U, = (ul,--- ,u*) solugao de
(2.73) e (U,)o uma sequéncia limitada em H.”(M). Assumimos que A(a)

satisfaz que existe uma aplicagao C', A: M — M;(R), A = (4;;) tal que

AL = Ay em C'(M) (2.74)

quando « — +oo, para todos i e j. Também consideramos que A’ = b g (em

(2.72)) converge para A’ = b'g. O sistema limite, combinando (2.73) e (2.74) é:

k
Ao’ = VA + ) A (x) = 0, F(U) |

j=1

Usaremos nesta segao alguns dos resultados ja demonstrados anteriormente
como a decomposicao em bubbles e a concentracao L? da secao anterior.
Seja n uma fungao corte em R"” com 7 = 1 na bola By(J) e n =0 fora da bola
By(26), em que By(r) é a bola Euclideana com centro 0 e raio r.

Consideramos nu!, como uma fungao definida em R" e com suporte em Bj(24).
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A seguir, no lema abaixo, usaremos a identidade tipo Pohozaev:

n—4

/" 20 (nul, ) A2 (nul,) do + /n (A (nug))z dx =0. (2.75)

em que z; é a k-ésima coordenada de z € R*. Observe que, dos lemas 21 e 22,

para j =0,1,2, temos:

/ VU, |* dx = o(ey) :/ |Uq|? da
Bo(26)\Bo(9) Bo(26)

em que ¢,'0(g,) = 0 quando a — o e

ea:/ VU, |? dv, .
M

Usando estas estimativas acima em (2.75), obtemos:

Lema 23. Seja U, = (ul,--- ,u") uma sequéncia limitada em H>*(M). Entdo temos a

sequinte estimativa:

) ) —4 . .
/ n? (M%) 2ol da + nT nPul A%u! dr = o(e,) . (2.76)

R

o(ea)

em que ——== — 0 quando o — 0.

Demonstrag¢ao. Comegaremos com o segundo termo de (2.75). Para simplificar, faremos

u!, = u. Expandindo o termo (A(nu))? obtemos facilmente que

/n (A (nu))2 dr = /n n* (Au)2 dx + /n u? (An)2 dx

- 4/n (Vn,Vu) (An) udx — 4/ (Vn,Vu) (Au) ndx

n

+ 2/nn(An)u(Au) da:+4/ (Vn, Vu)? dz .

n

em que para duas fungoes ¢ e 1, (Vip, Vib) é o produto escalar de Vi e V). Integrando

por partes temos:

/ n? (Au)® de = / nZUAQde—/ (A7) u (Au) dz
n RTL n

+ 4/nn<Vn,Vu) (Au)ndzx .
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Da desigualdade de Holder, para p = 1,2, temos que:

4 (n-4)
/ (AnP)? u?da < ( |AnP|2 d:p) (/ u?” dx) ,
n As As

em que Ay = By(26) \ By(6). Note que |APy| < C em que C > 0eue L¥ (R"). Assim

temos que,

/ (A) u? da = ofea)

Temos entao:

|An?|u|Auldz < </ (ATI2)2 u? d:v)2 </ (Au)® dx)z
R® n 1

2

/nn|Anyu|Aulda§ < (/R(An)2u2dx);(/w(Au)2 d:c) ,

e como Au € L*(R™), obtemos entao que:

/n(AUQ)u(Au) dr =o(e,) e / n(An)u(Au) dz = o(€y)

n

em que o(€,) é como definido acima. Gragas a desigualdade de Holder, escrevemos:

2 (n—2)
/ (Vn, Vu)? dz < / |V Vul? do < (/ |Vn|™ dx) ( |Vul* dx)
n R A(s A6

em que 2* = 2= Note que |Vn| < C e que |[Vu| € L? (R"). Assim obtemos:

/n (Vn, Vu)? dz = o(e,) .

Escrevemos que,

(Vin, Vu) [ u] An| da

/ (Vn,Vu) uAndzx

R"|

\//n (Vn, Vu)? d \//n (An)* w2 dx

IA

obtemos que

/n (Vn, Vu) uAndz = o(e,) .

Assim, das estimativas acima, obtemos que:
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/n (A (nu))2 dr = /n ul®udr + o(e,) . (2.77)

Agora calcularemos o primeiro termo de (2.75). Observe que temos:

A%(nu) = nA%u + AnAu — 2 (Vn, VAu) +
+ul*n + Auln — 2 (Vu, VAn) — 2A (Vn, Vu) .

Assim,

A% (qu) "oy (nu) da

%\

= / nQ(Azu)xkﬁkudx—l—/ nu(A%n)z"Opu da
Rn n

+ 2/ (Afr])(Au)nxkﬁkuszz—2/ nA (Vn, Vu) 2*Opu dx
Rn

n

— 2/ n (Vu, VAn) x’“@kudm—2/ n (Vn, VAu) 2*0pu dx
RTL

n
n

nu(A*u)z*opn dr + / wr A?na O da

n

J.
J

uAnAuz*opn dx — 2/ u(A(Vn, Vu)))a*on do

- 2/ u(Vn, VAu) xkﬁknd:c—Q/ u(Vu, VAR 2*0pn da . (2.78)

n

Observe que |A%n| < C e que |z| < 2§ em As = By(20) \ By(d). Da desigualdade de

Holder obtemos:
/ u|Vu|de < |Vul|? dx / u?dr,
As As As

e também

Vul?dr < |A5|n< |Vu|2*dx>
As

/u2dx < |A5|i< |u|2#dac)2 :
As As

As

A

Entao da desigualdade
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/ un(A%n)z*opu dx

SC/ u|Vul dz,
As

como |4s| < C, u e L¥ (R") e |Vu| € L¥ (R"), obtemos que

/ un(A%n)z"Opu dr = o(e,) .

Similarmente, temos que

/ n(Au)(An)x*pudr| < C/ |Vul||Au| dx
n A
< C\//A(S(Au)%lx\//j% Yl de
Dai
/n n(Au)(An)z*Opu dr = o(e,) (2.79)

Observe que

/ n (Vu, VAnR) 2*0pu dx

SC’/ |Vul*dx .
As

Logo obtemos que

/ n{(Vu, VAn) 2*Opudr = o(e,) .

Note que

<C u?dx .
As

/ w?(A%n)x*0n da

Assim obtemos

/ w(A?n) 2 O dr = o(e,) .

De maneira similar, escrevemos que,

/n u(An)(Au)z*opn dx

< C/A u (Au)

< (/Aé(Au)% d:c)

[N
SIS

(/Audx)

Conforme anteriormente, temos
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/n u(An)(Au)z*on dr = o(e,) - (2.80)

Observando que

/ u(Vu, VA 2*0,n dx

<C / u|Vuldzx ,
As
também obtemos que

/ u (Vu, VAD) 250,m dx = o(e,) .

Observe que da identidade

/ (Vu, Vo) dv, = —/ uAv dvg,
M M

fazendo u = ujuq, obtemos que

/ (ur (Vug, Vu) + ug (Vuy, Vo) du,) = —/ u s Av dvy .
M M

Independentemente, integrando por partes (fazendo v =7, u; = (xkﬁku) 1 e uy = Au na

igualdade acima e depois desenvolvemos o termo V(nz*dyu)), temos que

/ n{(Vn, VAu) v*0pudx =

= / n (A kakudx—/ (Au) <V77,V(7]xk(9ku)> dz
Rn n

= / n (A ) 2 Opu dr — (V) (Au) 2"Opu da
R R”

n

- / n (Au) (Vn, Vu) dx—/ n (Au) (z, Vn) Viudz .
Rn

n

Mas observe que

|Vn|? (Au) 2*Opu dx
R”

< C/ |Vul||Au| dx
As

/n(AU)<V77,Vu> dr| < O/ (V|| Aul .
n Ag

Entao, de (2.79) obtemos que

/ n(Vn, VAu) 2*0u dv = o(e,) — / n (Au) (z, Vn) V2u dx .

Observando que |Au| < v/n|V?u|, temos que
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<C [ |Vul*dzr.
As

/n n (Au) (z, V) Viudx

Usando a féormula de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenbock, temos

/77|V2u|2dx = /7]|Au|2dx—/ n Ric (Vu,Vu) dx

/77|Au|2d:v—|—k:/ n|Vul? dx .

IN

Dai obtemos que |V?ul|?* € L*(R") e

|V2u|? dz = o(e,) .
As

Assim obtemos que

/ n(Vn, VAu) 2 Opudr = o(e,) . (2.81)

De forma similar,

n (A (Vn, Vu)) z* Opude = / (VAn, Vu) nz® Opu dz

n

+ n(Vn, VAu) 2* Opudr — 2 <V2u, V277> na® Opudz .

n

J.
J

Observando que

/ (VAR Vu)na* wude] < C | |Vul*de,

As

e que

/ <V2u, V2n> na® Opudr

< C/ |Vu||Vu| dz
As

C\/ |V2u|? dx\/ |Vul|?dz.
Ay As

/n n (A (Vn, Vu)) 2* Oudr = ofe,) .

IN

Usando (2.81) obtemos que

Fazendo calculos similares, obtemos que
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/ (A (Vn, Vu)) uz*opn dx = (VAn, Vu) uz*on dv

Rn

+ / <Vn,VAu>uxk3;mdx—2/ Vv,V u>uxk’8kndx.

n

Mas observe que temos

/ (VAn, Vu) uztoyn dx

< C/ u|Vu| dz = o(e,) ,
As

e também

/ <V277, V2u> uz*0n da
Rn

< C/ u|V?ul| dx
As

C'\/ |V2u|? dx \// u?dr = o(e,) .
As As

IA

Integrando por partes,

/ (Vn, VAU uzkoyn da

_ / (An) (Au) ua O da - / (Au) (V1. V (uz*0pn)) d

n

— [ @ @uyuatonds — [ (3w (90 0) sonds

— [ o) VaPde— [ (@) V(e Vo) da. (282)

Observe que temos,

<C | |Vul|Au|dz = o(en), (2.83)

As

/ (Au) (Vn, Vu) 20k dx

e que

/ u (Au) |Vn|* do| +

/n u (Au) V> (z, V) do

< C/ u|Vuldx. (2.84)
As

Utilizando as estimativas (2.83) e (2.84) acima na igualdade (2.82) e usando (2.80), obte-

mos que

/n (A (Vn, Vu)) uz*on dr = o(e,) ,

e que
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/ (Vn, VAu) ux*0yn dr = o(e,) .

Por 1ultimo, observe que temos,

/ o (A%) o dr = / (Bw) & (un o) dr
_ / (e 0hn) (Au)? d -+ / u(Au) A (naoyn) do
— 2 s (V (na*oem) , Vu) (Au) dz.
Observe que temos
A (nz*orn) | <C e |V (o) | < C.

Dai temos que

/ nu (A2u) ¥ 0y da

< C’l/ (Au)® da
As

+ C’g/ ulAu|dr + Cs [ |Vul|Au|dz .
As As

Assim obtemos que

/ nu (A%u) 2"y dx = o(e,) -

Usando essas estimativas acima em (2.78), obtemos que

/ A% (nu) %0y, (nu) dx = / n? (A%u) 2*Opudx + o(e,) .

Portanto, de (2.77) e de (2.85) a identidade de Pohozaeh (2.75) fica sendo

-4
/ n* (A%u) z*Opu dx + nT ul®udr = o(e,) .

Rn

A estimativa (2.86) acima utilizaremos no seguinte teorema.

(2.85)

(2.86)

Teorema 24. Seja (M, g) uma variedade compacta localmente conformemente flat de

dimensdo n > 8. Assuma que o tensor A = b’ g converge, para todo i = 1,....k, para o

tensor suave simétrico A® = big.

Considere o sistema em (2.73) em que (A(a)), € uma sequéncia de aplicagoes suaves
Ala) : M — MP(R), satisfazendo (2.74). Seja U, uma solugao de (2.73) que converege
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fracamente para Uy em H,f’Q(M). Entao Uy € nao trivial se b'g— A, € positiva ou negativa

definida, para algum 1.

Demonstracao. Queremos mostrar, sob as condi¢oes do teorema, que o limite fraco Uy é
nao trivial. Vamos assumir que Uy = 0 e chegaremos a uma contradicao.
Os U, formam uma sequéncia de Palais-Smale para o seguinte funcional energia (veja a

demonstracao do teorema da decomposigao em bubles, teorema 15):

J(U) = % /M (AU + G, U)) du, — /M F(U) dv, .

que esta definido em H EQ(M ). Como ja visto, a menos de subsequéncia, os U, possuem
uma decomposicao em bubbles.

Seja x € S, em que S é o conjunto dos pontos de blow-up. Como (M, g) é localmente
conformemente flat, podemos escolher 6 > 0 de forma que g é conforme a métrica flat
g = ¢_ﬁ g, em que ¢ é suave e positiva. Mais ainda, podemos escolher § pequeno o
suficiente tal que S N B(x,40) = {z}. Observe que na métrica Euclideana § = £, temos
que |Vul? = ¢ﬁ|Vu|§

Seja U, = ¢U,, isto é, u!, = ¢ul, parat = 1,..., k. Usamos a propriedade conforme do

operador de Paneitz-Branson PB,

#_
PB;(pu) = cp2 1PBg(u) ,

para qualquer funcao suave u e § = ¢_ﬁ g en > 5. O operador geométrico de Paneitz-

Branson PB, é definido por

-4
PByu = Aju — divg(Ay du) + (n 5 ) Qqu,
em que A, é o seguinte (2,0)-tensor simétrico suave

(n—2)%+4 4
A, = -2
1= =) —2) 9 T g R

R, e Ricg denotam as curvaturas escalar e de Ricci respectivamente e ), ¢ a Q-curvatura

1 n3 —4n? + 16n — 16
— AR
dn—1) e T

2
RQ—n_2|Ricg|2.

s = 8(n—1)2(n—2)2 ¢

Entao, por um calculo direto temos

A%l — ¢t divg ((bhg — Ag)did) + 2071 (blg — A)(Viih,, Vo) +

k
+ L g Y A ()il (x) = 0, F(U) | (2.87)
j=2

em que
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hgz—(”‘ )qsn 1Qr — 6% divy ((bg — A) o)

Seja 1 uma fungao corte em R com 1 = 1 na bola By(d) e n = 0 fora da bola By(24),
em que By(r) é a bola Euclideana com centro 0 e raio r. Consideramos 7i’, como uma
fungao definida em R™ e com suporte em By(26). Usaremos a identidade tipo Pohozaev:

—4 (A(nii))? do=0. (2.88)

/ © - V(i) A% (i)

Rn
Provamos o teorema por um célculo dos termos envolvendo a identidade acima. Calcula-

mos as parcelas em termos de €,, em que:

= /M VU, |? dv, . (2.89)

Observe que, dos lemas 21 e 22, para j = 0, 1,2, temos:

/ VUL dz = o(cq) :/ U, % da | (2.90)
Bo(26)\Bo(9) By(26)

em que £,'0(¢,) — 0 quando a — oco. Usando esta estimativa em (2.88) (conforme

fizemos anteriormente no inicio da segao, no lema 23), temos:

. . . —4 ) .
/ n? (x - Vah) al A%, dr + "T 2l A% dr = o(e,) . (2.91)
n R
Agora, multiplicamos a equagao (2.87) por nd’,, integramos sobre R™ e somamos sobre

1=1,...,k:

k

k
3 / LAY dr =Y [ et divg (AL — A,) dil) da
i=1 YR”

len

k
+ ZZ gblf:fn?ug (AL — Ay) (Va, V) dx + Z/ > dr +

+ Z/ oty (i) =2 | oF(U) de (29

2,j=1

Escrevendo gbn in?divg (A% — A,) dil,) como a¥0;ti,+b" Ok, em que a e b* sdo fungoes

suaves com suporte em By(2d). Integrando por partes temos:

/ ¢t Pl divg (bhg — A) dil) da

= - / prin? (bhg — Ay) (Vak, Vi) dx+ o(ea) . (2.93)
Rn
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Também, por Holder, observe que:

< C o |Vl | dx
Bo(29)

/ hi, (nii)? da

< S (vip+i)de
2 JBo(25)

Usando (2.90):

/ hi, (nii)? de = o(e,) = / ol (Vg — A,) (Vil, Vo) du
k
- | pra? A% (x) (al)” da. (2.94)
j=1

Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.92), obtemos:

Z / LA dr + Z o (bhg — A,) (Vith, Vi) da
- / PP F(U.) dz + o(es) - (2.95)

Tendo em vista o primeiro termo em (2.91), multiplicamos (2.87) por n? (V4, - x), inte-

gramos em R"™ e somamos sobre ¢ = 1,... k:

Z/ (z- Vi) A%, da — Z prtn? (- Val) divg (bhg — Ay) dil)) dx

len

k
+ 22 ¢n4n (Va, - z) (AL — Ay) (Vak, Vo) d:c+2/ hin? (z - Val,) al, do +
k

+ Z ¢%n2 (z- Vi) A% (x)d, dm—Z/ (z- Vi) O, F(U,) du . (2.96)

ij=17R"

Observe que, integrando por partes e usando (2.90), temos:

[ vty @) e =~ [ ) d+ o)

Assim,

/n n? (z - Vi) o; F(U) de = —— [ 7? (ﬂ;)Q# dx + o(e,) - (2.97)
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Novamente por (2.90) temos:

/nhf)n (z- V@) ade = o(e,) .

Também,

k
/ o (o Vi) S AL (0)ilde = o(c,)
R j=1

12—n

¢n i (z- Vi) (bhg — Ay) (Vil, Vo) dz = 60(e.),

quando |z| < 2§ no suporte do integrando e |e;'O(e,)| < C, independente de « e 6.

Procedendo como no caso (2.93) e usando o fato que a” = a/":

[0 i (b - ) did) do

n—2

= /¢>n84n (Vg — Ay) (Val, Vi) dx+ 60(g,) - (2.98)

2

Substituindo (2.97) e (2.98) em (2.96), obtemos:

A, (Vii, Vi) da

n

k
3 / 2 (2. Vi) A
i=1 Y R"

= —nk;/ 2 F(U,) dz + o(eq) + 00(c4) - (2.99)

Substituindo (2.99) e (2.95) em (2.91), obtemos:

Z/ prn? Ay) (Vul, Vb)) dvg = o(ga) 4+ 00(e,) . (2.100)
Voltando a variedade, consideramos 7 definida em M. Temos:

[ (bug = 43) (VUL VU, dy = ofea) + 80(ea).
M

Como b'g — A, tem sinal para algum 7, b’ g — A, tem sinal para « suficientemente grande.

Logo existe ¢t > 0 tal que:

/ |VU,|? dvy, = o(g,) + 60(c4), (2.101)
By (tx)

para d > 0 suficientemente pequeno e para « grande o suficiente. Agora somamos (2.101)
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sobre todos = € S e, usando o Lema 22, obtemos:

€a = 0(ea) + 00(g4) .

Dividindo por ¢, e tomando o limite quando o — o0, obtemos 1 < (4, em que C é

independente de §. Isso é uma contradicao quando ¢ é pequeno o suficiente.
O
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Capitulo

3

Desigualdade Vetorial Otima de Sobolev
de Segunda Ordem

3.1 Funcoes Extremais

A segunda desigualdade de L?—Sobolev Riemanniana vetorial afirma que,

para qualquer U € HE’Q(M):

< /M F(U)dvg)gi < A /M (AT du, +

4 BO/ (A ((V,0)*, (V,0)%) + Cle,U) dvy.  (3.)

é 6tima em relacao a primeira e a segunda melhores constantes de Sobolev,
no sentido em que nenhuma delas pode ser diminuida.
Como no final do capitulo anterior, supomos neste capitulo que
G : M x R¥F — R é uma funcao dada por Zﬁjzl A;juiu;, em que (A;;) é positiva
como forma linear e simétrica. Também supomos que A' = b;g, b; € R, para
i=1,...,k.
Seja £(A, F,G, g) o conjunto das apligoes extremais normalizadas por
[y F(U) dvy =1 associadas a (3.1). Enunciaremos a seguir os resultados sobre

compacidade de aplicagoes extremais para uma métrica fixada.

Teorema 25 (Existéncia e Compacidade de Aplicagoes Extremais). Seja (M, g) uma
variedade Riemanniana compacta e localmente conformemente flat. Suponha que n > 8 e
que, para algum 1 =1,... k,

big— A, >0 ou big— A, <0,

em que A, = %RQQ — ﬁRicg. Entao, a desigualdade (3.1) possui aplicagdo
extremal. Além disso, o conjunto E(A, F,G,g) é compacto na topologia C°.
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k

Demonstragao. Lembramos que estamos supondo que G(z,U) = Zi,j:l A;ju;u; para po-

dermos utilizar do resultado da compacidade e o (2,0)-tensor A* ¢ dado por b;g, b; € R.
No entanto, note que a demonstracao que se segue é valida para A sendo uma soma de
(2,0)-tensores A e G : M x R¥ — R uma funcio positiva, de classe C! e 2-homogeénea.
Seja U € H.*(M), entao:

F(U) dv, o <A, [ (AU dvg+By | (A((VU)#,(VU)#) + G(2,U)) du,.
(frorm)” <a [ I,

Seja (o) uma sequéncia tal que 0 < a < By e a« — By.

Considere agora o seguinte funcional definido em A:

Jo(U) —/M(AQU)2 dvg+a.A01/M(A ((VU)#,(VU)*) + G(z,U)) dv,,

em que

A= {U € H*(M) : / F(U) dv, = 1} :
M
Seja
Ao = inf J,(U).
UeA

Temos que A\, < ALO' Caso contrario terfamos:

1
aZ =
.AO

em que U € HY*(M). Se F(U) # 1, basta normalizé-lo, tomando ——~———U. De
(far F(U) dvg ) 27

Jo(U) > A

(3.2) temos:

w0
e

AO/ (AU)? dvg+a/ (A (YO, (VU)*) + G(z,U)) dvy > (/ F(U) dvg) :
M M M
o que é uma contradicao, pois 0 < a < By. Logo, temos que

Ao < — .
Ay

Definimos agora

A% = aA AL e Go = aAy'G .

Logo
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A — B, At A e Go — B,AG'G .

Observe que na hipdteses do teorema, A’ = 0’ g converge para A® = b’g. A condigao

Ao < Ayt implica que existe um minimizador U, € A, para A. Além disso, U, satisfaz o

sistema
2 i ~1 7 i VI S Aa
AU+ adyt divg (AL (Vuh)™) + §a~’40 0,Go(z,U,) = 2—#8iF(Ua).
Entdo temos que U, — Uy em H*(M), em que Uy = (ud, ..., uf). Portanto
20 1 —1 3 i i \# —1 A
A 'LLO + 580./40 leg (A ('LLO) ) + B()AO (91'Ga(l’, UU) = 2—#8ZF(U0) . (33)

Observe que A\, = A = A; . Usando que U, € A, obtemos
al_l}I}_loo MF(UQ) dvy, =1.

Na desigualdade

(/M F(Us) dvg);#E SAO/M<AgUa)2dUg+BO/M(A((VUQ)#,(VUQ)#) + G(z,Uy)) dv,

tomamos o limite quando o« — +00. Assim
liminf [ (A,Us)? dv, > Ayt
égligo/ﬂ4(g )" dvg > A,
Entao a afirmacao segue de
lim sup/ (AQUQ)2 dv, <limsup A\, < At
a—+o00 M a——+o00

Agora multiplicamos a equagao (3.3) acima por u)) e somamos de i = 1 a ¢ = k e, em
seguida, integramos. Do teorema 24 observe que Uy é uma extremal nao trivial e vale a

igualdade em (3.1) para Uy

(/M F(lo) d“g) - /M (8yU0)? duy+By /M (A(VU*. (VU0)* + Gl U)) dy,.

Pelo acima, observe que o conjunto £(A, F, G, g) das extremais com norma 1 é compacto.

[]

Como uma direta consequéncia do teorema anterior, temos os seguinte

resultados.



112

Corolario 26. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e localmente conforme-

mente flat. Suponha que n > 8 e que acontece uma das afirmagoes para algumi=1,...,k,

. n— 2 .
i. by > % R, e Ricg > 0 em (2.73).

.. n— 2 4 .
it. b; < % R, e Ricg < 0 em (2.73).

logo (3.1) possui aplica¢ao extremal.
Uma outra consequéncia do teorema acima é o seguinte.

Corolario 27. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de Einstein localmente
conformemente flat e, para algum i, b; < % . Entao (3.1) possui aplicagdo extre-

mal.



113

Capitulo

4

Consideracoes Finais

Faremos uma estimativa para segunda melhor constante da teoria vetorial
By(A, F,G, g) em fungao da correspondente da teoria escalar By(g). No que
segue, as funcgoes F' e G sao assumidas apenas continuas, homogéneas e
positivas.

Nestas consideragoes finais estamos supondo aqui que existe uma variedade
Riemanniana (), g) que nao possui extremal para a desigualdade escalar

6tima de Sobolev

< y Ju)?” dvg)ﬁ# < Ao(9) /M (A u)? dv, + By(g) /M (IVul? +u?) do, (4.1)

em que Ay(g) é a constante A, definida em (9) e By estd definida em (11).
Estamos adimitindo entao que existe uma fungao uy € H*?(M) nao nula tal

que

7
(/ luo|*” dvg) = Ao(g)/ (A uo)” du, +Bg(g)/ (IVuolZ + u?) dug
M M M

Comecamos esta secao com uma proposicaoo sobre estimativas para a
segunda melhor constante da teoria vetorial By(A, F, G, g) em fungao da
correspondente da teoria escalar 5y(g). Nossos exemplos e contra-exemplos

serao motivados por essas estimativas.

Proposicao 28. Sejm (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensaon > 5.
Para cada ty € SS7' tal que F(ty) = Mp, temos

Mz?#Bo(g)
max {c4, mg}

M?Bo(g)

< A F <
min {max,ey G(x,ty),Cat < By(4, F,G.9)

onde mg = ming, k-1 G e
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calVoul? < A; (Vyu)?#, (Vau)®) < Ca|Vaul®. (4.2)

Em particular, se existe to € S5 tal que F(ty) = Mp e Mg = max,en G(z,t0) e que a

condi¢do (4.4) abaizo seja satisfeita, entao,

Mﬁ’?Bo(g)
mg

BO(A7 FvGag) =

e, além disso, se

([ 1k ae,) ™ < aothoa) [ (@) o+ Balsbg) [ Tl i)l av,
M M M (43)

possui extremal, entao (1.25) possui extremal (com Bo(f,h,g) = Bo(1,1,9) = Bo(g)).

A condigio (4.4) € a sequinte:

Mg = mzjx\}(G(x,tO) < Cy e ca < mg (4.4)
Te
Demonstragio. Seja U € Hy?(M), temos

2
o 2
(/ F(U) dvg>2 < M;#AO/ (AU)? dv, +
M

M

+ By(A F,G,g) / (A ((V,U)*,(V,U)*) + G(z,U)) dv,

Assim, tomando U = uty, com v € H**(M), obtemos:

o e
(/ ke dvg) < Ao/ (Ayu)? dv, + My " By(A, F,G, g) maXG(x,to)/ lul? dv,
M M zeM M
+ BO(A,F,G,g)M;Q#CA/ IV ul® dv,
M
< Ao/ (Agu)2 dv, +
M

+ BO(A,F,G,g)M;T# min{maxG(x,to),C’A}/ (|Vgu|2+]u|2) dvg,
M

zeM

Pela definigao de By(g), encontramos entao:

M?B0(9>
min {max,cn G(x,tg), Ca}

BO(A7 F? G7 g) >

Por outro lado, temos da demonstracao da proposicao 8:
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2

F
</ F(U) dvg) < M Ao/ (A,U)? dvg—l—m/ G(x,U) dv,
M M mag M

% /MA ((VoU)*, (V,U)F) do,

< M;#AO/ (A,U)? dv, +
M

S

2
Bo(g)Mz"
max {:771(;, (3‘4:} M

- (A ((V,U)F,(V,U)F) + G(z,U)) do,

para todo U € H,fg(M) Entao, pela definigdo de By(A, F, G, g), temos:

2
Mﬁ# Bo(g)

B
= max {ca, mc}

IN

O

Exemplo 1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao

n > 8 tal que

n®>—2n—4
_ o=y
Bo on(n—1) " By ()

e (4.3) possui extremal.
Seja G: M xRF 5 R, G(z,t) = SF

ij=1
nao-negativas tal que A4;,;, > 0 nao depende de x e A;; > A;,;, para algum i.

A;j(x)|t;]|t;| onde A;; sao fungoes continuas

Temos:

k
Aigio [t <7 Au@)[til® <) Aij(@) [t It5]
i=1 i

Assim, mqg = Ajy, -

Seja F : R* — R uma funcao continua, positiva e 2#*-homogénea tal que
F(e;,) = MF onde ¢;, é o ip-ésimo elemento da base canénicca de R*. Entao,

pela proposigao 28:

2

Mﬁ# Bo(g)

BO(A7F7G79): A

1020

Seja up € H**(M) uma fungao extremal de (4.3). Entao U = ype;, é uma
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extremal de (1.25). Note que a regularidade de F' nao foi necessaria.

Exemplo 2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao

n > 8 tal que

_n*—-2n—4

By(g) = m/lo Ry(z)

e (4.3) nao possui extremal.

Seja G : M xRF - R, G(z,t) = Zijzl A;i(x)|t;]|t;| onde A;; sao fungoes continuas

nao-negativas tal que A;,;, > 0 nao depende de = e A;; > A,,;, para algum .

10%0

Temos:

k
Aigio [t <~ A(@)[tal> < Aij() [t |11
i=1 i.j

Assim, mg = Ay, -

Seja F : R* — R uma funcao continua, positiva e 2#*-homogénea tal que
F(e;,) = My onde ¢;, é o iy-ésimo elemento da base canénicca de R*. Entao,

pela proposicao 28:

Suponha, por contradi¢ao, que existe uma aplicagao extremal de U, de (1.25).
O (2,0)-tensor A’ satisfaz eqrefcCA. Entao
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BO(A7F7 G?.g)/ (A ((VQUO) (v UO Z Al]|u |u0|> dUg
M i,7=1

7 o
_ ( / P(UL) dvg) _ ME* A, / (A,U)? do,
M M

2 F : # 2
M;#Z( / \u;m@g)“’ Sy e
i=1 WM M
k

2 k . 2 . .
A4;#/h(g)jizl[;pﬁgu;) dvg4—ﬂ4;#limg)j£:l[;O‘7gum2-+|USV)2 dvg
=1

=1

IN

IN

- M}%#Ao/ (AQU()) dUg
M
5 k
oF i i12)2
VF Buo) / (Vg2 + [ 2)? dv,
M B M B
MER) [ 5 4 i v, + 12 Do) Z/ ZA’ (T, (Tt} ) v,

zozo ij=1

Mﬁ& .
) CA}/ (Z AU]uOHuO\JrZA (Vgup)#, (Vgup) )) dvg

Zolo? i,j 1

IN

IN

IN

Isto implica que

a | 3 a L
S ([ 1k )T = @Y [ (@) av, +
i=1 Y M i=1 /M
+ BO(Q)/ <Z|V9u2|2+2|uf,|2> dvg (4.5)
M\ i=1 i=1

Independentemente, segue da desigualdade de Sobolev 6tima escalar classica,
(4.1), que

i # i\2 i i
([ e, ) ™ < anto) [ Q) do,+ Bula) [ (9,0 4 i) vy 4

M

para cada i = 1,..., k. Logo, de (4.6) e (4.5), existe j € {1,....k} tal que u! # 0 e,

([ 1 o)™ = auta) [ (@,0d)” dey+ Bata) [ (9 + 1)
M M M

o que contradiz a hipétese inicial de que (4.4) nao possui extremal.



118

4.1 Consideracoes Finais

Varios trabalhos tém sido dedicados ao estudo de desigualdades de Sobolev
6timas ao longo dos tultimos 30 anos. Isso se deve principalmente a sua
conexao com alguns problemas geométricos e analiticos importantes. De

fato, tais desigualdades estao relacionadas, por exemplo, com o problema de

Yamabe, desigualdades isoperimétricas e propriedades de nao colapsamento

do fluxo de Ricci. Uma teoria escalar de melhores constantes associadas a
desigualdade de Sobolev classica foi entao desenvolvida em paralelo ao
estudo de alguns problemas geométricos. Resultados importantes sobre a
validade de desigualdades de Sobolev 6timas, existéncia ou nao-existéncia de
fungoes extremais, caracterizacao e compacidade de fungoes extremais foram
obtidos nas ultimas décadas. Inicialmente, o foco foi para equagoes de ordem

2 principalmente por causa do problema de Yamabe. Mas em anos recentes

varios autores tém estudado equagoes de quarta ordem e operadores do tipo

Paneitz-Branson.

Toda a teoria escalar de melhores constantes, incluindo nossos resultados
compacidade de funcoes extremais, se coloca naturalmente a um contexto
vetorial. Parte dessa tese foi entao dedicada a teoria vetorial de melhores
constantes. Observamos que alguns fatos conhecidos da teoria escalar sao
facilmente estendiveis ao caso vetorial. Por outro lado, outros fatos se
mostraram mais complexos e exigiram o desenvolvimento de ferramentas
disponiveis apenas no contexto escalar. Além de contribuir com essas
ferramentas, fornecemos também condicoes suficientes para a existéncia de
aplicagoes extremais. Também foram estabelecido um resultado de

compacidade de aplicagoes extremais.

Embora a teoria vetorial de melhores constantes, desenvolvida até aqui, ja
estende muito do que ha na teoria escalar, algumas questoes surgem nesse
novo contexto. Por exemplo, fornecemos uma condicao suficiente para a
existéncia de aplicagoes extremais, com F e G de classe C'. A partir dos
exemplos e contra-exemplos apresentados na segao anterior, esperamos que
alguns resultados sejam validos para funcoes F' e G apenas continuas.
Acreditamos também em resultados mais gerais de nao-existéncia de
aplicagoes extremais que dependam apenas da geometria e nao das funcgoes F
e (G, como mostrado no exemplo 2 da segao anterior. Para isso, a introducao
da nogao de aplicagoes criticas forneca um caminho nesta direcao
(similarmente ao caso de segunda ordem escalar). Outra questao

interessante é a seguinte:

Dadas fungoes F' e G, podemos garantir que (3.1) possui aplicagao extremal

se, e somente se, existe t; € Sé“_l, com F(ty) = Mp , tal que existe funcao
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extremal?
O exemplo 2 da secao anterior mostra que de fato isso ocorre em um caso
particular. Entretanto, nao esta claro que isso ocorra em geral.
Para finalizar, listamos outras questoes que surgem a partir dos resultados

dessa tese.

(a) Existe uma variedade Riemanniana tal que nao existe extremal para
(1.17)?

(b) Para quaisquer fungoes F' e G, existe uma métrica h conforme a métrica

dada g tal que (3.1) possui aplicagao extremal?

(c) Como garantir a existéncia de extremais para uma variedade Riemanni-

ana qualquer?
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