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Resumo

Este trabalho examina cinco métodos numéricos para buscar os autovalores de matrizes
quadradas: Método das Poténcias, Quociente de Rayleigh, Algoritmo QR, Algoritmo
Dividir e Conquistar e Método de Jacobi. As derivacoes, procedimentos, e vantagens de

cada método sao discutidas e comparadas.

Discute-se a modelagem do problema de crescimento populacional por faixa etédria e ainda
a modelagem do problema de frequéncia natural de um circuito elétrico. Para resolver o
primeiro problema, se aplica algoritmos elaborados para o uso em matrizes nao-simétricas,
ja para resolver o segundo se utiliza algoritmos desenvolvidos para o uso em matrizes

simétricas.



Abstract

This work examines five numerical iterative methods for computing the eigenvalues and
eigenvectors of matrices: Power Method, Rayleigh Quotient, QR Algorithm, Divide and
Conquer and Jacobi Method. The derivations, procedure, and advantages of each method

are briefly discussed and compared.

A model for the problem of population growth by age group and also a model for the
problem of the natural frequency of an electrical circuit are discussed in this work. To
solve the first problem, applies algorithms developed for use in non-symmetric matrices,

now for the second problem using algorithms developed for use in symmetric matrices.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de encontrar autovalores e autovetores surge em uma variedade de aplicagoes
nas mais diversas areas como mecanica quantica, processamento de imagens, analise de

vibragoes, mecanica dos solidos, estatistica, entre outras.

Neste trabalho analisamos cinco métodos numéricos que funcionam por repetidamente
obter aproximacoes para os autovalores, e podem ser encerrados no momento em que as
aproximacoes alcancarem um grau adequado de precisao. Os métodos examinados foram
o Método das Poténcias, o Quociente de Rayleigh, o Algoritmo QR, o Algoritmo Dividir e

Conquistar e o Método de Jacobi, os quais apresentamos seus procedimentos e vantagens.

Diversos estudos foram realizados sobre o assunto, e para maiores esclarecimentos citamos
em especial o livro do Watkins [Wa 02], o qual foi a fonte bésica para o desenvolvimento

deste trabalho.

O Capitulo 1 apresenta uma breve revisao de Algebra Linear necesséria para compreender
os conceitos que serao discutidos posteriormente. No Capitulo 2, os métodos numéricos
sao apresentados e estudados em detalhes, assim como seus respectivos algoritmos. Fi-
nalmente no Capitulo 3 apresentamos duas aplicagoes da busca de autovalores: Projegao

Populacional e Analise de um circuito LC.

Para os fins deste trabalho, restringimos nossa atencao as matrizes quadradas.



1.1 Fatos basicos sobre autovalores e autovetores

Nesta secao analisaremos alguns fatos fundamentais relacionados a Algebra Linear, mais
especificamente a autovalores e autovetores, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos
seguintes. As provas de alguns dos resultados nao serao feitas, mas em todo o texto ficara

evidente a referéncia para obter tais justificativas.

E comum distinguir vetores de escalares escrevendo os vetores em negrito, neste trabalho

utilizaremos esta notacao.

Definigao 1.1 Consideremos uma matriz A € C™". Um vetor v € C" é chamado um

autovetor de A se v# 0 e Av € um maultiplo de v, ou seja, existe um A € C tal que
Av = v (1.1)

O escalar \ é chamado um autovalor de A associado ao autovetor v.

Observemos que se A é um autovalor de A associado ao autovetor v, todos os multiplos
nao nulos de v sao também autovetores associados a A, entretanto cada autovetor possui

um unico autovalor associado a ele.

Frequentemente, precisaremos trabalhar com vetores de norma unitaria. Isto é sempre

possivel, uma vez que dado um autovetor v de A, o vetor v = (H—}]“) v é também um

autovetor de A associado ao mesmo autovalor de v, e ||v|| = 1.

Definicao 1.2 O conjunto dos autovalores de A é o espectro de A e é denotado por

o(A).

Definigao 1.3 Os autovetores de A associados a um autovalor \ sao 0s vetores nao-nulos
que satisfazem Av = \v. FEquivalentemente, os autovetores associados a \ sao os vetores
nao-nulos no espago-solug¢ao de (A — A)v = 0. Este espago é chamado de auto-espago

de A associado a ).

Definicao 1.4 Dada uma matriz A € C™", se pudermos encontrar uma matriz B € C™"
tal que
AB=BA=1,



entdo diremos que A ¢é tnvertivel ou nao-singular ¢ que B € a inversa de A. Caso

contrdrio, diremos que A é nao-invertivel ou singular. Usaremos a notacao B = A™L.

Defini¢ao 1.5 Se A e B sdo matrizes quadradas, dizemos que B é stmilar (ou seme-

lhante) a A se existe uma matriz C nao-singular tal que:
B=C"1AC,

e dizemos que B foi obtida de A por uma transformacao de semelhanca.

Definicao 1.6 Dizemos que uma matriz A é diagonalizdvel, se ela é similar a uma

matriz diagonal.

Definicao 1.7 A transposta de uma matriz A € R™", denotada por AT, é a matriz obtida

escrevendo-se as linhas de A, em ordem, como colunas, isto €,

- - T - -
a1y a2 ... Qip aipr agr ... Qpi
921 a92 ... Qopn a12 a922 ... Qp2
A pu— pr—
ap1  Ap2 ... Qpp Aip  QA2p ... Anp

Definigao 1.8 Seja A € R™". Definimos a matriz A = (@), como sendo a matriz

conjugada de A.

As operagoes de transposicao e conjugacao comutam para qualquer matriz complexa A,
isto 6, (A)T = (F) Usa-se a notacao especial A*, para a transposta conjugada de A.

Note que se A é real, entao A* = AT,

Defini¢ao 1.9 Uma matriz quadrada A € R™" ¢ chamada simétrica se AT = A e

anti-simétrica se AT = —A.

Observacao 1.1 No caso complexo, matrizes que satisfazem A* = A sao denominadas

Hermitianas.



A seguir apresentaremos alguns resultados que nos serao uteis, mais a frente. O teorema

a seguir resume alguns fatos basicos da Algebra Linear.

Teorema 1.1 Se A € C™" entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) Eriste A1 .

(b) Nao existe y # 0 tal que Ay = 0.

(c) As colunas de A sao linearmente independentes.

(d) As linhas de A sao linearmente independentes.

(e) det(A) # 0.

(f) Dado um vetor qualquer b, existe exatamente um vetor x tal que Ax = b.

Para maiores detalhes ver, por exemplo, [AnRo 01].

Definicao 1.10 Uma matriz quadrada na qual todas as entradas acima da diagonal prin-
cipal sao zero é chamada triangular inferior ¢ uma matriz quadrada na qual todas as
entradas abaizo da diagonal principal sao zero é chamada triangular superior. Uma

matriz que € triangular inferior ou triangular superior é chamada triangular.

Teorema 1.2 (Decomposicao QR) Se A é uma matriz mxn com vetores-coluna line-

armente independentes, entdo A pode ser fatorada como
A=CQR,

onde Q € uma matriz mxn ortogonal, (QTQ = I), no caso real, (unitdria, (Q*Q =I), no

caso complexo) e R é uma matriz nxn triangular superior nao-singular.

Para detalhes sobre a demonstragao do Teorema 1.2 ver, por exemplo, [De 97].



Observacao 1.2 Se A € C™" ¢ uma matriz unitdria, em particular, A* = A",

Teorema 1.3 Dizemos que A € um autovalor de A € C™" se, e somente se,

det(A\] — A) = 0.
Demonstragao: Sejam
aj; ai2 ... Qip I
921 22 ... Qop i)
A - v =
An1 Ap2 ... App Tn

A Equagao 1.1 pode ser reescrita como Av = AMwv ou (Al — A)v = 0. Escrevendo esta

equacao explicitamente, temos:

A — a1 —a12 —A1p T
—Qa21 A — a92 ... —Qon T2
—Qy1 —Upy ... A —Qpp Tn 0
Fazendo,
A — ai — Q12 —ad1p
—a921 A — asy ... —A2p
B =
—Qp —Qpy . A — Qpp
temos o sistema
Bv=0. (1.2)

Assim, se v é um autovetor com autovalor A\ associado, entao v é uma solug¢ao nao nula
da Equacgao 1.2. Portanto pela parte (b) do Teorema 1.1, a matriz B é nao-invertivel, ou
singular. Logo, pela parte (e) do mesmo Teorema, detB = det(A — A) = 0. B fécil ver

que a reciproca é verdadeira. O

Definicao 1.11 A equacdo
det(AI—A) =0 (1.3)
¢ chamada equagao caracteristica de A, os escalares que satisfazem esta equacdo sao

0s autovalores de A. Quando expandido, o determinante det(A\ — A) € um polinémio de

grau n, na varidvel A que € chamado polinémio caracteristico de A.



Corolario 1.1 Uma matriz quadrada A é nao-singular se, e somente se, 0 nao for um

autovalor de A.

Demonstragao: Suponhamos que A seja uma matriz quadrada nao-singular. Pelo Teo-
rema 1.1 temos que det(A) # 0, mas det(A) # 0 é equivalente a det(A—0I) # 0, onde [ é
a matriz identidade nxn. Sendo assim, pelo Teorema 1.3, 0 nao é uma raiz do polinémio

caracteristico de A (ou seja, 0 ndo é um autovalor de A).

Reciprocamente, suponhamos que 0 nao seja um autovalor de A. Pelo Teorema 1.3 temos
que det(A — 0I) # 0, ou seja, det(A) # 0. Entao, pelo Teorema 1.1 A é nao-singular.
O

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, (ver, por exemplo, [ViAvSoBuFeFa 05]) sabemos
que toda equagao polinomial de grau n tem n raizes complexas, entao A tem n autovalores,
alguns dos quais podem ser repetidos. Se A é uma matriz real, o polinémio caracteristico
tem coeficientes reais. Mas as raizes deste polindmio, nao sao necessariamente reais, assim
uma matriz real pode ter autovalores complexos. E por isso que faz sentido trabalharmos

com os numeros complexos desde o inicio.

Teorema 1.4 Se uma matriz real possui autovalores complexos, entao o conjugado desses
autovalores também serao autovalores da matriz, ou seja, se A = a+ i (o, 5 € R) é um

autovalor de A € R™", assim também serd o complezo do conjugado X = a — fi.

Teorema 1.5 Seja A € R™" tal que seu polinomio caracteristico tenha um par de raizes
complexas N\ e Ag. Entao se w = u + iv é um autovetor tal que Aw = \jw, u e v sao

vetores de R™ linearmente independentes.

Agora é o momento de destacar um fato importante a respeito das matrizes reais. Seja
A € R™" e suponhamos que ela possua um autovalor real A\. No sistema homogéneo
(M — A)v = 0, os coeficientes da matriz A\ — A so reais. O fato de A\ — A ser singular
implica que o sistema (A — A)v = 0 admite solugao real e nao trivial. Nés concluimos

assim que todo autovalor real de uma matriz real possui um autovetor real associado.

Existem alguns tipos de matrizes para os quais os autovalores sao 6bvios. O teorema a

seguir podera ser muito util mais tarde.



Teorema 1.6 Seja T € C™™ wuma matriz triangular (superior, inferior ou diagonal).

Entdao os autovalores de T sao as entradas na diagonal principal tiq,tss, ..., thn.

Demonstragao: Como T é uma matriz triangular, A\l — T" também é. Sabendo que o
determinante de uma matriz triangular T' é dado por ty1t9s...t,,, Ou seja, o produto das

entradas na diagonal principal, temos que o polinomio caracteristico de 1" é

Onde as raizes sao obviamente t11, ..., t,,, ou seja, os autovalores de T O

A seguinte generalizacao do Teorema 1.6 também é bastante ttil.

Teorema 1.7 Seja A uma matriz triangular em blocos

An A .o A
A— A22 e Agm
Amm

Entao o conjunto de autovalores de A, contando multiplicidade algébrica, € igual a unido

dos conjuntos de autovalores de Ai1, Asa, ..., A -

Demonstragao: Como A\ — A é triangular em blocos,

Assim, o conjunto de raizes do polinomio caracteristico de A é igual a uniao das raizes

dos polinomios caracteristicos de Aq1, Asa, ..., Avm. O

Embora A tenha sido descrita como uma matriz triangular superior em blocos, o resultado
é, obviamente, valido para uma matriz triangular inferior em blocos ou para uma matriz

diagonal.

Teorema 1.8 Se A\, A, ..., \p sao autovalores de A associados aos autovetores vy, Vs, ..., Vg,

e se N\ # \j, para i # j, enlao v1,va, ..., Vg Sao linearmente independentes.



Demonstragao: Faremos indug¢ao no nimero k de elementos do conjunto vy, va, ..., Vg,
tal que A(v;) = A\jv;, onde \; # A, para i # j e v; # 0. Se k = 1, o resultado é
6bvio, mostraremos que o resultado é valido para k = 2. Suponhamos, por absurdo, que

Vg = Qv1, entao:
AUy = A(’Uz) = A(Oé’l]l) = CYA(’Ul) = a\MUL = ANV = A = A\

E chegamos a um absurdo, logo v; e vy sao linearmente independentes e o resultado é
valido para k = 2. Suponhamos que seja verdadeiro para k — 1 vetores e consideremos o
caso de k vetores. Seja

a1V1 + QU + ... + v = 0, (1.4)

aplicando A em (1.4), obtemos:
a1 Avy + agAvs + ...+ arAvg, = 0.
Mas Av; = \jv;. Assim,
Q1A1V1 + Qo AoVs + ... + ap A\ v = 0. (1.5)
Por outro lado, multiplicando (1.4) por A, obtemos:
AeQ1V1 + AoV + ... + A\pagvg = 0. (1.6)
Subtraindo (1.5 e 1.6), concluimos que
(A — Mp)agvr + (Mg — Ap)agva + .. + (A1 — Ap)agp_10k—1 =0

Como \; — A\ #0,Vi=1,2,....k — 1, a hipdtese de inducao garante que a; = 0 para
i€1,2,...,k—1. Substituindo em (1.4), concluimos que oy = 0 e que vy, V3, ..., Vg SA0

linearmente independentes. U

Definigao 1.12 Dizemos que uma matriz A € C™" é semi-simples se existe um con-

gunto de n autovetores linearmente independentes de A.

Corolario 1.2 Se A € C™ possui n autovalores distintos, entao A € semi-simples.

Demonstragao: Sejam vy, vs, ..., v, autovetores associados aos n autovalores distintos
de A, entao pelo Teorema 1.8, vy, vs,...,v, sdo linearmente independentes. Logo A é

semi-simples. O



Defini¢ao 1.13 Se A € uma matriz quadrada, entao o trago de A, denotado por tr(A),

€ definido pela soma das entradas da diagonal principal de A.

Teorema 1.9 Se A € uma matriz quadrada, entao o trago de A € a soma dos autovalores

de A e o determinante é o produto dos autovalores de A.

Teorema 1.10 (Teorema dos Discos de Gershgorin) Seja A = [a,;] onde A € C™"

n
RT = Z |arj|.
j=1

i
J#ET
Entao, todos os autovalores X de A se encontram na unido dos discos definidos no plano

e

complexo por
|z —a| < R., m=1,2,3,...,n,

tais discos sao chamados discos de Gershgorin.

Demonstragao: Seja A um autovalor de A. Entao existe um vetor nao nulo v tal que
Av = ). (1.7)

Suponha que a r-ésima coordenada de v tenha o maior valor absoluto, podemos normalizar
v de modo que
vl = (v, 09, o U1, 1, Vi1, ey V) (1.8)
onde
vl <1 (i #r). (1.9)

Observemos que a r-ésima coordenada do vetor (1.7) é Av,., entdo temos:

n

Zarjvj = v, = A\ (1.10)
j=1
i
Portanto,
n n n
N = e <Y lanjvgl <Y langlog] < lang| = Ry, (1.11)
j2r j#r i
ou seja,
|/\ - arrl S Rr‘

Como nao sabemos qual r é apropriado para cada autovalor, e um mesmo r pode servir
para varios autovalores, tudo o que podemos afirmar é que os autovalores estao na uniao

dos discos de Gershgorin. O



Teorema 1.11 Se uma uniao de k discos de Gershgorin forma uma regido que € disjunta

dos n — k discos restantes, entao existem exatamente k autovalores de A mesta regiao.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [Wi 65].

A uniao dos discos de Gershgorin é conhecida como a regiao de Gershgorin. Observe
que enquanto nao podemos em geral afirmar com certeza que cada disco de Gershgorin
possui um autovalor, o Teorema 1.11 nos permite fazer tal conclusao desde que os discos de

Gershgorin sejam dois a dois disjuntos. Para maiores detalhes ver, por exemplo, [Wi 65].

1.2 Interpretacoes geométricas

Vimos que se A é uma matriz nxn, entao um vetor nao-nulo v em R" é chamado um

autovetor de A se Av é um multiplo escalar de v, ou seja,
Av=)\v

para algum escalar A. O escalar \ é chamado de um autovalor de A e dizemos que A é

um autovalor associado a v. Mas geometricamente, o que isto significa?

Em R? e R3, a multiplicagao por uma matriz A manda cada autovetor v de A (se houver)
sobre a mesma reta pela origem que v. Dependendo do sinal e da magnitude do autovalor
A associado a v, a transformagao linear Av = A\v comprime ou estica v por um fator A,

invertendo o sentido, no caso de A negativo (Figura 1.1 retirada de [AnRo 01]).

(@0=h=1 (byh =1

/ 8

W W
-1<h=0 (dA=-1

Figura 1.1: Av = \v
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Consideremos agora trés casos em que analisaremos o efeito de transformarmos vetores

por meio de algumas matrizes.

Caso 1: Seja
A p—

2 0
0 1]

Observemos que se v é um autovetor de A correspondente ao autovalor A, entao todo
multiplo nao nulo de v também o é. Logo, basta considerarmos o efeito de A sobre
os vetores unitdrios. Temos que v; = (1,0) e v2 = (0,1) sdo autovetores de A, cujos
autovalores associados sdo, respectivamente, A\; = 2 e Ay = 1. Sabemos que em R?, o
conjunto de todos os vetores unitarios pode ser identificado com o circulo unitario, cujos

vetores sao escritos na forma:
v = cos(t)vy + sen(t)v,
A imagem do circulo unitério seré:
Av = cos(t)Avy + sen(t) Ave

Av = cos(t)\jv1 + sen(t) Ao

uma elipse cujo semi-eixo maior tem o comprimento |A\jv1| = |[\| = 2 e cujo semi-eixo

menor tem o comprimento |[Avs| = |Ae| = 1 (Figura 1.2).

A
SEGE S

Figura 1.2: Imagem do circulo unitario

Caso 2: Seja
0 1
A= )
-1 0
Seus autovalores sao Ay =7 e Ay = —i. O autovetor wy associado a \; é:
1 0 - 0
wy = +1 ] 3 ’lf)l = [ V2 + 1 1 ] .
0 1 v

11



Notemos que o autovetor wsy associado a Ay é:

w1 = []03)

1 [0
Temos dois vetores e; = [ 0 ] e ey = . ] que sao linearmente independentes e cons-

tituem a base canonica B = (e, ez) do i)lano R%. Observemos que

0 1 _ cos% seng
-1 0 —sen™ cosT |’

2 2

A:

ou seja, a matriz A é a matriz de rotacao de 7 (rotacao no sentido horario).

A2Wa2 A1

A
(LA s
NG

Figura 1.3: Imagem do circulo unitario

Caso 3: Seja

A:

2 4
4 2|

A matriz A tem dois autovalores reais e distintos \; = 6 ¢ Ay = —2. A eles estao

associados, respectivamente, os autovetores ortogonais:

oo [1) |

Geometricamente a aplicagao da matriz A estica os vetores na direcao de vy por um fator
de 6 e os vetores na direcao de vy por um fator de —2. Como qualquer vetor pode ser
decomposto nestas direcoes temos a descricao geométrica da acao de A sobre qualquer

vetor de R%. Aplicando a matriz A no circulo unitdrio, obteremos como imagem uma

12



A1D1

Figura 1.4: Imagem do circulo unitério

elipse conforme indicado pela Figura 1.4.

Vimos entao uma interpretacao geométrica para os autovalores e autovetores de uma
matriz em R2. Analisemos agora a relacao existente entre o problema de autovalores e

equacgoes polinomiais.

1.3 Equivaléncia entre problemas de autovalores e

equacoes polinomiais

Vimos que encontrar autovalores de A é equivalente a encontrar as raizes da equacao
polinomial det(A] — A) = 0. Portanto, se temos uma maneira de encontrar as raizes de
uma equacao polinomial arbitraria, entao, em principio, podemos encontrar autovalores
de uma matriz arbitraria. O préximo teorema mostra que o inverso também é verdade:
Se temos uma maneira de encontrar os autovalores de uma matriz arbitraria, entao, em

principio, podemos encontrar as raizes de um polinomio arbitrario.

Um polinomio arbitrario de grau n tem a forma g(\) = by + by A + baA? + ... + b, A", com

13



b, # 0. Se dividirmos todos os coeficientes de g(A) por b, obteremos um novo polinémio
p(A) = ag+a A +a A2+ ... +a, \" (a, = 2—:) com as mesmas raizes de ¢(\) e ainda monico,
ou seja, seu coeficiente lider a,, = 1. Uma vez que sempre podemos substituir a equacao
polinomial ¢(\) = 0 pela equagao equivalente p(A) = 0, é suficiente considerarmos os

polinomios monicos.

Definigao 1.14 Seja p(\) = ag + ay A + aos\* + ... + a, \* um polindmio monico de grau

n. Sua matriz companheira ¢ definida como

[ —Qp—1 —0p—2 —0QAp-3 ... —0a1 —Qp |
1 0
A= 1 0o |,

uma matriz nxn com a primeira linha dada pelos simétricos dos coeficientes de p (a
exce¢ao do coeficiente lider, que € sempre = 1), subdiagonal igual a 1 e as outras entradas

1quaLs a Zero.

Teorema 1.12 Seja p(\) = ag + e\ + ax\* + ... + a, A" um polinémio monico de grau n
e A sua matriz companheira. Entao o polinomio caracteristico de A € p. Assim, as raizes

de p(A\) = 0 sdo autovalores de A.

Demonstragao: Faremos inducao no grau n do polinomio p. Para n = 1, tem-se que

p(A) = A+ ap e A= —ay. Entao,
det(A[; — A) = X+ ap = p(N).

Suponhamos que seja verdade para n—1 e provemos para n. Sejan > 2, entao precisamos
calcular det(A,, — A) e para isto o expandimos com relagao a tltima coluna, usando a

regra de Laplace.

[+ Ap—1 Qp—o Gp_3 ... dg
—1 A
det(A, — A) = det -1 A
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(1 ) ] _)\—i-an_l po ... Q9 al_
-1 A —1 A
= (—1)%apdet + (=1)""* Xdet
—1 A -1 A
i —1] i -1 A

Usando a hipétese de inducao, temos que:
det( A, — A) = (=1)2ao(—1)" " + (=1)" " Nay + ag) + ... F ap A2+ A"

det(M\, — A) = (=1)"™(ag + a1 A + axA® + ... + a, ") = (=1)"p(N).

Entao esta provado que det(A — A) = p(A). a

A conclusao deste teorema é muito importante, pois nos fornece uma maneira de encontrar
os autovalores de uma matriz arbitraria. E esta ¢ uma necessidade comum, pois os modelos
matematicos de muitos problemas de engenharia, por exemplo, sao sistemas de equagoes
diferenciais lineares. E as solugoes destas equagoes sao muitas vezes expressas em termos

de autovalores e autovetores das matrizes destes sistemas.

1.4 Sistema de equacoes diferenciais

Muitas aplicacoes de autovalores e autovetores surgem a partir do estudo de sistemas
de equagoes diferenciais lineares. Resolvermos tais sistemas, de n equagoes (de primeira
ordem) com coeficientes constantes, significa encontrarmos n fungdes continuamente di-

ferenciaveis x1, ..., z, : R = R que satisfagam o sistema:
/
7 = a1+ ... + a7, + by

/
Lo = Q2171 + ...+ a9nx, + b2

/
T, = Qp1%1 + .. + AppTy + by

Definindo a fungao x : R — R” por x(t) = (x1(¢) ... z,(t))", verificamos que esse sistema
pode ser escrito na forma

' =Ax+b (1.12)
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em que &’'(t) é o vetor obtido derivando-se cada uma das coordenadas do vetor x(t) e
b= (b ... b,)". Um passo importante na resolucao de sistemas, da forma @’ = Az — b, é

resolver o sistema homogeéneo associado, ou seja,
x’ = Ax. (1.13)

Sendo assim, a partir de agora nos concentraremos na solugao de tais sistemas. As vezes,

estaremos interessados em encontrar uma solugao de (1.13) que satisfaga a condigao inicial
w(t0> = X
em que xy ¢ um vetor de R™, neste caso estaremos lidando com um problema de valor

inicial.

Teorema 1.13 O problema de valor inicial

' = Ax
ﬂ:(to) = Xg

possut, no mdzrimo, uma solucao.

Para demonstracao deste Teorema, ver, por exemplo, [Sa 11].

Uma abordagem comum para a resolucao de equagoes diferenciais lineares é comecar por
procurar solugdes que possuam uma forma particularmente simples. Portanto, vamos
buscar solugoes da forma

xz(t) = g(t)v (1.14)
onde ¢(t) é uma fungdo arbitraria de ¢t ndo nula, e v é um vetor constante nao nulo.
Substituindo (1.14) em (1.13) obtemos:

ou

(1.15)

g'(t)
g(t)

Como v e Av sao vetores constantes, temos que deve ser constante. Sendo assim,

existe uma constante A (real ou complexa) tal que:

=\ (1.16)



Logo,
Av = \v.

O vetor nao nulo v para o qual existe A tal que Av = Av é chamado de autovetor de A.
E o ntimero A é chamado de autovalor de A associado a v. Até agora, mostramos que, se
x(t) é uma solucao de =’ = Az, entdo v deve ser um autovetor de A e ¢(t) deve satisfazer
a equacao diferencial (1.16), onde A é um autovalor de A associado a v. Observemos que

ao considerarmos a equacao diferencial % = A com ¢(0) = ¢ temos:

= [In(g(2))]".

Integrando ambos os membros desta equagao em relagao a t, obtemos

/ Mt — / lin(g(#))]'dt

A +k = In(g(t))

e/\t—i-k — 6ln(g(t))
eMet = g(t).

At

Fazendo e* = ¢, g(t) = ce, o que demonstra a existéncia de solucdo. Pelo Teorema 1.13

esta solugao ¢ unica.

Por outro lado, se v é um autovetor de A com autovalor A\ associado, entao

x(t) = g(t)v = ceMv

¢ uma solucao de &’ = Ax, o que pode ser facilmente verificado. Assim, cada autovetor
de A d& origem a uma solucao de (1.13). Agora, suponhamos que A (matriz nxn) tem
um conjunto de n autovetores vy, ... ,v, linearmente independentes com n autovalores

associados Ai ... \,. Entao, para constantes cq, cs, ..., ¢y,

A

x(t) = cre’Mtvy + vy + o+ i, (1.17)

é uma solucao de @’(t) = Az, fato este que é verificado utilizando o Principio da Super-

posi¢do (para maiores detalhes, ver, por exemplo, [Sa 11]).

Defini¢ao 1.15 Sejam xq,xo, ..., x, solugdes do sistema (1.13). Consideremos a matriz
X (t), cujas colunas sao os vetores €1(t), ..., n(t). Definimos o Wronskiano W (xq, ..., €y)(t)

das solugoes a1, ..., Ty por
W(xy, @2, ..., xn)(t) = detX(t).
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Dizemos que as solucoes xq,xa, ..., Xy, sao linearmente independentes, se
W(xy, xa,...,xn)(t) #0 Vi €R.

Caso contrdrio, as solugoes sao linearmente dependentes.

Teorema 1.14 Se a matriz A é diagonalizdvel, entdo a solu¢ao geral do sistema de

equagoes diferenciais lineares de primeira ordem x'(t) = Ax €

A

x(t) = cre™Mvy + 2™y + ...+ cpeto,,

onde v1,Va, ..., U, SG0 0s n autovetores linearmente independentes de A associados aos

respectivos autovalores A1, \a, ..., A, (nao necessariamente distintos) de A.

Demonstracao: Vamos mostrar que dada qualquer solucao x(t) de (1.13), x(t) =
cieMtoy + coetvg + ..+ ce’Mto, para valores apropriados de ¢y, ¢a,...,c,. Seja t =
to € R e seja & = x(tg). Queremos determinar se existe alguma solu¢do da forma
x(t) = creMtvy +epe*?vg+.. 4 et ty, que também satisfaga a condigao inicial & (ty) = €.

Em outras palavras, queremos saber se existem valores cq, ¢s, ..., ¢, para os quais

1My + 00y + L+ e, =€, (1.18)
ou,
CleAltO’Ul(l) + ...+ Cne/\ntovl(n) = El
(1.19)
cle’\lto’vn(l) + ...+ Cnekntovn(n) = €n

A condigao necesséria e suficiente para que as equagoes (1.19) possuam uma tnica solugao
c1,Ca, ..., Cp € exatamente que o determinante da matriz dos coeficientes, que é o wrons-
kiano W(xq, Ta, ..., x,](t) (x; = eilv;, i = 1,....,n) no ponto t, seja diferente de zero.
Em primeiro lugar, note que a funcao exponencial nunca se anula. Segundo, como os
autovetores vy, ..., v, sao linearmente independentes garante-se que W(xy, T2, ..., &, |(t)

nao se anula em t = t; e, portanto existe uma unica solugao de (1.13) da forma

A

1My + Mg + .+ cpeto,

que também satisfaz a condicao inicial. O

Apoés esta discussao sobre sistemas homogéneos de equagoes diferenciais lineares, nos

concentraremos em encontrar a solucao do sistema nao homogéneo

' = Ax +b.
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Teorema 1.15 Seja z uma solucao particular do sistema nao homogéneo ' = Ax + b.
Sejam x1(t), ..., T (t) solugdes do sistema homogéneo correspondente tais que 1(0), ..., 5 (0)

sao L.I. Entao a solugao geral do sistema nao homogéneo é:

x(t) =z + @1 (t) + ... + cpn(t).

Demonstragao: Sejam x(t) uma solu¢ao qualquer e z uma solucao particular do sistema
nao homogéneo, entao y(t) = x(t) — z é uma solucdo particular do sistema homogéneo

associado &’ = Az, pois
y'(t)=a'(t)— 2 = Ax(t) + b— (Az + b) = A(z(t) — z) = Ay(t).

Assim, se x1(t), ..., xn(t) sdo solugoes do sistema homogéneo correspondente tais que

21(0), ..., 2, (0) sdo L.I entao pelo Teorema (1.13) existem constantes ¢y, ¢a, ..., ¢, tais que
y(t) =x(t) — z = c1x1(t) + ... + ch@n(t)

x(t) =z + cx1(t) + ... + crpn(t).

Portanto se A é diagonalizavel, a solucao geral de um sistema de equacoes lineares nao

homogéneo pode ser escrita como

A

x(t) = z + Moy + vy + .+ ey,

onde vy, va, ..., v, 880 0s n autovetores linearmente independentes de A associados aos
respectivos autovalores A1, Ag, ..., A, (ndo necessariamente distintos) de A e z uma solugao

particular do sistema nao homogeéneo.

1.4.1 Circuito RLC

Os circuitos equivalentes as redes elétricas com as quais trabalhamos consistem basica-
mente em trés componentes lineares passivos: resistores, capacitores e indutores. Um
exemplo da ocorréncia de equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes é a
sua utilizacao como modelo de fluxo de corrente elétrica em circuitos RLC. O circuito

RLC consiste de uma fonte de tensao E em série com um resistor R, um indutor L e um
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R L
WW—TO0

E(t) — C

Figura 1.5: Circuito RLC

capacitor C', de acordo com a Figura 1.5. As andlises apresentadas nesta secao poderao

ser encontradas em [AlSa 03].

A corrente elétrica I medida em amperes, é uma funcao do tempo ¢. A resisténcia R (em
ohms), a capacitancia C' (em farads) e a indutancia L (em henrys) sdo todas constantes
positivas que supomos conhecidas. A tensao aplicada F (em volts) é uma fungao do
tempo dada. Uma outra quantidade fisica que entra na discussao é a carga total @ (em
coulombs) no capacitor no instante ¢. A relagdo entre a carga ) e a corrente I é

_ 4@

1==% 1.2
= (1.20)

O fluxo de corrente no circuito é governado pela segunda lei de Kirchhoff: Em um circuito

fechado, a tensao aplicada € igual a soma das quedas de tensao no resto do circuito.

De acordo com as leis elementares da eletricidade sabemos que:

e A queda de tensao no resistor é I R.

e A queda de tensdao no capacitor é %

e A queda de tensao no indutor é L%.

Portanto, pela lei de Kirchhoff,

dI
L=+ RI +ve = E(t). (1.21)

Como a corrente através do capacitor é proporcional a taxa de variacao da queda de

tensao no capacitor (v¢), obtemos:

1 =c%e. (1.22)



Assim, o sistema de equagoes diferenciais de 1* ordem formado por (1.22) e (1.21) pode

ser colocado na forma matricial:

“]_[-8 -4][ 1
w7l 0 ]l

Alternativamente, sistema (1.23) de 1* ordem pode ser colocado como uma equagao dife-

+

: E(t). (1.23)

rencial de 2* ordem, bastando para isto substituir (1.22) em (1.21):

Ben d
¢+ RCZC 4y (1.24)

E(t)=1L
() =LC dt? dt

Agora consideremos o comportamento auténomo do circuito (sem entrada externa), ou
seja, E(t) = 0. Nesse caso, o circuito é excitado pela energia inicialmente armazenada no

capacitor e no indutor. Logo, a equacao diferencial (1.21) pode ser expressa por:

P1 Al @I Rdl 1
— et L 1.2
0= LC e T RO T =0 T T T et (1.25)

cuja forma geral é dada por:

d*I dl
— 4+ 20— I =0, 1.26
az T T (1.26)
onde:
a = 2 ¢ o fator de amortecimento do sinal i(t), medido em s~*,

w = \/ é a frequéncia natural sem amortecimento, medida em md

T = 2“ é o periodo de oscilagao, medido em s.

Para resolvermos essa equagao diferencial de segunda ordem (1.25), precisamos de duas
condicoes iniciais:
dl

1
=0 = —Z(Rfo + vc(0))

Observemos que ¢é possivel transformarmos uma EDO de ordem n em um sistema EDO

de 1% ordem com n equagoes e para isto, primeiramente definimos x(¢) como variavel de

z1(t) I(t)
x(t) = [ng(t) ] = [ 1() ]

Podemos entao expressar a EDO (1.26) de 2* ordem em um sistema de EDO de 1* ordem:

x’l(t)]:[ 0o 1 ] [:cl(t)]' 127
3(t) ~zc¢ —1 ) [ %)
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Vamos escrever

0 1
LC L
O polinémio caracteristico de A é
R 1
A=A+ A+ — 1.2
ou
A=A+ 20\ + Wi, (1.29)

sendo que as constantes R, L e C sao positivas. A equagao quadratica (1.28) ainda é cha-
mada de equagao caracteristica da equagao diferencial (1.25), pois suas raizes (autovalores)

ditam as caracteristicas de I. Os dois autovalores de (1.29) sao:

M =—a+/a?2—wi e =—a—/a?—wi (1.30)

Assim sendo, a resposta natural de um circuito RLC série é

I(t) = creMt + cpe™?t,

- . . o dI(0
na qual as constantes ¢; e ¢z sdo determinadas a partir dos valores iniciais de I(0) e o)

dt
[Ma 06].

A partir da equagao (1.30), podemos inferir a existéncia de trés tipos de solugao, as
quais identificam o comportamento do circuito do ponto de vista do amortecimento, que
¢ a perda gradual de energia inicialmente armazenada, evidenciada pelo decréscimo da

amplitude da resposta. O efeito de amortecimento é devido a presenca da resisténcia R.

1. Caso superamortecido (autovalores reais). Se a > wy teremos A > 0 e haverd
dois autovalores reais, \; = —a++/a? — w3 e Ay = —a— /a2 — Wi, em que Ay < \; < 0.

Observemos ainda que a matriz A é diagonalizavel, pois

—1
1 1 N0 1 1
A Mo 0 A AN\ '

Logo, pelo Teorema (1.14) a resposta seré:

A=

I(t) = c1eMt + ey,

a qual decai e se aproxima de zero com o aumento de t. A Figura 1.6 ([AlSa 03]) ilustra

uma tipica resposta superamortecida.
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Lo &

—

=
=

Figura 1.6: Caso superamortecido

2. Caso limite ou critico (autovalores iguais). Se o = wy teremos A = 0 e
o autovalor A = —a terd multiplicidade 2. Observemos ainda que a matriz A nao é

diagonalizavel. De fato,

P Ao A1
M=l e w [T e |
L

L

tem ntcleo de dimensao 1. Portanto, é possivel mostrar que a resposta natural de um
circuito com amortecimento critico é a soma de dois termos: uma exponencial negativa e

uma exponencial negativa multiplicada por um termo linear, ou seja,
I(t) = (CQ + Clt)eiat.

Para maiores detalhes ver, por exemplo [AlSa 03]. Uma tipica resposta do amortecimento

critico é mostrada na Figura 1.7 ([AlSa 03]).

3. Caso subamortecido (autovalores complexos). Se o < wy teremos A < 0 e

havera uma par de autovalores complexos conjugados

A =—a+y/—(wE—a?) = —a+ jw, (1.31)

—
o
~—

X = —a — 4/ — (W —a?) = —a — jwy, (1.32)

onde j = v/—1ews = /—(wi — a?), a qual é chamada frequéncia amortecida. A resposta
natural é

I(t) = cre”@TIwal 4 gy Iwat,
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I{t] A

Y

Figura 1.7: Caso critico

Usando a identidade de Euler

e = cosh + jsend, e 7% = cosh — jsend,

obtemos

I(t) = e™[(c1 + c2)coswat + j(c1 — c2)senwqt].

Subtituindo as constantes (c¢; + ¢o) e j(c1 — ¢o) pelas constantes d; e dy respectivamente,
temos:

I(t) = e *[(dycoswat + dasenwqt].

Com a presenga das funcoes seno e cosseno é evidente que a resposta natural para este

caso é exponencialmente amortecida e oscilatéria, por natureza. A resposta possui uma

1

constante de tempo - e periodo T = i—’; A Figura 1.8 ([AlSa 03]) mostra uma resposta

tipica subamortecida.

A
I(t)

Figura 1.8: Caso subamortecido

Uma vez que a corrente I(t) do indutor tenha sido determinada no circuito RLC série,
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como mostrado, as outras grandezas, como as tensoes individuais dos elementos podem
ser facilmente determinadas. Sendo assim, dado um circuito RLC série, em que R =
409, L = 4H e C = %F podemos determinar se a resposta natural é superamortecida,

subamortecida ou critica. Para isto vamos escrever

0 1 0 1
1 R
L _E ~1 —-10

A

Neste caso, facilmente verificamos que os autovalores da matriz A € R*? sao
A1 = —0.1010 e Ay = —9.8990.

Logo, concluimos que o sistema é superamortecido.

Observemos que ao contrario do exemplo acima, ao trabalharmos com matrizes de ordem
maior, torna-se dificil calcular seus autovalores usando o polinomio caracteristico. Sendo

assim, faz-se necessario o uso dos chamados Métodos Numéricos.

1.5 Necessidade de Métodos Numéricos

Concluimos pelo Teorema 1.12, que o problema de encontrar autovalores e o de encontrar
raizes de uma equacao polinomial sao equivalentes. Embora os algoritmos que iremos
desenvolver nao fagam uso direto dessa equivaléncia, ela tem uma importante implicacao
tedrica. Encontrar raizes de uma equacgao polinomial é um velho problema que tem atraido
o interesse de grandes mentes. Em particular, no inicio do século XIX, Neils Henrik Abel
foi capaz de provar que nao existe uma férmula geral para as raizes de uma equagao
polinomial de grau n se n > 4. Segue-se que nao ha uma férmula geral para encontrar os
autovalores de uma matriz nxn se n > 4 (ver, por exemplo, [Ha 78]). Este fato motiva a

utilizagao de métodos numéricos para determinar os autovalores de uma matriz nxn.

Métodos numéricos podem ser divididos em duas grandes categorias: diretos e interativos.
Um método direto é aquele que produz o resultado em um nimero finito de etapas. Todas
as versoes da eliminacao Gauss para resolver Ax = b sao métodos diretos. Por outro lado,
um método iterativo é aquele que produz uma sequéncia de valores aproximados que
converge para a solucao verdadeira do problema. Cada etapa ou iteracao do algoritmo
produz um novo valor aproximado. Em principio, esta sequéncia ¢ infinita, mas na pratica

nao podemos rodar o algoritmo para sempre. Paramos de roda-lo uma vez que tenhamos
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produzido uma aproximacao que seja suficientemente boa e que estamos dispostos a aceita-
la como a solucao. O numero de iteragoes que sera necessario para chegar a este ponto

normalmente nao é conhecido antecipadamente, embora muitas vezes possa ser estimado.

O Teorema de Abel mostra que nao ha métodos diretos para resolver de modo geral o
problema de calcular autovalores. Sendo assim, todo método para calcular autovalores de

uma matriz A de ordem maior que 4 é necessariamente um método iterativo.

1.5.1 Complexidade dos algoritmos

Nesta se¢ao introduziremos os conceitos basicos relacionados aos algoritmos. Comecemos

com a defini¢cdo de um algoritmo, encontrada em [Da 10].

Definicao 1.16 Um algoritmo é um conjunto ordenado de operagoes, logicas e aritmé-
ticas, que quando aplicadas a um problema computacional definido por um dado conjunto
de dados, chamado wnput data, produz uma solucao para o problema em wm nimero

finito de passos.

Neste trabalho, por uma questao de conveniéncia e simplicidade, muitas vezes descreve-
remos no decorrer do texto os algoritmos por meio de pseudocddigos, que é uma forma
genérica de escrever um algoritmo, utilizando uma linguagem simples sem necessidade de
conhecer a sintaxe de nenhuma linguagem de programacao. Entretanto, em anexo apresen-
taremos a implementacao de alguns dos pseudocédigos. Tais implementagoes foram feitas
pelo aluno Magno Tairone de Freitas Severino, do curso de Mateméatica Computacional
da UFMG, para isto utilizou a linguagem C+-+. A execugao desses algoritmos foi feita
em um computador com processador Pentium Dual T3400 2.16GHz e 2.98 GB de RAM.

Uma propriedade desejavel de um algoritmo é a eficiéncia, que esta relacionada com o
tempo gasto para executd-lo. Em geral este tempo depende de dois fatores: a velocidade
de processamento e o ntimero de operagoes que o algoritmo executa. A velocidade dos
processadores estd aumentando a cada dia, de modo que os avancos tecnologicos naturais
ajudam a reduzir o custo de execucao dos algoritmos. Contudo o nimero de operagoes
requeridas nao é uma questao de tecnologia, mas sim do proprio algoritmo que estamos

utilizando. Assim a escolha do algoritmo correto para resolver um problema pode ter
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implicagoes financeiras importantes.

Na linguagem computacional uma operagao aritmética (+, —, X, =) entre dois nimeros
reais é denominada FLOP (Floating Point Operations). Isto porque, os computadores
armazenam os nuimeros reais como aproximacoes numeéricas denominadas floating-point
number ou niudmeros ponto-flutuantes (para maiores detalhes ver, por exemplo,
[He 02]). O ntimero total de flops necessarios para resolver um problema é denominado
custo da solucao. Determinando o menor custo possivel para resolver um tipo de pro-
blema, temos a medida da dificuldade inerente para resolver tal problema. Quando o
custo de um algoritmo é igual ao menor custo possivel, o algoritmo é 6timo para a medida
de custo considerada. Vale ressaltar que podem existir véarios algoritmos para resolver o
mesmo problema. Se a mesma medida de custo é aplicada a diferentes algoritmos, entao

é possivel comparé-los e escolher o mais eficiente.

Para medir o custo de execucao de um algoritmo é comum definir uma funcao de custo ou
funcao de complexidade f. Pode ser considerada em termos de tempo de execugao
(complexidade de tempo) ou em termos de espaco de memdria utilizado (complexidade
de espago). Em ambos os casos a complexidade é medida de acordo com o tamanho dos
dados de entrada (n). Entretanto, estamos mais interessados em calcular a complexidade
de tempo de um algoritmo. Esta complexidade na realidade nao representa diretamente
o tempo de execugao do algoritmo, mas a relacao entre o tamanho da entrada de dados e

o numero de operagoes que serao executadas.

Existem trés perspectivas para analise de complexidade:

e Melhor caso: complexidade de resolver a melhor instancia do problema de tama-

nho n.

e Caso médio (ou caso esperado): complexidade para resolver o problema de tama-

nho n na média.

e Pior caso: complexidade de resolver a pior instancia do problema de tamanho n.

Neste trabalho nos restringimos a analise do pior caso. Esta opcao foi escolhida uma vez
que o tempo gasto pelo algoritmo no pior caso é o limite superior do tempo de execucao

para uma entrada qualquer (para maiores detalhes ver, por exemplo [Zi 10]).
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Observemos que o parametro n fornece uma medida da dificuldade para se resolver o
problema. Para valores suficientemente pequenos de n, qualquer algoritmo custa pouco
para ser executado, mesmo os ineficientes. A escolha do algoritmo nao é um problema
critico para problemas de tamanho pequeno. Logo, a andlise de algoritmos ¢é realizada
para valores grandes de n. Estamos assumindo ainda o comportamento assintético do al-
goritmo, ou seja, a complexidade expressa uma tendéncia a um limite a medida que cresce
o tamanho dos dados de entrada do problema. Supoe-se que a quantidade de dados a ser
processada é suficientemente grande para essa tendéncia se evidenciar. O comportamento

assintotico de f(n) representa o limite do comportamento do custo quando n cresce.

Definigao 1.17 Uma func¢dio f(n) domina assintoticamente outra funcao g(n) se

existem duas constantes positivas ¢ e m tais que, para todo n > m, temos |g(n)| < c|f(n)].

Definicao 1.18 (Notagao de “O grande”) g(n) = O(f(n)) (lé-se: g(n) é de ordem
f(n)) se, e somente se, existem constantes positivas ¢ e m tal que g(n) < cf(n) para todo

n>m.

A partir dessa defini¢ao, quando dizemos que o tempo de execugao T'(n) de um algoritmo é

O(n?), significa que existem constantes c e m tais que, para valores de n > m, T'(n) < cn?.
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Capitulo 2

Determinacao Numeérica de

Autovalores

Aparentemente, determinar os zeros da equagao caracteristica (1.3) seria a forma mais
facil de se calcular os autovalores de qualquer matriz. No entanto, esse método depende do
calculo do determinante, o que para matrizes grandes é impraticavel. Além do mais, nao
existem férmulas para se calcular solugoes analiticas de equagoes polinomiais de grau maior
que quatro, como indicado, por exemplo, pelo Teorema 25.1 de [TreBa 97]. Portanto, a
maneira que temos é utilizar métodos que calculam valores aproximados, isto é, métodos
que produzam bons ntmeros que convirjam rapidamente na direcao dos autovalores e

autovetores. E sao alguns destes métodos que analisaremos a seguir.

2.1 O Método das Poténcias

O Método das Poténcias consiste em determinar o autovalor dominante de uma matriz A €
C™™ e seu correspondente autovetor, sem a necessidade de determinar o polinémio carac-
teristico associado. Podem surgir complicacoes caso a matriz A nao possua autovetores
linearmente independentes, sendo assim, para simplificar nossa analise nesta se¢ao assu-

miremos que A é semi-simples (ver Definigao 1.12).

Definicao 2.1 Seja A € C™ uma matriz semi-simples e sejam A1, Ao, ..., A\, seus auto-
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valores e v1, Vg, ..., Uy, seus correspondentes autovetores. Suponhamos que os autovalores
sao ordenados de forma que |A\1| > |Xa| > ... > |\u|. Se M| > |Aa|, A1 € chamado de

autovalor dominante e v, é chamado de autovetor dominante de A.

. . . . , .
Se A tem um autovalor dominante, entao podemos encontra-lo e também o seu corres
pondente autovetor, sendo que para isto utilizaremos o Método das Poténcias. A ideia

basica deste método consiste em escolher um vetor g € C" e formar a seguinte sequéncia:
g, Aq, A%q, Aq, ... (2.1)

Para calcular essa sequéncia nao é necessario obtermos explicitamente as poténcias de A.
Cada vetor da sequéncia pode ser obtido multiplicando-se o vetor anterior por A, ou seja,
Aitlg = A(Alq).

Definigao 2.2 Uma sequéncia (x;) tem o limite L e escrevemos

lim z; = L
Jj—o0

se para cada numero € > 0 existir um correspondente inteiro J tal que
|z; — L| <€ sempreque j > J.

Se lim;_,o x; existir, dizemos que a sequéncia converge (ou é convergente). Caso

contrdrio, dizemos que a sequéncia diverge (ou é divergente).

Vamos mostrar que a sequéncia (2.1) converge, em certo sentido, para o autovetor domi-

nante, para quase todas as escolhas de q.

Definicao 2.3 Em geral, diz-se que uma sequéncia x; que converge para T, converge

linearmente se, existe um numero r, 0 < r <1 tal que

- Men-al
5 oy — ]

Isto significa que ||xj41 — x| = ||z; — x| para j suficientemente grande. O ndmero r €

chamado de razao de convergéncia da sequéncia.
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Teorema 2.1 Sejam A € C™ e A\, g, ..., A\, seus autovalores e vy, Vg, ..., Uy SEUS COT-

respondentes autovetores. Suponhamos que |Ai| > |Xo| > ... > |\,|. Consideremos as
sequéncias
f Al
q,Aq, A’q A’q,.. ¢ gq;= /\—jq
1

onde q € C" e pode ser escrito como:
q = C1,1 + CoUg + ... + C U,

com c; constantes quaisquer e ¢ # 0. Entao:

A+
lim g

— = \1.
j—00 qu 1

Além disso, quando j — 00, q; tende ao autovetor que possui Ay como autovalor associado.

Demonstracgao: Por hipdtese temos
q = C1V1 + CUg + ... + CpUp.

onde ¢ é diferente de zero. O argumento que se segue é valido para todo g tal que ¢; # 0.

Multiplicando g por A, nés obtemos:
Aq = c1Avy + o Ave + ... + ¢, Av,,

Aq = Cl)\l’vl + CQ)\Q’UZ + ...+ cn)\n'vn.

Similarmente:

A’q = cl)\fvl + cz/\gvz + ...+ cn/\ivn

E em geral:

Alg = cl)\{vl + 02)\§v2 + o N vy, (2.2)

Como ¢; # 0, podemos reescrever (2.2) da seguinte maneira:

Alg =\ b2’ M)’
qg=M\N|avi+c N vy + ...+ N Uy, (2.3)

Como \; é o autovalor dominante, as fracoes f\‘—f, - i—?

e, portanto suas poténcias vao para zero quando j — co. Assim,

sao todas menores que 1 em médulo

A+
lim g

lim = (2.4)
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Falta mostrar que g; tende ao autovetor que possui A\; como autovalor associado, mas

c ﬁ j'v +...+¢ ﬁ j’u
2 )\1 2 n )\1 n

para isto observemos que:

lg; — croa | =

< el (22 Proal e | (32 el
el || = v et e [ 2 Vp,
s leell | 3 2 N
Ao |’
< (leaf ozl + oo + leal lvall) |3
1
Tomando C = (|ca| ||v2]| + ... + |¢n| ||Vn]]), nds temos
Nl
lg; — av1]| < C " j=1,2,3,.. (2.5)
1
Desde que [Ay| > ||, segue que |32| — 0 se j — 0o e entdo, ||g; — c1v1]| — 0. Portanto,

para valores suficientemente grandes de j, g; ¢ uma boa aproximacgao para o autovetor

c1v7 associado a A;. O

Observagao 2.1 No Teorema 2.1 foi feita a hipotese que ¢y # 0, ou seja, que o vetor
inicial tem componente nao-nula na dire¢ao de v1. Se ¢c; = 0 e |[Xo| > |Ni| para i =
~ . ., 1o . AT+l
3,4,...,n, entao, teoricamente, q; convergird para um muiltiplo de va elim;_, A]—qq = \o.
Na pratica, no entanto, apds algumas iteragoes os erros de arredondamento introduzem

. ~ . Aj+1q
uma componente na dire¢ao de vy e portanto, g; — c1v1 e lim;_, Iq = AL

O Método das Poténcias funciona mesmo quando os autovalores de A satisfazem
/\1 = /\2 =..= /\T e |/\1| > |)\Z|, 1=1r+4+ 1, e n.

Neste caso, teriamos

, , Aog ) A\
Alq =)\ (01111 + cov2 + ... F U G ( H) Vpy1 + ... ¢y (—) vn> .

A1 A1
Assim,
Aitl q
lim — = )\
j—o00 qu
e como vy, Vg, ..., U, 840 autovetores associados ao mesmo autovalor Ay (A} = ... = \;)

q; — (c1v1 + cova + ... + ¢,v,) quando j — o0,
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que ¢é ainda um autovetor associado a A;. No entanto, se existirem autovalores diferentes
mas com o mesmo modulo, o processo iterativo falha, ou seja, as iteragoes sucessivas

oscilam. Consideremos, por exemplo, o caso em que
Ay ==X\ € |)\1| > |/\z‘7 1= 3, cey M.

Neste caso temos,

. . . A2\ A\
qu = )\{ (61’01 + (—1)302'02 + c3 ()\—j> v3+ ...+ ()\—1> ’Un> (26)

Nty — it j A\ 2\
qg=2 vy — (—1) cove + ¢3 N vs + ...+, N v, (2.7)

A2 — \IT2 j A\ AN
q = A} c1v1 + (—1) CoV2 + C3 )\—1 V3 + ... + ¢ )\—1 Un (28)

o que mostra que os vetores oscilam.

No caso de existirem dois autovalores dominantes que sejam complexos conjugados, Ay =
A1, pode-se determinar, no limite, coeficientes b e ¢ tais que A2 + b\ +c¢ =0 tem A\ e Ay

como raizes (veja, por exemplo, [Wi 65]).

A partir de (2.5) percebemos que o nimero ||g; — ¢;v1|| fornece uma medida do erro nesta

aproximacao e que a magnitude desse erro diminui em um fator ’\—f a cada iteragao.
Portanto a razao /A\_l ¢ um importante indicador da taxa de convergéncia. Vemos que a

velocidade de convergéncia do Método das Poténcias pode ser muito lenta se a diferenca
entre A\; e Ay nao for muito grande, uma situagao frequentemente encontrada na pratica. O

Método das Poténcias geralmente exibe uma convergéncia linear com raio de convergéncia
A2

32 (ver, por exemplo,[He 02]). E para obtermos A; com uma precisao €, em cada

T =

passo calculamos aproximagoes para A\; usando (2.4). O teste do erro relativo para cada

Componenle de )\17 iStO é:
k+1 k

<€, (2.9)
k+
)\g b

podera ser usado como critério de parada.

Na pratica, nao ¢ possivel exibirmos a sequéncia g;, porque nao sabemos A; com antece-

déncia. Por outro lado, é impraticével trabalhar com a prépria A’7q, porque ||A7q|| — oo
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se |[\| > 1e||A%q|| — 0se |\;] < 1. A fim de evitarmos esta situagao, devemos empregar
algum tipo de escala. Assim, deixamos qo = q e definimos:

Oj+1

qj+1 = (2.10)

onde o;y; ¢ algum fator de escala conveniente. Uma simples e conveniente estratégia
é tomar 041 = max|(Ag;)|, ou seja, uma componente de Ag; cujo médulo é o maior
possivel. O efeito dessa escolha é que a maior componente de cada g; é 1, e esta sequéncia

converge para um autovetor dominante, cuja maior componente é 1. De fato, observemos

que
Aqo
q1 = ——
01
_ Aq o A’qqo
qQ2 = — = .
g9 0109
Em geral, ‘
A’ qo
q; = .
01...05

Como consideramos qo = @, temos que:

Alg N Ao\ A\’
q; = = Civy +C | — ) vaot+ ...t | — | v .
01..0§  01...0; A1 A1

Pelo fato de ' 4
Ao\’ A\’
Cc1V1 + ¢ | — Vo +...+¢Cp | — Vn | = C11
)\1 /\1

quando j — 00 e g; ser uma sequéncia unitdria que possui uma subsequéncia convergente

ver, por exemplo, St 04 s concluimos que q; converge para uin vetor unitario na dire(;éo
J g
de V1. Além diSSO, de (210) temos

Agj = 0j11qj41.
Tomando o limite em ambos os lados concluimos que
Avy = (lim 0j41)vy,
j*)OO

logo
lim 0j+1 = )\1. (211)

j—00
Sendo assim, na pratica para obtermos o autovalor dominante A; de uma matriz A e o

qu
Tj+1

onde

correspondente autovetor usando o Método das Poténcias, usaremos gj41 =

;41 = max]|(Ag;)|.
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ALGORITMO 2.1 (Método das Poténcias) [De 97] (pdgina 154)

Dado xq iniciamos as iteracoes:

1=20

repetir
Vi1 = Ax;
Tip1 = ”Z::i” (autovetor aprozimado)
5\i+1 = x} Az (autovalor aprozimado)

Até convergir.

As iteracoes do Método das Poténcias sao relativamente baratas. O custo da multiplicacao
da matriz A, nxn, por q; é 2n? flops. A operagao de normalizagao requer um trabalho de
somente O(n) flops, de modo que o custo total de uma iteragao do Método das Poténcias
¢ de cerca de 2n? flops. Assim, m iteracoes custarao 2n?m flops. Vale ressaltar que esta
contagem assume que A nao ¢ esparsa. Se A é esparsa, o custo de se calcular Ag; serd

consideravelmente menor do que 2n? (ver, por exemplo,[Wa 02]).

Agora é necessario compreendermos geometricamente o que ocorre em cada iteragao. Para

1,8 Q4] [—Q5
e v =

isto consideremos

A—
0,4 1,2 1

Para j = 0,1, ..., 8 calculemos A’z e tracemos a reta por 0 e Az, deste modo poderemos
observar o que acontece quando j fica cada vez maior. Ao calcularmos os autovalores de
A obtivemos A\ = 2 e Ay = 1, sendo ainda v; = (2,1) um autovetor associado a A;. O
auto-espaco associado a A1 é formado por todos os multiplos escalares de vy, que é a reta

que passa por vy e pela origem. Agora calculando explicitamente A’z para j = 1,2, 3,

1,8 04][1] [22]
0,4 1,2 ||1] |16

1.8 04[22 4.6
Az = A(Ax) = | ’ ’ ="
0,4 1,2 8

1.8 0,4 4,6 9.4
APz = A(A%x) = ’ ’ ’ - ’
0,4 1,2 || 2,8 5,9

Calculos analogos completam a Tabela 2.1.

obtemos:

Ax =
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j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1,0l [2,2] [4,6] Jfo,4] [19,0] [38,2] [76,6] [153,4] [307.0
Lol |16 2,8 52| [10,0] [19,6] 38,8 77,2 154,0

Tabela 2.1: Vetores A’x

AJ

8

Os vetores x, Az, A’x e Az sao mostrados na Figura 2.1, os outros vetores ficam
grandes demais para serem apresentados. No entanto, foram tracados raios indicando a
direcao desses vetores. Na verdade, sao as direcoes que nos interessam, e nao os vetores
em si. As retas parecem estar se aproximando da reta que representa o auto-espago gerado
por v, a medida que j aumenta. Mais precisamente, o angulo determinado por A’z e a

reta determinada por v; tende a zero quando j — oo.

*2

Vi

Figura 2.1: Vetores x, Ax, A%z e Az e direcoes de Az, ..., A%x.

1,8 0,4

0,4 1,2
quando j = 8, obtendo assim uma estimativa do autovalor dominante A; e de um autovetor

Neste momento, aplicaremos o Método das Poténcias a matriz A =

] , parando

associado vy. Vimos que na pratica, como nao conhecemos A; nao poderiamos reescalonar

AT
M
modo que sua maijor componente seja 1. Utilizando (2.10) a sequéncia resultante (z;)

Alx usando T; = e assim encontrar c;v;. Mas podemos reescalonar cada A’z de
vai convergir para um multiplo de v; cuja maior componente é 1. E através de (2.11)

encontraremos Aj.

A evidéncia numérica da Tabela 2.2 sugere que (o;) tende para 2 e (x;) tende para
(1,0.5). Se assim for, entdo A\; = 2 é o autovalor dominante e v1 = (1,0.5) é um autovetor
correspondente, o que pode ser facilmente verificado. A Figura 2.2 mostra a sequéncia

apresentada na Figura 2.1 de forma reescalonada.
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j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1

" [1] [O,?Q?S][0,6087][0,5532][0,5263”0,5131”0,5065][0,5032”0,5016]

Az, [2,2] [2,0909”2,0435][2,0213][2,0105”2,0052”2,0026][2,0012”2,0006]

1,6 | |1,2728 || 1,1304 || 1,0638 || 1,0316 || 1,0157 || 1,0078 || 1,0038 || 1,0019

o; 2,2 2,0009 2,0435 2,0213 2,0105 2,0052 2,0026 2,0012 2,0006

Tabela 2.2: Método das Poténcias aplicado a matriz A.

)

164

084

064

0.4+

024

V4

Mdltiplo de v,

1.8 2 22 %4

Figura 2.2: Representacao geométrica dos dados da Tabela 2.2.

O Método das Poténcias deve ser aplicado se o objetivo é determinar o autovalor domi-

nante de uma matriz. Se todos os autovalores sao procurados devemos aplicar outros

métodos que sao muito mais eficientes. Em alguns problemas, o mais importante é a

determinacao do autovalor de menor valor absoluto. Para isso dispomos da estratégia que

apresentaremos na secao 2.1.1.

2.1.1 Meétodo das Poténcias Inverso

Continuamos assumindo que A € C™" é semi-simples com autovetores vy, va, ..., v, li-

nearmente independentes e autovalores associados organizados da seguinte forma:

M| > ol > > M-
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O Método das Poténcias permite apenas encontrar o autovalor dominante. Para obter o
menor autovalor de A, se A for nao-singular, podemos aplicar o Método das Poténcias na
matriz inversa A=, pois se A é o menor autovalor de A, % serd o maior autovalor de A~!.
Este método é chamado Método das Poténcias Inverso ou Iteragao Inversa. Sendo
util na pratica, desde que se tenha interesse em calcular apenas o autovalor de menor

modulo, e, que este esteja bem separado dos demais.

Teorema 2.2 Seja A uma matriz nao-singular. Se A é um autovalor de A associado ao

autovetor v, entdo \~' € um autovalor de A~' associado ao autovetor v.

Demonstragao: Temos que Av = \v, multiplicando & esquerda por A~

A Av = A
v=M"1v
ou
Alv =)o
Essa tltima equacao nos diz que A~ é autovalor de A~! associado ao autovetor v. O

Com o Teorema 2.2 percebemos que A~! possui vy, Un_1, ..., V1 autovetores linearmente
independentes cujos autovalores associados sdo respectivamente A ', A1 .. A7 Se
IAn|™t > | A1 (isto é

para o qual ¢, # 0, entdao o Método das Poténcias Inverso ira convergir para um multiplo

An—1| > |An]) € nds iniciarmos com o vetor ¢ = ¢, vy, + ... + 11

de v,, um autovetor associado com o menor autovalor de A. Note que na pratica nao

precisamos calcular A~ pois a partir de (2.10) temos:
A_lq_j
qj+1 = — -
Oj+1
Assim, podemos resolver o sistema linear
(Adjt+1 = q5)
através da Eliminagao Gaussiana, onde ¢j11 = gj410j41-

-1
)‘n—l — )\n
/\ﬁl >\n71

de 1, entdao a convergéncia serd muito lenta, mas se |\,_1| > |\,| a convergéncia serd

, se essa razao for muito préxima

A razao de convergéncia desse método é ’

mais rapida. No entanto, podemos obter a solu¢ao de forma mais rapida se realizarmos

uma modificagdo no Método das Poténcias.
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2.1.2 Meétodo das Poténcias com Deslocamento

Neste caso continuamos com as hipdteses do Método das Poténcias Inverso.

Teorema 2.3 Sejam A € C™, e p € C. Se v € um autovetor de A com autovalor A

associado, entao v é um autovetor de A — pI com autovalor A — p.

Demonstragao: Temos que Av = A\v, subtraindo a direita por pv:
Av — pv = \v — pv

Av — plv = v — pv
(A—plv=(A—pv

Essa ultima equagao nos diz que A — p é autovalor de A — pl associado ao autovetor v. O

Sendo assim, se A possui autovalores Ay, Ag, ..., \,,, entao A — pI possui autovalores \; —
Py A2 — P, ..., Ay — p, onde o escalar p é chamado um deslocamento. Portanto, o Teorema
2.1 pode ser aplicado & matriz A — pI e através de (2.10) temos:
gign = AP0

! Oj+1
que converge para o autovetor correspondente aquele que maximiza |A; — p|. Entretanto

observemos que se

M+ = . A—pl)itt

p < % entao gj41 — v1 e limj,o % = A\ —p,
M4An ~ ~ A—pl)iH!
At entdo @iy — Vnp € limj % = A\, —p.

Assim, a escolha apropriada de p pode ser usada para determinar os dois autovalores ex-
tremos, correspondendo ao autovalor dominante de A e ao menor autovalor de A (maiores
detalhes em [Be 06]). Deste modo, apesar de deslocamentos poderem ser usados em con-
junto com o Método das Poténcias, eles nao sao tao eficazes neste contexto. A combinacao
de deslocamento e a Iteracao Inversa funciona melhor, pois encontraremos nao apenas
estes dois autovalores. Como ja observado anteriormente, a convergéncia do Método
das Poténcias sera lenta quando A\; e Ay forem muito proximos. Para obter uma rapida
convergencia, primeiro fazemos um deslocamento e depois aplicamos a Iteracao Inversa.
Ou seja, aplicamos o Método das Poténcias a matriz (A — pI)~!, cujos autovalores sao
1 1 1

..., 7—. Observemos que o autovalor dominante de (A — pI)™* é =, onde ); é
A1—=p? " Ap—p Xi—p’
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o autovalor mais proximo de p. Assim, podemos encontrar todos os autovalores de A
variando apenas os deslocamentos. Este método é chamado Método das Poténcias

com Deslocamento ou Iteragcao com Deslocamento.

ALGORITMO 2.2 (Método das Poténcias com Deslocamento) [De 97/ (pdgina

155)
Dado xq iniciamos as iteragoes:
i=0
repetir
Yir1 = (A= pl)~ '
Tip1 = IIZEII (autovetor aproximado)
Nip1 = 2l Az (autovalor aprozimado)

Até convergir.

No caso do Método das Poténcias com Deslocamento, se for feita uma escolha cuidadosa
do deslocamento p, ou seja, se ele for uma boa aproximacao para \,, entao [\,_1 — p| >
|An — p|, 0 que aumentara substancialmente a velocidade de convergéncia. Na verdade
nao ha nada de especial sobre \,, o deslocamento p pode ser escolhido de modo a ser
uma boa aproximacao para qualquer dos autovalores de A. Se p é uma aproximagao
suficientemente boa para \;, entao \; — p é muito menor do que qualquer outro autovalor
de A—pl. Portanto (para quase qualquer vetor inicial g) o Método das Poténcias aplicado

(Xi—p)

a A—pl ird convergir para um multiplo do autovetor v;. A razao de convergéncia é ‘ v

I

(Ak—p)
onde )\, — p é o segundo menor autovalor de A — pI. Quanto mais préximo p for de \;,

mais rapida a convergeéncia sera.

Observemos que no Método das Poténcias as iteradas satisfazem (2.10), similarmente
neste caso as iteradas obedecem

-1

- (A-pI) gy

q]+1 — .

Oj+1

Entretanto é importante observar que assim como na Iteragao Inversa nao é preciso cal-
cular explicitamente A~!, na Iteracao com Deslocamento, em nenhum momento hé ne-

cessidade de calcular (A —pl)~! explicitamente, o que consumiria muito tempo e recursos.

Em vez disso, pode-se resolver o sistema linear
(A= pl)djt+1 = gj,
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dj+1
Oj+1

Notemos que o sistema pode ser resolvido por Eliminacao Gaussiana.

onde definimos gj4q1 = e 0,41 € igual a componente de §;j4+1 de maior magnitude.

Observemos que o sucesso do Método das Poténcias com Deslocamento depende de nossa
habilidade em obter estimativas precisas para usar no deslocamento. Entretanto, encon-
trar estes valores apropriados nem sempre é ficil. Por isso, se desejamos calcular todos
os autovalores de uma matriz A devemos usar outros métodos. Finalmente, notemos que
se os autovalores de uma matriz ja sao conhecidos, o método padrao para encontrar os
autovetores de A é o Método das Poténcias com Deslocamento, ja que os deslocamentos
podem ser escolhidos arbitrariamente préximos dos autovalores, tornando a convergéncia

muito rapida.

2.2 O Quociente de Rayleigh

O Método das Poténcias com Deslocamento pode ser melhorado se retirarmos a restrigao
de que o valor do deslocamento permanece constante ao longo das iteracoes. Isto porque,
nao existe razao pela qual nao se poderia usar um deslocamento diferente em cada etapa.
Observemos que se g; ¢ uma aproximagao suficientemente boa para um autovetor, deve ser
de alguma forma, possivel usar g; para obter uma estimativa para o autovalor associado.
Esta estimativa pode ser usada através de um deslocamento na proxima iteracao. Desta
forma, gostariamos de obter um deslocamento melhor, portanto uma melhor razao de

convergencia em cada iteracao.

Suponhamos que g € C" seja uma aproximagcao para um autovetor de A. Como podemos

usar q para estimar o autovalor associado?

Definicao 2.4 Para métodos iterativos em geral, o chamado erro residual r ¢ dado por

r=Aq — pq. (2.12)

Nossa abordagem serd a de minimizar o residual. Se g é um autovetor exato, entao existe

exatamente um nimero p para o qual

Aq = pq (2.13)
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este nimero é o autovalor. Se g nao é um autovetor, entao nao existe um valor p que
satisfaca a Equacao 2.13. Esta equacgao é de fato, um sistema sobredeterminado de n
equagoes e incognita p. Considerando o residual r, podemos encontrar o valor de p para
o qual ||r| assume o valor minimo. Neste caso, quando q é um autovetor, ao minimizar

||l7||, p serd exatamente o autovalor associado.

Defini¢ao 2.5 (Problema dos Minimos Quadrados) Dado um sistema Ax = b de
m equagoes em n incdgnitas (m > n) encontre, se possivel, um vetor & que minimiza
|Ax — b|| em relagio ao produto interno de C™. Um tal vetor é chamado uma solugdo

de minimos quadrados de Ax = b.

Uma solugao de minimos quadrados de Az = b deve satisfazer (ver, por exemplo, [Ha 88])
A" (Ax —b) =0

ou, equivalentemente,

A*Ax = A*b. (2.14)

Este sistema é chamado sistema mormal associado a Ax = b e as equagoes que o

compoem sao chamadas equacoes normais associadas.

Portanto, dado um autovetor aproximado g, a determinacao da melhor estimativa do
autovalor associado p pode ser considerada como um problema de minimos quadrados.

De fato, reescrevendo (2.13) como,
ap = Aq (2.15)

podemos compara-la com (2.14) e percebemos que o papel de A é desempenhado por g, o
de x por p, e o de b é desempenhado por Aqg. Assim o sistema normal associado a (2.15)
é
(g*a)p = q*Aq.

Na verdade, ha apenas uma equacao normal neste caso, porque existe apenas uma incégnita,
ou seja,

p— A9 (2.16)

94

Este nimero é chamado de Quociente de Rayleigh de q com respeito a A.
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Teorema 2.4 Sejam A € C™, e q € C". O unico numero complexo que minimiza
|Ag — pq|| € o Quociente de Rayleigh
_ q*Aq

- *

q4q

Demonstracao: Primeiramente usaremos Decomposicao QR em q € C™! para provar
que o Quociente de Rayleigh minimiza ||Aq — pq||, lembrando que o fator @) satisfaz

Q*Q = I. Podemos reescrever gp — Aq da seguinte forma:
gp—Aq = QRp—Ag=QRp— (QQ"+I—-QQ")Aq
= Q(Rp—-Q"Aq) — (I — QQ")Aq.
Observe que os vetores Q(Rp — Q*Aq) e (I — QQ*)Aq sao ortogonais, pois

(Q(Rp—Q"Aq))"(I-QQ")Aq) = (Rp—Q"Aq)|Q"(I-QQ")|Agq = (Rp—Q" Aq)*[0]Ag = 0.
Portanto, pelo Teorema de Pitagoras,
lap — AqlI* = [|Q(Rp - Q*Aq)|* + ||(I - QQ*)Aq|?
= |[Rp— Q" Aq|” + [|[Q*(I — QQ")]Aq|]*.
Esta soma de quadrados é minimizada quando o primeiro termo é zero, isto é,
|Rp— Q" Aqll = 0= p= R7'Q" Aq.
Finalmente, observemos que,
p = R'Q"Aq
R_I(R*)_IR*Q*AQ
(R*Q*QR)'R*Q*Aq
= (q"q) 'q*Aq

ou seja, o Quociente de Rayleigh, p = qq*Aqq’ minimiza ||Aq — pq||. O

Em particular, se ¢ é um autovetor de A com autovalor A\ associado entao:

. " Aq _g"Aq _A\g*q _
q*q q*q q*q

que é uma consequéncia direta do Teorema 2.4.

A,

O préximo Teorema mostra que o Quociente de Rayleigh correspondente a g realmente se

aproxima de um autovalor se g se aproxima de um autovetor. Nesse Teorema utilizaremos
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vetores normalizados, de modo a terem norma euclidiana igual a 1, pois assim alguns fatos
sao simplificados. Note que se ||g|| = 1, entdo o Quociente de Rayleigh assume a forma

simplificada p = g*Aq.

Teorema 2.5 Sejam A € C™ e v um autovetor de A com autovalor X\ associado. As-
sumir ||v]| = 1. Sejam q € C" com ||q|| = 1, e p = q*Aq o Quociente de Rayleigh
correspondente a q. Entao,

A= pl < 2] Allllv —q.

Demonstracao: Uma vez que ||v]| =1
Av = = v*Av = v* v = )\ = v* Av.
Assim,
A—p=v*Av — q*Aq = v*Av — v*Aq + v*Aq — ¢*Aq = v*A(v — q) + (v* — q*) Aq.

Portanto,
A= pl < v A(v —q)|+|(v — q)*Aq|
M @)

Agora analisemos separadamente (1) e (2). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver,

por exemplo, [Bu 06]), em (1) temos que:
[v*A(v — g)| < [[v][[[A(v — @) = [[A(v — g)]|.

[A(v =)l < [ Allllv — qll

Assim,
[v*A(v — q)| < [|A[[[lv —4q].

Similarmente a partir de (2) obtemos,
(v — q)"Aq| < [|Allflv — ql|

Entao,
A —pl < 2[|A[[]lv —ql.
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2.2.1 Representacao Geométrica do Quociente de Rayleigh

Seja A € R™™ uma matriz simétrica e ¢ € R". Entao o Quociente de Rayleigh é dado

por

(q) = q;f;q. (2.17)

Segundo Trefethen [TreBa 97], o quociente (2.17) é uma fungao continua na esfera unitaria

lgll = 1 em R"™ no qual os autovetores sdao pontos estacionarios da fungao p(q) e os
autovalores sao os valores de p(q) desses pontos. Trefethen ilustra esse fato, geometrica-
mente, para n = 3 a partir da Figura 2.3 (encontrada em [TreBa 97]), onde representa

trés pontos estaciondrios ortogonais.
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Figura 2.3: Quociente de Rayleigh

2.2.2 Iteracao do Quociente de Rayleigh

Iteracao do Quociente de Rayleigh é uma variagao da Iteracao com Deslocamento, na
qual o Quociente de Rayleigh para cada g; ¢ calculado e usado como deslocamento para

a proxima iteragao. Assim um passo da Iteracao do Quociente de Rayleigh é:

q; Ag; A dj+1
pPj = J* ) (A= p;jl)Gj+1 = gj, Tt = ", (2.18)
q;4; Oj+1

onde 0,4 € um escalar conveniente.

ALGORITMO 2.3 (Quociente de Rayleigh) [TreBa 97] (pdgina 207)

0)

v = algum vetor com |[v0] =1

MO = (vONT Ay ©) corresponde ao Quociente de Rayleigh
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para k =1,2, ...

Resolva (A — )\(kfl)])w — pE=1)
AE) = (vNT Av®) Quociente de Rayleigh

ol

Utilizando a Iteragao do Quociente de Rayleigh vamos determinar o autovalor dominante
1,8 0,4
0,4 1,2

matriz A e considerando 011 = max|(g;+1)|, vejamos que a convergéncia é obtida em

da matriz A = . Aplicando a Iteragdo do Quociente de Rayleigh (2.18) a

duas iteracoes para duas casas decimais.

miEN

Po = 2 :179
[ 0.1 0.4 1
A—pol)Gr = qo = ’ ’ ho=
(A=l = 04 —0,7 ] ! [ 1 ]
X 12,2222
q1 =
| 5,5556

1
q:
' [ 0,4545 ]

1.8 0.4 |
[ 10,4545 }
0,4 1,2 | | 0 4545

_ — 2,002
1 1,2066 » 0023

Podemos verificar facilmente que p; = 2,0023 é o autovalor dominante da matriz A com

duas casa decimais corretas, e que g, se aproxima do correspondente autovetor.

Notemos que como um deslocamento diferente é usado em cada passo, é dificil analisar as
propriedades globais de convergéncia da Iteragao do Quociente de Rayleigh ([Wa 02]). O
algoritmo nao garante a convergéncia para um autovetor, mas a experiéncia sugere que

raramente ocorre falha. Quando ele faz convergir, geralmente converge rapidamente.

Vamos fazer uma andlise da taxa de convergéncia da Iteragao do Quociente de Rayleigh.
Seja (g;) uma sequéncia de vetores gerados pela Iteracao do Quociente de Rayleigh. Fare-
mos uma pequena simplificagao nesta andlise, por assumir que ||g;|| = 1V j. Suponhamos

que q; — v; quando j — oo. Entao também ||v;|| = 1. Suponhamos ainda que o autovalor
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associado \; nao seja um autovalor miltiplo, e denotemos por Ay 0 mais proximo autovalor
a \;, com i # k. Uma vez que o j-ésimo passo da Iteracao do Quociente de Rayleigh é

apenas uma iteragao do Método das Poténcias com matriz (A — p;1)~!, nés sabemos que

|vi — gl = 7llvi — g4 (2.19)

onde r; é a razao entre dois autovalores de (A — p;I)~' de maior valor absoluto. Pelo
Teorema 2.5 o Quociente de Rayleigh p; converge para \;. Uma vez que p; ¢ proximo o
suficiente de );, os dois maiores autovalores de (A — p;I)~! serdao (A, —p;) L e (A —pj) "

Assim,

A —pi) | _ ’ (Ai — 1))
A= o) 1A% = p5)
Ainda pelo Teorema 2.5, |\; — p;| < 2||A||||v; — gj||. Além disso, desde que p; = \;, nds

Tj_’

podemos fazer a aproximacao |\, — p;| = |\ — Ai|. Logo,

RARRP VRS

onde C' = | /\2!@'\' Substituindo esta estimativa de r; em (2.19) nds obtemos a estimativa

lvi — @jqall = Cllvi — g;® (2.20)

Assim, o erro apds j + 1 iteracoes é proporcional ao quadrado do erro apds j iteragoes.
Outra forma de expressar isto ¢ dizer que, se |v; —g;|| = O(€), entéao ||v; —gj11]| = O(€?).
Se € for pequeno, € serd menor ainda. Uma sequéncia cuja taxa de convergéncia satisfaz
(2.20) é chamada de convergéncia quadrdtica. Mais especificamente, nés dizemos que
g; — v quadraticamente quando j — oo se existe uma constante C' nao nula tal que
lim 1P =%nll _ o (2.21)
i=oo |lv = g;lf?
A estimativa que fizemos acima indica que a iteragao do Quociente de Rayleigh normal-
mente converge quadraticamente, quando ocorre convergéncia. A convergéncia quadratica

significa que o nimero de digitos corretos duplica a cada iteragao. Isto é verdade se C' ~ 1
em (2.20) e (2.21).

E interessante notar que para matrizes simétricas reais, o Quociente de Rayleigh aproxima
o autovalor melhor do que o indicado pelo Teorema 2.5. Para matrizes simétricas, se
v — q|| = O(e), entdo |A — p| = O(e?) (maiores detalhes em [Wa 02]). Usando esta

estimativa, em vez da do Teorema 2.5 para estimar r;, descobrimos que
lvi = gl = Cllvi — g;]*.
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Isto é chamado de convergéncia cibica. Mais precisamente, g; — v cubicamente
quando j — oo se existe uma constante C' nao nula tal que
. UV —(qj+1
g 2=l _
j=eo v — gy
Neste caso, o numero de digitos corretos triplica a cada iteracao (para maiores detalhes

ver, por exemplo, [Pa 98]).

Muito pode ser dito acerca da Iteracao do Quociente de Rayleigh no caso de matrizes
simétricas, o que nao ocorre para o caso geral. Nao s6 a convergéncia cubica ocorre, como
também a Iteracao do Quociente de Rayleigh converge para quase todas as escolhas de

vetor inicial. Infelizmente a caracterizacao dessa dependéncia nao é simples.

A Tteragao do Quociente de Rayleigh pode ser cara. Uma vez que um deslocamento dife-
rente é usado em cada iteracao, é necessario resolver um sistema via Eliminagao Gaussiana
em cada etapa. Isto custa O(n3) flops por iteragao para uma matriz completa e, portan-
to, torna o método para uma matriz completa muito caro. No entanto, existem algumas
classes de matrizes para os quais a Iteracao do Quociente de Rayleigh é economica. Por
exemplo, uma matriz A é chamada Superior de Hessenberg se a;; = 0 sempre que

1 > j + 1. Isto significa que a matriz tem aproximadamente a forma triangular.

* ok x %k
* ok %
* %

Podemos aplicar a [teracao do Quociente de Rayleigh em uma matriz superior de Hessen-
berg a um custo de apenas O(n?) flops por iteracio, que é relativamente econdomico
(maiores detalhes em [Wa 02]). Matrizes de Hessenberg desempenham um papel muito
importante. O problema de encontrar autovalores de uma matriz arbitraria pode ser re-
duzido ao de encontrar os autovalores (e autovetores, se desejado) de uma matriz superior
de Hessenberg relacionada (ver, por exemplo [Wa 02]). Desta forma, podemos aplicar

Iteracao do Quociente de Rayleigh a matriz superior de Hessenberg a um custo razoavel.

Em [TreBa 97], Trefethen mostra ainda que o custo de se aplicar a Iteragdo do Quociente
de Rayleigh em uma matriz tridiagonal é de O(n) flops por iteragdo. No entanto, ndo nos

concentraremos na Iteracao do Quociente de Rayleigh. Em vez disso, iremos desenvolver

48



um algoritmo que nos possibilitara encontrar todos os autovalores de uma matriz A, o

algoritmo de QR, o qual é baseado na Decomposicao QR.

2.3 Algoritmo QR

Por muitos anos, o algoritmo mais utilizado para o célculo do espectro de uma matriz

tem sido o algoritmo QR. Esta secao é dedicada a uma descrigao deste algoritmo.

Considere a matriz A € C™" nao-singular cujos autovalores desejamos calcular. O algo-
ritmo QR pode ser descrito da seguinte forma. Comecando com Ay = A, definimos uma

sequéncia de matrizes (A;) da seguinte maneira:

Isto é, A,,_1 é decomposta nos fatores @),, e R,,, onde @),, é unitaria e R,, é triangular
superior com entradas positivas na diagonal principal. Estes fatores sao unicamente de-
terminados (ver, por exemplo, [TreBa 97]). Para produzirmos A,, basta multiplicar os

fatores na ordem inversa.

Teorema 2.6 Sejam A e B matrizes similares. Entao, A e B possuem 0s mesmos

autovalores.

Demonstracao: Seja B = C ' AC, e suponhamos que ) seja um autovalor de A associado

ao autovetor v. Sabemos, que det(A — AI) é o polinémio caracteristico de A, entao
det(B — M) = det(C ' AC — \I)

= det(C~'(A — AI)C)
= det(C1)det(A — M )det(C)

= det(A — A )det (C7'C) = det(A — AI).
I

Portanto A e B possuem o mesmo polinomio caracteristico. Logo A é autovalor de B. O

A partir de (2.22) podemos facilmente verificar que A, = Q% A 1Qm = Q1A 1Qm,

assim A,, é similar a A,,_;. Uma vez que todas as matrizes da sequéncia A; sao similares,
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todas elas possuem os mesmos autovalores. Como consequéncia, pode ser mostrado que

a sequéencia QR converge, sob condi¢oes adequadas, para uma matriz triangular superior

na forma _ _
)\1 * Ce *
A2
)
*
- An -

onde os autovalores aparecem em ordem decrescente de magnitude na diagonal principal.

A prova formal dessa convergéncia pode ser encontrada em [Wi 65].

De agora em diante, sera importante distinguir entre a decomposicao QR e o algoritmo
QR. O algoritmo QR é um processo iterativo para encontrar autovalores. Baseia-se na
decomposicao QR, que é um procedimento diretamente relacionado com o processo de or-
togonalizacao de Gram-Schmidt. Vale ressaltar que quando este processo é implementado
no computador pode ocorrer, devido a erros de arredondamento, que o conjunto ortogonal
de vetores que se espera encontrar nao seja exatamente ortogonal. Em [TreBa 97| vimos
que o Algoritmo de Gram-Schmidt Classico é considerado entao instavel devido a estes
erros. O processo de Gram-Schmidt pode ser estabilizado por uma pequena modificacao,
esta versao é por vezes conhecida como Gram-Schmidt Modificado (MGS) (maiores de-
talhes em [TreBa 97]). Existem duas outras formas para fazer a decomposicao QR: as
Reflexoes de Householder e as Rotacoes de Givens, que sao apresentadas de forma deta-
lhada em [De 97]. Para uma matriz arbitraria recorreremos as Reflexoes de Householder,
um processo de “triangularizacao ortogonal”, em oposicao a “ortogonalizacao triangular”,

que é o processo de Gram-Schmidt (ver, por exemplo, [TreBa 97]).

Uma tunica iteragao do algoritmo QR serd chamada passo QR ou iteracao QR, sendo
que cada passo realiza uma transformacao de semelhanca. O processo termina quando o
elemento de maior valor absoluto da matriz A;, (abaixo da diagonal principal), for menor
que €, onde € é uma precisao pré-fixada. Observamos que muitas propriedades da matriz
sao preservadas em tais transformacoes, incluindo a propriedade Hermitiana. Assim se
A é Hermitiana, entdo todas as iteradas A, serdao Hermitianas, e a sequéncia (A;) ird

convergir para a forma diagonal (para maiores detalhes ver, por exemplo, [Wa 02]).

Se A,,_1 é real, entao Q,,, R,, e A,, sao todas reais. Assim se A é real, o algoritmo QR

bésico (2.22) permanecera dentro do sistema de nimeros reais.
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A suposigao de que A é ndo-singular garante que cada matriz na sequéncia (A;) é nao-
singular. Este fato nos permite especificar a decomposi¢ao A,, 1 = @, R, de maneira
Unica, exigindo que as entradas da diagonal principal de R,, sejam positivas. Assim,
o algoritmo QR, como descrito acima, estd bem definido. No entanto, nem sempre é
conveniente na pratica organizar os calculos de modo que cada R,, tenha entradas positivas
na diagonal principal. Entretanto, quer este requisito seja forcado quer nao, nao faz uma
diferenga significativa no progresso do algoritmo. Portanto, em implementagoes reais do
algoritmo QR nao sera exigido que as entradas da diagonal principal de cada R,, sejam

positivas.

ALGORITMO 2.4 (Algoritmo QR) [TreBa 97] (pagina 58) Dado wma matriz A €
C™" em que a; representa a i-ésima coluna de A temos:
parai =1 atén
v, = a;
fim para 1

parai=1 atén

rii = |vill
T
&=
para j =i+ 1 atén
_ *

Tij = q; V5

UVj = V5 — Tijqi
fim para j

fim para i

Com base nestas consideragoes vamos utilizar o Algoritmo de QR para determinar os

autovalores da matriz
8 2

2 5

A:

com precisao de 107!, Temos que A = Ay = Q1 R, sendo assim para determinarmos
a matriz ()1 usaremos o processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Consideremos
uy = [8,2] e ug = [2,5].

v =u; = [8 2],

< > 1
=820 = 72 28],

R PP B 68
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Observemos que ||v1]| = V68 e ||vz|| = 36@, logo:

(1 1

@ =t = ——[8 2
[l V68
() 1

QZIWI@[—Q 8]

1 [8 —2
Ql:\/ﬁlz 8]

<U1,q1 > <’U,2,ql>]_ 1 [68 26]

Ry = —
0 < Uz,qz > 0 36

V68

1| 959 72 8,7647 1,0588

68 | 72 288 1,0588 4,2353
Como A; = R1Q1 = @Q2Ry, podemos do mesmo modo obter a préoxima matriz da
sequencia.
8,9518 0,4893
Ay = RyQ2 =~ :
0.4889 4,0483

Similarmente,
8,9903 0,2196
Az = R3Q3 ~ [ ]

0,2189 4,0096

8,9980 0, 0985
Ay = RiQy = [ ] .

0,0973 4,0019

Como o maior elemento, em valor absoluto, abaixo da diagonal principal é menor do
que 107!, temos que os valores aproximados dos autovalores de A sdo, A\ = 8,9980 e
Ao = 4,0019. Facilmente poderiamos verificar que esses autovalores tendem a 9 e 4

respectivamente, os valores exatos dos autovalores de A.

H& duas razoes pelas quais o algoritmo QR béasico é muito ineficiente para uso geral.

Em primeiro lugar, o custo de cada passo QR é elevado. Cada decomposicao QR custa

4
3

a pagar, dado que esperamos ter de executar alguns passos. O segundo problema é

n?® flops, e cada multiplicacao matricial custa O(n?) flops. Este é um prego muito alto

que a convergéncia para a forma triangular é geralmente muito lenta, de forma que um
ndmero muito grande de iteracoes é necessaria antes que se atinja um limite de tolerancia
razoavel. Assim, precisamos de procedimentos para diminuir os custos das decomposicoes

QR e também acelerar a velocidade de convergéncia do método.
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2.3.1 Algoritmo QR com matrizes de Hessenberg

O custo das decomposicoes QR pode ser drasticamente reduzido por primeiro reduzirmos
a matriz para a forma de Hessenberg antes de comecar as iteragoes QR, ja que o custo de
uma decomposigao QR para matrizes de Hessenberg é O(n?); se além disso a matriz for
Hermitiana, o custo é apenas O(n) ([Wa 02]). Também o custo da multiplicagao, de uma
matriz de Hessenberg superior por uma matriz triangular, é reduzido para O(n?). Essa
reducao funciona porque o algoritmo QR preserva a forma de Hessenberg, de modo que

todas as matrizes da sequéncia QR sao de Hessenberg assim como os fatores Q.

Teorema 2.7 Seja A,,_1 uma matriz nao-singular superior de Hessenberg, e suponhamos
que A, seja obtida através de A,,_1 por uma itera¢io QR (2.22). Entdo A,, também é

superior de Hessenberg.

Demonstracao: Demonstracao: A equacao A,,_1 = @, R,, pode ser reescrita como
Qm = A 1R, onde R é triangular superior. Nés podemos facilmente mostrar que
o produto de uma matriz superior de Hessenberg com uma matriz triangular superior,
nesta ordem, é uma matriz superior de Hessenberg. Portanto (),, é uma matriz superior

de Hessenberg. Mas entao, A,, = R,,@,, também deve ser superior de Hessenberg. O

No teorema anterior nés assumimos mais uma vez que a matriz é nao-singular. Seria bom
se esta restricao fosse retirada. Entretanto, o Teorema 2.7 nao é estritamente verdadeiro
para o caso singular. O problema esté no fato de existir uma maior liberdade na construgao
da decomposicao QR, o que torna possivel a construcao de matrizes @, e R,, para as
quais o resultado A,, nao seja uma matriz triangular superior. Felizmente este nao é um
problema sério. E possivel provar que sempre podemos escolher a decomposicao QR de
tal forma que o fator QQ produzido seja uma matriz superior de Hessenberg, (ver, por
exemplo, [Wa 02]).

Teorema 2.8 Um passo QR aplicado a uma matriz superior de Hessenberg requer nao

mais que O(n?) flops.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [Wa 02].
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2.3.2 Acelerando a convergéncia do Algoritmo QR

Considere uma sequéncia (A;) de iteradas do algoritmo QR, onde cada matriz A; é de

Hessenberg superior. Denote

aiy aly) e ey
as) ay) oAl ey
A = agy) Al ag)
| Ay an

Ordene os autovalores de A na forma
Ml > el 2] [l

No algoritmo QR as entradas subdiagonais (ou a maioria delas) convergem para 0 quando

m — oo. Mais precisamente, se

Al > A
entao,

aETl)Z — 0
com taxa de convergeéncia )‘i\t ,1=1,2,...,n — 1. Portanto, uma maneira de acelerar a
convergéncia do algoritmo é decrescer as razoes A/\—+ . Um modo de fazer isso é através

do uso de um deslocamento, como no Método das Poténcias. A matriz deslocada A — pI
tem autovalores

M=ol =X —plZ]... 2|\ —p|

e as taxas de convergéncia associadas sao
(Ait1 — p)
(A —p)

Assim, se escolhermos p suficientemente préximo de um autovalor arbitrario que chamare-

. i=1,2,..n—1.

mos A, apds reordenar os indices (e assumindo A, # A,_1), aplicando o algoritmo QR a

A — pl, em vez de A, observaremos que aflmfkl converge para 0 rapidamente. Uma vez
que a,(lm,)l_l seja suficientemente pequeno, esta entrada pode ser considerada 0 para fins

préticos e, adicionando pI a iterada (A — pI),, do algoritmo QR obtemos

*

Ap +pl = Am

0 ... 0]ad™
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Pelo Teorema 1.7 a%) é um autovalor de A, de fato, a%) = \,, 0 autovalor mais proximo

de p. Os autovalores restantes de A sao autovalores de flm, por isso podemos entao
aplicar o algoritmo QR a matriz Am, que tem ordem um a menos que a ordem de A.
Se pudermos encontrar um p que se aproxima de um autovalor de Am, entao podemos
extrair aquele autovalor rapidamente através da realizacao de iteragoes em A, — pl. Uma
vez que o autovalor for encontrado, podemos ir atras do préximo autovalor, operando
em um matriz ainda menor, e assim por diante. Continuando desta forma, usaremos o
algoritmo QR em matrizes cada vez menores até obter todos os autovalores de A. Neste
caso, estamos utilizando o processo de deflagao, ou seja, processo em que o tamanho da

matriz é reduzido cada vez que um autovalor é encontrado.

O problema desse argumento é que precisamos de boas aproximacoes para os autovalores.
Onde podemos obter essas aproximagoes? Suponha que comecamos pela realizacao de
varias iteracoes QR sem deslocamento. Apds um numero de iteragoes as matrizes come-
carao a se aproximar da forma triangular, e as entradas da diagonal principal também se

aproximarao dos autovalores de A. Em particular agﬁ) ird aproximar de \,, o autovalor

de A de menor médulo. Portanto, é razoavel tomar p = a'™ em algum ponto e realizar
iteracoes subsequentes sobre a matriz A,, — pI. Na verdade podemos fazer melhor do
que isto. A cada passo temos uma aproximacao melhor para A,. Nao hd nenhuma razao
pela qual nao devemos atualizar o deslocamento frequentemente, a fim de melhorar a taxa
de convergeéncia. Na verdade, podemos escolher um novo deslocamento a cada passo se

quisermos. Isto é exatamente o que é feito no algoritmo QR com deslocamento:

Amfl - melf == CQmRm QmRm + pmfll = Am;

onde a cada passo p,,_1 ¢ escolhido.

Temos entao que p,,—1 = a'™ 6 uma boa escolha. Isto é chamado de Quociente de Rayleigh
com deslocamento, porque a%m_l) pode ser visto como um Quociente de Rayleigh. De fato,

as entradas na diagonal principal sao Quocientes de Rayleigh, ja que
Unp = € Ae, =< Aey; e, >,

onde e, é um vetor da base canonica do espago C". Assim, o deslocamento pode ser
modificado em cada iteragao, como no método da Iteragao do Quociente de Rayleigh.

Usando-se
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temos que

/\n_ m
‘( pm) — 0 quando m — o0,

()‘n—l - pm)

onde A, # \,_;. Portanto, obtemos uma taxa de convergéncia melhor que linear. De

fato, como no método da Iteracao do Quociente de Rayleigh, este algoritmo QR com
deslocamento dado pelo Quociente de Rayleigh possui convergéncia quadratica em geral

e cibica para matrizes Hermitianas ([Wa 02]).

s . . ~ e s s 1 . .
Na pratica, depois de apenas uma iteracao QR ja é seguro usar A\, = a%é. O tnico efeito
dessa escolha é que a ordem dos autovalores obtidos no processo nao é necessariamente
crescente.
Com base nestas consideracoes, vamos entao determinar os autovalores da matriz
8 2

)
2 5

pelo algoritmo QR com deslocamento dado pelo Quociente de Rayleigh. Para isto,

A:

tomemos py = 5 entao o primeiro passo da sequéncia é dado por Ay — pol = Q1 R;.

HERE
Ql_\/_1_3[2 —3]

<U1,q1 > <’U,2,ql>]_ 1 [13 6]

Ry = —
0 < U2,q2 > 0 4

VI3

Ao Ry L[58 | L[ 80 0615
TN IR 0,6154 4,0769 |

O deslocamento dado pelo Quociente de Rayleigh para o proximo passo é p; =~ 4,0769,

logo,

8,9998 0,0099
Ay = RyQo + p1I = .
0,0099 4,0000

Neste caso temos py =~ 4, entao,

9,0000 0,0000
Az = R3Q3 + pol =~ :
0,0000 4,0000

Vimos que neste caso a convergéncia ocorreu mais rapidamente do que quando, para esta
mesma matriz, nao utilizamos o Quociente de Rayleigh como deslocamento. Obtivemos

uma melhor precisao com um menor niimero de passos.
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O deslocamento dado pelo Quociente de Rayleigh as vezes pode falhar, por exemplo,
quando o deslocamento obtido estd a mesma distancia de dois autovalores distintos,
fazendo com que o método tenha dificuldade de decidir qual autovalor aproximar. Para
evitar esta situacao, é preferivel usar o deslocamento de Wilkinson, que é definido como

sendo o autovalor da submatriz 2x2.

(m—1) (m—1)

an—l, n—1 a’n—l, n

(m—1) (m—1)
an, n—1 an,n

que esta mais préximo de ag,n{ Y. Fle é facil de calcular porque € a raiz de um polinomio
do segundo grau. E possivel provar para matrizes simétricas tridiagonais que o algoritmo
QR com deslocamento de Wilkinson sempre converge. Além disso, como estamos usando
maior informacgao para obter o deslocamento, a taxa convergéncia é no minimo igual a
do algoritmo QR usando o deslocamento dado pelo Quociente de Rayleigh e muitas vezes
melhor. Em geral, existem apenas casos muito especiais de matrizes para as quais o

deslocamento de Wilkinson falha.

O deslocamento de Wilkinson tem a vantagem inicial de que pode ser usado para aproxi-
mar autovalores complexos de matrizes reais, ja que ele pode ser um nimero complexo,

enquanto que o quociente de Rayleigh de uma matriz real sempre é um valor real.

Por fim, as vezes ocorre durante as iteragoes do algoritmo QR que um elemento da sub-
diagonal inferior localizado préximo ao meio da matriz é suficientemente préximo de 0.

Neste caso a matriz A4,, tem a forma em blocos

Bi1 Bis
0 DBy

onde By, € C¥, Byy € CH* j + k = n. Agora podemos encontrar os autovalores de
By e Byy separadamente. Isto pode poupar grande quantidade de trabalho se a ruptura
for feita préoxima do meio da matriz. Como o custo de uma iteragao QR de Hessenberg
é O(n?), dividindo o tamanho da matriz pela metade implica numa diminui¢ao do custo
por um fator de 4. Para maiores detalhes a respeito das consideracoes feitas nesta secao

ver ([Wa 02]).
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2.4 Algoritmo Dividir e Conquistar

O Algoritmo Dividir e Conquistar é usado diretamente para o calculo de todos os auto-
valores de uma matriz tridiagonal simétrica. Sendo o mais rapido disponivel se queremos
encontrar todos os autovalores e autovetores de uma matriz tridiagonal cuja dimensao

é maior que 25 (as consideragoes feitas nesta secao poderao ser analisadas com maiores
detalhes em [De 97]).

Este algoritmo, de modo geral, consiste em uma particao inicial do problema de encontrar
autovalores de uma matriz tridiagonal simétrica em dois sub-problemas menores. Estas
divisoes, no entanto, podem ser realizadas recursivamente, reduzindo assim o problema
inicial a problemas de escala menor cuja solugao pode ser obtida mais facilmente. Estas
solugoes parciais sao posteriormente reunidas de forma adequada a fim de se “conquistar”

a solugao do problema original.

Sendo assim, consideremos a seguinte matriz 71" tridiagonal simétrica, a qual particionare-

mos da seguinte forma,

_cn B ]
B
Bi-1
T Bici i | B
Bi | a1 fin
Biv1 Qiya
Bn-1
I -1 an |
-041 B ]
A
A1 Bi-1
_ Bi1 (i — By) 0 N Bi | Bs
0 (g1 = Bi) Bin Bi | Bi
Bit1 Qiy2
Bn-1
I -1 o |
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_041 B }
B
Q-1 Bi—1
i o — O 0 111
_ Bic1 ( Bi) PRI
0 (Oéz‘+1—5z‘) Bit1 11
Bit1 Qita
67171
— 671—1 (7% i
0
0
ho 1 T, | 0 .,
0] 1 0|7
0
0
T
sendov = 0,...,0,1,1,0,...,0

Agora suponhamos que conhecemos a decomposicao em autovalores de T e T, ou seja,

onde A; é a matriz diagonal de autovalores e (); uma matriz ortogonal cujas colunas sao

os autovetores de T;. Nos relacionamos os autovalores de T aos de T} e Ty da seguinte

forma:

T —

onde

70
' + ﬁi’U’UT

0T
O AT .

Ql 1@1 . —|—ﬁﬂ)’vT
.0 Q20205
[ 0 A T 0

O ! + Biuu” @ .
L 0 @ 2 0 Q2
L | Q@ 0 | _ | ltimacoluna de Qf

0 Q3 dltima coluna de Q7 |’
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T
uma vez que v = [ 0,...,0,1,1,0,...,0 ] . Portanto, os autovalores de 7" sao os mesmos

A O

que os da matriz semelhante D + puu®, onde D = -_—
2

] é diagonal, p = §; é um
escalar, e u é um vetor.

A partir de agora vamos assumir, sem perda de generalidade, que a diagonal dy, d>, ..., d,

de D ¢ da seguinte forma: d,, < ... < d,. Para encontrarmos os autovalores de D + puu?,

assumiremos primeiro que D — Al é nao singular, e calcularemos o polinémio caracteristico

como se segue:
det(D + puu® — XI) = det((D — X )(I + p(D — \I) tuu™)).
Como D — Al é nao singular, entdo det(D — AI) # 0. Logo,
det(I + p(D — M) 'uuT) =0

sempre que A for um autovalor.

Lema 2.1 Se x ey sdo vetores, det(I + zyT) =1+ yTx.

Demonstracao: Seja X = [”g—”, XQ] uma matriz ortogonal, onde a primeira coluna é
H:E_H' Entao, podemos escrever:
det(I + zyT) = det(XT (I + 2yT)X) = det(] + X TzyT X).
Temos que
T T T y'r o
X"z =[|z|,0,0,..,0" e y' X = W,y Xo
portanto,
T
yr T
4 X (ayT)x = | 21l v e
0 I
Sendo assim, I+X7 (zy”T)X é uma matriz triangular superior cujo determinante é 1+yT x.
O
Para maiores detalhes sobre o lema anterior ver, por exemplo, [Ru 94].
Portanto, pelo Lema 2.1
det(I +p(D — M) 'uu®) = 14+ puT(D - \)tu
n 2
Uz
=1 L— = f(N). 2.23
~ pz =W (2.23)
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Logo, os autovalores de T' sao as raizes da chamada Equac¢do Secular f()\) = 0. Se
todos os d; sao distintos e u; # 0 (caso genérico), a funcao f(A) tem o gréafico mostrado

na Figura 2.4 (paran=4¢ p > 0).

____________-_________1________-_-_-_______________-
iy K
e

Figura 2.4: Gréfico de f(\) =1+

H
[ Jer
>
+
[\
Je
>
+
w

e
>
+
S

e
>

Defini¢ao 2.6 Uma funcio f : X — R (onde X C R) chama-se crescente quando
zr,y € X, x <y entio f(z) < f(y). Sex <y (comz,y € X) implica apenas f(x) < f(y),
f chama-se nao-decrescente. De modo andlogo define-se funcao decrescente e func¢ao

nao-crescente. Uma funcao de qualquer destes tipos chama-se mondotona.

Como podemos ver, a reta y = 1 é uma assintota horizontal, e as retas A = d; sao

assintotas verticais. Uma vez que

f’(A)sz(di—iA)po

i=1
a fungao é estritamente crescente, exceto em A = d;. Assim, as raizes de f(\) s@o en-
trelagadas por d;, e hd mais uma raiz a direita de dy (d; = 4 na Figura 2.4 [De 97]). (Se
p <0, entdo f(A) é decrescente e hd mais uma raiz a esquerda de d,,). Uma vez que f(\)

é mondtona e suave nos intervalos (d;, d;11), é possivel encontrar uma versao do Método
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de Newton (ver, por exemplo, [Be 06]) em que a convergéncia seja rapida e monétona
para cada raiz, dado um ponto de partida em (d;,d;y;). Na pratica, usando o Método
de Newton a convergéncia se dd em um ntumero limitado de passos por autovalor. Uma
vez que avaliar f(A) e f/(A) custa O(n) flops, encontrar um autovalor custa O(n) flops, e

encontrar todos os n autovalores de D + puu® custa O(n?) flops.

Também é ficil obtermos uma expressao para os autovetores de D + puu? .

Lema 2.2 Se a é um autovalor de D + puu®, entio (D — ol) ™ u é um autovetor.

Demonstragao: Observemos que
(D + puuD)[(D —al)'u] = (D—al+al + puuT)(D —al)™

= u+a(D—al) 'u+ulpuT (D —al) ul.

Uma vez que
pul (D —al)'u+1= f(a) =0,
entao,
(D+ puuD)[(D—al) 'u] = ut+a(D—al)'u—u
= a[(D—al) "y,

como queriamos mostrar. O
Evoluir esta férmula para todos os n autovetores custa O(n?) flops. Infelizmente, esta
férmula simples para os autovetores nao é numericamente estavel, porque dois valores

de o; muito préoximos, podem resultar em autovetores, u;, ndo ortogonais (para maiores

detalhes ver, por exemplo, [De 97]).

2.5 Meétodo de Jacobi

O Método de Jacobi é um dos mais antigos métodos numéricos para o problema de
calcular todos os autovalores de uma matriz simétrica (as consideragoes feitas nesta segao

poderao ser analisadas com maiores detalhes em [Be 06]). Sendo usado para determinar
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os autovalores e autovetores, de tais matrizes, através de uma série de transformagcoes

similares:
A1 = I AT, k=1,2, ... (2.24)

onde A; = A e J,, é uma matriz de rotagdo (ver Apéndice A). Podemos ainda escrever
(2.24) como:
Apsr = JE A

Lema 2.3 Seja A uma matriz de ordem n com autovalores \; e correspondentes autove-

tores v;, 0s quais vamos supor sejam linearmente independentes, e seja

A

Entao D = VLAV se, e somente se a i-ésima coluna de V' é v;.

Demonstracao: Se a i-ésima coluna de V' é denotada por v; entao a i-ésima coluna de
AV e VD sao, Av; e \;v;, respectivamente. Portanto os vetores v; sao os autovetores de
A se, e somente se, AV =V D. Esta equacao pode ser reorganizada como: D = V1AV
desde que V seja nao-singular, e este é o caso pois as colunas de V sao linearmente

independentes. O

As matrizes Ay, As, ... convergem num numero infinito de passos para uma matriz diago-
nal. Os autovalores e autovetores sao entao determinados em virtude do Lema 2.3 (o qual

se aplica tanto para matrizes simétricas como para matrizes nao simétricas).

Assim, apds m passos do método de Jacobi, obteremos:
Apin = JE JF I AL T .

Portanto, se A,,+1 =~ D segue que os elementos diagonais de A,,;; sao aproximagoes para

os autovalores de A e as colunas de V = J;.J5....J,,, s@o aproximacgoes para os autovetores.

Alguns conceitos sao fundamentais para que possamos descrever o Método de Jacobi,

(para matrizes simétricas), e a partir deste momento passaremos a analis-los.
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2.5.1 Rotacao de Jacobi

Seja A uma matriz simétrica. Uma rotacao (p,q) de Jacobi é a operacao JLAJ com

J dada por (A.1) (maiores detalhes em [Be 06]). Observemos que para fazermos uma

rotagao de Jacobi precisamos realizar uma transformagao de semelhanga na matriz A.

Para exemplificarmos, consideremos inicialmente, uma rotagao (2,4) de Jacobi, em uma

matriz A de ordem 4. Efetuando o produto J A, obtemos:

10 O 0
T4 0 cosp 0 —sine

0 0 1 0

0 sing 0 cosyp

a11 a12
A21C — A41S A992C — Ay2S
a31 a32

a918 + a41C A28 + QyoC

=A'= (a, )’

ij
onde cosp = c e siny = s.

Fazendo agora o produto A'J, segue que:

ay ayy a3 Ay
AT — Qg Ay Gp Gyy
Qg Gzp Agz Ay
ay )y @y Gy

11 a1z Aaiz aig
Q21 Q22 G23 A24
31 Aagz 33 A34

Q41 Q42 Q43 Q44

@13 Q14

A923C — 43S A24C — A44S

33 Q34

938 + @43C Q248 + Qy4C

o O O

/ ! ! / ! !
a1y A19C — QS Qpg Q1S + A€

! i ! ! ! !
(g1 QeC — U9yS Qg (98 + AgyC

/ / !/ / !/ !/
agp Q30C — (34S A3z A3pS + A3yC

0 0 0
cosp 0 —singp
0 1 0
sinp 0 cose
= A= (al)).

/ li ! ! ! !
(yp QyoC — AgyS Qyg (g8 + AyyC

Assim, de um modo geral, para uma matriz de ordem n o produto J' A, fornece uma

matriz A’, onde:

aij = aij7 ? #paqa
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a,; =ay; sing +a, cosp, 1<j<n, (2.25)



e o produto A’J fornece uma matriz A”, onde:

" !/

ay, = a;, cosp —a, sinp, 1 <i<n,
aj, = aj, sing +aj, cosp,  1<i<n, (2.26)
CL;;ICL{LJ’]%Z%Q’ 1§Z§
Portanto, a matriz A” tem a seguinte forma:
O O P
A// — :
O O q
| p q |

isto é, na matriz A” apenas os elementos das linhas e colunas p e ¢ serao alterados, sendo

que os elementos a,p, apg, Agps Ggq serdo transformados duas vezes. Portanto A” continua

simétrica.

Vejamos agora as formulas que determinam a passagem de A — A”, denominada Rotagao
de Jacobi de um angulo ¢ para os elementos da intersecao. Lembrando que a matriz A é

simétrica, temos utilizando (2.25) e (2.26), que:

"o / o :
1. Appy = Ay, COSP — Ay, SINQY

= (app COSp —a,, sing) cosp—

(apg COSP — ay, sing) sing.

Portanto,
a;'p = a,, c0s” P — 2a,, Sinp cos Y + a,, sin®p. (2.27)
2.ay, = ay, sinp+a;, cosp
= (app Sinp + ag, cosp) sin p+
+ (apq sing + aqq cosyp) cos .
Logo,
gy = Opp Sin’ ¢ + 2ap, sin @ Cos P + agy cOS” @ (2.28)
3.a,, = a,, sinp+a,, cosp

= (app cosp — agy siny) sine+

+  (apg COSPY — agq sin) sin p.
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Assim,

ar, = ay, = (ay, — agq) SN €o8 Y + apg(cos’ o — sin® ). (2.29)

Portanto, para fazer uma rotagao (p,q) de Jacobi, usamos as férmulas (2.27), (2.28),
(2.29) e (2.26) com j # p,q e com i # p, q.

2.5.2 Meétodo Classico de Jacobi

O Método Classico de Jacobi, ou simplesmente Método de Jacobi, é um método numérico
que serve para determinar autovalores e autovetores de matrizes simétricas. Dada a matriz

A, efetuamos uma sequéncia de rotagoes:
A=A A =JTAJ = As=JIAsdy — . — = Ay = JE AWy~ D
onde J;,i = 1,2...k sao matrizes de rotagao, e D é uma matriz diagonal.

O processo para construcao da matriz As, consiste em escolhermos entre os elementos nao

diagonais de A o elemento de maior valor absoluto, isto é:

pg = MaxXpz;(as;).

Fazer entao, uma rotagao com a finalidade de zerar o elemento a,,. A seguir reaplicamos
0 processo a matriz resultante tantas vezes quantas forem necesséarias, de tal modo a

reduzirmos a matriz A a uma matriz diagonal D, cujos elementos sao os autovalores de

A.

Assim, no primeiro passo devemos zerar o elemento a,,. Assumimos que a,, # 0, (pois
caso contrdrio nada terfamos a fazer), e assim nosso objetivo é obter a;, = 0. De (2.29),

temos a expressao para a,, ¢ impondo que o mesmo seja identicamente nulo, segue que:

(app — agq) cOSp sin g€+apq(§osg ¢ — sin® ¢) =0

~
%sinQap cos 2¢p
Portanto,
(pg COS 2(
Upp — Qgg = ——L "7 — _9q,, cot 2¢
PP qq 1 2 Pq
5 sin 2
Qgqg — @
= cot 2p = PP = ¢,

2a

rq
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Agora,

1 — tan?
cot 20 = #
2tan”
Seja t = tan ¢, temos entao:
1—¢?
= = 1—t* = 2t¢.
¢=— ¢

Portanto,

P+2Ap—1=0= 29 V24¢2+4.
t=—¢pE£?+1
1
A
¢+ /P + 1

Resolvendo computacionalmente,

1
t = p+Sinal(g)y/¢p2+1 ¢#0
1, ¢=0

Observe que escolhemos o sinal positivo ou negativo de ¢ de modo a obter o denominador

de maior médulo, pois assim teremos sempre |t| < 1. Logo podemos escrever:

— — 1
C—COS¢— Vi

—oaind — t
s =sing = el
Ao mesmo tempo que calculamos os autovalores de uma matriz A pelo Método de Jacobi

podemos obter seus autovetores. Veja, por exemplo, [Wi 65].

Apresentaremos a seguir um algoritmo para o Método de Jacobi, entretanto precisaremos

da seguinte definicao.

Definigao 2.7 Definimos a “norma” das entradas fora da diagonal de uma matriz A

como sendo:

of f(A) = (2.30)

ALGORITMO 2.5 (Método Classico de Jacobi) [GoVa 96] (pdgina 428): Dado u-
ma matriz simétrica A € R™" e uma tolerancia tol > 0, este algoritmo reescreve A como

VTAV, onde V' é uma matriz ortogonal e of f(VTAV) < tol||Al.
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J =1,; eps=tol| A

enquanto of f(JTAJ) > eps
escolha (p,q) de modo que |ap,| = maz;z;|a;;l.
(¢, 8) = Decomposi¢ao Schur (A, p,q)
A=J(p,q,0)"AJ(p,q,0)
V =VJ(p,q,0)

fim

Observacgao 2.2 No algoritmo anterior foi utilizado a Decomposicao de Schur, para

maiores detalhes sobre este assunto ver, por exemplo, [GoVa 96].

O método de Jacobi apresenta varios beneficios, por exemplo, é relativamente simples
de programar, capaz de uma precisao muito elevada e ainda conforme apresentado em

[Wi 65] sua taxa de convergéncia é quadratica.

Sendo assim, usando o Método de Jacobi vamos encontrar os autovalores da matriz

1 0 2
A=10 2 1
2 11

Primeiramente iremos zerar as entrada (1,3) e (3, 1) usando rotagoes.

0.707 0 -0.707

Jo = 0 1 0
0.707 0 0.707
Entao obtemos:
3 0707 0
Ay =Jj AgJy=| 0707 2 0.707
0 0707 -1

Agora iremos zerar as entradas (1,2) e (2, 1) usando rotagoes:

0.888 —0.460 0
Ji=1 0460 0888 0
0 0 1
Logo:
3.366 0  0.325
Ay =JIAL, = 0 1.634 0.628
0.325 0.628 —1
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Zeraremos as entradas (2,3) e (3,2) usando rotagoes:

1 0 0
Jo=10 0975 —0.221
0 0.221 0975

Assim:

3.366 0.072 0.317
Ay =JyAiJo= | 0072 1.776 0
0317 0 —1.142

Comegando a varredura novamente, mais uma vez vamos zerar (1,3) e (3,1) usando

rotacoes:
0.998 0 —0.070

J3 = 0 1 0
0.070 0 0.998

Entao obtemos:
3.388 0.072 0

Ay=JJ A3Jy = | 0.072 1.776  0.005
0 0.005 —1.164

Observe que os elementos nao diagonais da sequéncia Ay — 0, & medida que k£ aumenta.
Assim os elementos diagonais da sequéncia A, convergem para os autovalores de A que
sao: A1 = 3.3914, Ay = 1.7729 e A3 = —1.1642. Uma precisao maior pode ser obtida

continuando o processo.
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Capitulo 3

Aplicacoes para o problema de busca

de autovalores

O capitulo anterior teve como objetivo fornecer uma visao geral de alguns Métodos
Numéricos utilizados para encontrar autovalores e autovetores de matrizes. Neste capitulo
utilizaremos alguns destes algoritmos para solucionar um problema real de crescimento

populacional e ainda um problema relacionado a frequéncia natural de um circuito elétrico.

3.1 Crescimento populacional por faixa etaria

3.1.1 Introducgao

Um dos modelos de crescimento populacional mais comumente usado por demografos é
o modelo matricial de Leslie, desenvolvido em 1945. Este modelo descreve o crescimento
da parte fémea de uma populacao animal ou humana que esta dividida em faixas etarias
de igual duragao. Considera ainda a populagao fechada a migracao, ou seja, apenas os
nascimentos e mortes sao levados em conta. Com base no modelo matematico utilizado
para analisar o crescimento de uma populacao por faixas etarias podemos investigar o
crescimento da populagao ao longo do tempo, e determinar o limite da distribuicao etaria
e a taxa de crescimento populacional. A andlise apresentada nesta secao poderd ser

encontrada em [AnRo 01].
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3.1.2 O Modelo Matematico

Conforme mencionado no modelo de Leslie a populacao é dividida em grupos baseados
em faixas etarias. Suponhamos que K seja a idade maxima atingida por qualquer femea

da populagao analisada. Se dividirmos a populacao em n faixas etarias, entao cada faixa
K

n

anos de duracao. Suponhamos ainda que o ntimero de fémeas em cada uma

das n faixas seja conhecido no instante ¢; e que exista xg ) fémeas na primeira faixa, :vg )

etaria tera

na segunda faixa e assim sucessivamente, obtendo o seguinte vetor coluna:

o

(k)
xXr
z®) — | 72

que é chamado de vetor de distribuicao etaria instante ty.

A medida que o tempo avanca, o numero de fémeas dentro de cada uma das n faixas
etarias muda em virtude de trés processos bioldgicos: nascimento, morte e envelhecimento.
Descrevendo esses trés processos quantitativamente, veremos como projetar o vetor de

distribuicao etaria inicial para o futuro.

Para estudarmos o processo de envelhecimento observaremos a populagao em intervalos
de tempo discretos, ou seja, tg, t1, ..., tg,.... O Modelo de Leslie exige que a duragao entre
dois tempos de observacao sucessivos seja igual a duracao de uma faixa etaria. Com
essa hipétese, todas as fémeas na (i + 1)-ésima faixa etdria no instante ¢, estavam na
i-ésima faixa no instante t;, ou seja, os individuos que sobreviverem da faixa ¢ contados
no instante t; constituirao a faixa (i + 1) na contagem do instante ;1. Os processos de
nascimento e morte entre dois tempos de observacoes sucessivas podem ser descritos por

meio dos seguintes parametros demograficos:

a;i(i=1,2,...,n) O numero médio de filhas nascidas por
fémea durante o tempo em que ela esta

na i-ésima faixa etaria

b; (i=1,2,...,n—1) | A fragao de fémeas na i-ésima faixa etaria

que se espera que va sobreviver e passar

para a (i + 1)-ésima faixa etaria

Pelas definigoes acima e, em condigOes normais, temos como consequéncias:
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parai=1,2,....n

(1)) 0<b; <1 parai=1,2,...,n—1

Observemos que nao permitimos b; = 0, pois entao nenhuma fémea sobreviveria além da

1-ésima faixa etaria. Também vamos supor que pelo menos um dos a; é positivo, o que

significa que ha algum nascimento. Qualquer faixa etaria para a qual o correspondente

valor de a; é positivo é chamada uma faixa etdaria fértil. Deste modo, no instante t, as

fémeas na primeira faixa etaria sao exatamente as filhas nascidas entre os instantes t,_;

e t,. Generalizando,

Numero
de fémeas na
faixa etéria 1

no tempo tg

Numero

= | das fémeas na faixa |+

ou, matematicamente,

(k) _

de filhas nascidas

etaria 1 entre os

tempos tx_1 e tx

k—1
) + a2y

Numero

(k—1)

de filhas nascidas de
das fémeas na faixa |+...+
etdria 2 entre os

tempos tx_1 €t

+ ...+ ana:g“_l)

Numero

filhas nascidas
das fémeas na faixa
etaria n entre os

tempos tx_1 e T

(3.1)

As fémeas na (i + 1)-ésima faixa etaria (i = 1,2,...,n — 1) no instante ¢, sao aquelas que

estavam na i-ésima faixa etaria no instante t;,_; e que ainda vivem no instante ;. Assim,

Numero de
fémeas na faixa
etaria ¢ + 1 no

tempo

ou, matematicamente,

Usando notacao matricial, podemos escrever as Equagoes (3.1) e (3.2) como:

k
xz('—i-)l =

[ xik) ] [ aq
ng) b1
:vgk) =10

i x%k) ] | 0

btV =12, ...

Fracao de
féemeas na faixa etdria
i que sobrevive e passa

para a faixa etaria i+ 1

Gz a3 Ap—1
0O 0 ... 0
b, 0 ... 0
0 0 b1
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0

Numero de
fémeas na faixa
etaria 4 no in-

stante tp_1

_ xgkfl) -
xgk_n
xék—l)

x;kfl)

(3.2)



ou, mais compactamente:

) = Lgk-1 =12 .. (3.3)
onde L é a matriz de Leslie
[ a1 az das p—1 Qp |
by 0 0 0 0
L= 0 b 0 0 0 (3.4)
| 0 0 0 b1 0 ]

Utilizando a Equacao (3.3) podemos escrever:

2z =  [z©
2@ — L™ — Lx®
x® = Lx® = L[Lz® (3.5)

Assim, se conhecemos a distribuicao etéria inicial £(®) e a Matriz de Leslie L, podemos de-
terminar a distribuicao etéria das fémeas em tempos posteriores. Embora a Equagao (3.5)
dé a distribuicao etaria da populacao em qualquer instante, ela nao da automaticamente
um idéia geral da dinamica do processo de crescimento. Mas utilizando autovalores e
autovetores da Matriz de Leslie, teremos um estudo mais qualitativo do crescimento popu-
lacional de fémeas, bem como procedimentos para determinar a proporcao de fémeas em
cada faixa etaria para intervalos longos de tempo. Sendo assim, agora nos concentraremos
na investigacao dos autovalores e autovetores da matriz de Leslie. Para isso dispomos de

alguns teoremas importantes.

Teorema 3.1 (Existéncia de um Autovalor Positivo) Uma matriz de Leslie L tem
um unico autovalor positivo \i. FEste autovalor tem multiplicidade 1 e um autovetor

associado v, cujas entradas sao todas positivas.

Demonstracao: Da Algebra Linear sabemos que o polinomio caracteristico da matriz L

é definido como

p(>\) = det(/\l — L) =)\"— al)\"_l - a2b1)\”_2 - (l3b1b2)\n_3 — ... anbl...bn_l (36)
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e ainda que os autovalores de L sao as raizes deste polinomio. Para analisar as raizes

deste polinomio, é conveniente introduzirmos a funcao:

A
i) =142
—\n
. ay a2b1 a3b162 anbl...bn,1
q(\) = 3 + 2 E 0 (3.7)
Usando esta fungao, a equagao caracteristica p(\) = 0 é equivalente a
g(A)=1 para X#0. (3.8)

Como todos os a; e b; s20 nao-negativos, vemos que ¢(\) é monotonamente decrescente
para A maior do que zero, ou seja, se A < v = ¢(y) < ¢(A). Além disto, ¢(A\) tem
uma assintota vertical em A = 0 e tende a 0 quando A — oco. Consequentemente, existe
um tunico A, digamos A = Aq, tal que g(A;) = 1. Ou seja, a matriz L possui um dnico
autovalor \; real positivo. Além disso, para que uma raiz \; € R de p(\) seja simples, a
condigao é que a tangente nao seja horizontal, ou seja, p(A;) # 0 (para mais detalhes ver,
por exemplo, [ViAvSoBuFeFa 05]). Como este fato é confirmado, temos que A; possui
multiplicidade 1. O préximo passo é calcular um autovetor v de L associado a A; > 0,

tal que g(A1) = 1. Logo,

Lv=M\v
[ a; a2 agz ... Qap—1 Gap 17T (%1 ] [ )\1'1)1 1
bl 0 0o ... 0 0 (%) Al’UQ
0 b2 0 ... 0 0 U3 = )\17}3 s
L 0 0 0 bn—l 0 1 _Un_ _)\1Un_
ou seja,
( a1v1 + AUy + asvs +...+ Ap_1Un_1 + apU, = A1
b1U1 = )\va
bQUQ = )\1U3
b3?]3 = )\11)4
bnflvnfl = /\1'Un
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Resolvendo o sistema, obtemos:

(
(A 1
b
(%) )\—11
_ b1bo
/l] f— ——
_ b1babs
V. =
4 /\L;)
bibo..by_1
(% = —T
¢ " AL
ou seja,
1
b1
A1
b1b2
AT
v = bibate (3.9)
A
bibo...by_1
—yn—1
LA
Observamos entao, que as coordenadas de v sao todas positivas. O

O comportamento ao longo do tempo da distribuicao etaria da populacao de fémeas
¢ determinado pelo autovalor positivo A; e seu autovetor de coordenadas positivas v

encontrado acima. Os préximos resultados confirmam esta afirmacao.

Teorema 3.2 Se \; € o unico autovalor positivo de uma matriz de Leslie L e Ay, € qualquer

outro autovalor real ou complexo de L, entao |\ < A1.

Para os nossos propésitos, a conclusao do Teorema 3.2 nao é suficientemente forte. Gosta-
riamos que também valesse [\x| < A\; pois, caso contrario, a populagao de fémeas nas faixas
etarias ficam periddicas. Quando |A;| < A1, dizemos que A; é um autovalor dominante de

L. A seguir enunciamos uma condig¢ao suficiente para um autovalor de L ser dominante.

Teorema 3.3 Se duas entradas sucessivas a; e a; + 1 da primeira linha de uma matriz

de Leslie L sao nao-nulas, entao o autovalor positivo de L é dominante.

Assim, se a populacao de fémeas tem duas faixas etarias férteis sucessivas, entao a matriz

de Leslie tem um autovalor dominante. Isto sempre ocorre com populacoes reais se a faixa
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etaria for tomada suficientemente pequena. Em nosso estudo, vamos supor sempre que a

condi¢ao do Teorema 3.3 esta satisfeita.

No que segue, vamos supor que L é diagonalizavel, ou seja, que existe uma matriz P

inversivel tal que:

(A, 0 0
0 A O
0 0 0

An

A matriz de Leslie ser diagonalizavel nao é realmente necessario para o que queremos

estudar, mas simplifica bastante a argumentacao.

)\la )\2; )\3a

Neste caso, L tem n autovalores,

, An, N0 necessariamente distintos, e n autovetores associados linearmente

independentes, xq, x3, ..., ,. Consideramos o autovalor dominante \; em primeiro lugar

e o autovetor v = x, associado a A\, de coordenadas positivas. Construimos uma matriz

P cujas colunas sao os autovetores xq, @3, ..., x,, de L:

P=|xy o x5 T, ]
Assim, i i
A1 O
0 A 0
L="P ’ p
0 0 0 An
Dai segue que, ) )
Moo 0
0 M o
LF=rpr ’ p
0 0 0 Ak
para k = 1,2, .... Para qualquer vetor de distribuicao etaria inicial 2(®) temos, entao,
(M0 0 0]
k
LFg® = p 0 % 0 0 )
0 0 0 "\

para k = 1,2,....

Dividindo ambos os lados desta equacao por A¥ e lembrando que
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x® = LFg©) obtemos

1 0 0 0
k
- 0 () 0. 0 e
F;,,():p . ' o ' P71z (3.10)
1 : : Do :
A\
00 0 ()
Como A1 é o autovalor dominante, temos que f\‘—l < 1 parat = 2,3,...,n. Segue entao
que
Al (A
g =0 = () o

1

Logo, tomando o limite de ambos os lados da equagao matricial (3.10)

(1 0 o 0 |
k
] 0 () 0. 0
lim (—kw(k)) = lim P P lg©
Y k
000 (3)
ou seja, ) .
0
1 000 ... 0
lim (—kaz(k)) =P P lz© (3.11)
koo \ A ol e
000 ... 0

Denotando a primeira entrada do vetor-coluna P~'2(®) pela constante ¢, podemos reescre-

1
Jim (rﬁ‘k’) = ey

x®) ~ cA\bigy (3.12)

ver a equagao (3.11), como:

Assim,

para valores grandes de k. Desta forma, a distribuicao etaria de féemeas sera proporcional

as entradas do 1° autovetor x; associado a A;. Analogamente para valores grandes de k

temos
=1 ~ Ay (3.13)
Logo
m(k) a';(k_l)
T~ ——F € T —r
SV 1T ot
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ou seja,

C)\’f c)\]f_l

Isto significa que para valores grandes de k cada vetor de distribuigao etaria é um multiplo

= ) ~ )\ -1,

escalar do vetor de distribuicao etaria anterior, o escalar sendo o autovalor positivo da

matriz de Leslie.

Sendo assim, de acordo com autovalor positivo A; temos trés casos:

1. A populagao acaba aumentando se A; > 1.
2. A populagao acaba diminuindo se \; < 1.

3. A populacao acaba estabilizando se \; = 1.

O caso \; = 1 ¢é particularmente interessante, pois determina uma populacao com taxa
de crescimento populacional nulo. Para qualquer distribuicao etéaria inicial, a populacao

tende a uma distribuicao etéaria limite que é algum mltiplo do autovetor v = ;.

A partir das Equagoes (3.7) e (3.8) nés vemos que A\; = 1 é uma autovalor se, e somente
se,

ap + agbl + a3b1b2 + ...+ anblbg...bn_l =1 (314)

A expressao

R = a; + a261 + Cbgblbg + ...+ anblbg...bn_l (315)

é chamada de taza liquida de reproducdo. Assim nés podemos dizer que uma populagao

tem crescimento populacional nulo se, e somente se, sua taxa liquida de reprodugao ¢é 1.

3.1.3 Crescimento da Populacao de Mulheres Venezuelanas por

Faixas Etarias

Neste exemplo consideraremos os parametros de nascimento e morte do ano de 1985
das mulheres venezuelanas. Como poucas mulheres com mais de 55 anos geram fi-
lhos, vamos nos restringir a por¢ao da populagao de mulheres entre os 0 e os 54 anos
de idade. Os dados sao para faixas de cinco anos, de modo que ha 11 faixas etarias,
[0,4],]5,9], ..., [45,49], [50, 54]. A Matriz de Leslie abaixo foi retirada do livro [KeF1 90].
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Para maiores detalhes sobre como determinar cada uma das entradas de uma matriz de

Leslie ver, por exemplo, [Ro 95].

0 0.00503 0.10265 0.31691 0.43470 0.38033 0.26325 0.13933 0.04992 0.01062 0.00179 ]
0.99550 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.99805 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.99764 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.99675 0 0 0 0 0 0 0
L= 0 0 0 0 0.99592 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.99499 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.99335 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.99041 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.99506 0 0
L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.99757 0 ]

Notemos que existem duas faixas etarias férteis consecutivas, logo L possui autovalor do-
minante. Podemos aproximar o autovalor dominante utilizando, por exemplo, o Método
das Poténcias ou o Quociente de Rayleigh. Fizemos isso usando os algoritmos que estao
em anexo. Os resultados obtidos utilizando uma precisao de seis casas decimais sao

apresentados na Tabela 3.1.

Método das Poténcias Quociente de Rayleigh
Autovalor Autovetor Tempo N¢ de Iteragdes Autovalor Autovetor Tempo N¢ de Iteragdes

[ 1,000000 7 [ 1,000000 7
0, 906073 0, 906073
0, 823072 0, 823074
0, 747369 0,747370
0, 678026 0, 678024

A =1,098696 0,614603 0,000137 41 A =1,098695 0,614599 0,002126 6

0, 556589 0, 556589
0, 503217 0, 503221
0, 453619 0, 453625
0,410836 0,410837

L 0,373031 I L 0,373023 |

Tabela 3.1: Resultados obtidos por cada um dos algoritmos.

Como o Método das Poténcias requer cerca de 2n? flops por iteracao, enquanto o Quociente
de Rayleigh requer O(n?®) flops por iteragao, percebemos que o resultado em relagao ao
tempo correspondeu ao esperado. O Quociente de Rayleigh demorou mais tempo que
o Método das Poténcias, isto porque além do seu custo ser de O(n?) flops por iteragao,
durante sua execucao foi necessario resolver um sistema linear do tipo Ax = B. Utilizou-
se para isto a eliminacao de Gauss, cujo custo aproximado para a resolucao de um sistema

linear de n equagoes e n incognitas é de %n?’ flops.
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Verificamos ainda que o Método das Poténcias realizou mais iteracoes, isto ocorreu porque
a convergéencia do Método das Poténcias é linear, enquanto a do Quociente de Rayleigh é

quadratica.

Com base na Tabela 3.1 o autovalor dominante encontrado foi aproximadamente A =
1.098, o que significa que se as mulheres venezuelanas continuarem a se reproduzir e
morrer como fizeram em 1985, a longo termo seu nimero ird aumentar 9.9% a cada cinco
anos. Através do autovetor v; podemos observar que, a longo termo, para cada 100000
mulheres entre 0 e 4 anos de idade, havera 90607 mulheres entre os 5 ¢ 9 anos de idade,

82307 mulheres entre os 10 e 14 anos de idade, e assim por diante.

Observagao 3.1 A implementacao do Método das Poténcias seque em anezo.

3.2 Frequéncia natural de um circuito elétrico

Na se¢ao 1.4.1 deste trabalho analisamos o comportamento de um circuito RLC pelo ponto
de vista do amortecimento. Vimos que o efeito do amortecimento é devido a presenca
da resisténcia R. O fator de amortecimento o determina a taxa com a qual a resposta é
amortecida. Se R = 0, entao @ = 0 e nds teremos um circuito LC' com uma frequéncia
natural nao-amortecida wy de \/% Como a < wy neste caso, a resposta nao é apenas
nao-amortecida, mas também oscilatéria. O circuito é tido como sem perdas, porque
o elemento de dissipa¢ao ou de amortecimento (R) nao estd presente. Os circuitos LC
comportam-se como ressonadores eletronicos, sendo um componente chave em muitas
aplicacoes, tais como osciladores, filtros e misturadores de frequéncia. Analisemos agora

um circuito elétrico constituido por cinco malhas (Figura 3.1). A anélise apresentada

nesta segao poderd ser encontrada em [Da 10].

A segunda lei de Kirchhoff diz que: A soma algébrica de todas as diferencas de potencial
ao percorrer a malha completa de um circuito deve ser nula. Sendo assim, ao aplica-la a

cada uma das malhas do circuito e lembrando que ¢ = i—? temos o seguinte:

Malha 1 p .
1 1 . .
_le_tl — a 700(21 - Zg)dt =0. (316)
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Figura 3.1: Circuito elétrico.

Malha 2 4 . .
1 1 . . 1 ) .
—de—; — 52 _00(22 — Zg)dt + a _OO(Z]_ - ZQ)dt = 0 (317)
Malha 3 ] t t
1 1 ) ) 1 . )
Malha 4 p . .
1 1 . . 1 . .
_L4d_; — a /_00(24 — Z5)dt + 53 /_00(23 - 24)dt = O (319)
Malha 5 ] t t
15 1 . 1 ) .
s dt + - —is)dt = 0. 3.20
Sat O N tsat + 7 /00(24 is) (3.20)

O sistema de equacoes diferenciais ordinarias acima pode ser diferenciado e reorganizado

para se obter:

d*i 1 . ,

LIW; + a(ll - Zg) =0. (321)

d*i . . 1 .
LQW; + 52(22 — 23) — a(@l — ’lg) =0. (322)

d*i . . 1 .
ngj + 53(23 — 24) — 52(22 — 23) = 0. (323)

d%i . ) 1 .
L4W24 + 54(24 — 25) — 53(23 — 24) =0. (324)

d%is 1 L. .
5@ + @Zg,dt — 54(24 — 25)dt = 0. (325)
Assumindo

i; = Ajsen(wt), j=1,2,3,4,5. (3.26)

como uma solugao [Ma 06], temos a partir de (3.21) que:

1 1
LiAjw?sen(wt) + — Aysen(wt) — — Agsen(wt) = 0
Cy Cy
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ou

1 1
<5 — Llwg) A1 - FAQ = U (327)

Similarmente, para (3.22), (3.23), (3.24) e (3.24) obtemos respectivamente:
1

—_Al ( —|— - — LQO.) ) A2 - 5143 = 0. (328)
2
1

——A2 ( —|— - — ng ) Ag - 5144 =0. (329)
3

1
L (A o) a—o (3.31)
— - — (,d = U. .

04 4 04 05 5 5

Ou ainda podemos escrever na forma matricial:

0 0 0

1 -1 A LiC 0 0 0 0 A
(&) (B oo o |[D F N T T
0 (——3) (&8 +1) —1 0 Az | = w? 0 0 LsC 0 0 A
o f C_Q%) (% +1) 1 Az 0 0 30 ’ L4Cy 0 Ai
0 0 03 ,305 5 4 q As 0 0 0 0 L5Cs As

( 04) (04 + )

A descrigao acima é um problema de autovalor. Para ver isto mais claramente, considere-

mos o caso especial

0120220320420520 L1:L2:L3:L4:L5:L

Assumindo A = LCw? e observando que i; = A;sen(wt), j =1,2,3,4,5 [Ma 06], obtemos
o seguinte problema de autovalor:

1 -1 0 0 0 i1 i
-1 2 -1 0 0 io in
0 -1 2 =1 0 is | =X | i
0 -1 2 -1 is is
0 -1 2 i5 15
A solugio deste problema de autovalor nos dard a freqiiéncia natural w? LC Podemos

aproximar os autovalores utilizando, por exemplo, o Algoritmo QR ou Método de Jacobi.
Fizemos isso usando os algoritmos que estao em anexo. Os resultados obtidos utilizando

uma precisao de quatro casas decimais sao apresentados na Tabela 3.2.

Neste problema trabalha-se com uma matriz tridiagonal simétrica, sendo assim, a aplica-
¢ao de cada um dos algoritmos a esta matriz tem a vantagem de cada iteracao necessitar

de menos operagoes do que para o caso de uma matriz cheia. Conforme apresentado
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Algoritmo QR

Algoritmo QR com deslocamento

Autovalores

Tempo

N¢ de Iteragoes

Autovalores

Tempo

N¢ de Iteragdes

A1 = 3, 682506
g = 2, 830827
A3 = 1, 715369
A4 = 0,690280
A5 = 0,081020

0,000825

17

A1 = 3, 682506
g = 2, 830827
Az = 1, 715369
A4 = 0, 690280
A5 = 0,081020

0,000625

11

Método de Jacobi

Autovalores

Tempo

N¢ de Iteragdes

A1 = 3, 682507
Ao = 2, 830830
Ag = 1, 715370
A4 = 0, 690278
A5 = 0,081014

0,000433

26

Tabela 3.2: Resultados obtidos para cada um dos algoritmos.

em [Da 10] o Algoritmo QR para matrizes tridiagonais e simétricas requer O(n?) flops,
enquanto o Método de Jacobi requer O(n?) flops ([Da 10]). Embora as medidas de custo
aplicadas aos diferentes algoritmos sejam distintas, observou-se que o Método de Jacobi foi
mais eficiente. Isto ocorreu porque o Algoritmo QR, da maneira em que foi implementado,
faz a ortogonalizacao de Gram-Schmidt a cada iteragao para calcular as matrizes () e R.

Como estamos trabalhando com uma matriz quadrada, segundo [GoVa 96] o custo da

aplicacdo da ortogonalizacio de Gram-Schmidt é de 2n3 flops.

Verificamos ainda que o Método de Jacobi realizou mais iteragoes, isto porque a con-

vergencia do Algoritmo QR é cibica, enquanto a do Método de Jacobi é quadratica.

Através dos autovalores encontrados e escolhendo valores adequados para L e C' pode-se

determinar a frequéncia natural do circuito elétrico.
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Capitulo 4

Conclusao

Através deste trabalho é possivel perceber que existem aplicagoes para o uso de autovalores
e autovetores em diversas areas como, por exemplo, demografia e engenharia. Entretanto,
em tais aplicagoes trabalha-se com determinadas matrizes em que torna-se dificil calcular
seus autovalores usando o polinémio caracteristico. Desse modo, faz-se necessario o uso
de métodos numéricos para solucionar o problema. Este trabalho forneceu uma visao
geral de alguns desses métodos, mostrando que ha muitas maneiras de refinar cada um
dos algoritmos apresentados, a fim de acelerar sua convergéncia. Por exemplo, antes de
se aplicar o algoritmo QR, é comum reduzir a matriz para a forma de Hessemberg a fim

de diminuir seu custo.

Entretanto, mesmo aprimorando cada um dos algoritmos, nao se pode afirmar que exista
um algoritmo para a determinacao de autovalores de uma matriz que seja o melhor para
todos os casos, é necessario avaliar cada problema separadamente. Ao resolver um pro-
blema de autovalor ha um nimero de propriedades que precisam ser consideradas, pois
estas podem afetar muito a escolha do algoritmo. Existe uma série de perguntas que um

investigador deve considerar na resolucao de um problema particular. Por exemplo,

e E a matriz real ou complexa?
e Qual propriedade especial a matriz tem? (simétrica, Hermitiana,unitaria...)

e Qual é sua estrutura? (esparsa, densa...)
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e Quais autovalores sdo necessérios? (Dominante, menor em moédulo, todos, soma de

autovalores intermedidrios...).

Com base em andlises como esta, foram utilizados métodos numéricos diferentes em cada
uma das aplicagoes estudadas. Sendo escolhidos aqueles que acreditou-se serem os mais

apropriados para cada um dos casos.

Apesar de o Método das Poténcias ser utilizado para a determinagao apenas do autovalor
dominante da matriz e do autovetor a que esta associado, esta limitacao do algoritmo nao
o torna impraticavel. Isto porque, em muitos casos o comportamento a longo prazo de um
sistema modelado em termos de matrizes é essencialmente dependente do autovalor do-
minante da matriz que representa sua dinamica. O proprio exemplo que se analisou sobre
o crescimento populacional por faixa etaria dependia apenas deste autovalor especifico,

utilizando assim o Método das Poténcias para encontra-lo.

A principal técnica utilizada na pratica para o calculo de todos os autovalores de uma
matriz, é o Algoritmo QR e suas variantes que envolvem deslocamentos (dados pelo Quo-
ciente de Rayleigh ou pelo de Wilkinson). No entanto, até agora nao existe um algoritmo
universal, eficiente para todos os tipos de matrizes. A versao mais eficiente do Algoritmo
QR, tanto no caso de matrizes simétricas quanto nao simétricas é baseada em deslocamen-
tos implicitos, por possuir convergéncia quadratica. O Algoritmo QR com o deslocamento
de Wilkinson é o mais rapido algoritmo pratico para encontrar todos os autovalores de

matrizes simétricas cuja ordem seja pequena [Da 10].

O Método de Jacobi embora calcule todos os autovalores e autovetores de uma matriz
simétrica sem exigir que a matriz seja tridiagonalizada é, em geral, muito mais lento do
que os outros métodos. Isto porque, tal método procede escolhendo a cada iteragao uma
substituicao para o elemento de maior valor absoluto fora da diagonal principal. Isso faz
com que o numero de iteragoes seja pequeno, mas o tempo de execucao seja muito grande
devido ao trabalho adicional de calcular o maior elemento. Ainda assim, o método pode

ser 1til, pois calcula os autovalores com uma precisao relativamente alta.

O Método Dividir e Conquistar é competitivo com o método tradicional, QR, para cédlculo
de autovalores e autovetores de matrizes tridiagonais simétricas. Sendo um dos algoritmos

mais répidos, se todos os autovalores e autovetores sao desejados [Da 10].
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Percebe-se entao que cada um dos métodos numéricos aqui analisados pode ser eficaz,
dependendo das caracteristicas dos problemas a que serao aplicados. Entretanto, a com-
plexidade dos problemas da engenharia moderna, por exemplo, requer a modelagem de
problemas fisicos que envolvem sistemas da ordem de milhoes e até dezenas de milhoes
de equacoes. Tornam-se necessarios, portanto, o desenvolvimento de algoritmos eficientes
e o emprego de supercomputadores para viabilizar a solugao destes problemas. Sendo
assim, seria importante analisar em trabalhos futuros, métodos baseados, por exemplo,
no subespaco de Krylov [De 97|, que por sua caracteristica iterativa, tém se mostrado

como uma excelente opgao.
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Apeéendice A

Matriz de Rotacao e Matriz

Ortogonal

Alguns métodos numéricos sao obtidos usando-se matrizes que possuem caracteristicas

especiais. Assim, passamos a descrever tais matrizes.

Definicao A.1 No R? as matrizes

cosp  senp cosyp —seny
—seny cosp ’ seny  cosp ’

rotacionam cada vetor do R%, no sentido hordrio e anti-hordrio, respectivamente, de um

angulo ¢, e por isso sao chamadas de Matrizes de Rotagao.

No R? a matriz:
cosp 0 senyp

0 1 0

—senyp 0 cosp

¢ uma matriz de rotacao, no sentido horéario, de um angulo ¢ no plano z, z.
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No R" a matriz:

onde:

¢ uma matriz de rotacao de um angulo ¢ no plano dos eixos p e q.

Definicao A.2 Uma Matriz Ortogonal U ¢ caracterizada por:

cosp

—seny 0

Uqq

—Ugp
L,
0,

0 seng
1
0 cosyp
= cosp
= seny
LFED, 1Fq
no resto

vt =uvut =1,

onde I é a matriz identidade. Portanto UT = U1,

(A.1)

Observacao A.1 Percebemos assim que matrizes de rotag¢ao sao matrizes ortogonais.
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Apeéendice B

Implementacao dos Algoritmos

As implementagoes dos algoritmos aqui apresentadas foram desenvolvidas pelo aluno
Magno Tairone de Freitas Severino, do curso de Matematica Computacional da UFMG.

Para isto utilizou a linguagem C++.
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