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OBJETIVO

A escolha do tema deste trabalho foi devido ao gosto pela forma de contagem
desenvolvida na Andlise Combinatdria.

O proposito deste trabalho € servir como texto para professores de Matemdtica que
queiram aprimorar seus conhecimentos em Andlise Combinatdria, e como referéncia para a
disciplina de Analise Combinatéria dos cursos de Matematica.

Nesse trabalho estudamos os nimeros de Stirling de primeiro e segundo tipo, os
nimeros de Bell e os nimeros de Catalan. Neste estudo enfatizamos sua interpretacao
combinatdria e através desta construimos suas relagdes de recorréncias. Calculamos alguns
numeros utilizando a relacdo de recorréncia como forma ilustrativa. Relacionamos os
numeros de Stirling de primeiro e segundo tipo e demonstramos suas fung¢des geradoras.

Um dos objetivos do trabalho é encontrar as funcdes geradoras dos ndmeros
combinatérios estudados, uma vez que fungdes geradoras sdo importantes ferramentas para a
solucdo de problemas de contagem.

Utilizamos o raciocinio combinatério para fazer as demonstragdes, pois julgamos que
este meio facilita e da clareza ao entendimento do processo. Além deste utilizamos também o
principio da indugdo e alguns métodos algébricos para demonstrar os teoremas ao longo do

trabalho.



NOTACOES

Nessa secdo, recordamos brevemente algumas notagdes que serdo usadas ao longo desse
trabalho.

(Zj =Combinacido de n elementos k a k.

n
( j =Numero de sequéncias de n elementos sendo n, do 1° tipo, n, do 2° tipo, ....
n n e n
127%2» stk

onde n, +---+n, =n.

(PC )n = Permutagdes circulares de n elementos distintos.
s(n,k)=Ntmero de Stirling de primeiro tipo.

S(n,k)= Nidmero de Stirling de segundo tipo.

C, = Numero de Catalan.

n

B_ = Numero de Bell.

n

[n]" =Fatorial ascendente.

[n],, =Fatorial descendente.

[x]" =Polindémio de Stirling ascendente.

[x]m =Polindmio de Stirling descendente.



INTRODUCAO

Nessa introdugdo, recordamos brevemente alguns conceitos que serao usados ao longo desse
trabalho.

Permutacaes circulares

Vamos contar o nimero (PC) de maneiras de ordenar n objetos distintos em n posi¢cdes em
n

torno de um circulo, considerando idénticas todas as posi¢des. Para isso, sentamos uma
pessoa. Com isso, os outros n-1 lugares se tornam distintos e podemos sentar as outras

pessoas de (n—1)! maneiras e obtemos (PC) =(n-1)!.

Relacoes de recorréncia
A recorréncia € uma estratégia poderosa na resolu¢do de problemas combinatérios. Nesse

tipo de abordagem partimos do problema particular, ou seja, calcular o nimero de
determinadas configuracdes quando dispomos de alguns elementos, para o problema genérico,
quando dispomos de n elementos. Para resolver esse problema:

i.  resolve-se o problema para pequenos valores de n elementos;

ii. estuda-se como achar a solu¢do do problema para n qualquer em funcdo de valores

menores.

Funcoes geradoras
Funcdes geradoras sdo uma das principais ferramentas para a solu¢do de problemas de

contagem. Seja (an) uma sequéncia de niimeros reais. A série de poténcias ) a x"¢é dita a
n| n=0

funcdo geradora ordindria dessa sequéncia. Em geral, pensamos em um problema de

combinatéria que admite as solucdes (an) _, bara cada valor de n e dizemos que » a,x"é a
= n=0

funcdo geradora ordinaria desse problema.

Exemplo1l

1
1-x

A fungdo I+ x4+ x7+...= z x" = , ¢ a fungdo geradora da sequéncia a, =1.
n=0



Exemplo 2

. . . . . . . . (n)
O ntimero de maneiras de retirarmos r objetos de um conjunto de n objetos distintos é L ) ;a
r
~ e, . = (n\ p n
funcdo geradora ordindria para este problema ¢é f (x) = ZL JX =(1+ x) (lembramos que
r=o\ I

(n)
LrJZO para r2n).

As operagdes como funcdes geradoras sdo definidas de modo andlogo as operagdes com

polindmios, ou seja,

ianx" + ibnx” = i(an +b,)x"
n=0 n=0 n=0 €

(S | S )5St )

n=0 \ k=0

e a derivada e a integral, respectivamente, por

n 7 __ n—1
(Zanx j —Znanx
n=0 n=1

€

] ] 1
J-(Zanx” jdx =y —ax"".
n=0 n=0 11 + 1

Finalmente, seja (a,),.y uma sequéncia, f sua func¢do geradora e ¢, =q,+a,+a,+...+a,.

~ ~ A 1 .
Entdo a fungdo geradora da sequéncia (c,), . € T f . Para ver isto, basta colocar b, =1
- X

na expressao para a multiplicacdo de duas séries de poténcias.



CAPITULO 1

Numeros de Stirling de primeiro tipo

Secao 1.1 Definigdo e pequenos valores de niimeros de Stirling de primeiro tipo

Definicao [niimeros de Stirling de primeiro tipo] O niimero de Stirling de primeiro
tipo s(n,k) é o mimero de maneiras de sentar n pessoas em k mesas redondas de modo que

nenhuma mesa fique vazia.

Vamos calcular s(n,k) em alguns casos particulares.

k =0: claramente s(n,0)=0para n>0; para uso posterior definimos 5(0,0)=1.

k =1: neste caso, todas as pessoas estdo sentadas na mesma mesa, € temos o problema
equivalente de calcular de quantas maneiras € possivel sentar n pessoas em torno de uma mesa
redonda, donde s(n,1)=(n-1)!.

k =2 : dividimos o problema de acordo com o nimero 7 de pessoas em uma das mesas.
Em cada caso, escolhemos as ¢ pessoas que serdo colocadas em uma das mesas e depois
colocamos as outras n—t pessoas na outra mesa; isto pode ser feito de

1

1
5( j(t —1)+(n—r—1)! maneiras, onde o fator Y corresponde ao fato de que as duas mesas
N\t !

sdo idénticas. Logo

—

n—

s(n,2)=— (?j(n—t—l)!(t—l)!

1
219

1l
—_

Casos particulares dessa férmula sdo

5(3,2) =%{@1!+@j1!} =3
5(4,2) =%Hﬂ2!+@j1!+@j.z!} =11.



Vamos agora calcular s(n,k) para alguns valores de n € k:
k > n: neste caso temos evidentemente s(n,k)=0.
_k =n: neste caso, cada pessoa constitui uma mesa isolada e temos s (n,n) = 1.

s(n+1,n): aqui teremos n mesas com uma pessoa, uma mesa com duas pessoas;
L n+1
escolhemos as pessoas que ficardo na mesa com duas pessoas, e temos s(n+1,n) = 5

s(n+2,n): aqui temos dois casos distintos (i) uma mesa tem trés pessoas e todas as

outras uma pessoa e (ii) duas mesas tém duas pessoas e as outras uma pessoa. Logo

n+2 n+2)(4) 1 1
s(n+2,n)= 3 214 4 -z-azan(n+1)(n+2)(3n+5).

Secdo 1.2 Relacdo de recorréncia para s(n,k)

Agora vamos encontrar uma relagdo de recorréncia para s(n,k), supondo k 21. Para isto,
vamos considerar n+1 pessoas, entre as quais o Joao, sentadas em k mesas.
e Se Jodo estd sozinho em uma mesa, as outras pessoas podem estar sentadas de
s(n,k—1) maneiras distintas.
e Se Jodo nao estd sozinho entdo ele estd a direita de alguma das outras n pessoas, que

estdo distribuidas pelas mesas de s(n,k) maneiras distintas; isso pode acontecer de
ns(n, k) maneiras distintas.
Logo, para n=0 e k=1, temos

s(n+1,k)=s(n,k—1)+ns(n,k) @



Com essa relagdo podemos construir a tabela abaixo:

Numeros de Stirling de primeiro tipo

720 1764 1624 735 175 21 1

5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

40320 | 109584 | 118124 | 67284 | 22449 | 4536 | 546 | 36

i?g 011 2 3 4 5 6 7 8
0 0
1 01
2 01 1
3 012 3 1
4 06 11 6 1
5 0]24 50 35 10 1
6 0] 120 274 225 85 15 1
7 0
8 0
9 0
0

—
(e

362880 | 1026576 | 1172700 | 723680 | 269325 | 63273 | 9450 | 870

Secao 1.3 Polinomios de Stirling

Vamos agora dar outra interpretacdo dos nimeros de Stirling de primeiro tipo.

Definicao [fatorial ascendente [n]" e polinomio de Stirling ascendente]
Para n,me N definimos o fatorial ascendente

[n]" =n(n+1)(n+2)...(n+m-1).
Trocando n pela indeterminada x, obtemos o polindmio de Stirling ascendente

[x]" =x(x+D(x+2)...(x+n-1) .

Em particular, definimos [x]° =1.

Para pequenos valores de n, esses polindmios sdo:
[x]'=x
[x] =x(x+D)=x>+x
[x] =x(x+D(x+2)=x" +3x> +2x

[x]* = x(x +D(x+2)(x+3) = x* +6x° +11x" +6x



A relagdo entre os nimeros de Stirling de primeiro tipo e os polindmios de Stirling

ascendentes € dada pelo teorema a seguir.

Teorema 1 R .
[x]" = s(n.k)x (1)
k=0
Demonstragdo: Vamos observar o que acontece em um caso particular. Na expansao de

[xP =x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4) o termoem x’ é
xxx34+xx2.x4+xx23.x+x1xx4+x1.x3.x+x12.xx.

Encontrar o coeficiente de x’ equivale a analisar a situagio combinatéria em que temos cinco
pessoas para sentar em trés mesas. Um termo como x.1.x.x.4 pode ser interpretado como se
segue: os elementos 0, 2 e 3 foram escolhidos para serem os menores elementos das trés
mesas. Apds isso, o 1 pode sentar-se em apenas um lugar e depois o 4 tem 4 escolhas a sua
disposicdo, o que corresponde 2 contribuicdo 1-4 ao coeficiente de x’. Da mesma forma os
termos x.x.2.3.x podem ser interpretados como se segue: os elementos 0, 1 e 4 foram
escolhidos para serem os menores elementos das trés mesas. Apos isso, o 2 pode se sentar em
2 lugares e depois o 3 tem 3 escolhas a sua disposi¢do, o que corresponde a contribuicio 2.3

. . 3
ao coeficiente de x”.

n
Esse argumento é geral e obtemos [x]" = ZS(n,k)xk , COMo queriamos. m
k=0

10



CAPITULO 11

Numeros de Stirling de segundo tipo

Secao 2.1 Definigdo e pequenos valores de niimeros de Stirling de segundo tipo

Definicao 2.1 Particdes de um conjunto de n elementos em k classes s@o as diferentes formas
de agrupar esses elementos em classes ndo vazias, onde a ordem dos elementos nas classes

nao importa.

Definicao 2.2 [nimeros de Stirling de segundo tipo] O niimero de particoes de

um conjunto de n elementos em k classes, com 0<k <n, é o niimero de Stirling de segundo

tipo S (n,k).

Vamos calcular S(n,k) para alguns valores de n e k:

k=0 e n>0:temos S(n,0)=0. Parauso posterior definimos S(0,0)=1.

k =1: temos somente uma maneira de dividir n elementos em uma classe, portanto
S( n,1 ) =1.

k=2 e n=3: temos o problema de dividirmos os elementos do conjunto { 1,2,3} em
duas classes, o que pode ser feito das maneiras a seguir: {1},{2,3}; {2},{3,1}; {3},{1,2}. Logo
§(3,2)=3.

k=2 e n=4: temos as particoes {1},{2,3,4}; {2},{1,3,4}; {3},{1,2,4}; {4}.{1,2,3};
{1,2},{3,4}; {1,3},{2,4}; {1,4},{2,3}, o que nos mostra que S( 4,2 ) =7.

k=3 e n=>5: as possiveis parti¢cdes sao:

{1},{2}.{3,4.5}
{1},{3}.12,4.5}
{1}.{4}.{2,3,5}
{1},{5}.12,3,4}
{2}.13},{1,4,5}

{2},{4}.{1,3,5}
{2}.{5},11,3,4}
{3}.{4}.{12,5}
{3},{5}.{1,2,4}
{4}.{5},11,2,3}

e portanto S(5,3)=25.

{1},{2,3},{4.5}
{1},{2,4}.{3.5}
{1}.{2,5}.{3.4}
{2}.11,3},{4.5}
{2}.11,4}.{3,5}

k =n: neste caso é evidente que S(n,n)=1.

{2}.{1,5},{3,4}
{31,{1,2},{4,5}
{3}.{L.4}.{2,5}
{3}.{1,5}.{2.4}
{4}.{1,2},{3,5}

{4}.11,3},{2,5}
{4}.11,5},12,3}
{51.{1.2}.{3.4}
{51,11,3},{2,4}
{5},11,4},{2,3}

k =n—1: neste caso, bastam escolher os dois elementos que ficardo juntos na mesma

n
classe, donde S (n,n—1)= (2} )

11



k =n—2: nesse caso, distinguimos as parti¢des em dois casos:

(1) uma parti¢do tem trés elementos. Nesse caso basta escolher estes trés elementos, o

que pode ser feito de (Zj maneiras diferentes.

(i1) duas classes contém dois elementos cada. Nesse caso basta escolhermos 0s quatro

n\(4
elementos e dividi-los em duas classes, o que pode ser feito de (4)( j— maneiras

22!
. n 1(n\(4
diferentes. Portanto S(n, n—2)= ; +5 2o ]

Secdo 2.2 Relagdo de recorréncia para S( n, k)

Agora buscaremos uma relagdo de recorréncia para S(n, k). Supomos n>0 e k=1,
Considere todas as particoes de n+1 elementos em k classes. Observamos dois casos
distintos:

(1) o elemento ¢ é o unico elemento de uma classe: nesse caso, temos S (n,k—l)
particodes, para o restante dos n elementos.

(i1) o elemento ¢ se encontra em uma classe com outros elementos; nesse caso, ¢ tem k

possiveis classes para ficar. Logo, o nimero dessas parti¢des € kS(n,k). Concluimos entdo

que,para n=0 e k=1

S(n+1,k)=S(nk—-1)+kS (n,k) (1)

12



Com essa relagdo podemos construir a tabela abaixo:

Tabela dos primeiros nimeros de Stirling de segundo tipo

% 012 3 4 5 6 7 8 9 |10

0 1

1 01

2 0111

3 0113 1

4 o117 6 1

5 Of1]15 |25 10 1

6 0O(1]31 |90 65 15 1

7 01]63 |301 |350 140 21 1

8 0] 1|127 (966 | 1701 1050 | 266 28 1

9 0|11]255 (3025|7770 | 6951 | 2646 |462 |36 |1

10 0115119330 | 34105 | 42525 | 22827 | 5880 | 750 | 45 | 1
Segao 2.3 Outras relacoes

E possivel dar uma férmula (ndo muito ttil) para os nimeros de Stirling de segundo tipo,

calculando de duas maneiras diferentes o ndmero de fungdes sobrejetoras f:A — B onde

|Al=n e |Bl=k. Sabemos, pelo principio de inclusdo - exclusdo, que o nimero dessas

k i k n . . . .
funcdes é Z(—l) ( j(k—i) . Por outro lado, é imediato que cada particdo do conjunto A

i=0 l

em k classes estd associado a k! diferentes fungdes sobrejetoras. Logo

S(n,k)zii(—l)" (’fj(k—i)” : (IV)

k ' i=0

Podemos obter outra identidade interessante envolvendo os nimeros de Stirling de segundo

tipo considerando o conjunto das fungdes f: A — B,onde | Al=n e | Bl=m. Sabemos que o

ndmero dessas fungdes é m". Por outro lado, podemos particionar este conjunto nos

subconjuntos de fungdes cuja imagem tem exatamente k elementos, para 1<k <m. O nimero

m
de fun¢des em cada um desses subconjuntos é evidentemente (k j (k 1S (n, k)) , € obtemos:

m
k=1

m’ :Z(}ij!S(n,k). V)

13



Vamos agora derivar outra relacdo de recorréncia para os nimeros de Stirling de segundo

tipo. Suponhamos m>1, n>0 e m<n+1. Por definicdo S(n+1,m) é o nimero de

particoes do conjunto {1,2,-~-,t,--~,n,n+1} em m classes. Vamos agora dividir estas
particdes de acordo com o nimero k de elementos que estdo na classe que contém o elemento
t (sem contar o f), com 1<k<m. Para k fixo, o numero dessas particoes ¢

n
(k]S(n—k,m—l) , donde

S(n+1,m)= :(st n—k,m—1) Z( j (k.m—1).

k= 0

Secao 2.4 Funcio geradora dos nimeros de Stirling de segundo tipo

Vamos encontrar agora a fung¢do geradora para os nimeros de Stirling de segundo tipo.

Para isso, fixamos k =1 e usamos a relagdo (III); temos entdo

o o

D> S(n+Lk)"=>1S(nk—1)x" +kiS(n,k)x

n=0 n=0 n=0

= i S(nk—1)x +kxiS(n,k)x’l
OX]

n=l

S(n+1,k—1)x" +kxiS(n+l,k)x"

n=0 n=0

Fazendo F, (x)= iS (n,k)x", obtemos

n=0

F (x)=xF,_ (x)+kxF, (x)= kx F,_ (x)

k
X

T (1= kx)--(1=2x) (1=

xkﬁ(l+]x+]x + 70+ )

j=1
— 1/'12/'2 _“kjk
n=0\_j+- +JK—n —k

ou seja

S(nk)= Y, 1i22.kh

i+t g =n—k

14



Agora vamos dar uma demonstracdo combinatéria para essa expressdo. Fixamos k=3 e

n =35 como exemplo, observando que o argumento € perfeitamente geral. Nesse caso, temos:

5(5,3) = z 112235 =1°2'3" +1'2°3' +1'2'3° +172°3% +1°2°3° +1°2°3* = 25.

i+ jz=2
Aqui queremos dividir o conjunto formado pelos elementos 1,2,3,4 ¢ 5 em trés classes. Para

resolver esse problema vamos dividi-lo em casos e identificar cada particdo pelos menores

elementos das classes. Consideremos as classes {1,---}, {a,---}, {b,---}, onde a e b sdo os

4
menores elementos de cada classe, com a <b; temos (2 escolhas possiveis para a e b e

4
portanto (J parcelas para o somatdrio . Observemos que os a—2 elementos entre 1 € a s6

podem pertencer a classe do 1, portanto t€ém apenas uma opcdo. J4 os b—a—1 elementos
entre a e b podem pertencer a classe do 1 ou do a, portanto t€ém duas escolhas. E os 5—b

elementos maiores do que b poderdo ficar nas trés classes, tendo assim trés escolhas possiveis.
Temos entdio 17°2"“'3°" possiveis parti¢des do tipo {1,---}, {a,---}, {b,---}. Por exemplo, o

niimero de particdes em que a=2 e b=4 é 1°2'3', o0 que gera primeira contribuiciio ao

somatério. Logo S(5,3) = Z 172%23% | como queriamos. m
Jith+iz=2
Secao 2.5 Relac¢io entre niimeros de Stirling de primeiro e segundo tipo

A defini¢c@o a seguir vai nos ser ttil para relacionarmos os nimeros de Stirling de primeiro e

segundo tipo.

Definicao [fatorial descendente] Para n,me N definimos o fatorial descendente

[n]m =n(n—-1)(n—2)---(n—m+1). Trocando n pela indeterminada x, obtemos o polinémio

de Stirling descendente.
[x], =x(x=D(x=2)--(x—n+1D) =) s (n,k)x* (VI)
k=0

Em particular, definimos [x]o =1.

15



Por exemplo,
[x]o =1
[x], =
[x], =x(x-D)=x"—x
[x], = x(x=D(x=2)=x" —3x" +2x
[x], = x(x=D(x=2)(x=3)=x" —6x° +11x* —6x

E imediato que [x], = (=1)"[~x]" e temos entdo s(n,k)=(~1)"s"(n,k).

O conjunto B ={[x],[x],[x],.....[x] ,} € um conjunto de geradores para o espago dos

polindmios de grau menor ou igual a p e tem dimensdo p+1, logo é uma base desse espaco p.

Vamos agora encontrar as matrizes de mudanga de base entre essa base e a base canOnica

C={lx,x*,x,...,x"}.

Teorema 2  Seja x uma indeterminada. Entdo, para todo p, temos:

p

x’ ZZS(P’k)[X]k

k=0

Demonstragdo iS(p,k)[x]k =§k!8(p,k) [x]" =i(xjk!S(p,k)

k=0 k! =\k

(VII)

Sejam f(x)=x"e g(x):i[ltjk!S(p,k) . Por (V) sabemos que f (m)=g(m) para todo

me N .Logo f(x)=g(x),como queriamos. m

As expressoes (VI) e (VII) mostram que as matrizes

(50,00 0 0 0 0 0
S1,0) S 0 0 0

Pe S(2,00 S2,1) S2,2) 0 0
183,00 S3B.) S3B.2) S(3.3) 0
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[ 5°(0,0) 0 0 0 0

s'(L0) ST, 0 0 0
0- 572,00 ST 5°(2,2) 0 0
153,00 sG) s(3,2) s(3.3) 0

s(p,0) s(p.D) s(p2) s(p3) - s(p.p)]

sdo as matrizes de mudanca de base da base 3 para a base C e da base C para a base B,
respectivamente.

Das igualdades (VI) e (VII) obtemos

P P ) P P . ‘ .
X' =3 S (p.k)Y s (k, )x’ =Z(Zs(p,k)s (k,J)}(’
k=0 Jj=0 =0 \ k=0
donde
z . 0 i
> S(p.k)s (k,j>={ TSP vy
=0 1 sej=p

Essa expressao reflete o fato de as matrizes P e Q sdo inversas uma da outra.

Secao 2.6 Sequéncia de Stirling

Nosso objetivo nessa secdo € encontrar as matrizes de mudanca de base da base

Dz{( Z)C j,( ’16 j,.-.,( x ]} para a base canénica C={l,x,x’,x°,...,x"} do espago dos
p

polindmios de grau menor ou igual a p.

Definicao Seja (h,))=hy,h,....h,... uma sequéncia numérica. Definimos o diferencial
Ah,=h ., —h . Definimos também A"h =A(A""'h ) para pe N; em particular, definimos

A =h .

17



Calculemos A”h, para alguns valores de p.

p=1:temos Ah, =h _,—h,

p=2:temos A’h, =A(Ah)=h, ,—2h, +h,
p=3:temos A’h, =A(Ah,) = h,,—3h,,,+3h,, —h,
p=4:temos A'h,=AA’h)=h,,, —4h, ,+6h,,—4h, +h

Generalizando, temos

A, =Y (1) m M IX)

Duas propriedades simples do operador A sdo as seguintes.
(1) Se h, =g, +f, entdo Ah =(g ., +f.)—(g, +f)=Ag, +Af, 6 e mais geralmente
A’h =A"g +A"f, .
(il)  Se c e d sdo constantes entdo A’(cg, +df,)=cA’g, +dA"f,.

Essas propriedades serdo usadas constantemente no que se segue sem mencao explicita.

Definicao Seja he Clx] um polinomio de grau p. A sequéncia (h,) definida por

h, =h(n) para n=20 é dita uma sequéncia polinomial de grau p.

Teorema 3  Seja (h) uma sequéncia polinomial de grau p. Entdo A""'h, =0 para todo
n=0.
Demonstragcdo Sem perda de generalidade, podemos supor s, =n” para n=0. Entio
por (IX) temos

ol ( p+1

AR, = Z(—l)‘ (p _ j(n+p+l—i)” )

i=0 l
Queremos mostrar que essa expressao tem o valor 0. Para isso, consideremos conjuntos A ¢ B
com |A|=p e |B|=n+p+1. O numero de funcgdes sobrejetoras f:A—>B é 0, pois o

conjunto B possui mais elementos do que o conjunto A. Por outro lado, o principio de

inclusdo-exclusdo nos diz que o numero dessas fungdes é a expressdo acima, concluindo

nossa demonstragdo. u
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Definicao A tabela diferencial da sequéncia polinomial (4,) de grau p é a tabela

A’hy A°hy A°h, A°hy ... A°h,
A'hy A'h, A'h, Ah, ... A'h, -
A’h, ANh Nh, Nk ... Ah -
AN’hy Nh ANh, Nho... Ah -
A’hy Ah, A’h, A'hy ... A’h, .-
0 0 0 0 - 0

Chamaremos de Ah, a primeira diagonal da tabela, ou seja, aquela cujos elementos sdo

A'hy, A'h,...

LATh

Exemplo 1: Para a sequéncia (h,) com h =n"—2n’ —3n+1 temos a seguinte tabela:

1 -3 =5 19 117 361 847 =
-4 -2 24 98 244 486 =
2 26 74 146 242
24 48 72 96
24 24 24
0 0

e nesse caso Ah, € a sequéncia 1,—4,2,24,24,0,0,0,...

Se (h,) € uma sequéncia polinomial com Ah,=0,...,0,1,0,..., onde o 1 estd na k -ésima
posicdo, podemos facilmente reconstruir a tabela diferencial de (4,). Por exemplo, se k=5

temos a seguinte tabela:

0 00 0016 21 56
0 00 015 15 35
0 0014 10 20
0 01 3 6 10

0123 4
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Como hy,=h =h,=h,=h,=0 e A"hy=0 para p=>6 entdo 0, 1, 2, 3, e 4 sdo raizes do

polindmioh(n)e o grau de h € 5. Logo h, =cn(n—1)(n—2)(n—3)(n—4), onde ¢ é uma

1 n .
constante. Como h, =1 temos c=§ e entdo h, =(5]. Em geral, se (h,) € uma sequéncia

n
polinomial tal que A/]] =0,0,0,,0,1,0= entdo h, =( ], e reciprocamente. Isto fornece a
\_V__J

p

demonstracdo do seguinte teorema.

Teorema 4 Seja (h,)uma sequéncia polinomial com Aho=co,cl,cz,---,cp,0,0,0,...e

x x x x
h(x)=c,| |+¢| . |+c|  |++cC .
alrel el

Exemplo 2: Consideremos a tabela diferencial construida no exemplo 1, com

c,# 0. Entdo

Ahy =1,-4,2,24,24,0.... Pelo teorema anterior temos

n n n n n . 3
h,=| |—4| |+2| _[+24| [+24| |=n"-2n" -3n+1.
0 1 2 3 4
Consideremos agora a expressao
P
xl = ch (x] .
k=0 k

. o x) [x] 3
Vamos determinar os coeficientes ¢, . Como (kj: k'k , podemos reescrever a expressio

acima como

xp C [x]k
k

k=0 .

c
k—k![x]k

P
k=0

e por (VII) segue ¢, =k!S(p,k).
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que € a matriz

[0!5(0,0)
0!S(1,0)
0!S(2,0)
0!S(3,0)

01S(n,0)

A expressdo acima mostra que a matriz

0
11S(1,1)
11S(2,1)
11S(3,1)

11S(n, 1)

A expressdo acima nos d4 a matriz

0 0
0 0
218(2,2) 0

215833,2) 3!8(3.,3)

218(n,2) 3!S(n,3)

¢ a matriz mudanga de base da base Dpara a base candnica C .

. ~ 'x x ~
1sso usaremos a expressao (VI) e (kj = [—"‘ .Temos entéo:

k!
P " k
xj:zs (p )xk .
p k=0 p!
sQ00 0 0
0!
s'(L0)  sT(LD 0 0
1! 1!
52,00 52D 52,2 0
T=| 2! 21 21
s3,00 sGD sG2) 53,3
3! 3! 3! 3!
s(p,0) s(p,) s(p,2) s(p.3)
p! p! p! p!

mudanca de base da base canoOnica

O O O O

n!S(n,n) |

Agora queremos encontrar a matriz 7 de mudanga da base canonica C para a base D. Para

s (p.p)
p!

C para a base D.
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CAPITULO 1II
Niumeros de Bell
Queremos nesse capitulo encontrar o nimero de maneiras de separar n elementos em classes

ndo vazias e a funcdo geradora desses nimeros.

Secdo 3.1 Definicao e pequenos valores dos niimeros de Bell

Definicao O numero de Bell B, é o niimero de parti¢oes de um conjunto de n elementos

em classes ndo vazias. Definimos B, =1

Vamos calcular B, para alguns valores pequenos de .
n=1: claramente B, =1.
n=2:temos as parti¢cdes {1,2}; {1},{2} donde B, =2
n=3: temos as parti¢des: {1,2,3}; {1},{2},{3}; {1},{2,3}; {2},{3,1}; {3},{1,2}. Logo
B,=5.
n=4: temos as particoes:
{1,2,3,4}  {1,2},{3,4}  {1}.,{4}.{2,3}
{1}.{2,3,4} {1.3},{2,4}  {2}.{3}.{L.4}
{2}.{1.3,4} {1,4}.{2,3}  {2}.{4}).{L3}
{31.{1.2,4} {1}.{2}.{3.4} {3}.{4}.{1.2}
{4}.{1.2,3} {1},{3}.{2.4} {1}.{2}.{3}.{4}
donde B, =15.

Usando a defini¢ao de nimeros de Stirling de segundo tipo, é imediato que,
Bn=ZS(n,k) (X)
k=1

ou seja, o n-ésimo numero de Bell € a soma da n-ésima linha da tabela dos nimeros de

Stirling do segundo tipo.
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Secao 3.2 Relac¢ao de recorréncia e funcio geradora exponencial dos niimeros de
Bell

Teorema S Paratodo ne N temos:
~(n
B.=Y|" |5 (XD)
k=0 k
Demonstragcdo Dividimos n+1 elementos em classes ndo vazias. Seja t um desses

elementos. Para cada k com 0 <k <n escolhemos k elementos que ndo ficam na classe do

t, o que pode ser feito de (kj maneiras diferentes. Depois separamos esses k elementos em

“(n
classes, o que pode ser feito de B, maneiras diferentes. Logo B, ,, = Z(IJB,( . m

k=0
Com essa relagdo podemos construir a tabela abaixo:

Tabela dos primeiros nimeros de Bell

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Bn 1 1 2 5 15 52 203 877 4140
Teorema 6 [a func¢io geradora exponencial dos nimeros de Bell] Para xeR
temos
Bl = (XII)
0 n!
Demonstragcdo Dadas as fungdes f = Za —e g= Zb , temos em geral
n! n!
s oo k oo oo k k
X X X
a, — — |= b, X' = b,_. |—.
e Se 5 S0 o 2 2 e S B E b i
Usando (XI) e considerando f = ZBn x_' e g=e = Zx—' obtemos
= n! = n!

=35 p g

r=0
f’

Logo 7=e" assim (In f)'=e" o que implica In f =e*+c e obtemos f =e° . Como

B, =1 temos " =1, quenos dd c=—1.Logo f=¢° "', como querfamos. ]
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CAPITULO IV

Numeros de Catalan

Secao 4.1 Definicao e pequenos valores dos niimeros de Catalan

Definicao O niimero de sequéncias que podem ser formadas usando n simbolos +1's
e n simbolos —1's, cujas somas parciais satisfazem g +a,+---+a 20 com K=1,2,,2n

é o niimero de Catalan C,.

Vamos calcular C, para alguns pequenos valores de n.

n=1: temos somente a sequéncia +1,—1 com a soma parcial ndo negativa,
portantoC, =1.

n=2: temos as sequéncias {l,—1,1,—-1} e {1,1,—1,—1} com a soma parcial ndo
negativa, portanto C, =2.

n=3: temos as sequéncias: {I,—-1,1,-1,1,-1}; {1,-1,1,1,-1,-1}; {1,1,-1,1,—1,—1};

{L1,-1,-1,1,-1} e {1,1,1,—-1,—1,—1} cujas somas parciais sdo ndo negativas. Portanto

C,=5

n=4: temos as sequéncias:
{1’_1’1’_1’1’_1’1’_1} {1’1’_1’1’1’_1’_1,_1} {1’1’1,_1’_1,1,_1’_1}
{L1,-1,-1,1,-1,1,—1} {L,-1,1,1,-1,-1,1,—1} {L1,,-1,1,-1,-1,—-1}
{LL-1L-1-11L-1} {L-L1LL-11,-1—-1} {L-LLL1,-1,-1-1}
{1’1’_1’_1’1’1’_1?_1} {1’_1,1’_1,1’1’_1,_1} {1’1’1,1’_1’_1,_1’_1}
{L1,-1,1,-1,1,-1,-1} {L1,1,-1,-1,-1,1,—1}

Portanto C, =14.

Vamos agora encontrar uma férmula para os nimeros de Catalan.

1 (2n
Teorema7 C =—— para n=>0
n+1{ n
Demonstragcdo Iniciamos calculando o nimero de sequéncia que podemos formar

comn +1's e n —1's; para isso escolhemos n lugares para colocarmos os —1's, os +1's

2n

j sequéncias distintas.
n

ficardo nos n lugares restantes. Com isso temos (
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Chamaremos de U, o nimero de sequéncias que possuem pelo menos uma soma parcial

n
menor que 0. Temos entdo ( j =C, +U,.

n
Agora vamos considerar uma sequéncia pertencente a U, . Nessa sequéncia existe o
menor k tal que a,+a,+---+a, <0; é imediato que a, =—1. E a soma também vale —1.

Invertendo o sinal dos g, para i=1,...,k e mantendo inalterados os demais termos

2n) _ (2n)!
n+l) (n+D'n-1!

obtemos n+1 +1's e n—1 —1's. O nimero dessas sequéncias é (
Revertendo os sinais dos a, para i=1,...,k resulta em uma sequéncia de n +1's e
n —1's que possuem pelo menos uma soma parcial <0.

Para ilustrar o argumento acima, consideremos um exemplo. Observe a
sequéncia{l,—1,1,-1,-1,1,1,—1,1,—-1}, em k=5 as somas parciais se torna negativa.
Mudaremos os sinais dos k=5 primeiros termos, obtemos a sequéncia

{-1,1,-1,1,L,1,1,—-1,1,—1}, revertendo os sinais dos k =35 primeiros termos retomamos a

sequéncia original {1,—-1,1,-1,-1,1,1,—-1, 1,—-1} .

(2n)!
Este argumento mostra que U, =— . Logo
(n+Dl(n-1!
C - 2n U - 2n B (2n)! __@em (2n)!
“n) " \n) @+Dn-D! n'@n-n)! (n+D)(n-1)!

T A+ nln—1! n+lnalnl n+lln

1 em! 1 @2n)!_ 1 (2n]

Assim

1 (2n
C,=— (XII)
n+l{ n

como quer famos. m
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Secao 4.2 Relac¢ao de recorréncia para o nimero de Catalan

Vamos agora calcular uma relacdo de recorréncia para os nimeros de Catalan. Para isso,

4n—-2

usamos (XII) para obter ——= , donde
. n+l
4n-2
C, = et (XTIT)
n+1

Com essa relagdo podemos construir facilmente a tabela abaixo:
Tabela dos primeiros nimeros de Catalan
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
C 1 1 2 5 14 42 132 429 1430

Secao 4.3 A funcao geradora dos nimeros de Catalan

Vamos nesta secdo encontrar a func¢do geradora dos numeros de Catalan. Para isso

demonstraremos o seguinte teorema.

1 = (2r
Teorema 8 (1—4x) " = Z( jx’ para r>0.
r

r=0

2n -
Demonstracdo Seja a =( j Entao q,=1, a =Ma portanto

n n n—1
n n

na, =4na, ,—2a, , para n=>1. Fazendo f = Zanx” temos:
n=0

=

n o__ n__ n
Znanx = 42 na, \x 22 a, x
n=1 n=1

e entao
xf =4x(xf )+ 2xf
fr=a(xf)+2f

(1-4x)f'=2f
o2
o 1-4x
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2

(/)=

In f :—%ln(1—4x)+c
Inf =In(1-4x)2 +c

Como f(0)=1 temos f = (1—4x)_% como queriamos. ]

. 1 (2n )
Consideremos agora C, = —— ; usando o teorema anterior temos:
n

n+1
> > 1 (2r 1 1 (2r .
=>»Cx' =) — X==) — X
4 ,Z;‘ ' ,Z;‘r+l(rj x,_0r+1(rj
P2
1 - —(1—-4x
:—J.(l 4x)Adx— ( ) +c
X 2x
~(1-4x)" , ~(1-4x)"
Como C,=1 temos +c=1, que nos dd ¢=0. Logo f=—— € a
2x 2x
funcdo geradora dos nimeros de Catalan =
Um exemplo da aplicacdo dos nimeros de Catalan € o seguinte.
Definicao R ¢é o nmiimero de maneiras de parentetizar corretamente a expressdo

a,a,...a, de modo a calcular o produto final multiplicando apenas dois fatores de cada

vez.

Vamos calcular R, para alguns valores pequenos de n.

n=1: por convencdo, R =1

n=2: aunica possibilidade (a,a,), ou seja, R, =1.

n=3: as possibilidades sdo (¢(a,a;))e((q, a,)a;), donde R,=2.
Em geral, o nimero de parénteses abertos é sempre maior ou igual ao nimero de
parénteses fechados e serdo necessdrios n—1 pares de parénteses. Desta forma, se

considerarmos os parénteses abertos como +1's e os parénteses fechados como os —1's,

vemos que R =C, .
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