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Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar as propriedades mais
importantes da Integral Generalizada de Henstok-Kurzweil, que como nome sugere foi
desenvolvida por Ralph Henstock e Jaroslav Kurzweil por volta do ano de 1960. Existem
outras denominagoes, tais como Integral de Calibre ou Integral H-K. Sera estudado apenas
o caso de fungoes reais, definidas em intervalos da reta real. Esta integral contém as
integrais de Riemann e de Lebesgue como casos particulares.

A integral de Riemann, desenvolvida em meados do século XIX e estudada
em cursos de calculo e andlise nao é suficiente para todos os estudos em matematica,
pois tem algumas inadequacoes, como por exemplo o fato de nao podermos tirar muitas
conclusoes a respeito do limite de fungoes Riemann integraveis. Outro ponto desfavoravel
¢ que nem todas as fungoes que possuem antiderivadas (ou primitivas) sdo integraveis,
ou seja, o Teorema do Calculo e a férmula f:f = F(b) — F(a), para f,F :[a,b] = R
e F'(z) = f(z) Vx € [a,b] podem ser usados para um nimero reduzido de fungoes, um
exemplo disso é a fun¢ao f:[0,1] — R definida por:

2z cos(1/x?) + (2/x)sen(1/z*), se x € (0,1],
f(x):{ 0, se z=0.

Temos que F':[0,1] — R, definida por:

r?cos(1/2?), se x € (0,1],
0, se xz=0.

F(z) = {

é uma primitiva de f, mas f nao é Riemann integravel, pois nao é limitada, assim nao
podemos utilizar a férmula dada pelo Teorema do Calculo na versao para funcoes Riemann
integraveis. Também no caso de funcoes em intervalos infinitos e funcgoes ilimitadas é
necessario (quando possivel) utilizar a nogao de integral imprépria para estender a teoria.

No inicio do século XX Henri Lebesgue desenvolveu uma teoria de integragao
que aumentou significamente o conjunto das fungoes integraveis, incluindo aquelas nao
limitadas, integracao sobre conjuntos mais gerais, varios teoremas de convergencia, porém

nao se livrou totalmente dos problemas da teoria de Riemann, como por exemplo a fungao



D : ]0,00] — R, definida por D(x) = sen(x)/z se x € (0,00] e D(0) = 0 nao ¢ Lebesgue
integravel. A integral [ sen(z)/x é chamada de integral de Dirichlet.

Por fim, o objeto de estudo aqui, a integral generalizadada de Henstock-
Kurzweil veio suprir as inadequagoes mencionadas anteriormente e com o beneficio de ter
uma abordagem semelhante aquela utilizada na teoria de Riemann. Ou seja, a integral
de Henstock-Kurzweil integra todas as fungoes que possuem primitivas, inclui todas as
Riemann e Lebesgue integraveis, generaliza os teoremas de convergéncia ja conhecidos da
teoria de Lebesgue e nao precisa utilizar-se da nogao de integral impropria.

As principais referéncias utilizadas foram os livros A Modern Theory of Inte-
gration (Bartle) e Introduction to Real Analysis (Bartle-Sherbert).

O trabalho estd organizado em céapitulos, distribuidos da seguinte maneira:
no capitulo 1 sera recordada a definicao de uma particao pontilhada, bem como sera
definido o conceito de funcao calibre, elemento principal da teoria. Serao dados exemplos
de calibres, bem como aplicagoes na demonstracao de teoremas ja conhecidos da analise
na reta. No capitulo 2 serao apresentadas a definicao da integral de Henstock-Kurzweil,
bem como propriedades importantes. Além disso, serao vistas novas versoes dos Teoremas
do Calculo e evidenciado o fato de que o produto de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis
nao é necessariamente integravel. Também, o médulo de uma fungao Henstock-Kurzweil
integravel nao necessariamente é integravel. Na tltima secao do capitulo 2 ocuparemos
de expor fatos basicos sobre a integral de funcoes definidadas em intervalos infinitos. No
capitulo 3 serao revistos conceitos béasicos da teoria de Lebesgue no que se refere a o-
algebras, funcoes mensuraveis e medidas; para que possamos dar uma nova defini¢ao e

caracterizacao da integral de Lebesgue por meio da integral de Henstock-Kurzweil.



Capitulo 1

Calibres

Neste capitulo introduziremos o conceito de calibre onde daremos exemplos
e aplicacoes. Um calibre é uma funcao que desempenharda um papel principal no de-
senvolvimento da teoria de integracao de Henstock-Kurzweil que sera vista nos capitulos
seguintes. Nas defini¢oes retomaremos conceitos tais como partigoes e pontilhamentos.
No estudo da integral de Riemann utilizamos o conceito de norma de uma particao, a
fim de controlar o comprimento dos subintervalos da particao, enquanto que na integral
de Henstock-Kurzweil quem fara esse trabalho serao os calibres. Quanto as aplicagoes
iremos reapresentar alguns teoremas classicos da andlise na reta como forma de ilustrar

o potencial do conceito de Calibre.

1.1 Conceitos Iniciais

Defini¢ao 1.1.1 Uma particao de um intervalo I = [a,b] € uma colecao P =
{I,...1,} de intervalos fechados na qual a unido é |a,b] e cada dois intervalos consecutivos
se intercectam em um unico ponto. Cada subintervalo da particao é denotado por I; =

[zi_1, 2], assim temos
a=29< ... <Ti1 <x; < ..<z, =0

Onde os pontos {x;}i=1. n sGo chamados de pontos da particGo P. Um pontilha-
mento de P € “escolher’em cada intervalo I, um ponto t;. Assim P = {(Li,t)}r, €
dita uma particao pontilhada de I. Fizada a particio pontilhada P, cada ponto t; é

dito uma marca do intervalo I;.



Defini¢ao 1.1.2 Um calibre em I é simplesmente uma fungdo § : I — (0,00) (ndo
necessariamente continua,).
Seja 0 um calibre em I e P uma particao pontilhada de I. Dizemos que

P é6-fina se satisfaz:
L Clti—0(t), ti +6(t)], V i=1,....n.

Exemplo 1.1.1 Na definicao da integral de Riemann, usa-se particoes pontilhadas. Seja
P = {(I;,t:)}1_, uma particio pontilhada de I = [a,b] e & = ||P|| = sup{(z; — x;_1),i =
1,...,n} chamada de norma de P. Definimos o calibre §(x) =0y, ¥V x € I. Assim,
P ¢ wma particio 5-fina. Mais winda, para qualquer particio Q com norma < &, temos

que Q € uma particio d-fina.

Um questionamento que surge: dado um calibre ¢ : [a,b] — R, serd que existe

particao d-fina? A resposta é afirmativa e dada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.1.1 Se § é um calibre definido sobre o intervalo [a,b], entao existe uma

particao 0-fina de [a,b].

Demonstragao: Denotemos por E o conjunto dos pontos x € [a, b] tal que existe uma

particdo d-fina do subintervalo |[a, x].

1. O conjunto E nao é vazio, de fato: d(a) > 0, escolhemos z tal que, a < x < a+d(a),
é claro que ([a,z],a) é uma particao pontilhada §-fina de [a, x|, isso implica que
z € E. E claro também que para todo a < xg < x temos que xg € E. Sendo

E C la,b] limitado, possui supremo, que denotamos por u = sup(FE).

2. u € E, de fato, uma vez que u—9d(u) < u, existe v € F tal que u—0(u) < v < u.
Como v € E seja P, uma particio d-fina de [a,v] e definimos uma parti¢ao de
[a,u] da seguinte forma: P, = P, U ([v,u],u). Assim, P, é uma particio d-fina de

la,u] o que implica u € E.

3. E = [a,b], basta mostrar que u = b. Por absurdo, suponhamos u < b e tomemos
w € [a,b] tal que u < w < u+ d(u). Como wu € F, isso implica que w € F, seja

Q; uma particao d-fina de la, u], logo Qy = O, U ([u, w],u) é uma partigdo o-fina



de [a,w] o que implica w € E, mas isso constradiz o fato de u ser um supremo de

E. Assim w =b.
O

Observagao 1.1.1 Se 0 e~y sao calibres em I = [a,b] tais que 0 < 0(z) < y(x) para
todo x € I, entio toda particio P que € d-fina também serd ~-fina. Isso € imediato,

basta ver que t; —y(t;) < t; —0(t;) e que t; + 0(t;) < t; +~(t;), logo
I C [t = 6(t:), ti 4+ 6(t:)] € [t — (t:), i + 7(8:)].

Consequentemente se d1 e 0y sao dois calibres em 1 = [a,b] e se definimos o
calibre  §(x) = min{d;(x),d(x)} V = € I, entdo temos que qualquer particio 0-fina

também serd d,-fina e do-fina.

Observacao 1.1.2 Se P ¢ uma particio 0-fina de I = [a,b], entdo dado qualquer x € I,
existe uma marca t; tal que |x —t;| < 6(t;). Para ver isto, x € I; para algum i, logo

1.2 Exemplos de Calibres

Exemplo 1.2.1 Seja § um calibre definido em 1 = |0, 1] por

L se x =20
_ 107 9
o(z) { %x, se O<z<l1.

Vamos construir uma particao o-fina. Para o intervalo da parti¢ao [0, x],

temos que a unica marca possivel é ty = 0. De fato, suponhamos que 0 < t; < xq, entdo
[t1 — 0(t1),t1 +0(t1)] = [t1 — t1/2,t1 + t1/2] = [t1/2, (3/2)t4].

Note que 0 < t1/2. Assim, a marca de [0,x1] deve ser obrigatoriamente t; = 0. O
primeiro intervalo é tal que [0,z1] C [—1/10,1/10]. Assim, podemos fazer 0 < x; < 1/10.

A construcao dos demais subintervalos decorrem de testes em elementos de [xq,1]. Por

exemplo, uma particio P, d-fina é:

P ={([0,1/10},0),([1/10,3/10],2/10), ([3/10,9/10],6/10), ([9/10, 1], 1)}.



Vemos neste exemplo um fato importante em relacao a calibres, isto é, definido
um calibre § podemos ter que, determinados pontos sao obrigatoriamente marcas da
particao pontilhada. Daremos mais um exemplo a seguir, de quando isso ocorre, mas
essas situacoes ocorrerao inimeras vezes ao longo do texto.

E importante observar que no exemplo acima (e no préximo) ji temos os
calibres definidos e estamos apenas constatando a obrigatoriedade de alguns pontos serem

marcas, mas tais calibres ja podem ser construidos com essa finalidade.

Exemplo 1.2.2 Seja I = [a,b], com a < b, vamos construir um calibre X\ de modo
que qualquer particao A-fina, necessariamente contém o ponto b como uma marca do
subintervalo que o contém. Para isto, definimos:

ANz) = { (bg—x), se 1z € [a,b),

1, se x=0.

Para [x,_1,b0] obrigatoriamente temos t, = b como marca. De fato, suponhamos que

Tpo1 < t, < x,, entao
[t — 6(t)stn + 0(t0)] = [tn — (b — tn) /2,0 + (b — t,)/2].

Ou seja, t,+(b—t,)/2 < b o que impossibilita [r,-1,b] C [t,—(b—1,)/2,t,+ (b—t,)/2],

logo t, =b € obrigatoriamente marca de [z, 1,b.

Exemplo 1.2.3 (Refinamento) Um procedimento que serd utilizado muitas vezes ao
longo do texto € baseado no sequinte: seja d um calibre em I = [a,b] e seja P uma particao
d-fina de 1. Se t; é uma marca pertencente ao interior do subintervalo [r;_q,x;] de 75,
entdo podemos construir uma nova particao Q de modo que os pontos desta particao sao

{rg<m1 < ...<zig <t;<x;<..<ux,}. E claro que, Q¢ 0-fina usando como marcas

de Q as marcas de P, com t; como marca dos novos intervalos |x;_1,t;] e [t;, x;].

1.3 Aplicacoes de Calibres

Alguns teoremas importantes sobre fungoes continuas da analise na reta podem
ser provados utilizando calibres. Essa é uma maneira de demonstrar a importancia desse

conceito. Utilizaremos a continuidade das funcoes para criar os calibres.



Definicao 1.3.1 Seja A C R, f: A — Re ¢ € A. Dizemos que a funcio f é
continua em c se Ve > 0 existe § > 0 tal que para todo x satisfazendo |r —c| < §

temos
|f(z) = flo)] <e

Dizemos ainda que f € continua em A se [ € continua em cada ponto de A.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Limitagao) Seja I = [a,b] um intervalo fechado e li-

mitado e seja [ : 1 — R uma funcao continua em I. Entao f € limitada em I.

Demonstragao: Como f é continua em I, dado € = p > 0 um nimero fixo arbitrario,
para cada t € [ existe 6(t) > 0 tal que V z € [ com |z —t| < J(t), temos que
|f(x) — f(t)] < p. Assim, definimos o calibre &(t) em I. Seja P = {(I;,t;)}/_, uma
partigdo d-fina de I e seja K = max{|f(#;)|;i = 1,...,n}. Pela observagao 2, dado x € I

existe i com |r —t;| < d(t;), assim

@) < [f(x) = fE)+ | f(E)] <p+ K.
Uma vez que x é arbitrario, segue que f é limitada por p+ K em I.

U

Teorema 1.3.2 (Teorema da Localizagao de Raizes) Seja I = [a,b] e seja f: 1 —
R continua em 1. Se f(a) <0< f(b) (ouse f(a)>0> f(b)), entao existe um nimero

c € (a,b) tal que f(c)=0.

Demonstragao: Mostraremos o caso f(a) < 0 < f(b), o outro caso tem demonstracao
andloga. Suponhamos que f(t) # 0 para todo ¢ € I. Pelo fato de f ser continua em ¢,
dado e = |f(t)|/2 > 0, existe §(t) > 0 tal que para todo = € I tal que |z —t| < (),
entdo f(z) <0se f(t) <0ou f(xr)>0se f(t)> 0. Definimos o calibre §(t) em I.
Seja entdao P = {(I;,t;)}, uma particdo é-fina. Assumindo f(zo) = f(a) < 0 temos
(pelo fato de P ser 0-fina) que f(x1) < 0, f(xs) < O0,..., f(zn) = f(b) < 0. Isso é

absurdo, pois temos a hip6tese de que f(b) >0



Definicao 1.3.2 Seja A C R e f: A — R. Dizemos que f é uniformemente
continua em A se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para x,u € A satisfazendo
|z —u| <6, entdo temos que:

[f(x) = flu)] <e

Teorema 1.3.3 (Teorema da Continuidade Uniforme) Seja [ = [a,b] limitado e

fechado e f: I — R continua em I. Entao f € uniformemente continua em 1.

Demonstragdo: Dado € > 0, como f continua em t € I, existe () > 0 tal que
para z € [ tal que |z —t| < 26(t), temos que |f(z) — f(¢)] < (1/2)e. Podemos
definir o calibre §(t) em I. Se P = {(I;, t;)};_, ¢ uma particao d-fina de I, tomamos
de = min{0(t1),...,0(t,)}. Sejam z,y € I tal que |z —y| <. e ital que |z —t;| < (1)

(Isso é possivel devido observagao jé feita anteriormente). Assim
ly —ti] < |y — x|+ |z —t;] <o+ 0d(t;) <20(t:),
Entao segue que
[f (@) = f) < [f (@) = F@)[+ 1F () — F(y)] < (1/2)e+ (1/2)e = €.

Isso implica que f é uniformemente continua em I.



Capitulo 2

A Integral de Henstock-Kurzweil

Neste capitulo estamos interessados no estudo da integral de Henstock-Kurzweil,
esta integral contém as integrais de Riemann e Lebesgue como casos particulares. Deno-
taremos simplesmente por integral H-K. Nas secoes 2.1 e 2.2 sera apresentada a defini¢ao
de funcoes H-K integraveis, daremos exemplos e algumas propriedades importantes desta
integral. Na secao 2.3 serao vistos versoes dos Teoremas Fundamentais do Célculo para
a integral H-K. Na se¢ao 2.4 discutiremos a integral do produto de funcoes e a integral
do médulo de fungoes. Veremos que o produto e o médulo de fungoes H-K integraveis
nao sao necessariamente integraveis. Na secao 2.5 serao apresentados os teoremas de
convergéncia mondtona e dominada para funcoes H-K integraveis. Por fim, na segao 2.6
daremos uma nova definicao de H-K integral para funcoes definidas em intervalos infinitos

e mostraremos a Integral de Dirichlet.

2.1 Definicao e Primeiros Exemplos

No que segue f denotard uma funcao f : [a,b] — R, ndo necessariamente

limitada definida em um intervalo nao degenerado I = [a,?].

Definigao 2.1.1 Dada f: [a,b] — R, seja P = {(I;,t;)}?, uma particio pontilhada de
I com I; = [x;_1,], Vi =1,...,n. Definimos a soma de Riemann de f correspondente
a P por: i
S(f;P) = Z ) (@i — xi-1).
i=1



Defini¢ao 2.1.2 Uma fung¢io f : [a,b] — R é Henstock-Kurzweil integrdvel em
[a,b], se existe um nimero H € R, tal que para todo € > 0 existe um calibre §. em [

tal que para toda particao pontilhada Pde I que seja O.-fina temos que
IS(f; P) — H| < e.

Denotamos por R*[a,b] o conjunto das fungdes H-K integraveis em [ =
[a,b]. O conjunto das fungoes Riemann integraveis sera denotado por Rla,b]. Utili-

zaremos para a integral H-K o mesmo simbolo da integral de Riemann, ou seja, assim:
b
/ f ou / f.
a I

O teorema a seguir nos mostra a relagao entre funcoes Riemann integraveis e

fungoes Henstock-Kurzweil integraveis.

Teorema 2.1.1 Funcoes Riemann integraveis sao Henstock-Kurzweil integrdveis

(i.e. Rla,b] C R*[a,b]).

Demonstracao: Dado € > 0 vamos construir um calibre apropriado. Uma vez que f é
Riemann integravel, existe 6. > 0 tal que se P é qualquer particdo com HPH < d, entao
|S(f;P)— H| < e. Definimos a funcio 8 = (1/4)d, para x € [a, b], entdo §* é um calibre

em [a,b]. Se Q é uma particio §*-fina, onde I; = [2;_y, x;], entdo:
I Clt; — 87 (t:), ti + 65 ()] = [ti — (1/4)0c, t; + (1/4)0].

Como 0 < x; — x;_1 < (1/2)8. < b, para i = 1,...,n., temos que a norma ||Q|| < d. e
logo |S(f;Q) — H| < e. Uma vez que € é arbitrario, temos que f é Henstock-Kurzweil

integravel.
O

No exemplo a seguir temos uma funcao Riemann integravel, logo é H-K in-
tegravel. Mas usaremos a definicao de calibre para mostrar que é H-K integravel, afim

de mostrar a técnica no uso de calibres.

10



Exemplo 2.1.1 Seja I =[a,b], c€ (a,b) ea, 5 €R com a# . Seja f:]a,b] - R

definida por
a, se a<z<c,

f(;v):{ B, se c<ux<h.
Vamos mostrar que f € R*[a,b] e fabf =a(c—a)+ B(b—rc).
Dado ¢ > 0 vamos escolher um calibre 6. em I que forca o ponto c ser a
marca dos intervalos que o contém, para qualquer particao que é O.-fina. Par obter isto

definimos d. o calibre

5(33):{ Sle—t|, se t#e,

dg, se t=-c.

No final escolheremos um &y de acordo com o necessirio. Seja P uma
particao de I que € O.-fina. Caso ¢ nao seja um ponto da particdo poderemos acrescentd-
lo, de modo que teremos |xp_1,¢] e [c,xr] e ¢ € uma marca para ambos. Uma vez
que f(t;)) = a para i =1,...k —1 a soma dos k — 1 primeiros termos em S(f;75)
¢ oz —a). Para i = k,...,n, f(t;)) = B de maneira que os termos restantes
de S(f;P) é B(b— xp_1). Temos assim S(f;P) = alxp_y —a) + B(b — z3_1). No
entanto, xp_1—a=(c—a)— (c—xp_1) € b—x4_1 = (b—c)+ (c — xx_1), temos entdo
S(f;P) = alc—a)+ Bb—c)+ (6 —a)(c — xp_1). Uma vez que P é dc-fina, entio

c—0<xp_1<conde 0<c—ux,_1 <09, assim
1S(f;P) = [alc —a) + Bb—)]| < |8 —al(c—ax1) < | —ald.

Desta desigualdade e usando que € > 0 é arbitrdrio basta escolher 6y = dc(c) =

¢/|B — «|, podemos concluir assim que f € R*[a,b] e que

/abf:a(c—a)—l—ﬁ(b—c).

Exemplo 2.1.2 (Funcao de Dirichlet) Sabemos que a funcao de Dirichlet f :[0,1] —
R definida por
fx) =

1, se x ¢é racional,
0, se x ¢é wrracional.

11



ndo € Riemann integravel (Ver [1], pdg. 209). Este exemplo mostra que esta func¢do é

/Olf:O.

De fato, consideremos uma enumeragdo dos racionais em [0,1] por {ri}s2;.

H-K integrdvel e vale:

Dado € > 0 definimos o calibre ¢ : [0,1] — R:

5.(2) €/282  se x € racional,
T) = . :
‘ 1, se x € irracional.

Seja P ¢ uma particao d.-fina, entdo temos que: x; — x;1 < 20.(t;). Consideremos a
soma de Riemann S(f;P) = S0, f(t;)(x;—x;_1), nesta soma apenas as marcas racionais
fazem contribuicoes diferentes de zero, entao sem perda de generalidade, podemos supor

que todas as marcas sao racionais {t; = ;1 =1,....,n}. Temos:

2€ €
0 < f(ris)(zi —xim1) = L(z; — x4 1)§sz,

assim

00
€

2

=€ (jeN).

0< S(f;P) = Zf (e —21) €D
=1

Uma vez que € € arbitrdrio o resultado seque.

2.2 Propriedades da Integral

Teorema 2.2.1 (da Unicidade) Se f € R*[a,b], entdo o valor da integral € unico.

Demonstragao: Suponhamos que existam H; e Hs valores da integral de f em [a,].

Como f é H-K integravel, V e > 0 existe um calibre 5% tal que se P; é uma particao

5%—ﬁna, entdo |S(f;P1)—Hi| < 5. Analogamente existe 6’5’ tal que se P, é uma particio

5%’-ﬁna, entdo |S(f;Py) — Hy| < ¢. Definimos o calibre d(z) = mzn{é%(x), 5’5' ()}, pela

observacgio 1.1.1 temos que se P é J.-fina, entdo P também é 5% e (5%’ -fina. Agora:
[Hy = H| < [Hy = S(fiP)| +|S(f;P) — ol < 5+ 5 =

Uma vez que |H; — H2| <€,V € >0, implica que H; = H,.
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Abaixo relacionaremos algumas propriedades basicas da integral de Henstock-
Kurzweil que sao reformulagoes de propriedades andlogas para a integral de Riemann,
cujas demonstracoes sao apenas uma mudanca de linguagem em termos de calibres das

demonstracoes feitas para fungoes Riemann integréaveis.

Teorema 2.2.2 Suponha que f e g € R*[a,b]. Entdo:
1. Se keR, afungio kf € R*[a,b] e [Tkf=k][ f.
2. A funcio f+ g€ R*[a,b] e f:(f+g) Zf;f+f;g.
3. Se f(x) <g(xr) V z€la,b], entao fabf < fabg
Teorema 2.2.3 Se f € R*[a,b] e 0< f(z) para todo x em |a,b], entdo 0 < fab f.

Teorema 2.2.4 (Critério de Cauchy) A funcio f : [a,b] — R pertence a R*|[a,b]
se, e somente se, para todo € > 0 existe um calibre n. tal que se P e Q sio quaiquer

particoes n.-finas de [a,b], entio |S(f;P) — S(f; Q)| < e.

Teorema 2.2.5 (Aditividade) Seja f : [a,b] = R eseja ¢ € (a,b). Entio f € R*[a,b]
se, e somente se, suas restri¢oes a [a,c] e [c,b] sdo ambas Henstock-Kurzweil integrdveis.

Neste caso fabf = facf + fcb f.

Teorema 2.2.6 (Confronto) Uma funcio f € R*|a,b] se, e somente se, ¥ € > 0 existe
fungoes ¢ e i pertencentes a R*[a,b] com ¢(x) < f(x) < (x) para todo = € [a,b] e

tal que fab(cp — ) <e.

2.2.1 Integral de Funcoes Nulas

Definicao 2.2.1 Um conjunto Z € R é chamado de conjunto de medida nula se ¥

€ > 0 existe uma colecao enumerdvel {Jy}72, de intervalos abertos tal que

AS GJk e il(Jk) <e
k=1 k=1

Lembramos que uma uniao enumeravel de conjuntos de medida nula, também
é um conjunto de medida nula. Vale também que um subconjunto de um conjunto de

medida nula tem medida nula.
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Definicao 2.2.2 Seja f: A — R uma funcao definida em um conjunto A C R. Dizemos
que f € uma func¢ao nula se o conjunto {x € A talque f(x)# 0} é um conjunto de

medida nula.

Daqui em diante denotaremos por [(I) = b — a o comprimento do intervalo

I =la,b] com a<b.

Teorema 2.2.7 Seja ¢ qualquer fun¢ao nula em I = [a,b]. Entio 1 € R*[a,b] com

[, f=o.

Demonstragao: Seja Z = {x € I;¢(x) # 0} entdao da definigdo de fungao nula temos
que Z é um conjunto de medida nula. Para cada m € N denotemos Z,, = {z €
Zym—1 < |Y(z)] < m}. Uma vez que Z,, C Z, entdo Z,, ¢ um conjunto de medida
nula. Dessa maneira, dado € > 0, para cada m € N, 3 {J,,x}32, uma colegdo de

intervalos abertos tal que

Umkezl mk

Definiremos um calibre 6. em [ da seguinte maneira, se x € I — Z fazemos d.(z) = 1.

Se xz € Z,uma vez que Z = J, nZm e 0s {Z,}>3_, sdo dois a dois disjuntos, existe

meN
um unico m(x) € N tal que z € Zm(z); S€ja k(x) o menor indice k tal que z € Jon(a) ks
escolhemos 0 < d.(z) tal que [z — 6c(2), 2 + 0c(2)] C Jn(a) k()

Seja agora P = {(I;,t;)}?_, uma particio d-fina de I. Se t; € I — Z, entdo
Y(t;) = 0, logo a soma dos termos em S(v, P) com marcas em [ — Z é igual a zero.

Resta mostrar agora, que a soma dos termos em |S(¢, P)| com marcas em

Z é menor que €. De fato,

1. Se tiy,....tiy, € Zm;, onde Z C Upe | Tk

k k
Z W@ij — zigg—1)) <m Za:” i(j—1) <mzZl k) < €/2M

2. Assim,

n

P)l = |Z¢ —ai)] < Y )| (rimwica) < 3 e/2M < D e/2" =

=1
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Dessa forma |S(i, P)| < € e como € é arbitrario, concluimos que ) € R*[a, b] e

[;v=0.

O

Exemplo 2.2.1 Seja H :[0,1] — R definida por H(1/k) =k para k€ Ne H(z)=0
em qualquer outro ponto de [0,1]. Notemos que H € fungdo nao limitada, mas € fun¢ao

nula, logo é H-K integravel com fol H=0.

Exemplo 2.2.2 Sabemos que a fun¢ao de Dirichlet, definida por f(z) =1 se x € [0,1]
¢ racional e f(x) = 0 se x € [0,1] € irracional é uma fun¢do nula, nao continua em
nenhum ponto de [0,1] e H-K integrdvel, com fol f =0; como também visto no exemplo

2.1.2. Assim, o conjunto R*[a,b] contém estritamente o conjunto R|a,b].

2.3 Teoremas Fundamentais

Nesta secao iremos estudar os teoremas fundamentais do calculo. Perceberemos
que as versoes para a integral H-K sao bem mais gerais que as conhecidas da integral de
Riemann, e isso nos permitira integrar um ntimero bem maior de fungoes sobre condicoes

mais fracas que as habituais.
Defini¢ao 2.3.1 Seja [ =[a,b) CR e seja f:1— R.

1. Dizemos que F ¢é uma primitiva (antiderivada) de f em I se a derivada F'(x)

eriste e F'(x) = f(z) Vx € 1.

2. Dizemos que F € uma a-primitiva de f em I, se F é continua em I, e existe

um congunto de medida nula E C I; VYx € E, temos que F'(z) ndo existe ou

F'(w) # f(x).

3. Dizemos que F' é uma c-primitiva de f em I, se F € continua em I, e existe
um conjunto enumerdvel E C I; Vx € E, temos que F'(x) nao existe ou

F'(x) # f(x). O conjunto E € dito um conjunto excepcional de f.
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Lema 2.3.1 (Straddle) Seja I = [a,b] e F : I — R diferencidvel no ponto = € I.
Dado € > 0 existe 6, > 0 tal que se u e v € I satisfazem v —90 <u<x <v x4+,

entao vale que

|F(v) — F(u) — F'(x)(v—u)| < e(v —u).

Demonstragdo: Pela definicao da derivada F’(z) no ponto z € I, dado € > 0, existe

de(z) >0, tal que se 0 < |z — x| < d.(z), =z € I, entao

z—XT

— F'(x)| <,

Dai segue

|F(2) — F(z) — F'(z)(z — x)| <¢€|lz —x|. (%)

Tomando u < ze x < wv, tal que |u—z| < d(z) e |v— x| < d(x). Subtraindo e

adicionando F(x) — F'(z)x em (%), temos

|F(0)— Flu) — F'@)(0—u)| = |[F(u)~ P(&) — F'(2) (v— )]~ [F(u) ~ F(x) - F'(a)(u—2)]

<|F(w)=F(z)—F'(z)(v—x)|+|F(u)— F(x)— F'(z)(u—2z)| < e(v—2x)+e(x—u) = e(v—u).
U

Vamos relembrar agora o enunciado do Teorema Fundamental 1 para fungoes

Riemann integréaveis.

Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental 1) Seja f : [a,b] - R Riemann integrdvel

e suponha que F € uma c-primitiva ( E finito) de f. Entao:

l%:F@_F@.

Teorema 2.3.2 (Teorema Fundamental 1.1) Se f:[a,b] — R tem primitiva F em
[a,b], entdo

fEW@He(/f:ﬂw—ﬂ@

Demonstragao: Dado € > 0, definimos o calibre J.(z) em |[a,b], onde 0.(z) é como no

Lema de Straddle e seja P uma particio d.-fina de [a,b]. Segue entdao que

|F(@:) = Fxi-1) — f(ti) (i — zi1)| < e(@; — zi-0).
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Sabemos que

n

F(b) — F(a) — S(f; 77) = Z[F(ﬂfz) — Fzi1) — f(t:) (2 — i)

i=1
Pela desigualdade triangular, temos
[F(0)=F(a)=S(f; P)] < Y |F ()= F(xia) = f(t:) (@i—ai )| < Y e(wi—ai1) = e(b—a).
=1 1=1

Como € arbitrario, assim f é H-K integravel e fab f=F(@b)— F(a).

A seguir mostraremos uma versao mais forte deste teorema.

Teorema 2.3.3 (Teorema Fundamental 1.2) Se f:[a,b] — R tem uma c-primitiva
F em [a,b], entdo:

f€R a,b] e /f:F(b)—F(a).

Demonstragao: Seja E = {cx}32, o conjunto excepcional para a c-primitiva F. O
conjunto FE é enumerdvel, entao é também um conjunto nulo. Iremos assumir f(c;) = 0,
podemos fazer isso, pois se tivermos fungoes h, ¢, com h integravel e h = g a menos
de um conjunto de medida nula, ¢ é integravel e tem integral igual a de h.

Definiremos um calibre 6. em I = [a,b]. See >0e z € I—E, §.(z) é definida
como no Lema de Straddle. Se x € E, entao x = ¢, para algum k € N, da continuidade
de Fem cy, escolhemos 0 < d.(cy) tal que |F(2) — F(cp)| < /272 para todo 2 € [a, b]
satisfazendo |z — ¢| < dc(ck).

Seja agora P uma particdo d-fina de [a,b]. Se nenhuma marca pertence a
E, entao o Teorema se torna igual ao anterior. Resta o caso em que ¢, € E é a marca
do subintervalo [x;_q,x;], entdao |F(z;) — F(xi_1) — f(cr)(w; — i) < |F(x3) — Fep)| +
|Fey) — Fai )| + | flew) (@ — 2i1) < €/2F2 4+ ¢/282 40 = €/28FL. A soma dos termos

com t; € F satisfaz a desigualdade

D O IF (i) = Fwia) = f(t) (@ —zia)| < Y e/2F =

Pelo lema de Straddle a soma dos termos com t; ¢ E satisfaz

> NP (i) = Frim) = f(t) (@i — xima)| < Y elai — xim1) < e(b — a).

ti§éE tiQE
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Assim

|F(b) — Fa) — S(f; P)| < e(1+b—a).
Uma vez que € é arbitrario, segue que f € R*[a,b] com integral F(b) — F(a).

O

Exemplo 2.3.1 Voltando a analisar a fungdo de Dirichlet, uma c-primitiva é F(x) =0
e podemos assim aplicar o teorema e concluir que fol f =0. Qualquer funcao constante

€ um primitiva de f.

Exemplo 2.3.2 Se F(x)=2/x para x € [0,b], entdo F € continua e F'(x)=1/\/x
para x € (0,b]. Definimos f(x) = F'(x) para x € (0 bl e f(0) = 0. Assim, pelo
teorema anterior, vemos que f € R*[0,b] fo f=F() - F(0) = F(b) = 2V/b.

As definicoes e resultados a seguir servirao para a prova do Teorema Funda-

mental 2, que serd enunciado posteriormente.

Defini¢ao 2.3.2 Seja I = [a,b] um intervalo nao degenerado com particio pontilhada

P = {(Lt)}i
1. Uma subparticgo de P ¢é uma subcolecio {Li}5-
2. Uma subparti¢do pontilhada de P é uma subcolecio Py = {(I,t5) Y

3. Seja & um calibre em I, dizemos que a subparticao pontilhada Py € 0-fina se

I Clt; —0(t;),t; +0(t;)] para j=1,..,s

4. Seja Py uma subparticio pontilhada, denotando U(Py) = Uj—1 I; e considerando

f uma fun¢ao H-K integrdvel em [a,b], podemos definir
SUP) =Y Sty - e [ f=Y [
Z ! U(Po) ; I

Sabemos que se f € R*[a,b], dado € > 0, existe §. um calibre em I = [a, b]

S(f;P)—/Iﬂ <e
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Com esta notagao temos:



Lema 2.3.2 (Saks-Henstock) Se Py € qualquer 8.-fina subparticio de P, entdo

i {f(tj)(l’j — 1) —/I‘f}' = ‘S(f;?o) —/U(%)f‘ <e

j=1 J

Corolario 2.3.1 Com as hipdteses do lema anterior, temos

s

2

Jj=1

< 2e.

f(tj)(xj—le)—/ f

I;

As demonstragoes dos lema e corolério acima podem ser encontradas em (|[3],

pég. 77 e pag. 78).

Defini¢ao 2.3.3 Seja E C [a,b] e seja F uma cole¢io de intervalos fechados nao
degenerados em [a — 1,b + 1]. Dizemos que F é uma cobertura de Vitali para E

se para todo x € E e para todo s > 0, existe um intervalo J € F tal que = € J e

0<I(J)<s.

O seguinte teorema da Cobertura de Vitali é necessario para a demonstracao

do Teorema Fundamental 2, a prova deste pode ser encontrada em ([3], pag. 79).

Teorema 2.3.4 (Cobertura de Vitali) Seja E C [a,b] e seja F uma cobertura de
Vitali para E. Entao, dado € > 0, existem intervalos disjuntos I;,...,I, de F e uma

colegao enumerdvel de intervalos fechados {J;i=p+1,...} em R na qual

Seque que

Defini¢ao 2.3.4 Se f:[a,b] = R é H-K integravel, definimos a integral indefinida
de f por
F(2) :/ f(z) z€la,b)].

Lema 2.3.3 A funcdao F definida acima é continua.
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Demonstragao: Tomando c¢ € [a,b), vamos mostrar inicialmente que F' é continua
pela direita em c¢. Seja € > 0 e seja 0. um calibre em I = [a,b] como nas hipdteses do

lema de Saks-Henstock. Definiremos o seguinte calibre em [:

b min{d.(z), (1/2)|z —¢|}, se =z #c,
0clr) = { min{d.(c),e/(|f(c)|+ 1)}, se z=c.

Seja agora 0 < h < &(c) e seja Py uma subparticdo ¢/-fina, consistindo em um tnico

par ([c,c+ hl,c). Usando o lema de Saks-Henstock para Po, temos que

'f(C)h— / "

Assim, do fato que h < e€/(|f(c)| + 1) segue que

< €.

cth
|F(c—|—h)—F(c)|:/ f‘§|f(c)|h—l—e<e—|-e:26.

Sendo € arbitrario, concluimos que F' é continua pela direita em x = ¢. Um argumento
analogo, olhando para o lado esquerdo de ¢ mostra que F também é continua pela

esquerda. Portanto, continua em [a, b].

O

Teorema 2.3.5 (Teorema Fundamental 2) Sejam f € R*[a,b] e F a integral inde-
finida de f. Entao:

1. Existe um conjunto de medida nula Z tal que para todo x ¢ Z temos que F é

diferenciqvel em x e F'(x) = f(x). Isto é, F é uma a-primitiva de f.
2. Se f € continua em c € [a,b], entao F'(c) = f(c).

Demonstragao: PARTE 1: Denotemos por E o conjunto de pontos x € [a,b) tal
que a derivada a direita de F ndo existe ou nao é igual a f(x). Mostraremos que FE
¢ um conjunto de medida nula.

Se F tem a derivada pela direita em z € [a, b], entdo para todo @ > 0 existe

s > 0 tal que se v € [a,b] satisfaz = < v < z + s, segue-se que
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Para negar a condigao acima, para = € F, existe a(x) > 0 tal que para todo s > 0 existe
um ponto v, € [a,b] com x < v, <x+ s e tal que

F(vgs) — F(x)

Vgs — T

— f(@)| Z alz) (1),

Dai temos
|[F(vw,8) — F(z)] = f(2)(ve,s — )| > a(z) (02,5 — ) (IT).

Fixamos n € N e tomamos FE,, = {z € E;a(x) > 1/n}. Dado € > 0, sendo f integravel,

existe um calibre 8, em I tal que se P é d.-fina, entao

st#) - [1]<e/n .

Vamos criar  F,, = {[z,v.;2 € E,,0 < s < 6(x)}. Temos entdo que F, ¢ uma

cobertura de Vitali para FE,. Entao pelo Teorema da Cobertura de Vitali, existem

6L = [x1,vn1], ..., I = [7p,v,] em F, e uma sequéncia (J;)i2,,, de intervalos fechados tal
que
p 00 00
E.clJnu lJ Jie D T <e @V).
i=1 i=p+1 i=p+1
Seja agora

p

D

=1

fxi)(vi — x;) — /U f‘ = Z |f(@:)(vi — i) — [F(vi) — F(x:)]] (V).

De (II), com «(x;) > 1/n seque que o lado direito em (V') satisfaz

p p

(1/n)> (v — ;) < Z | () (vi — @) — [F(vi) = F(x)]| (VD).

=1

Por outro lado, uma vez que temos z; < v; < x; + d.(x;) para i = 1,...,p,
os pares ordenados {([;,x;)}_; formam uma subpartigdo de uma particao de I que é
d-fina e na qual (III) vale. Pelo corolario do lema de Saks-Henstock, podemos cocluir
que (V) é menor que 2¢/n. Combinando com (VI) e multiplicando por n, temos

p

Z(vi —x;) < nz

i=1

f(@) (v — ;) — L f‘ < 2¢ (VII).

Em virtude de IV, temos que FE,, estd contido numa uniao enumeravel de intervalos com

comprimento menor que 3e. Sendo € > 0 arbitrario isso implica que FE,, é um conjunto
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de medida nula e como E = |J>7, E, temos que E também é de medida nula. Por
fim para completar a prova dessa parte do teorema basta seguir argumento semelhante e
mostrar que M, o conjunto dos pontos x € [a,b] onde a derivada a esquerda nao existe
ou é diferente de f(x), também é um conjunto de medida nula.

PARTE 2: Seja ¢ € [a,b). Vamos considerar a derivada a direita de F' em c¢. Uma vez

que f é continua em ¢, para € > 0 existe 7, > 0 tal que para ¢ < x < ¢+ 7. temos

fle) —e< f(z) < flo) +e

Tomando h tal que 0 < h < 7., pelo Teorema da Aditividade temos que f é integravel

em [a,c|,[a,c+ h] eem [c,c+ h], além disso

c+h
F(c+h)—F(c):/ f.

No intervalo [c,c+ h] a funcao f satisfaz a desigualdade acima. Assim temos

(f(c)—€).h < F(c+h)— F(c) = / < (f(c)+e€).h.

Dividindo por h > 0 e subtraindo f(c), isso nos da

fle+h) = F(o)
h

— flo)

Como € > 0 é arbitrario, podemos concluir que o limite pela direita existe e é dadto por

lim F(c+h)— F(c) _ 1),

r—0+ h

Analogamente o limite pela esquerda para um ¢ € (a,b] pode ser calculado e ¢ igual a

f(c). Isso conclui a demonstracao da parte 2.

2.4 Produto e Mdédulo de Funcoes

Na integral de Riemann, sabemos que o produto de funcoes Riemann in-
tegraveis é tamém Riemann integravel ([1], pdg. 222). No entanto, como mostram

os exemplos abaixo, o produto de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis pode nao ser
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Henstock-Kurzweil integravel. Do mesmo modo, o médulo de fungoes H-K integraveis
nao ¢ necessariamente H-K integravel. Este fato é crucial para dar uma nova definicao
através da integral H-K para funcoes Lebesgue integraveis, como sera visto no tultimo

capitulo.

Exemplo 2.4.1 Seja F(z) = xzcos(w/z) para x € (0,1] e F(0) =0. Definimos f(z) =
F'(z) = cos(m/x)+ (w/x)sen(w/z) para x € (0,1] e f(0) = F'(0) = 0. Mostraremos que

|f| nao é H-K integrdvel.

De fato, suponha que existe fol |fl=M, M eR. Temos que f € continua
em (0,1], desse modo f e |f| sdo integrdveis restritas a qualquer subintervalo fechado
de (0,1]. Se tomarmos a, = 2/(2k+1) e by = 1/k, k € N, entao F(ax) = 0 e
F(by) = (=1)%/k. Temos que 0 < a < by, < ag_1 < bp_1 < 1 para k > 1. Usando o

Teorema Fundamental 1.2, obtemos:

| =

br by
ZW@%FWW4/fK/Iﬂ

Temos que:
n 1 n by 1
p<> [ [ s ¥ e
k=1 k=1 Y Gk 0

Assim, para algum k,, tem-se que fol lfl > M YV k> ko Isso implica que |f| ndo é

H-K integrdvel, pois temos um M arbitrdrio.

Exemplo 2.4.2 Seja f como no exemplo anterior. Definimos a func¢ao

(z) = (—=1)*, se x € [ag, bl k € N,
T 0, se zel01]; = ¢ ak b,k eN.

Temos g, f € R*[0,1], mas f.g nao é Henstock-Kurzweil integrdvel.

Notemos que 0 < f = g.f = |g.f|. Para cada k € N, temos que f restrita a

[ax, by] satisfaz f = |f|. Pelo que vimos no exemplo anterior f = g.f ndo ¢ integravel.

Proposigao 2.4.1 Seja > ;°, a; uma série convergente em R e seja A o limite dessa

série, entao 3 h:[0,1] - R, H-K integrdvel e tal que fol h=>% 2, a = A.
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Demonstragdo: Tomando ¢, =1—1/2" para n =0, 1,2, ..., entdo temos cq = 0,¢; =

1/2,c9 = 3/4,.... Definimos a funcdo h : [0, 1] — R da seguinte maneira:

[ 2%ay, se x € cr_1, ),k EN,
hw) = { 0, se xr=1.

Uma primeira observacio nos mostra que [([c;_1,cx]) = 1/2F. Também temos

um provavel candidato a integral de h, pelo seguinte:

> (2Far).(1/25) =) ap = A
k=1 k=1

Para demonstrar a afirmacao feita, sera escolhido um calibre J, de maneira que os pontos
1 e ¢ sejam marcas de qualquer partigao d.-fina. Seja sup{|ai|;k e N} < Me 1< M.

Dado € > 0 com € < 1, podemos obter m(e) € N tal que se m(e) < m, entao:
lam| <€ e | ) a <e
k=m

Considere FE = {c¢;; k € N} U {1}, definimos entao 6. em [0, 1] por:

(1/2)dist(t, E), se x¢€l0,1] - FE,
de(z) = e/4 M, se 1 =cp,k €N,
1/2m(), se r=1

Seja agora P = {([z;_1,2:],t:)}?, uma particdo d-fina de [0,1]. Podemos assumir
g =1/2<z, 1 <1. Oponto 1éuma marca para o subintervalo [z,_1,1] em P. Seja
p=inf{k € N;z, 1 < ¢}; entdo ¢ < x,_1 para k=0,1,...,u— 1. Por P ser d.-fina
temos;

1—1/2"9 =1-5(1)<apy <c,=1—1/2",

isso implica m(e) < p. Segue da definigdo de . que cada ¢ em [0,z,-1] C [0,¢,] é
uma marca para qualquer subintervalo em P que contém esse ponto. Podemos supor que
cada ponto ¢ é marca de dois subintervalos consecutivos de P. Dessa maneira, temos
dois casos a considerar:
CASO 1: z,_1=¢,

Para cada k = 1,...,u serd considerada a contribuicao 7T} para S(h,?)
correspondente aos intervalos [cx_1,Z.], ..., [Ts, ck]. O dltimo intervalo entdo tem ¢
como marca. h(ck) = 2k+1ak+1. Para todas as outras marcas t,,...,ts_1 temos que

h(t;) = 2*ay. Assim,
Tk = 2kak(xs — Ck_1> + 2k+1ak+1(ck - ZES>.
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Uma vez que s — ¢y = (x5 — c) + (e — 1) = (x5 — cx) + 1/2%, obtemos
T = 2%a;,(1/2%) + (2" apyr — 2%az) (cr, — ),

Segue entao que

Tk — Qp = (2k+1ak+1 - Zkak)(ck - $S),

Logo
’Tk — CLk| S 2k3M‘Ck — ZL’S|.

Como P é d-fina, temos que |c — 5| < 0c(cx) = €/4¥T M, o que resulta em

€

k 6

A contribuicao para S(h,P) de [z,_1,1] é zero, pois h(1)(1 — x,_1) = 0. Dessa forma
temos S(h,P) = S¥_, Tj. Assim

Iz Iz 00 Iz Iz
S(h,P) = Al <Y Te= Y arl+1 Y axl <D ts—axl+e<D e/ +e<e
k=1 k=1 k=1 k=1

k=p+1
O resultado segue do fato de € ser arbitrario.
CASO 2: x,-1 <¢,

Os intervalos de P imediatamente anteriores a [z,_1, 1] sdo
[cu—la xTL ceey [xn—lv wn—l]-
O valor de h nas marcas desses intervalos é 2*a,. A contribuicdo T, para S(h, 73) é
TM = 21“61#(1‘”*1 — C#*1>'
Uma vez que c,—1 < Tp_1 < ¢y, entao 0 < a1 —cyo1 <y — Cpe1 = 1/2#; logo,
T < 2], (1/2") = [a,| < e
Temos entdo que S(h,P) = >S4~ Ty + T, + 0, dessa forma
p—1 00
> T~ D
k=1 k=p
O fato de € > 0 ser arbitrario e levando em conta o CASO 1, concluimos que h € R*[0, 1]

e folh:A.

1

|S(h, P) — A| < ax| + |T,| + <e

p—
k=1



Exemplo 2.4.3 Seja k:[0,1] = R definida por:

_1\k+19k
/{(ZL“):{< DFE2Yk, se w € fep, ), k€N,

0, se x=1.

Como a série harmonica alternada Y oo (—1)*"!/k converge, entao pela

k=1

prop. 2.4.1 temos que

Exemplo 2.4.4 Seja ~v:[0,1] — R definida por:

[ 2%k, se x€[cr1,ck),k EN,
() = { 0, se x=1.

Temos que ~ = |k|, ndo pertence a R*[0, 1], pois se tomarmos v, (z) = v(z)
para = € [0,¢,) € Yu(x) =0 para = € [c,, 1], temos que 0 <, <. Assim:

"1 1 1
- = %S/%
SRy

k=1
2.5 Teoremas de Convergéncia

Esta secao tem a finalidade de expor os principais teoremas de convergéncia
nas suas versoes para a H-K integral. Serao dadas condicoes para que o limite de uma
sequencia de fungoes Henstock-Kurzweil integraveis seja integraavel, bem como para que a
integral do limite seja o limite da sequéncia de integrais. Alguns nomes sao bem familiares
vindos da teoria de Lebesgue, tais como: Teoremas da Convergéncia Mondtona, Dominada

e o Lema de Fatou.

Defini¢ao 2.5.1 Uma sequéncia (fi)ren de fungoes definidas em I converge unifor-
memente em [ para a funcao [ se para todo € > 0 existe K. € N tal que se k > K,

e x€l, entao |fi(x)— f(z)| <e.
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Assim como na integral de Riemann, na integral H-K vale o Teorema da

Convergéncia uniforme.

Teorema 2.5.1 (Convergénia Uniforme) Seja I = [a,b]. Se a sequéncia (fi)ren €

R*[a,b] converge uniformemente para f em I, entao [ € R*[a,b] e vale

/f—hm i

Demonstragao: Tomando e > 0, existe K, tal que se k > K. e x € [a,b], entdo

temos |fx(z) — f(x)| < e. Assimse h,k > K., vale

—2¢ < fr(z) — fn(z) < 2¢ x € [a,b)].

—26(()—(1)</abfk—/abfh<2€<b—a).

Como € > 0 é arbitrario, ( fab fr)ken € uma sequéncia de Cauchy em R e portanto converge
para um numero A € R. Veremos que [ € R*[a,b] com integral A.
Para ¢ > 0 seja K. como acima. Seja P = {([zi_1,x:],t:)}", qualquer

parti¢do pontilhada de [a,b] e seja k > K, entao

S P) = S(f:P)| =

Z{fk(ti) — ft) (@i — 2i1)

< Z |fi(ti) — f(t)|(xi — 1) < ZE(%‘ —zi1) = €(b—a).

Fixando r > K, tal que |f: fr —A| < € eseja I, um calibre em [a,b] tal que

|f fr—S(fr )\ <conde P é Oy -fina. Temos
b
/ fr - A‘

b
5(7) — | < I8(7) = (4P + |s(P) - [ 5]+

<elb—a)+e+te=€elb—a+2).
Usando o fato de € ser arbitrario, temos o resultado.

O

A hipétese de I = [a, b] ser limitado ndo pode ser retirada do teorema anterior,

pois caso contrario o resultado pode nao ser valido. Veja o exemplo abaixo.
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Exemplo 2.5.1 Seja k € N e seja

[ 1)k, se xz€]0,k],
fk(x)_{ 0, se z € (k 00).

A sequéncia acima converge uniformemente para a fungao f =0, pois V € > 0
3 np € Ntal que 1/ng <eese n>mng entdao 0 < fr(x) < 1/n < 1/ny < € para todo
x € [0,00). Temos que fooo fr = 1 para todo k € N (Ver integral em intervalos infinitos

no Apéndice). Dessa maneira temos que

[reomr-m [

Defini¢ao 2.5.2 Seja (fi)ken uma sequéncia de fungoes fi : [a,b] — R. A sequéncia

(fu)ren € dita crescente se vale
fi@) < frui(z) V zelkeN.
A sequéncia (fx)ren € dita decrescente se tivermos
fu(x) > fraa(x) V z€i,keN.
Diremos que a sequéncia (fx)ren € mondtona se é crescente ou decrescente em 1.

Teorema 2.5.2 (Convergéncia Mondétona) Seja  (fy)ken uma sequéncia mondtona
de fungoes em R*[a,b], definidas em I = |a,b] e suponhamos que lim fy(x) = f(x) para

todo x € I. Entao [ € R*[a,b] se, e somente se, a sequéncia (f: fr)ken € limitada em

/abf - / Ji

Definigao 2.5.3 Seja (fx)ren uma sequéncia de fungoes definidas em I = [a,b], entdo

R. Temos entao

definimos as sequintes funcgoes:
1. i(x) =inf fi(z), Vx € I;
2. I(z) =sup fr(x), Vo el;

8. f*(z) = liminfy_, fr(2) = sup,> {infr>n fe(z)}, Vo el;

28



4. F*(r) =limsup,_, fr(2) = inf,>1{sup;>, fe(v)}, Vel

Observacgao 2.5.1 Propriedades sobre lim,liminf, limsup,inf e sup podem ser encon-

tradas em ([3], pdg. 365). Por exemplo, uma propriedade que usaremos frequentemente:
lim f; = f(z) <= liminf f; = limsup f;.
Neste caso vale lim f;, = limsup f; = liminf fj.

Lema 2.5.1 Seja (fi)ren € « fungoes definidas em I = [a,b], H-K integrdveis, tais
que

alx) < fylx) V zel kel

Entao inf fi, € R*[a,b].

Demonstracao: A desigualdade acima nos mostra que inf f; existe e é maior ou igual
a . Para k€N, 1, =min{fi, ..., fr} é H-K integravel ([3], pdg. 109). Temos (¢)ren
sequéncia decrescente. Uma vez que [, < [;4 < [, f1 para todo k € N, podemos

usar o Teorema da Convergéncia monétona que implica lim ¢, = inf f, H-K integréavel.
O
Lema 2.5.2 (Lema de Fatou) Sejam (fi)ren, @ € R*[a, b] tais que
a(z) < fy(x) xe€l,keN
e suponhamos que

k—o0

b
liminf/ fr < 0.

Entao liminf fi € R*[a,b] e
b b
—00 < / liminf f; < liminf/ fr < o0.
o Fk—oo k—oo  J,

Demonstragao: Se ¢, = inf{f,,, fimi1,...} para m € N, entao o lema anterior implica

que @, € R*[a,b]. Assim temos que

b b b
/ OZS/ Somg/ fka mgk»
b b b
/ ag/ gomgliminf/ fr < o0
a a k—o0 a
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Assim  ( ff ©m)men € limitada e pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, temos que
¢ = lim ¢, = liminf f; pertence a R*[a,b] e que f:go = lim fab ©m. O resultado segue

imediatamente.

O

Teorema 2.5.3 (Convergéncia Dominada) Seja (fi)ren uma sequéncia de fungoes
em R*[a,b] com lim fy(x) = f(x) para todo x € I. Suponha que existem fungoes

a,w € R¥a,b] tais que

a(z) < fi(z) <w(z) ze€l,keN.

/abf—hm/fk

Demonstragdo: Por hipétese temos que liminf fi(z) = lim fy(x) = f(z) pertencem a

Entao f € R*[a,b] e

R. Das propriedades de integral seque que

b b b

Pelo lema de Fatou, temos que f € R*[a,b] e

b b
/ f <liminf / fr.
a k—o0 @

Podemos aplicar o Lema de Fatou em (— f)ken € utilizar a propriedade liminf(—z;) =

— lim sup(z,,) para obter

b b b
—/ f:/ (—f) ghminf/ (—fx) Z—hmsup/ T,
a a k—oo a k—o0
b b
limsup/ Tk S/ f.
k—o0 a a
b b b b
/ fgliminf/ fr glimsup/ fkﬁ/ f.
a k=oo J, k—oo a a
b b
a k—o00 a
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Observacao 2.5.2 No Teorema da Convergéncia Dominada acima poderiamos supor que
a convergéncia fosse a menos de um conjunto de medida nula. De fato, selim fr, = f =g

a menos de um conjunto de medida nula, entao f:g = f;f

Exemplo 2.5.2 Seja (fx)ren uma sequéncia de funcgoes fi : [0,1] — R definidas por

zk—i—l
_ ) s, se zE€ [0,1),
Jil@) { 0, se z=1

Temos que limg o fr = 1/3 em [0,1), poisse z =0, fx(0) — 1/3 (k— 00),
se x € (0,1), entdo = = 1/p, paraum p > 1, assim fi(1/p) — 1/3, (k — 00). Assim
vemos que fj converge a 1/3 em quase todo ponto. Como 0 < fi(z) < 1, pelo Teorema

da Convergéncia dominada, temos que

. 1xk+1 1
LY== RYRUEEE

2.6 Integral H-K Sobre Intervalos Infinitos

Nesta secao daremos uma definicao de H-K integral para funcoes definidas em
intervalos do tipo [a, 00). E claro que também existem resultados analogos para intervalos
do tipo (—o0,b], (—00,00), mas nao exploraremos; detalhes podem ser encontrados em
([3], pég. 255). Nos limitaremos a definir a integral, enunciar o Teorema de Hake para
demonstrar o Teorema Fundamental e para dar uma aplicagao na Integral de Dirichlet.

A notagao serd [a,00) ou [a, 0], ambas referem se ao conjunto [a,c0)U{occ}.

Defini¢ao 2.6.1 (Caso [a,00)) Um calibre em [a, 0] € uma funcgdo real estritamente

positiva § definida em |a,00]. Diremos que
P = {([wo, 21), t1), wvos ([0, 2] 1)), ([ ] i)},
em que To=a e T,y =00 €d-fina se os subintervalos finitos satisfazem
[i—1,21] C [t; — (L), ti +6(t;)], para i=1,..,n.
e o intervalo infinito [x,, 00| satisfaz
[, 00] C [1/(00), 0.
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Teorema 2.6.1 (Cousin) Sejam [ = [a,00] e § um calibre em I, entdo existe uma

particao 0-fina de 1.

Para fungoes f as quais queremos integrar em [a, o] iremos definir f(oco) = 0,

desse modo a soma de Riemann reduz-se a S(f;P) = S0, f(t:) (@ — x5_1).

Defini¢ao 2.6.2 Se [ = [a,00) e se f:]a,00) — R, entao f é Henstock-Kurzweil
integrdvel em [a,00) ou [a,o0], se existe um nimero H € R tal que ¥ € > 0 existe

um calibre 6. em [a, 0| tal que se P ¢ qualquer S.-fina particio de la, 0], entdo
IS(f;P) — H| <e.

Denotamos por R*[a,00) ou R*[a,00] o conjunto das func¢oes Henstock-Kurzweil in-

tegraveis em [a,00).

O teorema a seguir (Teorema de Hake) serd utilizado nas demonstragoes do
Teorema Fundamental e da Integral de Dirichlet. A demonstragdo encontra-se em ([3],

pag. 265).

Teorema 2.6.2 (Hake) Seja f : [a,00) — R. Entio [ é H-K integrdvel em [ =
[a,00) se, e somente se, f é H-K integral em [a,c| para todo ¢ € (a,00) e existe A € R
tal que:

lim Cf = A.

c—00

Neste caso faoo f=A.

Teorema 2.6.3 (Teorema Fundamental) Suponha que E seja um conjunto enumerdvel

de [a,00) e que f,F :[a,00) = R sdo tais que:
1. F € continua em [a,00) e lim, ., F(x) existe;
2. Fl(x) = f(x) Vo€ (a00)—E;

Entao f pertence a R*[a,o0) e

T—00

/f—hmF) F(a).
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Demonstragao: Seja v qualquer nimero real pertencente a (a,00), entdo podemos
utilizar o Teorema Fundamental 1 para fungoes em intervalos fechados e limitados visto

anteriormente e concluir que f restrita a [a,~] é H-K integravel e:

| t=ro)-Fa

Tomando ~ — oo e sabendo que lim, .., F(x) existe, podemos utilizar o Teorema de

Hake e garantir que f é H-K integravel em |[a, 00).

Exemplo 2.6.1 (Integral de Dirichlet) Seja f:[0,00) — R definida por;

xT )

sen(x) 0
Dipy = 5 se z€ (0, 00),
(z) { 1, se x=0.

Mostraremos que D é H-K integrdvel em [0,00). Observamos inicialmente
que D restrita a [0,7], v € (0,00) € continua, e portanto, H-K integrdvel em [0,~].
Resta mostrar que existe o sequinte limaite:

Y

lim D(x).

Y—00 0

Para isso vamos tomar [ tal que 0 < < . Utilizando uma integracao

por partes com F(x) = —cos(z), F'(x)=sen(z), G(z)=1/z e G'(x)=—(1/2%) e

Y ~ Y
/F’G:FG‘ —/ F&',
B B Jp

[ 1o [ =2 [

Pela parte direita das igualdades acima e do fato de que |cos(x)| <1, temos:

v [ cos(z) cos(ﬁ)‘ 7
8 /B 2 M B +/g

+

obtemos

cos(x)

T2

'_cos(x)

cos(7) ‘
5

IA
2
@ =
S
| =

Fazendo B, v — oo, temos que

— 0.

/OVD(:L*)—/O/BD(:U)
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Assim, podemos criar a sequéncia {D,}> ,, onde cada D, = fon D(z). Dado um € >0,

existe. N(€) € N, talque para m,n > N(e¢) vale

/OmD(:p)—/OnD(x)

Ou seja, esta € uma sequécia de Cauchy em R e, portanto, converge para um nimero

< €.

A € R. Isso nos mostra que existe o limite lim._,. fg D(x) e pelo Teorema de Hake

podemos concluir que D é H-K integravel em [0, 00).

Exemplo 2.6.2 A funcio |D| onde D € a fun¢ao do exemplo anterior nio é H-K

integrdavel em [0, 00).

Vamos supor que sim, ou seja, que existe [~ |D(z)] = A€ R. Como |D| ¢
continua em [0,7] para v € (0,00), entao é H-K integravel em [0,7]. Observamos que
1/2 <1/V2 <|sen(z)| e 1/m < 1/x para todo x € (n/4,3n/4). Ou seja, [, |D|>1/4.
De maneira geral para x € (nm 4 7/4,nm + 37/4) temos que 1/2 < 1/v/2 < |sen(x)],
I/r(n+1)<1/x e fTEZH)W |z sen(x)| > 1/4(n +1).

Com base nas observagoes anteriores temos foﬂ(nﬂ) |ID| > (1/4)(1/1+1/2+
1/34+ ...+ 1(n+1)). Assim, podemos encontrar um Ny € N tal que para N, < n tem-se

que fow(n + 1)|D| > A, contrariando o que foi suposto no inicio.
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Capitulo 3

A Integral de Lebesgue

O objetivo principal deste capitulo é fazer o estudo resumido, porém detalhado,
dos principais resultados a respeito da integral de Lebesgue. Na secao 3.1 faremos um
resumo de conceitos e resultados, tais como o-dlgebras, fungdes mensuraveis, medidas,
funcoes integraveis e teoremas de convergéncia. Na secao 3.2 caracterizaremos as fungoes

Lebesgue integraveis por meio do conceito das fungoes Henstock-Kurzweil integraveis.

3.1 o-algebras, Funcoes Mensuraveis e Medidas

Definigao 3.1.1 Definimos o sistema de niimeros reais estendidos por R = RU{—00, 00}.

Os simbolos —oo e 00 nao sao niumeros reais, mas vale que —oo < x < oo V x € R.
Em relagao a aritmética com —oo e oo serao seguidas as seguintes convengoes:
1. 0-(£o0) =0=(Fo0) - 0;
2. Se z €R, entdao z + (£oo) = £oo = (£o0) + x;
3. Se x>0,entdo x-(+oo) = Fo0 = (£o0) - z;
4. Se y <0, entao y-(£oo) = (Foo) = (£o0) - y;

5. Nada serd dito a respeito de (400) — (+00), (—00) + (+00) ou quocientes com

denominador (+o00).
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3.1.1 o-algebras

Definicao 3.1.2 Uma familia Q2 de subconjuntos de um conjunto X € dita uma o-dlgebra

quando:
1. X ey
2. Se A€, entdo o complementar A€ € €Q;
3. Se (Ay)ken € uma sequéncia enumerdvel de conjuntos em Q, entdo |J,—, Ax € Q.

O par (X,Q) é denominado espago mensurdvel.

Observacao 3.1.1 Pelas propriedades de De Morgan, se (Ay)ken em S, entao (o, Ak

também pertence a ).

Exemplo 3.1.1 :
1. Seja Q2 a familia {0, X} de X. Entio Q € uma o-dlgebra.

2. Também, seja X qualquer conjunto e seja P(X) a familia de todos os subconjuntos

de X. Temos que P(X) € uma o-dlgebra.

Observacao 3.1.2 Seja A uma colecao de conjuntos de X, entdo a menor o-dlgebra
que contém A € denominada o-dlgebra gerada por A. Esta menor o-dlgebra existe,

pois o conjunto das partes de X € o-dlgebra e a intersecao de o-dlgebras contendo A €

uma o-dlgebra ([4], pdg. 7).

Exemplo 3.1.2 Tomando X = R. A o-dlgebra de Borel ¢ a o-dlgebra B gerada

pelos intervalos abertos (a,b) (ou intervalos fechados [a,b]).

3.1.2 Funcoes Mensuraveis

Defini¢ao 3.1.3 Seja (X, Q) espago mensurdvel. Um fungio f: X — R é mensurdvel

se para todo numero real o o conjunto
{r e X;f(z) > a} e

Observacao 3.1.3 Na defini¢io acima podemos substituir f(z) > a por f(z) < a ou

f(x) > aou f(z)<a.
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Lema 3.1.1 Sejam f e g fungoes (com imagens reais) mensurdveis e seja ¢ um nimero

real. Entao as funcoes
cf, % f+g, fg, |fl,

sao mensurdveis. Definimos 1 e [~ por

fT(x) = sup{f(2),0} e f~(z) = sup{—f(x),0}.

Temos f=fT—f" e |fl=ft+4+f". Entao f € mensurdvel se, e somente se, [+ e

f~ sao mensurdveis.

Definicao 3.1.4 Seja (X, Q) um espaco mensurdvel. A funcio f : X — R (f pode
assumir valores infinitos) é mensurdvel se para todo a € R o conjunto {x € X; f(x) >

a} e .
Observacgao 3.1.4 Denotamos por M(X,Q) o conjunto {f : X — R; f é mensurdvel}.
Lema 3.1.2 Seja (fi)ren uma sequéncia em M (X, ), entao as fungies
f(z) =inf fi(z), F(z) = sup fi(z),
f*(z) = liminf fi(z), F*(x)=limsup fx(z).
pertencem a M(X, Q).

Demonstragao: Decorre das seguintes observagoes:

{reX;f(x) > a} = ({r € X; fulz) > a},

o0

{re X;F(z) > a} = | J{z € X; fulw) > a},

Dessa forma f e F sao mensuraveis e isso implica que

f*(z) = sup{inf f,.(x)},

E>1 m>k

F*(z) = inf{sup f ()},
k>1 m>k
sSao mensuraveis.

Corolario 3.1.1 Se (fg)ren € uma sequéncia em M (X, Q) que converge para f em X,

entio f e M(X,Q).
Demonstragao: Pelo resultado anterior, observando que f(x) = liminf fi(x)
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3.1.3 Medidas

Definicao 3.1.5 Uma medida p é uma funcao definida na o-dalgebra ) de subconjuntos

de X com valores nos reais estendidos (1 : Q — R) tal que

2. u(E) >0 para todo E € €);

3. u € enumeravelmente adidiva, ou seja para (Eg)ren C Q tal que EpNE, =0 se

k # n, entao
I (U Ek:> = uEy).
k=1 k=1

Observacao 3.1.5 Se a medida nao tem valores em 400 , dizemos que é uma medida
finita. No caso em que existe uma sequéncia (Ex)ren de conjuntos em €2 na qual X =

U Ex e tal que p(Ey) < +oo para todo k, entdo diremos que u € o-finita.

Exemplo 3.1.3 Seja X = N e seja 2 a o-dlgebra de todos os subconjuntos de N.
Definimos pu(E) = namero de elementos de E, em que E € Q. Temos que p € uma

medida, chamada de Medida de Contagem.

Defini¢ao 3.1.6 Um espaco de medida é uma tripla (X,Q,u), em que X € um

congunto, § € o-dlgebra e p € uma medida definida em €.

Dizemos que certa propriedade (ou proposigao) vale p-qtp (em quase todo
ponto) se existe um subconjunto N € € tal que u(N) = 0 e a propriedade vale em

X —N.

3.1.4 Medida de Borel

Definigao 3.1.7 Uma familia A de subconjuntos de X € uma Algeb'ra se valem as

propriedades:
1. XeA;

2. Se Ee€ A, entao E° € A;
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3. Se By, Fs,...E, € A, entio Jj_, E, € A,

A colegao F de todas as unides finitas de subconjuntos da forma (a, b], (—oo, bl

(a,+00) e (—00,4+00) é uma algebra de subconjuntos de R.

Observagao 3.1.6 Podemos definir em uma dlgebra uma medida @, tal como fizemos

para o-dlgebras.

Tendo em vista a ultima observacao podemos definir na algebra F de R a
medida [ : F — R, onde [ é o comprimento. Utilizando a extengao de medidas ([4],
pag. 98), temos uma o-algebra F*, tal que F C F*, uma medida [* definida em F*
( I* restrita a F é igual a [) e o espago de medida (R, F*,[*). Denominamos [* = A
de Medida de Lebesgue. Restringindo A a o-algebra B de Borel a denominamos de
Medida de Borel (ou de Lebesgue).

Teorema 3.1.1 Seja X =R, B = o-dlgebra de Borel e A\ a medida de Lebesgue. Se

EeBe f:E—R ¢ continua em quase todo ponto, entao f € mensurdvel.

Demonstracao: O conjunto D de descontinuidade de f tem medida zero, ou seja,

A(D) = 0 e todos seus subconjuntos também tem medida zero. Seja r € R, temos

{r e E;f(x)>r}={re€ E—- D, f(x)> T}U{Z‘ € D; f(x) >r}.
Como {x € D; f(x) > r tem medida zero, ele é mensuravel. Resta vermos que C =
{z € E—D; f(z) > r} pertence a B. De fato, como f é continua, para = € C' podemos
encontrar 4., tal que se |y—z| < J, (y € uma vizinhanca Vs, de x), temos que f(y) > r.

Dessa forma

C=(E-D)( V.

zeC
Essa é uma intersecao de conjuntos em B, logo C € B.

O

Observacao 3.1.7 O teorema acima € importante, pois se tivermos uma sequéncia de
funcoes continuas convergindo para uma dada f, entdo f € mensurdvel. Fsse resultado
vale mesmo que a convergéncia seja em quase todo ponto; basta utilizar o fato de que se
g € mensurdvel e g = f em quase todo, entdo f € mensurdvel. Assim, se a sequéncia
converge em quase todo ponto, podemos ajustar (colocando zero na imagem do conjunto

exepcional) para termos convergéncia em todo ponto.
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3.1.5 Funcoes Integraveis Nao Negativas

Fixaremos (X, €2, 1) e denotaremos o conjuntos das fungbes mensurdveis nao

negativas f: X — R por M*(X,Q).

Definicao 3.1.8 Uma funcio ¢ : X — R é stmples se atinge apenas quantidade finita

de valores.

Uma fungao simples ¢ pode ter véarias representacoes, mas estaremos interes-
sanos numa representagao padréo. Seja a; a colegao de valores de ¢ (j =1,...,n) e seja

By ={r € X;p(x) = a;}. Temos que |J;_, Ej = X, o que nos dd

P = Z a; X, ,
j=1

em que Xp, ¢ a funcao caracteristica de FEj, ou seja, vale 1se x € E; e 0 caso

contrario.

Lema 3.1.3 Se f é uma fun¢ao ndo negativa em M (X, ), entdo ezxiste uma sequéncia

(Yr)ken em M(X, Q) tal que

1. Cada ¢y, tem apenas um nimero finito de valores reais (chamadas de fungoes sim-
ples);

2. 0 < yr(x) <pryi(z) para v € X, ke N;

3. f(z) =limpg(z) para cada = € X.

Demonstracdo: Seja k € N fixo. Se n = 0,1,2,...,k2¥ — 1, tomemos o seguinte

conjunto:

B ={r € X;n27F < f(z) < (n+1)27%},

Se n = k2*, tomamos

En ={z € X;k < f(2)}.

Estes conjuntos sao disjuntos, pertencem a €2 e tem uniao igual a X. Definimos ¢}, = n27*

em F,;. Temos que ¢, € M(X,Q) e as condigoes 1, 2 e 3 s@o satisfeitas.
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Definigao 3.1.9 Se ¢ ¢ uma fungdao simples em M™*(X,Q) com representagdio padrao,

definimos a integral de ¢ em relagao a p por

/sodu = ZZ: a;(i(E;).

Lema 3.1.4 Se ¢ e ¢ sdo fungoes simples em M7T(X,Q) e ¢ >0, entao

/csOZC/sodu,
/(¢+¢)du:/s@du+/¢du-

Definicao 3.1.10 Se f pertence a M*(X,Q), definimos a integral de f com respeito

/fdu = sup/wdu,

onde o supremo € tomado sobre todas a fungoes simples em M7T(X,Q) tais que 0 <

a [t como:

o(x) < f(x) para todo = € X.

Teorema 3.1.2 (Convergéncia Mondétona) Se (fi)ren € uma sequéncia crescente de

fungies em M™T(X,Q) que converge para f, entdo vale

/ fdu = lim / Fedp.

Lema 3.1.5 (Lema de Fatou) Se (fi)ren € uma sequéncia de fungoes em M™(X,Q),

entao

/(lim inf f)dp < lim inf/fkd,u.

3.1.6 Funcoes Lebesgue Integraveis

Fixada a tripla (X, 2, u), definimos

L=LX,Qu={f X—>R;ff fTeM"(X,Q) e /f+d,u<—|—oo,/f_d,u<+oo}.

[ tin= [ rein- [ 1an
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Teorema 3.1.3 Uma fun¢do mensurdvel f pertence a L se, e somente se, |f| pertence

‘/fdu’ < /If\du-

Demonstra¢ao: Suponhamos primeiramente que f € L; entao f1 e [~ pertencem a

L. Como |f|T=|fl=f"+f e |f|” =0 temos que |f| € L.

a L. Vale entao

Reciprocamente, suponhamos que |f| € L. Como f* < |f|T, temos que
[T < [lfIT < 4o0. Escrevendo f~ = |f| — f*, temos que f~ € L. Logo [ =
fr—f €L

A desigualdade segue de

‘/fdu‘ - ‘/f*du—/fdu' < '/f*du‘Jr‘/fdu’ ~ [ s [ gan= [ 15100

O

Teorema 3.1.4 Seja f,g € L e c € R, entao temos que «- f e f+ g pertencem a L.

/oz'fduza/fdu, /(f+g)du=/fdu+/gdu-

Teorema 3.1.5 (Convergéncia Dominada) Seja (fx)reny uma sequéncia de fungoes
Lebesgue integrdveis que converge em quase todo ponto para a fungdo real f. Se existe

uma fungao Lebesgue integravel g tal que |fi| < g para todo k € N, entao [ € integrdvel

/ fdp = lim / Fedpt.

3.2 Construcao da Integral de Lebesgue pela Integral
de Henstock-Kurzweil

e’

O objetivo dessa segao é dar uma nova definicao para a Integral de Lebesgue,
que se baseia no seguinte: uma funcao H-K integravel é Lebesgue integravel se, e
somente se, seu modulo é Henstock-Kurzweil integravel. Fixaremos o espaco de medida

(R, B, \), onde B é a o-dlgebra de Borel e A é a medida de Lebesgue.

Teorema 3.2.1 Seja [ € uma funcao Henstock-Kurzweil integrdvel; entao f é men-

suravel.
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Demonstragao: Seja F :[a,b+ 1] — R definida do seguinte modo:

[ Zf se x€ab],
F(:v)—{ fff, se x € (bb+1].

Pelo Lema 2.3.3 temos que F é continua em [a,b]. Pelo segundo item do Teorema
Fundamental 2, existe Z um conjunto de mediza nula tal que para z € [a,b] — Z temos

F'(xz) = f(x). Introduzimos as seguintes fungoes

Flz+1/k)— F(x)
1/k

gr(z) = para x € [a,b),k € N.

Para x € [a,b] — Z temos que

- F(z +h) — F(z)

= f().
Em particular para h = 1/k, k € N, temos que gi(x) — f(z) para todo
x € [a,b] — Z. Ou seja, cada g é continua e {gx}72, converge em quase todo ponto para

f, isso implica que f é mensuravel
O
Defini¢ao 3.2.1 Uma fung¢io p : [a,b] — R é chamada de fung¢ao degrau se existe
uma particao {[c;_1,¢]}, de |a,b] e nimeros reais {o;}! | tais que
p(z) =i, x € (¢i1,¢),i=1,.. n.
Em c¢; a fung¢dao p pode assumir quaisquer valores reais.

Uma observagao importante a fazer sobre uma funcao degrau é que ela é

integravel a Riemann, a Lebesgue e também H-K integravel e sua integral é:

b
/p:ai(ci—ci_l), 1=1,..,n.
a

Para ver que p é Riemann integravel, basta observar que o conjunto dos
pontos de descontinuidade tem medida nula e essa integral coincide com a integral H-K
como ja visto. Além disso, como p é um caso particular de funcao simples, essa definicao
de integral é justamente a definicao de integral para func¢oes simples no sentido Lebesgue.

A seguir enunciaremos um teorema importante para os propésitos desta secao.

A demonstracao encontra-se em ([5], pag. 94).
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Teorema 3.2.2 Seja E € B, onde B € a o-dlgebra de Borel. Suponha f : E — R
mensurdvel. Entao existe {py}%>, uma sequéncia de fungdes degrau que converge para
f em quase todo ponto em E. Mais ainda, se |f(x)] < M para todo = € E, entdo
Ipe(x)| < M para todo =€ E e ke N.

De agora em diante é preciso distinguir a integral de Lebesgue da integral
de Henstock-Kurzweill. Basta observar a notacao: [ fdA indica a integral de Lebesgue
(onde consideraremos A a medida de lebesgue e sempre a o-algebra B de Borel) equanto

que apenas | f refere-se a integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 3.2.3 Suponhamos que f : [a,b] — R € ndo negativa. Entao, f é Henstock-

Kurzweil integrdvel se, e somente se, [ € mensurdvel e Lebesque integrdavel. Temos

/fdA:/f.

Demonstragao: Vamos considerar primeiro o caso em que f é limitada com |f| < M.

assim:

Suponhamos que f é H-K integravel, entao f é mensuravel e pelo teorema anterior existe
{pr}32, sequéncia de fungoes degrau convergindo em quase todo ponto para fe —M <
pr < M. Como a integral H-K de funcoes degrau coincide com sua integral de Lebesgue,
entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada para funcoes Lebesgue integraveis, temos

que f é Lebesgue integravel e ainda
b b
lim/pkd)\:/ fdA.
k—oo [, a

Reciprocamente, suponhamos que f é mensuravel e Lebesgue integravel,
entdo considerando a sequéncia {px}2, anterior e o Teorema da Convergéncia Domi-

nada para fungoes H-K integraveis, temos que f é H-K integravel e
b b
lim D = / f.
k—oo [, a

Dessa forma:

b b b b
/ f = lim / pr = lim / PrdA :/ fdA.
a k—oo [, k—oo [, a
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Suponhamos agora uma f nao negativa. Definimos a seguinte sequéncia
de fungoes (fi)keny por fr(z) = min{f(x),k}. Cada f; é ndo negativa, limitada e
mensuravel; logo pela parte inicial temos f; frd\ = fab fr-

Suponha f H-K integréavel; uma vez que (fg)reny converge para f e é
crescente, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Mondtona para fungoes Lebesgue

integraveis para concluir que f é Lebesgue Integravel e
b b

lim / frd\ = / fdA.
k—o00 a a

Reciprocamente, suponhamos f mensuravel e Lebesgue integravel. Tomando
a mesma sequéncia de funcgoes fr de antes e utilizando o Teorema da Convergéncia

monotona para fungoes H-K integraveis, temos que f é H-K integravel e
b b
lim fr = / f
k—oo [, a

Por fim valem as igualdades seguintes:

b b b b
/ f = lim / fr = lim / frdA :/ fdA.
a k—oo [, k—oo [, a

O

Teorema 3.2.4 Seja f:[a,b] = R. Entao, f e |f| sio Henstock-Kurzweil integrdveis

se, e somente se, f € mensurdvel e Lebesque integravel.

Demonstragdo: Suponhamos que f e |f| sao H-K integraveis. Temos que

LET B §

=

sao H-K integrdveis. Assim f = f*— f~ é Lebesgue integravel, pois pelo teorema anterior
fT e [~ sao Lebesgue integraveis.

Reciprocamente se f é Lebesgue integravel, entao f™ e f~ também o sdo.

Além disso pelo teorema anterior [t e f~ sao Henstock-Kurzweil integraveis. Como

lfl=fT+f"e f=[f"—f",temos que f e |f|sado Henstock-Kurzweil integraveis.

0
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