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Resumo

Nesse trabalho, estudaremos as transformagoes de Cremona dadas por quadricas do espaco
linear projetivo de dimensao n com n = 3 e n = 4 | e suas inversas. Nossa abordagem
utiliza um método devido a Cremona com o objetivo de determinar uma classe especial
de sistemas lineares de quadricas que dao origem as transformagoes de Cremona. Esse
método também possibilita o estudo de propriedades sobre tais transformagoes como, por
exemplo, onde nao estd definida, o grau da transformacao inversa e o conjunto onde nao

é injetiva.



Abstract

In this dissertation, we consider Cremona transformations given by quadrics in the pro-
jective space of dimension n, n = 3 and n = 4, and its inverses. Our approach considers
a method due to Cremona with the aim of determining a special class of linear systems
of quadrics that give rise to Cremona transformations. This method also enables one to
study further properties of Cremona transformations such as the locus where it is not

defined, the degree of its inverse and the set where it is not injective.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao ¢é estudar as transformagoes de Cremona P --» P" dadas
por quadricas, e suas inversas para o caso em que n = 3 e n = 4. Para as transformacoes
de Cremona de P? sabe-se que o grau da aplicacdo inversa sempre coincide com o grau
da transformacao o que nao acontece para as transformacoes de Cremona em espacos de
dimensao n > 2 como é o caso das transformagoes de Cremona com n =3 en = 4. O
sub esquema de P" dado por g = ¢1 = ... = ¢, = 0 é chamado o lugar de base da
Cremona ¢ = (¢ : ¢1 : ... : ¢,). Um dos nossos objetivos é estudar o lugar de base
de uma transformacao de Cremona que fica mais complicado ao passo que aumentamos
a dimensdo do espaco. Por exemplo, as transformacdes de Cremona de P? poderao ter
apenas pontos em seu lugar de base; quando estamos com transformacdes de Cremona
de P? pode-se ter pontos ou curvas no lugar de base; para as transformacoes de P4, as
possibilidades para seu lugar de base sao pontos, retas ou superficies.

Iniciaremos a dissertagao abordando temas que serao necessarios para uma melhor
compreensao dos demais capitulos, tendo como principais temas, Divisores, o conhecido
teorema de Bézout e as transformacoes de Cremona de P2. Na sequéncia, no capitulo 2
sera destacado algumas superficies classicas tais como: a superficie de Veronese, algumas
das projecoes da Superficie de Veronese como ¢ o caso do Scroll Cubico em P* e por
ultimo, a variedade Cubica de Segre. Essas variedades irao classificar os sistemas lineares
de quadricas de P* associados as transformacoes de Cremona.

O terceiro capitulo sera dedicado ao estudo das transformacoes de Cremona dadas
por quadricas. De inicio, expomos um método, devido a Cremona, que nos mostra como
construir sistemas homaloidais. Segundo esse método vemos a necessidade de se obter a
representacao plana de uma superficie quadrica genérica onde calculamos explicitamente
algumas dessas representacoes planas. Utilizando o método de Cremona vamos estudar
trés classes de transformacoes quadricas de P2, mostraremos na verdade que sé existe
essas trés classes de transformagodes quadricas: Tho, T3, Tos. A mnotagao T,,, significa

que a transformacao de Cremona T é dada por polindmios de grau n e sua inversa por
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polindémios de grau m. Com intuito de mostrar ao leitor que o método se aplica nao so
para transformacgoes de Cremona dada por quadricas, neste capitulo ainda determinamos
dois tipos de transformagoes de Cremona dada por cibicas: T53 e T55.

Por fim, no capitulo 4 estudaremos as transformacoes de Cremona do espaco linear
projetivo P4, Mais precisamente, vamos considerar o sistema linear de quadricas através
de uma curva quintica eliptica e analisar a transformacao de Cremona associada como,
por exemplo, determinar o grau da inversa e seu lugar de base. Em seguida, vamos expor
o método geral de determinar sistemas lineares homaloidais dados por quadricas e mostrar
que ele consiste de uma mera adaptacao do método utilizado por Cremona abordado no
capitulo 3 para o espaco linear projetivo P3.

Os trabalhos de Semple [6] e [8] sdo basicos para todo nosso trabalho. Estes textos
possuem uma rica geometria que no entanto utiliza uma linguagem que hoje caiu em
desuso. Foi também nosso objetivo adaptar essa linguagem, utilizando as ferramentas da

Geometria Algébrica atual para torna-la mais acessivel ao leitor contemporaneo.



CAPITULO 1

Pré-Requisitos

Neste capitulo serao abordados temas que serdo de extrema importancia para a compre-
ensao da dissertagao. Procuramos expor esses temas de maneira sucinta e que ao mesmo
tempo nao prejudique a compreensao do leitor. Os exemplos que estao expostos ao longo
do capitulo ajudarao a entender exemplos mais complexos nas se¢des seguintes como € o
caso do estudo das vizinhangas de um ponto no lugar de base da transformagao quéadrica
padrao.

No decorrer de toda dissertacao k£ denotara um corpo algebricamente fechado, a menos

que se mencione o contrario.

1.1 Divisores

Definicao 1.1.1. Seja X uma variedade irredutivel. Uma colecao de subvariedades fe-
chadas C,...,C, de codimensao 1 em X com suas respectivas multiplicidades ky, ..., k,

é chamado um divisor em X. Ele é escrito como
D=kC +...+kC,. (1.1)

Definicao 1.1.2. Na definigdo acima se todos os k; > 0 e algum k; > 0, entdo nos
escrevemos D > 0 e dizemos que D é um divisor efetivo. Caso todos os kjs sejam nao

nulos entao a variedade C; U ... U C, é chamada o suporte de D e denotada por suppD.

Definicao 1.1.3. Uma subvariedade C; de X de codimensado 1 e com multiplicidade 1 é

chamada um divisor primo.

Tendo definido o conceito de divisores podemos definir também uma operagao de

adicao entre divisores:

11
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Defini¢do 1.1.4. Se temos dois divisores D e D’ podemos escrevé-los como
D=kC+...4+kC.e D =kCi+...+k.C,

com a mesma colecao de divisores. Entao, por defini¢ao
D+D'=D= (ki +k)C+...4+ (k. +k.)C..

Munido dessa operacao de soma, os divisores em X formam um grupo, o grupo livre
tendo as subvariedades irredutiveis C' de X de codimensao 1 como seus geradores.

Agora, assumimos que o conjunto dos pontos singulares de X tem codimensao maior
ou igual a dois. Seja C' C X uma subvariedade de codimensao 1 irredutivel e U um aberto
afim onde C' NU # (), consistindo de pontos nao singulares, e tal que C' ¢é definido em U
por uma equagao local. Um tal aberto fim U existe pelo teorema 1 de [12], p.108. Assim

o ideal da variedade C' é tal que I(C) = (7) em k[U]| e para qualquer 0 # f em k[U]

Definigao 1.1.5. Denotamos o niimero v (f) = k o inteiro positivo k£ > 0 tal que

fe@)efd (@ (1.2)
Mostra-se que vo(f) nao depende da escolha do aberto U. Ver [12].
Proposicao 1.1.1. O nimero ve(f) tem as propriedades:
1. ve(fif2) = ve(fi) +ve(f2);
2. ve(fi + f2) = min{ve(f1),ve(f2)}
Demonstragio. Ver em [12]. O

Se X é uma variedade irredutivel, entao qualquer fungao f € k(X) pode ser escrita da
forma f = ¥ com f, g € k[U]. Da proposicao (4.1.2) item (1) temos ve(f) = ve(g) —ve(h)
e se tomamos uma outra representacao para f = % temos gh’' — hg’ = 0 e novamente da
proposigao (4.1.2) item (1) segue que ve(f) nao depende da representacdo de fe (1) ¢é
verdadeira para toda f € k(X) com f # 0.

Definicao 1.1.6. Para uma variedade irredutivel X e f € k(X) se ve(f) = k > 0, entdo
dizemos que f tem um zero de ordem k ao longo de C e se veo(f) = —k < 0 dizemos que

f tem um polo de ordem k ao longo de C.

Teorema 1.1.1. Dado uma funcgao f € k(X), existe apenas um nimero finito de subva-

riedades C' irredutiveis de codimensao 1 tal que ve(f) # 0.
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Demonstrag¢io. Ver em [12]. O
Com este teorema podemos considerar a seguinte

Definicao 1.1.7. O divisor

div(f) = Y ve(f)C (13)

onde a soma ¢ feita sobre toda subvariedade irredutivel de codimensao 1 no qual v (f) # 0.

Esse divisor é chamado de divisor principal.

Exemplo 1.1.1. Seja X a superficie quadratica zy — zt = 0 em P? e considere f = %

Da proposigao (4.1.2), propriedade (1) temos que
div(f) = div(x) — div(y)

e impomos as condig¢oes x = 0 e y = 0 na quadrica X para encontrar, respectivamente,
div(x) e div(y). Assim,
r=0=2t=0

y=0=2t=0

Portanto,

div(z) ={xr=2=0}U{x =t =0}

div(y) ={y =2z =0} U{y =t =0}.

Exemplo 1.1.2. Seja X = A" e entao toda subvariedade codimensao 1 e irredutivel C'
é dada por uma equagdo I(C) = (F) 'com F € k[X]. Para k = 1 vemos que F satisfaz
a condigao da defini¢do (1.1.5), logo div(F) = C, ou seja, todo divisor primo, portanto

todo divisor, é principal.
Seja X uma variedade afim no espago A™ sobre um corpo k.

Defini¢ao 1.1.8. Uma fungao f : X — k é regular se existe um polindmio F'(t) com

coeficientes em k tal que f(z) = F(z) para todo x € X.

Observacao 1.1.1. Note que dada uma funcao f, o polindmio F' nao necessariamente é

unico. Basta adicionar a F' qualquer termo do sistema de equagoes de X.

Ver Teorema 3, Cap. I de [12].
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Definigao 1.1.9. O conjunto de todas as fungbes regulares em uma variedade afim X
forma um anel e uma algebra sobre k£ munido das operacoes de adigao, multiplicacao e
multiplicagao por escalar por elementos de k efetuando as operagoes no valor das fungoes
em cada ponto de z € X. Esse anel obtido desta maneira é denotado por k[X] e chamado

de anel de coordenadas.

Seja k[t] o anel de polindmios com coeficientes em k nas variaveis ti,...,t,. A cada
polindémio F' € k[t] associemos uma fungao f € k[X] por olhar F' como uma func¢ao no
conjunto dos pontos de X. Desta forma temos um homomorfismo entre k[t] e k[X]. O
nicleo desse homomorfismo ¢ o ideal formado pelos polinémios F' € k[t] tal que vale zero
em todo ponto x € X . Ele é chamado de ideal de uma variedade X e denotado por I(X).

Consequentemente,
K[X] = K[T]/1(X).

Exemplo 1.1.3. Se X = {(ay,...,a,)} é um ponto de A", entdo k[X] = k pois I[(X) =

(tl — Q... 7tn — an).
Exemplo 1.1.4. Para X = A" tem-se que [(X) = 0 e entdo k[X] = k[t].
Se temos agora duas variedades afins X C A" Y C A" temos a

Definicao 1.1.10. Uma aplicacdo f : X — Y ¢é regular se existe m fungoes regulares

fi,-- fm em X tal que f(x) = (fi(x),..., fm(x)) para todo z € X.

Exemplo 1.1.5. Uma func¢ao regular em X ¢é exatamente a mesma coisa que uma apli-

cacao regular X — Al

Definicao 1.1.11. Um conjunto algébrico X é redutivel se existe variedades afins préprias

X1, Xo ; X tal que X = X; U X,. Do contrario X é dito irredutivel.

Definicao 1.1.12. Se um conjunto X é irredutivel, entao o corpo de fragoes do anel de

coordenadas k[X] é o corpo de fungoes de X, denotado por k(X).

Os elementos de k(X) sdo da forma F(t)/G(t) tal que G(t) ¢ I(X), e F(t)/G(t) =
Fi(t)/Gi(t) se FGy — F1G € I(X).

Defini¢ao 1.1.13. Definimos o subanel Ox C k(t4,...,t,) para ser

Ox ={f=P/Q:P,Q cklt]e Q & I(X)} (1.4)
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Definicao 1.1.14. Se div(f) =Y k;C; com f € k(X) entdo os divisores
{i;k;>0} {i;ki<0}

sao chamados respectivamente, o divisor dos zeros e o divisor dos polos de f. Consequen-

temente,

div(f) = divgf — dive f.

Teorema 1.1.2. Seja X uma variedade irredutivel nao singular. Se div(f) > 0, entdo f

¢ reqular.

Demonstragio. Vamos demonstrar o teorema pela contra positiva. Para isso, seja x € X
30 A 1 — g g

um ponto onde f nao é regular. Assim, f = ¢ com g,h € O, mas ¥ ¢ O, e sendo O, um

dominio de fatoragdo tnica podemos escolher g, h de forma que nao tenham fatores em

comum, dai considere m um elemento primo de O, que divide h mas nao divide g. Em

alguma vizinhanca U do ponto x, V() sera irredutivel de codimensao 1 e por considerar

C' como sendo o fecho de V() encontramos que ve(f) < 0. O

Corolario 1.1.1. Sendo X ¢é uma variedade projetiva irredutivel seque que se div(f) > 0,

entdo f =a € k.

Demonstragdo. Basta lembrar que uma funcao regular em uma variedade projetiva irre-

dutivel é sempre constante. n

Definicao 1.1.15. Definimos o grau de um divisor D = " k;C;, onde C; é uma subvari-

edade irredutivel definida pela forma H; de grau k;, pelo inteiro

Definigao 1.1.16. O conjunto dos divisores principais formam um subgrupo P(X) do

grupo DiwX de todos os divisores. Definimos
cdX = DivX/P(X)
o grupo de classe do divisor de X.

Definicao 1.1.17. Com a notagao da defini¢do acima dois elementos em ¢l X sao linear-

mente equivalentes Dy Dy se D1 — Dy = div(f) para algum 0 # f € k(X).

Exemplo 1.1.6. De acordo com o exemplo (1.1.2), c/(A™) = 0.
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Teorema 1.1.3. Para qualquer divisor D em uma variedade nao singular X e qualquer
numero finito de pontos x1,...,x, € X, existe um divisor D' com D' ~ D tal que

x; ¢ Supp(D') parai=1,...,m.

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que o divisor D é primo, do

contrario aplicamos a afirmacgao para cada componente separadamente. Por considerar

uma vizinhanga aberta afim V; (sempre existe) para o ponto z; olhamos para o subconjunto
m

de X aberto afim V' = U V; de modo que podemos supor também que X é uma variedade

n=1
afim.
A demonstragao da afirmacao sera por indugao. Suponha que z1, ..., %1 ¢ Supp(D)
mas z,, € Supp(D). Vamos construir um divisor D' com D’ ~ D de modo que z1, ..., x,, ¢

Supp(D’). Primeiro, considere uma equagao local 7’ para o divisor primo D em uma vi-
zinhanga do ponto z,,. Pode-se escolher uma equacao local m para D com m € k[X].
Com efeito, sendo 7’ regular em z,,, se 7' tem um divisor de polos div.(7") = ¥ k F
entao x,, ¢ F;. Assim, para cada [ existe uma funcao f; € k[X] que se anula em toda a
subvariedade Fj e fi(z,,) # 0. Como "retiramos"todos os polos de 7 a fungdo m = 7' [] flkl
é regular em X e é uma equagao local de D em uma vizinhanca de x,,. Por hipétese de
inducao tem-se que x; ¢ DU {x1,...,2;_1,Tit1,-.., %y} de modo que existe uma fungao
g; € k[X] tal que g;(x;) # 0, mas g; = 0 neste conjunto onde as fungoes ¢;s sdo dadas

pela equagao local m de D. Agora, considere constantes «; € k tais que

m—1
ForsS a? (1.7
i=1
satisfazendo f(x;) # 0 parai=1,...,m — 1.

Para ter estas constantes basta tomar «; # (gfr((ff))Q). Para terminar a demonstracao

vamos mostrar que D' = D — div(f) satisfaz as condigoes do teorema. Segundo a equagao
(1.7) tem-se que x; ¢ div(f) e logo z; ¢ Supp(D') parai=1,...,m — 1.
Por construcao, g; se anula em D e assim 7 | g; no anel local O,, e consequentemente,

m—1
Z ;g7 = mh com h € O,, .

i=1
Portanto, f = m(1 + 7h). Como 7(z,,) = 0 segue que (1 + wh)(z,,) = 1 e com isso, F' é
uma equagao local de D em uma vizinhanca de z,,. Entao, obtemos o divisor div(f) =

D + Y ryDg, onde nenhum divisor primo passa através de x,,. Assim, x,, ¢ Supp(D’).

]
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1.1.1 Divisores e Funcoes Racionais

Nesta subsecao vamos aplicar o conceito de divisores a aplica¢oes racionais de variedades
para espaco projetivo.
Seja uma aplicagdo racional ¢ : X — P"” onde X é uma variedade nao singular.

Podemos expressa-la como

o= (fo:...: fa), com f;€ k(X) (1.8)

onde podemos assumir que nenhum f; é nulo em X.

Suponha que
div(fi) =) kyC;
i=1
para C; um divisor primo. Vamos determinar as condicoes para que ¢ seja regular em

um ponto € X. Para isso, seja m; para uma equagao local de C; em z. Entao,
fi=(1 wf”)uj com u; € O, e u;(x) #0.

Como O, é um Dominio de Fatoracdo Unica (DFU), existe o maximo divisor comum d
dos elementos fo, ..., fn, isto é, d € k(X) com f;/d € O, e se d; € k(X) é um outro
elemento com a mesma propriedade de d, entdo d; | d, ou seja, d/d; € O,. Novamente,
pelo fato de O, ser um DFU segue que todas as equagoes locais m; dos divisores primos

C; sao elementos primos de O, e consequentemente
L .
d= Hﬂ'jj, onde lj = mZnogignkU.

Aqui é bem sugestivo olhar para a matriz (n+1) X m cuja i-ésima linha é dada por div(f;)
e a j-¢sima coluna dada por k;;,7 = 1,...,m e teremos que o termo [/; sera o maximo
multiplo comum na j-ésima coluna da matriz.

Pelo fato de ¢ ser regular em x existe uma fungdo g € k(X) no qual f;/g € O, para
todo i =1,...,n e no minimo um (f;/g)(z) é ndo nulo em z. Com isso, chegamos que a
funcao g satisfaz as mesmas condigdes que a funcao d;, logo segue da definicdo de maximo
multiplo comum que g | d. Agora temos duas possibilidades: se d = gh com h € O, e
h(z) =0, entdo h | f;/g pois d sendo o maximo divisor comum dos f; podemos escrever
fi = dmy,my € k(X) donde segue que f;/g = ghm,. Assim, (f;/g)(z) = 0 para todo
it = 1,...,n contradizendo o fato de ¢ ser regular. Entao, a condicdo requerida é que
d = gh com h(x) # 0 e assim, f;/g = (fi/d)h, ou seja,

filg = (H ﬂ';?z'jlj> u;h
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onde teremos agora que ¢ é regular em x se, e somente se, a0 menos uma das fungoes

kij—l; ~ A .
ij” ’ sdo nao nulas em x. Na sequéncia, o que faremos é simplesmente mudar para
J

linguagem de divisores.

Definicao 1.1.18. Dado os divisores D; = > k;;C;,1 = 1,...,n define-se o maximo

multiplo comum desses divisores para ser
MDC{Dl, . 7Dn} = Z lej, onde lj = mmogénkzj (19)

Olhando para os divisores D) = D; — mdc{Ds,...,D,} > 0, segue da definicao de

M DC' que os divisores D. nao tem componentes comum. Em particular, se consideramos
D = MDC{div(fy),...,div(fn)} e D;=div(f;) — D.

em alguma vizinhanca de x teremos

(1) -
J

e com essa linguagem de divisores dizemos que ¢ é regular em z se, e somente se, nem

todas as subvariedades supp(D}) passam através de x. Isso mostra o seguinte resultado:

Teorema 1.1.4. A aplica¢io racional em (1.8) nao é reqular justamente nos pontos de

NSupp(D}) onde D, = D; — mde{Dy,...,D,} >0 parai=0,...,n.

Para fixar esse conceito que relaciona aplicagdes racionais com divisores vamos consi-

derar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.7. Seja a transformacao racional ¢ : P> — P3 conhecida por aplicacao

padrao de P? dada pela férmula

o(x,y, z,t) = (yzt, vzt, zyt, TYyZ2)

Essa aplicacio é analoga a transformacao padrao de P? tratada no exemplo (1.3.1). Vendo
cada entrada da aplicacdo como uma funcao f;,2 = 0,...,3 vamos ter que os divisores
div(f;) sdo sempre trés planos com as seis retas em comum: r =y = 0,2 = z = 0,2 =

t=0,z=y=0,t =y =0,y =2z =0. Dessa forma, para D; = div(f;)
D =MDC{Dy,...,D3} ={x=y=0,2=2=02=t=0,2=y=0,t =y=0,y =2 =0}

Entao ¢ nao é regular em D. Podemos ver ainda que ¢ ¢ um isomorfismo de 3\ D.
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1.1.2 O sistema Linear Associado a um Divisor

Em analogia ao espaco vetorial dos polindmios em ¢ de grau < n temos uma interpretacao
em termos de divisores. Escreva z,, para o ponto no infinito da reta P! com coordenada
t. Um polinémio de grau k tem apenas um polo de ordem k, logo a condicao degf < n

pode ser expressa como div(f) + nrs > 0. De maneira geral temos a definigao

Definicao 1.1.19. Seja D um divisor em uma variedade nao singular X. Entao, definimos

o conjunto
L(D) = {f € k(X)|div(f) + D > 0} (1.10)

Lema 1.1.1. O conjunto L(D) é um espago vetorial sobre k via as operagoes algébricas

usuais em fungoes, chamado de Riemann-Roch de D.

Demonstragio. Seja D = > n;C;. Entao a condigao div(f)+ D > 0 é equivalente a

ve,(f) = —ni e ve(f) 2 0e C#£C,

e as propriedades de espago vetorial seguem da proposigao (4.1.2) item (1).

]

Definicao 1.1.20. A dimensao de £(D) é também chamada a dimensao de D, e denotada
por [(D).

Teorema 1.1.5. Divisores linearmente equivalentes tem a mesma dimensao.

Demonstragcao. Suponha que Dy e Dy sejam dois divisores linearmente equivalentes, assim
D, — Dy = div(g), com g € k(X).

Se f € L(Dy), entao div(f) + Dy > 0 donde segue que div(fg) + Dy = div(f) + Dy > 0,
isto é, fg € L(D3), de modo que ¢g.L(D;) = L(D,). Definindo a aplicagao ¢ : L(D;) —
L(Dy) por

w(f) =Ty

que é trivialmente um isomorfismo concluimos o teorema. O

Teorema 1.1.6. L(D) tem dimensdo finita para qualquer divisor D em uma curva algé-

brica projetiva nao singular.
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Demonstracio. Notemos que a assercao resume-se ao caso D > 0. Com efeito, seja
D = Dy — Dy com Dy,Dy > 0. Entdo, £(D) C L(D;): dado f € L(D) significa

que div(f) + Dy — Dy = D > 0 e portanto, div(f) + D1 = Dy + D > 0, ou seja,
f € L(Dy). Assim, se D é um divisor, ndo necessariamente efetivo, podemos escrevé-lo
como D = Dy — Dy, Dy > 0 e mostramos que £(D;) tem dimensao finita.

Seja D > 0 e tome um ponto x aparecendo em D com multiplicidade r > 0, ou seja,
D = rx + D;. Defina entdo o divisor DY) = (r — 1)x + D; e seja t o parametro local de

r em X. Agora seja a aplicagao A : L(D) — k dada por
Af) = (" f)(x)
Para U uma vizinhanga de x e sendo I(z) = (t) em k[U] segue, por defini¢do, que
fe (tUa:(f)) e [ ¢ (tvx(f)Jrl)
e assim f pode ser escrito como
=ty (1.11)

Tem-se de imediato que A ¢ linear e ainda que ker A = £(D®). Com efeito, se f € ker A
entdo (t"f)(x) = 0 e por (1.11) acontece que (#"t**Nu)(x) = 0 e assim, r + v,(f) > 1
donde segue que (r — 1) + v,(f) > 0. Portanto, f € L(DW). Consequentemente,

L(D)/L(DW) ~ k
Da mesma forma, teremos um D® e também uma aplicacdo Ay : £L(D) — k com
ker \qy = L(D?) e £(DW)/L(D®) ~k
Empregando o mesmo argumento degD vezes obtemos a sequéncia de subespacos vetoriais
LO)c...cLD™)c...cLd?)cLdV)c L)

Isso mostra que £(0) é um subespago vetorial de £(D) e como £(0) = k[X] temos também

que [(D) = 1. Entao, se supormos (D) > deg(D) + 2 teremos

(DY) > deg(D—1)+2

(0) > 2

o que é um absurdo! Portanto,
[(D) < degD + 1.
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Observagao 1.1.2. Para X = P! vale a igualdade I(D) = degD + 1. De fato, o divisor D
¢ linearmente equivalente a rx, onde = € é o ponto no infinito. Assim, £(D) é o conjunto

dos polinémios de grau < r e entao (D) =7 + 1.

Para terminarmos esse capitulo vamos dar mais duas defini¢bes que poderao ser en-
contradas com detalhes em [8] e [13]. Na segunda dessas referéncias a defini¢ao de género
de uma curva é mais natural sendo consequéncia do teorema de Riemann Roch com uso

do conceito de divisores.

Definicao 1.1.21. Um ponto multiplo de uma curva ¢é dito ser um ponto ordinario se a

curva tem todas as suas tangentes nodais distintas nesse ponto.

Definigao 1.1.22. O género de uma curva C' de grau n com apenas pontos miultiplos
ordinarios é dado pelo niimero

g:(n—l)Q(n—Z)_ 3

PeC

ki(k; — 1)
2 7

(1.12)

onde k; é a multiplicidade do ponto P;.

1.2 Teorema de Bézout

Nessa secdo vamos estudar a intersecao de variedades em um espaco projetivo. Se X e
Y sdo variedades projetivas em P, entao o que se pode dizer sobre X NY? A primeira
pergunta que pode ser feita é sobre a dimensao de suas componentes irredutiveis. Fazendo
uma analogia a teoria de espacos vetoriais: se U e W sao subespagos vetoriais de dimensao
r e s do espaco vetorial V' de dimensao n entdao U NV é um subespaco de dimensao
>r+s—n. Além disso, se U e W sdo tomados genericamente a dimensao de U "W é
exatamente 7 + s — n (desde que r + s —n > 0). Este resultado implica o analogo para
subespacos lineares de P".

Aqui nao iremos definir a multiplicidade (X, Y, W) de interse¢do de duas variedades
X e Y ao longo de uma componente irredutivel W de X N'Y mas pode ser encontrada,

por exemplo, em [11] ou em [1]. Para ilustrar esse conceito considere

Exemplo 1.2.1. Em P?(C), considere a pardbola y = z?

22 +4(y — N’ =4

Para A\ = 1 as duas curvas se intersectam em apenas trés pontos, contudo, ambas

e a elipse cuja equagao ¢

as curvas se intersectam tangencialmente na origem. Neste caso, a multiplicidade deste
ponto sera 2, e portanto a parabola e a conica se intersectam em 4 pontos contados com

a multiplicidade.
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Uma forma que generaliza o teorema de Bézout em P" é o resultado

Teorema 1.2.1. Seja Y uma variedade de dimensao n > 1 em P" e seja H uma hiper-
superficie nao contendo Y. Sejam Zy,Zs, ..., Zs as componentes irredutiveis de Y N H.

Entao,

Z (Y,H, Z;)deg(Z;) = (degY )(degH ) (1.13)

onde i(Y,H, Z;) é a multiplicidade de intersecao de'Y e H ao longo de Z;,j =1,...,s
Demonstragio. Ver demonstragao em [11]. O

Corolério 1.2.1 (Teorema de Bézout). Sejam Y e Z curvas distintas em P? tendo grau
m e n, respectivamente. SejaY NZ ={Py,...,Ps}. Entao,

S

> i(Y, Z, P;) = mn (1.14)

j=1
Exemplo 1.2.2. Intersecte a parabola y = z? com uma reta L em um espaco afim.
Assuma que L nao é vertical.

Sobre R, é claro que o niimero de pontos da interse¢ao pode ser 0, 1, ou 2. Isto mostra
que o teorema de Bézout nao vale porque R nao é um corpo algebricamente fechado.

Sobre C, o nimero de pontos dessa intersecao é sempre 2 contados com a multiplicidade.

Exemplo 1.2.3. Agora considere a intersecao da mesma parabola y = 22 e L uma reta

vertical, tendo a figura

Em C, o niimero de pontos dessa intersecao é 1 mesmo contado com a multiplicidade.

Entao onde esta o outro ponto?
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Considere o espago projetivo P?(C) e seja z uma terceira varidvel. Homogeneizando
a equacao y = x2 obtemos yz = 22 e a equacdo homogénea da reta x = ¢ é dada pela
equacio projetiva z = cz. Eliminando x nds encontramos (z : y : 2) = (¢ : ¢* : 1) ou
(0:1:0). O primeiro ponto é o que aparece na figura enquanto que o segundo é o ponto
no infinito (onde z = 0). Isto mostra que a hipdtese de o espago ser projetivo nao pode

ser retirada.

1.3 A Relacao Entre Sistemas Lineares e Transfor-
macoes de Cremona

Vamos iniciar a segao com uma série de defini¢oes bésicas.

Definicao 1.3.1. Uma transformagao racional T : P" --» P faz corresponder a um

ponto P = (zy,...,x,) um tnico ponto P' = (zy,...,x}) definido pelas equagoes
vy = ¢o(zo,..., 1)
(’13,1 = ¢1($0, e ,]}n)
= op(xo,...,T)
onde ¢,, P1, . .., ¢, sd0 polindmios homogéneos em k[zg, z1,...,x,] de grau d = deg(T).
Aqui, os polindémios ¢,, ¢1, ..., ¢, sdo tomados linearmente independentes e sem fato-

res comuns.

Definicao 1.3.2. Uma transformacao de Cremona é uma transformacao racional cuja
inversa também ¢ racional. Seu grau é dado pelo grau dos polindmios homogéneos que a

representa.

Dando continuidade ao tema, veremos a relagao existente entre transformacoes de Cre-
mona e um sistema linear de hipersuperficies munido de algumas propriedades. Primeiro,

considere

Definicao 1.3.3. O lugar de base de uma transformacao de Cremona T : P* — P

dada por T'= (o : @1 : ... : ¢,) € a subvariedade dada pelas equagdes

Yo=p1=...=p, =0,

com g, @1, - - ., P, polindmios homogéneos de mesmo grau em k[x, ..., z,].
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Definicao 1.3.4. Sejam @, @4,..., P, polindmios homogéneos de mesmo grau em
klxo, 1, ..., x,]. Um sistema linear de hipersuperficies ® em P" é definida pela equagao
)\Oq)0+)\1<bl+'-'+)\r®r :O (115)

onde os A.s sdo parametros arbitrarios em k.

Notagao: Sempre que nos referirmos a intersecao residual significa que estamos con-
siderando nessa interse¢ao o conjunto que nao pertence ao lugar de base da transformacao

ou do sistema linear.

Definicao 1.3.5. Chamamos de um sistema linear homaloidal um sistema linear de hi-
persuperficies de dimensao n, e tal que quaisquer n hipersuperficies intersectam-se residu-
almente em apenas um ponto pertencente a P". Vamos nos referir também a um sistema

com essas duas propriedades como um H sistema.

Agora veremos um importante resultado que serd utilizado implicitamente ou nao
em toda a dissertacao, o qual relaciona os conceitos de transformacao de Cremona e de

sistema homaloidal de hipersuperficies.

Teorema 1.3.1. Se uma transformacdao racional T é dada por

pro = Po(xo,. .., Tn), ..., prn = Pp(xo,. .., 20), (1.16)

onde ®;,1 =0,...,n sdo polinémios homogéneos em k|xg, ..., x,|, entio T € uma trans-

formagao de Cremona se, e somente se, o sistema linear dado em (1.15) é homaloidal.

Demonstragio. Seja B = {®y=0,...,P, = 0} olugar de base da transformagao 7. Para
toda transformagao de Cremona de P" em um outro espago de mesma dimensao P, os
hiperplanos de P sdo representados por um sistema linear homoloidal de hipersuperficies
em P e como n hiperplanos se intersectam residualmente em apenas um ponto de P" segue
que as hipersuperficies correspondentes se intersectam também em um tnico ponto.

n
Reciprocamente, dado um H sistema representado por Z a;®; = 0, onde os a;’s sao

i=0
coeficientes livres, temos uma transformagao de Cremona que pode ser obtida da seguinte
forma: supondo que xy, ..., x, sdo as coordenadas de P" e fazendo as coordenadas de P"

proporcionais aos n + 1 polinémios ®,,, de mesmo grau,

pxo = DPo(xg, ... xn), ..., prn = Pp(xo, ..., 2p) (1.17)

temos uma aplicagdo de Cremona 7. Com efeito, notemos que hipersuperficies em P"

sao levadas por T em hiperplanos em P e portanto, a intersecao residual de n destas
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hipersuperficies em P" que consiste de um tinico ponto corresponde a intersecao de n hiper-
! / . . /. .
planos de P" também se intersectando residualmente em um tinico ponto. Isso estabelece
uma correspondéncia 1-1 entre os pontos de qualquer hipersuperficie S com os pontos do
. / . Ve ~
hiperplano M de P" correspondente, mostrando assim que 7" é uma transformacao de

Cremona. O

Observacao 1.3.1. Notemos que dado um sistema linear homaloidal de hipersuperficies
®;,1 = 0,...,n noés podemos determinar infinitas transformacoes de Cremona: basta

tomar combinagoes lineares das hipersuperficies ®s.

Definicao 1.3.6. Para n = 4, a intersecao de duas hipersuperficies de um sistema linear
® é chamada de ®-superficie e a intersecao de trés hipersuperficies de ® é chamada de
®-curva. Para n = 3 uma ®-superficie é simplesmente uma superficie de ® e uma ®-curva
é a intersecao de duas superficies de ®. Analogamente, definimos as W-superficies e as

W-curvas, onde ¥ é o sistema inverso.

Teorema 1.3.2. Uma transformacio de Cremona de P? e sua inversa possuem o mesmo

grau.

Demonstragdo. Seja T uma transformagao de Cremona. Denotaremos por A.B o nimero
de intersegoes de duas curvas A e B; L e L', sdo retas; ® e W, curvas de graus deg(T)
e deg(T~"'),respectivamente. Tomando L diferente das retas fundamentais, pelo teorema
de Bézout,

deg(T) = ®.L = T(®).T(L) = L'V = deg(T™)
pois T é injetiva. n

Com o intuito de fixar o conceito de transformacao de Cremona consideremos o exem-

plo
Exemplo 1.3.1. Em P2, considere o sistema de curvas dado pela equacio
® = \yz + pxz +vry = 0,onde A\, p,v constantes arbitrarias.

que também pode ser visto como o subespago vetorial V' de £(Q)) para ) uma coOnica
de P2. Como V é o subespaco de £(Q) formado pelas conicas de P? passando pelos trés
pontos A=(1:0:0),B=(0:1:0),C=(0:0:1) e £(Q) tem dimensao cinco tem-se
que a dimensao de V é dois pois cada um dos pontos em questdao impoe uma condicao.
Além disso, a intersecao residual de quaisquer 2 conicas é um tnico ponto, logo ® é um H
sistema. E de acordo com o teorema (1.3.1) a Transformagao de Cremona advinda deste

H sistema, digamos T', tem equagoes
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px' =yz, py =xz, pi =uy. (1.18)

Como ja mencionado, as conicas do sistema ¢ tem os trés pontos base A = (1 : 0 :
0),B=(0:1:0),C =(0:0:1). Essa é uma importante transformacao de Cremona
conhecida na literatura por transformacao quadratica padrao sendo proveitoso destacar

algumas de suas propriedades.

1. A transformacao padrao
T:P\{z=0,y=0,2=0} —P\{z=0,y=0,2=0}

é uma bijegdo com T (2',y/,2") = (v'2,2'2',y'2’) . Em particular, 7! e T tem o

mesmo grau.

2. Pode-se verificar que as retas x = 0,y = 0,z = 0 correspondem via a transforma-
¢ao T, respectivamente, aos pontos A, B e C. Essas retas sao chamadas de retas

fundamentais.

3. Uma reta através de um ponto base é transformada em outra reta através do mesmo
ponto base. De fato, uma reta através do ponto B, por exemplo, tem equagao
ax + bz = 0 e usando que i # 0 nas equagoes que definem a transformacao inversa

encontramos que a transformacao prépria da reta tem equacao az’ + bx’ = 0.

]P)2

FIGURA 1.1: Transformacao de retas passando por um ponto base
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4. A transformacgao quadrica padrao T transforma conicas através dos pontos A, B, C'

em retas e reciprocamente.

Ficura 1.2: Correspondéncia entre conicas e retas

5. Vizinhaca de pontos bases. Como sabemos, T nao esta definida nos pontos bases
mas podemos estudar o comportamento da transformacao 7" em uma "vizinhanca'de

um ponto base.

Considere Q = T(P) e faga P se aproximar de A, por exemplo, ao longo de um
caminho 7. Seja @) o vértice de um feixe de retas Ly + ALo, e assim o feixe de conicas
correspondente C7+ AC5y tem A, B, C', P como pontos base e para P se aproximando
de A ao longo de v o feixe de conicas Cy + ACs tende ao feixe de conicas passando
por A, B,C e estas adicionalmente tocam tangencialmente a tangente 4 a v em
A. Simultaneamente, tem-se () tendendo ao vértice ();,, correspondente do feixe de

retas. Mas sendo a tangente [4 a uma cOnica com equacao
Ayz + pxz +vyr =0 (1.19)

dada por vy + puz = 0 e pelo argumento visto em 2., esta reta é transformada
propriamente na reta [ com equagao vz’ + py’ = 0. Fixando v e p, a reta A\a’ +
py' + vz’ = 0 correspondente a conica em (1.19) intersecta BC' em (0, v, —u), ou
seja, a medida que fazemos P se aproximar de A em uma diregdo [4, ) se aproxima
de um ponto O de BC.
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o

la
Figura 1.3: O comportamento de uma Curva na vizinhanca de um Ponto Base

Para a ultima propriedade da transformacao padrao que vamos abordar sob a forma
de um teorema vamos necessitar das notagoes

Notacgoes

e SejaC" (Aa, B, C’"Y) uma curva de ordem n, tendo pontos de multiplicidades «, 3, v,

respectivamente em A, B, C.

» Usaremos o simbolo (I'T”) para denotar o conjunto de pontos diferentes de A, B, C,

que as curvas I' e I intersectam.
» Usaremos o simbolo I'T” para denotar o nimero total de pontos no conjunto (I'T”).

Teorema 1.3.3. A transformag¢do de uma curva I' do tipo C™ (A“,Bﬂ,CW) sequndo a

aplica¢ao padrao cujos pontos bases sao A, B,C é uma curva I do tipo
Con-a=b=y (A"_ﬁ_”’, B Y, C’"‘O‘_5> . (1.20)

Demonstragio. Para uma curva I' = C" (AO‘, Bf, C’V) seja I sua transformada prépria
segundo a transformacdo padrio do tipo C" (Aa/, B C’Y/>. Para termos o caso genérico,
suponhamos que nenhum ramo de I' em A ou B ou C tenha uma reta fundamental como
uma reta tangente neste ponto, de modo que BC, por exemplo, encontra I' em n — 5 —
pontos distintos ou nao, removido B e C' .

Seja n' o grau da interse¢ao de I'' com uma reta L arbitraria. Entao,
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n=LI"=T(LTIT)=d'=2n—a—5—7~

pois uma ®-conica encontra I' em 2n pontos dos quais o diminuem em A, § diminuem
em B e v diminuem em C.
Agora, o expoente o é o niimero de interse¢oes absolvidas em A quando I'' é encontrada

por uma reta L; através de A. Assim,
o =n-—Lil"=n-TL)'=LT=n-n—-a)=n—0F—1

onde a segunda igualdade segue do fato de T e T—! possuirem o mesmo grau, a terceira

igualdade decorre da propriedade 3 e L é a imagem de L, via a aplicacdo 7. O
Exemplo 1.3.2. Uma reta L que nao passa pelos pontos A, B, C' pode ser expressa como
L=CYA% B CY).

Pelo teorema (1.3.3), L é enviada na conica C?(A', B!, C') conforme a propriedade 4.
Exemplo 1.3.3. Uma reta L através do ponto A tem a forma
C* (A, BY, 0.

Pelo teorema (1.3.3), L é levada em uma reta através do mesmo ponto A como visto na

propriedade 3.

Observagao 1.3.2. Caso I' toque tangencialmente BC' em um ponto O, entdao I tem

um ramo cuspidal em A cuja tangente cuspidal é a transformada de OA. Ver em [8].

Um outro exemplo de aplicagao birracional é a aplicacao projecao definida da seguinte

forma

Definigdo 1.3.7. Dado um ponto P € P", sua projecio segundo um vértice P* (0 < h <
n — 2) é um ponto P’ no espaco P""~! dado pela intersecio de P*~"~! com o espaco

Ph+1 este gerado pelo vértice P* e o ponto P.

Observacdo 1.3.3. Note que a aplicacdo projecdo racional P --» P "1 nio estd

definida no espaco projetivo P".

Similarmente, temos a defini¢ao da aplicacao projecao sobre uma variedade V;* em P”

segundo um espaco P"* em um espaco P"~"~!. Formalmente temos,
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Defini¢do 1.3.8. Dado um ponto P € V{*, sua projecao segundo um espago P* (h <
r —k—2) é um ponto P’ na variedade U}, contida no espago P"~"~1. A projecao é prépria

se o ponto genérico de Uy, ¢ a projegao de um tnico ponto de V.

Exemplo 1.3.4. Consideramos V;? para ser a superficie quadratica ®; da proposicao
(3.1.1). Implicitamente, nesta proposi¢ao fizemos a projecao de V32 segundo o vértice O
de P? obtendo uma aplicacio birracional ¢ : V;2 —s P? que nio estd definida em O e nio é
injetiva nas retas Ao, 1o, onde estas retas sao enviadas nos pontos A e B respectivamente.

Consequentemente, ¢ nao é uma projecao propria.

Teorema 1.3.4. Qualquer projegio propria Uy, de Vi, sequndo um vértice P" no qual nao
encontra Vi, tem ordem n. As segoes de Uy por hiperplanos de seu proprio espag¢o sao

secoes hiperplanas de V;* no qual passam através de P".

Demonstracio. Como U, tem dimensdo k e se encontra em P'~"~! para calcular sua
ordem devemos intersectd-la com um espaco linear P"~"~1=*_ Sendo U}, a projegao de V}*
segundo o vértice P" segue que os pontos P’ onde P"~"~1=* intersecta Uj sido projecoes
dos pontos P no qual V;* encontra o espaco projetivo P"~* gerado pelo vértice P e pelo
espaco P""1=% Mas a intersecdo desses espacos projetivos Vi com P"* é justamente a
definigao da ordem de V;", portanto se a projegao ¢ prépria e P" nao encontra V;* existe
em geral n pontos P’.

Agora, uma secdo hiperplana M ~ P"~"=2 de P"~"~1 se encontra em um tinico espaco
linear P"~! o qual ¢ gerado por P" e P*~"~2 de modo que a variedade no qual U, intersecta,

M ¢ a projecao da variedade no qual P"~! encontra V}". O]

Observacao 1.3.4. A razao de restringir h < r — h — 1 agora aparece: caso tivesse
h =r —h — 1, entdo o espaco linear P! gerado pelo vértice P* e um ponto P encontra
Vi* em n pontos pois a intersecio P"*1 N V" tem dimensdo zero em P” e grau n. Assim,
cada ponto P’ é a projecao de n pontos diferentes. Assim, a projecdo nao é propria se

n>1.

Observagao 1.3.5. Se P" encontra V}*, a projecio Uy terd ordem menor que n. Por
exemplo, a projecdo de V;* segundo um ponto de si mesma é em geral uma U~ como é

o caso do exemplo (1.3.4).



CAPITULO 2

Algumas Superficies Classicas

2.0.1 Swuperficie de Veronese

Podemos olhar as conicas de P? como sendo o espago de Riemann-Roch £(Q) sendo Q

uma conica (ou um divisor) em P2, Para o sistema de conicas
)\O.TQ + >\1y2 + )\222 + Ayz + Mz + Ay =0 (2.1)
consideremos a aplicacao ¢ : P? —s P% dada por

Sﬁ(l’,y, Z) = (x2,y2,22,y2,$2,xy). (22)

Definigao 2.0.9. A imagem de P? via a aplicacdo ¢ é chamada superficie de Veronese a

qual denotaremos por F'4.

Como podemos ver, a superficie de Veronese estd em P° e tem grau 4. Designando as

coordenadas da aplicacao ¢ como
2 2 _
To=T , L1 =Y ,...,T5 =Y

as equacoes paramétricas de F* sdo

To_m_w _ Ty _ T _ T (2.3)

2 oy 22 yz  xz ay
e as equacoes explicitas de F'* sdo os 6 menores 2 x 2 da matriz simétrica

o Iy X4
Ts X1 I3

Ty X3 T2
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que sao
2 _
Tor1 — x5 =0

Ty — Ty5 = 0

e}

2
Toly — Ty =
(2.4)
T5T3 — T4l1 = 0
T5Lo — Tyl3 = 0
11Ty — 25 =0

Teorema 2.0.5. A aplicacio ¢ é uma imersao isomorfa P? — P>,

Demonstragio. Primeiro, dado uy = (g, Yo, 20) em P? trivialmente, ¢(ug) € F*. Recipro-
camente, dado um ponto v = (zo, ..., xs) satisfazendo (2.4) tem-se que pelo menos um
dos termos xg, r; ou x5 ¢ nao nulos pois, do contrario, todas as coordenadas de ¢ seriam
nulas por (2.4). Sem perda de generalidade, suponha que zy # 0 e considere o ponto
p = (2%, 2y, xz) em P2, Queremos mostrar que p(p) = u. Com efeito, usando as equacoes

em (2.4) e o fato de xy # 0 segue que

4

SO(P):( ,x2y2,x2z2,x2yz,x3z,x3y) = (953,%0%,$0$2,$0$37$0$471‘0$5)

- ($0,$17$2,l’3,$4,$5) =".
L]

Corolario 2.0.1. Toda curva de ordem n em P? é levada em uma curva de ordem 2n na
superficie.

Observagao 2.0.6. A superficie de Veronese é um caso particular com n = m = 2 da
+
nmm)

imagem pela Imersao de Veronese v,, : P" — P onde m é o grau das hipersuperficies

de P". Para mais detalhes veja em [12].

Proposicao 2.0.1. Os hiperplanos tangentes de F'* sio aqueles que a encontram em pares

de conicas.

Demonstragcdo. Primeiro, observe que se um hiperplano toca tangencialmente uma super-
ficie, entao ele encontra a superficie em uma curva a qual possui um ponto duplo. Assim,
as secoes hiperplanas de F** sdo curvas quarticas racionais que serdo representadas em P2
por conicas e as Unicas dessas quarticas que possuem né sao aquelas que "quebram-se'em

duas conicas, representadas em P? por pares de reta. O

Por fim, notemos que existe uma familia a dois parametros de retas repetidas corres-

pondendo aos termos x2, y? e 22. Essas retas repetidas correspondem a secoes hiperplanas
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que sdo conicas repetidas. Entdo, correspondendo a cada conica da superficie, existe
um hiperplano que toca tangencialmente F* ao longo de todas elas. Esses hiperplanos
sao chamados de Hiperplanos de contato de F*. Sendo (A,...,)\s) as coordenadas de

qualquer um desses hiperplanos de contato segue que
Mox? + My% + No2? + \gyz + Mazz + \yzy = (lz +my + nz)2

e em relacdo aos parametros homogéneos [, m,n as equagoes paramétricas da envoltoria
dos hiperplanos de contato sao
M X
2 m2 7 2m

e comparando com a equagao (2.3) vemos que elas sdo similares, logo a envoltéria de

(2.5)

hiperplanos de contato de F* é uma envoltéria de Veronese ®*, dual da superficie de
Veronese.

Agora, representemos o espaco das conicas de P? no espaco projetivo P’ como segue
M2 + My + Aoz + A3yz + Agwz + Aszy — (Ao ..o As). (2.6)

Segundo essa representacao podemos ver que as retas repetidas sao imaginadas, por dua-
lidade, por pontos de uma superficie de Veronese como por exemplo: a reta dupla z? = 0
é vista como o ponto (1:0:0:0:0) € P5. Por outro lado, dado um feixe de conicas
em P? podemos escrevé-lo com sendo A\C; + 3C5 que corresponde entdo, por dualidade,
a uma reta de P°. Analogamente, sistemas lineares de dimensdo 2,3 e 4 sdao imaginados
como sendo planos, solidos e hiperplanos, respectivamente.

Além disso, se K (A;) é a envoltéria-conica no dual de P? com equagao
A2+ Am*+ .+ Aslm =0

dada uma condicdo nos coeficientes de uma conica k& do plano P2, isto ¢, que a conica

passe por um ponto obtemos a expressao
1 1 1
Moo + A AL+ AoAy + 5)\3/\3 + 5)\41\4 + 5)\5/\5 =0 (2.7)

e segundo a representagao em (2.6) pode-se representar as envoltdria-conicas em hiper-
planos de P° por associar cada envoltéria-conica ao hiperplano de P° cujas coordenadas
sao
1 1 1
Ao, A1, =Ag, =Ay, =A
0 1, 92 3 2 4 9 5
Entao, para esse caso definimos

Definigao 2.0.10. Dizemos que o lugar geométrico das conicas de P? é apolar a uma
envoltoria-conica K (A;) se, em P°, o ponto P = (A, ..., As) correspondente a uma conica,

em IP? pertence ao hiperplano II correspondente a envoltéria-conica.
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2.0.2 Projecoes da Superficie de Veronese

Em geral, se olharmos para as superficies racionais representadas por um sistema de
conicas, qualquer superficie em P* serd representada em P? por meio de um sistema
a quatro parametros. Contudo, qualquer sistema linear a quatro parametros consiste de
todas as conicas de P? cujos coeficientes estao sujeitos a uma tnica condi¢io linear (passar
por um unico ponto) que segundo a equagio (2.7) serd equivalente a requerer que todas
as conicas sejam apolares a uma envoltoéria-conica K.

Agora, consideremos a superficie de Veronese [ e a condicao das conicas de P? serem
apolares a uma envoltéria-conica K significa que as secoes de F** passam através de um
ponto fixo O € P° uma vez que os coeficientes ); estdo sujeitos a uma tnica condicdo

linear.

Definicao 2.0.11. Com a mesma notacao usada acima definimos a representacao plana

como sendo a projecao da superficie de Veronese F* segundo o ponto O no espaco P*.

Observacao 2.0.7. Teremos trés casos de projecao da superficie F* que surgirdo de

acordo com a envoltéria K, que é uma conica no dual de P?:
1. K ser uma cOnica propria;
2. Um par de pontos U e V;
3. Um ponto repetido A2

Proposicao 2.0.2. Segundo os trés casos mencionados acima, as conicas apolares a K
ou formam um sistema linear geral de dimensao 4, ou um sistema de conicas que passa
através dos dois pontos U e V', ou um sistema de conicas que passa através de um ponto

A no lugar de base.

Demonstragcao. O primeiro caso é o genérico. Nos outros dois casos quando impomos a
condicao das conicas serem apolares a envoltoria K que por sua vez ou sao os dois pontos
UeV,ouéoponto A, o sistema de conicas apolar a K tem, respectivamente, associado
os dois pontos U, V ou passa através do ponto A que estd no lugar de base do sistema de

cOnicas (segue do teorema de Bertini). O

Corolério 2.0.2. A representacio plana desses sistemas sao as projecoes de F* sequndo
o vértice O o qual é, respectivamente, um ponto genérico de P°, um ponto que se encontra

no plano de F*, um ponto de F* (¢ o caso em que K corresponde a uma reta dupla,).
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Defini¢ao 2.0.12. Nos casos (1) e (2), no qual o ponto O nao pertence a superficie
F* obtemos uma superficie em P* de mesmo grau que F* que chamamos de superficie de

Veronese Projetada.

Notacgdo: Se temos a projecio de F* segundo um ponto genérico denotamos por
FA[4);

Se a projecao de F'* é segundo um ponto no plano denotamos a projecao por F (41)[4]

2.0.3 O Scroll Cibico em P*

Antes de definirmos o Scroll ctibico em P* vamos definir o conceito de explosdo do espaco
projetivo P segundo um ponto. A defini¢ao de explosao para uma variedade qualquer X
pode ser encontrada facilmente na literatura. Veja [12] e [3].

Considere dois espacos projetivos P* com coordenadas homogéneas zo, ..., z, e P*1
com coordenadas homogéneas ¥1,...,y,. Para os pontos x = (zg : ... : x,) € P" e
y=(y1:...:y,) € P! denotamos o ponto (z,y) € P* x P"~! do produto também por
(o : ... Tp;y1:...:Yn). Considere a subvariedade fechada I' C P x P"~! definida pelas

equacoes
vy =Ty, .7 =1...,n (2.8)

Definicao 2.0.13. A aplicacio o : P* x P*~! — P" definida pela restricdo da primeira

projecao P" x P*~! — P" é chamada de explosao de P" centrada em €.

Escreva ¢ paraoponto { = (1:0:...:0) € P". Se (zg:...:x,) # &, entdo ao menos

um z; # 0, com i € {1,...,n}, e assim podemos assumir x; = 1. Por (2.8) tem-se que
Yy =2y, Vi=1,...,n.
Assim,
(1:eoiyn) = (Yoot xpy) = (210 ..t y)

ja que y; # 0.
Portanto, a aplicagdo o' : P* \ £ — T definida por

(Tr:ooixn) — (oo iwy), (1001 2y)) (2.9)

¢é a inversa de o.
Caso (z1 :...:x,) =&, entdo a equagao (2.8) é satisfeita para qualquer y;, e portanto,

o) =& x P assim o P\ € — PP\ € x P?L 6 um isomorfismo.
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Definigdo 2.0.14. A reta F = £ x P""! C I' é chamada de divisor excepcional da

explosao.

Seja L uma reta em P" que passa através do pontos £. Podemos supor que L é
parametrizada por z; = o;x;, para algum 7 e j = 1,...,n. Entao, em L a plicacao

definida em (2.9) é tal que
o M wo:.iwn) = ((wo:..iwy), (qws s i1 apmy)) (2.10)

= ((zo:...:mp), (1.t ay)) (2.11)

com 1 na coordenada i. Vemos entdo que o~ 1(L) C T intersecta a reta & x P"~! no ponto

(Ear:...:1l: ).

Vamos agora definir o Scroll ctibico em P" e fazer algumas descrigoes.
Defini¢ao 2.0.15. Considere a aplicacdo racional 1) : P? --» P* dada por
V(2o Zy 2 Zy) = (25 - ZF 2 ZoZy = ZoZn : 21 Zo) (2.12)
A imagem X desta aplicacdo é chamada de Scroll ctibico em P4,

Existem varias maneiras de descrever o Scroll ctibico. Primeiro, podemos descrevé-lo
como a imagem da superficie de Veronese F'* C P? vista na secdo anterior, via a projecao
m, : F* — P* onde p € F*, ou seja, sendo a aplicagdo de veronese ¢ : P? --» P* dada

por
O(Zy: Zy: Zy) = (23 23 73« ZoZy = ZoZy 2 21 Zs)
Entao ¢ é a composicao de ¢ com a projecao
mp(Wo : Wit W) = (Wo : Wy - Wy 2 Wy - W)

comp=(0:0:1:0:0:0).

A segunda maneira de descrever X é por explosao.

Teorema 2.0.6. X ¢ isomorfo d explosio do plano P? centrada no ponto q = (0:0:1) €

P? no qual ¥ nao estd definida.

Demonstragio. Sejam (Zy : Zy : Zy) as coordenadas homogéneas de P? e P! com coor-
denadas homogéneas (W, : W;). Segundo as equagoes em (2.8), a equagdo que define

FrcPrxpPrte

ZOW1 == W()Zl
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Entao a explosdo de P? centrada em ¢ é a projecdo o : I' -——» P2 com
o((Zo: Zv: Z2); (Wo : Wh)) = (Zo 2 Z1 2 Zo)
Considere a imersao de Segre ¢ : P? x P! — P5 dada por
O((Zoy: Z1: Za), Wy : Wh)) = (ZoWo : ZoWh = ZiWo = Z1Wh = ZoWy = ZoWh).
Para os pontos (Zy : Z1 : Z3) # (0:0: 1) tem-se

poo N Zy:Z1:2:) = 0(Zo: Zy: 7o) (Zy: 7)) =
(Z2: Zo 2y« ZoZy : 22 ZoZy : ZoZy) € H =P,

onde o hiperplano H = {(x¢ : @1 : T3 : T3 : ¥4 : x5) /71 = T2} em P°. Dito de outra forma,

1 é a composicao da inversa da projecao o : I' — P? com a aplicacdo de Segre. Temos

entao o seguinte diagrama que resolve : O
X CcP? x P!

. P

PZ,,,,%,,,>]}D4

Também podemos descrever X em termos das imagens de curvas em P? via a aplicacao
1. Primeiro, vemos que a imagem do divisor excepcional £ C I' é uma reta L C P*. De
fato, um ponto de £ é da forma ((0 : 0 : 1); (Wy : Wi)) e segundo a aplicacdo ¢ ele é
enviado no ponto de coordenadas (0:0:0: Wy : Wy).

Para podermos concluir a descricio X por meio das curvas de P? precisamos de duas

proposicoes.

Proposicao 2.0.3. As imagens das transformagoes proprias em I de retas passando
através do ponto q sio novamente retas My em P*, onde cada uma dessas retas intersectam

L uma vez.

Demonstragio. Assim como feito em (2.10), dado uma reta 7 em P? através do ponto ¢

seja 1 = 1 e temos sua equacao ro = apry. Logo,

o) (U’l((:co DXy xQ))) = ¢ ((zo:x1:x2); (a0 : 1))
== (.Z'()Oéo Xy - 10 L Ty L T0Q Ig)

2, . . . .
= (110§ : apT1 : Ty 1 Ty Qg ¢ Tg)

que é uma reta em P* intersectando L no ponto (0:0:0:0: ap : 1). [l
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Proposicao 2.0.4. As imagens via v de retas de P? que ndo passam através do ponto q

sdo curvas conicas em P4, disjuntas de L e encontram cada reta My em um ponto.

Demonstracdo. Antes de iniciarmos a demonstragao é importante perceber que pelo fato
de estarmos considerando as retas que nao passam através do ponto g podemos aplicar
diretamente a funcao v nos pontos de cada uma destas retas.

Agora seja L uma reta em P? que ndo passa pelo ponto ¢, entdo L tem equacio
aZy+bZy +cZy =0, com c#0.

Assim, um ponto P € L tem coordenadas (Zy : Z : —%Zy — %Zl) e segundo a aplicagao

Y segue que
b

C

b

a a
V(P)= (23 : 7} ZoZy : _EZg — —ZoZy - _EZ()Zl - EZIQ) = (zo:x1:xo: T3 Ty)

e encontramos que ¥ (P) se encontra no plano
a b a b

H = : : : : = ——py — - — o — 2}
{(zo s @1 i@ i 3 24) /73 Cxo 0332, Ty C$2 cxl}

Além disso, a imagem 1(P) obedece a equacio da conica xgr; = z3. Através de uma

verificacao direta segue as outras duas afirmacoes. ]

Das proposigoes (2.0.3) e (2.0.4), por exemplo, se escolhermos uma dessas curvas
conicas C' C X C P* nés podemos descrever X como a unido de retas em P ligando uma,

reta L a conica C' em planos complementares.

#(p)

FIGURA 2.1: Scroll Ctibico em P*

Aqui, para a generalizacao do conceito do Scroll Ctibico em P* precisamos da definicao

de curva racional normal.

Defini¢ao 2.0.16. Uma curva racional normal C' C P? ¢ definida como sendo a imagem

da aplicacao

vy : Pt — P
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dada por
va: [ Xo, X1] — [X& XTIX, o XX O X

Sejam k e [ dois inteiros positivos com k <len =k+[+1, e sejam A e A’ subespacos
lineares complementares de dimensao k e [ em P" (ou seja, A e A’ sdo disjuntos em P").
Escolha curvas racionais normais C C A e C' C A’, e um isomorfismo ¢ : ' — C'. Seja

Sk a uniao de todas as retas p, p(p) ligando pontos de C' aos pontos correspondentes de
C’.
Definicao 2.0.17. Sy, é chamado Scroll Racional Normal e as retas p, ¢(p) sdo chamadas

de retas da regra de S .

Observacao 2.0.8. O Scroll Ctibico em P* é o caso particular quando k =2 e | = 1.

2.0.4 Variedade Cubica de Segre

Comecamos essa subsecao com um resultado bastante conhecido que pode ser encontrado

em [2];
Teorema 2.0.7. Uma variedade cibica pode ter no mdxzimo 10 nos.
Esse limite de 10 nés é atingido pela variedade ctibica de Segre que é definida como

Definigao 2.0.18. Para qualquer corpo de caracteristica # 2 a variedade ctuibica de Segre

S c P* ¢ dada pela equacao

{(xo, cnx)) Y 2wy + foxj =0, 4,7,k €{0,... ,4}} (2.13)
i#j#k i#]
Se calculamos as derivadas parciais Foc Ba Bag’ Dugt Be; DAIA @ equacao em (2.13)

encontraremos um dos noés de S, a saber o ponto (1 : 1:1: —1: —1). Os outros nove

pontos surgirao por permutar as coordenadas desse ponto.

Proposicao 2.0.5. Nao existe reta na variedade cibica com trés pontos duplos sem que

a reta inteira seja singular.

Demonstrag¢iao. Vamos supor trés pontos duplos em uma reta e mostraremos que a reta
inteira estd na variedade ctbica e também é singular. Sem perda de generalidade podemos
supor que os trés pontos duplos sdo P = (0:0:0:0:1),P,=(1:0:0:0:1)e

Py =(—=1:0:0:0:1) no espaco projetivo P* com coordenadas (g, z1, T2, T3, 14). A
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equacao da reta [ que passa pelo ponto P; e tem a dire¢ao do vetor P = P, — P, é dada
por
P +t(Pob—P)=(:0:0:0:1)

escrevendo a equagao da variedade cibica como

f(xo, x1, 2, 23, 24) = Z i1 = 0
0<i,j k<4

calculemos a equacao do plano tangente a f em P;. Com efeito,

f(Pl) = (444
of

ozo — Q044

% = G144

(g% = a244

387]; = (344

3% = 3444
onde a notagdo ay significa z;x3,9 = 1,...,4. Por P, ser um ponto duplo temos que
aiss =0, 1 =1,...,4. Pelo mesmo motivo encontramos que agyy = Ggg1 = Ago2 = Ago3 =

ag1s = Gg24 = ap34 = 0 Agora, calculando as derivadas parciais nos pontos (¢:0:0:0: 1)
da reta [ usamos as condig¢oes acima e concluimos que [ estd inteiramente na variedade e

¢ singular. n



CAPITULO 3

Transformacoes de Cremona em P2

Nesta secao serda exposto um método, devido a Cremona, para determinar as transfor-
macoes de Cremona de um espaco projetivo P? usando uma ®-superficie fixa ®;. Nesse
método a consideracao essencial é que encontramos a representacao plana da superficie
genérica (racional) ®, em um plano 7 e olhamos para o sistema de curvas em 7 corres-
pondente ao sistema de curvas formado pela intersecao de ®, com superficies de mesmo
grau e mesmo lugar de base da ®y. Em seguida, utilizaremos esse método para determi-
narmos algumas das mais simples e mais titeis Transformacoes de Cremona de P3, dadas

por quadricas e cubicas.

3.1 Representacao Plana de uma Superficie Racional

Como explicado no paragrafo introdutorio, sera indispensavel a representacao plana da
superficie fixa considerada. Entao, introduziremos o conceito de representacdo plana
para uma superficie racional em um espago linear projetivo de dimensao n. Para isso,
comecgaremos com algumas defini¢oes.

Sejam fo = fi =...= f, =0 as equagdes de n + 1 curvas linearmente independentes

C™ em P? e o sistema linear de curvas (f) de dimensdao n dado por
Mofo+ Afit .+ Aufu =0, (3.1)
onde )y, ..., A, sao constantes arbitrarias.

Definigao 3.1.1. Nos dizemos que (f) é redutivel se, e somente se, suas curvas genéricas

41
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sdo redutiveis. Este serd o caso se toda curva de (f) quebra-se em uma parte fixa e uma

variavel, ou em nimero de partes variaveis.

Defini¢ao 3.1.2. Seja (f) um sistema linear de curvas e Py,..., P, seus pontos base.

Entao (f) é simples se cada ponto P € P?, P # P;, impde uma tnica condigao em (f).

Defini¢ao 3.1.3. O grau v do sistema (f) é o nimero da interse¢ao residual de duas

curvas genéricas de (f).

Exemplo 3.1.1. No exemplo (1.3.1), duas conicas arbitrarias do sistema se intersectam

em um ponto variavel e assim, o grau do sistema é 1.

O teorema seguinte estabelece o conceito de representacao plana de uma superficie

racional.

Teorema 3.1.1. Se (f) € simples, irredutivel e de dimensdao n > 2, entdo suas curvas
podem ser birracionalmente representadas por secoes planas de uma superficie racional S

de P", onde o grau de S ¢ v.

Demonstragio. Suponha que o sistema (3.1) satisfaga as hipoteses do teorema e considere

a aplicacao T dada por

T(Iﬁ,y,Z):(fo(I,y7Z> S :fn(xvyWZ)) (32)
Por hipoétese, fo, fi,..., fn sdo linearmente independentes e assim xg = fo,..., 2, = fn
também sao linearmente independentes e consequentemente xq, 1, . . ., x, sao coordenadas

homogéneas de um ponto em P". Mediante essa construgao, para qualquer ponto P(z,y, 2)
do plano corresponde um ponto Q(xg : x1 : ... : x,) de P" e como P descreve todo o
plano, @ descrevera uma superficie S no qual (3.2) sdo suas equagoes paramétricas.

Se () descreve uma secao hiperplana de S cuja equagao é
apxo + a1x1 + ...+ apx, =0 (3.3)
entdo P descreve a curva de (f) cuja equagao é
aofot+arfr+...+a,fn,=0. (3.4)

Claramente, a cada ponto do plano corresponde um tinico ponto da superficie S. Suponha
agora, por contradicao, que para um ponto genérico () de S correspondam varios pontos
Py, P, ..., P, do plano. Por (3.2) esses pontos fornecem o mesmo conjunto de valores

para as relagoes fo : f1 : ... : f, e irlam impor a mesma condigdo nas curvas de (f)
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para as conter o que contradiz o fato do sistema (f) ser simples. Portanto, a cada ponto
genérico de S corresponde um tnico ponto do plano.
Para o célculo da ordem de S percebemos que o nimero de pontos na intersecao de
S com um P"? é representado por duas equagdes tais com em (3.3) o que representa o
grau v de (f).
O

Observagao 3.1.1. Se p é o género de (f), isto é, o género de uma curva genérica de
(f), entao do fato de S ser racional tem-se que as curvas de (f) estdo em correspondéncia

birracional com as se¢oes hiperplanas de S e portanto elas tem o mesmo género p.

Com intuito de fixar esse conceito vamos encontrar a representacao plana de uma

superficie racional ®; de grau 2 em P3.

Proposigao 3.1.1. A superficie quddrica ®q € birracionalmente equivalente a um plano

.

Demonstracio. Seja O um ponto de ®y. Considere a projecao ¢ : &3 — 7 segundo
o ponto O como de costume: para um ponto P € @y olhamos para a intersecao da
reta OP com o plano 7 obtendo um ponto P’ em 7. Veja figura (3.1). Notemos que o
plano tangente a quadrica ®; no ponto O intersecta a quadrica em duas retas, digamos
Ao, [to, que pertencem a duas regras distintas e sdo projetadas em dois pontos A e B,
respectivamente. Além disso, os pontos da reta AB correspondem a projecao dos pontos
da vizinhanga do ponto O em ®y. Assim, a aplicacdo ¢ : ®o \ {Ao, o} — 7\ {A, B} é

um isomorfismo e a proposicao estd demonstrada. ]

Corolario 3.1.1. A quddrica ®q € representada no plano ™ por meio de conicas através

de dois pontos base A, B.

Demonstragio. As segoes planas genéricas de P, isto é, que nao passam através do ponto
O, serao cOnicas que intersectam Ag, po € assim serao representadas no plano 7 por conicas

através dos pontos A, B. n

Como no capitulo 1, denotamos por C?(A, B) as conicas de P? passando pelos pontos
AeB.

Em virtude da representacao da quadrica &g, temos algumas observacoes a fazer:

1. O sistema C%(A, B) tem dimensao 3 e duas conicas quaisquer desse sistema intersectam-

se residualmente em dois pontos.
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e

FiguraA 3.1: Projegdo de ®g segundo o ponto O.

2. Caso as secoes planas de @y passem através do ponto Fy, elas sao projetadas em

retas de 7.

3. Todo A-gerador de ®, encontra g em um ponto pois este pertence a outra regra
da quadrica ®q, e portanto é projetado em uma reta do plano 7 formando um feixe
de retas com vértice em B. Pelo mesmo motivo, os u- geradores sao projetados em

retas de um feixe com vértice em A.

3.2 Construcao de Sistemas Homaloidais

Nesta se¢ao vamos explicitar um método desenvolvido por Cremona que ¢é utilizado para
determinar sistemas lineares homaloidais de quadricas em P?, e em seguida iremos aplicé-
lo para determinar algumas transformacoes de Cremona. Esse método também é aplicavel
para determinar as transformagoes de Cremona no espaco linear projetivo de dimensao 4

como mostraremos no ultimo capitulo.
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Temos a seguinte descrigao do método de Cremona:
1. Fixe uma superficie racional de grau n, ®§ C P3;
2. Represente a superficie &, em um plano 7 ~ P?;

3. No plano 7, a qual &, é birracionalmente representada, nés construimos primeiro o
sistema de curvas (L) correspondente a intersecao de ®, com superficies de ordem

n as quais tém os mesmos pontos e curvas base que Pg;

4. Caso o sistema (L) nao seja homaloidal temos que reduzi-lo a um sistema homaloidal

(L) impondo componentes fixas A’ e pontos bases O; em (L);

As imposigoes sobre o sistema (L) significam que as superficies de ordem n que
tem os mesmos pontos e curvas multiplos terao adicionalmente curvas base simples
A em @, correspondendo a A’ em 7 e também terdo adicionalmente pontos base
ou pontos de contato nos pontos O; de @y correspondendo a O). Elas formam um
sistema ® que encontra ®; em um sistema homaloidal de curvas correspondente ao

sistema (L') uma vez que a representacao de &y em 7 é birracional.

Para finalizarmos o método temos o tultimo passo que colocaremos na forma de

proposicao:

Proposicao 3.2.1. O sistema de superficies ® € um sistema homaloidal.

Demonstragao. Observe que por ® ser um membro genérico do sistema & quando

tomamos outras duas superficies ®1, P, de ¢ tem-se que
(I)qu)lﬂq)gz (®1ﬂ¢o)ﬂ(@2ﬂ@o)201002

onde Cf, Cy sdo curvas do sistema homaloidal correspondente a (L) e portanto o

grau de intersecao ¢ igual a 1. Consequentemente, ¢ é um sistema homaloidal. [

Notacao: Vamos denotar por T, uma transformacao T dada por polinémios ho-
mogéneos de grau n e tal que sua inversa é dada por polinémios homogéneos de grau

m.

Proposigao 3.2.2. Seja T, : P? — P3 uma transformacao de Cremona com sistemas
de geradores ® e V. Entao, a ordem das ®-superficies é igual a ordem das V-curvas e a

ordem das V-superficies € igual a ordem das ®-curvas.
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Demonstracdo. Se 1 é uma W-curva qualquer, entao, por defini¢ao, ela corresponde a uma

reta [ C P3. Assim,
# (N H)=#(1Ne),

onde H é um hiperplano de P? e ¢ é a d-quadrica correspondente a H. Isto prova a

primeira afirmacao. A demostragao da outra afirmacao é analoga. O

3.2.1 A Transformacao T

A transformacao de Cremona T é uma transformacao simétrica dada por superficies
de grau dois cuja inversa também é dada por superficies de grau 2. Seguindo o método
descrito acima, seja ®; uma superficie quidrica genérica de P3. Pelo coroldrio (3.1.1),
®, é representada no plano 7 por um sistema linear (L) = C?(A, B) de conicas através
de dois pontos A e B. Agora vamos determinar as condi¢oes minimas para termos um
sistema homaloidal de quadricas.

Usando representacao de @y obtida no coroldrio (3.1.1) temos que uma dada superficie
quadrica através de uma conica k encontra ®; em uma conica residual e que segundo a
demonstrac¢ao do corolario (3.1.1) (vale ressaltar que quando falamos em uma conica ja
escolhemos o plano em que ela se encontra e neste caso é uma se¢ao plana de @) ela é

representada no plano 7 em uma conica através dos pontos A e B. Isso significa que

Proposicao 3.2.3. As superficies quddricas de P? através da conica k formam um sistema

linear de dimensdo 3.

Como o sistema linear (L) = C*(A, B) tem dimensao trés, ele ndo é homaloidal. Temos
que impor uma condigdo adicional a esse sistema, ou seja, que as conicas de (L) passem
através de um terceiro ponto C’. Quando impomos essa condi¢ao obtemos um sistema
homaloidal de conicas através dos trés pontos base A, B,C’ denotado por C?(A, B,C").
Segundo a proposigao (3.2.1), existe um sistema homaloidal ® formado pelas quadricas
que passam através da conica k e adicionalmente pelo ponto base C' correspondente ao
ponto C’ o qual encontra a superficie quadratica 3 em um sistema linear homaloidal de
curvas correspondente a C*(A, B, (C").

Podemos entao considerar 7" a transformacao de Cremona associada ao sistema ho-

maloidal ®. A primeira propriedade da transformacao 7' é que

Proposigao 3.2.4. As ®-curvas sao conicas encontrando k em dois pontos.
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Demonstracdo. Que as ®-curvas sao conicas € trivial. Agora sendo ¢ uma dessas ®-curvas
temos que o nimero de pontos da intersecao # (¢ N k) é tal que

#oNk)=#(6Nk) =2
pois as conicas ¢ e k em 7 correspondentes a ¢ e k respectivamente se intersectam resi-

dualmente em apenas dois pontos. O

No intuito de explicitar a transformacao 7', sem perda de generalidade, podemos supor
que C = (0:0:0:1)eaequagdo da conica k ét = 0 = (z,y, 2), em que (z,y, 2),
representa uma conica completa em um plano nas variaveis x,y, z. Como o ponto C' nao
pode pertencer a k, na equacao do sistema ® nao deve aparecer termos apenas com x, v, z.

Entao,
O = A\t + Myt + Mozt + A3(2,y,2), =0
Consequentemente,
T(z,y,z,t) = (at,yt, 2t, (x,y, 2),) (3.5)
Proposicao 3.2.5. Podemos verificar que os elementos fundamentais da aplicagcao T sao:

1. O plano da conica k;

2. As retas que ligam C' aos pontos da conica.

Demonstragio. A primeira afirmagao é trivial pois para t = 0 temos o ponto C* = (0 :
0:0:(2,9,2),) =(0:0:0:1) € P°. A segunda afirmacdo ¢ menos direta.
Notemos que um ponto P da conica k é da forma P = (z :y : 2 :0) e o segmento de

reta que liga C' a P é parametrizado por
C+ AP —C) = (Ar, Ay, Az,1 = A), A€ (0,1).

Considere um desses segmentos, isto é, fixe um ponto Py = (2o : yo : 20 : 0). Um ponto
arbitrario desse segmento fixado é da forma (Azo, Ayo, Azo, 1 — A) e segundo a aplicagao T’
tem-se

T(Azo, Ayo, Azo, 1 — ) = (Azo(1 —A) : Ayo(1 — A) - Az(1 — A) = (Azo, Ayo, A2p),)

= (Azo(1 = A) = Ao(1 = )+ Azo(1 = A) : X(0, 0, %))

( (1 =A) = 20(1 = A) = Ao, %0, 20),)
= (o :yo:20:0)+ (=ATo 1 —Ayo 1 —A20 : A(Zo, Yo, 20),)

( )+ (=20 =0 : =20 : (%o, Yo, 20)5)

(

0:0:0: (x0,%0,20)5)
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sendo P’ = (0:0:0: (xo, Yo, 20),) um ponto correspondente de uma conica k'. O

Agora sendo T—! dada por um sistema ¥ de quidricas que encontram uma superficie
oy - . P
quadrica genérica ¥, contendo a conica k' cujos pontos correspondem aos segmentos de
reta ligando C' aos pontos de k e o plano de k, ao empregarmos os argumentos anteriores

concluimos que

Corolario 3.2.1. T~! ¢ dada por um sistema linear de superficies quddricas, que tem
como lugar de base uma conica k' e um ponto C*. Além disso, suas V-curvas sao conicas

através de C* que encontram k' duas vezes.

3.2.2 A Transformacao T3

Seja @, uma superficie quadrica em P3. Pelo corolario (3.1.1) sabemos que a quadrica ®
é representa em um plano 7 por meio de um sistema de conicas através de dois pontos A e
B os quais correspondem, respectivamente, aos geradores Ag e po de g que representamos
por C?(A, B).

Considere uma curva (a, ), isto é, uma curva que intersecta os A- geradores em «
pontos e os p-geradores em [ pontos. Entao a curva («, 5) pode ser projetada no plano
em uma curva C**#(A% BF). Observemos ainda que a tltima curva ndo tem intersecdes
livres com AB de acordo com o fato que ela representa uma curva em ®, que nao passa
pelo ponto O.

Como a representacao de ®y no plano 7 é birracional, se uma curva (a, ) nao tem
pontos miltiplos, entdo seu género g é igual ao da curva C**#(A%, BP) que segundo a

equagao (1.12) é dado por

9=+ B-1(a+5-2)- zala—1)= 28— 1) = (a -1 1)

e se (o, ') é uma outra curva o nimero de intersegoes com a curva («, 3) é igual ao

numero da intersegoes das suas curvas projetadas, que é

(a+B)(d + ) —ad = BB = af +a'p.

Uma vez que @ é gerada pelas retas \g, 1o 0 grau de sua interse¢ao com uma superficie
G de grau « é igual ao grau da intersecao de G* com )y somado ao grau da intersecao de
G* com a reta g donde concluimos que @, intersecta uma superficie G em uma curva

(v, ). Reciprocamente, usando a equagao paramétrica de @

$011’1ZI22$3:$yZI‘ZZy2222
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mostra-se que qualquer curva (o, «) é a intersecdo completa de ®, com uma superficie
G*.
Caso a > 3 entdo a curva C°t#(A%, B) junto com a — (3 retas através de B formam

uma curva do tipo C?%(A%B%). Isso mostra o

Teorema 3.2.1. Uma curva («, ) no qual o > § € a intersegao residual de Py com uma

superficie G passando através de o — 3 geradores do sequndo sistema.
Vamos agora determinar o sistema homaloidal de quadricas.

Lema 3.2.1. Seja ®¢ uma quddrica de P? contendo uma reta . Entdo o sistema ® de
quadricas através da reta | encontra o em um sistema de curvas o qual é representado
no plano 7, de representacao plana de ®q, por um sistema (L) de curvas cubicas através

de um ponto simples em A e um ponto multiplo em B.

Demonstracio. Observe que a intersecio residual de duas quadricas de ® é uma curva
cibica reversa que encontra [ em dois pontos'. Se c3 é uma dessas ctibicas reversas
podemos supor sem perda de generalidade que & = 2 e f = 1 no teorema (3.2.1) e
concluimos que c3 seré representada no plano 7 por uma curva do tipo C3(A2, B), isto é,
uma curva cubica que passa pelo ponto simples B e tem A como ponto multiplo, ou seja,

uma curva de (L). O

Teorema 3.2.2. Se impomos mais trés condigcoes nas quddricas de ®, entdo obtemos um

sistema homaloidal ® de quddricas através da reta | e de trés pontos.

Demonstragio. Note que o sistema de curvas (L) correspondente a interse¢do de super-
ficies quadricas com ®( tem dimensao 5 pois o fato de A ser um ponto miltiplo de uma
curva ¢z € (L) impoe trés condigoes & c3- uma é passar pelo ponto A e ao outras duas

condigoes é para que c3 possua retas tangentes distintas em A- e mais a condigao de passar

3+2

5 ) —4 =5 e claramente (L) ndo é um

pelo ponto B. Desta forma, (L) tem dimensao (
sistema homaloidal de curvas no plano 7.

Para obtermos um sistema homaloidal de curvas entdao temos que restringir o sistema
(L) impondo mais trés condigoes as curvas de (L), isto é, impor que as curvas ctbicas
passem através de trés pontos fixos C’, D', E' obtendo assim um sistema homaloidal de
curvas (L*) em 7 através dos pontos simples B, C’, D', E" e do ponto multiplo A. Portanto,

segundo a proposigao (3.2.1) o sistema de quadricas ¢ através da reta [ e que passa através

de trés pontos C, D, E correspondentes aos pontos C’, D', E’ é homaloidal. H

ITem-se que duas quidricas que passam através de uma ctibica reversa intersectam-se residualmente

em uma reta secante da ctibica reversa. Esse resultado pode ser encontrado em [7], pag.302.
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Seja T' a transformagdo de Cremona associada ao sistema ®. Fica claro a partir da

construcao do sistema homaloidal ® que o lugar de base de T" é a reta [ e os trés pontos
C,D,E.

Proposicao 3.2.6. Os elementos fundamentais de ® sao:
1. Trés feizes de retas , com vértices em C, D, E respectivamente;
2. Um feize de conicas através de C, D, E e um ponto de | coplanar com estes trés.

Demonstragao. Seja, por exemplo, T o feixe de retas que passa através do ponto C. Esse
feixe de retas é formado apenas pelas retas que passam através do ponto C' e que inter-
sectam a reta [. Entdo, se [ ¢ um dos A-geradores vamos considerar as retas que passam
por C e é um p gerador. Como uma reta qualquer r de T ja intersecta uma quéadrica
qualquer de ® em dois pontos que sao C' e um ponto da reta [, segue imediatamente que
uma reta de T impoe apenas uma condi¢do em uma quadrica de ® para conté-la. Desta
forma, todo ponto de r é enviado em um tnico ponto do sistema inverso V.

Para o segundo item, seja () o feixe de conicas através de C, D, E' e de um ponto F,
de [ coplanar com estes trés. Seguindo o raciocinio do item anterior, notemos que se co
¢ uma das coOnicas do feixe €2, entao uma quadrica de ® intersecta ¢y em quatro pontos
no lugar de base de ®- trés sao os pontos C, D, E e o outro é o ponto F, de [, complanar
com C, D, E- donde segue que ¢y impoem apenas uma condi¢do para que uma quadrica

de ® a contenha. Portanto, todo ponto de ¢y corresponde a um tinico ponto de W. O

Observacao 3.2.1. O ponto F, de [ coplanar com os pontos C, D, E é o ponto da inter-

secao de [ com o plano «a gerado pelos pontos C, D, E.

Observagao 3.2.2. Considerando o plano a = [C, D, E, Fy], o sistema de conicas funda-

mentais de ¢ surge da intersecao de a com as quadricas de P.

Corolario 3.2.2. As ®-curvas sao cubicas reversas através dos pontos C, D, E que en-

contram [ em dois pontos.
Demonstragdo. Segue diretamente da construgao do sistema linear ®. O]

Teorema 3.2.3. Aos trés feizes de retas passando pelos pontos C, D, E respectivamente
da proposigao (3.2.6), correspondem trés retas simples ¢, d, e que estio no lugar de base de
V. Além disso, ao feive de conicas fundamentais da proposicao (3.2.6) corresponde uma

reta dupla I’ no lugar de base de V.
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Demonstracdo. Seja T o feixe de retas que passam através do ponto C. Essas retas
fundamentais estio formando uma curva em P3 pertencente ao sistema W e desde que
cada quadrica de ¢ contem apenas uma reta de T (é consequéncia de como foi tomado o
feixe T) segue que essa curva tem grau 1, ou seja, é uma reta.

Seja 2 o sistema de conicas em questao. Como cada superficie quadrica de ® encontra
o plano gerado pelos pontos C, D, E e Py em apenas uma conica de ) segue que a curva
em P3 no qual o sistema de conicas fundamentais €2 descreve é uma reta. Por fim, se H

¢ um plano em P3, entdo
#(HN)=#(pN1) =2 (3.6)

onde ¢ é a quadrica em P? correspondente ao plano H via a aplicacao 7. Isto mostra que

a reta [’ é uma reta dupla. O

Proposicao 3.2.7. Cada uma das retas simples ¢, d, e do teorema (3.2.3) encontra a reta

dupla I" em um ponto.

Demonstragio. Com a mesma notacdo do teorema (3.2.3) sejam 2 o feixe de conicas
através dos pontos bases C, D, FE, o ponto F, pertencente a [ coplanar com estes trés e
T o feixe de retas de ® passando através do ponto C. Sejam os planos o1 = [I,C] e
a=[C,D,E,Py).

Desde que o plano o7 encontra o plano @ em uma reta de T, na verdade é a reta que
passa pelos pontos C' e Py, segue que a reta ¢ encontra a reta [’ em um ponto. Da mesma

forma mostra-se que as retas d, e encontram [’. O
Proposicao 3.2.8. As V-superficies sdo scrolls cubicos.

Demonstracdo. A reta [’ é uma das retas diretrizes. A outra reta diretriz [, simples, basta
considerar em um plano complementar ao plano de . Estabelecemos assim uma bijecao

entre essas duas retas. As retas simples ¢, d, e sdo retas da regra do Scroll. O

3.2.3 A transformacao 75,

Considere @, uma superficie quadrica que toca tangencialmente um plano 7 em O. Vamos
utilizar a mesma representagao plana provada no coroldrio (3.1.1). Qualquer quadrica que
toca tangencialmente 7 em O encontra 3 em uma curva quartica ¢, com um né em O e
sem perda de generalidade, podemos supor que ¢4 intersecta os A-geradores em 2 pontos e

os p-geradores em outros 2 pontos, logo pelo teorema (3.2.1) tem-se que ¢4 é representada,
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no plano de representacao m de ¢y por uma curva quartica através dos pontos duplos
A, B, 0, ou seja, uma curva de C*(A2, B2, 0'%).

Portanto, o sistema linear (L) = C*(A2%, B2 0'%) de curvas em 7 correspondente a
intersecao de @ com superficies quadricas as quais tem os mesmos pontos multiplos e as
mesmas curvas multiplas de ®3 é composto por curvas quarticas com nés em A, B,O’.

Vamos fazer agora um célculo de dimensao do sistema linear (L): sabemos que a dimensao

2+4

2 ) — 1 = 14, mas a condicao das curvas terem né, por

das curvas quarticas em 7 é (
exemplo, no ponto A impde trés condigoes- uma de passar pelo ponto e as outras duas
condic¢oes sao para que as curvas possuam retas tangentes distintas- e assim os trés pontos
A, B, O’ impoem um total de 9 condigbes no sistema linear (L), e consequentemente (L)
tem dimensao 5. Em particular, (L) nao é um sistema homaloidal em 7.

De acordo com o método de Cremona precisamos reduzir o sistema linear (L) a um
sistema homaloidal (L*) por impor trés pontos bases, digamos C’, D', E’. Dessa forma,
as superficies quadricas que tocam tangencialmente 7© em O terao adicionalmente trés
pontos base C, D, E' correspondentes aos pontos C’, D', E', respectivamente, formando

um sistema linear ® que pela proposi¢ao (3.2.1) é um sistema homaloidal.

Vamos agora estudar propriedades do sistema homaloidal ®.
Lema 3.2.2. Os elementos fundamentais de ® sao:

1. Trés feizes de conicas que tocam tangencialmente o plano de contato ™ em O e

passam através de dois dos pontos C, D, E;
2. Um feize de retas através de O pertencentes ao plano 7.

Demonstragcao. Vamos demonstrar o primeiro item. Seja T um dos trés feixes de conicas
que tocam tangencialmente o plano 7 em O e passam através de C, D. Uma superficie
de ® encontra qualquer conica c; de T em quatro pontos base de ®- C', D sao dois desses
pontos e O é o outro ponto com multiplicidade dois- donde segue que ¢y impode apenas
uma condicao nas ®-quadricas para conter cy. Logo, ¢ é um elemento fundamental de ®.
Com o mesmo argumento prova-se que os outro dois feixes sao fundamentais.

Para o segundo caso, basta perceber que qualquer reta no plano 7 passando por O é

uma reta que toca O com multiplicidade 2. n

Claramente, as curvas de ® sao curvas quarticas com n6é em O e passando através
dos pontos C, D, E. Portanto, as W-superficies tem grau 4 de acordo com a proposicao

(3.2.2).
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Teorema 3.2.4. O lugar de base do sistema inverso W é composto por uma conica k
correspondente ao feixe de retas em ® passando através de O e que se encontra em T,
e adicionalmente por trés retas duplas c,d, e correspondentes aos trés feizes de conicas

fundamentais do lema (3.2.2).

Demonstracao. Sejam €2 o feixe de retas em 7 passando através do ponto O e ¢ uma
quadrica de ®. Temos que a interse¢do T,(¢) N ¢ sdo duas retas e que pertencem a
2, ou seja, cada quadrica de ® contem duas retas de ). Portanto, os pontos de p3’
correspondentes as retas de 2 formam uma conica base isolada de ¥, digamos k.
Considere agora T um dos trés feixes de conicas, digamos que seja o feixe de conicas
passando pelos pontos C, D e tendo O como nd. Sabemos que o lugar de base de ¥ serd
uma curva [’. Vamos calcular o seu grau: notemos que esse feixe de cOnicas se encontra no
plano gerado pelos pontos O, C, D o qual denotamos por [0, CD] e assim cada quidrica
de ® encontra-o em apenas uma conica de Y, e consequentemente o grau de I’ serd 1, ou
seja, a curva [’ é uma reta. O mesmo calculo na equagao (3.6) do teorema (3.2.3) mostra

que a reta I’ é dupla.

]

Corolario 3.2.3. Com as mesmas notagoes do teorema (3.2.4) tem-se que cada uma das

retas duplas c,d, e encontra a conica k em um ponto.

Demonstragio. Sejam [0, CD], [0, CE], O, ED] os trés planos nos quais os trés feixes de
cOnicas pertencem, respectivamente. Desde que cada um dos planos em questao encontra
7 em uma F-reta (uma reta de T), segue que cada uma das retas ¢, d, e encontram a

cOnica k em um ponto. O
Corolario 3.2.4. As V-curvas sio conicas encontrando c,d, e, k.

Demonstragio. Segue da proposicao (3.2.2). O

3.2.4 As trés Classes de Transformacoes Birracionais em P? da-
das por Quadricas

Para finalizar o estudo das transformacoes de Cremona em P? dadas por quadricas, de-
dicaremos esta subsecao a prova de que so existem as trés classes de transformacoes de
Cremona estudadas neste capitulo, a saber: a classe das transformacoes Ts; a classe
das transformacoes Th3; a classe das transformagoes To4. Para este fim, vamos iniciar a

subsecao definindo alguns conceitos e estabelecendo notacoes .
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Definicao 3.2.1. Sejam A3 o espaco vetorial dos polindémios quadraticos em Clzg, 1, T2, x3]

e H o conjunto dos subespacos M de dimensao 4 de A, tais que
oar PP > P(MY), @ - {f € M|f(x) =0} (3.7)
é birracional (M" denota o dual de M).

Para um esclarecimento do conjunto H seja M € H. Entao as aplicagoes birracionais
associadas a M sao as aplicagdes © — [¢g, P1, P2, P3], onde (¢g, 1, P2, ¢3) é uma base de
MV,

Definigao 3.2.2. Sejam C, D, H respectivamente uma conica, uma reta, um plano de P3

e seja p um ponto de H. Definimos os conjuntos

A [Cl ={f € AV(f) contem C},
Ao[D] :={f € A|V(f) contem D},

As[p™] == {f € As|V(f) contem p e é tangente a H em p};
onde V(f) denota a superficie f = 0.

Mais precisamente, se a conica C' é definida como a intersecdo de uma quadrica de
equagao ¢ = 0 com um plano de equagiao [ = 0, o fato de f € A,[C] significa que f pertence
ao ideal gerado por ¢ e [ uma vez que V(f) contem C (é usado a correspondéncia entre
ideais e variedades). O significado de Ay[D] é claro. Para esclarecer o significado do
conjunto Ay [p”] podemos escolher p = (1:0:0:0) e o plano H de equagdo z3 = 0. Se
[ € As[p], entdo a condigao de V(f) conter p e ser tangente a H em p implica que f

pode ser escrito como
[ = azors + h(w1, 72, 73),
com o € C e h um polindmio homogéneo de grau 2.

Definic¢ao 3.2.3. Seja V' C A, um subespaco vetorial. Denotamos por H (V') o conjunto

dos subespacos M de V' que pertencem a H. Entao colocamos

H = LCJH(AQ[C]), H' = JH(A[D]), H'T = | H(A[p"]).

peEH
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e enfim, se A; denota o espaco das formas lineares em C*, entdo definimos
HO = {IA||l € AL},

que ¢é o conjunto dos M € H tal que ¢, é linear. Finalmente vamos para a proposicao
que fornece condigoes para concluirmos que sé ha trés casos genéricos de transformacoes
de Cremona em P? dada por quadricas . A demonstracdo dessa proposicdo serd sucinta e

para mais detalhes ver em [4].

Teorema 3.2.5. Vale a igualdade
H=H UH"TUH

Demonstragio. B facil ver que H° ¢ H! nHT n 1T, Agora, dado M € H — H° vamos
mostrar que ou M € H! ou M € H! ou M € H*!. Passa isso, sejam ¢, ¢ duas quadricas
genéricas de M. Assim, a intersecdo ¢ N ¢’ é composta da transformada estrita B por
¢y de uma reta genérica e uma curva efetiva By que ndo depende de M e seu suporte
estd contido no conjunto base Base(M) dos pontos base de M. Além disso, a curva B é
racional irredutivel de grau 2,3 ou 4.

Se degB = 2 (isto é, uma conica suave), segue que By é a intersegdo de uma quédrica
com um plano. De fato, sem perda de generalidade, podemos supor que B é definido
pelas equagoes ¢ = 0 = x3 e como ja temos B C ¢ segue que ¢’ pertence ao ideal gerado
por q e x3. Portanto, existe [ € A; e a € C tais que ¢ = aq + x3l e por fazer g = ¢ =0
com x3 # 0 encontramos que By é definido pelas equacdes ¢ = [ = 0. Logo, M € H!.

Se degB = 3(isto é, uma cubica reversa), entao segue imediatamente que By é uma
reta, e portanto M € H'!,

Se degB = 4, segue que By = 0 e Base(M) é finito ndo-vazio. Observemos que neste
caso a quadrica ¢ = 0 é suave: do contrario, isto é, se existe um ponto miiltiplo Fy € ¢
segue do teorema de Bertini que Fy é um ponto base de M. Logo, cada elemento de M
define um cone com um vértice fixo (P € f = PyP € f,VP € f, f € M) e ¢ nao seria
dominante 2. Agora considere o sistema linear cortado por M na quadrica lisa ¢ em que
um elemento genérico é uma quartica racional irredutivel que possui portanto um ponto

duplo, e novamente, segundo o teorema de Bertini, este ponto é fixo e consequentemente,
M e H!. O

Proposicao 3.2.9. Seja ® : P3 — P? uma transformagdio birracional de grau d. Suponha

que ¢~1 é dada por polinémios homogéneos de grau d', mais precisamente

¢~ = [Yo, U1, Y2, ¥3),

2Uma aplicacio dominante ¢ uma aplicacdo com imagem densa, na topologia de Zariski.
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onde os polinomios 1; tem grau d'. Entdo, o deg(¢™") também é igual ao grau da imagem

reciproca por ¢ de uma reta genérica.

Demonstragdo. Seja ¢ uma superficie qualquer de grau d’. Entao, por definicdo, o grau

de ¢t é
d = l=Hé ),

onde [ é uma reta genérica e a igualdade H = ¢~1(v)) segue de como é definida a aplicacao
stl' ]

Corolario 3.2.5. Nas mesmas hipéteses da proposi¢io (3.2.9) vale a desigualdade

deg(¢™") < (dego)? (3.8)

Demonstragio. Pela proposigao (3.2.9) sabemos que o grau de ¢! ¢ igual ao grau de S,
imagem reciproca por ¢ de uma reta genérica, e segundo o inicio da demonstracao do

teorema (3.2.5) segue que o grau de S pode ser 2,3, ou 4. O

Notacao: Vamos usar H?¢ para denotar o conjunto dos M € H tal que ¢, é de grau
2 e sua inversa de grau e.

Da demostragao do teorema (3.2.5) segue que
H=H UH>? UH> UH*>* (unido disjunta) e (3.9)
122 ML H23 C HIT A I

Isso deixa claro a existéncia de apenas trés classes de transformacoes de Cremona de P3
dadas por quadricas como mencionado no inicio desta se¢ao no qual: a primeira classe,
segundo a demonstragao do teorema (3.2.5), é composta pelas transformages Toy (ou
o sistema de quadricas associado) as quais sdo determinadas por possuirem uma conica
em seu lugar de base; a segunda classe, segundo a demonstracdo do teorema (3.2.5), é
composta pelas transformagoes To3 as quais sdo determinadas por possuirem uma reta
em seu lugar de base; a terceira classe, segundo a demonstragao do teorema (3.2.5), é
composta pelas transformacoes Ty as quais sdo determinadas por possuirem um ponto
duplo em seu lugar de base.

Em [4] é classificado todas as transformagdes birracionais para cada uma das trés

classes.



57

3.3 Transformacao de Cremona dada por superficies
Cubicas

Como explicado no método para encontrar sistemas homaloidais, a superficie fixa ®q é de
grau n e nao necessariamente de grau dois como foi utilizado em todos os casos acima,
contudo, a dificuldade de determinar a representacao plana da superficie ®, e encontrar
o sistema de curvas correspondente a intersecao de ®y com superficies de mesmo grau é
muito maior que no caso n = 2. Com o intuito de ressaltar a dificuldade da representacao

plana da superficie fixa daremos dois exemplos quando n = 3.

3.3.1 A Transformacao 133

Esta aplicacao é chamada de Transformacdo Cubo-Ctibica Padrao de P? que tem uma
grande variedade de casos especiais. Ela é uma transformacao simétrica e cada sistema
homaloidal consiste de superficies cubicas através de uma curva base de grau seis e de
género 3.

Considere ®, uma superficie ctibica geral em P3. Vamos representar ®; em um plano
7 e no teorema (3.3.1) chegaremos que a representagao plana de ®y serd por meios de
curvas cubicas através de seis pontos base distintos. Para a representacao de &, vamos

precisar do seguinte lema cuja ideia da demonstragao pode ser encontrada em [6].

Lema 3.3.1. A equacao homogénea geral de grau trés em xg,...,x3 pode ser escrita na
forma
Uy U1 Wy
A=luy vy wy |=0,
us V3 Ws
onde uy,...,ws3 sdo fungcoes homogéneas lineares de xg, ..., 3.

Proposicao 3.3.1. A superficie cubica ®q € birracionalmente equivalente a um plano .

Demonstragio. Sendo &, dado por uma equagdo cubica, pelo lema anterior podemos

supor que ela é dada por A = 0 que é equivalente a eliminacao de A, 4, ¥ no sistema

Aug 4 pvy +vw; =0
AUy + pivg + vwy = 0 (3.10)
Aug + pvs + vws =0
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Desta forma, existem valores nao todos nulos A, p, v satisfazendo (3.10) se, e somente
se, Xg, X1, T2, T3 sao as coordenadas de um ponto P de ®. Interpretando A, p,r como
sendo as coordenadas homogéneas de um ponto P’ de um plano 7 temos que a correspon-

déncia entre P e P’ é birracional. O

Para obter as equacoes explicitas da representacao, nos resolvemos as equagoes de

(3.10) para as razoes de xg, x1, T2, x3 obtendo a equacao
To:X1:Xo:x3=Lo:Ly:Lo: Ls,

onde Lg, L1, Lo, L3 sao polindmios cibicos em A, p, v.
Logo se P descreve uma secao plana de ®g, entdao P’ descreve uma curva cubica em 7
que sera nao singular pois as se¢oes planas genérica de ®y nao sao racionais e o género é

preservado via aplicagoes birracionais.

Teorema 3.3.1. As superficies cibicas gerais em P? sdo representadas birracionalmente

em um plano por meio de um sistema de curvas cubicas através de seis pontos base

C3(0y,...,0).
Demonstragio. Podemos escrever o sistema de curvas ctibicas (L) em 7 pela equagao
CLL() + bL1 + CL2 + dLg =0 (311)

Como uma curva ctbica desse sistema representa uma secao plana de ®,, dado duas
curvas C) e Cy de (L) tem-se duas segoes planas de @y que genericamente encontram ®g
em 3 pontos varidveis e consequentemente, o sistema (L) tem grau 3. Isso implica que as
curvas cubicas de (L) passam através de seis pontos bases distintos Oy, . . ., Og em posigao
geral de . Reciprocamente, se temos um sistema similar ao de (3.11) no plano 7 segundo
a correspondéncia birracional estabelecida na proposigao (3.3.1) entao representa se¢oes

planas de uma superficie ctibica no espaco P3. ]

Corolario 3.3.1. Uma curva arbitraria I' de ®y pode ser representada em m por uma

curva C™(OF, 08, ..., O8) no qual a ordem n e o género p da curva T sdo dados por
6 1 1 6
n=3m-> k;, ,0:§(m—1)(m—2)—52ki(k¢i—1). (3.12)

1 i=1

Demonstracio. Como I' pertence a superficie ®y a ordem desta curva I' serd n = 3m —
6

Z k;. J& o género p é preservado. O]
1
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De acordo com o método de Cremona vamos usar a representacao de @y do teorema
(3.3.1) para estabelecer a existéncia das transformagoes T33. Para isso, segundo o corolario
(3.3.1) temos que qualquer curva ¢ de ordem 6 e género 3 em ®, pode ser supostamente

representada no plano 7 por uma curva ¢ = ¢(03,03, ..., O}).

Teorema 3.3.2. As superficies ciubicas através de ¢ encontram residualmente ®y em um

sistema homaloidal de curvas cubicas reversas representadas por retas de 7.

Demonstragio. Seja ¢ uma superficie ciibica através de ¢. Entao, genericamente teremos
que a intersegao residual ¢ N &y tem uma curva cibica reversa (ndo esta contida em um
plano).

Uma vez que as superficies ctibicas encontram ®; em cubicas reversas as quais sao
racionais e a superficie @ é birracionalmente equivalente a um plano 7 segue da definicao
de curva racional (uma curva é racional se ele é birracionalmente equivalente a uma reta)
que tais curvas cubicas reversas correspondem a retas do plano w. Como essas retas do
plano 7 correspondentes as curvas cubicas de &y formam um sistema homaloidal segue
que as superficies ctibicas através de ¢ encontram ®, em um sistema homaloidal de curvas

cubicas reversas. O

Corolario 3.3.2. Seja ® o sistema de superficies cubicas através de c. Entao ® € um

sistema homaloidal.
Demonstragio. O resultado segue do teorema (3.3.2) e da proposi¢ao (3.2.1) . O
Proposicao 3.3.2. Nesse momento enumeremos algumas propriedades do sistema .

1. A curva ¢ € o lugar de base do sistema P;

2. As ®-curvas de ® sdo curvas cubicas reversas;

3. As ®-curvas encontram a curva ¢ em 8 pontos;

4. As superficies de ® contém 6 retas trissecantes de c;

5. As retas trissecantes de ¢ sao os elementos fundamentais de ®q que se transformam

em pontos da curva base ¢’ de V.

Demonstragio. Os itens (1) e (2) seguem diretamente da construgao do sistema ®.
Vamos entdo demonstrar o item (3). Seja C® uma ®-curva. Segundo a representacao de

® no plano 7 e a da curva ¢ em uma curva ¢ tem-se que

#(C*Nc)=# (INc) =8,
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onde [ é a reta em 7 correspondente a ciibica reversa C3. Isto conclui o item (3).

Para o item (4) é suficiente perceber que se O é um dos 6 pontos de multiplicidade 3
da curva ¢, entao é porque ele é imagem de uma reta trissecante a ¢ via a representacao
de ¢4 no plano .

Por fim, o item (5). Sendo r umas das 6 retas trissecantes a ¢, uma superficie ctibica
de ® ja intersecta r em trés pontos por conter ¢ e portanto, a reta r impoe apenas uma
condicao nas superficies cuibicas requeridas para conter r, ou seja , toda a reta r é enviada

em um unico ponto da curva base ¢ de V. O

Para concluir a anélise desse tipo de transformacao vamos analisar o sistema inverso
o qual denotaremos por ¥. Em analogia ao procedimento feito para determinar o sistema
® escolha uma superficie ciibica genérica W através de uma curva ¢ de grau 6 e género
3. Teremos entao que o sistema ¥ sera formado por superficies ctibicas através da curva
/. Simil do si ) dicional v
c. Similarmente ao caso do sistema ® temos adicionalmente que as W-curvas encontram

¢ em 8 pontos.

3.3.2 A Transformacao 73;

Seja ® uma superficie ctibica em P? com quatro nés. Sem perda de generalidade podemos

supor que esses nds sao
X=(1:0:0:0,Y=(0:1:0:0),2=(0:0:1:0),T7=(0:0:0:1).

Agora consideremos ® consistindo de superficies cibicas com nés em X,Y,Z, T e con-
sequentemente, contendo os seis segmentos de reta ZT, XT YT, ZY, ZX, XY pois, por
exemplo, o segmento Z7T intersecta cada superficie de ® em quatro pontos- dois pontos
em Z e dois em T- e pelo teorema de Bézout segue a afirmacao.

Segundo a escolha dos quatro nods o sistema ® pode ser escrito como
D = M\gyzt + Mxzt + Moxyt + A3xyz =0 (3.13)
Corolario 3.3.3. Derivado do sistema (3.13) temos a transformagio de Cremona
T(x,y,zt) = (yzt, xvzt, yat, yzx) (3.14)

Observacao 3.3.1. Note que a transformacao 7" acima ¢ justamente a transformagao de

Cremona do exemplo (1.1.7) do primeiro capitulo.

Proposicao 3.3.3. Algumas propriedades da transformagao T sdo:
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1. O lugar de base da transformacao T sdo as retas

que sdo enviados, respectivamente, nos pontos X', Y' Z' T".
Demonstragdo. Segue da analise direta da transformacgao T'. O]

Teorema 3.3.3. A transformacao de Cremona T de (3.14) aplica todas as retas de P?

em curvas cubicas através de quatro pontos fixos e reciprocamente.

Demonstragio. Primeiro vemos que no aberto {z # 0} N{y # 0} N{z # 0} N{t # 0} a

transformacao 7' coincide com

T(x7 y? Z? t) - (

8|
N | =
~ | —

S

e se P descreve uma reta cuja equacao paramétrica é
(x,y,2,t) = (a1 : ag : az : ag) + A(by : ba : b3 : by) = (a1 + \by : ag + by : az + Abz : ag + \by)
entdo P’ descreve a cubica reversa dada pela equacao

(@, 2 ) = ((ar+Ab1) 7"+ (a2 + Abo) ™ < (a5 + Abg) ™"+ (aa + Aby) ™)
= (((IQ + )\b2)(a3 + /\bg)(a4 + /\b4> L (CLQ + /\bQ)(CLg + /\bg)(a1 + )\bl))

Além disso, encontramos que os quatro pontos fixos sao

D W R

A=—t .
b’ by’ by’ by



CAPITULO 4

Transformacoes de Cremona em P* dadas por

Quadricas

Neste capitulo vamos dar inicio ao estudo das transformacoes de Cremona no espaco linear
projetivo P* tendo como objetivo determinar e classificar a transformacido de Cremona,
dada por um H sistema de quadricas através de uma curva quintica eliptica, determinando
o grau de sua inversa que tem como lugar de base uma superficie regrada de grau 5. Além
disto, estudaremos como adaptar o método de Cremona visto no Capitulo 3 para situacoes

malis gerais.

Um teorema que apenas enunciaremos e que sera de grande importancia para podermos
estabelecer o método geral no espago linear projetivo P4, pode ser encontrado em [6], nos

diz que

Teorema 4.0.4. Se r — k hipersuperficies de mesmo grau Fy = 0,..., F._, =0 em P"
se intersectam em uma subvariedade de dimensao k sem pontos multiplos, entao toda

hipersuperficie desta ordem através desta subvariedade tem uma equacao da forma

ML+ N =0

62
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4.1 As Transformacoes Quadricas 753 através de uma
Curva Quintica Eliptica c; em P*

Vamos considerar o espaco linear projetivo P*. Sejam trés quadricas préprias Q1, Q2 e Qs
em P* as quais tem uma curva ctibica c; em comum. A intersecdo destas trés quadricas
tem dimensao 1, grau 8 e tem c3 em comum o que implica que )1 N Q2 N (3 contem uma
curva quintica cs. Tomando a projecao de c; a partir de um ponto de si mesma teremos
uma curva quértica cs em P3. Novamente, projetando ¢4 de um ponto de si mesma vamos
obter uma curva ctibica no plano e esta é eliptica ou racional. Como essas projecoes sao
aplicacoes birracionais podemos concluir que c5 em P* deve ser eliptica ou racional. Neste

caso, ¢5 nao pode ser racional. Ver [6], pagina 333.

Teorema 4.1.1. As curvas cs e c3 se encontram em cinco pontos o8 quais pertencem a

um hiperplano.

Demonstragio. Uma vez que cs é uma curva ciibica racional ela pode ser vista em P? e
chamando Q; = Q; NP3,i = 1,2,3 estas Q; serdo superficies quadricas através de cs e
que necessariamente nao contem cs. Estas superficies nao tem ponto adicional em comum
visto que a intersecao de quaisquer duas dessas superficies tem grau 4 e assim, é composta
pela curva cibica c3 unido uma reta a qual intersectara a terceira superficie quadratica
em dois pontos os quais estdo em c3. Como c5 e ¢3 formam a intersecao completa de

@1 N Q2 N Q3 temos que

(CgUC5)ﬂP3:(leQQQQg)ﬂP?):Cg

Portanto,
CgU{Pl,...,P5}:Cg
ou sej i tos P P i tra P? pert 5
ja, os cinco pontos P, ..., P5 0s quais a curva c; encontra IP° pertencem a cs e segue
que c5 encontra ¢z em apenas cinco pontos. O

Vamos analisar agora o sistema linear de quddricas de P* que contém uma curva
quintica c; que denotaremos por ®. Notemos que o sistema ® é um subespaco vetorial

do espago de Riemann Roch

L(Q) = {f € k(PY)|div(f) + Q > 0},

onde a quadrica ) é uma subvariedade irredutivel de codimensao 1, um divisor.
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Teorema 4.1.2. O subespago vetorial ® é um H sistema de dimensdo 4.

Demonstragcao. Como c3 e ¢; tem cinco pontos em comum, uma quadrica que ja contem cs
requer apenas duas condigoes para conter cz3. Desde que as duas curvas c3 e ¢5 formam a
intersegdo completa das quadricas Q1, Qs e Q3 (c3 é a curva residual) segundo o teorema
(4.04) com r = 4,k = 1 deve existir uma familia de quadricas passando através da

intersecao Q1 N Q2 N Q3 com equagao
AMQ1 + A2Q2 + A3Q3 =0

Assim, olhando para as quadricas de ®, apenas através de cs, a liberdade destas
quadricas deve ser 4 e entao ¢ C L(Q) tem dimensao 4. Além disso tendo grau 8, segundo
o teorema de Bézout quaisquer trés quadricas de ® se encontram residualmente em uma
curva ctbica ¢ encontrando ¢; em cinco pontos. Notemos que dadas trés quadricas em

®, digamos @);, Q;, Qi verificamos que a intersecao residual obedece

(QiNQ;NQr)NQr=c3NQ,

cuja intersecao sao seis pontos dos quais cinco estdo em c5. Concluimos entao que quais-
quer quatro quadricas de ® encontram-se no lugar de base de ® uniao um tnico ponto P,

onde P € P4, Logo, ® é um H sistema como desejdvamos mostrar. O]

Observacgao 4.1.1. Quando ¢é dito impor uma condicao a um sistema significa que vamos
restringir esse sistema aos elementos que devem passar adicionalmente por um ponto fixo.

Claramente, cada condi¢ao imposta reduz-se em 1 na dimensao do sistema.

Naturalmente, vamos agora analisar a transformacao de Cremona associada ao H sis-
tema ® que obtemos por particularizar o caso visto em (1.17) com n = 4. Segundo a
transformacao de Cremona associada, que vamos denotar por T', representamos as qua-
dricas do subespago vetorial de dimensao 4, ¢, nos hiperplanos de um P4 estabelecendo

!
assim uma correspondéncia 1-1 entre os pontos de P* e P* .

Observacgao 4.1.2. Neste caso, uma P-curva é uma curva cubica encontrando c; em 5

pontos.
Como "reciproca'da observagao acima temos a

Proposicao 4.1.1. Se c3 € uma curva cubica reversa encontrando cs em cinco pontos,

entdo c3 € uma P-curva.
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Demonstracio. Como c3 é uma cibica reversa entdo ela tem equacgdes em um espago

projetivo P3
To:To:Xo:xs =N A2 N1

Desde que as coordenadas de qualquer ponto de c3 satisfazem as equacoes

Zo T i)

x iy xs3

c3 se encontra em cada uma das quadricas
_ .2
Q1 = v — zowy = 0,

_ _ — .2 _
Q2 = 11713 — row3 =0, Q3 = x5 — 1173 = 0,

]

Nesse momento vamos analisar o sistema associado a inversa da transformacao de Cre-

mona, intuitivamente chamado de Sistema Inverso. Comecamos com o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.2. A transformacdao de Cremona inversa T~! é dada por um sistema
linear de hipersuperficies cibicas, ou seja, T~ tem grau 3. Além disso, essas hipersuper-

ficies ciubicas podem ser representadas por meio de quddricas em P.

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que a inversa da transformagao de Cremona é
dada por um sistema linear de hipersuperficies ciibicas. Para isso, observemos que os
pontos de qualquer hiperplano M ~ P3 de P* correspondem a pontos de uma hipersuper-
ficie V' e fazendo a intersecdo de uma reta [ de P com V ela corresponde a intersecao de
M com a ®-curva ctibica correspondente a [ em P*, e temos que V tem grau 3.

Portanto, ao sistema de hiperplanos de P* corresponde um subespaco vetorial de
L(S) = {f € k(P")|div(f) + S = 0},

onde S é uma hipersuperficie ctibica, e consequentemente esse subespago formado por
hipersuperficies ciibicas de P* ¢ de dimensdo 4. Vamos denotar esse subespago vetorial
por V.

Ha uma correspondéncia 1-1 entre os pontos de uma hipersuperficie V' de ¥ e os pontos
do hiperplano correspondente M pois mostramos a existéncia de uma correspondéncia
birracional entre os pontos de P* e P e por considerar secoes de V' por hiperplanos

tem-se se¢oes de M por quéadricas de ®. O
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Vimos que as quddricas de ® encontram um espaco projetivo M ~ P3 em superficies
quadréticas as quais tem em comum os cinco pontos os quais M encontra a curva cs e é
por meio destas superficies quadricas que V' é representado em M.

Mas uma hipersuperficie ctibica em P* representada em um espaco de dimensao trés
por meio de quadricas através de cinco pontos é conhecida como hipersuperficie de Segre

com 10 noés. Ver no capitulo 2 a variedade ctubica de Segre.

Observagao 4.1.3. Quando um lugar geométrico V' é representado em um espacgo plano
M, de modo que as segoes hiperplanas de V sao representadas por meio de um certo
sistema de hipersuperficies de M dizemos entao que a representacao é por meio destas

hipersuperficies.

Continuando a andlise do sistema inverso, dois hiperplanos de P* encontram-se em um
plano que corresponde em PY a superficie de intersecao de duas hipersuperficies de ¥ a
qual chamamos de W-superficie. A primeira vista poderiamos pensar que uma W-superficie
tem grau 9 o que nao ¢é verdade.

Com efeito, dado um hiperplano H e uma W-superficie S os pontos da secao H N .S
correspondem aos pontos onde uma quadrica ¢ de ® encontra um plano 7 de P* corres-
pondente a W-superficie S donde obtemos uma das conicas C' de um sistema linear de

dimensao 4 no plano 7. Na sequéncia, sendo H’ um outro hiperplano de P* tem-se que
anS=HnHNS)—¢n(pnm)=(dNnm)Nn(pnn)=CncC’

sendo « o plano residual da intersecao dos hiperplanos H e H', e C' uma outra conica em
7. Portanto, uma W-superficie é de ordem 4 e é uma superficie de Veronese Projetada e
toda W-superficie ¢ deste tipo.
Por definicao sabemos que uma hipersuperficie de ¥ esta correspondendo a um hiper-
1 Pt t t i duas hi ficies de W estara -
plano em P* e consequentemente, quaisquer duas hipersuperficies de ¥ estarao correspon
dendo a um plano e pelo que acabamos de ver, estas se intersectarao em uma W-superficie
quértica que residualmente intersecta em uma superficie quintica Fy. Acabamos de mos-

trar:

Proposicao 4.1.3. Uma V-superficie tem grau 4 e consequentemente,todas as hipersu-

perficies de U tem uma superficie quintica Fy em comum.
Corolario 4.1.1. No sistema inverso V, as V-curvas sao conicas.

Demonstragao. Para uma W-curva, sua intersecao com um hiperplano serd igual a inter-
secao de [ com uma P-quadrica e assim uma W-curva tem ordem 2, ou seja, as W-curvas

sao conicas. 0
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4.1.1 Vizinhancgas dos Pontos no Lugar de Base c; de T'

Na secao de pré-requisitos analisamos o comportamento de um lugar geométrico que
continha um ponto base de T'. Em analogia a este caso, vamos estudar o comportamento
de um lugar geométrico em P* contendo um ponto base do sistema ®.

Considere todas as diregoes através de um ponto dado P de c5. Essas dire¢oes requerem
uma condi¢ao para que uma quadrica de ® toque tangencialmente qualquer reta através
de P e dizemos assim que a quadrica contém a direcao desta reta em P. Lembremos que

um plano em P* é dado por duas equacoes, ou seja, um sistema

apry + a1x7 + asrs + azrs + agxry = 0

boro + bixy + boxs + bgxrs + byxy = 0
e impondo a condicao de este plano passar através da reta tangente a c; em P, digamos
l,, ou equivalentemente através de dois pontos dessa reta que sem perda de generalidade
podemos supor ¢gg = (1:0:0:0:0)eq =(0:1:0:0:0) concluimos que ha uma

familia a dois pardametros de planos através de [, de equagoes

a1y + a9y + a3xz + G4y = 0

bll'l + bgl’g -+ bg[L’3 + b4[L‘4 = 0

e sem perda de generalidade, podemos supor que a; e by sejam nao nulos e entao podemos

tomar a; = by = 1 tendo as equacoes dos planos

To + aqxy = 0
2 424 (41)

r3 + b4$4 =0

Isso mostra que existe uma familia a dois parametros de planos passando através da
reta tangente a c; em P.

Agora, quadricas de ® necessariamente tocam [, e com a condicao adicional de sa-
tisfazer a equacao do plano tangente a ela em P essas quadricas tocam tangencialmente
qualquer plano através de [, e desta forma todas as diregoes através de P que estao em um
mesmo plano impoem a mesma condicao linear nas quadricas de ® de modo que correspon-
dem ao mesmo ponto em P* . Existindo uma familia a dois parametros de planos através
de [, os pontos de Pt que correspondem as vizinhancas de P também encontram-se na
intersecao de planos e portanto formam uma superficie w.

Para calcular o grau dessa superficie w, dado qualquer ®-superficie S ela passa através

de c5 e toca tangencialmente em apenas um dos planos através de [, logo determinando
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!
um unico plano e consequentemente o plano de P* correspondente a ¢ intersectara w em

apenas um ponto, ou seja, w tem grau 1 e portanto ¢ um plano.

Proposicao 4.1.4. Os planos a dois parametros através da reta tangente l, sio homo-

graficos com 0s pontos correspondentes de w.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que os planos através de [, correspondem
a pontos de uma reta de w . Para isso, observemos que todos os planos através da
tangente [, estao no hiperplano dado por esta reta tangente [,. Esse hiperplano s6 ¢
tocado tangencialmente por uma quadrica de ®, digamos o, do contrario teria que uma
®-superficie encontraria em mais de um plano através da tangente [,. Dai, o hiperplano
4 /
correspondente a ¢ em P* encontra w em uma reta, logo todos os planos através de [,

correspondem a pontos de uma reta em w e sendo
X+bY +cZ=0 (4.2)
a equacao dessa reta no plano w temos que a relagao
(ag,by) —> (—bayg — cby, ay, by) ,

com ay, by satisfazendo (4.1) é a aplicagdo que associa biunivocamente a cada plano do

sistema (4.1) um tnico ponto da reta (4.2) o que conclui a demonstragao. O

Com as tultimas informacoes obtidas temos como consequéncia regras do comporta-
s 4’ s 4
mento de um lugar geométrico em P* quando fazemos um lugar geométrico em P* conter
um ponto base P da transformacao de Cremona determinada pela quadricas de ®: para
qualquer curva passando por P e que nao toca tangencialmente c; neste ponto a curva
4/ . .
correspondente em P* encontra o plano w na vizinhanca correspondente ao ponto P; se
uma superficie passa através de P ela contém em geral uma direcao de cada plano através
/
da reta tangente a c; em P e assim a superficie correspondente em P* vai intersectar w
em uma reta; se uma hipersuperficie passa através de P ela contém em geral uma direcao
de cada plano através da reta tangente de modo que a hipersuperficie correspondente

contém todo o plano w.

Definicao 4.1.1. Planos em um espaco de dimensao quatro cujos quatro planos gerais

encontram um quinto plano, os cinco planos sao ditos associados.

Proposicao 4.1.5. O conjunto dos planos que correspondem aos pontos de cs formam
um lugar geométrico de dimensdo trés e ordem cinco o qual denotaremos por Vy. Além

disso, cinco planos de V3 sio associados.
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Demonstracio. Como vimos, se uma curva cubica passa através de um ponto P de cs, a
reta correspondente em P*" encontrard w correspondendo a P e reciprocamente, para uma
reta encontrando o plano w a ®-curva cibica em P* que corresponde a reta encontra cs
através de um ponto P, este da forma como foi construido o plano w. Desde que uma P-
curva encontra cs em cinco pontos a reta correspondente a esta ®-curva em IP’4, encontrara
cinco planos do sistema de planos correspondente a c¢; de modo que este sistema de planos
forma um lugar geométrico V7 de dimensio trés e de ordem cinco.

Para terminar a demonstragao da proposicao relembremos que toda ®-curva é uma
curva cubica e que toda curva cubica encontra c; em cinco pontos pertencentes a um
hiperplano. Tem-se que todas as ®-curvas através de quatro pontos dados da cs5, desde
que eles geram um hiperplano, encontram o quinto ponto de c5 estando no hiperplano
gerado pelos quatro pontos o que implica em ]P’4/, a reta que encontra quatro planos
dados de V7 intersecta um quinto plano formando assim um conjunto de cinco planos

associados. O

Corolario 4.1.2. Dado um hiperplano I1 de P* encontrando c5 em cinco pontos Py, ..., Ps
entdo a variedade de Segre S correspondente a Il contém os cinco hiperplanos associados

de V3 correspondendo aos pontos Py, ..., Ps.

Demonstragio. Sejam w;,i = 1,...,5, os planos associados aos P/s, igual a construgao do
plano w. Entao II conterd em geral uma direcao através de P; em todo plano através da
reta tangente a c; neste ponto P;, e portanto o grau de intersecao S Nw; é > 3, ou seja,

wiCS,Vi:L...,S L]

Proposicao 4.1.6. Na verdade, a variedade de Segre S que aparece no coroldrio acima é

gerada por todas as retas nas quais encontram quatro e portanto cinco dos planos de V3.

Demonstragio. As retas que intersectam quatro planos de V3’ correspondem em P* & ®-
curvas cubicas através dos pontos Py, ..., P5 sendo que apenas uma delas intersecta II em
um ponto variavel. Sabendo que quatro pontos de ¢; geram um hiperplano, considere o
hiperplano gerado por quatro dos pontos Py, ..., P5 e teremos apenas uma hipersuperficie
cibica de Segre do sistema W, e esta serd S, uma vez que os hiperplanos de P* estdo
em correspondéncia 1-1 com as hipersuperficies ciibicas de PY. Como apenas uma das
curvas cuibicas em II através dos cinco pontos P, ..., Ps intersecta II em um ponto variavel
podemos fazer esse ponto percorrer todo II e simultaneamente, via a aplicagao de Cremona
associada, percorreremos toda a variedade de Segre S com as retas que intersectam quatro

hiperplanos de V3’ e consequentemente S é gerada por estas retas. O
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Proposigao 4.1.7. A superficie Fy é o lugar geométrico que corresponde as retas secantes

de c5 como também € o lugar geométrico dos pontos de interse¢io dos planos de V3.

Demonstragcao. Qualquer reta secante [ de c¢; que passa por um ponto de uma quadrica
de ® esta contida nessa quadrica, ou seja, impoe apenas uma condi¢ao na quadrica de ®
e todos os pontos dela devem corresponder portanto a um mesmo ponto K de P* . Desde
que [ encontra todo hiperplano de P4, K deve pertencer a todas as W-hipersuperficies, ou
seja, K deve pertencer a superficie de base Fy. Para a outra afirmacgio, basta lembrar
que pelo fato da reta [ intersectar c5 em dois pontos tem-se que o ponto K correspondente

a [ estd em dois planos de V5. O

Teorema 4.1.3. As retas secantes através de um ponto P de cs residem em um cone reto
ciibico com vértice na tangente a cs em P e consequentemente, todo plano de V¥ encontra

Fy em uma curva cibica.

Demonstragdo. Considere [p a reta tangente a c; em P. Primeiramente, projetamos cs
através de [, obtendo uma curva eliptica em P? = P4~!~! ¢ seu grau serd 3 ja que estamos
projetando uma curva de grau cinco através de uma reta tangente, logo obtemos uma
curva cibica c3 em P? e temos o cone reto cibico? gerado pelos planos através da reta lp,
com geratriz c3 e vértice [p.

Agora mostremos que as retas secantes através do ponto P estao contidas no cone
reto cibico construido acima. Para isso, dado uma dessas retas secantes r seja P’ o outro
ponto no qual r encontra cs e tem-se que o plano /3 através de [p passando por P’ encontra
r nos dois pontos P, P’ ou seja, r € (. Isso significa que a reta r esta contida em um dos
geradores do cone reto ciibico.

Por fim, dado um plano w em V7’ pela proposigio (4.1.4), sabemos que existe uma
homografia entre os pontos de w e os planos através de [p. Como as secantes de c5 através
de P se encontram em um cone ctbico, os pontos de w correspondente a estas cordas

devem formar uma curva cubica.

m
Proposigao 4.1.8. F; ¢ uma superficie regrada.

Demonstragio. Quaisquer cinco planos de V3’ sdo encontrados por um sistema a um para-

metro de retas formando assim uma superficie regrada de ordem cinco®. Além disso, essa

2A definicao precisa de P"-cone pode ser encontrada em J.P. Sample and L.Roth, Introduction Alge-

braic Geometry, pag.17.
30 célculo da ordem da superficie regrada em questdo é a quantidade de retas contidas na intersecdo

de seis planos e pode ser vista em [6], pdg. 337.
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superficie regrada encontra-se em cada uma das cinco W-superficies contendo quatro dos
planos. Com efeito, da proposigao (4.1.6) tem-se que cada uma dessas W-hipersuperficies
é gerada por todas as retas encontrando quatro dos planos de V7’ e simultaneamente, a

superficie regrada de dimensao um a menos também esta sendo gerada por essas retas. [

/
Teorema 4.1.4. Para uma hipersuperficie cibica em P* através de Fy corresponde um

hiperplano em P*.

Demonstracao. Para demonstrarmos esse teorema vamos verificar primeiro duas afirma-

coes.

A primeira é que dado uma reta genérica [ em P*, ela encontra cinco retas secantes
de ¢5. Com efeito, ao projetarmos a curva cs através de [ em um plano P? obtemos uma
curva ¢ quintica eliptica plana no qual seu género ¢é preservado e assim é g = 1 . Gene-
ricamente, ao aplicarmos g = 1 e d = 5 na equagao (1.12) concluimos que ¢ terd cinco

nos.

Todavia, supondo que @);, seja um desses cinco nés significa que existem pontos P,

/
B,
em c; que estao no mesmo plano que passa através de [. Quando tracamos a reta s que
passa por esses dois pontos tem-se que [ e s estao no mesmo plano, logo se intersectam.

Aplicando esse argumento para os cinco nos verificamos a afirmacao.
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Qi

FiGurA 4.1: Projegdo de c¢5 segundo a reta [.

A segunda afirmacao é uma consequéncia da primeira: as retas de P* correspondem a
conicas de P4 que sdo 5-secantes de Fy. Para isso, basta ver que a W-curva ¢ correspon-
dendo a uma reta [ é uma conica conforme verificado no comentario abaixo da proposi¢ao
(4.1.3), e pelo fato da reta [ intersectar cinco cordas de c5 tem-se que ¢ intersecta Fy em
cinco pontos pois para cada uma dessas cordas corresponde um ponto de Fy conforme a
proposigao (4.1.7).

Agora, seja S uma hipersuperficie ctibica através de Fy. Temos a correspondéncia
SNner— GNI

onde G ¢ uma hipersuperficie de P*. Agora, pela afirmacao dois tem-se que S intersectara,
¢ em seis pontos dos quais cinco estao em F, e consequentemente [ intersecta G em apenas

um ponto P, com P nao estando no lugar de base. Portanto, G é um hiperplano. O

Todos os resultados obtidos até o presente momento classificam a transformacao de
Cremona de P* dada pelo sistema linear homaloidal de quddricas através de uma curva

quintica e sua inversa.
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4.2 Generalizacdo do Método de Cremona para P*

O objetivo desta se¢ao é generalizar o procedimento empregado anteriormente para um
sistema homaloidal de quadricas qualquer, determinando os tipos de transformacoes de
Cremona associadas aos H sistemas, encontrando suas inversas, seus lugares de base, entre
outros. Para isso, vamos considerar uma dada ®-superficie geral F' e encontrar todos os
H sistemas de quéadricas ® no qual F' é uma ®-superficie geral.
Pelo teorema (1.3.1), para qualquer transformacio de Cremona de P* em um outro
'

P existe um H sistema ® de quadricas correspondendo a hiperplanos de PY e um H

sistema W de hipersuperficies em pY correspondendo a hiperplanos de P*.

Proposicao 4.2.1. Para uma transformacio de Cremona T : P+ — P valem as se-

guintes afirmagoes:
1. ®-curvas e V-hipersuperficies tem a mesma ordem;
2. ®-curvas encontram ®-quddricas residualmente em apenas um ponto,
3. ® e V-superficies sempre tem a mesma ordem;

4. U-curvas sao sempre conicas que encontram W-hipersuperficies residualmente em

um ponto.

Demonstrag¢io. Para demonstrarmos o item (1), dadas ¢ uma ®-curva e T uma W-

hipersuperficie temos a correspondéncia
ONH—INT,

onde H é um hiperplano de P* correspondente a Y.
Para o item (2) basta notar que dado uma ®-curva ¢ e uma quadrica @ de ® temos
a correspondéncia

opNQ+— 1N M,

sendo que M ¢ o hiperplano em pY correspondente a quéadrica Q).
A demonstracao dos itens (3) e (4) segue usando um raciocinio analogo.

]

Definicao 4.2.1. Uma ¢-superficie é dita geral se ela é a intersecao parcial ou completa

de duas quadricas.
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Esse método consiste em mostrar que dado qualquer ®-superficie geral F', pode-se
encontrar todos os H sistemas de quadricas ¢ tendo F' como uma ®-superficie geral.
Para isso seja F a intersecdo parcial ou completa de duas quidricas Qq, Q. E suficiente
encontrar todos os H sistemas de quadricas no qual contém )1, ()2, e que também F' é
uma P-superficie geral.

Agora existem apenas trés tipos de restrigdoes que podemos impor em um sistema linear
de quéadricas , no qual afeta o tipo de superficie geral de intersecao os quais sdo advindos
da analise do posto de uma quadrica ) de $¢ em um plano dado II.

Primeiro, se a conica ) N II tem posto trés (nao-singular) é equivalente a dizer que
(@ contém um plano dado ou uma superficie; Segundo, quando a conica @) N II tem posto
dois, ou seja, quando a cOnica sdo duas retas é equivalente dizer que () passa através de
um ponto e toca tangencialmente um hiperplano neste ponto (segundo duas retas). Por
fim, temos o caso quando a conica ) N1l tem posto um, isto é, uma reta dupla. Neste
caso, faz-se () tocar tangencialmente um plano dado ao longo de uma reta [ dada nesse

plano!.
Proposicao 4.2.2. As condigoes sequintes determinam o sistema Pg:

1. Se Q1,Q2 tem uma superficie em comum diferente de F, entdo ®q deve ter esta

como superficie base;

2. Se (Q1, Qs toca tangencialmente qualquer plano ao longo da mesma reta o mesmo

deve acontecer com todas as quddricas de .

3. Se @1, Q2 tem um ponto isolado de contato, que nao se encontra na reta de contato
de tal plano tangente, entao todas quddricas de ®y deve tocar tangencialmente ()1 e

()2 neste ponto.

Demonstracio. No primeiro item, note que para a intersecio Q1 NQy C P* corresponde a
intersecao de dois hiperplanos H; N Hy ~ P"=2 C P", com r > 4 pois ®(, em geral, nao é
um sistema homaloidal. Assim, se G # F' C Q1N Qs segue que G é uma superficie base de
®,. Para a mostramos a afirmacao 2, uma vez que ) e ()9 intersectam tangencialmente
um plano dado segundo uma mesma reta [ basta lembrar que duas quadricas quaisquer
sempre intersectam [ em dois pontos. O terceiro item segue do raciocinio andlogo aos dois

primeiros. ]

'Para este caso, em [6] mostra-se ainda que quaisquer duas dessas quadricas irdo tocar tangencialmente

em cerca de dois pontos da reta [ e a superficie de intersecdo tera nds nestes pontos.
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Intersectando as quadricas de 3 com a superficie F' obtemos um certo sistema linear
de curvas o qual chamaremos de A. Agora representando F' em um plano 7, as curvas
de A serdo representadas em m por um certo sistema linear de curvas que chamaremos de
A’. Dado um sistema linear homaloidal de curvas N’ de A’ ele corresponde a um sistema

linear homaloidal de curvas N de A em F. Com efeito,

Lema 4.2.1. Seja N um sistema homaloidal de curvas de A correspondente a um sis-
tema linear homaloidal de curvas N’ de A’ assim como construido acima. Entdo, N € a

intersecao de F' com um sistema linear ® de quddricas de ®o de dimensdo 4.

Demonstragdo. Por fixar uma curva arbitraria o do sistema A sabemos que ela é dada

pela intersecao de uma quadrica () de &y com F' e assim,

a=QNFCQN@QNQ:

e aplicando o teorema (4.0.4) com r = 3 e k = 1 tem-se que existe um sistema linear de
quadrica de dimensao 2 através da curva . Como uma superficie em P4 é dada por duas
condicoes segue que o sistema de curvas N deve ser a intersecao com F' de algum sistema

linear de quadricas de &, de dimensao 4. O
Teorema 4.2.1. O sistema linear de quddricas ® do lema (4.2.1) é homaloidal.

Demonstracao. Observe que as curvas e pontos base do sistema ® nao tem relagao com a
superficie F' nem com as quadricas (Q1, (2. Fixando uma superficie Fy de ® temos que as
quadricas de ® encontram Fj em um sistema linear homaloidal exatamente similar a N.

Portanto, o sistema linear ® ¢ homaloidal?. O

4.2.1 O Sistema Inverso V¥

Considerando agora uma superficie F’' em ¥ e fixando uma curva de um sistema homaloi-
dal de curvas N’ em A’, para o H sistema ® de quadricas nés mostraremos como o sistema

inverso de hipersuperficies ¥ pode ser encontrado. Como primeiro resultado temos

Teorema 4.2.2. Secoes planas de uma hipersuperficie em W ou sdao elipticas ou sao

raCIONALS.

Demonstracdo. Primeiro, dado uma W- hipersuperficie V', suas se¢oes hiperplanas corres-

pondem em P* a secoes de M ~ P? por quadricas de ® de modo que V é representado em

20 argumento aqui utilizado é exatamente andlogo ao método utilizado para determinar sistemas

homaloidais em P? como visto no capitulo 3.
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M. TIsso nos diz que toda hipersuperficie de ¥ é representada em um espaco de dimensao
3 por meio de quadricas.

Além disso, se elas tem uma superficie dupla, esta deve ser a mesma para todas as
hipersuperficies e sua ordem é igual ao nimero de pontos duplos das se¢bes planas das
hipersuperficies de ¥. Agora, dado uma secao plana M NV de uma hipersuperficie V em ¥
ela corresponde a secao hiperplana de uma ®-superficie. Esta por sua vez é a intersecao
parcial ou completa de duas superficies quadricas em P? como visto no argumento da
demonstragao do teorema (4.1.1) e ainda, essa se¢ao hiperplana corresponde a uma curva,

de grau 4 que estd sendo representada em IP3, logo é eliptica ou racional. O

Vamos dar sequéncia ao estudo do sistema linear inverso com a anélise do seu lugar
de base que pode ser composto por: superficies, curvas ou pontos.

Dado uma curva de grau C' em P* que intersecta as quadricas de ® em pontos no lugar
de base, entao a curva C' impde apenas uma condicdo nestas quadricas de ® para conter
a curva C, isto é, impor que as quéadricas de ® passem por apenas um ponto adicional e

/
assim C' é transformada em um tinico ponto de P* .

Definicdo 4.2.2. Uma curva em P* que passa através das ®-quadricas em pontos no

lugar de base do sistema ® é chamada de curva excepcional ou E-curva.
Exemplo 4.2.1. Qualquer reta secante de uma curva conica base de ® é uma FE-reta.

Exemplo 4.2.2. Qualquer conica 4-secante de uma curva base é uma E-conica. Notemos
que as quadricas de ® encontram uma cénica em no maximo quatro pontos e assim quando
impomos a condicao delas passarem por outro ponto teremos que as quadricas contém a

coOnica 4-secante.

Proposicao 4.2.3. Uma familia infinita dupla de E-curvas sera em geral transformada

em uma superficie base® de multiplicidade n de V.

Demonstracio. Uma FE-curva de ordem n encontra todo hiperplano de P* em n pontos,
e consequentemente o ponto correspondente em P deve ser um ponto base de ¥ com

multiplicidade n. O

Continuando nossa andlise ao caso da P-superficie F' mostramos a existéncia de E-

curvas para o sistema ¥ mediante alguma condigdo, mais precisamente:

3Reciprocamente, pode-se mostrar que a uma vizinhanca de um ponto de uma superficie base de ¥

deve corresponder em geral uma E-curva de P*. Para os detalhes ver em [6)].
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Proposigao 4.2.4. Se o sistema ¥V possui superficies em seu lugar de base, entao existem

sistemas infinitos duplos de E-curvas.

Demonstracdo. Seja F' uma ®-superficie geral. FEla corresponde em P a um plano II
onde as retas de II correspondem a se¢oes de F' por quadricas de @, isto é, curvas da rede
N e projetando F' segundo uma reta [ em w obtemos curvas de N’. Por outro lado, o
plano I encontra cada uma das superficie de base em pontos de ¥ e estes correspondem
em P* a E-curvas residindo em F. As E-curvas serdo representadas no plano w em curvas
que encontram curvas de N’ em pontos fixos, ou possivelmente por pontos fundamentais

de w correspondendo a E-retas em F'.
m

Observagao 4.2.1. Para um ponto fundamental ¢);, no plano @w o qual é ponto duplo
de uma curva base C’ de N’ corresponde uma reta secante r, em [, da curva base

correspondente C' de .

Para finalizar a secdo analisaremos a existéncia de curvas e pontos base de W.

Em poucos casos acontece que existe em P* um sistema de E-superficies, isto é, para
/. 7 . 4/ .
cada superficie corresponde um tnico ponto de P* e a esse sistema corresponde uma
curva base de W. Assim como mencionado para superficies no lugar de base de ¥, para
uma vizinhanca de um ponto de uma curva isolada de ¥ deve corresponder em geral uma
E-superficie de P* mas ndo entraremos em detalhes.
Por fim, em apenas um caso acontece que ¥ tem um ponto base isolado e sua existéncia

¢ facilmente identificada segundo a existéncia de um E-hiperplano de P4



Consideracoes Finais

Como pode ser visto capitulo 3, estudamos os trés tipos genéricos de transformacgoes de
Cremona dadas por quadricas em P3. Identificando a uma transformacao de Cremona um
sistema linear homaloidal de quadricas analisamos os trés casos em que as quadricas do

sistema contém:
1. Uma conica nao-singular e um ponto em posicao geral;
2. Um ponto multiplo e trés pontos em posicao geral;
3. Uma reta [ fixa e trés pontos em posicao geral.

Contudo, ha muitas outras transformagoes de Cremona, num total de 30 transfor-
magoes quadricas birracionais. Contrariando a afirmacao feita por Cremona em [9], que
garantia a existéncia de apenas 23 transformagoes de Cremona em [4] é garantida a exis-
téncia de 30 transformagdes birracionais que surgem a medida que a conica k, no caso
(1), se degenera e a posi¢ao dos pontos nos trés casos variam. No primeiro caso, & medida
que k se degenera e o ponto se encontra em posi¢oes particulares, em [4] é determinado
sete transformacoes birracionais Tps. No segundo caso, em [4] mostra que existe doze
transformagoes birracionais Ts3. Por fim, em [4] é explicitado as onze transformacoes Toy
restantes.

Assim como em [9] e [4], o objetivo no capitulo 4 ¢ determinar todas as transformagoes
birracionais dadas por quadricas. Nesse mesmo capitulo é dado um exemplo bastante rico
de uma transformagao de Cremona dada por quadricas e em seguida foi explicitado o mé-
todo geral para determinar todas as transformagoes birracionais (dadas por quadricas),
e suas inversas. Nesse método, as classes de transformagoes birracionais sao determina-
das pelas ®-superficies gerais, isto é, a cada ®-superficie geral é obtida uma classe de
transformacao birracional.

Em [6] é explicitado seis tipos de ®-superficies gerais, a saber: a superficie I, intersegao
de duas quadricas gerais; a Superficie I, intersecao de duas quadricas as quais se tocam

tangencialmente em um ponto em comum; a Superficie I, intersecao de duas quadricas
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que tocam tangencialmente um plano dado ao longo de uma reta dada; a Superficie I3,
que é a superficie apenas definida; a Superficie Regrada Cubica; por ultimo, considera os
H sistemas de quadricas no qual tem uma superficie quadrica e um ponto em comum.

Para cada uma das P-superficies assim como no método para encontrar as transfor-
macoes de Cremona de P? ¢ necessario determinar sua representacao plana e sé depois
determinar os sistemas homaloidais de curvas no plano da representacao o qual ira de-
terminar, segundo o método geral, um sistema homaloidal de quadricas. Ainda em [6],
mediante a consideracao de cada ®-superficie, é explicitado as transformacoes de Cremona
inclusive suas inversas em relagao a cada classe.

Para a classe das transformacoes tendo I como ®-superficie geral, em [6] sdo encon-
tradas sete transformacoes e suas respectivas inversas, inclusive algumas propriedades.
Das transformacgoes cubo-quadricas To3 desta classe, existe apenas uma que ¢ justamente
a transformacao dada pelo sistema linear de quadricas com uma curva quintica c; em
comum estudada minuciosamente no capitulo 4. Alguns dos casos especias ocorrem a

medida que c¢5 se degenera, como por exemplo:
1. Uma cubica reversa c3 e uma conica ¢y encontrando c3 duas vezes;
2. Uma quartica eliptica ¢4 e uma reta [ encontrando a quartica;
3. Uma quartica racional normal ¢4 e uma corda .

Para a classe das transformacoes tendo I; como W-superficie geral, em [6] é explicitado oito
transformagoes. Para a classe das transformagoes tendo Iy como W-superficie geral, em [6]
sao enumeradas, sem detalhes, doze transformacoes. A classe das transformacoes tendo
I3 como W-superficie geral, segundo [6], é composta por apenas duas transformacoes. No
ultimo tipo de transformacao a ser considerado, onde a ®-superficie geral é uma superficie

regrada cubica a classe das transformagoes é composta por trés transformacoes.
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