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Resumo

Uma transformacao é chamada de Cremona se é racional com inversa também racional.
Seja G a quadrica de Pliicker de P, Um complexo quadratico X ¢ a intersecao de G com
uma segunda quadrica F. Dada uma reta L C X C P® e um subespaco linear M C P?,
M = P3 M N L =0, podemos considerar a projecao 7, : X --» M com centro em L.

Nosso objetivo é estudar a relacao entre as transformacoes de Cremona cubo-cubicas
no espago e complexos quadraticos de retas. A relagao é a seguinte: dada duas retas Ly e
Lo, C X mostramos que ¢ = 7y, 0 7'('211 ¢ uma transformacao de Cremona cubo-ctibica que
serd classificada em termos da posicao relativa das retas escolhidas. Mostra-se ainda que
o lugar de base de uma tal transformacao contém uma curva quintica suave de género 2.

A referéncia bésica da dissertacao é o artigo “On Cremona Transformations and Qua-
dratic Complexes”, dos autores D. Avritzer, G. Gonzalez-Sprinberg e 1. Pan, Rendiconti

del Circolo Matematico di Palermo, 57 (2008), 353-375 .



Abstract

A transformation is called Cremona if it is rational with rational inverse. Let G be the
Pliicker quadric in P5. A quadratic complex X is the intersection of G with a second
quadric F. Given a line L C X C IP5 and a linear subspace M C P>, M =~ P3 M NL = 0,
we can consider the projection 7wy : X --+ M with center L.

Our goal is to study the relation between Cremona cubo-cubic transformations and

quadratic line complexes. The relation is as follows: given two lines L; and L, C X we

1
1

show that ¢ = 7, o7, is a cubo-cubic Cremona transformation that will be classified
in terms of the relative position of the lines chosen. We will also show that the base locus
of such a transformation contains a smooth genus 2 quintic.

The basic reference for the dissertation is the article “On Cremona Transformations and

Quadratic Complexes” by D. Avritzer, G. Gonzalez-Sprinberg and 1. Pan, Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo, 57 (2008), 353-375 .
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar as transformacgoes de Cremona de uma maneira

geral mas, especialmente em 3 situagoes:
1. As transformacoes de Cremona ¢ : P? — — > P2
2. As transformacoes de Cremona ¢ : P2 — — > P3 cubo-ciibicas;

3. a terceira situacao é mais elaborada. Tome X = F'N G onde F' e G sao quadricas
de P5 e L C X uma reta. Seja a aplicacao 7 : X, — — > M, a projecao de X para
M ~ P3 M fixa.

Mostraremos que dadas Ly, Ly C X, 7, : X ——> My emp, : X ——> My, M; =
P3 C P55 = 1,2 a transformacao 7z, o 77211 : My — — > M5 é uma transformacao de
Cremona cubo-ctbica que serd determinantal se L; N Ly = () e de de Jonquieres se

LiN Ly # 0.

Mostra-se ainda que o lugar de base de uma tal transformagao contém uma curva

quintica suave.

A dissertacao possui trés partes principais. O objetivo da primeira parte da dissertacao
é expor de maneira rapida varias nogoes, umas basicas, outras nem tanto, fundamentais
para uma melhor compreensao do texto, tendo como principal assunto, sistemas linea-
res de curvas. Essas nogoes sao bastante ricas, mas, por razoes de espaco, omitimos os
detalhes. Quatro livros foram importantes para este estudo: R. Hartshorne, Algebraic Ge-
ometry, Graduate texts in Mathematics, Springer-Verlag, New York, (1977); A. Beauville,
Complex Algebraic Surfaces, Second Edition,(1996) e I. R. Shafarevich. Basic Algebraic
Geometry 1 e 2, Springer-Verlag, (1977) e (1997).
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Na segunda parte, estudamos as transformacoes de Cremona do plano P? nele mesmo,
estabelecendo relagoes entre as curvas e suas transformadas estritas de varios graus. Es-
tudamos também seus conjuntos de singularidades. Essa parte foi baseada em J. G.
Semple and L. Roth. Introduction to Algebraic Geometry, Oxford at the Clarendon Press
(1949) e W. Fulton, Algebraic Curves: An Introduction to Algebraic Geometry, Third
Edition,(2008). Estudamos também, as transformagoes birracionais de P? de grau 3 cuja
inversa também é de grau 3. Existem 3 tipos dessas transformacoes, dependendo da
natureza da transformada estrita de um plano ou de uma reta genérica. A bibliografia
bésica deste capitulo é D 1. Pan. Sur les transformations de Cremona de bidegré (3,3),
I'Ens. Math., 43 (1997), 285-297 e 1. Pan. Sur les transformations de Cremona de bide-
gré (3,3), Tese de Doutorado, (1997). E ainda, apresentamos o complexo quadrético de
retas que sera importante na dissertagao cujo estudo foi baseado em Ph. Griffiths and J.
Harris, Principles of Algebraic Geometry, John Wiley and Sons, New York (1978) e D.
Avritzer, Introducao a Geometria Enumerativa: Algumas Propriedades Geométricas das
Grassmannianas, Escola de Algebra, Sdo Paulo, (1990).

Por fim, estudamos a relacao entre complexos quadraticos e Cremonas cubo-cibicas
descrita em D. Avritzer, G. Gonzalez-Sprinberg and I. Pan. On Cremona Transformations
and Quadratic Complexes, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 57 (2008), 353-
375.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos de Ge-

ometria Algébrica fundamentais para a compreensao do nosso trabalho.

1.1 O espacgo projetivo P”

Definimos uma relacao de equivaléncia de pontos nao nulos de K™*! por

(g, @,y oy @) ~ (T X1, ey )

se existe um elemento nao nulo A € K tal que (x(, 2, ...,x.,) = A(zo, x1, ..., 2,,). Denota-

mos por 0 a origem (0,0, ...,0) em K™™' e definimos o espaco projetivo como se segue:

Definicao 1.1. O espago projetivo n-dimensional sobre o corpo K, denotado por

P"(K), é o conjunto de classes de equivaléncia ~ em K™™' — {0}, isto &,

P"(K) = (K™ = {0})/ ~.

Cada (n+1)-upla nao nula (z¢ : 1 : ... : x,),z; € K define um ponto p em P"(K).
Dizemos que (zg : &1 : ... : ) sdo coordenadas homogéneas de p e denotamos
p=(Tp:x1 .t Ty).

Identificando um ponto (xy, zs, ..., z,) de K™ com o ponto
(1:xy g xy)
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de P™, podemos pensar em P" como um K" completado pelos pontos
(0:aq 29 xy)

“no infinito” em P".

1.1.1 Variedades Projetivas

Um polinémio qualquer F' € C[xg, ..., x,] definido em K" ndo necessariamente se

anula em pontos de P". Mas, se F' for homogéneo de grau d temos que
F(A\xg, ..., A1) = X F (20, ..., Tn),
fazendo sentido dizer se F' se anula ou nao em = € P".

Definicao 1.2. Uma variedade projetiva X C P" é definida como o conjunto dos zeros

de uma colecao de polinomios homogéneos F,.

Escrevemos X = V(F, ..., F,) se X for uma variedade definida como os zeros comuns dos

polinémios homogéneos Fi, ..., F,.. Se X = V(F), dizemos que X é uma hipersuperficie.
Exemplo 1.3. Dado F(z,vy,z2) € K|[z,y, z] homogéneo, seja
V(F) = {(z:y: 2) € P Fr,,2) = 0}.

Dizemos que V(F) é uma curva algébrica plana. Uma conica é uma variedade em P? dada

pelos zeros de um polindomio homogéneo de grau 2, ou seja, um polinémio da forma
Fl,y,2) = a® + bay + oz + dy? + eyz + [2* = 0,

Definigao 1.4. Uma hipersuperficie X = V(F) C P" é dita singular em um ponto

p € P" ou p é uma singularidade de X se

_OF . OF OF

_8_350p —a_xl(P):--- oz,

F(p) (p) = 0.

Dizemos que uma variedade é nao-singular ou suave se ela for nao-singular em todos

0S seus pontos.



Se transladamos p para a origem, podemos dizer que O é singular se F' nao possui

termos constantes.

Exemplo 1.5. Seja V = V(zw — zy) uma hipersuperficie em P?. Temos

oF__ oF__ oF_ oF_
or y’ay_ ’ B T

0z " Ow

PortantoVF:<%—f,%—§,%—f,g—i>:0<:>(x:y:z:w):(0:0:020).

Logo V é nao singular.

Exemplo 1.6. Seja S = V(22 — 22 — y?) C P?. Temos

OF OF OF oF
%__2x78_y__2y7§_2z’6_w_0

Portanto VF = (=22, —2y,22,0) =0 & (z,y, z,w) = (0,0,0,w).

Logo S é singular em (0, 0, 0, 1).
Definicao 1.7. Um espacgo linear L em P" é definido pelo conjunto dos pontos
p=(xg:..:2,)deP"

tais que as coordenadas x; satisfazem a um sistema linear de equacoes Z:.L:O QoiT; = 0,

coma=1,..,(n—d).

Assim, L tem dimensao d se as (n — d) equagoes acima sao linearmente independentes,
isto é, se a matriz (n—d) x (n+1) de coeficientes [a,;] tem todos os menores (n—d) x (n—d)
nao nulos. L serd uma reta se d = 1, um plano se d = 2 e um hiperplano se d = (n — 1).
Um d-plano é um espaco linear de dimensao d.

A interse¢ao de qualquer familia e a uniao de uma familia finita de variedades em P" sao
ainda variedades em P". Logo, podemos munir este espago projetivo de uma topologia,
chamada topologia de Zariski, tomando para fechados as variedades. Assim, podemos

definir:

Definicao 1.8. Uma variedade quase-projetiva é um subconjunto aberto de uma vari-

edade projetiva.



Observacao: Em alguns momentos, por exemplo na Definigdo 4.12, necessitaremos
de um conceito mais amplo de variedade para podermos considerar os chamados pontos
imersos por exemplo. Sao os sub-esquemas fechados de P". Para uma definicao precisa
ver [12], pagina 33.

Dizemos que uma variedade X é irredutivel, se o for como fechado nesta topologia, isto
é, se sempre que X = X; U Xy, em que X; e X, sao variedades projetivas, tivermos

X:XlouX:Xg.

1.1.2 Intersecoes no espaco projetivo - Teorema de Bezout

O objetivo desta segao é apresentar o Teorema de Bezout para hipersuperficies.
Sejam Y, Z variedades projetivas em P". Temos que X = YN Z é um conjunto algébrico.

De fato, se Y =V(I) e Z =V(J), entdo
YNZ=V({I)NnV(J)=V(,J).

Assim Y N Z é um conjunto algébrico. Agora vamos estudar sua dimensao comegando

com um resultado para variedades lineares, isto €, intersecoes de hiperplanos.

Proposicao 1.9. Sejam Y, Z variedades lineares em P™ com dimensoes r e s, respectiva-
mente. Ser+s—n >0, entao Y NZ # 0. Mais ainda, se Y N Z # 0, entao Y N Z €

uma variedade linear de dimensao > r + s —n.
Demonstracao. ver [16] pagina 13. ]

Proposicao 1.10. Sejam Y, Z variedades em P™ de dimensdes r e s, respectivamente.

Entao
1. Cada componente irredutivel de Y N Z tem dimensao pelo menos r + s — n.
2. Ser+s—n>0, entao Y N Z € nao vazio.
Demonstracao. ver [16] pagina 48. O

Dai, temos o seguinte corolario:



Corolario 1.11. Sejam Y C P™ uma variedade projetiva de dimensao r e H uma hiper-
superficie em P que ndo contém Y . Se Z; sao as componentes irredutiveis de Y N H,

entdo dim Z; = r — 1.
Demonstragao. ver[11l] pagina 71. O

Definicao 1.12. Seja X C P" uma variedade algébrica. Se X é uma hipersuperficie, o
niumero de pontos da intersecao de X e uma reta genérica de P" é chamado grau de X

e denotamos por deg X.

Assim, se X é o conjunto de zeros de um polinémio irredutivel e homogéneo de grau d,
entao deg X = d.

Generalizando, se X possui dimensao r, definimos o grau de X como o niimero de pontos
da intersecao de X e um subespaco linear genérico de dimensao n — r em P".

Note que o grau nao é um invariante intrinseco de X. Por exemplo, uma reta e uma
cibica reversa em P? sao ambas isomorfas a P!, mas a reta tem grau 1 enquanto a ciibica
reversa tem grau 3.

Seja X uma variedade projetiva irredutivel de dimensao r > 1 em P" e H uma hiper-

superficie que nao contém X. Decompondo, obtemos
XNH=7Z1U..UZ,

onde cada Z; ¢ uma subvariedade irredutivel. Pelo Corolario 1.11 a dimensao de cada
componente é r — 1, pois H ¢ uma hipersuperficie. Seja P; o ideal primo homogéneo

associado a Z;. Definimos a multiplicidade de interse¢io de X e H ao longo de Z; como
(X, H; Zj) == mp,(S/(Ix + In))
onde Iy e [y sao os ideaisde X e H em S em P ¢ definida acima.

Teorema 1.13. (Bezout) Seja X uma variedade projetiva irredutivel de dimensio > 1
em P" e H wma hipersuperficie que ndao contém X. Sejam Zy,...,Zs as componentes

irredutiveis de X N H. Entao

> i(X,H; Z;) deg Z; = (deg X)(deg H).

J=1



Demonstragao. ver em [16] pagina 53. O
Como corolario, temos o caso de curvas planas:

Corolario 1.14. (Bezout) Sejam X,Y duas curvas planas e projetivas, sem componen-

tes em comum, de graus m e n. Sejam X NY = {p1,...,ps}. Entao

s

Z i(X,Y;p;) = m.n.

Jj=1

Demonstragao. ver [17] pagina 57. O

Considere F' e G curvas em P?. Como consequéncia deste coroldrio temos os seguintes

resultados e para mais detalhes ver [17] pagina 58.

1. Se F' e G nao possuem componente comum, entao

> " my(F)mp(G) < deg(F). deg(G).

2. Se F e G se encontram em mn pontos distintos, onde m = deg(F') e n = deg(G),

entao esses pontos sao pontos simples em F' e (.

3. Se duas curvas de P? de graus m e n tem mais de mn pontos em comum, entao, elas

possuem uma componente comum.

Exemplo 1.15. Vamos olhar para a intersecao do circulo unitdrio 22 +y? — 22 =0 e a
curva eliptica 3 — 222 — 222+ 23 —y?2 = 0. O ponto (0 : 0 : 1) nao pertence as curvas, mas
é colinear aos pontos (0:1:1) e (0: —1:1). Assim, a fim de calcular multiplicidades,
temos que escolher um sistema de coordenadas diferente. Substituindo x por x — z e y

por y — z, temos as equagoes
F(z,y,2) =2° +y* — 2(x +y)z + 2%,
G(z,y,2) = 2% — (42® + y*)z + 2(2 + y)2* — 2°.
Agora, existem as seguintes possibilidades:

1. y=0: entdao 2® — 222 + 2% = (x — 2)? = 0 e 2° — 42?2 + 422* — 2% = 0, portanto, o

ponto de intersegao correspondente é (1:0: 1), e tem multiplicidade 1.
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2. y = 2x: entao 0 = 52? — 6xz + 22 = (b — 2)(v — 2) e 2% — 8z%z + 8x2? — 23 = 0,

portanto = z, e o ponto de intersegao correspondente é (1:2: 1).

3. x = 0: isto conduz a (y — 2)? = 0 e —y?z + 2yz? — 23 = 0, portanto, o ponto de

intersecao correspondente é (0:1: 1), e tem multiplicidade 2.

4. x = 2y: entdo (by —2)(y — 2) = 0 e 8y> — 17y*z + 10y2? — 23 = 0, portanto, o ponto

de intersegao correspondente é (2 :1: 1), e tem multiplicidade 2.

No antigo sistema de coordenadas (afim), temos dois pontos de interse¢ao com multipli-
cidade 1 (ou seja, (0,1) e (0,—1)), e de dois pontos com multiplicidade 2 (ou seja, (—1,0)
e (1,0)).

1.2 Funcoes e Aplicacoes Regulares

Em geral, uma funcao racional em K(xy, ..., 2,)

P(zg, ..., zp)
Q(zo, ..., )

nao pode ser vista como uma fungao racional de x € P™ (supondo Q(x) # 0). Porém se f

f(zo,.oyxy) =

for uma funcao homogénea de grau zero, isto é, se P e () sao polindbmios homogéneos de

mesmo grau, f é uma funcao de x € P".

Definicao 1.16. Seja X C P” uma variedade quase-projetiva, z € X e f = g uma funcao
homogénea de grau zero com Q(x) # 0. Entdo f define uma fun¢do em uma vizinhanga
de = tomando valores em K e dizemos que f é regular em x € X. A funcao f é regular

em X se ela for regular em todos os pontos = € X.

Definicao 1.17. Seja f : X — Y uma aplicacao entre variedades quase-projetivas com
Y C P". A aplicacao f é regular se para todo z € X e para algum subespago afim K"
contendo f(x) existe uma vizinhanga U 3 x tal que f(U) C K™ e a aplicagao f : U — K™

é regular.

Se considerarmos aplicacoes regulares entre uma variedade quase-projetiva irredutivel

X e o espaco projetivo P", a definicao acima pode ser reescrita da seguinte forma:
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Definicao 1.18. Uma aplicacao regular f : X — P" de uma variedade quase-projetiva

irredutivel X para P é dada por uma (m + 1)-upla
(Fo, ..., Fi) (1.1)

de polindmios homogéneos de mesmo grau em K|z, ..., 2, tal que para cada z € X existe

uma expressao (1.1) para f com F;(z) # 0 para pelo menos um i.
Um isomorfismo é uma aplicacao regular que tem uma aplicacao regular inversa.

Exemplo 1.19. Considere a variedade C' C P? dada por 22 + y? — 22, e a aplicacao ¢ de
C em P?

(x:y:2)—(x:y—2).

A aplicacao pode ser considerada como uma projecao estereografica a partir do ponto
p=(0:1:1);

¢ envia um ponto r € C, r # p no ponto de intersegao do eixo (y = 0) com a reta pr.
Os dois polindémios = e y — z possuem um zero comum em C' no ponto p = (0 : 1 : 1),
reforcando o fato de que a aplicacao nao faz sentido quando » = p; mas é possivel estender
a funcao de modo que ela seja regular neste ponto: nds definimos ¢(p) = (1 : 0) e observe
que os termos das coordenadas (S, T) em P! com abertos afins U, : (S # 0) e Uy : (T # 0),

temos

o (Uo) =C —{(0:—1:1)}

e N (U)=C—{(0:1:1)}.

1

Agora, em ¢~ 1(U;), a aplicacio ¢! é claramente regular; em termos de coordenadas

s = 8/T em Uy, a restri¢ao de ¢ é dada por

T

. . —
(@:y:0)m 2

que é claramente uma aplicagao regular em C' —{(0: 1: 1)}. Por outro lado, em ¢! (U),
podemos escrever a aplicagao, em termos de coordenadas euclidianas ¢t = T'/S, como

(x:y:z)~—>y_z.

T

12



Isto pode parecer nao ser regular em p, mas quando escrevemos

y— 2 o2 — 22
v z(y+2)
—x2
- a(y+2)
. x
(y+2)
vemos que ¢ claramente regular em C'\ {(0 : —1 : 1)}. Note também que a aplicagao

¢ : C'— P! de fato nao pode ser dada por um par de polindmios homogéneos em P? sem

zeros comuns sobre C'.

1.2.1 Projecao

Escrevemos gp para denotar a reta que passa pelo pontos ¢ e p, e também, H, = (L, q)

para denotar o espaco gerado pela reta L e o ponto gq.

Definigao 1.20. Seja p um ponto em P? e seja [ ~ P! C P? uma reta onde p ¢ .
A aplicacao
o X\{p} CP* --» P!
q — pgNl 7

¢é chamada projecao de X com centro em p.

A projecio estd bem definida pois a intersecao de duas retas em P? é sempre diferente

de 0.

Exemplo 1.21. A projegao da conica C' dada pelo polinomio axy + bxz + cyz = 0 com

centro no ponto p € ', é como mostra a figura:

Generalizando, seja P"~! C P™ um hiperplano e p € P"\P"~! um ponto. Definimos a
aplicagao

7 P"\{p} — pr-t

por

Wp:qH@ﬂIP"_l;
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+ + 1
(@) 7(a2) b~ P

Figura 1.1: Projecao de uma conica

isto é, a aplicacao envia um ¢ € P" diferente de p, em um ponto da intersecao da reta
gp com o hiperplano P"~. A aplicagdo m, é chamada de proje¢io com centro em p no
hiperplano P 1.

Em termos de coordenadas, isso é simples. Se ¢ = (zg : @1 :...: 2,) temos
(i) (ot @y).

Suponha agora que X é uma variedade projetiva qualquer em P" tal que p ¢ X. Pode-
mos, entao, restringir a aplicacao m, para a variedade X obtendo uma aplicacao regular
7, X — P! a imagem X = mp(X) desta aplicacao é chamada projecio de X com
centro em p no hiperplano P!,

Assim,

Definicao 1.22. Sejam L, P C P" dois espacos disjuntos onde dimL = [ e dim P =
n—1—1 A aplicacao
o X\{L}CP" --» P
q — H,NP 7

¢ a projecao de X com centro em L.
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Indexando, tome ¢ = (2o : @1 : ... : x,) um ponto de P" e L um espago dado por
{QJ[+1 =Xp42 = ... =Ty = O}

Se P é dado por {zg =21 = ... =2, =0} entdo m,(q) = (141 : Tig2 1 - .. : Tp).

Temos, entao, o seguinte teorema:

Teorema 1.23. A projecio X de X com centro em p no hiperplano P! é uma variedade

projetiva.
Demonstracao. ver [14] pagina 35. O

Exemplo 1.24. Seja C' uma curva em P". Dado p € P, a projegao 7, : C' — P"~! com
centro em p no hiperplano P*~! é regular se p € P"\C e, ainda, degm,(C) = degC. Agora

se p € C'é um ponto nao singular da curva, a projecao m, é racional degm,(C) = degC — 1.
Podemos generalizar a nocao de projecao do seguinte modo:

Definicao 1.25. Sejam A ~ P* e P»~*~! subespacos disjuntos de P". Definimos a apli-
cacao

T P\A — PRl
que envia um ponto ¢ € P*\A em um ponto da intersecao de P"*~! com o (k + 1) —

plano(A, q). 75 é chamada projegao com centro em A no (n—k — 1)—plano P**~1,

Exemplo 1.26. Tome ) C P? uma quidrica dada pelo polinomio zgrs — 179 = 0 e
p=(0:0:0:1) € Q. Seja 7, : Q\{p} — P? a projegao de Q\{p} com centro em p no

plano projetivo. Dessa maneira,
Tyt (o 1@yt @yt wg) — (o 1 1 T2).

Como p € Q, essa aplicacao define uma aplicacdo racional 7w : Q --» P2, claramente nao
definida em p e injetiva. Agora, se tomamos ¢ € P2, pelo Teorema de Bezout, a reta gp
intersecta () em dois pontos, a saber p, e outro ponto diferente de p. Assim, a aplicacao

racional 77! estd bem definida. Para encontrar a aplicagao inversa, suponha que ¢ = (2 :
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211 22), 20 # 0. O ponto em pgN@Q é da forma (zo T2 29 %) = (2(2) D 2021 1 2022 ¢ 21%2).

Assim
m L. P2 -3 Q

(201211 29) — (22: 2021 2022 1 2122).

Portanto, 7 é um isomorfismo birracional, isto é, a quadrica @ é birracional a P2,

Agora, se X C P" é uma variedade tal que X N A = (), podemos restringir 7w, para a
variedade X obtendo uma aplicacdo regular 7, : X — P"7*~! cuja imagem X = 7, (X)
desta aplicacao é chamada projecio de X com centro em A no (n —k —1)—plano P**-1,

Na medida em que a aplicacao 7y pode ser realizada como a composicao de uma sequéen-
cia de projecoes dos pontos p,,...,pr de A, pelo teorema 1.23 temos que a projecao

mx C P™ é uma variedade projetiva.

1.3 Funcoes e Aplicacoes Racionais

Seja X C P" uma variedade quase-projetiva irredutivel e Ox o conjunto das fungoes
racionais f = P/Q, tal que P,Q € Klxo, ..., x,] sdo polindmios homogéneos do mesmo
grau e () ¢ Uyx. Segue da irredutibilidade de X que Ox é um anel.

Seja Mx o conjunto das fungoes f € Ox tal que P € Uyx. Mx ¢é um ideal maximal,
dessa forma o anel quociente Oy /Mx é um corpo, chamado corpo de fungoes de X ou

corpo de fungoes racionais de X e é denotado por K(X).

Definicao 1.27. Seja X C P" uma variedade quase-projetiva. Uma aplicacao racional
f X --» P é definida pela (m+1)-upla (Fp, ..., F,,) de polinomios homogéneos do
mesmo grau nas n+1 coordenadas homogeéneas de P" contendo X, tais que pelo menos
um F; ¢ Ux. Duas aplicagoes (Fp, ..., F},) e (Go, ..., Gy s@o iguais se F;G; = F;G; em X

para todo 1i,j.

Assim como em variedades afins se a imagem de uma aplicacao racional f: X --» Y é
denso em Y entdo f define uma inclusao de corpos f. : K(Y) — K(X).

Se uma aplicacao racional f : X --» Y tem uma aplicacao inversa racional, dizemos que
f é birracional e X e Y sao birracionais. Nesse caso a inclusao de corpos f, : K(Y) <

K(X) é um isomorfismo.
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No capitulo 5 teremos a seguinte aplicacao: Seja G a quadrica de Pliicker de P°. Um
complexo quadratico X é a interse¢ao de G com uma segunda quadrica F'. Dada uma reta
L C X C P’ e um subespaco linear M C P5, M = P3, M N L = (), podemos considerar a

projecao 7y, : X --+ M com centro em L.

1.3.1 Explosoes

Vamos construir a explosao de uma variedade X ao longo de uma subvariedade Y, que
serd uma aplicacao birracional regular 7 : X — X e um isomorfismo em X\Y. E uma

construcao fundamental para a continuagao do nosso trabalho.

1.3.2 Explosoes em um ponto

O exemplo mais simples de uma explosao em um ponto ¢é o gréfico I', da aplicacao

racional

0:A*—— > P!

dada por ¢(z,y) = (z : y).

O gréfico, denotado por A2, juntamente com o mapa de projecio m : A2 — A2 6
chamado de explosao de A? no ponto (0,0). A aplicagio 72 é um isomorfismo fora da
origem (0,0) € A% e a fibra sobre este ponto é uma cépia de P! correspondendo as retas
que passam por esse ponto.

Para ver isto, note que se [t,u] sao coordenadas homogéneas em P!, o subconjunto
aberto t # 0 em A2 C A2 x P! ¢ isomorfo a A2 e que a restri¢ao de 7 a este subconjunto

aberto, é a aplicacao f : A2 — A? dada por

f(z,y) = (z,zy).

Definigao 1.28. Sejam ¢ : P* — P"! a aplicacao racional dada pela projecao de um
ponto p € P ¢ P* =T, C P" x P"! o fecho do gréfico de ¢ em P* x P"~1. A aplicacio

7 : P — P é chamada de explosao de P" no ponto p.

No caso de A?, a aplicacao 7 projeta P isomorficamente em P" fora do ponto p, enquanto

que a fibra sobre esse ponto é isomorfa a P*~ 1.
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Ainda mais geral, seja X C P" uma variedade quase-projetiva e p € X qualquer ponto;

B ——

seja X = [, C X x P! o fecho do gréfico de p em X x P". A aplicagao 7 : X3 Xéa
explosio de X em p. A imagem inversa F = 7' (p) C X do ponto p é chamada o diisor
excepcional da explosao.

Ser:P" 5 Préa explosao de P" em p, entao para o fechado X C P", definimos a
transformada estrita X de X em P" como o fecho em P” da imagem inversa 7~ (X — {p})

do complementar de p em X.

Exemplo 1.29. A seguir, a transformada estrita da cibica nodal X C A? dada por

y? =2 + 22

1.3.3 Explosoes de Subvariedades

Em geral, seja X C A™ uma variedade afim e Y C X qualquer subvariedade. Escolha
um conjunto de geradores fy, f1, f2, ..., fn € A(X) para o ideal de Y em X e considere a
aplicagao racional

p: X——>P"

dada por
o@)=1[fo: fi:far..: fal
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Temos que ¢ é regular em X\Y, e, em geral, ndo serd em Y. Assim, o gréafico I', serd
um isomorfismo sobre X fora de Y, mas em geral, nao serd em Y. O grafico, I', com a
projecao m : I', — X, é chamado a ezplosdo de X ao longo de Y e denotado por BLy X,

ou simplesmente, X. Como antes, a imagem inversa é chamado divisor excepcional.

Teorema 1.30. Seja X uma variedade quase-projetiva e ¢ : X —— >P™ uma aplicag¢ao
racional. Entao ¢ pode ser resolvido por uma sequéncia finita de explosoes, isto €, existem

variedades X = Xy, Xo, ..., Xi, subvariedades Y; C X; e aplicagoes 7 : X; 11 — X; tal que
1. m: Xip1 — X; € a explosao de X; ao longo de Y; C X;

2. a aplicagdo  se fatora como p o 7T];1 o..om " onde §: Xpy1 — P € regular.
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Em outras palavras, depois de explodir X um ntmero finito de vezes, chegamos a
uma variedade X e um isomorfismo birracional de X em X tal que a aplicagao racional
P X — P é de fato regular. Neste sentido, podemos dizer que, para entender aplicacoes

racionais, s6 precisamos compreender as aplicagoes regulares e explosoes.

Exemplo 1.31. Considere a aplicacao
T Q—— >P?

obtida projetando a superficie quadrica @ C P? dada pelos pontos que satisfazem a
equagao zpz3 — 2122 = 0 a partir do ponto p = [0,0,0, 1] € @ em relac¢ao ao plano (z3 = 0).
Podemos descrever esta aplicacao em termos de explosoes.

Primeiro, seja I' C @ x P? o grafico de 7. Uma vez que os polinomios homogéneos
20, 21, 22 dados pela aplicacdo 7 gera o ideal no ponto p, vemos que 7 : I' = @ é a
explosao de () no ponto p. Note que o divisor excepcional E C I' da explosao é mandada
isomorficamente através da projecao my para a reta dada em coordenadas homogéneas
[w, w1, ws] em P? por wy = 0.

Por outro lado, a aplicagdio I' — P2 ¢ injetiva exceto nos dois pontos ¢ = [0,0,1] e
r = [0,1,0] correspondente as duas retas em () que passam pelo ponto p. A aplicagdo

inversa 7! é dada por

Tt [wo : wy : we] —> [wg,wowl,wowg,wlwg],
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e, como os polinomios w3, wowy, wows € wiwy geram o ideal homogéneo do conjunto
{q,r} C P? podemos concluir que 7 : I' — P? ¢ a explosao de P? nos pontos ¢ e 7.
Finalmente, observa-se que as imagens em () dos dois divisores excepcionais, F; e Fy sao

retas em () passando pelo ponto p.

1.4 Divisores

Um polindmio em uma variavel é unicamente determinado, a menos de uma constante,
pelas suas raizes e as suas multiplicidades, isto é, por um conjunto de pontos x1, ..., z, €

f(iL‘) 1 é
o(2) com f,g € K[A']

determinada pelos zeros de f e g. Para distinguir as raizes de g das raizes de f, tomamos

A! com multiplicidades ki, ..., k.. Uma funcdo racional ¢ =

suas multiplicidades com um sinal de menos. Assim, a funcao ¢ é dada por pontos x1, ..., T,

com multiplicidades k1, ..., k., onde k; sao inteiros arbitrarios.

Definicao 1.32. Seja X uma variedade irredutivel. Uma colegao de subvariedades fecha-
das (4, ..., C, de codimensao 1 em X com multiplicidades pré-determinadas k1, ..., k. é o

que se chama um divisor em X e se escreve
D= lel + k'QCQ + ...+ err; Kz S Z7 Oz c X.

Se todos os k; = 0 temos D = 0, e se todo K; > 0 e algum K; > 0 entao D > 0 e
dizemos que D é o divisor efetivo em X. Um divisor irredutivel com multiplicidade 1 é
chamado diwvisor primo, isto é, D é um divisor primo se D = ;. E ainda, se todos os

k; # 0 entao a variedade C7 U ... U C, é chamada de suporte de D e denotamos por Supp
D.
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A operacao de adigao em divisores é definida. Sejam D e D’ dois divisores escritos da

seguinte forma

D=kC+..+kC.eD =kCi+..+kC,.

Por definicao,
D+ D = (ki +k)Ci+ ..+ (k. +k.)C,.

Assim, divisores de X formam um grupo de subvariedades C' de codimensao 1 de X
como geradores. Este grupo é denotado por Div X.

Seja C' um divisor primo. Para cada fungao nao nula f € K(X) atribuimos um inteiro
ve(f). Se X = A', entdo ve(f) é a ordem do zero ou polo da fungdo em um ponto.

Assim, podemos considerar o divisor

Z UC’(f)C’

onde a soma ocorre ao longo de toda subvariedade C' irredutivel de codimensao 1 para a
qual ve(f) # 0. Este divisor é chamado o divisor de f e denotado por div f.

Um divisor da forma D = div f para algum f € K(X) é chamado divisor principal. Se
div f = > k;C; entao os divisores

divof = > kiCi e divef= Y —kC;

{ilk:i>0} {ilki<0}
sao chamadas de divisor de zeros de f e divisor de polos de f, respectivamente.
Divisores principais formam um subgrupo P(X) do grupo Div X de todos os divisores.

O grupo quociente
Div X
P(X)

é chamado grupo da classe de divisores de X, e denotado por Cl X.

Definicao 1.33. Divisores da mesma classe de sao chamados linearmente equi-

w
P(X)
valentes, isto é, Dy ~ D se

D1 — DQ = div f

para alguma f € K(X) ndo nula.
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Seja ¢ : X — Y uma aplicagao regular de variedades suaves e irredutiveis, e D um
divisor de Y. Suponha que ¢(X) ¢ Supp D. Podemos definir o pullback ou imagem
inversa ¢*(D) do divisor D andlogo a definigdo de pullback de fungbes regulares.

Suponha que D é dado por um sistema de fungdes {f;} com respeito a cobertura de
X = JU;. Para todo i tal que ¢(X)NU; # 0, a funcao racional ¢*(f;) ¢ definida em
Vi = ¢ }(U;). Entao X = |JV; é uma cobertura de abertos de X, em relagao ao qual
{¢*(f:)} é um sistema compativel com as fungées de definidas no divisor em X. O divisor
obtido é o pullback de D e denotado por ¢*(D).

Se D e D’ sao dois divisores em Y definidos pelos sistemas de fungoes {f;} e {g;} com
respeito as coberturas X = |JU; e X = [V}, entao o divisor D + D’ é definido pelo
sistema de fungdes {f;g;} com respeito a cobertura X = |J(U; N'V;). Temos que

p" (D + D) = ¢"(D) + ¢*(D')
e se ¢(X) é denso em Y, o pullback ¢* define um homomorfismo
¢ DivY — Div X.
O divisor principal div f é dado por um sistema de fungoes f; = f, e entao
& (div f) = div(¢"(f)):
Portanto ¢* aplica P(Y) em P(X) e define um homomorfismo
o ClY — CIlX.

Teorema 1.34. Eziste uma correspondéncia 1 —1 entre divisores a menos de equivaléncia

linear, fibrados a menos de isomorfismo e feires inversiveis.

Demonstracao. ver [12] pagina 272. O

1.4.1 O Grupo de Picard

Definigao 1.35. Seja S uma variedade suave. O grupo de Picard de S, Pic(5), é
o grupo das classes de isomorfismo de feixes invertiveis (ou fibrados em retas) em S.

Para cada divisor efetivo D em S corresponde um feixe invertivel Og(D) e uma segao

s € H°(S,0g(D)), s # 0 tal que div(S) = D.
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Definimos Og(D) para um D arbitrario por linearidade. A aplicagao

identifica Pic(S) ao grupo de classes de divisores médulo equivaléncia linear.

Sejam X e Y variedades suaves e irredutiveis e f : X — Y um morfismo tal que f(X)
é denso em Y. Podemos definir a imagem inversa por f de um feixe invertivel. Obtemos
um homomorfismo

f*: Pic(Y) — Pic(X).

Se f é sobrejetivo, entao podemos definir a imagem inversa de um divisor, de tal maneira
que f*Oy (D) = Ox(f*(D)). Note que a imagem inversa de uma se¢ao nao nula de Oy (D)
¢ diferente de zero.

Se f é um morfismo de variedades de dimensao n genericamente finito de grau d defini-
mos a imagem direta f,(D) de um divisor D fazendo

f«(D) = 0, se f(D) tem dimensao menor que n-1;
f«(D) = rI'y  se f(D) é um divisor I' e o morfismo induzido no divisor tem grau r.

Definimos f,D para todos os divisores D em S por linearidade. Verificamos que D = D’

implica f,D = f,D’. Assim
f«f*D = dD para todos os divisores D em S.

A importancia particular do grupo Picard, no caso de superficies, decorre da existéncia

de uma forma de intersecao, definida como:

Definicao 1.36. Seja C e (' sao duas curvas irredutiveis em S, . € C N C" e O, o anel
local de S em z. Se f (respectivamente ¢) sao as equagoes de C' (respectivamente C') em

O,, a multiplicidade da intersecao de C' e C' em x é definida por

mx(C’ N C/) = dim(c (f g).

E ainda,

Definigao 1.37. Se C e (' sao duas curvas irredutiveis distintas em S, o nimero de

intersecoes de C' e C" é definida por

(CChy= > m(CNnC’).

zeCnc’
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Teorema 1.38. Seja S uma superficie e £ : S—Sa explosao de S em uma subvariedade

suave Y de codimensao r > 2 e seja E o divisor excepcional da explosao.
1. A aplicacio Pic(S) & Z sobre Pic(S) definida por
(D,n) — E*(D) +nkE (1.2)
€ um isomorfismo.
2. Sejam D e D' dois divisores sobre S temos

(£*D.£*.D') = (D.D'),(E.£*(D)) = 0,E? = —1 (1.3)

Demonstragao. A prova dos itens 1 e 2 se encontra em [1] pagina 12. [

1.4.2 Fibrado Canonico Algumas Aplicacoes Importantes

Sejam V' C A™ uma variedade algébricae p € Ve f = F € k[V]. Se v = (vy,...,v,) é

um vetor tangente a V em p e F' € I(V), entao

Z@-F(p) v; =

Dessa forma, se f = F = G em k[V], entdo

F—-GelV Z&F ZaG

Assim, definimos:

Definicao 1.39. Dado f = F € k[V], o funcional linear d,f : T,V — k definido por

= Z@F(p) v

é chamado de diferencial de f em p.

Fixando f € k[V], definimos a funcdo ¢y : V. — U, (T,V)" por pr(p) = dpf e

denotamos esta funcao por df.
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Por abuso de notacao, escreveremos x; ao invés de T;. Observemos que, para todo ponto

peVeie{l, .. n}aaplcacao d,z; : T,V — k é por definicao dada por

v) = Zaj(l‘z‘)(p)% = v;.

Logo, para qualquer f = F € k[V] ev € T,V

ZaF ZaF ).dyzi(v).

Portanto, podemos escrever d, f = i 0;F(p)dyz; e df = i 0;Fdzx;.

Consideremos o conjunto ®[V] coZn:slistindo de todas as fljn(;ées que associam cada ponto
p € V a um elemento em (7,V)*. Observe que df € ®[V].

Com a operacao de adi¢ao de fungdes, ®[V] é um grupo abeliano. Além disso, definindo
(fe)(p) = F(p)p(p), para cada f = F € k[V] e ¢ € ®[V], vemos que esta operacio
estd bem definida, pois se f = F = G em k[V], entdo F(p) = G(p), e assim ®[V] é um
k[V]-médulo.

Definicao 1.40. Um elemento ¢ € ®[V] é uma forma diferencial regular em V
se cada ponto p € V tem uma vizinhanca U tal que a restricao de ¢ a U pertence ao

k[U]-submédulo de ®[U] gerado pelos elementos df com f € k[U].

Assim, ¢ é uma forma diferencial regular em V' se, e somente se, em alguma vizinhanca
de cada p € V' a aplicacao ¢ pode ser escrita na forma ¢ = i fidg; com f;, g; funcoes
=1
regulares nessas vizinhangas, para cada i € {1, ..., m}. Z
O conjunto das formas diferenciais regulares sobre V' é um k[V]-médulo, que denotare-

mos por Q[V].

Definicao 1.41. Chamaremos uma forma diferencial regular em A" de uma I1-forma

polinomial em A™. Assim, uma 1-forma polinomial em A™ é dada por
w = ardxry + ... + a,dz,,

onde ay, ..., a, € klzy,...,z,]. Quando ay, ..., a, sdo todos homogéneos de mesmo grau s,

dizemos que w é uma 1-forma homogénea de grau s.
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Diremos que um ponto p € A" é uma singularidade de w quando a;(p) = 0 para todo
ie{l,..,n}.

Desta forma podemos associar a um diferencial w € Q[V] o divisor

div(w) = Z vy (w)(p).

peV
Um diferencial w € Q[V] é holomorfo (ou reqular) quando div(w) é efetivo. Se div(w) < 0
diremos que w nao se anula.

Se wy,wy € Q[V] entdo existe uma funcao f € k(V) tal que w; = fws e, portanto,
div(wy) = div(f) + div(ws),
ou seja, os divisores de diferenciais nao nulos sao todos linearmente equivalentes.

Definicao 1.42. A classe em Pic(V) determinada pelo divisor de uma diferencial ndo
nula € chamada de classe canénica e qualquer divisor nesta classe ¢ dito um divisor

canoénico.

A seguir, alguns resultados importantes para a continuacao do nosso trabalho:

1. (Férmula de Projegao:) Seja Il : X — Y um morfismo sobrejetivo de variedades.

Dado um divisor D em Y temos
I1*(D).D" = D.I1,(D") (1.4)
para D' divisor em X. (ver [18] pagina 34)

2. Seja f : X — X a explosdo de X em uma curva C de género g e divisor excepcional

E, X uma variedade suave de dimensao 3. Entao
f(B?)=—Ce f(E®) = Kx.C+2—2g (1.5)
onde Kx denota o divisor canénico de X. (ver [18] pagina 75)

3. Seja f : X — X a explosdo de X em uma subvariedade suave Y de codimensao

r > 2 e seja F o divisor excepcional da explosao. Entao
Ky =f"Kx+(r—1)E. (1.6)
(ver [15] pagina 301)
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1.5 Sistemas lineares de curvas

Seja My, My, ..., My uma ordem fixa do conjunto de monémios em K|x,y, 2] de grau
d,onde N é1+2+ ..+ (d+1) = 1(d+1)(d+2). Seja F uma curva de grau d da
forma F' = > a;M;, onde ay,...,ay € K e nao sao todos nulos. No espaco projetivo,
(a1, ...,ayn) e A(aq, ..., ay) determinam a mesma curva. Ou entao, cada curva F' de grau d
corresponde a um tnico ponto em PVN~1 = PUd+3)/2 ¢ cada ponto de PH4+3)/2 corresponde
a uma unica curva. Identificamos F' com seu ponto correspondente em P*4+3)/2 ¢ dizemos

que as curvas de grau d formam um espaco projetivo de dimensao d(d + 3)/2.

Exemplo 1.43. Sejam os casos:

1.d=1.
Cada reta ax + by + cz corresponde a um ponto (a : b : ¢) € P2
As retas em P? formam o espaco projetivo P? conhecido como P? dual e denotado

por (P?)V.

2.d=2

A conica ax?® + bxy + crz + dy? + eyz + fz? corresponde ao ponto
(a:b:c:d:e: f)cP.
As conicas formam um P?,
3. As ctbicas formam P?, as quérticas formam um P, etc.

Se colocamos condicoes no conjunto de todas as curvas de grau d, as curvas que sa-

d+3)/2

tisfazem tais condicoes formam um subconjunto de P Esse subconjunto é uma

subvariedade linear e é chamado sistema linear de curvas.

Lema 1.44. Seja p € P? um ponto fivzo. O conjunto de curvas de grau d contendo p

forma um hiperplano em PU4+3)/2

Demonstragao. Se p = (x:y: z), a curva correspondente a (a; : ... : ay) € PUd+3)/2 passa
por p se, e somente se, »_ a;M;(x,y,z) = 0. Como nem todos os M;(x,y,z) sao nulos,

entdo (aj : ... : ay) satisfazendo a equacao formam um hiperplano. O
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Assim, para qualquer conjunto de pontos, as curvas de grau d que os contém formam

d+3

uma variedade linear em P#4+3)/2 A interseciao de n hiperplanos em P" nio é vazia, pois

ZdimHi:nQ—nzn:dimP",n> 1.

=1

d(d +3)

Logo, existe uma curva de grau d passando por quaisquer = n — 1 pontos dados.

Exemplo 1.45. Dados P, P,, P3, P;, Ps pontos de P? em posicao geral, existe uma tnica
5

conica passando por estes pontos. Com efeito, a conica é dada por ﬂ H;, onde H; é o
i=1
hiperplano que parametriza as conicas passando por p;.

1.6 Resolucoes Livres

Uma importante distingao da teoria de médulos e da teoria de espagos vetoriais sobre
um corpo é que muitas propriedades dos médulos sao frequentemente indicado em termos

de homomorfismos e sequéncias exatas. Apresentamos esta linguagem:
Definicao 1.46. Considere a sequéncia de R-médulos e homomorfismos
o My UM B M —
1. Dizemos que a sequéncia é exata em M; se Im(p;1) = Ker(p;).
2. A sequéncia completa é chamada exata, se é exata em cada M;.

Muitas propriedades importantes de homomorfismos podem ser expressas dizendo que
uma determinada sequéncia é exata. Por exemplo, podemos determinar se um homomor-

fismo de R-médulos ¢ : M — N é sobrejetiva, injetiva, ou um isomorfismo:
e p: M — N é sobrejetiva se, e somente se, a sequéncia

M AN 0

é exata, onde N — 0 é o homomorfismo que leva qualquer elemento de N em 0. De
fato, a sequéncia é exata em N se, e somente se, Im(p) = Ker(N — 0) = N, como

queriamos.
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e p: M — N é injetiva se, e somente se, a sequéncia
©
0—+M—=N

é exata, onde 0 — M ¢é o homomorfismo que leva o elemento 0 na identidade aditiva
de M. De fato, a sequéncia é exata em N se, e somente se, 0 = Im(0 — M) =

Ker(y), como queriamos.

e v : M — N é um isomorfismo se, e somente se, a sequéncia
0—=M3N-=0

é exata. De fato, pelos itens acima ¢ é um isomorfismo se, e somente se, é injetiva

e sobrejetiva.

Dado qualquer homomorfismo de R-mddulos ou qualquer par de moédulos, sendo um,

submédulo do outro, obtemos uma sequéncia exata associada como se segue.

Proposicao 1.47. 1. Para qualquer homomorfismo de R-modulos ¢ : M — N, temos

uma sequéncia exata

N
~ Im(yp)

onde ¢’ € a inclusao e " € o homomorfismo natural sobrejetivo no médulo quociente.

0 — Ker(y) AMAENEG Coker(y)

— 0,

2. Se Q C P € um submaodulo de um R-mddulo P, entao temos uma sequéncia exata

v’ ’UP
0—-Q—P——=—0,

Q

ondev' € a inclusao, e v é o homomorfismo natural sobrejetivo no modulo quociente.

Demonstragao. No item 1 temos Im(0 — Ker(p)) = 0 = Ker(y'), logo a sequéncia é
exata em Ker(p). Da mesma forma, Im(yp’) = Ker(p) e, portanto, a sequéncia é exata
em M. Agora, Ker(¢") = Im(yp) por definicao de Coker(p) = %(w). Logo a sequéncia é
exata em N. E por ultimo, Ker(Coker(p) — 0) = Coker(yp) = Im(¢"), o que prova que
a sequéncia é de fato exata.

No item 2 temos Im(0 — Q) = Ker(v') e, ainda, Im(v') = Q = Ker(v). Logo, a
sequéncia ¢ exata em Q e P, respectivamente. Como v é sobrejetivo, concluimos que a

sequéncia é exata. O
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Escolhendo elementos de um R-mdédulo M é convenientemente descrevé-los em termos

de homomorfismos.

Proposicao 1.48. Seja M um R-maodulo.
1. Escolher um elemento de M ¢é equivalente a escolher um homomorfismo R — M.
2. Escolher t elementos de M € equivalente a escolher um homomorfismo R' — M.

3. Escolher um conjunto de t geradores de M é equivalente a escolher um homomorfismo

R' — M sobrejetivo (isto é, a sequéncia R* — M — 0) € ezata.

4. Se M ¢é livre, escolher uma base com t elementos é equivalente a escolher um iso-

morfismo Rt — M.

Demonstracao. Para provar o item 1, note que escolher um elemento f de um modulo
M é o mesmo que escolher um homomorfismo de R-médulos ¢ : R — M satisfazendo

©(1) = f. Isto é verdade, pois ¢(1) determina os valores de ¢ em todo g € R:

©(g) = p(g.1) = g.p(1) = gf.

Assim, a escolha de t elementos em M pode ser pensado como a escolha de t homo-
morfismos R — M de R-médulos ou, equivalente, como a escolha de um homomorfismo
Rt — M de R-médulos. Isso prova o item 2. Mais explicitamente, se tomamos R! como
o espaco de vetores coluna e denotarmos a base standard de R! por ej,es,..., e, € en-
tao, escolher t elementos fi, fo,..., f; de M, é equivalente a escolher homomorfismos de
R-médulos ¢ : Rt — M definidos por ¢(e;) = f;, para todo i = 1,...,t. A imagem de ¢
é o submédulo < f1,..., f; >C M. Portanto, a escolha de um conjunto de t geradores de
M é equivalente a escolher um homomorfismo R' — M de R-mddulos, que é sobrejetivo.

Isto prova o item 3, e o item 4 segue imediatamente. O

Podemos também expressar o que significa ser projetiva em termos de homomorfismos
e sequéncias exatas. Mais interessante para os nossos propositos, é a interpretacao de

representacao de matrizes em termos dessa linguagem. A seguinte terminologia serd ttil.
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Definicao 1.49. Seja M um R-médulo. Uma apresentagao para M é um conjunto
de geradores f1, ..., f;, juntamente com um conjunto de geradores para o modulo sizigia

Syz(fi,..., fr) de relagbes entre fi,..., f;.

Obtém-se uma apresentacao matricial para o médulo M organizando os geradores de
Syz(fi,..., ft) em colunas - uma apresentacao matricial é equivalente a uma apresentacao
de M. Para interpretar a defini¢ao (1.49) em termos de sequéncias exatas, note que os
geradores fi,..., f; sao dados por um homomorfismo sobrejetor ¢ : R* — M pelo item

(3) da proposicao (1.48), o que é equivalente a sequéncia exata
Rt 5 M — 0.
A aplicagdo ¢ leva (g1,...,9:) € Rt em Y0_, gifi € M. Segue-se que sizigia em fi,..., fi
é um elemento do ker(y), ou seja,
Syz(fi,..., fi) = Ker(p: R" — M).

Pelo item (3) da proposicao (1.48), escolher um conjunto de geradores para o médulo
de sizigia é equivalente a escolher um homomorfismo sobrejetivo ¢ de R* em Ker(p) =
Syz(fi,..., ft). Mas, como 1) é sobrejetiva temos que I'm(¢) = Ker(y), que é justamente
a condicao de exatidao em R na sequéncia

RFEL RS Mo, (1.7)

Isto prova que a apresentacao de M é equivalente a uma sequéncia exata da forma
(1.7). Note também que a matriz de ¢ em relagao as bases de R® e R' é uma matriz de

apresentacao de M.

Proposicao 1.50. Seja M um R-modulo finitamente gerado. Entao, M tem uma apre-

sentagao da forma dada em (1.7)
Demonstragao. ver [8]. O

Exemplo 1.51. Seja I = (2? — x,zy,y*> —y), em R = k[z,y]. Em termos geométricos,
[ é o ideal da variedade V = {(0,0),(1,0),(0,1)} em K2 Afirmamos que I tem uma

apresentacao dada pela seguinte sequéncia exata:
YR AT 0, (1.8)
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onde ¢ é o homomorfismo definido pela matriz 1 x 3

Az(ﬂs?—w Y yQ—y)

e 1 é definida pela matriz 3 x 2

Y 0
B=| —2+41 y-1
0 —x

De fato a sequéncia (1.8) é uma representagao de I.
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Capitulo 2

Transformacées de Cremona de P?

Nesse capitulo o nosso interesse é introduzir transformacoes do plano nele mesmo, que
estabelecem relacoes entre as curvas de diferentes ordens e que possuem diferentes con-

juntos de singularidades.

2.1 Transformacoes racionais

Vamos retornar a definicao 1.27 em outro contexto:

Definicao 2.1. Uma transformacgao racional de P" em P", faz corresponder a um

ponto P = (zg,21,...,%,) um unico ponto Q = (z(,z},...,z,), definido pelas equagdes
da forma )
/
Ty = ¢0<I07x17"'7xn)
/
ry = ¢1(xo,x1,. .., Ty)
/ —
L x, = ¢n<x07 L1y 7xn)
onde ¢g, P1, - - ., ¢ s80 polindomios homogéneos de grau deg(T') em xg, x1, ..., Ty.
Assumimos que ¢g, ¢1, ..., ¢, sdo linearmente independentes, e denotaremos a transfor-

magcao por T. Entao podemos escrever

Q = T(P).
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Denotamos a inversa de T por T~ ! e temos T.7~' = T~'.T = 1, onde 1 é a transformacao
identidade. O produto de uma transformagao por si mesma diz-se o quadrado dessa
transformacao e representamos por 7?; analogamente se define o cubo, etc.

Sejam pontos O; zeros comuns de ¢q, ¢1, ..., ¢,. Tais pontos sao chamados de pontos

base da transformacao. Observe que T nao esta definida nestes pontos.

2.2 Transformacoes de Cremona

Uma transformagao racional no plano é, portanto, uma (N, 1) correspondéncia entre os

pontos P e @, isto é, dadas as relacoes de 2,1/, 2/, as equacoes

ZL’/ = ¢0($ay7z)a y/ = ¢1(.T,y,2), Z/ - ¢2($7y72) (21)

tem N solugoes distintas para z,y,z. Se N = 1, temos 1 solucao, e isto significa que
. . 3 ~ : : AN ~ 3
x @y : z sao funcgoes racionais de x' : 3’ : 2’. Neste caso, as equacoes da transformagao

inversa serao da forma

T = %(33', y/a Zl)v Y= ¢2(96', y/7 Z/)> z = w3<:€/, y/7 Z,)a (2'2>

onde 11,19, 13 sdo polindomios homogéneos de grau deg(T1) em 2y, 2.

Considere agora a rede de curvas ® definida pela equagao

AQ1 + ppe +voz = 0, (2.3)

onde A\, p, v sao parametros arbitrarios. Assim, P descreve alguma curva da rede P,
e o ponto correspondente ) = T(P) descreve uma reta. Entao, pela transformacao, as
curvas da rede sao relacionadas com retas no plano; e inversamente, dada qualquer rede
de curvas, uma representacao linear desta rede em retas no plano é equivalente a uma
transformacao racional no plano.

Dadas quaisquer duas curvas &, 5 da rede ¢, definimos um feixe de curvas por ®;+A P,
e o correspondente deste feixe pela transformacao, é um feixe de retas. Vamos denotar
por N o ntimero de intersecoes de ®,, ®,, fora dos pontos de base 0;; e por GV o conjunto
desses pontos, a saber, P, ..., Py. Denotamos por N o grau de ® . As curvas ® podem

ter pontos base O; comum a todas elas.
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Curvas arbitrarias do feixe ®; + AP, de ®, correspondem, pela transformacao, as retas
do feixe L; + ALg; e se o vértice do feixe L1 + ALy é @, entao todo ponto P; de Gy
corresponde ao ponto (). Por outro lado, se quaisquer dois pontos do plano tém a mesma
transformada (), entao eles pertencem ao mesmo conjunto de intersecao Gy de alguma

rede P.

Definicao 2.2. Uma transformagao de Cremona ¢é uma transformagao birracional,
isto é, uma transformagao racional com inversa racional. O grau da transformacao é o

grau deg(T) das curvas.

Entéo se T é uma transformacio de Cremona, sua inversa T~' também é. Neste caso,

o par (deg(T), deg(T")) é chamado bigrau de 7.

Teorema 2.3. Uma transformacdao de Cremona de P? e sua inversa possuem o mesmo

grau.

Demonstracdo. Seja T uma transformacao de Cremona. Denotaremos por A.B, o niimero
de intersegoes de duas curvas A e B; L e L', sdo retas; ® e U, curvas de graus deg(T) e
deg(T™1), respectivamente. Tomando L diferente das retas XY, Y Z e XZ, temos, pelo

Teorema de Bezout,
deg(T) = ®.L = T(®).T(L) = L' ¥ = deg(T™") (2.4)
pois T é birracional. O

O principal exemplo de transformacao de Cremona é a aplicagao quadratica, também

conhecida como Transformagao de Cremona Standard.

Exemplo 2.4. Seja T : P2 — P? uma transformacao definida por
T(x:y:z)=(yz:zz:xy).

Como os polinémios que definem a transformacao sao homogéneos de grau 2 temos que

T ¢é uma transformagao racional.
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Pelo teorema 2.3 temos que o grau de 7! é 2. Repare que T~ = T pois

(TroT)(z:y:2)=T (T(x:y:2)
=T yz: 2z : zy)
= (zzzxy : yzay @ yzrz)
=zyz(r:y:z), xyz#0

=(x:y:2).

Os pontos de base de T'sao X = (1:0:0), Y =(0:1:0)e Z=(0:0:1). Temos
que T nao é injetiva na reta X Z. De fato, seja um ponto qualquer P = (z : 0 : z) da reta

X7, diferente de X e Z. Entao,
T@:0:2)=0:22:0)=22(0:1:0)=(0:1:0) =Y.

Do mesmo modo, T" nao ¢ injetiva nas retas XY e Y Z. Essas retas sao chamadas retas

fundamentais. A figura abaixo ilustra a situacao.

g \

Z X 7' X'

N N

P? P?

Figura 2.1: Transformacao Standard

Observacao 2.5. A imagem de uma reta passando por X, diferente das retas fundamen-
tais, ¢ uma reta passando por X’. De fato, se L é uma reta passando por X, podemos
escreve-la como L : my +nz = 0. Assim 0 = mzy + nxz = mz’ + ny’ que é a reta T(L)

passando por X'.

Do mesmo modo, a imagem de uma reta passando por Y ou Z, diferente das retas

fundamentais, é uma reta passando por Y’ ou Z’, respectivamente.
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20 PR

Figura 2.2: Correspondéncia entre retas

Observacao 2.6. Chamamos as conicas passando por X, Y e Z de ®-conicas. Se to-

marmos A, u, v fixos temos que P = (z : y : z) descreve uma ®-coénica C; no dominio

pois,

0 = Aoy + pdo +vos = \yz + urz + vy

e, Q=T(P)= (2 :y : 2’) descreve uma reta T'(C}) na imagem pois,

M+ py +v2 = 0.

Figura 2.3: Correspondéncia

Dadas quaisquer duas ®-conicas € e Cs passando por P, temos que o feixe de conicas
C1 4+ AC5 corresponde, pela transformacao, ao feixe de retas L; + AL, passando por
Q) = T(P) como na figura abaixo.

Quando P tende a X, o feixe de conicas tende a passar somente pelos pontos x,vy, 2

e toca uma tangente t em X, e () tende simultaneamente ao vértice ); do feixe de
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Figura 2.4: Correspondéncia entre feixes

retas correspondente a este limitante do feixe de conicas. A tangente em X para a
conica A\yz + pxrz +vey = 0 é uz + vy = 0. Se fixamos p : v, a correspondente reta

At' 4+ py' + vz’ = 0 passa pelo ponto (0: v : —pu).

(o)}

Figura 2.5: Correspondéncia entre feixes

Para toda direcao t em X existe um correspondente ponto O na reta fundamental Y 7,
tal que, se a curva C tem um ramo em X na direcao t, entdo a transformada proépria C’
de C passa por O.

Reciprocamente, se O é qualquer ponto da reta fundamental Y Z diferente de Y e Z,
entao qualquer curva C passando por O trasnforma uma curva a qual tem ramos em X

na direcao correspondente 0.

Definicao 2.7. Uma rede homaloidal de curvas no plano é uma rede de curvas cujo

grau é 1.
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Qualquer transformacao de plano cujas equagoes podem ser reduzidas por uma mudanca

de coordenadas a (yz : xz : xy) é chamada uma transformagao quadrética padrao.

1 1 1
Exemplo 2.8. A tranformacao T’ : P? — P? definida por T(z : y : 2) = (— D= —).
r oy z

Como os polinémios que definem a transformacao sao homogéneos de grau 2 temos que

T é uma transformacao racional.

Assim, as equacoes dadas em 2.1 definem uma transformacao de Cremona se, e somente
se, a rede dada em 2.3 é homaloidal. Por outro lado, podemos obter infinitas transforma-
coes de Cremona a partir de qualquer rede homaloidal de curvas. Isto é, se ¢y, ¢o, @3 sdo
combinagoes lineares independentes de ¢1, ¢o, ¢3, a rede dada por Apy + s + vps = 0

também pode ser expressa por
pd1+qos + 13 = 0,
e, portanto, temos a transformacao de Cremona definida por
" =1, Y = ¢o, 2 = ¢3.

Note que z”, y” e 2" sao fungdes lineares de ', 3/, z’. Assim, podemos enunciar o seguinte

teorema:

Teorema 2.9. Qualquer transformagao de Cremona € associada a uma rede homaloidal
de curvas ® e, inversamente, qualquer rede homaloidal de curvas gera uma infinidade de

transformacoes de Cremona.

Para mais detalhes ver [13] pagina 46.

2.2.1 Propriedades Locais de curvas

Seja F € Klz,y] a equacao que define uma curva afim C C A? e p = (a,b) € C.

Chamamos p um ponto simples de C se F,(p) # 0 ou Fy,(p) # 0. Nesse caso, a reta

Fy(p).(x —a) + Fy(p).(y —b) =0
é chamada reta tangente de C no ponto p.
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Como antes, um ponto que nao é simples é chamado multiplo ou singular e uma curva
somente com pontos simples é dita nao singular. Ou entao, uma curva com pelo menos

um ponto que nao é simples é dita singular.

Exemplo 2.10. Seja F(x,y) = y — 22> = 0 a equagao da curva C. Repare que C nao é

singular, pois seja p = (a,a?) um ponto de C. Temos que

Fy(p)=2ae Fy(p)=1#0V a.

E mais, a reta tangente a C no ponto p é

2a.(x —a) + 1.(y — b) = 2ax — 3a*> +y = 0.

Seja C uma curva qualquer dada pela equagao F' tal que OF =n e p = (0,0). Podemos

escrever [’ da seguinte maneira
F=F,+Fna+..+F,F € K[z,

homogéneo de grau i, F,,, # 0. Definimos a multiplicidade de F' em p, e escrevemos
m = my(F).
Observe que

p € C se, e somente se, m,(F") > 0.

De fato, seja

F(z,y) = ao + (a1x + ayy) + (azx® + aszy + asy?) +...

i (.

-~ -~

Fo Fy Fy
entao

peCe F(p)=0<a9=0< m,(F)>0.

E mais p é um ponto simples de C se, e somente se, m,(F) = 1. Neste caso, F; é

exatamente a reta tangente de C em p.
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Se m = 2 o ponto é duplo. Se m = 3 o ponto é triplo.

Como F,, é homogéneo em duas varidveis, escrevemos F,, = [[ L;* onde L;’s s@o retas

distintas e r; a multiplicidade.

p(x,y) = ao(z) +ar(@)y + ... + an(2)y”
= (agy = bo)™-(ahy —b)™. .. (ary — be)™
= (apy — box)™.(aly — byx)™. ... (a}y — byx)"*
As L;’s sdo chamadas retas tangentes de C em p = (0,0) e L; é simples se ; = 1. Se C

tem m retas (simples) tangentes em p, dizemos que p é um multiplo ordinario de C.

Exemplo 2.11. Seja F(x,y) = y*> — 2?> — 23 = 0 a equagio da curva C. Repare que C é

singular, pois para p = (0,0) um ponto de C temos que

Logo p é um ponto singular ordinario.

Exemplo 2.12. Seja F(z,y) = y?> — 23 = 0 a equacao da curva C. Repare que C ¢

singular, pois para p = (0,0) um ponto de C temos que

Logo p é um ponto singular cuspidal.
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2.2.2 Transformacoes de curvas

Seja F' € K[x,y,2] a equacdo de C e OF = n. Chamamos de F9 = F(yz, zz,1y) a
transformacao algébrica de F e OF% = 2n.

Sejamp=(0:0:1),p’=(0:1:0)ep” =(1:0:0). Se my(C) =r, entdo 2" é a maior
poténcia de z que divide F€.

Escrevendo
F =F.(z,y).2" "+ Fy(z,y).2" " 4+ F,(z,9)

temos

F@ = F.(yz,22).(xy)" " + Fryi(yz, 22).(zy)" 0D + .+ F,(yz, 22)
= 2"(F(y,2).(zy)" " + 2. Fopa(y, @) (2y)" ") + 4 2" F (y, 1))

Se my (C) =1" e my (C) =" entao

/

FQ — ZT‘.yr/‘:Br/ .F/(.:C,y, Z),

onde z,y e z nao divide F’. Chamamos I’ de transformada prépria de F.
E mais,

OFY) =2n=0(F) +r+1 +1"
isto é,

IF)y=2n—r—1"—1".

Sera conveniente introduzir a seguinte notacao:

1. Usaremos o sfmbolo C"(X%,Y# Z7) para denotar a curva de ordem n, com pontos

de multiplicidades «, 3,y respectivamente em XY, Z.

2. Usaremos o simbolo (C'D) para denotar o conjunto de pontos diferentes de X, Y, Z,

que as curvas C' e D intersectam.

3. Usaremos o simbolo C'D para denotar o nimero total de pontos no conjunto (C'D).
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Teorema 2.13. A transformacdo de uma curva do tipo C = C™(X*, Y? Z7) por uma

transformacgao quadrdtica standard cujo os pontos bases sao X,Y,Z ¢é uma curva do tipo
Cl — CQn—a—,B—'y(Xn—B—'y yn—o—y Zn—a—ﬁ)'

Demonstragio. Suponha que T(C) =C' = C™ (X, Y?, 27, F € K|x,y, 2] a equacio de
Ce I’ € Klx,y,2] a equacdo de C’. Sabendo que OF = n, 0F?, mx(C) = a, my(C) = 3
e mz(C) =~ temos
n=0C"=2n—a—p§—1.
Agora o/ é o numero de intersegdes absorvidas em X quando C’ intersecta L; em X,
isto é, L1 = n’ — o/. Entao
o = n-L.C
— W - T(L)C)
= n—-L).C
= n—(n-a)
= 2n—a—pF—v—n+a«
= n—pF—7.

Exemplo 2.14. Seja L uma reta que passa pelo ponto base X, isto é,
L=CY(X"Y° 2.
Pelo teorema 2.13 temos que
T(L)=L =Cc*x"Y" 2%,
ou seja, uma reta que também passa por X, como visto na observacao 2.5.

Exemplo 2.15. Agora, seja L uma reta que nao passa pelos pontos bases X, Y e Z, isto
¢,
L=CY(X%Y"° 2°%.
Pelo teorema 2.13 temos que
T(L)=L =Cc*x'\Yy'zY,
ou seja, uma conica passando por X, Y e Z como visto na observagao 2.6.
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Exemplo 2.16. Seja C uma quartica dada pelo polinomio
F(X,Y,Z) =8X*Y +8X*Z +4X*Y7Z — 10XY? — 10XY?Z — 3Y*Z.
Temos que
T(C) = Flyz: vz : wy) = 8Y?Z +8Y? +4Y2X — 10X?Y — 10Y X* — 3X°.

Fazendo X =1 ou Y = 1 vemos que C passa por X e Y uma unica vez. Agora azendo
Z =1 vemos que Z tem multiplicidade 3 em C.
Logo
C=0C4X'Y' 7%

e pelo teorema 2.13 temos que

T(C)=C =C*X" YY" Z%).

Figura 2.6: Exemplo 2.16
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Capitulo 3

Complexo Quadratico de retas

3.1 A Grassmanniana de Retas de P3

As grassmannianas sao objetos fundamentais em geometria algébrica; na construcao
e estudo de outras variedades. Por meio de notagao, usamos G(k, n) para denotar o
conjunto de subespacos lineares k-dimensionais do espaco vetorial K™; por exemplo, po-
demos escrever o conjunto de k-planos de um espago vetorial abstrato V' como G(k, V).
Sabemos que, um subespaco k-dimensional de um espaco vetorial K™ é o mesmo que um
(k — 1)-plano no espago projetivo correspondente P"~!, de modo que podemos pensar em

G(k, n) como o conjunto de (k — 1)-planos e, denotamos por G(k-1, n-1).

3.1.1 Coordenadas de Pliicker

A grassmanniana de retas de P? é o espaco que parametriza as retas de P? da mesma ma-
i P5 das coni tri 6nicas do pl jetivo. B lizaca
neira que o as conicas parametriza as conicas do plano projetivo. E uma generalizagao

do espaco projetivo P3.

Definicao 3.1. A Grassmanniana de retas de P? é o conjunto dos subespacos lineares de
C* de dimensao dois que passam pela origem, que serd notado por G(2, 4). Chamaremos

os sub-espacos lineares de C* de dimensao dois de planos.

Assim a Grassmanniana parametriza as retas de P, j4 que uma reta de P? é um plano

de C* passando pela origem. A notacao projetiva de G(2, 4) ¢ G(1, 3).
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Uma definicao mais geral de Grassmanniana é dada por:

Definicao 3.2. A Grassmanniana G(k, n) de k-planos é o conjunto de k-planos de C”,

passando pela origem.

Agora apresentaremos uma descri¢ao mais detalhada da Grassmanniana G(k, n).
Seja um plano A C C* passando pela origem representado por dois vetores linearmente
independentes a; = (a1, @12, a13, a14), ao = (@21, as, ass, azy) que geram este plano. Ou

seja, A pode ser representado pela seguinte matriz:

11 aiz2 Aaiz aiq

A:

Q21 Ag22 (A23 A4

Seja
Uz .= {A € G(2, 4) tal que ayia — azarz # 0},

onde A esta representado por dois geradores como acima. Observe que dada uma repre-
sentacao de um plano A C C* por dois vetores a;,as € C* podemos considerar qualquer
outro conjunto gerador by, by € A e escrevé-lo numa matriz como acima e a pertinéncia
de A a U5 nao depende da base escolhida. Segue que podemos escolher geradores by, by

de forma que cada elemento de U;, possui uma unica representacao da seguinte forma:

1 0 bis bis
0 1 by by

A=

e reciprocamente cada matriz como acima corresponde a um tnico plano A € U;,. Assim,
existe uma correspondéncia biunivoca entre U, e C*.

Seja
Ui = {A € G(2, 4) tal que aj;a; — agiar; # 0},

onde ¢ < j. Existem ao todo 6 tais U;;. Vemos entao que G(2, 4) = U;;U;;, onde cada
U;; corresponde biunivocamente a C*. Uma das vantagens desta representagao é que faz

sentido falar na dimensao de G(2, 4).
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Como cobrimos G(2, 4) por um nimero finito de U;; todos de dimensao 4 podemos
dizer que sua dimensao ¢ 4. Ou ainda, dimG(k, n) = (k + 1)(n — k). Vamos identificar

G (2, 4) com uma superficie de P°. Para isto considere A € C* dado por dois geradores:

11 aiz2 Aaiz daiq

A:

Q21 Q22 A23 A4

Seja p;j, 1 < j o determinante da submatriz 2 x 2 de A formada pelas colunas i e j.

Temos entao o seguinte teorema:

Teorema 3.3. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de G(2, 4) e os
pontos

(P12 : P13 : P14 D23t Poa : P3a) € ]P)57

cujas coordenadas satisfazem a equagdo:
G : PiaPyy — Pi3Poy+ Pry: Py = 0.
Demonstra¢ao. Dado A € G(2, 4) seja

11 A2 Q13 Aaiq

A - )

Q21 Q22 A23 A24

uma matriz que o representa. Sem perda de generalidade, considere A € Ujq, p1o # 0.
Seja a aplicacao

d:G(2,4) — PP

dada por
A — (P12 : D13 i D14 : P23t Poa t D3a)

onde os p;;s sao os determinantes 2 x 2 acima. A aplicagao ® estd bem definida pois como
a; = (a11, @12, 13, a14) € ag = (ag1, g2, a3, azq) sd0 linearmente independentes algum dos

pij 7 0. Além disto se
/ / / /
A — Ay Grp Ai3 Gy
/ / / /
(g1 Aoy Qg3 Aoy
é uma outra matriz que representa o plano A, existe uma matriz de mudanca de base g

invertivel 2 x 2 tal que A" = gA.
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Denotando por Aj; (respectivamente Aj;) a submatriz 2 x 2 formada pelas colunas i e

j de A (respectivamente A’) temos:
Al = g4 e, piy = det(g).pij,
onde p;; = det(Ay), pi; = det(Aj;) por definicao. Como det(g) # 0 segue que
(P12 : P13 = Pra i P23 Paa i P3a) = (Pho : Pis Py Dozt Phy * D)

e, portanto, ¢ estda bem definida. As coordenadas (p;;) de A sdo chamadas de coordenadas

de Pliucker.
A verificagdo de que um ponto ®(A) satisfaz a equagao acima é facil:

Temos que

(I)(A) = (a11a22 — G21G12 © A11023 — A21013 © 11024 — A21014 © A12A23 — A22013 -

c Q12024 — Q224714 - Q13024 — CL236L14)-

Substituindo na equacao que define a quadrica vemos que

‘I)(A) = (allazz - Cl216l12)(6l136124 - a23a14) - ((111a23 - azla13)(a12az4 - a22a14) +

+(a11a24 - a21a14)(a12a23 - Cl22a13) =0.
Reciprocamente suponha que um ponto
P = (p1a: P13 :Pra: Doz : Pos: Paa) € PP,

satisfaca a equagao acima e que pjs # 0 (a demonstragdo nos outros casos ¢ idéntica).

Supondo que p12 = 1 temos que (ps3y = Pi3Pes — P1aP2s. Segue que o ponto Ay € G(2, 4)

dado por
1 0 —ps —pu
0 1 P13 P14
é tal que ®(Ag) = (1 : p13 : pia : P23 : Paa © P3a) como querfamos. Além disto se

®(Ay) = P, temos que A; é dado pela mesma base acima logo Ay = A;, terminando a

demonstracgao. O
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3.1.2 Espacos Lineares de Quadricas

Um aspecto importante de quadricas é o comportamento dos espagos lineares.

Teorema 3.4. Uma quadrica suave F' de dimensao m nao contém subespacos lineares de

. . , m
dim estritamente maior que 5; por outro lado

(k +1)(k + 2)

5 |-dimensional

1. Sem =2k + 1 € impar, entdo F contém uma familia |

de k-planos;

2. m = 2k € par, entdo F' contém duas familias | |-dimensionais de k-planos.

k(k+1)
2

e além disso, para quaisquer dois planos k- Se e somente se lambda e Lambda

pertencem a mesma familia.
Demonstragao. ver detalhes em [15] pagina 735. O

Exemplo 3.5. Seja Q C P3. Temos que dim @Q = 2 = 2.1 e, portanto, k = 1. Logo Q

contém duas familias de retas.

Figura 3.1: Exemplo 3.5

Exemplo 3.6. Seja F' C P*. Temos que dim F =3 = 2.1 + 1 e, portanto, k = 1. Logo

F uma familia tridimensional de retas.

Figura 3.2: Exemplo 3.6
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Exemplo 3.7. Seja T' C P°. Temos que dim T = 4 = 2.2, entao k = 2. Logo T contém

duas familias tridimensionais de planos.

Figura 3.3: Exemplo 3.7

3.2 Complexo de retas

Definicao 3.8. Um complexo de retas de grau d é a familia de retas em P? que
corresponde a intersecao da quédrica de Pliicker G C P5, com uma hipersuperficie (em

P°) de grau d.

Definicao 3.9. Dizemos que um complexo de retas X = G N S, no qual S é uma hiper-

superficie em P°, é singular em um ponto x € X se

isto é, se o hiperplano tangente a G no ponto x coincidir com o hiperplano tangente a
S no mesmo ponto x. Caso contrario dizemos que o complexo é nao-singular no ponto

x € X. X é nao singular se o for para todo ponto =z € X.
3.2.1 Complexo Linear de Retas

Considere o complexo de retas X = G N H, no qual H C P° é um hiperplano.

e Suponha que X seja singular em um ponto z, isto é, H = T, G. Seja a € G.

Afirmacao: a € T,G se, e somente se, ar C G.
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Para mostrar a afirmacao, suponha que a € T,G, entao ax intercepta GG em trés

pontos, a saber, a e x. Logo ax C G.

Agora, suponha z = (1:0:0:...:0). Dai, se a = (xg : 21 : ... : T5) temos que
TxG = oI5 = 0.
Assim
at = Tr+tla—z); 0<z<l1

= ((xo — 1)t +1: a9t zot : xgt = x4t : :B5t)

Como az C temos
((xo — Dt + 1).ar5t — wyt.wgt + Tot.xst = t*(20.05 — 2104 + To.73) — 51> + 25t = 0.
Isto é, x5 = 0 o que mostra que a € T,G.

e Vamos supor agora que o complexo X seja nao-singular.

Definigao 3.10. Para cada P € P3| definimos o(P) C G como sendo o conjunto que

parametriza todas as retas de P? passando pelo ponto P.

P3 G cp?

P b/

Figura 3.4: Definigao 3.10

E mais,

Xp=0(P)NH (%)
parametriza as retas do complexo X passando pelo ponto P e tal que o(P) C H.

Assim, como o(P) tem dimensao 2 e grau 1 e, H tem dimensao 4 e grau 1, temos duas
possibilidades: Xp é o préprio o(P) ou é uma reta .

Para verificar a obervacao acima temos:
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Lema 3.11. O conjunto dos hiperplanos tangentes

{T:G}ac 0P

a G nos pontos de o(P) forma o sistema linear de todos os hiperplanos de P° contendo

o(P), ou seja, qualquer hiperplano que contém o(P) é tangente a G.

Demonstragao. De fato, suponha que J = T,G com x € o(P). Entao o(P) C J, pois
GnNJ =o(l,); em particular o(P) C o(l,), pois P € L.
Logo
o(P)cJ="T,G.
Por outro lado, seja F a familia dos hiperplanos H C P° tais que H D o(P). Assim,
{T.G} e o(py) é uma familia de 2 parametros em P5 que estd contida em F. Para ver que

F ={T,G}.c +(p) basta mostrar que F tem 2 parametros.

Para isso vamos escolher trés pontos para gerar o(P),
P, =(1,0,0,0,0,0), P, = (0,1,0,0,0,0) e P; = (0,0,1,0,0,0).
Seja H € F, dado pela equacao
H :axg+ bxy + cxo + drs +exy + faxs = 0.

Como o(P)C Hya=b=c=0.
Seja G : P5 — P5* a aplicagao de Gauss. Temos que G(H) = (0,0,0,d, ¢, f). Isso nos
mostra que G(F) é um plano em P5; como G é um isomorfismo entre P° e P5*, temos que

F é uma familia a dois parametros. O

Dessa forma, qualquer hiperplano contendo o(P) é tangente a G.
Como estamos supondo que o complexo X é nao-singular, Xp tem que ser uma reta,
isto é, para cada P € IP3, as retas de X que passam por P formam um feixe-plano, isto é,

Xp = O'(P, h)
Proposicao 3.12. Xp € necessariamente uma reta.

Demonstracao. Suponha por absurdo que Xp nao é uma reta.
Entao o(P) C H, isto é, H = T,(G) para algum = € o(P), o que é um absurdo pois X

nao ¢ singular. O
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o UEL

GcP

De maneira andloga pode-se mostrar que dado qualquer plano h C P3, o hiperplano H
nao pode conter o plano o(h) C P°, pois caso contrdrio X seria singular. Dessa forma, para
cada plano h C P3, as retas de X contidas em h formam um feixe-plano X, = o(h, P).

Para mais detalhes sobre o Complexo Linear de Retas ver [6].

3.2.2 Complexo Quadratico de Retas

Nesta secao estamos interessados em estudar o Complexo Quadraticos de Retas,
definido cmo a familia de retas emP? correspondendo & intersecao nao-singular X = GNF
da quddrica de Pliicker G com uma hipersuperficie quidrica suave F em P°.

Seguindo o raciocinio do complexo linear de retas, vamos identificar os feixes de retas em
X e determinar, dado um ponto P € P? e uma plano h C IP3, as possiveis caracterizacoes
das retas do complexo passando por P ou que estao contidas em h. Vamos primeiro

verificar que:

Lema 3.13. Nenhum plano dos tipos o(P) ou o(h) estd contido no complexo quadrdtico

nao-singular X = G N F.

Demonstracao. Suponha que exista um plano V' C P° tal que V C X e considere os

mapas de Gauss
Gr: F—-P*eGs:G — P

O lema 3.11 nos garante que {7,,G}.c v ¢ a familia dos hiperplanos de P° que contém
V. Dessa forma cada um desses mapas restritos a V' nos da um isomorfismo entre V' e o

conjunto V* dos hiperplanos de P? contendo V.
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Considere agora o isomorfismo
GrloGe: V=V

e seja € V um ponto fixo, isto é, G»' 0 Gg(z) = x. Entao T,G = T,.F, o que contradiz

o fato do complexo X ser nao-singular. O]

Intuitivamente, se um desses planos estivessem no complexo o0 mesmo nao seria suave.

A partir do lema podemos deduzir que para cada ponto P € P? o conjunto
Xp=XnNo(P)

das retas do complexo X passando por P, formam uma conica em o(P) C G.

Ha trés possibilidades:

1 - A intersecao de F' com o(P) ser transversal, isto é, Xp é uma conica suave.

Podemos supor P = (0:0:0: 1). Nesse caso, qualquer reta de (*) é dada por

z y z 0

—(0:0:2:0:y:2)
0 001

pela imersao de Pliicker , donde temos que o(P) é parametrizado por (0:0:x:0:

y:z).

Assim, dada a equagao de uma conica suave C' C o(P), temos em P? a mesma
relacdo entre as retas de (*), ou seja, o lugar das retas de X que passam por P é

um cone com vértice P sobre uma conica nao-singular. (ver mais em [3], pagina 48)

Figura 3.5: Caso 1
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Para o item [2] temos,

Corolario 3.14. Dada uma reta L € Q), L parametriza o conjunto das retas de
P3 contidas em um plano e passando por um ponto. Esta con?quracdo é conhecida

como feize (plano) de retas de 3.
Demonstracao. ver detalhes em [4], pagina 18. O]

2 - F é tangente a o(P) em um ponto.

Vemos que dim (FNo(P)) =4+ 2—5 =1, logo retas estdo na interse¢io. Além
disso, d(FNo(P)) = 2. Logo, (FNo(P)) ¢ dado por duas retas que se interseptam.

Segundo o coroldrio 3.14, X, corresponde a dois feixes de retas com foco em P onde

cada qual estd contida em um hiperplano.

Figura 3.6: Caso 2

3 - F é tangente a o(P) ao longo de uma reta.

Nesse caso Xp é uma reta dupla em P° que, em P?, corresponde a um feixe-plano

duplo com foco P.

Figura 3.7: Caso 3
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Na sequéncia, considere um hiperplano h C P e o conjunto X;, = X N o (h) serd uma
conica em o(h).

Novamente temos trés casos a considerar:

1’ - Fintercepta o(h) transversalmente, ou seja, X;, C o(h) é uma conica suave, digamos

C.
Seja t = 0 a equacao do plano em P? de coordenadas (z :y: 2 : t).

Tome a reta

z

e pela imersao de Pliicker temos (z : y : 0 : 2 : 0 : 0) € P5 que é um S3-plano

parametrizando todas as retas em P? contidas em h.

No geral, dada uma reta ax + by + cz = 0 em h temos que ® definida no teorema
3.3 aplica cada reta em seu dual. Assim, quando restringimos o conjunto de retas

de ha C: 2?4 y? + 22 = 0 temos o conjunto das retas tangentes a C pois

o]

Tp(C) = X(P).X +Y(P).Y + Z(P)Z =05 (X(P),Y(P), Z(P)).

/C/

Figura 3.8: Caso 1’

Assim, em P? as retas de X}, formam o conjunto das retas tangentes a uma conica

nao-singular em h. (ver [3])

57



2’ - F é tangente a o(h) em um ponto.

Dai, X, serd duas retas que se interceptam em um ponto em o(h). Novamente
teremos dois feixes, s6 que agora ambos no mesmo plano, ja que o(h) parametriza
em G todas as retas de P? que estdo no mesmo plano. Além disso, o ponto P da
intersecao das duas retas, que é uma reta em P3, serd a reta comum dos feixes, ou

seja, em IP3, X, corresponde a dois feixes planos distintos contidos em h.

[Hk/

Figura 3.9: Caso 2’

3’ - F ¢é tangente a o(h) ao longo de uma reta.

Pelo mesmo motivo que em [3], Xp serd uma reta dupla e, em P3| representa um

feixe de retas em h com foco em P.

*/

Figura 3.10: Caso 3’
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Capitulo 4

Transformacio de Cremona de P

Neste capitulo estudaremos as transformacoes birracionais de P? de grau 3 cuja inversa
também ¢é de grau 3, chamadas de transformacoes cubo-ciibicas. Existem 3 tipos dessas
tranformacoes, dependendo da natureza da transformada estrita de um plano ou de uma

reta genérica. As referéncias basicas para este artigo sao [9] e [10].
Definicao 4.1. Uma transformagao racional no espaco
T:P3 -5 P3,

faz corresponder a um ponto P = (z, 1, Ts, x3) um unico ponto Q = (zf, 2, x4, 24),
definido pelas equagoes da forma

;

xy = ¢o(wo,T1,T2,T3)
ry = ¢1(wo, 71, T, T3)
xy = ¢1(zo, 71,72, 23)
= ¢n(x0, 21, T2, T3)

onde ¢y, P1, P2, P3 sdo polindmios homogéneos de grau deg(T) em xg, z1, T, T3.

Recordamos que T é uma transformacao de Cremona se possui uma inversa racional
(isto é, se T' é birracional). Neste caso, o par (deg(T), deg(T‘l)) ¢ chamado bigrau de T.
Note que pode ocorrer deg(T) # deg(T~') se T : P3 --» P? como no préximo exemplo,
enquanto que se T : P? --» P? temos sempre deg(T) = deg(T~') pelo teorema [2.3].
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Exemplo 4.2. Seja T : P? -—-» P? dada por
Tx:y:z:w)= (az(mz—l—yw) cy(rz +yw) :y? :y2z>

de grau 3. T' é racional onde os pontos base sao da forma (0: 0: z: w) ou (x: 0: 0: w). A
inversa de 1" é

T Yo:y:z:w)=(vz:yz:yw: —vw+y?)
de grau 2 também racional.

Estamos interessados no caso das transformagoes de Cremona de bigrau (3, 3) cujo o

exemplo mais famoso ¢é a Transformacao de Cremona Standard:
Exemplo 4.3. Seja T : P* — P? uma transformacao definida por
T(x:y:z:w)=(yzw: zzw: xyw : xYz).

O lugar de base de T'sao 6 retas dadasporzx =y =0,z =2z=0,z=w=0,y =2 =0,
y=w=0ez=w=0. Temos que T nao ¢ injetiva no plano w = 0. De fato, seja um

ponto qualquer P = (z :y : z : 0) do plano w = 0, fora das retas XY, X7, YZ. Entao,
T(x:y:2:00=(0:0:0:2y2) =2y2(0:0:0:1)=(0:0:0:1) =W"

Do mesmo modo, T nao ¢ injetiva nos planos x =0, y =0 e 2z = 0.

Figura 4.1: Transformacao Standard

Observe que no aberto xyzw # 0
11 1 1
T(x:y:z:w):(—:—:—:—)
r Yy z w
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e, portanto, T = T~ 1.

Seja T : P3 —-» P3 uma transformacao de Cremona. Sejam U e V, subconjuntos abertos

nao-vazios de P? tais que a restricio de 7" a U induz um isomorfismo
T:U—=V.

Seja Z C P? uma subvariedade linear. Se Z é genérica entao ZNV # 0 e entdo m
é uma subvariedade que nao depende da escolha de I e V. Chamamos 7=1(ZNV) de
transformada estrita de Z sob 7" e denotamos por T/*l\(?)

Por definigao, o grau deg(T) é o grau da transformada estrita de um plano genérico. Se
L é uma reta genérica, podemos assumir que L nao esta contida no lugar de indetermi-
nacao de 7! e neste caso a restricao de 77! a L é descrita por um sistema linear sem

e~

pontos de base com grau igual ao grau de T~1. Segue que deg(T~') = deg(T—(L)).

Denotamos por T3 3 o conjunto das transformagoes de Cremona de bigrau (3, 3).
Definigao 4.4. Sejam T € T3 3 e L, H C P? uma reta e um plano, genéricos.

1. Dizemos que T é determinantal se 3 uma matriz 4 x 3 de formas lineares

a B
ay P2 72
as B3 s
s B

com menores 3 X 3 (considerados com o seu sinal), denotados por Ay, Ay, Ag, Ay tal
que

T — (Ab AQ: A3’ A4)
Exemplo 4.5. Temos que a transformagao de Cremona standard

T = (yzw : xzw : xyw : xY2)
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é determinantal associada a matriz

z 0 O

y O
0 z
wo—w w

. Dizemos que T' é de de Jonquiéres se a transformada estrita de uma reta genérica

—~——

L, T-1(L), é uma curva cubica plana.
Exemplo 4.6. A aplicagao
T = (2% : 2%y : 2%z : 2°2 — y*w)

é de de Jonquieres. O lugar de base de T sao 2 retas dadas por x = y = 0 e
r=w = 0 e como

T = (zy® : y° %2 22 — 2%w)
temos que T' € T3 3. Para verificar que 7' é de de Jonguiéres, seja uma reta genérica

ar+by+cz+dw = 0
dr+by+dz+dw = 0

Fazendo a transformada estrita da reta L temos duas superficies em P3

T/*l\(i) az® + ba’y + ca’z + d(2%z — y*w) = 0
adxd +brty + da?z + d (2?2 — y*w) = 0 .

—_——

Assim T—1(L) é uma curva pois é dada pela intersecao de 2 superficies.
Temos ainda,

———— 2?(ax + by + cz) +d(2*2 — y*w) = 0 I
Py e e vy 0
(dr+by+d2)+d @z —y*w) = 0 (II)

Como L é uma reta genérica, suponha d # 0 ou d’ # 0, isto é, d.d" # 0. Sabemos

que os planos que geram a reta L sao lineramente independentes, entao, fazendo

d.(I)—d.(II) temos

Yfl\(i) 2 (ax + by + cz) + d(2?2 — y*w) = 0
2. [d (ax + by + cz) —d(dz +Vy+z)] = 0
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ou ainda,

T/—?(Z) _ 2*(ax + by + cz) +d(2*z —y*w) = 0 (I
22 [(ad — d'd)x + (bd' — b'd)y + (cd' — c'd)z] 0 (II) '

De (III), temos que (*) 22 = 0 ou (**) (ad’ — d'd)x + (bd' — b'd)y + (cd' — dd)z = 0.

Assim, se

—~—

temos que o lugar de base de T—1(L) é
> = 3y =0
? = w =0

e, que portanto, tem grau 6 pois a primeira tem multiplicidade 4 e a segunda mul-

tiplicidade 2, como ilustra a figura.

Figura 4.2: Exemplo 4.6

Se

T/—T(/L) r*(ax + by + cz) + d(z%z — y*w) = 0 (I)
(ad' —d'd)x + (bd' = Vd)y + (cd —d)z = 0 (%)

temos a intersecao de um plano com uma superficie cibica, o que nos dé, uma curva

cuibica plana singular em (0:0:0:1).
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3. Dizemos que T é regrada se a transformada estrita de um plano genérico H, T-1(H),
¢ uma superficie ctibica regrada (isto é, birracionalmente equivalente a C' x P!, onde

C é uma curva).

Exemplo 4.7. A aplicacao
T = (zy® : y2® : z0* - wy?)
é regrada. O lugar de base de T" sao 3 retas dadas porx =y =0, x =w =0e

=z=0ecomoT =T"!temos que T € Ts3.

Dado um plano genérico H: ax + by + cz + dw = 0 temos que

T-YH) = axy®+ byx® + cza® + dwy®> =
= 22(by+cz) +y*(ax +dw) = 0

Dada uma familia de planos y = kz em P3, temos

T-Y(H) = 2*(by+ cz) + y*(ax + dw) =
= 2?(bkx + cz) + K*2*(ax + dw) =

= 2%(bkz + cz + K?ax + dw) =0
Se
(K*a +bk)x +cz+dw = 0
r#£0=
y = kx

—_—

¢ uma familia de retas e, portanto, T-!1(H) é uma superficie regrada.

P

Observe que T—1(L) ser plana, significa que ela é singular, pois uma curva irredutivel

racional cubica é plana se, e somente se, ela é singular.

Denotemos por ng, T‘;,3, T§f3 os conjuntos das transformacoes de Cremona de P? de

bigrau (3,3) que sao determinantais, de de Jonquiéres e regradas, respectivamente.

Proposicao 4.8. Uma transformagao de Cremona T de bigrau (3,3) € determinantal se,

e somente se, o lugar de base de T' é uma curva de grau 6 e género 3.

64



Demonstragao. para mais detalhes ver [10] pagina 34. O

Temos que
(1) T3D,3 A T13):3 # 0;
) TRy T £ 0
(i) Enquanto que Tg3 N'T3 5 = 0.

Para mostrar (i) Seja

T = (zy® : y2? : z2* - wy?)

dada no exemplo 4.7. Mostramos que T é regrada. A aplicacao é também determinantal

associada a matriz

—y 0 z
0 0 —y
0 —z O

Em (ii) temos

T = (2*: 2%y : 2°2 1 %2 — y*w)

que é uma transformagao regrada e de de Jonquiéres como mostrado no exemplo 4.6.
A demonstracao de (iii) se encontra em [10] pdgina 130.

O resultado principal deste capitulo é:
Teorema 4.9. T 3 = T3D,3 U T;”? U T§’3.
Para a demonstracao, precisamos de alguns resultados e definigoes:
Definicao 4.10. Dizemos que uma variedade X é normal, se o lugar singular
(Sing(X) C X)
possui codimensao > 2.
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Exemplo 4.11. Seja S uma superficie normal em P3. Assim o lugar singular de S,
Sing(S) possui codimensao > 2, ou entao, Sing(S) possui dimensao < 0. Logo, o lugar

singular de S sao pontos.

Definigao 4.12. Seja Y # (), um sub-esquema fechado de P" e C'(Y") o cone minimal de
Y dado pelo quociente

onde A = k[zg, ..., z,].

1. Chamamos de profundidade de C(Y"), e denotamos por prof C(Y), o comprimento

maximo de uma sequéncia C'(Y)-regular constituida por polinomios por homogéneos.

2. O anel C(Y) é chamado de Cohen-Macaulay graduado (denotado por CMg) se
prof C(Y') = dim C(Y), caso em que se diz que Y é projetivamente Cohen-Macaulay
(denotado por pCM).

Definigao 4.13. Sejam H,, Ho, ..., H, hipersuperficies em P". Dizemos que
Y=HNHN..NH,
é uma intersecao completa se codim Y = r.

Teorema 4.14. (Primeiro Teorema de Bertini) Um elemento genérico de um feize em

P sem componentes fixas nao possui singularidades fora do lugar base.
Demonstracao. ver [15] pagina 137. O

Lema 4.15. Seja S C P? uma superficie ciibica nao regrada e v C S uma cibica reversa.
Seja {q1,q2,q3} uma base constituida por polinémios homogéneos de grau 2. Se a =
(ay,a9,a3) € k3, denote por Q, o sub-esquema definido por q, = aiqi + asqs + asqs.
Assim, uma interse¢ao genérica (completa) Qa NS liga v a uma outra cibica reversa 7,.
Além disso, se q € um polinémio homogéneo de grau dois temos que qlyuy, = 0, ¢ = cqq

para um c € K.
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Como S uma superficie normal, temos que o conjunto dos seus pontos singulares tem
dimensao zero.

A intersecao completa

X :=QanNnSs

contém . Seja v, ligada a v por X. Como toda curva nao singular é pC'M temos que y
é uma curva cubica pC'M de género aritmético zero, e, portanto, v, também é pCM de
género aritmético zero.

A cubica 7, pode ser de dois tipos: ou uma cibica reversa, ou uma cubica redutivel e,
QanNS =~yUn~,.

Para mais detalhes ver [10] pagina 18.
Seja ¢ um polinémio homogéneo de grau 2 tal que ¢|,u,, = 0. Considere a fungao

racional em S definida como a restrigao a S por

Como S ¢ normal, esta fungao é regular por construcao, onde f = cte = c¢. Assim,
q—cqq € S e, portanto, ¢ = cq, pois deg (S) = 3.
Se S C P? é uma superficie ciibica nao regrada, S ¢ normal e podemos falar de sistemas

lineares de curvas em S.

Lema 4.16. Seja S C P3 uma superficie cibica regrada. Assim, qualquer sistema linear
de cubicas reversas em S possui dimensao < 2. Em particular, sistemas lineares de cubicas

reversas de dimensao de 2 em S sdo completos.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que existe um sistema linear I' de cubicas
reversas em S, de dimensao 3. Sejam P;, P, dois pontos genéricos. O sub-sistema I'p, p, C
I' de cubicas reversas passando por P; e P, possui dimensao 1. Agora, uma vez que S
nao ¢é regrada, um plano genérico H passando por P, e P, é transversal a S em qualquer
ponto; e a secao plana correspondente C'y C S é uma cubica lisa de género 1.

Por outro lado, temos a aplicagao racional
thp2 crr=P - Cy
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em que v € I'p, p, é associada a um ponto de v N H distinto de P, e P,. Esta aplicacao
nao é constante (pois H é genérico) e é, portanto, um morfismo nao constante P! em Cy

que é uma contradicao. O

Se T = [fi, f, f3, f1] ¢ uma aplicacao racional de P* em P2, note que o ideal I gerado
por fi,i=1,...4 em B(T) é um sub-esquema de P? assim definido, chamado de esquema

da base de T'.

Lema 4.17. Seja T uma transformagao birracional de bigrau (3,3) de tal modo que
T ¢ T3{3 U T?f3. Se g, f1 € Iy sao polinomios homogéneos irredutiveis genéricos de grau

trés, entao existe uma cubica reversa vy tal que

IrZ(y) C (g9, f1) C (7).

Demonstracao. Sem perda de geralidade, podemos assumir

T =g, f1, fo, f3]

tais que g, f1, fo2, f3 sao irredutiveis e

1. ts = [f1, f2, f3] :+ S — P? é birracional onde S ¢ a superficie cibica nao regrada
definida pelo ideal (g) (s resulta da composi¢ao de T'|s com uma projegao de centro

em [1,0,0,0]);
2. g,f1 € (), f2, f3 ¢ (), onde 7y é a transformada estrita, por T, da reta x = y = 0.

Como T nao ¢é de de Jonquiéres podemos assumir que v é uma ctbica reversa. Assim,
ts define um sistema linear (de dimensao 2) de ctibicas reversas I's em S, com 7 € T'g.

Sejam ¢, ¢o, g3 trés polindmios homogéneos de grau dois, que geram os sub-esquemas

Qh Q27 Q3 de ]P)3-

E suficiente demonstrar que
iji € (ga f1)7VZ = 17 2737v.7 = 273
Pelo Lema 4.15, podemos supor que

SinZVU%
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onde y; sao cubicas reversas. Escolhemos as bases

{Qiu q2i, QSi} de (%’)7

formada por polinomios homogéneos de grau dois.

Os espagos vetoriais (g, ¢o;, q3;) definidos por sistemas lineares (de dimensao 2) de ci-
bicas reversas I'; em S. Estes sistemas contém todas as ctibicas reversas v em I'g e ainda:
pelo lema 4.16 sao coincidentes.

Se t; : S — P2 parai = 1,2,3, a aplicagdo racional definida por t; = [gi, q2, ¢34,

podemos deduzir que existe uma s; tal que
tg = S5; 0 tz

onde
[fl; f2, fs] = [qga qgiu Q:lsz]

e s; o (¢, @i, q31) = ¢}, db;» q5;)- Como fi|, = 0 temos que ¢|,u,, = 0, e pelo lema 4.15,

podemos assumir ¢; = ¢;. Assim,

/
(ﬁ_%) s =0,i=1,2,3;j =2,3.

f1 4qi
Portanto,
o que demonstra o lema. O
Observacgoes:

1. Podemos provar que as aplicacgoes t; da demonstragao sao birracionais independente
da existéncia de tg. (ver [14]). Assim, segue que qualquer cibica reversa de uma
superficie cibica S C P? nao regrada parte de um sistema linear birracional completo

de dimensao 2.

2. A suposicao de que ; é uma cubica reversa na demonstragao do lema 4.17 assegura
que ; ¢ dado por trés polinomios homogéneos de grau 2, linearmente independentes,

o que ¢ verdadeiro para qualquer ctibica de género aritmético 0.
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Demonstragao. (Teorema 4.9) Seja
T €Tys (T§; UTSY).

Pelo lema 4.17, existem polinomios homogéneos irredutiveis de grau trés, g, fi € Zr, e

uma cibica reversa vy tal que Zr C (g, f1) C (7). Seja

J = ((9, /1) : (7)) D Ir.

Vamos mostrar que J é dado pelos menores de uma matriz 4 x 3 de formas lineares e
que

J =1Ir.

Sabemos que C(7) é uma resolugao livre
0— A%(=3) 5 A3(=2) = A —= C(y) = 0,

onde A = klz,y, z,w]. Observamos que, se qi, g2, g3, $20 0s menores 2 X 2 de ¢ que geram

() ; ;
g = Z&'% Ji= ZM%
i=1 i=1

onde \;, y1; sdo polinémios homogéneos de grau 1. Pela proposi¢ao (1.3.1) deduzimos que

para A/J é CMg de codimensao 2 e tem uma resolugao livre da forma

0— A3(—4) 5 AN=3) > A — % — 0.

Como \; e u; sao polindmios homogéneos de grau 1, v é uma matriz 4 x 3 de formas
lineares. Assim, J ¢é gerado pelos quatro menores da matriz 1, isto é, J é gerado por

quatro polindmios homogéneos de grau tres, ou seja, Zr = J, o que completa a prova. [

Corolario 4.18. Seja T € Ts3. Suponha que existe um plano H C P? tal que a sua

transformada estrita € suave. Entao T ¢ determinantal.

Demonstracao. Podemos supor que o plano H é genérico. Em particular T nao é regrada
e, portanto, pelo teorema 4.9 precisamos apenas provar que 1’ nao é de de Jonquiéres.
Seja S a transformada estrita de H e I' o sistema linear sobre .S definido pelas transfor-

madas estritas, por T, de retas. Pelo teorema 4.14 de Bertini, um elemento genérico de I
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nao tem singularidades fora do lugar base de I'. Uma vez que este conjunto é finito, se T’
é de de Jonquiéres, existe P € S tal que um elemento genérico de I' é uma seccao plana

de S singular em P, o que contradiz que S é suave. O]
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Capitulo 5

Transformacoes de Cremona e

Complexos Quadraticos

Nosso objetivo é estudar a relacao entre as transformacoes de Cremona cubo-ctbicas no

espago e complexos quadraticos de retas.

5.1 Complexos Quadraticos

Vamos denotar por Q; a hipersuperficie quadrica de Pliicker suave em P sobre C dada
pelo polinémio

ToT1 — ToT3 + 145 = 0,

parametrizando as retas de P2. O complexo quadrético de retas é, como definimos ante-
riormente, a intersecao X = @ N Qs, onde Qo C P é uma hipersuperficie quadrica suave
diferente de @);.

Sabemos que dimX = 3 e assumiremos que X é nao singular, isto é, T,Q1 # T,Qs.

Seja a reta L C P, contida em X. Fixamos um 3-plano genérico M ~ P3 fixo em P°, e
definimos a projegao

7, XCP® --—» M~P3
q — H,NM 7

do ponto ¢ com centro em L, onde H, =< ¢, L > ¢ o plano gerado pelo ponto ¢ € X e

pela reta L C X. Assumiremos que M N L = (.
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X C Pp?

TL

i {g)

Figura 5.1: Projecao mp,

A projecao 7y, estd bem definida pois, dim H, = 2 e dim M = 3.

Lema 5.1. A projecao w5, € uma aplicacao birracional, cuja inversa W;l € dada por um

sistema linear de cubicas.
Demonstragao. Para provar o lema seguiremos alguns passos:

e Primeiramente encontramos os pontos de X onde 7 nao é injetiva.

A projecao 7y, é racional e seu lugar de base é a reta L C X pois, dim L+dim M =4

e LN M = ) por defini¢ao. Sejam ¢, g € X\ L.

y Xcp
Suponha que 71(q1) = 7(go)- i
Entao ¢, g2 estao no mesmo 2-plano H,, = H,, = H. '
Seja | = G1q2 a reta passando por q; e ¢s. -
L

A reta [ nao necessariamente esta em X.
Mas como [, L C H temos que [ N L # (. )

I
Assim, chame [ N L = ¢3. Temos que ¢1,¢2,q3 € H N Q;. g

a M ~ P*

73



Como H ¢ dado por uma equacao linear (deg1) e @Q; é dada por uma equacao de
grau 2, temos pelo teorema de Bézout #(H N Q;) = 2. Logo | C Q; e, Vp € I\{gs},
temos 71 (p) = 7r(q1) = 7L(ge).

Concluimos que 77, nao ¢ injetiva nas retas ' C X tal que I’ N L # ().

Como anteriormente, chamaremos tais retas de retas fundamentais e denotaremos

por X o seguinte conjunto: X = {I' C X;I'N X # 0}.
Assim, 77, é injetiva em X\ X.
Agora, mostraremos que 7y, é birracional.

Tome um ponto genérico y € M ~ P3. Considere o 2-plano H,, := (L,y) gerado por
L ey. Como dim H, =2 e dim Q; = 4 temos que dim (H, N Q;) = 1.

E ainda, como deg H, = 1 e deg ); = 2 segue do Teorema de Bézout que
deg (Hy N Qi) = 2.

Logo H, N Q; é a uniao da reta L com outra reta L.

7 <

L

Assim

H,N@Q1=LUL} e HNQy=LUL,.
Note que L, L, L, sao retas de H, e temos que a intersecao de quaisquer duas retas
em H, ¢ diferente de vazio. Em especial, L} N L} é um ponto em X pois L} # L)

dado que y é genérico.
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Como X é suave, L) N L), ¢ L, pois caso contrario,
Hy = TL’Ing(Ql) = TLgng(Qz)-

Logo, genericamente L} N L, é um ponto em H, N X\L, o que nos da que 7y, é

birracional.

e Para mostrar que Wzl ¢ dada por um sistema linear de ctibicas, seja S = HNX C P°
a secao por um hiperplano genérico com X.
Note que

S=Fnd¢

onde " =HNFeG =HNG e, entao, dimF’ = 3 = dimG’. Assim, S é uma
superficie suave em H e, ainda, S é dada pelas equacoes das quadricas F”' e G.
Tal superficie, é conhecida como superficie de “del Pezzo”.

Seja p = H N L um ponto de S. A imagem da projecao de S com centro em p, é

uma superficie ctibica suave, pois p € S.

Para demonstrar o préximo lema, usaremos a seguinte proposicao:

Proposigao 5.2. Seja C' uma curva de P? de grau deg(C) e género gen(C). Se X € uma
curva de P? contendo C, dada por uma intersecao de duas superficies de graus f e g,

X =CUC'". Entao, o grau e género da curva C' satisfaz as relagoes:

deg(C) + deg(C") = f.g

gen(C') — gen(C")

f+yg /
(T - 2) (deg((J) — deg(C )).
Demonstragao. Ver em [2] pagina 282. O

A seguir, denotaremos por H;, = (L;, q) o espaco gerado pela reta L; e o ponto ¢ € X.

75



Sejam as retas Ly, L, C P5 L; # L,, ambas contidas em X. Fixamos um 3-plano
genérico M; ~ P? em P°, i = 1,2 e definimos projecoes
T - XC]PS -—=> MlN]P)?)
)
q — H;, "M
do ponto ¢, com centros em L; e Lo, respectivamente. Assumiremos que M; N L; = 0,1 =

1,2.

q X cCP®

() 1 wata)

T,
—————

M, ~ P* Moy ~ P*

Figura 5.2: Projecao m, 'mo

Proposicao 5.3. A restricao de m; a X, i = 1,2, induz uma aplicagdo birracional X --+

1

P2, que ainda denotaremos por m;, cuja inversa w; = é dada por um sistema linear de

ctibicas onde o lugar de base é uma curva suave irredutivel C; C P de grau 5 e género 2.

Demonstragdo. Sejam H; e H, planos em P? tal que Hy N Hy = L (ver figura abaixo).
Denotamos por

<H1,L2> = Hl € <H2,L2> = Hg.

Temos que 7r;11 ¢ dada por um sistema linear de ctbicas em P2, ou seja, cada secao
hiperplana H de X C P® corresponde a uma superficie ctibica S C P2,
Dada H; C P° uma secao hiperplana genérica, isto é, p ¢ H; e, seja S = H1 N X a

superficie de “del Pezzo”.
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Xcp

H
M ~ P Rl VN

Figura 5.3: Proposi¢ao 5.3

Dada H, C P° uma outra segao hiperplana genérica, isto é, p ¢ Hs,, temos que
HoNS=FE

é uma curva eliptica de grau 4 e género 1 e my(E) = E’ é isomérfica a F.
Considere C e Oy as superficies cibicas correspondentes a H; e Ho, respectivamente.

Temos, pela Proposicao 5.2
CiNCy :E'UCE5 CP37

onde o grau de C35 é 5 e o género é 2.

Considere duas retas L1, L no complexo quadratico X = @)1 N (2. Denotamos por
O = QL Ly, = 7T27T1_1 P35 P3
a transformacao de Cremona dada pelo lema 5.3.

Corolério 5.4. Dado ¢ : P? —-s P3, a transformada estrita de L C P? é uma curva

eliptica quando Ly N Ly = () e uma cibica singular plana quando Ly N Ly # ().

Demonstracao. Se Ly N Ly # (), chame x o ponto de intersecao entre as retas Ly e Ly do

complexo quadratico X. Seja, V =< Lo, [ >, dimV =3 e
VNX=L,UuC
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onde C' é uma curva de grau 3.
Mas agora, m1(Ly) = p, assim

P

p=1(1) = m (C) U {p}.

Temos que

Wl(é) =<< Ll,é > NMy = C

¢ uma curva cubica. E mais

dzm<V,L1>ﬁM1:2

1 Ty
! 1
[}
| T
rd - - )- el
f/ ,,
e (D)
Figura 5.4: Corolario 5.4
Logo, C' é uma curva planar de grau 3. n

A seguir, estudaremos a aplicagdo ¢ no caso em que X é suave.

Resolvemos as indeterminacoes de ¢ em dois diferentes casos:

Caso (1). L1 N Ly = 0.

Considere a explosao a : V. — X de X ao longo de L;, com divisor excepcional A.
Denotamos por L, a transformada estrita de Ly sob a e definimos pi = ma, (i =1,2).

Note que Z; ¢ o lugar de base de py = mpa : V - P3,
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g — - — -
1 Ta

Figura 5.5: Explosao Caso (1)

Seja B : W — V a explosao de V' ao longo de Z;, com divisor excepcional B, e definimos

q := pof. Por construcao p; e ¢ estao bem definidas e obtemos o seguinte diagrama
comutativo:
w
7
V q

N
yj\m

a N
N

™

P3<T_X-T-p3
Lema 5.5. A resolugcao das indeterminacoes de o € dada pelo sequinte diagrama comu-

tativo

E ainda, o grupo de Picard de W é
Pic(W)=DZ & AZ & BZ,
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com as seguintes intersecoes

A2.D=B%D=-1
A2B=AB*>=ABD=AD>=B.D*’=A*=B3=0

D? =14

Y

onde D = f*a*Hx e Hx é a restricao de um hiperplano H para X em P?, isto é,

(Hx =HNX).

Demonstragdo. Primeiro, como Hx é a restricao de um hiperplano H para X em P° temos

que p; e py o B sao definidos pelos sistemas lineares completos
la"Hx — Al e |7 (a"Hx — A) — B|,

respectivamente. Para mais detalhes, ver [15] pagina 480.
Temos que a : V' — X é a explosao de X ao longo de L; de codimensao 2, e A, é o

divisor excepcional. Entao, pela equacao 1.2,
Pic(V) = o Pic(X) @ AZ.

Da mesma forma, 5 : W — V é a explosao de V' ao longo de E; de codimensao 2, e B, é

o divisor excepcional. Entao,
Pic(W) = p*Pic(V) & BZ.

Assim,

Pic(W) = p*(a*Pic(X)® AZ) ® BZ
= [*a*Pic(X)® [*(AZ) & BZ
= DZ® AZ & BZ.

Para os numeros de intersecoes, temos:
A D = B*a*Hx.A?

= a*Hx.B.A? por (1.4)

= Hx.a.[.A* por (1.4)

= Hx.a,.A? por (1.5)

= Hx.(—Ly)

= -1

80



Da mesma forma,

B?.D = p*a*Hx.B?
= o*Hx.5.B>
= Hx.a.(—Ly)
= Hx.(—Lo)
= -1

Agora, A%2.B = 0 pois 3,A%.3,B = A%2.3,B = 0 pois 3 contrai B.
Pela equagao (1.5) temos, A.B? = 0 pois 8, A.8.B* = A.(—E;) =0.

E ainda, A.B.D = 0 pois pela férmula de projegao (1.4)
A.B.B*Q*HX == B*AB*BQ*HX =0

pois [ contrai B.

Temos ainda,
A.D* = (B*a*Hx)%A
= H%.a.B.A
= ’Hg(.oz*A
= 0 pois a contrai A.
B.D?* = p*a*Hx.B*a*Hx.B
= H%.a.5.B
= 0 pois § contrai B.

Pela equagao (1.5) temos
A3 = 0 pois
a,(A3) = Kx.(L1)+2-2g
= —2Hx.L;+2
= 0.

E pela equagao (1.6) temos
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Bu(B%) = Ky.(Ly)+2-2g
= —2Hy.Ly+2
= —20"Hyx.Lo+2
= —2Hx.a.Lp+2
= —2Hy.Lo+?2

= 0.
D3 = (Hx)? =H3N X =4, pois X possui grau 4. O
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Figura 5.6: Explosao Caso (2)

Como no Caso (1), considere a : V. — X e f: W — V as explosoes ao longo de L;

e ao longo da transformada estrita E; C V de Ly, respectivamente. Agora considere a
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explosdo v : W' — W de W ao longo da transformada estrita em W de Ly := o~ !(z) C A4;

denote por P seu divisor excepcional. Note que p; = mia é um morfismo mas, ma esta

bem definido em z € V se, e somente se, z ¢ E; U L.
Como no caso anterior, obtemos o diagrama comutativo (¢’ estd bem definido pelo lema

seguinte)

]P)g =< 71'_1 - X - 71’_2 > PS
Seja p’ = py. Mantendo as notagoes acima, obtemos o seguinte lema:

Lema 5.6. A resolugcao das indeterminacoes de o € dada pelo sequinte diagrama comu-

tativo

E ainda, o grupo de Picard de W’ é
Pic(W')=DZ & PZ & AZ & BZ,

com as seguintes intersegoes

A2 B=AB*=A’D=B>D=AP*=BP'=-1
A P=DB*>P=D*P=D.P*=ABD=AD>=B.D*=ADP=BDP=0
A*=B*=ABP=1
PP =2
D3 =4,
onde D = v*B*a*Hx e Hx é a restricio de X para um hiperplano H em P°, isto é,

(Hx =HNX).
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Ly

Figura 5.7: Intersecao dos divisores excepcionais

Demonstragdo. Primeiro, como Hx é a restricao de um hiperplano H para X em P° temos

que p1, p1 o B e py o o~y sao definidos pelos sistemas lineares completos
" Hx — Al 8" (a"Hx — A) = Bl e [7(8"("Hx — A) = B) = P|,

respectivamente. Para mais detalhes, ver [15] pagina 480.
Temos que a : V' — X é a explosao de X ao longo de L; de codimensao 2, e A, é o

divisor excepcional. Entao,
Pic(V) = o Pic(X) @ AZ.

Da mesma forma, 5 : W — V é a explosao de V' ao longo de E de codimensao 2, e B, é

o divisor excepcional. Entao,
Pic(W) = p*Pic(V) & BZ.

E ainda, v : W' — W é a explosao de W ao longo de Evo de codimensao 2, e P, é o divisor

excepcional. Entao,

Pic(W') = v*Pic(W) & PZ.
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Assim,
Pic(W') = ~*(B*Pic(V)@® BZ) & PZ
= 7 (6* (o Pic(X) @ AZ) @ BZ) ® PZ
= 7'(8 o Pic(X) & 5*(AZ) & BL) @ PL
= y*B*a*Pic(X) ® v*f*(AZ) ® v*(BZ) ® PL
= DZ & AZ ® BZ & PZ.

Para o nimero de interse¢oes observe que o*(L; U L) = Ay + Z; e, entao,
Al-LO = Oz*(Ll U LQ).LO - Z_Q/LQ = (Ll U LQ).Oé*LO —1= —1,
dado que a, contrai L.
Sabemos por 1.6 que Ky = O(—2) —2Hx, Ky = a*Kx + A e Ky = *Ky + By.

Assim,

KW = ﬁ*(a*KX + Al) + Bl

Y (P?) = Ky .Lo+2—2.9(Lo) = (8" (a*Kx+A,).Lo+B1).Lo+2 = (a*Kx+A,).8, Lo+ By. Ly+2

Agora .
B'(Dy.Da.Ds) = Lo+ Y ai— »_ Li,
i=0
isto é,
szo:ﬁ (D1.D5.Ds) ZQH‘ZL

Multiplicando por B; em ambos os lados,
Lo.By = B*(D1.Dy.Ds3).By — Z%’-Bl + Z L;.By,
i=0

ou seja,

Lo.By=nLyB, = (1+n)Ly.By=0 = Ly.B, =0

onde D, Dy, D3 sao divisores em V.
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Entao P? = 2.

Assim, como 7*Ay; = A 4+ P temos

A.P?

(v*Ay — P).P?
v*Ay. P?— P3
Ay P2 —2
Ay (—Lo) — 2
1-2

—1.

Da mesma forma,

B.P?

(v*B) — P).P?
v*By.P? — P?
By, P?—2
Bi.(—Lg) — 2
0—2

—2.

Agora, utilizando a férmula de projecao 1.4 temos,

A% P

(v*As — P)2.P

(7" A2)%.P — 2" Ay P? + P
A2.(7,P) — 2. Ay 7, P2+ 2
—2.Ay.(—Lg) +2

—2+42

0

Da mesma forma,

B?.P

(v*B) — P)2.P

(v*B1)2.P — 2.P?4*B; + P?
B?~,P —2.~4,P%.B; +2
—2.(—Lg).By +2

2

dado que 7, contrai P.
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Agora,
A B = (yv*A,—P)’.B
= ~*A2B - 2y*A,.P.B+ P2.B

= A2~.B—2A,.7.P.B+(-1)
dado que B.P? = —1 ¢ 7,P = 0. Como A%.~,B = *A,.B; = A;.3,B; = 0 temos que

A B = -—1.

Agora, usando novamente que v*A; = A + P temos
A.B?> = B%(y*A, - P)
= ~*A,.B> - P.B?
Como Ay.7,.B? = 8*A,.B} = A,.8,B} = Al.(—Z;) = —1e P.B?> = ( temos
AB* = —1.

As intersecoes A%.D e B2.D sao facilmente calculadas por
A2D = A2~*B*a*Hy
= afA Hy
= 04*5*143-7'[)(
= a*A%.fHX
= —Li.Hx
= —1.
B2.D = B’~*'B*a*Hy
= BoB*a*Hx
= B.Bi.a*Hx
= —Z;.oz*HX
= a,(—Ly) Hx
= —LyHyx
= —1.
Para D?.P e D.P? temos
D:P = (y*f*a*Hx)?.P
= (B*a*Hx)?.7P Pois 7, contrai P.
=0
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D.P? = ~*B*a*Hx.P?
= [*a*Hx.v.P?
N B*Q*HX.(_,EO) pois a, contrai L.
= —a"Hx.0iLo
= —Hx.o.Lyg
= 0
Vemos ainda que,
A.B.D = AB~y*f*a*Hx
= Hx.o,A.B,7.B Pois o, contrai A.
= 0
AD?* = A(yBra*Hx)?
= Hix.of7A
= H%.a.0.Ar pois o, contrai A;.
= H%.a,.A
= 0
B.D?* = B.(v*B*a*Hx)?
= BoB(a"Hx)” pois [, contrai Bj.
= Bu(B1).(a"Hx)?
= 0
AD.P = A~*f*a*Hx.P
= A.fB*a*Hx.7. P pois 7. contrai P.
= 0
B.D.P = B~*f*a*Hx.P
= B.f*a*Hyx.v,P Dpois 7, contrai P.
= 0

Agora, utilizando a férmula de projegao 1.4,
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A3 — (7*142 . P)3
= (A3~ 29" 40P + P2).(y" Ay — P)
= ’y*A% — 37*14%.]3 +3y*Ay.P? — P3
= ~*A3 — 3A437.P + 3Ay7.P? -2
= A3 4 3A4,.(—Lo) — 2
= yA3+3-2

= 1.

Em (*) temos por 1.5:

A3 = A= Kx.L1 +2—29(Ly) = —2a*Hx.L; +2 =
= —2a"Hx.[, +2=—2Hx.a,,L1 + 2= —2Hx.L; + 2 = 0.
B3 — (v*B; — P)3
= v*B} —3y*B}.P+3y*B,.P> - P?
= 7B} = 3B{7.P + 3B17.P? - 2
= "B} +43B.(—Lo) —2
= 2

Em (**) temos por 1.6: Ky = a*Kx + A} = —2a*Hy + A, e, entdo,

B = Ky.Ly+2—29(Ly) = (" Ky + Ay).Ly + 2 = 20" Hy.Ly + 2 =

— 9Hy.a,Ly+ A Ly+2=—2Hy.Ly+2=-2+2=0.

Temos ainda,

AB.P=1

D3 = (Hx)? =H>NX =4, pois X possui grau 4. O

Teorema 5.7. Assuma que o complexo quadrdtico X seja suave e, sejam Ly e Ly C X

1

duas retas distintas em X. FEntao a aplicagao ¢ = my o~ € uma transformacao de

Cremona cubo-cubica tal que:
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1. O suporte do lugar de base de ¢ consiste em uma curva irredutivel quintica C de

género 2 uniao uma reta L.
2. Se Ly N Ly =0, entao ¢ é uma transformagdio de Cremona determinantal.

3. Se L1 N Ly # ), entao ¢ é uma transformacao de Cremona de de Jonquiéres.

Demonstracao. 1. Sabemos que o lugar de base de m é a reta Ly e no lema 5.3
mostramos que o lugar de base de =, 16 uma curva quintica de género 2 e que
mi(L;) € L C M;. Logo, o suporte do lugar de base de ¢ é a unido de uma curva

quintica de género 2 uniao uma reta L.

X cCps

e | M, ~P3 L | M, ~ P?

Figura 5.8: Demonstragao do teorema 5.7

Agora, para provar os itens 2 e 3 temos:
Seja V =< Ly, l > 0 espaco gerado por uma reta genérica [ em Ms e Ly C X.

Temos que

VAX=L,uC

onde C' é uma curva de grau 3. Assim,



e C é irredutivel.

Logo C' é a cubica reversa em V.

2. Se LiNLy=0e L = m(Ly). Para cada hiperplano em M, temos uma superficie
ctibica em M;. Assim, podemos tomar [ C H;, N Hy e S, S superficies cibicas tais

que

SNS ' =CULUe ().

Temos que

—_—~— P

deg (p71(1)) =3 e gen (¢~(1)) = 0.
Pela Proposigao 5.2 temos que

deg(CUL)=9—-3=6¢ gen(CUL)=3-2).3=3.

Pela Proposicao 4.8 temos que ¢ é determinantal.

3. Ja provado no Corolério 5.4.

]

Vamos trabalhar dois exemplos: o primeiro vamos tratar o Caso (1) L; N Ly = 0 e, no

segundo exemplo, vamos tratar do Caso (2) Ly N Ly # 0.

Exemplo 5.8. Caso (1) Ly N Ly =10

Seja Q1 a quadrica de Pliicker dada pelo polinémio
Fi = xox1 — x93 + 2475 = 0
e Qo uma hipersuperficie quadratica dada pelo polinomio
Fy = x) — af + 225 — 225 + 4o — 4XZ2 = 0.

Tome X = Q1 N Q2 o complexo quadratico de retas dado por V(Fy, Fy) e sejam ainda,
M, ~ P? dada por x; = 23 = 0 e M, ~ P? dada por x5 = x5 = 0.

Tomey € Myentaoy = (0:y1:y2:0:ys:ys)ex € Xtalquex=(1:1:1:1:0:0).
Seja T, X o espaco tangente a X no ponto x € X.
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Calculando,
T T —T —T T T
TX — 1 0 3 2 5 4
2(130 —2l’1 41'2 —41’3 81‘4 —8$5

Ta:X: T1+ Tog— T3 — To
2.’13'0 — 2{]31 + 41[2 — 41}3

SelyeT,XNX. Entéollzx—i-)\gonde?ETxXﬂX.
Seja V= (1:-3:-2:0:v3:V3)e\= x0—3537x3 # () pois caso contrario
T3
LM #0.

Temos que veT X pois

Entao,
ll =T+ A E}: (.CEO . —3$0 -+ 4[[’5 . —21’0 -+ 31‘3 . X3 . \/g(ilf(] — .Tg) . \/5(1'0 — [L’s))

parametrizado por (zg : x3) € P
Se Hy =< y,l; > temos que
H1 NnNX = P

onde p é um ponto em X.

Agora,sejamm’:(O:Ozlz1:1:1)€X;27J:(\/§:—\/§:1:—3:—2:0)e
)\,:132—375

, x5 # (). Seguindo o mesmo raciocinio anterior,
Ts

12 = ZL’/ + )\/ I_l;: (\/g(.l’g — Z‘5) . —\/g(l'g — LE5) L Xl —3.'172 + 4.735 . —21’2 + 3$5 . JZ‘5)

parametrizado por (zy : z5) € PL.

Lo = \/§($2—$5)

Repare que [; Ny = () pois caso contrario, terfamos o que é
T3 = 4.7)5 - 3(132
um absurdo.

A expressdo que define 7, (y) é dada por 6 polinomios de grau 3 e verifica-se que a
reta m;(Ly) é bissecante a uma curva quintica C'. Assim, a transformacao definida é uma

Cremona cubo-ctbica determinantal.
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Exemplo 5.9. Caso (1) Ly N Ly # ()

Sejam ()1, Q)2 e Ly dados no exemplo anterior. Tome
ly == ($0 : —3wg + 4xs : —2x0 + 323 : T3 - \/§($3 — ) : \/g(l'g — x30big)

parametrizado por (zy : x3) € P!. Note que a reta I estd em X e contém o ponto
x=(1:1:1:1:0:0) de ;.

1'¢ uma

Considere a projecao mp em M; com centro em /. A composi¢ao com
transformacao de Cremona cubo-ctbica ¢, e a interseccao de T, X N M com a curva
quintica C' possui trés pontos, isto é, T, X N M ¢é trissecante a C'. Segue que ¢ é uma

transformacao de de Jonquieres.
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