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Resumo

A gonalidade de uma curva C é o menor inteiro d para o qual existe um sistema linear

de grau d e dimensão 1 em C, possivelmente admitindo pontos de base não remov́ıveis.

Mostramos que a gonalidade de uma curva não-Gorenstein de gênero aritmético g varia entre

2 e g e que a gonalidade máxima posśıvel de uma curva racional não-Gorenstein com um

único ponto singular coincide com a cota de Brill-Noether para curvas regulares. Além disso,

provamos alguns resultados adicionais sobre a gonalidade de curvas de gênero arbitrário.

Em seguida, fizemos uma análise detalhada de todas as gonalidades posśıveis de curvas

não-Gorenstein de gênero 5, de acordo com os seus respectivos modelos canônicos.

Na última parte, obtivemos nosso resultado principal: a generalização do Teorema

de Max Noether para todas as curvas integrais não-hipereĺıticas. Também calculamos a

dimensão do espaço vetorial das r-formas identicamente nulas em uma curva não-Gorenstein

unirramificada.

Palavras-chave: Gonalidade, curvas não-Gorenstein, modelo canônico de Rosenlicht, se-

migrupos de valores, Teorema de Max Noether.



Abstract

The gonality of a curve C is the smallest integer d such that there exists a linear

system of degree d and dimension 1 in C, possibly admitting non-removable base points.

We show that the gonality of a non-Gorenstein curve of arithmetic genus g ranges from 2 to

g and that the greatest possible gonality for a non-Gorenstein rational curve with a unique

singular point coincides with the Brill-Noether’s bound for non-singular curves. Furthermore,

we prove some additional results on gonality for curves of arbitrary genus.

Afterwards, we make a detailed analysis of all possible gonalities of non-Gorenstein

curves of genus 5 in accordance with their respective canonical models.

At the last part, we obtain our main result: the generalization of Max Noether’s

Theorem for all integral nonhyperelliptic curves. And we also compute the dimension of the

vector space of r-forms vanishing on a unibranch non-Gorenstein curve.

Keywords: Gonality, non-Gorenstein curves, Rosenlicht’s canonical model, semigroups of

values, Max Noether’s Theorem.
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Introdução

O primeiro objetivo deste trabalho é estudar a gonalidade de uma curva não-Gorenstein.

É regularmente utilizada na literatura a seguinte definição: a gonalidade de uma curva C

é o menor inteiro d tal que existe um morfismo C → P1 de grau d, ou equivalentemente,

um feixe inverśıvel F de grau d em C com h0(F) ≥ 2. Para curvas singulares, tal definição

deve ser readaptada, já que sistemas lineares podem admitir pontos de base não remov́ıveis

(veja por exemplo M. Coppens [7]). O modo de fazê-lo é trocar morfismo por pencil, ou

equivalentemente, feixe inverśıvel por feixe livre de torsão de posto 1 na definição de gona-

lidade. Isto foi feito, por exemplo, por R. Rosa e K.-O. Stöhr em [17], obtendo resultados

geométricos para curvas Gorenstein de gonalidade 3, chamadas trigonais, condizentes com

os sabidos resultados para curvas regulares.

Curvas trigonais não-Gorenstein foram estudadas por R. V. Martins em [14, 15]. Tais

artigos também trazem uma breve análise da gonalidade das curvas não-Gorenstein de gênero

3 e 4, e mostra que elas são, em sua maioria, trigonais. Neste trabalho, estudamos curvas não-

Gorenstein de gonalidade genérica, às vezes, ao contrário, determinando condições para que

sejam trigonais. Além disso, analisamos também o caso de gênero 5, onde as possibilidades

crescem significativamente, como veremos aqui.

Nossos resultados são expressos em função de conceitos especialmente relevantes no caso

não-Gorenstein. O primeiro deles é o modelo canônico, introduzido por M. Rosenlicht em

Equivalence Relations on Algebraic Curves [18]. Assim como por muitos autores, o trabalho

de Rosenlicht foi estudado por S. L. Kleiman e R. V. Martins em [11], onde foram introduzidos

pelo menos dois conceitos novos: curvas nearly Gorenstein e curvas nearly normais. Curvas

nearly Gorenstein são aquelas cujo modelo canônico é projetivamente normal. Em [11],

mostra-se que isto é equivalente a possúırem um único ponto não-Gorenstein, o qual também

é quase Gorenstein, propriedade introduzida por V. Baruci e R. Fröberg em [3]. Também

mostra-se em [11] que tais curvas são também caracterizadas por terem modelo canônico



extremo, isto é, cujo gênero atinge o limite máximo segundo Castelnuovo.

Curvas nearly normais são aquelas cujo modelo canônico é aritmeticamente normal.

Em [11], mostra-se que isto é equivalente a possúırem um único ponto não-Gorenstein, cujo

ideal maximal coincide com o condutor. Curvas com esta última propriedade aparecem na

literatura motivadas por diferentes razões e com diferentes nomes: as “curvas definidas por

um módulo”de J. P. Serre [19], as “curvas de partição”de K. Behnke e J. A. Christophersen [4,

p. 245], as “curvas universais”de J. Steven [20, p. 198], ou ainda as curvas não-standard em

que vale a igualdade na versão de D. Eisenbud, J. Koh, M. Stillman e J. Harris do Teorema

de Clifford [9]. Em cada trabalho, tais curvas são importantes por diferentes aspectos. Para

nós, sua importância se deve ao fato de que uma curva não-Gorenstein tem gonalidade 2 se,

e somente se, ela é racional e nearly normal (veja [11, Thm 3.4] ou [14, Thm 2.1]).

Para enunciarmos nossos resultados, chamaremos curva a um esquema unidimensional

integral e completo sobre um corpo algebricamente fechado k. Assim, seja C uma curva

com feixe estrutural OC , ou simplesmente O, e feixe dualizante ω. Sejam C o modelo não-

singular de C, π : C → C a projeção natural e O := π∗(OC). Chame C o condutor de O
em O. Um ponto P ∈ C é dito Gorenstein se ωP é um OP -módulo livre. A curva é dita

Gorenstein se todos os seus pontos o são, ou equivalentemente, se ω é inverśıvel. Uma curva

é dita hipereĺıtica se existe um morfismo C → P1 de grau 2. Finalmente, seja C ′ o modelo

canônico de C, como definido formalmente na Definição 1.2.

Segundo [3], um ponto é Kunz se satisfaz dim(OP/OP ) = dim(OP/CP ) + 1. Diremos

que uma curva é Kunz se todos os seus pontos não-Gorenstein o forem. Veremos que curvas

Kunz são as mais próximas de serem Gorenstein.

Teorema 1. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero g. Então

2 ≤ gon(C) ≤ g

e se o limite superior é atingido, então C é Kunz com um único ponto não-Gorenstein e C

é racional ou C é eĺıtica. Mais ainda, se C é racional com uma única singularidade a qual

é unirramificada, então

gon(C) ≤
⌊g + 3

2

⌋
.

Além disso, se C possui um único ponto não-Gorenstein P , segue que:

(i) se C ′ é hipereĺıtica e dim(OP/CP ) = 1, então gon(C) ≤ 3;

(ii) se C ′ é hipereĺıtica com um ponto singular sobre P e dim(OP/CP ) = 2, então C é

trigonal;
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(iii) se C é racional, P é o único ponto singular de C e dim(OP/CP ) = n, então gon(C) ≤
n+ 1;

(iv) se a multiplicidade de P concorda com o gênero de C, então C é trigonal;

(v) se P é unirramificado e triplo e C ′ é racional de gênero no máximo 1, então gon(C) ≤
3;

(vi) se C ′ é uma curva (plana) não-hipereĺıtica Gorenstein de gênero 3, então:

(a) se C ′ é também racional e P é unirramificado, então C é trigonal se, e somente

se, P é triplo e vive sob um ponto de C ′ o qual é singular ou regular com ordem

de contato pelo menos 3 com a reta tangente em P ;

(b) se P não é triplo, então gon(C) ≥ 4.

Em seguida, fazemos uma análise detalhada de todas as gonalidades posśıveis de curvas

não-Gorenstein de gênero 5, de acordo com os seus respectivos modelos canônicos. Na ver-

dade, mostramos um pouco mais do que enunciamos a seguir; nos casos em que a gonalidade

pode ser 3 ou 4, vimos que as “curvas monomiais” são necessariamente trigonais. A fim de

enunciar o resultado abaixo, denote por C̃ a curva obtida pela dessingularização total de

todos os pontos nao-Gorenstein de C após sucessivos blowups e temos uma sequêcia natural

de mapas birracionais C → C̃ → C ′ → C.

Teorema 2. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero 5. Então C possui no máximo

dois pontos não-Gorenstein e C ′ tem gênero e gonalidade no máximo 3. Temos que:

(I) se C possui um único ponto não-Gorenstein P , então C é trigonal, exceto se:

(1) C ′ = P1 e

(i) C é nearly normal; nesse caso, gon(C) = 2;

(ii) h0(O/C) = 3; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(2) C ′ é eĺıtica, C não é nearly Gorenstein e

(i) C ′ = C̃ e P é multirramificado se C = P1; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(ii) C ′ 6= C̃ e P é triplo birramificado; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4; ou P é

quádruplo; nesse caso, gon(C) = 4;

(3) C ′ é hipereĺıtica de gênero 2 e C = P1; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(4) C ′ é uma curva (plana) Gorenstein não-hipereĺıtica de gênero 3 e
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(i) C ′ = C̃ e os três pontos (não necessariamente distintos, mas contados com

multiplicidade) de C ′ sobre P não estão alinhados; nesse caso, gon(C) = 4;

(ii) C ′ 6= C̃ = P1 e P é triplo birramificado; nesse caso, gon(C) = 3, 4 ou 5; ou

P é quádruplo; nesse caso, gon(C) = 4;

(iii) C ′ 6= C̃ 6= P1 com P birramificado se C = P1; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(5) C ′ é não-Gorenstein; nesse caso, gon(C) = 4;

e todos estes casos ocorrem.

(II) se C possui dois pontos não-Gorenstein e:

(1) C ′ = P1, então C é trigonal, exceto se ambos forem triplos; nesse caso, a gonali-

dade de C pode ser 4;

(2) C ′ é eĺıtica, então C é trigonal se, e somente se, existe uma função racional

C ′ → P1 de grau 3 levando os três ramos de cada ponto não-Gorenstein num

mesmo ponto de P1. Caso contrário, C tem gonalidade 4.

Uma pergunta natural seria: para cada gênero g, qual é a gonalidade de uma curva

genérica? Em [14, 15] viu-se que para curvas de gênero 3 e 4 a resposta dessa pergunta é 3.

Observe que, em ambos os casos, 3 =
⌊
g+3
2

⌋
. Para as curvas de gênero 5 analisadas aqui, as

monomiais são em sua maioria trigonais, porém, não genéricas. As não monomiais podem

ter gonalidade 4 =
⌊
g+3
2

⌋
como a mais frequente (embora isto não tenha sido provado). Fica

a pergunta se a gonalidade de uma curva genérica coincide com a cota de Brill-Noether.

Na sequência, provamos o principal resultado deste trabalho: a generalização, para

qualquer curva integral não-hipereĺıtica, do conhecido Teorema de Max Noether, provado

por este no fim do século XIX para curvas regulares e enunciado por E. Arbarello, M.

Cornalba, P. A. Griffiths e J. Harris em [1, pg 117] da seguinte forma:

SymnH0(ω) � H0(ωn) para n ≥ 1. (1)

A mesma referência diz que o resultado de Max Noether é uma consequência da nor-

malidade projetiva das curvas extremas. De fato, curvas extremas suaves são sempre projeti-

vamente normais [1, pg 113-117]. Mas pode-se notar que a mesma prova é válida para todas

as curvas integrais. Por outro lado, Rosenlicht provou em [18] que se C é não-hipereĺıtica

Gorenstein, então C ′ é extrema e C ∼= C ′. Portanto, o Teorema de Max Noether vale para

todas as curvas não-hipereĺıtivas Gorenstein.
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Em [13, Thm 2.6], Martins provou o resultado de Max Noether para uma classe de

curvas um pouco maior: precisamente as curvas nearly Gorenstein. Em [13, Thm 3.7],

enuncia-se o seguinte resultado como sendo o seu principal: o Teorema de Max Noether vale

também para curvas não-hipereĺıticas cujos pontos não-Gorenstein são unirramificados. O

que provamos aqui é uma generalização deste resultado para todas as curvas integrais.

Teorema 3. Seja C uma curva integral não-hipereĺıtica. Então, os mapas naturais

SymnH0(ω) −→ H0(ωn)

são sobrejetivos para todo n ≥ 1.

A primeira consequência da versão regular do Teorema de Max Noether é o seguinte

resultado, que também vale para curvas Gorentein:

Seja Ir(C) o espaço vetorial das r-formas identicamente nulas em uma curva C. Tem-se

dim(I2(C)) =
(g − 2)(g − 3)

2
.

Na tentativa de generalizar tal resultado para curvas não-Gorenstein, utilizamos parte

da prova extŕınseca do Teorema de Max Noether para certas classes de curvas, apresentado

em [13, Thm 2.6]. Para enunciá-lo, seja ω ↪→ K um mergulho do feixe dualizante no feixe

constante de funções racionais, tal que OP ⊂ ωP ⊂ O′P ⊂ OP . Chame µP := dim(O′P/ωP ),

µ =
∑

P µP e também ηP := dim(ωP/OP ) e η =
∑

P ηP .

Teorema 4. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero g.

(i) Se Ĉ é o blowup de C ao longo de ω, então existe um mergulho Ĉ ↪→ Pg−2+µ tal que

dim(Ir(Ĉ)) =

(
r + g − 2 + µ

r

)
− r(2g − 2− η) + (g − η − µ− 1).

Em particular,

dim(I2(Ĉ)) =
g2 + (2µ− 7)g + µ2 − 3µ+ 2η + 6

2
.

(ii) Se os pontos não-Gorenstein de C são unirramificados, então existe um mergulho C ↪→
Pg+2(ρ−σ)−1 tal que

dim(Ir(C)) =

(
r + g + 2(ρ− σ)− 1

r

)
+ g(1− 2r)− 2r(ρ− σ) + r − 1.

8



Em particular,

dim(I2(C)) =
(g + 2(ρ− σ)− 1)(g + 2(ρ− σ)− 2)− 2g

2

em que ρ = h0(O/C)− h0(Õ/C̃) e σ = h0(O/O)− h0(O/Õ).
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Caṕıtulo 1

Definições Preliminares

Neste trabalho, uma curva é um esquema unidimensional integral e completo sobre um

corpo algebricamente fechado k. Seja C uma curva com feixe estrutural OC , ou simplesmente

O. Denotemos por g seu gênero aritmético e por ωC , ou simplesmente ω, seu feixe dualizante.

Sejam H0(F) o espaço das seções globais e h0(F) = dim(H0(F)).

Definição 1.1. Um sistema linear de dimensão r em C é um conjunto da forma

L = L (F , V ) := {x−1F | x ∈ V \ 0}

em que F é um feixe coerente de ideais fracionários em C e V é um subespaço vetorial de

H0(F) de dimensão r + 1. O grau do sistema linear é o inteiro

d := degF := χ(F)− χ(O)

Note, em particular, que se O ⊂ F , então degF =
∑

P∈C dim(FP/OP ). A notação grd

significa “sistema linear de grau d e dimensão r”. O sistema linear é dito completo se

V = H0(F). Nesse caso, escrevemos simplesmente L = |F|. O sistema linear é dito gerado

se F = O〈V 〉, isto é, F é o subfeixe do feixe constante de funções racionais K gerado por

todas as seções em V ⊂ k(C). A gonalidade de C é o menor inteiro d para o qual existe

um g1d em C, ou equivalentemente, um feixe livre de torsão F de posto 1 em C com grau d

e h0(F) ≥ 2, conforme [8, Cor. 8.4.3]. Dizemos que tal sistema linear realiza a gonalidade

da curva e ele é claramente gerado. Pelo Teorema de Clifford (página 15), obtém-se que se

d ≤ 3 tal sistema linear também é completo. Um ponto P ∈ C é chamado um ponto de base

de L se xOP ( FP para todo x ∈ V . Um ponto de base é dito remov́ıvel se L ′(O〈V 〉, V )

não tem pontos de base. Logo, P é um ponto de base não remov́ıvel de L se, e somente se,

FP não é um OP -modulo livre; em particular, P é singular no caso afirmativo.



Note que a definição acima imita a usual, trocando divisores por feixes e soma por

produto. A definição dada aqui é mais geral, pois não exige que o feixe seja inverśıvel. Não

existem curvas com gonalidade negativa ou nula e somente P1 tem gonalidade 1. Uma curva

C é dita hipereĺıtica se existe um morfismo C → P1 de grau 2. Caso contrário, C é chamada

não-hipereĺıtica.

Dados um esquema integral A, uma aplicação ϕ : A→ C e um feixe G em C, seja

OAG := ϕ∗G/Torsion(ϕ∗G).

Dado um feixe coerente F em C seja Fn := SymnF/Torsion(SymnF). Se F é inverśıvel,

então Fn = F⊗n.

Sejam C o modelo não singular de C e π : C → C a projeção natural. Denotando

O := π∗(OC), temos que OP =
⋂
P |P OP é o fecho inteiro de OP em k(C). Chame C :=

Hom(O,O) o condutor de O em O, cujos stalks correspondem aos condutores locais CP =

(OP : OP ) = {z ∈ k(C)|zOP ⊂ OP} para cada P ∈ C. Dado um ponto singular P ∈ C,

chame C̃ a dessingularização total de P .

Definição 1.2. Em [18, p 188 top] Rosenlicht mostrou que o sistema linear L (OCω,H0(ω))

é livre de pontos de base. Ele considerou, então, o morfismo

ϕ : C → Pg−1

definido por L e chamou C ′ := ϕ(C) o modelo canônico de C. Rosenlicht também provou

em [18, Thm 17] que se C é não-hipereĺıtica, a aplicação π : C → C se fatora por π′ :

C ′ → C. Nesse caso, denotamos O′ := π′∗(OC′). Em [11, Dfn 4.8] pode-se encontrar outra

caracterização de C ′. Seja Ĉ := Proj(⊕ωn) o blowup de C ao longo de ω. Se π̂ : Ĉ → C é a

projeção natural, sejam Ô = π̂∗(OĈ) e Ôω := π̂∗(OĈω). Então, C ′ é a imagem do morfismo

ϕ̂ : Ĉ → Pg−1 definido pelo sistema linear L̂ (OĈω,H0(ω)). Pelo Teorema de Rosenlicht,

como ω é gerado por seções globais, temos que ϕ̂ : Ĉ → C ′ é um isomorfismo se C for

não-hipereĺıtica.

Seja Oω := π∗(OCω) e tome λ ∈ H0(ω) tal que (Oω)P = OPλ para todo ponto singular

P ∈ C. Tal diferencial existe já que H0(ω) gera Oω, como foi provado em [18, p 188 top], e

porque C possui finitos pontos singulares, mas k é infinito pois é um corpo algebricamente

fechado. Seja

WP :=Wλ,P := ωP/λ
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Temos, então

CP ⊂ OP ⊂ WP ⊂ ÔP = O′P ⊂ OP

para todo ponto singular P ∈ C, em que a igualdade faz sentido se, e somente se, C for

não-hipereĺıtica.

Definição 1.3. Uma curva C é Gorenstein se satisfaz as sabidas condições equivalentes:

(i) ω é inverśıvel, isto é, ωP ∼= OP para todo P ∈ C;

(ii) dim(OP/OP ) = dim(OP/CP ) para todo P ∈ C;

(iii) C é hipereĺıtica ou C ∼= C ′.

Às curvas que não forem Goresntein nos referiremos simplesmente por não-Gorenstein,

o mesmo valendo para pontos da curva que não satisfizerem (i) e (ii). O exemplo a seguir é

o exemplo mais simples de uma curva não-Gorenstein.

Exemplo 1.4. Considere a curva C := (t3, t4, t5) ⊂ P3, isto é, a curva dada pelo fecho

projetivo de Spec k[t3, t4, t5]. Observe que C está contida no cone

S := {(x : y : z : w) ∈ P3 |xz = y2}.

O ponto P = (0 : 0 : 0 : 1), origem do espaço afim xyz, é o único ponto singular de C,

enquanto Q = (0 : 0 : 1 : 0) é seu ponto no infinito. As retas radiais em S são dadas por

Lt := {(1 : t : t2 : u) |u ∈ k} ∪ {P} para cada t ∈ k e uma reta correspondendo ao infinito

L∞ := {(0 : 0 : 1 : u) |u ∈ k}∪{P}. Seja D := {(1 : t : t2 : 0) | t ∈ k}∪Q a curva racional de

grau 2 no plano no infinito (z = 0). Cada reta Lt liga o vértice P ao ponto (1 : t : t2 : 0) ∈ D
e encontra C em dois pontos: P e Pt = (t3, t4, t5) ∈ C; enquanto L∞ liga P a Q e encontra C

exatamente em P e Q. Em outras palavras, a regra do cone induz um g12 com ponto de base

P . Mas P é não-remov́ıvel, caso contrário C induziria um g11 e seria isomorfa a P1, mas este

não é o caso já que P é singular. Portanto, este sistema linear não pode ser descrito por um

feixe inverśıvel. Escreva k(C) = k(t) e considere o feixe F := OC〈1, t〉 gerado pelas seções 1 e

t, como um subfeixe do feixe constante de funções racionais K. F é claramente livre de torsão

de posto 1, mas não é inverśıvel, pois OP = k ⊕ t3OP e FP = OP + tOP = k ⊕ kt ⊕ t3OP ,

que não é um OP -modulo livre. Além disso, afirmamos que o sistema linear |OC〈1, t〉| é

naturalmente associado ao anterior. De fato, temos que

degR((t− c)−1F) =


1 se R = P

1 se R = Pc

0 caso contrário

degR(F) =


1 se R = P

1 se R = Q

0 caso contrário
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Logo, (t− c)−1F está naturalmente associado a Lc ∩ C e F a L∞ ∩ C. Observe que C tem

gênero 2 e deg(F) = 2 = 2 × 2 − 2. Além disso, H0(F) = 〈1, t〉 implica que h0(F) = 2.

Em outras palavras, F é um mergulho do feixe dualizante ωC em K, e, portanto, a regra

do cone induz justamente o sistema linear canônico de C. Como F não é localmente livre,

portanto, não é inverśıvel, então C é não-Gorenstein. De acordo com nossa definição, C tem

gonalidade 2.

Definição 1.5. Dado um ponto P ∈ C, definimos

δP := dim(OP/OP ), µP := dim(O′P/WP ) e ηP := δP − dim(OP/CP ) = dim(WP/OP ),

em que a última igualdade vale se P for singular, pois dim(OP/CP ) = dim(OP/WP ) pela

dualidade local de ω. Além disso, sejam

δ :=
∑
p∈C

δP = h0(O/O), µ :=
∑
P∈C

µP e η :=
∑
P∈C

ηP .

Chamamos δP o grau de singularidade de P . Definimos a multiplicidade de P por

mC(P ) = dim(OP/mPOP ),

em que mP é o ideal maximal de OP . Dizemos que P é monomial se o completamento do

seu anel local é da forma

ÔP = k[[tn11
1 · · · tns1

s , . . . , tn1r
1 · · · tnsr

s ]],

em que t1, . . . , ts são parâmetros locais, respectivamente, em P 1, . . . , P s, os pontos de C

sobre P .

É claro que P é singular se, e somente se, sua multiplicidade é pelo menos 2. Além

disso, se P é um ponto não-Gorenstein de uma curva C, então sua multiplicidade é pelo

menos 3. De fato, se P é não-Gorenstein, temos que dim(O′P/WP ) ≥ 1 e dim(WP/OP ) ≥ 1,

pois nesse caso WP não é um anel [3]. Assim, dim(OP/OP ) é no mı́nimo 2 e mC(P ) ≥ 3.

Definição 1.6. Seja P ∈ C um ponto qualquer. De acordo com [3], dizemos que P é

(a) quase Gorenstein se

dim(OP/OP ) = dim(OP/CP ) + dim(Ext1(k,OP ))− 1.

Se P é singular, isto equivale a

WPmP = mP .
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(b) Kunz se

dim(OP/OP ) = dim(OP/CP ) + 1,

isto é, se ηP = 1. Por [3, Prp 21], qualquer ponto Kunz é quase Gorenstein. Então,

dizemos que C é Kunz se todos os seus pontos não-Gorenstein são Kunz.

Devido a [3, Prp 28], pontos Gorenstein são sempre quase Gorenstein e, para todo ponto não-

Gorenstein P de uma curva não-hipereĺıtica, temos que P é quase Gorenstein se, e somente

se, µP = 1. Além disso, conforme [11], chamamos

(c) C nearly Gorenstein se C tem um único ponto não-Gorenstein P , o qual também é

quase Gorenstein;

(d) C nearly normal se h0(O/C) = 1, isto é, C tem um único ponto singular P cujo ideal

maximal M{P} é igual ao condutor C.

O motivo destes conceitos segue dos dois teoremas a seguir, para os quais recordaremos as

seguintes definições (aplicadas a C ′). Chamamos

(e) C ′ linearmente normal se o sistema linear de seções de hiperplanos é completo, em

outras palavras, se h0(OC′(1)) = g;

(f) C ′ projetivamente normal se o sistema linear de seções de hipersuperf́ıcies de grau n é

completo para todo n ≥ 1, isto é, a aplicação natural

SymnH0(ω)→ H0(OC′(n))

é sobrejetiva para todo n ≥ 1;

(g) C ′ aritmeticamente normal se seu anel de coordenadas homogêneas é normal, isto é, o

cone afim de C ′ é normal.

Teorema 1.7. [Kleiman-Martins] Se C é não-Gorenstein, então as seguintes condições

são equivalentes:

(i) C é nearly normal;

(ii) C é nearly Gorenstein e Ĉ é regular;

(iii) C ′ é aritmeticamente normal;

(iv) C ′ é regular e projetivamente normal;
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(v) C ′ é regular e linearmente normal;

(vi) C ′ é regular e extrema (no sentido de Castelnuovo);

(vii) d′ = g + g − 1, em que d′ := degC ′.

Se tais condições são satisfeitas, então o único ponto singular de C tem multiplicidade g −
g + 1.

Teorema 1.8. [Kleiman-Martins] Se C é não-Gorenstein, então as seguintes condições

são equivalentes:

(i) C é nearly Gorenstein;

(ii) C ′ é projetivamente normal;

(iii) C ′ é linearmente normal;

(iv) C ′ é extrema (no sentido de Castelnuovo);

(v) d′ = g + g′ − 1.

Teorema de Clifford. [Eisenbud-Koh-Stillman-Harris] Sejam C uma curva reduzida

e invert́ıvel de gênero aritmético g e F um feixe livre de torsão de posto 1 em C tal que

h0(F) ≥ 1 e h1(F) ≥ 1. Então

(1) 2(h0(F)− 1) ≤ degF

e

(2) a igualdade vale se e somente se

(i) h0(F) = 1 e F = OC; ou h1(F) = 1 e F = ωC, ou h0(F) ≥ 2 e h1(F) ≥ 2 e se

(ii) C é hipereĺıtica e F é um múltiplo do g12 que realiza a gonalidade de C, em particular

F é inverśıvel, ou

(iii) A normalização de C é P1, C possui exatamente um ponto não singular P cujo ideal

maximal em P coincide com o condutor e F = OC〈1, x, . . . , xd〉, em que d ≤ g − 1 e

H0(P1,O(d)) = (1, x, . . . , xd).
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Também pode-se encontrar a demonstração do Teorema de Clifford em [11, Lemma 3.1] com

algumas informações adicionais.

Agora estabeleceremos algumas notações sobre valorizações. Dado um ponto P ∈ C e

uma função x ∈ k(C)∗, seja

vP (x) := (vP 1
(x), . . . , vP s

(x)) ∈ Zs

em que P i são os pontos de C sobre P . O semigrupo de valores de P é

S = SP := vP (OP ).

Como OP é um anel, S satisfaz trivialmente as seguintes propriedades:

(i) se a, b ∈ S então a+ b ∈ S

(ii) se a, b ∈ S então min(a, b) ∈ S

(iii) se a, b ∈ S e ai = bi então existe ε ∈ S tal que εi > ai = bi e εj ≥ min(aj, bj), em que

a igualdade ocorre se aj 6= bj.

Dado a := (a1, . . . , as) ∈ Zs denotamos

|a| := a1 + . . .+ as. (1.1)

Vamos caracterizar dois importantes elementos de S:

α = αP := min(S \ {0}) e β = βP := min(vP (CP )). (1.2)

Nesse caso, |α| = mC(P ) e |β| = dim(OP/CP ). Seja P um ponto s-ramificado de uma curva

C. Seja ti um parâmetro local no i-ésimo ramo de OP tal que ti é uma unidade em todos os

demais ramos. Para a = (a1, . . . , as) ∈ Zs, denotemos ta := ta11 · · · tasn . Com esta notação, α

e β são caracterizados por

mPOP = tαOP e CP = tβOP .

Seja

S∗ = S∗P := {a ∈ S | a ≤ β}. (1.3)

Se E é um subconjunto de Zs, definimos

∆E(a) := {b ∈ E | bi = ai para algum i, e bj > aj se j 6= i}.
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O vetor Frobenius de S é γ := β − (1, . . . , 1) e

K = KP := {a ∈ Zs | ∆S(γ − a) = ∅}. (1.4)

Conforme [2, Prp 2.14.(iv)] ou [21, Thm 2.11] temos que K = vP (WP ).

Definimos K◦ = K◦P := {a ∈ K| a < β} e S◦ = S ∩K◦.
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Caṕıtulo 2

Gonalidade de Curvas não-Gorenstein

Este caṕıtulo é dedicado a demonstrar alguns resultados sobre a gonalidade de uma

curva não-Gorenstein de gênero g. Para isso, vamos precisar do seguinte Lema, que é uma

generalização de [11, Lemma 2.8], adaptando sua demonstração.

Lema 2.1. Seja ϕ : A→ C um morfismo finito de curvas tal que OAωC é inverśıvel. Então

ϕ∗(ωA) = Hom(ϕ∗(OA),OC)ωC .

Demonstração. Sejam O∗ := ϕ∗(OA), ω∗ := ϕ∗(ωA) e C∗ := Hom(ϕ∗(OA),OC). Claramente,

temos que ω ⊂ O∗ω. Além disso, ω∗ = Hom(O∗, ω) por prinćıpios gerais. Logo, C∗ω ⊂ ω∗ ⊂
ω. Dados P ∈ C e y ∈ ω∗P , temos que provar que y ∈ C∗PωP .

Como OAωC é inverśıvel e ωC é gerado por seções globais, existe x ∈ ωP tal que

O∗Px = (O∗ω)P . Fixando tal x, então y = ax para algum a ∈ O∗P . Temos que provar que

a ∈ C∗P , e então y ∈ C∗Px ⊂ C∗PωP . Isto é, dado b ∈ O∗P , temos que provar que ab ∈ OP .

Também temos que O ∼= Hom(ω, ω). Logo, dado z ∈ ωP , temos que abz ∈ (O∗ω)P ,

já que (O∗ω)P é um O∗P -módulo. Assim, basta provar que abz ∈ ωP . Seja z = cx, em que

c ∈ O∗P . Como y ∈ ω∗P e ω∗P é um O∗P -módulo, segue que bcy ∈ ω∗P . Mas bcy = abcx = abz

e, portanto, abz ∈ ω∗P ⊂ ωP , como queŕıamos.

Teorema 2.2. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero g. Então

2 ≤ gon(C) ≤ g

e se o limite superior é atingido, então C é Kunz com um único ponto não-Gorenstein e C

é racional ou C é eĺıtica. Além disso, se C possui um único ponto não-Gorenstein P , segue

que:



(i) se C ′ é hipereĺıtica e dim(OP/CP ) = 1, então gon(C) ≤ 3;

(ii) se C ′ é hipereĺıtica com um ponto singular sobre P e dim(OP/CP ) = 2, então C é

trigonal;

(iii) se C é racional, P é o único ponto singular de C e dim(OP/CP ) = n, então gon(C) ≤
n+ 1;

(iv) se a multiplicidade de P concorda com o gênero de C, então C é trigonal;

(v) se P é unirramificado e triplo e C ′ é racional de gênero no máximo 1, então gon(C) ≤
3;

(vi) se C ′ é uma curva (plana) não-hipereĺıtica Gorenstein de gênero 3, então:

(a) se C ′ é também racional e P é unirramificado, então C é trigonal se, e somente

se, P é triplo e vive sob um ponto de C ′ o qual é singular ou regular com ordem

de contato pelo menos 3 com a reta tangente em P ;

(b) se P não é triplo, então gon(C) ≥ 4.

Demonstração. Como já vimos e está provado em [11, Thm 3.4] e [14, Thm 2.1], o limite

inferior ocorre quando C é racional e nearly normal. Por outro lado, seja F := OC〈1, x〉 um

feixe que realiza a gonalidade em C. Podemos supor que F é suportado fora de qualquer

ponto regular de C que vive sobre um ponto singular de C. Seja F := OC〈1, x〉. Para

qualquer ponto singular P ∈ C, escreva

OP = k ⊕ ky1 ⊕ · · · ⊕ kyn ⊕ CP , (2.1)

em que yi ∈ mP para todo i = 1, · · · , n. Assim,

OP + xOP = kx+ kxy1 + · · ·+ kxyn +OP (2.2)

e, portanto,

degP F = dim((OP + xOP )/OP ) ≤ dim(OP/CP ). (2.3)
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Logo,

gon(C) ≤ degF

= degF +
∑

P∈Csing

degP F

≤ gon(C) + h0(O/C)

≤ b(g + 3)/2c+ g − g − η

= g + 1− bg/2c − η,

em que a última desigualdade se deve à cota de Brill-Noether. Como temos sempre que

η ≥ 1 e g ≥ 0, temos o limite superior. É imediato ver que se gon(C) = g, então η = 1 e

g = 0 ou 1 e segue o resultado.

Para demonstrar (i) e (ii), relembremos que, por definição, C ′ é hipereĺıtica se, e

somente se, existe uma função x ∈ k(C ′) = k(C) = k(C) tal que degC(div∞(x)) = 2

com polos sobre pontos regulares de C ′ e x pertencendo ao anel local de qualquer ponto

singular de C ′. Além disso, podemos assumir trivialmente que x não tem polos nos pontos

de C ′ que vivem sobre P , isto é, x ∈ OP . Considere o feixe

F := OC〈1, x〉 (2.4)

em C, isto é, o subfeixe do feixe constante de funções racionais K gerado pelas seções

1, x ∈ k(C). Vamos mostrar que F tem grau 3 em ambos os casos. Dáı, os resultados

seguem observando que o item (ii) não permite que C seja racional e nearly normal, já que

C ′ é singular, logo C ′ 6∼= P1, ou seja, a gonalidade não pode ser 2 [11, Thm 5.10].

No caso (i), dim(OP/CP ) = 1 é equivalente a CP = mP ou

OP = k ⊕ CP . (2.5)

Embora não seja estritamente necessário para obter (i), observe primeiramente que neste

caso os pontos de C ′ que vivem sobre P são regulares. De fato, CP = mP implica que a

projeção natural se fatora como C → D → C em que D é uma curva nearly normal; por [11,

Thm 5.10], D′ é regular, mas C ′ ∼= Ĉ implica que O′P = OP . Esta última igualdade também

pode ser facilmente obtida utilizando semigrupos de valores. Temos que xCP ⊂ CP já que

x ∈ OP . Além disso, x possui exatamente dois polos em C e, portanto, também possui

exatamente dois zeros. Assim, se x ∈ CP então dim(OP/CP ) ≤ 2, contradizendo o fato de

que P é não-Gorenstein e, por isso, tem multiplicidade pelo menos 3. Portanto, x 6∈ CP e
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por (2.5), temos que FP = k ⊕ kx⊕ CP . Isto implica que degP F = 1. Como F tem grau 2

fora de P , segue que degF = 3.

Em (ii), como dim(OP/CP ) = 2, podemos escrever

OP = k ⊕ ky ⊕ CP

em que y ∈ mP . Assim,

OP + xOP = kx+ kxy +OP . (2.6)

Por outro lado, de [11, Lemma 2.8], segue que, para toda curva C, temos

π∗(ωC) = CωC . (2.7)

Pelo Lema 2.1, podemos ver que

π′∗(ωC′) = C′ωC (2.8)

em que C′ := Hom(O′,O) é o condutor de O′ em O. Em nosso caso espećıfico, temos

ωC,P ) π′∗(ωC′)P ) π∗(ωC)P para um ponto singular de C ′ vivendo sobre P . Assim, por

(2.7) e (2.8) temos

OP ) C′P ) CP .

Sendo C′P um OP -ideal, a primeira inclusão própria nos dá C′P ⊂ mP , enquanto a segunda

implica que C′P = mP , já que dim(mP/CP ) = 1. Logo, y ∈ C′P . Por nossas hipóteses, x está

em OP e também no anel local de pontos singulares de C ′, em particular, isto vale para os

pontos sobre P . Isto implica que x ∈ O′P e, portanto, xy ∈ OP e de (2.6), temos que

degP F = dim((OP + xOP )/OP ) = 1.

Como F tem grau 2 fora de P , então deg(F) = 3.

Para provar (iii), sendo C racional, escreva k(C) = k(x) em que x é a função identidade

em P1 = k ∪ {∞}. Podemos assumir o ponto singular P vivendo sob 0 e, se for o caso, sob

outras constantes de k. Considere o feixe F como em (2.4). Tal feixe tem grau 1 nos pontos

sob ∞ e grau 0 nos demais pontos regulares de C. Agora vamos calcular degP F . Como

dim(OP/CP ) = n, escreva

OP = k ⊕ ky1 ⊕ · · · ⊕ kyn−1 ⊕ CP (2.9)

com yi ∈ mP para todo i = 1, · · · , n− 1. Assim,

OP + xOP = kx+ kxy1 + · · ·+ kxyn−1 +OP (2.10)
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e, portanto,

degP F = dim((OP + xOP )/OP ) ≤ n. (2.11)

Logo, a gonalidade de C é no máximo n+ 1.

Em (iv), seja δP o grau de singularidade de P . Temos que

δP = dim(OP/OP ) = dim(OP/mPOP ) + dim(mPOP/OP )

= mC(P ) + dim(mPOP/mP )− dim(OP/mP )

= g + dim(mPOP/mP )− 1

Se dim(mPOP/mP ) = 0, então dim(OP/CP ) = 1 e C ′ é eĺıtica, em particular hipereĺıtica.

Assim, usamos (i) para obter gon(C) ≤ 3, mas a gonalidade não pode ser 2, já que C ′ 6= P1.

Se dim(mPOP/mP ) = 1, então δP = g, isto é, C é racional e P é o único ponto singular de

C. Tomando novamente x como em (iii), considere F como em (2.4) e escreva OP = k⊕mP .

Assim,

OP + xOP = k ⊕ kx⊕ (mP + xmP ),

mas

mP ⊂ mP + xmP ⊂ mPOP .

E como dim(mPOP/mP ) = 1, temos que dim((mP +xmP )/mP ) ≤ 1 e, portanto, degP F ≤ 2.

Logo, F tem grau no máximo 3 e C tem gonalidade no máximo 3. Mas a gonalidade não

pode ser 2, já que dim(OP/CP ) 6= 1.

Para provar (v), suponha primeiramente que C ′ = P1. Tome x como na prova de (iii) e

assuma que P vive sob 0. Então, x3u ∈ OP para alguma unidade u em OP já que P é triplo.

Pelo mesmo argumento de uma parametrização de Puiseux, sabemos que u admite uma raiz

cúbica u′ no completamento de OP . Como u é racional, u′ também o é. Trocando x por xu′

como sendo a função identidade em P1, podemos assumir que x3 ∈ OP . Logo, OC〈1, x3〉 tem

grau 3 sob o infinito e zero nos demais pontos de C e está demonstrado. Por outro lado, se

C ′ é uma curva eĺıtica racional (singular), seja P ′ o ponto de C ′ que vive sobre P . Se P é

singular, então C = P1 e podemos assumir que P ′ (e portanto P ) vive sob 0. Procedendo

exatamente como acabamos de fazer, podemos encontrar um feixe de grau 3. Se P ′ é regular,

temos que h1(OC′(2P ′)) = 0, já que deg(OC′(2P ′)) = 2 > 0 = 2 × 1 − 2 = 2g′ − 2, em que

g′ é o gênero de C ′. Portanto,

h0(OC′(2P ′)) = deg(OC′(2P ′)) + 1− g′ + h1(OC′(2P ′)) = 2 + 1− 1 + 0 = 2.

Analogamente, h0(OC′(3P ′)) = 3. Logo, existe f ∈ H0(OC′(3P ′)) \H0(OC′(2P ′)) com polos

de ordem 3 em P ′ e pertencendo ao anel local de qualquer outro ponto de C ′. Tome uma
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constante a tal que f + a não tenha zero no ponto singular de C ′. Então, x := (f + a)−1

tem P ′ como seu único zero (de ordem 3) e não tem polos no ponto singular de C ′. Como

P é triplo, unirramificado e C ′ (e portanto C) é racional, podemos tomar x ∈ OP . Logo, F
como em (2.4) tem grau 3 e gon(C) ≤ 3.

Por fim, para provar (vi), se C ′ é Gorenstein, não-hipereĺıtica de gênero 3, então C ′

é canonicamente isomorfa a uma curva plana dada por uma quártica afim. Tal curva é

trigonal e possui diversos g13’s obtidos da seguinte forma: as retas passando por um ponto

fixo induzem um g14; removendo o ponto de base fixo, temos um g13. Se o ponto de C ′ sobre

P é regular e a reta tangente T tem ordem de contato pelo menos 3 em P , então existe

x ∈ k(C ′) = k(C) com um zero de ordem 3 em P ′ e 3 polos em C ′ \ {P ′}. De fato, basta

tomar o inverso da função associada ao g13 obtido pela remoção de outro ponto de C ∩T (tal

ponto pode ser P se a ordem de contato for 4). Se P ′ é singular, escolha uma de suas retas

tangentes e proceda como anteriormente para obter um x ∈ k(C) com a mesma propriedade.

Como P é triplo e C é racional, podemos tomar x ∈ OP . Então, F como em (2.4) tem grau

3. Por outro lado, se o ponto de C ′ sobre P é regular com ordem de contato menor que 3 ou

se P (possivelmente multirramificado) tem multiplicidade pelo menos 4, é fácil ver que não

é posśıvel obter um g13 induzido em C a partir de C ′ (note que todos eles são obtidos dessa

maneira) já que x 6∈ OP e P necessariamente acrescenta grau a qualquer feixe escolhido.

Acrescentando hipóteses à curva C, podemos diminuir o limite superior da gonalidade

de C. No teorema a seguir, tal limite coincide com a cota de Brill-Noether para a gonalidade

de curvas regulares.

Teorema 2.3. Seja C uma curva racional não-Gorenstein de gênero g. Se P é o único

ponto singular de C, o qual é unirramificado, então

gon(C) ≤
⌊g + 3

2

⌋
.

Demonstração. Seja m a multiplicidade de P , em que 3 ≤ m ≤ g. Então, pelo mesmo

argumento da demonstração do Teorema 2.2.(v), podemos assumir xm ∈ OP . Assim, o feixe

OC〈1, xm〉 tem grau m no ponto sob o infinito e zero nos demais pontos de C. Isto significa

que

gon(C) ≤ m.

Por outro lado, seja n o número de elementos de OP entre m e β fora do semigrupo de

valores S, isto é, o número de lacunas de S entre m e β. Então a multiplicidade de P será
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m = g+ 1−n e, além disso, o feixe OC〈1, x〉 tem grau 1 no ponto sob o infinito, no máximo

n+ 1 em P e zero nos demais pontos de C. Logo,

gon(C) ≤ n+ 2.

Como m e n+ 2 são inversamente proporcionais, a gonalidade de C será tanto maior quanto

mais m se aproximar de n+ 2, o máximo ocorrendo quando

g + 1− n = n+ 2⇔ n =
g − 1

2

e teremos m = g + 1− n = g+3
2

. Como a gonalidade é um número inteiro, segue que

gon(C) ≤
⌊g + 3

2

⌋
e o resultado está provado.

No exemplo a seguir, veremos curvas em que o limite superior do teorema acima é

atingido.

Exemplo 2.4. Na demonstração do Teorema 3.1 prova-se que a curva de gênero 5 dada

pelo fecho projetivo de Spec k[x4, x5 + x7, x10, x11] tem gonalidade 4 =
⌊
5+3
2

⌋
. Na mesma

demonstração pode-se observar que, para gênero 5, as curvas racionais cujo único ponto

singular é unirramificado e monomial têm gonalidade no máximo 3, isto é, o limite superior

só pode ser atingido se o ponto singular for não-monomial.

Seja agora C a curva racional de gênero 6 com semigrupo de valores S∗ = {0, 4, 7, 8, 10}
e dada pelo fecho projetivo de

Spec k[x4, x7, x10, x12, x13].

Vamos mostrar que C tem gonalidade 4 =
⌊
6+3
2

⌋
. Podemos ver x como a função identidade

em P1 e o único ponto singular P de C vivendo sob 0. Qualquer feixe que calcula gonalidade

é gerado e sempre pode ser tomado contendo o feixe estrutural. Assim, vamos provar que

qualquer feixe da forma G = OC〈1, f〉 com f ∈ k(x) em C tem grau pelo menos 4. Para

isso, escreva f = xrh, em que h é uma unidade em OP . Se h não tem polos em ∞, então h

não afeta o grau de G, já que seus polos em pontos finitos de P1 compensam as perdas no

infinito; e se h tem um polo no infinito, só pode acrescentar grau a G. Portanto, podemos

assumir G = OC〈1, xr〉. Observe que, para r = 1, F = OC〈1, x〉 tem grau 1 no infinito, zero

nos demais pontos de C, exceto P e grau 3 em P , pois

0 < 1 < 4 < 5 < 7 < 8 < 9 < 10
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é uma sequência saturada de elementos de A := vP (FP ) = vP (OP +xOP ) ligando o elemento

mı́nimo de A ao condutor β de S, com |A \ S| = 3. De acordo com [2, Prp. 2.11(iii)], temos

que 3 = dim(FP/OP ) = degP (F). Portanto, deg(F) = 4 e gon(C) ≤ 4. Por outro lado,

se r ≥ 4, então deg∞(G) ≥ 4; r = 3 implica que degP (G) = 1 e deg∞(G) = 3; se r = 2,

então degP (G) = 3 e deg∞(G) = 2; finalmente, se r ≤ −1, então degP (G) ≥ 4. Portanto,

gon(C) = 4.
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Caṕıtulo 3

Curvas não-Gorenstein de Gênero 5

Em [14] e [15], foram estudadas as curvas não-Gorenstein de gênero 3 e 4. Dando con-

tinuidade a tais trabalhos, estudaremos as curvas não-Gorenstein de gênero 5. Contudo, as

possibilidades para gênero 5 crescem significativamente. Como aplicação direta do Teorema

2.2, a gonalidade de uma curva não-Gorenstein de gênero 5 varia entre 2 e 5. Veremos que

todos os casos ocorrem e identificaremos cada caso. Mais do isto, vamos analisar todas as

gonalidades posśıveis de curvas não-Gorenstein de gênero 5 de acordo com seus respectivos

modelos canônicos.

Seja C̃ a curva obtida pela dessingularização total de todos os pontos não-Gorenstein

de C depois de sucessivos blowups. Note que temos uma sequência natural de aplicações

birracionais C → C̃ → C ′ → C.

Teorema 3.1. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero 5. Então C possui no máximo

dois pontos não-Gorenstein e C ′ tem gênero e gonalidade no máximo 3. Temos que:

(I) se C possui um único ponto não-Gorenstein P , então C é trigonal, exceto se:

(1) C ′ = P1 e

(i) C é nearly normal; nesse caso, gon(C) = 2;

(ii) h0(O/C) = 3; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(2) C ′ é eĺıtica, C não é nearly Gorenstein e

(i) C ′ = C̃ e P é multirramificado se C = P1; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(ii) C ′ 6= C̃ e P é triplo birramificado; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4; ou P é

quádruplo; nesse caso, gon(C) = 4;



(3) C ′ é hipereĺıtica de gênero 2 e C = P1; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(4) C ′ é uma curva (plana) Gorenstein não-hipereĺıtica de gênero 3 e

(i) C ′ = C̃ e os três pontos (não necessariamente distintos, mas contados com

multiplicidade) de C ′ sobre P não estão alinhados; nesse caso, gon(C) = 4;

(ii) C ′ 6= C̃ = P1 e P é triplo birramificado; nesse caso, gon(C) = 3, 4 ou 5; ou

P é quádruplo; nesse caso, gon(C) = 4;

(iii) C ′ 6= C̃ 6= P1 com P birramificado se C = P1; nesse caso, gon(C) = 3 ou 4;

(5) C ′ é não-Gorenstein; nesse caso, gon(C) = 4;

e todos estes casos ocorrem.

(II) se C possui dois pontos não-Gorenstein e:

(1) C ′ = P1, então C é trigonal, exceto se ambos forem triplos; nesse caso, a gonali-

dade de C pode ser 4;

(2) C ′ é eĺıtica, então C é trigonal se, e somente se, existe uma função racional

C ′ → P1 de grau 3 levando os três ramos de cada ponto não-Gorenstein num

mesmo ponto de P1. Caso contrário, C tem gonalidade 4.

Demonstração. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero 5. De [14, Thm 1.4.(ii)], temos

que C possui no máximo dois pontos não-Gorenstein. Assuma, primeiramente, que C possui

somente um ponto não-Gorenstein P . Como vimos na Definição 1.6, pontos Kunz são quase

Gorenstein, isto é, se dim(WP/OP ) = 1, o mesmo ocorre para dim(O′P/WP ). Assim, P se

encaixa em um dos seguintes casos:

caso 1 caso 2 caso 3 caso 4 caso 5 caso 6 caso 7

dim(OP/O′P ) 0 0 0 0 0 0 0

dim(O′P/WP ) 1 1 1 1 2 2 3

dim(WP/OP ) 1 2 3 4 2 3 2

dim(OP/CP ) 1 1 1 1 2 2 3

case 8 caso 9 caso 10 caso 11 caso 12 caso 13 caso 14

dim(OP/O′P ) 1 1 1 1 2 2 3

dim(O′P/WP ) 1 1 1 2 1 1 1

dim(WP/OP ) 1 2 3 2 1 2 1

dim(OP/CP ) 2 2 2 3 3 3 4
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Se P satisfaz o caso 4, então C é uma curva racional e nearly normal. Os teoremas [11,

Thm 3.4] e [14, Thm 2.1] garantem que C tem gonalidade 2 se, e somente se, C é racional e

nearly normal. Portanto, gon(C) = 2 e é o único caso em que isso ocorre. Tal caso fornece

o item (I).(1).(i) do teorema.

Se P satisfaz os casos 2 ou 3, então C ′ é uma curva de gênero g′ = g−dim(O′P/OP ), res-

pectivamente, 2 ou 1. Nesse último, g′ = 1 implica que C ′ é uma curva eĺıtica e, em particular,

hipereĺıtica. No outro caso, C ′ tem gênero 2 e é Gorenstein, já que dim(OP/O′P ) = 0. Assim,

de acordo com [11, Prp. 3.2] ou [22, p. 96 top], C ′ é hipereĺıtica. Como dim(OP/CP ) = 1, o

Teorema 2.2.(i) garante que gon(C) ≤ 3. Mas a gonalidade de C não pode ser 2, pois, se C

é racional, então C possui mais de um ponto singular e, portanto, não é nearly normal; se

C é nearly normal, então C não é racional. Logo, C é trigonal.

Se P satisfaz os casos 6 ou 10, então C é racional com um único único ponto singular P e

dim(OP/CP ) = 2. Logo, pelo Teorema 2.2.(iii) segue que gon(C) ≤ 3. Como dim(OP/CP ) 6=
1, então C não é nearly normal e, portanto, a gonalidade não pode ser 2 e C é trigonal.

Se C satisfaz o caso 9, então C ′ é uma curva de gênero g′ = g−dim(O′P/OP ) = 2, com

um ponto singular sobre P com grau de singularidade 1, já que dim(OP/O′P ) = 1. Além

disso, C ′ é Gorenstein, pois admite no máximo pontos duplos. Assim, C ′ é hipereĺıtica e

pelo Teorema 2.2.(ii) C é trigonal.

Se C satisfaz os casos 7, 11 ou 13, então C é uma curva racional com um único

único ponto singular P , o qual podemos supor vivendo sob a origem de P1 = k ∪ {∞} e

possivelmente sob outros pontos diferentes de ∞. Seja x a função identidade em P1. Como

dim(OP/CP ) = 3, pelo Teorema 2.2.(iii) temos que gon(C) ≤ 4. A gonalidade é realizada

pelo feixe F como em (2.4), que tem grau 1 fora de P . Vamos agora computar degP F . Nos

três casos citados, observe que |β| = dim(OP/CP ) = 8 e

3 ≤ |α| = dim(OP/mPOP ) < dim(OP/mP ) = 6,

em que a primeira desigualdade se deve ao fato de que um ponto não-Gorenstein é pelo

menos triplo e a segunda é estrita pois mP 6= CP . Assim, |α| = 3, 4 ou 5. Sejam y ∈ OP tal

que vP (y) = α e escreva

OP = k ⊕ ky ⊕ kz ⊕ CP .

No caso 7, em primeiro lugar, recordemos as notações em valorizações do caṕıtulo 1.

De acordo com [21, Thm 2.11] ou [2, Prp 2.14.(iv)] temos que vP (WP ) = K. Por outro lado,

O′P = OP [WP ]. Assim, nesse caso, se {e1, . . . , es} é a base canônica de Zs, então ei ∈ K

para cada i, pois O′P = OP . Se |α| = 5, então |vP (z)| = 6 e |β − vP (z)| = 2. Seja i tal que
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vP (z)i 6= βi. Logo, vP (z) ∈ ∆S(γ − ei) e isto implica que ei 6∈ K, contradizendo O′P = OP .

Se |α| = 3, então 2α ∈ S, com |2α| = 6 e, pelo mesmo argumento utilizado acima, podemos

ver que isto não é posśıvel. Conclúımos que |α| = 4. Usando os fatos acima e as propriedades

de semigrupos, conclúımos que as únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =



{0, 4, 5, 8} se P é unirramificado

{(0, 0), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 6)} ou

{(0, 0), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (4, 4)} se P é birramificado

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 4)} se P é trirramificado

e P não admite quatro ramos ou mais. Em cada caso acima, podemos ver que, se P for

monomial, então as cadeias

0 < 1 < 4 < 5 < 6 < 8

(0, 0) < (0, 1) < (1, 3) < (1, 4) < (1, 5) < (2, 6)

(0, 0) < (0, 1) < (2, 2) < (2, 3) < (2, 4) < (4, 4)

(0, 0, 0) < (0, 0, 1) < (1, 1, 2) < (1, 1, 3) < (1, 1, 4) < (2, 2, 4)

são saturadas em A := vP (FP ) = vP (OP + xOP ) ligando o elemento mı́nimo de A ao

condutor de S, com |A \ S| = 2. Aqui, observe por exemplo que vP (x) = 1, vP (xz) = 6

no caso unirramificado e vP (x) = (0, 1), vP (xz) = (1, 5) no primeiro caso birramificado. De

acordo com [2, Prp. 2.11(iii)], temos que 2 = dim(FP/OP ) = degP F . Assim, F tem grau

2 em P , 1 sob o ponto no infinito e 0 nos demais pontos de C e, portanto, C é trigonal. Por

outro lado, se P for não-monomial, a gonalidade de C pode ser 4. De fato, seja C o fecho

projetivo de

Spec k[x4, x5 + x7, x10, x11]. (3.1)

É fácil ver que tal curva tem semigrupo de valores com S∗ = {0, 4, 5, 8}. Para mostrar que

a gonalidade não pode ser 3, como vimos no Exemplo 2.4, basta verificar que o grau de

todos os feixes da forma G = OC〈1, xr〉 é pelo menos 4. Se n ≥ 4, então deg∞ G ≥ 4. Se

n = 2 ou 3 então G tem grau pelo menos 2 tanto em P como em ∞. Por outro lado, se

n ≤ −2, então degP G ≥ 4. Utilizaremos a não-monomialidade de P para os casos n = 1

e n = −1. No primeiro caso, observe que A acrescenta a S os inteiros 1, 6 e também 7

escrevendo x7 = (x5 + x7) + x(−x4). Assim, G tem grau 3 em P , 1 em ∞ e 0 nos demais

pontos de C. Se n = −1, A acrescenta a S os inteiros −1, 3, 7 e também 6 escrevendo
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x6 = (−x4) +x−1(x5 +x7). Logo, G tem grau 4 em P e 0 nos demais pontos de C. Portanto,

C tem gonalidade 4. O caso 7 se encaixa no item (I).(1).(ii).

No caso 11, |α| não pode ser 5. Tal afirmação não é tão imediata, mas requer uma

análise das finitas possibilidades correspondentes às diferentes escolhas de α, β e um existente

z ∈ OP com |vP (z)| = 6. Acontece que todas essas escolhas se encaixam em casos que

aparecerão mais adiante. Se |α| = 4, as únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =


{(0, 0), (1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 6)},

{(0, 0), (1, 3), (2, 4), (2, 6)}, ou

{(0, 0), (2, 2), (2, 4), (3, 2), (4, 4)}

e P não admite um único ramo, nem três ramos ou mais. Estes três casos não são trigonais.

Para mostrar isso temos que provar, mais uma vez, que qualquer feixe da forma G = OC〈1, f〉
com f ∈ k(x) tem grau pelo menos 4. Considere C satisfazendo o primeiro dos três casos

acima e, por simplicidade, podemos assumir P vivendo sob 0 e 1 de P1 = k ∪∞. De forma

análoga ao Exemplo 2.4, podemos supor f = xn(x − 1)m. Assim, se n + m ≥ 4, então

deg∞ G ≥ 4. Se n + m = 2 ou 3, então G tem grau pelo menos 2 tanto em P como em ∞.

Se n = −1 e m ≥ 2, então degP G ≥ 3 e deg∞ G ≥ 1, logo deg G ≥ 4. Em todos os outros

casos em que n ou m é negativo, temos que degP G ≥ 4. Se n = 0 e m = 1 ou se n = 1 e

m = 0, então degP G = 3 e deg∞ G = 1. Portanto, C tem gonalidade 4. Os outros dois casos

são similares. Observe que o resultado independe da monomialidade de P .

Por outro lado, se |α| = 3 e P é uniramificado, pelo Teorema 2.2.(v) temos que C é

trigonal. Se P for multirramificado, as únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =

{(0, 0), (1, 2), (2, 4), (2, 6)} ou

{(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 5)}

e P não admite três ramos ou mais. Se P for monomial e C satisfaz qualquer um dos dois

semigrupos de valores acima, é fácil ver que o feixe OC〈1, x(x− 1)2〉 tem grau 0 em P , 3 em

∞ e 0 nos demais pontos de C. Logo, C é trigonal. Mas se P for não-monomial, então a

gonalidade de C pode ser 4. De fato, a curva C dada pelo fecho projetivo de

Spec k[(x+ x2)(x− 1)2, x2(x− 1)6, x3(x− 1)7, x4(x− 1)7],

colapsando os pontos 0 e 1 de A1 em uma singularidade, se encaixa no primeiro caso e tem

gonalidade 4. Observe que, se f = x(x−1)2, então (2, 2) pode ser obtido como a valorização
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de (x+ x2)(x− 1)2 − x(x− 1)2 ∈ OP + fOP . Da mesma forma, se f = x−1(x− 1)−2, então

(1, 0) = vP ((x + x2)(x − 1)2x−1(x − 1)−2 − 1). As demais funções f ∈ k(x) induzem um

feixe de grau 4 mesmo no caso em que P é monomial e tal análise é deixada para o leitor.

Note que o gerador x4(x − 1)7 é irrelevante para fins locais, mas evita que C tenha uma

singularidade no infinito. Tal caso fornece o item (I).(2).(ii).

No caso 13, analisando os posśıveis valores para α, β e vP (z), vemos que |α| não pode

ser 3. Por outro lado, embora |α| = 5 ocorra em diversos semigrupos, podemos utilizar o

Teorema 2.2.(iv) para concluir que C é trigonal nesses casos. Considerando agora os casos

em que |α| = 4, as únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =



{0, 4, 6, 8} se P é unirramificado

{(0, 0), (2, 2), (2, 4), (2, 6)},

{(0, 0), (2, 2), (2, 4), (4, 2), (4, 4)} ou

{(0, 0), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} se P é birramificado

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 1, 4), (1, 1, 6)} ou

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (2, 2, 2), (3, 3, 2)} se P é trirramificado

{(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (1, 1, 2, 1),

(1, 2, 1, 1), (2, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2)} se P é tetrarramificado.

Assuma que os dois primeiros pontos sobre P são 0 e 1 (se P for multirramificado). Primei-

ramente, suponha que P seja monomial. No caso tetrarramificado, a cadeia

(0, 0, 0, 0) < (1, 0, 0, 0) < (1, 1, 1, 1) < (1, 2, 1, 1) < (2, 2, 1, 1) < (2, 2, 2, 2)

é saturada tal que |A\S| = 2, logo F como em (2.4) tem grau 3 e C é trigonal. Para os demais

casos, considere os feixes F1 := OC〈1, x2〉, F2 := OC〈1, x(x − 1)〉 e F3 := OC〈1, (x−1)
2

x2
〉.

Temos que F1 e F2 têm grau 2 em ∞ e 0 nos demais pontos, exceto P e F3 tem grau 0 em

todos os pontos, exceto P . Além disso, se C possui o semigrupo de valores unirramificado

acima, o primeiro birramificado ou o primeiro trirramificado, então as cadeias

0 < 2 < 4 < 6 < 8

(0, 0) < (0, 2) < (2, 2) < (2, 4) < (2, 6)

(0, 0, 0) < (0, 0, 2) < (1, 1, 2) < (1, 1, 4) < (1, 1, 6)

são saturadas em A1 := vP (F1,P ) com |A1 \ S| = 1. Portanto, F1 tem grau 3 e C é trigonal.

Se C possui o último semigrupo de valores birramificado ou o último trirramificado, então
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as cadeias

(0, 0) < (1, 1) < (2, 2) < (3, 3) < (4, 4)

(0, 0, 0) < (1, 1, 0) < (1, 1, 2) < (2, 2, 2) < (3, 3, 2)

são saturadas em A2 := vP (F2,P ) com |A2 \ S| = 1. Isto implica que F2 tem grau 3 e C é

trigonal, como queŕıamos. Para o caso restante, a cadeia

(−2, 0) < (0, 0) < (0, 2) < (2, 2) < (2, 4) < (3, 4) < (4, 4)

é saturada em A3 := vP (F3,P ) com |A3 \ S| = 3, portanto C também é trigonal. Por

outro lado, se P não for monomial, a gonalidade de C pode ser 4. Procedendo como no

caso 7, é fácil ver que a curva dada pelo fecho projetivo de Spec k[x4, x6 + x7, x9, x11, x12],

cujo semigrupo de valores é tal que S∗ = {0, 4, 6, 8} , tem gonalidade 4. Observe que x12

é irrelevante para fins locais, mas evita uma singularidade no infinito. O caso 13 está em

(I).(3).

Se C satisfaz o caso 14, então, mais uma vez, C é uma curva racional com um único

ponto singular P . Portanto, manteremos nossas premissas dos três casos anteriores em

relação ao ponto P , à função x e ao feixe F . A diferença agora é que dim(OP/CP ) = 4.

Além disso, |β| = 9 e 3 ≤ |α| < dim(OP/mP ) = 8. Mas |α| = 7 é imposśıvel para uma curva

de gênero 5 e |α| = 6 ocorre se, e somente se, C é racional nearly normal, o que não é o caso.

Então, |α| = 3, 4 ou 5. Se for 5, o Teorema 2.2.(iv) garante que C é trigonal. Se |α| = 4 as

únicas possibilidade para S∗ são

S∗ =



{(0, 0), (1, 3), (1, 5), (1, 6), (1, 8)} ou

{(0, 0), (2, 2), (2, 3), (4, 2), (4, 3), (5, 2), (6, 3)} se P é birramificado

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 3), (1, 3, 5)} ou

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (2, 2, 2), (2, 2, 3),

(2, 3, 2), (3, 2, 2), (3, 3, 3)} se P é trirramificado

e P não admite um único ramo, nem quatro ramos ou mais. Em todos esses casos, C tem

gonalidade 4. De fato, para cada semigrupo de valores, podemos proceder como no caso 11 e

verificar facilmente que qualquer feixe da forma G = OC〈1, f〉, com f ∈ k(x), tem grau pelo

menos 4. Além disso, se f = x, a função identidade em P1, então G tem grau exatamente 4.

Por outro lado, para |α| = 3, se P for unirramificado, então o Teorema 2.2.(v) garante

32



que C é trigonal. Caso contrário, as únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =



{(0, 0), (1, 2), (1, 4), (1, 6), (1, 8)} ou

{(0, 0), (1, 2), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 6)} se P é unirramificado

{(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2), (2, 2, 3),

(2, 3, 2), (3, 2, 2), (3, 3, 3)} se P é trirramificado

e P não admite quatro ramos ou mais. Assuma, primeiramente, que P é monomial. Sejam

f1 = x(x−1)2 e f2 = x(x−1)(x−2), em que P vive sob 0 e 1 nos casos birramificados e sob

0, 1 e 2 no caso trirramificado. Então, f1 ∈ OP nos casos birramificados e f2 ∈ OP no caso

trirramificado. Logo, Fi = OC〈1, fi〉 tem grau 3 em ∞ e 0 nos demais pontos. Portanto, C

é trigonal. Porém, se P for não-monomial, pode-se até chegar a gonalidade 5. De fato, seja

u := t− 1 e considere a curva C dada pelo fecho projetivo de

Spec k[tu2 + tu3, tu4 + t2u5, t2u2 + t3u7, t3u2, t4u2, tu9, t2u9].

Tal curva tem semigrupo de valores com S∗ = {(0, 0), (1, 2), (1, 4), (1, 6), (1, 8)}. Mais uma

vez, o último gerador evita uma singularidade no infinito. Afirmamos que C tem gonalidade

5. De fato, pelo Teorema 2.2, temos que gon(C) ≤ 5. Primeiramente observe que OC〈1, u〉
tem grau 1 sob o ponto no infinito, 4 em P − pois os elementos indicados na figura abaixo

por “◦” estão em A = vP (OP + uOP ) − e 0 nos demais pontos de C.
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Vamos ver que a gonalidade de C não pode ser menor que 5. Sejam f = tmun e G =

OC〈1, f〉. Se m + n ≥ 5, então G tem grau pelo menos 5 em ∞. Se n 6= 0,−2 ou 2,

é fácil ver que G tem grau pelo menos 5. Se n = 0, observe que se m > 0 temos que
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tm − 1 = u(tm−1 + · · · + 1), logo (0, 1) = vP (tm − 1) ∈ A = vP (OP + fOP ). Portanto, G
tem grau pelo menos 4 em P e pelo menos 1 em ∞. Se n = 0 e m < 0, podemos escrever

tm − 1 = −tmu(t−m−1 + · · ·+ 1) e dáı vP (tm − 1) = (m, 1). Portanto, vê-se que (1, 3), (1, 5)

e (1, 7) ∈ A \ S e assim, degP G ≥ 5, já que A \ S também possui, pelo menos, os elementos

(−1, 0) e (0, 2), os quais pertencem a qualquer cadeia saturada em A, ligando seu elemento

mı́nimo ao condutor de S. Agora suponha n = 2. Se m ≤ −4, então degP G ≥ 5, pois

pelo menos os elementos (−4, 0), (−3, 0), (−2, 0), (−1, 0), (0, 2) ∈ A\S obviamente estão em

qualquer cadeia saturada em A. Ainda se n = 2, para cada valor de m = −3, · · · , 2 podemos

encontrar pontos extras não óbvios de A (isto é, aqueles que não estariam em A se P fosse

monomial), como segue:

m = −3 : (1, 5) = vP (tu4 + t2u5 − t4u2t−3u2 + tu9)

(1, 7) = vP ((tu4 + t2u5 − t−3u2t4u2)(tu2 + tu3) + tu9)

m = −2 : (1, 5) = vP (tu4 + t2u5 − t3u2t−2u2 + tu9)

(1, 7) = vP ((tu4 + t2u5 − t−2u2t3u2)(tu2 + tu3) + tu9)

m = −1 : (1, 5) = vP (tu4 + t2u5 − (t2u2 + t3u7)t−1u2 + tu9)

(1, 7) = vP ((tu4 + t2u5 − t−1u2(t2u2 + t3u7))(tu2 + tu3) + tu9)

m = 0 : (1, 5) = vP (u2(tu2 + tu3)− (tu4 + t2u5))

(1, 7) = vP ((u2(tu2 + tu3)− (tu4 + t2u5))(tu2 + tu3) + tu9)

m = 1 : (1, 3) = vP (tu2 + tu3 − tu2)
(1, 5) = vP (tu3(tu2 + tu3) + tu9)

(1, 7) = vP (tu3(tu4 + t2u5) + tu9)

m = 2 : (1, 7) = vP (t2u2 + t3u7 − t2u2 + tu9).

Em todos estes casos G tem grau pelo menos 5. Se n = −2, deixamos para o leitor encontrar

os pontos não óbvios de A\S, como fizemos acima, para concluir que G tem grau pelo menos

5. O caso 14 se refere ao item (I).(4).(ii).

Se C satisfaz o caso 5, temos que 3 ≤ |α| = dim(OP/mPOP ) < dim(OP/mP ) = 5, logo,

|α| = 3 ou 4. Se |α| = 4, então dim(mPOP/mP ) = 1 e |β − α| = 2. Seja i tal que αi 6= βi.

Então α ∈ ∆S(γ−ei) e isto implica que ei 6∈ K, contradizendo OP = O′P . Portanto, |α| = 3,
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isto é, P é triplo. As únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =


{0, 3, 6} se P é unirramificado

{(0, 0), (1, 2), (2, 4)} se P é birramificado

{(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2)} se P é trirramificado

e P não admite quatro ramos ou mais. Afirmamos que C tem gonalidade 3 ou 4. De fato, se P

for unirramificado, seguimos a demonstração do Teorema 2.2.(v) para encontrar um feixe F =

OC〈1, x〉 como em (2.4) e concluir que C é trigonal se x ∈ OP e tetragonal caso contrário, já

que F tem grau no máximo 1 em P . Nos casos multirramificados, P vive sob pontos regulares

de C ′. No caso birramificado, sejam P ′ e Q′ tais pontos sobre P . Então, como fizemos na

prova daquele teorema, H0(OC′(P ′+Q′)) ( H0(OC′(P ′+2Q′)), o que implica a existência de

uma seção com polos de ordem 1 exatamente em P ′ e de ordem 2 em Q′. Tomando o inverso

e ajustando, encontra-se x ∈ k(C ′) com vP (x) = (1, 2) e três polos fora de P . Utilizando o

mesmo racioćınio no caso trirramificado, podemos encontrar x ∈ k(C ′) com vP (x) = (1, 1, 1)

e três polos fora de P . Então, nos dois casos multirramificados, F tem grau 3 se x ∈ OP e 4

caso contrário. O fecho projetivo de Spec k[(x+x2)(x−1)2, x2(x−1)5, x3(x−1)5, x5(x−1)5] é

um exemplo de uma curva com gonalidade 4; tal curva tem uma cúspide ordinária no infinito.

Observe que para exibirmos um exemplo racional tetragonal, precisamos necessariamente

que ele seja multirramificado, já que, pelo Teorema 2.2.(v), C ′ racional de gênero 1 e P

unirramificado e triplo implica que C é trigonal. Tal caso está em (I).(2).(i).

Se C satisfaz os casos 1, 8 ou 12, então dim(O′P/OP ) = 2 e, portanto, C ′ tem gênero 3.

No caso 1, C ′ ∼= C̃ e, portanto, é Gorenstein. Além disso, P é triplo, pois mP = CP e

δP = 2. Então, se C ′ é hipereĺıtica, o Teorema 2.2.(i) garante que C é trigonal. Mas se C ′ é

não-hipereĺıtica, ela pode ser vista como uma curva plana dada por uma equação quártica

e podemos proceder como na demonstração do Teorema 2.2.(vi). Aqui não precisamos de

nenhuma hipótese sobre x, pois, se ele existir, sempre estará em OP já que mP = CP .

De acordo com aquela demonstração, tal x existe se, e somente se, os três pontos (não

necessariamente distintos, mas contados com multiplicidade) de C ′ sobre P estão alinhados.

A fim de exibir um exemplo, tome um ponto P ′ ∈ C ′ com ordem de contato 2 e faça um blow

down de P ′ trocando seu anel local por k ⊕m3
P ′ . Logo, P ′ é unirramificado por construção.

Assim, os três pontos, contados com multiplicidade, de C ′ sobre P estão alinhados se existir

um divisor em C ′ da forma 3P ′ +Q. Porém, tal divisor não existe, já que P ′ tem ordem de

contato 2. Portanto, a curva assim contrúıda tem gonalidade 4. Este caso é mencionado em

(I).(4).(i).
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No caso 8, C ′ é Gorenstein e existe um ponto singular sobre P com grau de singularidade

1, pois dim(OP/O′P ) = 1. Se C ′ é hipereĺıtica, então C é trigonal pelo Teorema 2.2.(ii).

Assuma que C ′ é não-hipereĺıtica. Como 3 ≤ mC(P ) = dim(OP/mPOP ) < dim(OP/mP ) =

4, temos que P é triplo as únicas possibilidades para S∗ são

S∗ =


{0, 3, 5} se P é unirramificado

{(0, 0), (1, 2), (1, 4)} ou

{(0, 0), (1, 2), (2, 3)} se P é birramificado.

Se P é unirramificado, o ponto P ′ de C ′ que vive sobre P é uma cúspide, logo, tem ordem

de tangência pelo menos 3 e pelo Teorema 2.2.(vi), C é trigonal. Se P é birramificado,

afirmamos que gon(C) ≤ 4. De fato, sejam P ′1 e P ′2 os pontos de C ′ sobre P . Na figura

a seguir, representamos à esquerda o semigrupo S∗ = {(0, 0), (1, 2), (1, 4)} e à direita S∗ =

{(0, 0), (1, 2), (2, 3)}, em que os elementos “◦” representam O′P \ OP .
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Analisando o anel O′P nos dois casos, vemos que, no primeiro, P ′1 é um ponto regular e P ′2

uma cúspide ordinária, enquanto no segundo C ′ tem um nó em P ′ = P ′1 = P ′2. No primeiro

caso, podemos proceder como na demonstração do Teorema 2.2.(vi) tomando a reta que

liga P ′1 a P ′2 e obtemos x ∈ k(C ′) tal que vP (x) = (1, 2) e com três polos fora de P . No

segundo caso, escolha a reta tangente a C ′ em P ′ relativa ao segundo ramo para obter x com

vP (x) = (1, 2) e três polos fora de P . Em ambos os casos, se x ∈ OP , então C é trigonal.

Se x 6∈ OP , então degP (F) = 1, C tem gonalidade 4 e a afirmação está provada. Para

verificar que a gonalidade de C pode ser 4, considere, por exemplo, a curva racional dada

pelo fecho projetivo de Spec k[x((x − 1)2 + (x − 1)3), x(x − 1)5, x3(x − 1)5], a qual possui

uma cúspede não-ordinária no infinito. Tal curva se encaixa no primeiro caso birramificado

e tem gonalidade 4. O caso 8 fornece (I).(4).(iii).
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Se C satisfaz o caso 12, então existe pelo menos um ponto singular sobre P , já que

dim(OP/O′P ) = 2. Temos que 3 ≤ |α| < dim(OP/mP ) = 5, logo |α| = 3 ou 4. Se |α| = 3,

então o único semigrupo posśıvel é tal que S∗ = {(0, 0), (1, 2), (1, 4), (1, 6)}. Observe a figura

a seguir, em que os elementos “◦” representam O′P \ OP . Analisando o anel O′P , vemos que

P vive sob uma cúspide não-ordinária e um ponto regular de C ′.
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Sejam P̃1 e P̃2 os pontos de C̃ sobre P . Como C̃ é eĺıtica, como fizemos na prova do

Teorema 2.2.(v), podemos encontrar x ∈ k(C̃) = k(C) com zeros de ordem 1 em P̃1 e

ordem 2 em P̃2 e polos em pontos regulares de C̃, de forma que vP (x) = (1, 2). Assim, se

x ∈ OP , o feixe F = OC〈1, x〉 tem grau 0 em P e 3 em C \ P e C é trigonal. Porém, se

x 6∈ OP , a gonalidade de C pode ser 4. É fácil ver que a curva dada pelo fecho projetivo de

Spec k[x(x − 1)2 + x(x − 1)3, x(x − 1)7, x2(x − 1)7, x4(x − 1)7], com uma cúspide ordinária

no infinito, é tetragonal.

Por outro lado, se |α| = 4, as únicas possibilidades para S∗ são

S∗P =



{0, 4, 5, 7}, se P é unirramificado

{(0, 0), (1, 3), (1, 4), (1, 6)},

{(0, 0), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 5)} ou

{(0, 0), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4)} se P é birramificado

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 2, 2), (1, 4, 2)},

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 2), (1, 2, 4)} ou

{(0, 0, 0), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 3)} se P é trirramificado.
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Para cada um dos semigrupos de valores acima, seu anel O′P é representado, respectivamente,

por:
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Analizando o anel O′P em cada caso, podemos ver que C ′ possui sobre P , respectivamente:

uma cuspide não-Gorenstein, uma cúspide não-Gorenstein e um ponto regular, um nó não-

Gorenstein, mais uma vez um nó não-Gorenstein, uma cúspide não-Gorenstein e dois pontos

regulares, um nó não-Gorenstein e um ponto regular, um nó triplo não-Gorenstein. Portanto,

em qualquer caso, C ′ é não-Gorenstein. Como C̃ é eĺıtica, existe x ∈ k(C̃) = k(C) com zeros

de ordem 1 em P̃1 e P̃2 e polos em pontos regulares de C̃. Escreva OP = k ⊕ ky ⊕ kz ⊕ CP ,
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em que |vP (y)| = 4 e |vP (z)| = 5. Temos que OP + xOP = kx⊕ kxy⊕OP , pois |vP (x)| = 2,

|vP (xy)| = 6 e xz ∈ CP . Portanto, F tem grau 2 em P e 2 em C \ P . Para ver que a

gonalidade não é 3, observe que qualquer outro g12 ou qualquer g13 de C̃ induz um sistema

linear de grau pelo menos 4 em C. Portanto, C tem gonalidade 4. Tal caso corresponde a

(I).(4).(iii) e (5).

Suponha agora que C possui dois pontos não-Gorenstein. Primeiramente, sejam Q e

P os pontos não-Gorenstein com graus de singularidade, respectivamente, 2 e 3. Assim,

temos que mQ = CQ e isto implica que OQ = k ⊕ CQ. Para P , se |αP | = 4, então mP = CP

e OP = k ⊕ CP ; se |αP | = 3, então OP = k ⊕ ky ⊕ CP , em que αP = vP (y), e estas

são todas as possibilidades para αP . Podemos supor que Q vive sob ∞ (e constantes de

P1, nos casos multirramificados). Considere o feixe F = OC〈1, x〉, em que x é a função

identidade de P1. Logo, FQ = x−1k ⊕ k ⊕ x−1CQ ⊕ CQ. Além disso, se |αP | = 4, então

FP = OP +xOP = k⊕ kx⊕CP , pois x 6∈ CP e xCP ⊂ CP . Portanto, nesse caso, F tem grau

1 em P , 2 em Q e 0 nos demais pontos e C é trigonal. Mas se |αP | = 3, então P é no máximo

trirramificado. Podemos supor que P vive sobre as constantes 0, a e b ∈ P1, possivelmente

iguais. Assim, f = x(x − a)(x − b) ∈ k(C ′) tem polos de ordem 1 precisamente em P ′1, P
′
2

e P ′3, os pontos de C ′ sobre P . Se P for unirramificado ou multirramificado e monomial,

então f ∈ OP , logo, F = 〈1, f〉 tem grau 0 em P e em todos os demais pontos, exceto Q.

Em Q, temos que vQ(f−1) < 0 < vQ(f−1z1) < vQ(f−1z2) < α é uma cadeia saturada em

A := vQ(FQ) com |A \ S| = 3, em que z1, z2 ∈ CQ. Portanto, degQF = 3 e C é trigonal.

Porém, se P for não-monomial, é posśıvel encontrar uma curva com gonalidade 4. Este caso

corresponde ao item (II).(1) do teorema.

Finalmente, sejam Q e P dois diferentes pontos não-Gorenstein de C, ambos com grau

de singularidade 2. Então, mP = CP , mQ = CQ e os pontos de C ′ que vivem sobre P

ou Q são regulares. Como P e Q são no máximo trirramificados, sejam P ′1, P
′
2 e P ′3 os

pontos de C ′ sobre P , possivelmente iguais, e Q′1, Q
′
2 e Q′3 os pontos sobre Q, também

possivelmente iguais. Suponha que exista uma função racional f : C ′ → P1 com grau 3 tal

que f−1(a) = {P ′1, P ′2, P ′3} e f−1(b) = {Q′1, Q′2, Q′3} para algum a, b ∈ P1. Podemos supor

a = 0 e f tem zeros de ordem 1 exatamente em P ′1, P
′
2 e P ′3. Portanto, o feixe dado por

F = 〈1, f〉 tem grau 0 em P , já que f ∈ OP . Também podemos supor que b = ∞, logo f

tem polos de ordem 1 exatamente em Q′1, Q
′
2 e Q′3, e F tem grau 3 em Q e 0 nos demais

pontos de C. Portanto, C é trigonal. É fácil ver que não existe outra maneira de obter um

g13 em C e C tem gonalidade 4 caso não exista tal f . Tal caso se refere a (II).(2).
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Observe que, na demonstração do Teorema 2.2, vimos que a gonalidade de uma curva

não-Gorenstein C é no máximo g+ 1−bg/2c− η. Assim, podemos provar de outra maneira

que se C satisfaz o caso 4, então sua gonalidade é 2. De fato, esse é o único caso em que

η = 4 e como g = 0, então a gonalidade de C seria no máximo 5 + 1− 0− 4 = 2.

Além disso, se C satisfaz um dos casos 3, 6 ou 10, temos que η = 3 e g = 0 ou 1 no

caso 3 e 0 nos casos 6 e 10. Portanto, gon(C) ≤ 5 + 1 − 0 − 3 = 3. Como nenhum desses

casos se trata de uma curva racional nearly normal, temos uma forma alternativa de provar

que C é trigonal nesses casos.
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Caṕıtulo 4

Teorema de Max-Noether

Relembremos que Rosenlicht provou em [18, Cor. and Thm. 17, p. 189] que se C é uma

curva não-hipereĺıtica Gorenstein, então

C ∼= C ′. (4.1)

Com hipótese mais fraca, Rosenlicht também mostrou em seu teorema principal [18, Thm. 17,

p. 189] que se C é apenas não-hipereĺıtica, então existe um morfismo birracional

C ′ −→ C (4.2)

o qual foi novamente provado em [11] na versão

Ĉ ∼= C ′. (4.3)

Relacionada às afirmações de Rosenlicht está a afirmação do conhecido Teorema de

Max Noether:

SymnH0(ω) � H0(ωn) para n ≥ 1. (4.4)

De fato, de acordo com [13, Rem. 2.8], se C é uma curva não-hipereĺıtica em que vale (4.4)

então tem-se (4.2) e, portanto, (4.3). Então, das aplicações conhecidas de 4.4, temos mais

esta: se este resultado se generaliza para curvas integrais, então a afirmação de Max Noether,

o Teorema de Rosenlicht e não-hipereliticidade são conceitos equivalentes. Este seria o nosso

objetivo principal.

Começamos exemplificando o que dissemos acima em casos simples. Antes disso, lem-

bremos alguns fatos gerais. Para curvas hipereĺıticas nunca vale a afirmação de Max Noether.

De fato, se C é uma curva hipereĺıtica não-Gorenstein de gênero g, então existe x ∈ k(C)

tal que

H0(W) = 〈1, x, . . . , xg−1〉.



Assim, dim(H0(W)n) = n(g − 1) + 1. Por outro lado, se n ≥ 2, então deg(Wn) ≥ 2g − 2 e

portanto h1(Wn) = 0. Pelo Teorema de Riemann-Roch,

dim(H0(Wn)) = h0(Wn) = deg(Wn) + 1− g = n(2g − 2) + 1− g = (2n− 1)(g − 1).

Portanto, dim(H0(Wn)) > dim(H0(W)n), o que implica que H0(Wn) 6= H0(W)n.

De acordo com [21, Thm 2.1], se P é um ponto singular de uma curva C, então temos

que ωP = H0(ω) + ωP , o que nos fornece

WP = H0(W) + CP . (4.5)

Mas ωP e WP são completamente determinados por P . Assim, qualquer que seja a curva,

às vezes é posśıvel determinar que certas funções são seções globais do feixe dualizante. Por

exemplo, se P é unirramificado e f ∈ WP tem ordem menor que o condutor, então é claro

que f ∈ H0(ω).

Exemplo 4.1. Seja C o fecho projetivo de

Spec k[t3, t7, t9, t10]

Tal curva possui um único ponto singular P com

OP = k ⊕ kt3 ⊕ kt6 ⊕ kt7 ⊕ kt9 ⊕ kt10 ⊕ t12OP

e gênero 6 = dim(OP/OP ). Temos que C é Gorenstein e assim WP = OP . Portanto,

H0(W) = 〈1, t3, t6, t7, t9, t10〉 devido a (4.5). Escreva P1 = k ∪ {∞} e considere t a função

identidade. Seja P ′ := κ(0) ∈ C ′. Por definição,

OP ′ = k[t3, t7, t10](t3,t7,t10).

Para obter (4.1), basta provar que OP = OP ′ . Assim, é suficiente verificar que t12, t13, t14 ∈
k[t3, t7, t10]. Para obter (4.4) é um pouco mais complicado. Como W = OC〈H0(W)〉, temos

que t12, t13, . . . , t20 ∈ H0(W2). Além disso, pelo Teorema de Riemann-Roch h0(W2) =

degW2 + 1 − 6 = 20 + 1 − 6 = 15 já que h1(W2) = 0 pois degW2 > degW . Logo, estas

são exatamente as seções independentes adicionadas a H0(W2). Escrevendo tais elementos

como a seguir, temos uma forma intŕınseca de se obter (4.4) para n = 2:

t12 = t3t9 t13 = t3t10 t14 = t7t7

t15 = t6t9 t16 = t6t10 t17 = t7t10

t18 = t9t9 t19 = t9t10 t20 = t10t10
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Considere agora uma outra curva, chamada C mais uma vez, dada pelo fecho projetivo de

Spec k[t3, t7, t10, t11]

Tal curva também possui somente um ponto singular P com

OP = k ⊕ kt3 ⊕ kt6 ⊕ kt7 ⊕ kt9OP

e gênero 5. Agora P é não-Gorenstein e OP ( WP . Além disso, t4 ∈ WP e portanto

H0(W) = 〈1, t3, t4, t6, t7〉 nesse caso. Logo,

OP ′ = k[t3, t4, t7](t3,t4,t7)

e OP ⊂ OP ′ e, portanto, tem-se (4.2). Os anéis não coincidem porque P é não-Gorenstein e

entãoWP não é um OP -módulo livre. Para obter (4.4), note que t8, t9, t10, . . . , t14 ∈ H0(W2).

Além disso,

degQ(W2) =


2 se Q = P

14 se Q =∞

0 caso contrário

portanto degW2 = 16. Como h0(W2) = 16 + 1 − 5 = 12, os elementos acima são os

necessários para completar H0(W2). Observe que aqui foi necessário calcular degW2 já que

não é verdade em geral que degW2 = 2 degW se C é não-Gorenstein. Por exemplo, se C

é nearly Gorenstein mas não é Kunz, essa igualdade é falsa. Escrevendo os elementos como

abaixo, obtemos (4.4) para n = 2:

t8 = t4t4

t9 = t3t6 t10 = t3t7 t11 = t4t7

t12 = t6t6 t13 = t6t7 t14 = t7t7

Finalmente, considere C como o fecho projetivo de

Spec k[t2, t4, t5, t6, t9]

A curva tem duas singularidades: um ponto duplo (Gorenstein) sobre uma constante de P1,

dito P , e um ponto não-Gorenstein sobre infinito, dito Q. O gênero de C é g = δP + δQ =

2 + 2 = 4. Afirmamos que OC〈1, t2, t4, t5〉 é um mergulho do feixe dualizante. De fato, tal

feixe tem grau 0 em todos os pontos de C, exceto em Q, onde seu grau é 6 = 2× 4− 2. Isto

prova a afirmação. Assim,

OP ′ = k[t2, t5](t2,t5).
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Logo, a igualdade OP = OP ′ não pode ser obtida de maneira local, já que 1 e t2 são as

únicas funções (monomiais) que sabemos que estão em H0(W) considerando apenas P , mas

t5 6∈ k[t2]. Isto prova (4.4).

O próximo resultado generaliza [13, Thm. 3.7], que é uma generalização do Teorema

de Max Noether para curvas com pontos não-Gorenstein unirramificados.

Teorema 4.2. Seja C uma curva integral não-hipereĺıtica. Então, os mapas naturais

SymnH0(ω) −→ H0(ωn)

são sobrejetivos para todo n ≥ 1.

Demonstração. Primeiramente, se C for regular, a afirmação vale conforme [1, pg 117]. Tal

resultado é uma consequência da normalidade projetiva das curvas extremas. Se C for

Gorenstein, Rosenlicht provou em [18] que se C é não-hipereĺıtica Gorenstein, então C ′ é

extrema e C ∼= C ′, portanto vale a afirmação de Max Noether. Por outro lado, se C for

não-Gorenstein, devemos ajustar a prova de [13, Thm 3.7], onde a afirmação foi demonstrada

para pontos não-Gorenstein unirramificados. Não é dif́ıcil verificar que a hipótese “unirra-

mificado” só é realmente necessária precisamente na demonstração de [13, Lem 3.2, stp 2].

Assim, é suficiente checar que CP/t
β−αCP é gerado por elementos em H0(W)2. Mas sabemos

que vP (WP ) = K. Portanto, usando (4.5) basta provar que existe uma sequência

a1 = β < a2 < a3 < . . . < a|β|−|α| < 2β − α (4.6)

tal que todos os elementos ai estão em G := {a+ b | a, b ∈ K◦}.
Podemos assumir que α < β, pois, caso contrário, a sequência é vazia. Chame

αn := min(nα, β),

com n ∈ N. Seja r o menor inteiro tal que (r + 2)α > β e escreva β = αr+1 + u, com

0 ≤ u < α, em que denotamos 0 = (0, . . . , 0) ∈ Ns. Então, podemos construir a sequência

(4.6) escrevendo cada um de seus elementos como

a = β + αn+1 − α + v

para

1) 0 ≤ n ≤ r − 1 e 0 ≤ v ≤ α− e`
2) n = r e 0 ≤ v < u,
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em que descartamos a primeira escolha de n, v se r = 0 e a segunda se u = 0. Agora escreva

a = β + αn+1 − α + v = (β − α + v) + αn+1.

Temos que αn+1 está em S◦ para todo 0 ≤ n ≤ r e portanto sempre está em K◦. Além

disso, se v 6= α − ei para todo i, então β − α + v também está em K◦. De fato, se existe

b ∈ ∆S(γ − (β − α + v)) = ∆S(α − v − (1, . . . , 1)), então b = 0, vi = αi − 1 para algum i e

vj > αj − 1 para j 6= i. Mas isso acontece se, e somente se, v = α − ei. Note que em (ii),

temos que v < u ≤ α − ei para todo i, e portanto, a afirmação já está provada para r = 0.

Assim, é suficiente provar que β+αn+1− e` ∈ G para todo 0 ≤ n ≤ r− 1. A fim de facilitar

a notação, chamaremos n+ 1 de n e então é suficiente provar que β+αn− e` ∈ G para todo

1 ≤ n ≤ r.

Afirmação: para qualquer ponto não-Gorenstein s-ramificado existe d ∈ K◦ \S tal que

β − d− e` ∈ K◦ para algum ` = 1, . . . , s, em que {e1, . . . , es} é a base canônica de Ns. Para

provar a afirmação, em primeiro lugar observe que se P for unirramificado, a existência de

tal elemento d é equivalente a P ser não-Gorenstein. Suponha agora que P é s-ramificado.

Tome d ∈ K◦ \ S minimal, isto é, de forma que não exista um elemento em K◦ \ S menor

que d. Vamos mostrar que, para algum ` = 1, . . . , s, tem-se

∆s(γ − (β − d− e`)) = ∆s(d− (1, . . . , 0, . . . , 1)) = ∅,

em que 0 está na `-ésima coordenada. Suponha por absurdo que para todo ` = 1, . . . , s

existem elementos b` ∈ ∆s(d − (1, . . . , 0, . . . , 1)) em S. Então, cada b` pode ser somente de

dois tipos:

1) b` é tal que b`` = d` e b`j ≥ dj para i 6= `, isto é, b` = (d1 + x1, . . . , d`, . . . , ds + xs),

com xi ≥ 0 não simultaneamente nulos já que d 6∈ S.

2) b` é tal que b`i = di − 1, com i 6= `, b`j ≥ dj para j 6= `, i e b`` > d`, isto é,

b` = (d1 + x1, . . . , di − 1, . . . , ds + xs), com x` > 0 e xj ≥ 0 para j 6= `, i. Nesse caso,

seja s` = min(b`, d) = (d1, . . . , di − 1, . . . , ds) ∈ K◦. Pela minimalidade de d, temos que

s` ∈ K◦ ∩ S. Como b` e s` possuem as i-ésimas coordenadas iguais, existe um elemento

s′` = (d1 + y1, . . . , d`, . . . , ds + ys) em S, com yi ≥ 0 não simultaneamente nulos, pois d 6∈ S.

Defina

c` =

b`, se b` é do tipo 1

s′`, se b` é do tipo 2

Assim, d = min(c1, . . . , cs) ∈ S e temos uma contradição. Portanto, está provada a

afirmação.
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Seja m o maior inteiro tal que αm+1 = (m+ 1)α, isto é, tal que (m+ 1)α ≤ β. Se n é

tal que m < n ≤ r, então αn+1 < (n + 1)α e temos que 0 < αn+1 − αn < α. Assim, existe

v com 0 ≤ v < α − e` para o qual a = αn + β − e` = αn+1 + β − α + v. Nesse caso, como

v 6= α− e`, já vimos que a ∈ G.

Por outro lado, seja n tal que 1 ≤ n ≤ m ≤ r. Sejam d := d1 como na afirmação

acima e d2 := β − d − e`. Para todo 1 ≤ n ≤ m podemos encontrar números naturais

qn1, qn2 tais que n = qn1 + qn2 e qnjα + dj < β para j = 1, 2. De fato, sejam qm2 o maior

inteiro tal que qm2α ≤ d1 e qm1 := m − qm2. Se n < m podemos tomar qn1 := min{n, qm1}
e qn2 := n − qn1 ≤ qm2. Logo, é suficiente provar para n = m. Suponha sem perda de

generalidade que d1 ≤ d2. Como d1 + d2 = β − e`, temos que 2d1 < β e como m ≥ 1, temos

que 2α ≤ β. Além disso, (qm2 + 1)α ≤ d1 + α ≤ 2 max{d1, α} ≤ β e portanto m ≥ qm2 pela

definição de m. Isto implica que qm1 ≥ 0. Assim, conclúımos que

qm2α + d2 ≤ d1 + d2 < β

e

qm1α + d1 = (m− qm2)α + d1

= mα− qm2α + d1

≤ (β − α) + (d1 − qm2α) < β

já que 0 ≤ d1 − qm2α < α pela definição de qm2.

ComoWP é um OP -módulo, a definição de qnj implica que anj := qnjα+ dj ∈ K◦ para

todo 1 ≤ n ≤ m e j = 1, 2. Assim,

an1 + an2 = qn1α + d1 + qn2α + d2

= (qn1 + qn2)α + (d1 + d2)

= nα + β − e` = β + αn − e`

está em G, quaisquer que sejam 1 ≤ n ≤ m, como queŕıamos.

A primeira consequência da versão regular do Teorema de Max Noether é o seguinte

resultado, que também vale para curvas Gorentein:

Seja Ir(C) o espaço vetorial das r-formas identicamente nulas em uma curva C. Tem-se

que

dim(I2(C)) =
(g − 2)(g − 3)

2
.
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Na tentativa de generalizar tal resultado para curvas não-Gorenstein, utilizamos parte

da prova extŕınseca do Teorema de Max Noether para curvas nearly Gorenstein, apresentado

em [13, Thm 2.6], para demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Seja C uma curva não-Gorenstein de gênero g.

(i) Se Ĉ é o blowup de C ao longo de ω, então existe um mergulho Ĉ ↪→ Pg−2+µ tal que

dim(Ir(Ĉ)) =

(
r + g − 2 + µ

r

)
− r(2g − 2− η) + (g − η − µ− 1).

Em particular,

dim(I2(Ĉ)) =
g2 + (2µ− 7)g + µ2 − 3µ+ 2η + 6

2
.

(ii) Se os pontos não-Gorenstein de C são unirramificados, então existe um mergulho C ↪→
Pg+2(ρ−σ)−1 tal que

dim(Ir(C)) =

(
r + g + 2(ρ− σ)− 1

r

)
+ g(1− 2r)− 2r(ρ− σ) + r − 1.

Em particular,

dim(I2(C)) =
(g + 2(ρ− σ)− 1)(g + 2(ρ− σ)− 2)− 2g

2

em que ρ = h0(O/C)− h0(Õ/C̃) e σ = h0(O/O)− h0(O/Õ).

Demonstração. (i) De [11, Prop. 4.5], temos que OĈω é um feixe inverśıvel em Ĉ gerado por

H0(ω). Considere o sistema linear completo |OĈω|, o qual é livre de pontos de base, pois

H0(ω) ⊂ H0(OĈω). Ele define um mergulho de Ĉ no espaço Pn, em que n = h0(OĈω)− 1.

Se C é uma curva não-Gorenstein, então, pela demonstração de [13, Thm. 2.6], Ĉ é

projetivamente normal. Portanto, temos que

dim(Ir(Ĉ)) =

(
r + n

r

)
− h0((OĈω)r).

Em [11], mostra-se que h1((OĈω)r) = 0 para todo r ≥ 1. Assim, segue de Teorema de

Riemann-Roch que

h0((OĈω)r) = deg((OĈω)r) + 1− ĝ + h1((OĈω)r)

= r(2g − 2− η) + 1− (g − η − µ).
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Então, n = g + µ− 2 e

dim(Ir(Ĉ)) =

(
r + g + µ− 2

r

)
− r(2g − 2− η) + (g − η − µ− 1).

Em particular, para r = 2,

dim(I2(Ĉ)) =

(
g + µ

2

)
+ (η − 3g − µ+ 3)

=
(g + µ)(g + µ− 1)

2
+ (η − 3g − µ+ 3)

=
g2 + (2µ− 7)g + µ2 − 3µ+ 2η + 6

2
.

(ii) Seja C uma curva com um ponto não-Gorenstein P , unirramificado, com semigrupo de

valores S, tal que suas lacunas são N\S = {l1, . . . , lδP }. Considere a curva C∗ com semigrupo

de valores em P∗ ∈ C∗ dado por

S∗ = {0} ∪ {2|β| − li para todo i = 1, . . . , δP} ∪ {n ∈ N tal que n ≥ 2|β|+ 1}.

Observe que S∗ é de fato um semigrupo de valores, pois (2|β|−li)+(2|β|−lj) = 4|β|−(li+lj).

Mas li+lj < 2|β|, logo, (2|β|−li)+(2|β|−lj) ≥ 2|β|+1 e portanto está em S∗. Por construção,

C∗ é tal que Ĉ∗ = C, isto é, C é o blowup de C∗ ao longo de ω∗. Além disso, se P for o

único ponto singular de C, então g∗ = g + 2|β| − δP = g + 2(|β| − δP ), η∗ = 2(|β| − δP )− 1

e µ∗ = 1. Note que este é um argumento local e também vale se C possui mais de um ponto

não-Gorenstein, desde que todos eles sejam unirramificados. Nesse caso, considerando a

possibilidade de também haver pontos Gorenstein, temos que g∗ = g̃+2ρ−σ = g+2(ρ−σ),

η∗ = 2(ρ− σ)− 1 e µ∗ = 1. Portanto, pelo item (i), segue que

dim(Ir(C)) =

(
r + g∗ + µ∗ − 2

r

)
− r(2g∗ − 2− η∗) + (g∗ − η∗ − µ∗ − 1)

=

(
r + g + 2(ρ− σ)− 1

r

)
+ g(1− 2r)− 2r(ρ− σ) + r − 1.

No caso particular em que r = 2, temos

dim(I2(C)) =

(
g + 2(ρ− σ) + 1

2

)
− 3g − 4(ρ− σ) + 1

=
(g + 2(ρ− σ)− 1)(g + 2(ρ− σ)− 2)− 2g

2
,

e o teorema está demonstrado.
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