UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Dissertacao de Mestrado

ANALISE ASSINTOTICA DE SOLUQOES DA

EQUACAO DO CALOR NAO-LINEAR
D-DIMENSIONAL VIA GRUPOS DE
RENORMALIZACAO

Antonio Marcos da Silva

Orientador: Gastao de Almeida Braga
Coorientadora: Jussara de Matos Moreira

16 de agosto de 2013



“O futuro s6 vem se a gente o fizer. Se a gente o fizer transformando

o presente. O futuro nao esta ali na esquina as escondidas, esperando pela nossa
chegada para nos surpreender e para nos fazer dizer: ”Olha o fato aqui! Estava se
escondendo de mim”. O futuro s6 vem se a gente construir. Se a gente transformar o
presente com vistas ao perfil, ao sonho ou a utopia.”

(FREIRE, 1998, p.45)



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pela oportunidade e por ter me dado forcas para realizar esse

trabalho.

Ao meu orientador, Gastao de Almeida Braga, pelos ensinamentos, paciéncia e atencao, e, por
ter se tornado um exemplo de educador, pesquisador e ser humano, através dos nossos encontros

(quase diérios).
A Jussara, pelas valiosas sugestoes e pelo empenho em me coorientar.

Aos membros da banca examinadora, Antonio Francisco Neto, Raphael Campos Drumond e
Silas Luiz de Carvalho, pelo cuidado na leitura da dissertacao e pelas importantes observacoes e

corregoes.

Aos meus pais, Maria José e Antonio, pelo amor, carinho, dedicacao e, principalmente, pela

constante presenca mesmo estando longe.

Aos meus irmaos, Fabio e Flavia. E aos meus sobrinhos, em especial, ao Thalys, pelo

companheirismo e pelo incentivo.

Aos professores da UFOP, em especial ao Wenderson, pelas duvidas tiradas via email. Ajudaram

demais!

A Fernanda pela amizade e por aguentar minhas reclamagoes durante o curso, e ao Wendell e

Carlinhos, pelo apoio nos momentos dificeis.

Aos amigos do mestrado Aislan, Tauan, Victor e Joyce, que muito contribuiram para a minha

formacao e para a realizacao desta dissertacao.
Ao Aurélio, pelos conselhos e companheirismo durante todo o curso.

Aos funcionérios e professores do PPGMAT/UFMG, pela dedicagao e prontidao.



A Fundagcao de Amparo & Pesquisa do estado de Minas Gerais - FAPEMIG, pelo auxilio financeiro.

Por fim, a todos aqueles que, direta ou indiretamente, colaboraram para realizacao do presente

trabalho, expresso minha sincera gratidao.



Resumo

Este trabalho tem como objetivo a obtencao do comportamento assintotico da solucao do seguinte

Problema de Valor Inicial (P.V.L.):

up = Au+ ", x € R4t > 1,
u(z,1) = f(z), v € RY,

em que f é uma funcio “suave” com decaimento integréavel em R% X € [—1,1] e n é um inteiro
maior que 1+ 2/d. Esse estudo generaliza o caso unidimensional ja estudado por Moreira [1].
Para isso, utiliza-se a técnica do Grupo de Renormalizagdo desenvolvida por Bricmont et al. [2]
para estudar o caso de equacoes de difusao com nao-linearidades classificadas como irrelevantes

no sentido do Grupo de Renormalizagao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A técnica do grupo de Renormalizacao

O grupo de renormalizacdo (RG) refere-se a um método mateméatico que permite a investigagao
sistematica das mudancas de um sistema fisico, visto em diferentes escalas. Esse método esta
intimamente relacionado com a invariancia por mudanga de escalas, isto é, com a invariancia de
alguns sistemas sob a acao de um certo grupo de simetria. Em particular, no caso a ser tratado
nessa dissertacao, ou seja, em se tratando da equacao do calor d-dimensional, podemos observar
que para tempos longos o sistema torna-se assintoticamente autossimilar, isto é, invariante por

mudanca de escalas como serd explicado na segao 3.1.

Existem registros de que a nocao de invariancia por mudanca de escalas ja era utilizada pelos
pitagdricos (na Escola de Pitagoras), por Euclides de Alexandria e por Galileu Galilei. Porém, a
técnica do Grupo de Renormalizacao utilizada para estudar o problema aqui apresentado e varios
outros semelhantes, foi desenvolvida formalmente (do ponto de vista de Equagoes Diferenciais)
no fim dos anos 80 e inicio dos anos 90 por Goldenfeld [4]. Posteriormente, Bricmont e Kupiainen
[3] desenvolveram rigorosamente esse método. Logo apds, uma versdo numérica foi apresentada

por Chen e Goldenfeld [5].

J& no ano de 2001, Rolla [7] fizeram um estudo numérico do comportamento de solugoes

da equacao do calor com coeficiente de difusao periédico através do método do grupo de



renormaliza¢ao. Em 2002, Moreira [1], baseada na técnica apresentada por Bricmont e Kupiainen
[2], analisou o comportamento de solugdes da equagao do calor unidimensional com perturbagao
do tipo u™, para n > 3. Logo apds, em 2003, Braga et al [6], apresentaram, baseados nos
trabalhos de Rolla [7] e Moreira [1], um estudo dos casos analitico e numérico para a equagao do
calor com perturbagoes do tipo F'(u,ug, tuz:). E no ano de 2011, Souza [8], estudou o caso com

buc

T zx”

perturbagoes do tipo F'(u, ty, Uy) = uu

Neste trabalho, iremos fazer uma generalizacao dos resultados apresentados na referéncia
[1], agora para d-dimensdes, sendo assim, o primeiro trabalho em d-dimensoes que analisa
o comportamento assintético de solugoes da equacao do calor via técnica do Grupo de

Renormalizacao apresentada por Bricmont et al. [3].

1.2 Objetivo

O objetivo desta dissertagao é analisar o comportamento assintético (para tempos longos) de
solugoes da equacao do calor nao-linear d-dimensional. Esse trabalho consiste, basicamente,
em generalizar para d-dimensoes o caso unidimensional apresentado na referéncia [1], em que é
utilizada a formulacao analitica do Grupo de Renormalizacao (RG) desenvolvida por Bricmont
et al. [2] para estudar o caso de equagoes de difusdo com nao-linearidades classificadas como

irrelevantes no sentido do Grupo de Renormalizagao.

Especificamente, estudaremos o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

u = Au+ ", v € Rt > 1,
d (1.1)
u(z,1) = f(z), © € RY,
em que f é uma funcao “suave” (essa suavidade serd especificada posteriormente no Capitulo
2) com decaimento integrdvel em R?.  Assumiremos que o parametro \ esteja no intervalo
[—1,1]. Contudo, observamos que os argumentos apresentados neste trabalho se estendem para
A pertencente a um compacto da reta. Nesta dissertacao, mostraremos que, se n > 1 + % é um

inteiro, entao, para tempos longos, temos

o~ 05 (2,

9



~

em que f(0) representa a transformada de Fourier do dado inicial f na origem e fi a distribuigao

Gaussiana
e‘ﬁ d
o(x) = ()72 em que |z|? = fo (1.2)
i=1

1.3 Descricao da dissertacao

Essa dissertagao esta dividida da seguinte forma:

No Capitulo 2, fazemos uma breve revisao sobre a transformada de Fourier e as suas propriedades
que serao utilizadas nesta dissertacao e definimos os espacos de fungoes que utilizaremos nas
provas dos teoremas. Mostramos que é possivel definir uma norma de modo a torna-los espacos

de Banach contidos em L*(R?) N L?(R%) N L>=(RY).

No Capitulo 3, assumindo a existéncia e unicidade de solugao do P.V.I. (1.1) no caso linear,
ou seja, quando A = 0 (uma demonstragao do teorema de existéncia e unicidade de solu¢ao do
caso linear pode ser encontrada em [9]), definimos o operador Grupo de Renormalizagao e logo
em seguida, demonstramos algumas de suas propriedades. Com isso, enunciamos e provamos
o Lema da Contracao e, através dele, que a solugao do P.V.I. (1.1), com A = 0, se comporta

assintoticamente como um miultiplo da Gaussiana (1.2).

O Capitulo 4 ¢é destinado a demonstracao do teorema de existéncia e unicidade de solucao do
P.V.I. (1.1). Para isso, fazemos uso do teorema do ponto fixo de Banach, o qual estd descrito

nesse capitulo.

No Capitulo 5, definimos o operador Grupo de Renormalizacao para o caso nao-linear e, através
de suas propriedades, bem como dos resultados obtidos nos capitulos anteriores, demonstramos
iterativamente um teorema que nos fornecera informacgoes sobre o comportamento assintotico da

solugao do P.V.I. (1.1).

Apresentamos por fim no Apéndice A, uma demonstracao da necessidade da restricdo ¢ > d para

a definicao dos espacos apresentados no Capitulo 2.

10



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Um pouco sobre a transformada de Fourier em d-
dimensoes

Para um bom entendimento do método do Grupo de Renormalizacao apresentado nessa
dissertacao, é necessario um estudo da transformada de Fourier, que é uma importante ferramenta
no estudo de equagoes diferenciais parciais, uma vez que através dela conseguimos converter
EDP’s em expressoes algébricas ou equacoes diferenciais envolvendo menos variaveis, facilitando
os célculos envolvidos. Desse modo, apresentaremos nessa secao algumas defini¢oes e resultados

sobre a teoria de Fourier que serao utilizados no desenvolvimento desse trabalho.

Sejam 1 <p < oo e f:R? — R uma funciio mensuravel. Definimos

(fd|f|pd$)%, se 1 <p< oo,
17l =4 1)

esssup{|f|;z € R4}, se p = oco.

em que esssup(| [ € RY) = nf{sup{lg(e)|: (a) = /() a.tp}} (vein [14).

Denotaremos por LP(R?) o conjunto de todas as classes de equivaléncia das fungoes mensuraveis

f:RY— R com || f||, < co. Pode-se mostrar que (LP(R?),]| -||,) é um espago de Banach e que a

11



norma (2.1) satisfaz a desigualdade de Holder (veja [9])

gl < I 1pllgla, (2.2)

com f € LP(RY), g € LY(RY) e }D—l— % =1

Definigao 2.1 Se u € LY(R?), definimos a sua transformada de Fourier como sendo

Flu()}w) = i(w) = /R (), w € R, (2.3)
e sua transformada inversa por
FUu(w) = iw) = # /R (), w € R, (2.4)

d

em que T -w = g x;w; representa o produto interno entre os vetores x e w.
i=1

Note que, como |e*@¥| =1 e u € L'(R?), as integrais acima convergem para cada w € R%

Gostarfamos de saber quando f pode ser obtida de f, isto é, quando u = u. Para isso, iremos

estender as definigoes (2.3) e (2.4) para L*(R?).

Teorema 2.1 (Teorema de Plancherel) Se u € L'(R?) N L*(R?), entdo 4,% € L*(RY) e vale

a igualdade

lallz = (2m)*allz = [full2- (2.5)

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [9)].

Como LY(R?) N L?(RY) ¢é denso em L*(R%), através do Teorema de Plancherel é possivel definir,
por um processo de limite, a transformada de Fourier (e sua inversa) em L?(RY) (veja [9]). Assim,
mostraremos a seguir algumas propriedades da transformada de Fourier em L?*(R?). Para isso,

precisamos das seguintes definigoes:

12



Definigao 2.2 Dadas f,g € L*(RY), definimos a convolugdo de f com g como sendo

(f*g)(z) = y fz —w)g(w)dw.

Lema 2.1 A convolucdo satisfaz as sequintes propriedades:

1. fxge€ L' (RY);
2. frxg=gx*f;

3. (fxg)xh=fx(gxh).

Prova: Sejam f,g € L*(RY).

Pelo Teorema de Fubini [15] e pelo Teorema da Mudanga de Varidveis [12], 2 e 3 sdo imediatos.

Utilizando ainda esses teoremas, segue que

If * gl = /Rdl(f*g)(mﬂdx:/ﬂgd
/]Rd /Rd |f(z — w)|dz|g(w)|dw = /Rd | f(y)|dy /Rd lg(w)]dw < oo.

dx

[ S = wg(w)d

IA

Definigao 2.3 Um vetor a = (ay,- - -, aq) € Z%, onde cada componente a; é um inteiro ndo

negativo, € dito um multi-indice de ordem |a| = a;+ -+ a4. Dado um multi-indice o, definimos

el gy (o
D%u(x) = 0u(z)

= — = 81:061 ... aq;adul
Oz - - - 0xy? ! d

Teorema 2.2 Denote por i o complezo conjugado de u. Se u,v € L*(R?), entao

1. [pautde = [, G0dw.

2. (Du)(w) = (iw)*@(w) para cada multi-indice o tal que D*u € L*(RY).

13
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3. Seu,v € LY(RY) N L2(RY), entdo (u*v) = 00.

Prova: Tome u,v € L?(R%) e A € C. Pelo Teorema 2.1,
s+ Aol = 1+ Mol

Desse modo, temos que

/ (|u\2+|)\vl2+ﬁ)\v+u5\ﬁ)dx:/
R4

(\a|2 VR + @+ m) dw
R4

Usando novamente o Teorema 2.1, segue-se que

/ (@ho + udd) de = / (X0 + @30 duw.
R4

Rd
Fazendo A = 1 e em seguida A = ¢, obtemos

/(ﬂv—i—u@)dx:/ (40 + o) dw,
Rd

Rd

/ (1uv — iuv) dx = / (v — itv) dw.
R4

Rd
Multiplicando a segunda por ¢ e somando as duas igualdades acima, obtemos fRd uvdxr =

Jga W0dw, 0 que demonstra o item 1.

Agora, suponha que u seja diferenciavel e tenha suporte compacto. Note que, como u tem suporte

compacto, entdo u se anula fora de um certo compacto do R?, e assim, dado o € Z7,

/Rd [e7™ D(x) — (—1)‘°‘|D§“(e’mw)u(:€)} dx = / D* (e7™"u(x)) dz = 0.

R4
Assim, segue da identidade acima que

507u(w) = /Rdem'“’Dau(x)d:c



Como o conjunto das fungdes com suporte compacto é denso em L% (RY), o item 2 estd

demonstrado.

Para provar 3, note que dados u,v € L*(R?)NL*(R?) e w € R?, pela definigao 2.2 e pelo Teorema
de Fubini [15] temos que

@) = [ e [ - wuw)dnds

— / ey (wy) (/ u(x — wl)ei(xwl)'wdx) dwn
Rd Rd

_ / &=y (1, Yy (w0
R4

= u(w)v(w).

Outra propriedade importante da transformada de Fourier é dada pelo teorema abaixo. Sua

demonstragao pode ser encontrada em [10].
Teorema 2.3 A Transformada de Fourier é uma bijecao de L*(RY) em L*(R?).

O lema abaixo nos mostrard que a transformada de Fourier do produto de n fungoes em L?*(R?)
¢ dada por n — 1 convolugoes da transformada dessas fungdes multiplicado por (27) —d(n=1)  Essa
propriedade sera fundamental para a obtencao da existéncia e unicidade de solucoes que sera

apresentada no Capitulo 4.

Lema 2.2 Dadas fi, -, fn € L*(RY), temos que

~

Flfr-e fad(w) = @m0 (Jrae -« 1) (w). (2.6)

Prova: Usaremos inducao para demonstrar esse resultado. Inicialmente, pelo Teorema 2.2 temos

F(fix fo)(w) = ﬁ(w)]?g(w) e com isso
f_l(f1f2)(x) = (fl * fz) (x). (2.7)

15



Observe também que, dado = € R,
1 . _ —iz-w dw = . 2.
FHIY =) = g [ e e = s o) 2.9
Assim, por (2.7) e (2.8), obtemos

F{fif2(x) = @n)'F ' (fife)(—x)

= (2m) o (Qi)dfl(x+y)(27lr)df2(—y)dy
= (271T)d /Rd Al( _y)fZ(y)dy

0 que prova o caso n = 2. Suponha agora que (2.6) seja valida para algum natural n > 3. Entao,
pelos mesmos procedimentos acima, sendo agora a primeira funcao fi--- f, e a segunda f, 1,

concluimos que
1 _
FUr - fa) Joi}0) = (Fire fak s fon) (@),
Usando agora a hipotese de indugao, obtemos

f{(fl .. fn> . fn+1}(;(;) = (271T)d ((277_;(”_1)}\1 Kook ]/C:z * f/n:1> (:E)

A

o que finaliza a demonstracao. |

Para finalizar essa secao apresentamos a transformada de Fourier da funcao Gaussiana. Esse

resultado sera constantemente utilizado nesse trabalho.

Lema 2.3 Seja b uma constante positiva e considere a funcio f* : RY — R definida por

_lep? d
fi(x) = f4,,:)b% , onde |z|* = fo Entao,
i=1

~

Jr(w) = e,

16



Prova:

e 1 —jw-x —|z|?/(4b
f(UJ):W/Rde 6"/()(11'

d
1 , 2
- - —iw;x;—x5/(4b) )
= (47Tb)d/2||/R€ 3T dx;
Jj=1

1 d —| (2L 4ivbw; 2+bw]2.
B (47Tb)d/2H/R€ (Gt }d%
j=1

d
_ 1 —bw? —y?
= G L7 [ 2Vha,

c ; . . 2
onde usamos a mudanga de varidveis y; = ;—\}5 + zx/gwj. Assim, usando que fRe Yidy, =/,

obtemos o resultado.

Observe que, como f* € L?(R%), entdo, pelo Teorema 2.3, concluimos do Lema acima, que
||

Fe ) (@) = (dmb) 0265

2.2 Espacos utilizados

Nesta secao, definiremos o espaco B, (em que ¢ > d), das fungoes cujas transformadas de Fourier
sejam continuamente diferencidveis e que satisfagam a uma certa condicao de decaimento no
infinito. A restrigao g > d sera necessaria para garantirmos a integrabilidade das transformadas
de Fourier e, consequentemente, para que possamos concluir que B, C L'(RY)NL?(RY)NL>(R?).
Mostraremos também que (By, || - ||) (em que a norma || - || serd definida a seguir) é um espago

de Banach.

Para isso, inicialmente defina, para ¢ > d,

B,={f R — R feC'®R) c |f] < o0} (2.9)
sendo
I711= sup |1+ el (17)]+ 9@ )] (2.10)

17



No item 2 da Proposi¢ao 2.2 nds provaremos que (2.10) define, de fato, uma norma.
Proposigao 2.1 Para todo q > d, temos que B, C L*(R%) N L*(R%) N L>=(RY).

A Como q > d,

Prova: Dado f € B,, temos que ||f] < oo e, entdo |f(w)],|Vf(w)| < THwf-

entdo, pela Proposicio A.1 (veja Apéndice), | fllk, |[Vf]le < oo para todo k > 1 e, assim,
f.Vf e L{RY) N LA(RY).

Para provarmos a proposi¢ao, observamos inicialmente que a pertinéncia f € L?*(R?) segue
diretamente do fato de que a transformada de Fourier ¢ uma bijegao em L?(R?) (Teorema 2.3) e
de que f € L*(R%). Além disso, pelo Teorema 2.3, existe a inversa de f , que denotaremos por f.

Desse modo, F~1(f) = f € L2(R%).

Por outro lado, pelo item 2 do Teorema 2.2, F-Y(Vf) = —izf € L2(R%), ¢ assim, para cada
r € R temos || fl2 + ||z f]l2 < oo.

Note ainda que, como as funcoes e s&o continuas em R? e —1 < 1 ara todo
qaue, 608 [T1aT © TP (+ja)? = T+l P

x € R? pelo critério da comparacio para integrais (veja [12]), temos que

H I / 1 </ doe_
—— = | ———dx< —— <™
A+, Jae (14 J2))? R 1+ |zf’
Desse modo, usando que m ’ x| fll2 < oo e a desigualdade de Holder (2.2), obtemos
2
14 |z|)f 14 |z|)f
T R I e
R re (14 [2)] (14 []) 1l

(1 +[z[) fll2 < o0,

1
S -
H(1+ [z]) ]l
donde se segue que f € L*(RY).

Por fim, como f € B,, temos que

1 A

com C = 27r =g fRd 1+\w\q Portanto f e L™ ]Rd) o que conclui a demonstracao.

/1l = 1F ()] <

18



Proposigao 2.2 Para todo ¢ > d, B, é um espago de Banach com a norma dada por (2.10).

Prova:

1. Pela linearidade da transformada de Fourier e do operador de derivada, dadas f,g € B, e

uma constante A\ € C, segue-se que f + A\g € B,. Logo, B, é um espaco vetorial.

2. Temos que (2.10) define uma norma. De fato,

(a)

é claro que || f|| > 0. Agora, note que || f|| = 0 se, e somente se, | f(w)| = |V f(w)| =0
para todo w € R%. Além disso, como f € L*(R?), entao

F(@) = 5 o Fl0)e
em quase todo ponto. Assim, se ||f| = 0, temos f(w) = 0 em ¢.t.p. e portanto, f = 0,
q.t.p.. Por outro lado, se f = 0, entéio |f(w)| = |V.f(w)| = 0 e, portanto, ||f|| = 0.

Dados A € R e f € B, temos ]X;“(w)| = |} \f(w)] para todo w € R? pois

A (w)] = = |\ = [A|If(w)].

/ e WA\ f(2)da
R4

/ e’i(“"x)f(x)d:c
R4

De maneira similar, prova-se também que |V(X?)(w)| = |\||Vf(w)]| e assim obtemos,

trivialmente, que | Af|| = |A|||f]]-

Finalmente, como |(f + g)(w)|+ |V (F + g)(w)| < |f(w)]|+|V f(w)|+[3(w)|+|Va(w)],

obtemos facilmente a desigualdade triangular:

I1F+ gl < 1171+ lgll-

3. B, ¢ completo.

Se (fn)nen € uma sequéncia de Cauchy em B, entao para todo € > 0, existe ky € N tal que

para qualquer k,r > kg, temos:

1= £l = sup [( Jol?) (105 = F) )]+ 1V (e = F) )]

weRd

sup |(1+ fuwl?) (|fe(w) = fr(w)] + [Vi(w) = Vi, (w)]) | <

wERE

[Nl e
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Desse modo, para quaisquer k,r > kg, obtemos:

sup [(1+ [w]?) (|fe(w) = f(w)])] <

wERE

% (2.11)

sup [(1+ Jul?) (IVi(w) = Viw))] < 3.

donde se segue que (fr(w))ren € (Vfx(w))ren sa0 sequéncias uniformemente convergentes.

Logo, fk(w) — g(w) € R e, pelo teorema da derivagao termo a termo (veja capitulo V,

m [12]), V fp(w) — Vg(w) € R%

De (2.11), temos que, para cada w € RY,

> (14 [w]) [g(w) = fi(w)] > (1+ [w]*) [g(w)] = (1 + [w]) | filw)]:

DN ™

Desse modo, temos que

)| < 57 + few)l

€
14 [wl?)
Logo,

¢ €| fi(w)
A1+ |wj9)* (14wl

lg(w)? < + | fr(w) . (2.12)

Assim, integrando em R? e tirando a raiz quadrada em ambos os lados de (2.12), obtemos

4Mwmmﬁﬁuumm+@mww4

< () [+ [ Rl 213)

d 1+|w|‘1

gl

Agora, como g > d, segue da Proposicao A.l1 que fRdlf\—ﬁ\q < oo. Além do mais,

pela hipdtese e pela Proposigdo 2.1, temos que f, € B, C L'Y(R?%) N L*(R?), logo,
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| fells | fell2 < oo. Assim, usando (2.13) concluimos que ||g||2 < oo e, pelo Teorema 2.3,

existe f € L2(R%) tal que g(w) = f(w). Entdo,

1= Al = sup (1wl [| (o= F) @)l + 1 (Ve = VF) )]

weR4

— wp@+mw%g%ﬂ(ﬁ—ﬁ)WM+NVﬁ—Vﬂ)wﬂ

weR? +
< sup (Lol sup [| (= ) ()l +1 (V= V) ()]
< s+5=¢

para todo k > ko. Logo, fr — f. Além disso, f = (f/—?g) + fre V(m) +Vf = VS

Assim,

71 = sup (1 ful?) [|F(w)] + 19 ()]
< sup (1+ [wl) | (fe= 1) @)] + [folw)] + IV (e = D )] + [V fu(w)|

wER4

= fs = FIT+ {1l < oo

Portanto, f € B,.
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Capitulo 3

O Grupo de Renormalizacao para a
equacao do calor d-dimensional

Nesse capitulo, definiremos o operador Grupo de Renormalizagao (RG) para a equacdo do calor
linear d-dimensional. Uma vez definido, verificaremos algumas de suas propriedades e isto nos
permitira estudar o comportamento assintotico de solugoes da equacao do calor linear. Além
disso, essas propriedades nos fornecerao a existéncia global da solu¢ao da equagao (3.1) a partir
da existéncia local, isto é, mostraremos que se tivermos uma solugao do P.V.I. 3.1 para t € [1, L?|
entao conseguimos estender essa solugao, através da técnica do grupo de renormalizacao, para

todo t > 1. Para isso, consideremos o seguinte problema de valor inicial:

w—Au = 0, zeR?
u(z,l) = f(x), fe B, q>d.

Para garantirmos a existéncia de solugbes do PVI (3.1), considere, inicialmente, a fungao

¢ : R? x (0,00) — R dada por:

(3.1)

d(z,t) = < (3.2)

(4mt)s

O teorema abaixo nos garante a existéncia de solugdo do PVI 3.1 para quaisquer (z,t) €

R? x (0,00). Sua demonstraciao pode ser encontrada em [1] ou [9].

Teorema 3.1 Suponha f € C°(RY) N L>®(R?). Entdo, para todo (x,t) € R? x (0,00), a funcgdo

)= [ oty— ety = —— [ 5 pg)ay, (3.3
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¢ de classe C*®°(RY x (0,00)) e € solugdo do PVI (3.1).

Pela Proposicao 2.1, B, C L'(R%) N L*(R%) N L>(R?) e com isso é possivel mostrar que a solugao

dada no teorema acima é tnica (veja [9]).

3.1 Solucgoes invariantes por mudanca de escalas

Nosso objetivo é obter o comportamento assintético das solugoes de equagoes de difusao lineares
e nao-lineares, d-dimensionais, usando o Método do Grupo de Renormalizacao. Tal método
baseia-se no fato de que as solucoes de algumas EDPs nao-lineares tornam-se assintoticamente
invariantes por mudancas de escalas. Uma solucao u de uma EDP é dita invariante por mudanca
de escala se seus valores em um tempo t, puderem ser obtidos de seus valores no tempo t; através
de um reescalonamento em x, t e u. Esse é o caso, por exemplo, da equagao do calor. Nessa
secao, definiremos esse conceito mais precisamente e mostraremos que a solucao fundamental da

equagao em (3.1) é invariante por escalas.

Definigao 3.1 Uma solugdo u(zx,t) da equagao do calor é invariante por mudanca de escalas se,

para todo L > 1, existirem niumeros reais o e 3 tais que
u(x,t) = L°(Lx, LPt),
para quaisquer x € R et > 0.
Note que, pela Definicao 3.1, se u é invariante por escalas entao, se queremos determinar u em
um tempo ¢ = L°t, entdo, u(z,t') = L~ u(L " 'z,t).

Vamos mostrar entdo que existe uma solugao invariante por escalas da equagao em (3.1). Para

isso, considere
v(x,t) = L(Lx, L°t), (3.4)
em que « e  sao numeros reais e L > 1 é dado.
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Verifiquemos para quais valores de o e 3 o reescalonamento (3.4) deixa a equagao do calor

invariante. Facamos w = Lx e y = L’t. Pela regra da cadeia, temos de (3.4) que
vi(w,t) = L Puy,,  Av(z,t) = L2 Au(w, y)

e, como u ¢ solucao da equacao do calor, obtemos

= W”t(xat)-

Assim, v(z, t) serd solucao da equagao do calor se 3 = 2 e, em principio, a pode assumir qualquer
valor. Mais adiante veremos que, para a classe de problemas que pretendemos estudar, a deve
ser igual a d. Para isso, utilizaremos um argumento de conservacao da massa, de acordo com a

definicao a seguir:

Definicao 3.2 Para qualquer f € L*(RY), definimos a massa M de f por

M = f(z)dz.

Rd
Proposicao 3.1 Se u(z, t) é solugao do P.V.1. 3.1, entdo
/ u(z, t)dx = M,
Rd
para todo t > 1.

Prova: Como u(z,t) é solucio do P.V.1. 3.1, temos que u(-,t) € L'(R?) e u; = Au para quaisquer

r € R et >0. Assim, integrando ambos os lados dessa igualdade em R?, obtemos

/ut(:c,t)dx—/ Au(z,t)dx.
Ré Rd

Agora, como u € C*®(R? x (1,00)) e como a fungio z — u(z,t) é integravel em R? para todo

t € (1,00), pela regra de Leibniz [12], obtemos:

/ u(z, t)de = 4 u(x, t)dz.
Rd dt R4
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Por outro lado, para cada i € {1,2,...,d}, temos que

. 1 _2($i_yz’) *4\1;?2
T nt— 1)) /R op oI

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada [14], podemos tomar o limite dentro da integral,

donde segue-se que

: 1 . —2(x; —y;) —lz—ul®
lim w,, = —/ lim ——————e 4D f(y)dy = 0. 3.5

Pelo teorema de Fubini [15] e por (3.5), temos que

d
Au(z,t)dr = / Ug,z, | dx1dzs...dx
[, dutat ) (; > ... d
d
= / Z/uzizidxl dxy...dxg
Ri-1 \ 7 JR

d
= / Uz, R +Z/Uxixidl’1 dxy...dxg
Rd-1 — Jr

d
= / Z/uxmdxl dxy...dxg
Ri-1 \ 755 JR

= Ug o, dT1dTs...d2g
R4

= / (/ uzdmddxd) dxidxs...dxg_1 = 0.
Rd-1 \JR

Assim, fR u(z,t)dx é constante em relagdo a variavel temporal e, novamente, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada [15], segue-se que

/Rd u(z, t)dr = /Rd u(z, 1)dr = » f(z)dz = M. (3.6)
1

Utilizaremos, a seguir, o resultado acima para concluir que uma condicao necessaria para a
existéncia de solugbes invariantes por mudanga de escalas do P.V.I. (3.1) é que o expoente o em

(3.4), com (3 =2, seja igual a d.

Proposigao 3.2 Se u(z,t) € uma solugao invariante por mudan¢a de escalas do P.V.I. (3.1)

com dado inicial u(z,1) € B, C L*(R?), entio a =d e 3 = 2.
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Prova: Vimos no inicio da se¢ao que, para que uma func¢do definida por (3.4) seja solugao da
equacao do calor, devemos ter § = 2. Resta mostrar entao que o = d. Pela Proposicao 3.1,

sabemos que

M= [ wu(x,1)dx :/ u(zx, t)dzx.
R4 Rd

Como u(z,t) é uma solugao invariante por escalas do P.V.I. (3.1), entao, u(x,t) = L%u(Lx, L*t)
e portanto,

M = [ L%u(Lz,L*)dx.
Rd

Aplicando o teorema da Mudanca de variaveis, obtemos
M =L / u(z, L*t)dx.
R4

Finalmente, usando novamente a Proposicao 3.1, como fRd u(z,t)de = M, para todo t > 1,
entao,

M = LM

e portanto, a = d. |

Acabamos de mostrar, portanto, que se u(x,t) é uma solu¢do invariante por escalas do P.V.L

(3.1), entao,
u(z,t) = L (Lx, L*t) (3.7)

Uma pergunta natural é a seguinte: realmente existem solugoes invariantes por escala da equacgao

do calor? Se a resposta for positiva entao elas devem satisfazer (3.7). Agora, note que fazendo

L? =1/t em (3.7), obtemos
()
ul——=,1).
Vit

E natural, nesse caso, buscarmos solugoes radiais, de forma que vamos supor que u seja dada por

Derivando u(z,t) em relagao a t e as coordenadas z; de x, com ¢ € {1,...,d}, temos que

=

u(z,t) =

ol

t

d |z|
ut(x>t> = _2t¥¢ - 2td7;3 '
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gb, xiQ 1
+
d+1|x| td;2|$’2¢ )

Ug,o, (T, 1) =

d—1  |z| >¢_
d+2 )

onde assumimos |z| e t positivos. Como u é solu¢ao da equagao do calor, entao
1
d+1 da+3
> x| 2tz

O:ut—Au:%d;ng—<

o (S

d— d
+ c) ¢ +5¢=0,
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por (¢!, obtemos a seguinte

donde se segue que

em que ( = \[

equacao diferencial ordindaria:

d
Cd 1¢//+(( )CdQ C>¢+ Cd 1¢—O

que podemos escrever como
d—1 ./ id /_
(1) + (o) =0
Integrando a equacao acima, obtemos

So= el = () = o (e

d
¢! 1¢’+§¢=Cl=>¢+

2
T-

Integrando novamente, temos finalmente
e 1.4 22
d(Q)=cre” 7 [ a7 % Tdr + cqe
(47)"2 de modo a normalizar ¢ em L' (R?)

*“Mdy = (47)%?2, tomamos ¢; = 0 e ¢y
(3.8)

2
Como f]Rd e =
Dessa forma, a solugao invariante por escalas que desejamos é dada por
||
\x!) )

o) = g (\/¥

Note que u(z,t) dada acima por (3.8) é a solugao fundamental da equagao do calor d-dimensional

linear.
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3.2 O Método, heuristicamente

Uma vez que obtivemos a solucao invariante por escalas da equagao do calor d-dimensional,
podemos analisar como o Método do Grupo de Renormalizacao funciona. Tal método surgiu
nos anos 50, proposto por dois fisicos tedricos, Gellmann e Low [16], interessados em estudar
problemas em Teoria Quantica de Campos, ja nos anos 70, Kenneth Wilson [17] desempenhou
um papel importante utilizando tais ideias no estudo de Fenomenos Criticos, abordando questoes
centrais como a invariancia por escalas e universalidade de sistemas, através do estudo da
transformacao do grupo de renormalizacao. Wilson ganhou o Prémio Nobel de Fisica em 1982

por essas contribuigoes.

O método se baseia nas mudancas de escalas e na auto-similaridade do sistema. Definiremos
uma transformacao que envolve uma mudanca de escalas e, iterando essa transformacao, espera-
se que haja convergéncia das iteradas. Solugoes invariantes por mudancas de escalas sao pontos
fixos dessa transformacao e as iteradas, espera-se, convergirao para algum ponto fixo. Assim, o
estudo da bacia de atragao do ponto fixo dessa transformacao dara o carater de universalidade
dos sistemas envolvidos. Essa é a ideia geral do método, que foi nos anos 90 aplicada de maneira
rigorosa por Bricmont, Kupiainen et al. [2] no estudo do comportamento assintético de solugoes
de equacoes diferenciais parciais. Tentaremos abaixo explicar mais especificamente como tais

ideias funcionam nesse 1ltimo caso, que é o de nosso interesse nesse trabalho.

Para simplificar o argumento, consideremos em particular o problema (3.1), isto é,

{ w—Au = 0, z€RYt> 1.
u(z,1) = f(x).

Dada a condigdo inicial f(z) e uma escala L > 1, usa-se a equacao do calor em R? para evolui r
f do tempo inicial 1 ao tempo final L?, em seguida reescalona-se a varidvel espacial x e a solucao
u, respectivamente, por L e L%, obtendo assim L%u(Lz, L?). Observe que esse reescalonamento
se baseia na invariancia por escalas da equacao. Define-se, a partir dai, um operador atuando

sobre o dado inicial, por
(RYS) (z) = L%(Lz, L?). (3.9)
Em seguida, define-se uma fungao uy(z,t) = L%u(Lz, L*t), que pela invariancia da equacao serd
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também solugdao da equagao do calor, porém, com dado inicial fi(z) = RY f(x). O operador
é entao aplicado ao novo dado inicial e, definindo uy(z,t) = L%, (Lx, L?t), obteremos novo
problema de valor inicial, com dado inicial fo(z) = RS fi(z). Itera-se entao o procedimento, de
modo que teremos uma sequéncia de problemas de valor inicial, nesse caso todos com mesma
equacao, mas com dados iniciais distintos, cada um deles a serem analisados em um intervalo

limitado de tempo [1, L?]:

{ O, — Au,, = 0, v e R4t e (1,17 (3.10)

un(x71) = fn(l'),

em que uy = u, up(r,t) = Llu, (Lx,L?*), paran > 1, fo = f e fu(z) = R f, 1(x) =
(RY0---0RY)f(x), paran > 1.

Gostariamos de mostrar nesse caso que a solu¢ao do problema (3.1) comporta-se assintoticamente

A
te.t)~ s (2.

em que fi é a solucdo invariante por escalas (ponto fixo do operador) e A é uma constante, ou,

Ccomo

analogamente, em uma norma adequada,

lm [|t2u(tz-,t) — Af; ()] = 0. (3.11)

t—o0

Tomando v/t = L™ podemos reescrever formalmente esse limite como

lim ||L""u(L", L*") — Afs ()] = 0.

n—oo

Por outro lado, nao é dificil mostrar que o operador RY possui a propriedade de que n aplicagoes
dele a uma escala L sobre o dado inicial sao equivalentes a uma tnica aplicacao a uma escala L",
ou seja, fn(r) = R, f(x) = L"u(L"z, L*") (Lema 3.2).

Sendo assim, o estudo do comportamento assintotico da solugao de fato se resume no estudo da
convergencia dos dados iniciais, ou, em outras palavras, no estudo da bacia de atracao do ponto
fixo do operador grupo de renormalizacao (RG). Para isso, decompomos os dados iniciais de cada
problema de valor inicial obtido, em que uma parcela é a componente na direcao do ponto fixo

do operador, isto €, inicia-se a analise definindo uma funcao gg por

Jo=Af5 + .
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Aplicando o operador ao dado inicial, como f§ é ponto fixo, obteremos RY fo = fi = Afi+g1, em
que g; = RY go. Aplicando o operador ao novo dado inicial f; teremos entao RY f; = fo = Afi+gs,
em que go = R) g1 = R%Q go € assim por diante, de forma que, para mostrar a convergéncia dos
dados iniciais para um multiplo do ponto fixo, é preciso garantir que essa sequéncia g, converge
para zero. Na préxima segao mostraremos portanto importantes propriedades do operador RY,

que garantirao a eficacia do método nesse caso.

3.3 Propriedades do operador Grupo de Renormalizacao
para a equacao do calor linear

Definimos o operador Grupo de Renormalizagao (RG) para a equacao do calor linear por (3.9).
Pelas consideracoes feitas na secao anterior, precisamos mostrar que esse operador satisfaz

algumas propriedades e é isto o que faremos nos lemas a seguir.
Lema 3.1 Dado q > d, R} é um operador linear que leva B, em B,.

Prova: Primeiramente, verificaremos que o operador ¢é linear. Para isso, suponha que v seja

solucdo da equagao do calor, sendo v(z,1) = (kf + g)(z), com k € Re f,g € B,. Assim,
Ry(kf+g)(z) = L*v(Lx, L?),

em que

—lz—y|?

1 “le=l?
ol t) — M/Re (f + 9)(w)dy

A linearidade do operador segue portanto trivialmente da linearidade da integral.

Para mostrar que R) f € B, se f € B, nds precisaremos analisar, de acordo com as definigoes
(2.9) e (2.10), se RYf € CY(R?) e se

IREF = sup |(1+[wl) (|RLF )| + VR f(w)])| < oo.

weR4

30



Fazendo y = Lz temos, pelo Teorema da Mudanga de Variaveis [12],

RO f(w) = F(L%u (La:,LQ))(w):/ eim'deu(Lx,Lz)dx:/ e*iy'%u(y,LQ)dy:a@,H).

Como u é solugao da equacao do calor com dado inicial f(x) = u(z,1) entdo u é o produto de

convolugao da solu¢ao fundamental com o dado inicial, isto é,

u(z,t) = [o(,t = 1) = f()] (2),

x2
em que ¢(z,t) = (4nt)"3e~"ir. Como ¢ € L2(RY) e f € B, C L*(R%), podemos usar o

Teorema 2.2 para escrever i(w,t) = ¢(w,t — 1)f(w). Por outro lado, de acordo com o Lema

2.3, d(w,t) = e 1P, Logo,
a(w, t) = e e F),
Assim, obtemos finalmente
(@ F)w) = (7, 17) = eTPa-Lf (1) (3.12)
L L
Como f € By, entio f € CY(R%) e, derivando (3.12) em relacio ao vetor w, obtemos:
d

w) =Y (—Qwi(l — L) FaET) (%) + %e'w'Q(l“)f;i (%)) &,

i=1

em que 7; representa a i-ésima coordenada do vetor w/L e e;, com i € {1,...,d}, sdo os vetores

canonicos de R?. Agora, lembrando que podemos escrever, para qualquer vetor z € R?,
2| < Jzier + -+ zaeg] <
i=1

e que temos

(RO, (w)] < 2Juwy](1 = L) w027

h(z)

YA 1 2 -2
= Z o lwlF(1=L72)
(L)‘ TI°

usando que |w;| < |w| e |f,,| < |Vf], conclufimos entdo que

(%)‘ +%ew ( )‘ (3.13)

Como L > 1, de (3.12) e (3.13) podemos limitar ]@(wﬂ + |V(R%f)(w)| superiormente por
P [ 2) e P [ (Y ‘ ‘ P(Y ‘
7 (7)] 2l (=27 e (Z)]+a[vF(Z)
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VRS (W) < 2dfw|(1 — L2)e PO-L)




e, como d > 1, escrevendo 1 + |w|? = L1 (ﬁ + |%‘q) < Lt (1 + ‘%!q), obtemos

IRLS < dLo|f) + 24z sup | (1+ ]%D | (1 — L72) e lePa-L7)

wER4

A (W

FEI-
Usando novamente que L > 1, podemos limitar a funcao \w\@e"mwF por um e
SUD,crd (1 + ‘%V) V1—L72 f(%)‘ por ||f]| de modo que

IRLfIl < 3dLY| f|| < +oo,

o que mostra que R) f € B,. |

Conforme discutimos na Secao 3.2, utilizaremos nas préximas secoes que o operador R9 possui a
3 ) 5 L
propriedade de que n aplicacoes dele a uma escala L sobre o dado inicial sao equivalentes a uma

Unica aplicacao a uma escala L™. Esse resultado sera demonstrado no préximo lema.

Lema 3.2 Dadon >1, R)o..oR} = RY,.
—_——

n vVezes

Prova: Pelo Teorema 3.1, temos a existéncia de uma solugao global para o PVI (3.1), dada por
(3.3). Pela definigao do operador R?, se f(x) = u(x, 1) com u solugao da equacao do calor, entdo,
RY f(x) = L%(Lx, L?). Definindo u;(z,t) = L4 (Lx, L*t), j4 vimos que u; também serd solucio

da equacio do calor, porém com dado inicial R f(z). Dessa forma,
RY(RY f)(x) = L% (L, L?) = L**u(L?z, L*) = R). f(x).

onde usamos, na segunda igualdade acima, que o PVI (3.1) possui uma tnica solugdo no
intervalo [1, L*]. Supondo por inducéo que temos R} o ...o R f(x) = L™u(L"z, L*") e definindo
—_——

un(z,t) = L™u(L"z, L*"t), entdo u, é também solugdao da equacdo do calor, com dado inicial

L™y (L™x, L*). Dessa forma, como o PVI (3.1) possui uma tnica solugio no intervalo [1, L*"+2],

RY | (RY o...0o RO f(x) | = Ly, (Lx, L) = LDy (L g L*2) = Ry f(x),

o que finaliza a inducao.

O lema a seguir garante que operador RG possui um ponto fixo em B,.
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Lema 3.3 A funcao f; definida por (1.2) é ponto fizo de RY : B, — B,.

Prova: Usando o Lema 2.3, obtemos que ]%‘(w) — e~ 1v ¢ C1(R?) e ainda,

I3 < sup (14 |w]?) (ei|w|2 + 2d\w\67|w|2) < sup (14 2dJw| + |w|? + 2d|w|**) e 1P,

wERY wERC

Assim, definindo a constante K, dependente de ¢ e d, por

g+1

-1 3 —4q ]. oz —q—
K,=K,(¢,d) =1+ 2de 7 + (g) " e 4 2d (%) e5 (3.14)
obtemos || fi|| < K, e, portanto, f; € B,. Agora, de (3.12), temos que

(E%f\é‘)(w) = ¢ lWP-L7%) fx (%)

e, como fg(w) = e 1*I’ obtemos
(R £5)(w) = fi(w)

O resultado segue tomando-se a transformada inversa. 1

Mostraremos finalmente o Lema da Contragao, que garantird que, para L suficientemente grande,
RY serd uma contragao em B,NF,, em que F, denota o espago das aplicagoes cujas transformadas
de Fourier sao nulas na origem. Esse fato serd fundamental nos estudos dos comportamentos
assintoticos de solucoes da equacao do calor, tanto linear quanto nao-linear, que serao obtidos

mais adiante.

Lema 3.4 (Lema da Contracao) Se ¢ > d e g € B, € tal que §(0) = 0, entdo existem
constantes C' = C(q) > 0 e Ly > 1, satisfazendo:

C
IBLgll < —lgll, (3.15)

para todo L > Lyg.

Prova: Inicialmente, lembremos de (3.12) e (3.13) que uma cota superior para ‘(ROLg)(w)‘ +

V)

e TPA=LT (1 4 2djw|(1 — L72))

g

(D)l+glva ()]

33



Obteremos inicialmente uma cota para ! i (%) | Note que nao basta tomarmos uma cota como
|lg|| nesse caso, uma vez que queremos uma limitagao do tipo ||g||/L para a norma do operador
aplicado a g. Para isso, como g € B,, entao § € C'(R?) e, definindo ¢ : [0,1] — R por

©o(t) = g(th), pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

Como ¢'(t) = ¢'(th)h = (Vg)(th) - h, fazendo h = w/L,

w tw w
0 —_ = _dt
g(L> 9(0) + /0 Vg(L) 7
Como §(0) =0 e [Vg (22)] < [|g|, entéo,
(W |wi
— )| < =gl 3.16
i (7)| =l (3.16)
Fazendo 1 — L2 < 1, chegamos portanto a uma cota superior para ‘(R ’ ‘V (RYg)(w )‘
como
e POA=L™ (1 4 2d|w)) [w] 4 d] “i”

Como gostariamos de obter uma constante independente de L, tomemos qualquer Ly > 1, por
exemplo, Ly = 1/3/2, de forma que —(1 — L™2) < 1/2, para todo L > Ly. Assim, usando
que d > 1 e fazendo finalmente C' = d sup (1 + |w|?)(1 + |w| 4 2|w|?)e” /2, obtemos entao o

weR4
resultado.

3.4 O comportamento assintético

Nessa secao utilizaremos o Lema da Contragao e as propriedades do operador RG para verificar
como se comporta a solu¢ao do P.V.I. (3.1). O Teorema 3.2 a seguir nos mostrard que, para
tempos longos, a solucao da equacao do calor linear se comporta assintoticamente como um
miultiplo do ponto fixo Gaussiano. Além disso, mais que obter o limite (3.11), o resultado nos

fornece uma taxa para o decaimento da solucao.
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Teorema 3.2 Se u(x,t) é solugao do P.V.I. (3.1) e f§ € a funcdo Gaussiana dada por (5.2),
entao, para todo 6 € (0,1), existem L; = L1(6,q,d) e C = C(q,d), tais que

C
|1/ (3.17)
t2

[t2u(tz- 1) — FO) £ <

para qualquer t > L3.

Antes de demonstrar o teorema, voltemos a discussao sobre o método apresentada na Secao
3.2. A ideia consiste em decompor o dado inicial, sendo uma das componentes um multiplo do
ponto fixo do operador RG, no caso, a funcao f;. O método ¢ iterado aplicando-se o operador
a cada dado inicial, que sera por sua vez decomposto dessa forma novamente, de maneira que
a componente restante devera convergir para zero. Para que isso aconteca, utilizaremos o Lema
da Contracao e, portanto, precisaremos que tais componentes tenham transformada de Fourier

nula na origem. Sendo assim, mostraremos inicialmente o seguinte:

Lema 3.5 Sejam Ly e C' as constantes obtidas no Lema da Contracdo 3.4. Dado L > Ly,
considere o PVI (3.10) com f, dada por

fo=uo(-,1) e fo=RVf,, n=01,2,... (3.18)

Entao, para cadan =0,1,2,..., existem fungoes g, € B, tais que §,(0) = 0,

fn=Af5 + gn, (3.19)
sendo A = ]%(O) e
C n
< | = : 2
ool < () Tl (3.20)
Prova: Defina a fungao gy por
Jo=Afg + 90

onde A, no momento, é uma constante. Queremos saber, inicialmente, qual deve ser a escolha

de A para que g tenha as propriedades desejadas. Note que como fy e f pertencem ao espago
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vetorial B, entao gy também pertence a B,. Além disso, na origem, a transformada de Fourier

da funcgao acima seréa:
fo(0) = A+ 4(0),
ja que j/g"(()) = 1. Portanto, para que tenhamos go(0) = 0 de modo a poder aplicar o Lema da

Contragao, consideramos A = f;(0). Com isso,

lgoll < 1L foll + 1/o(O) 1151

Sabemos ainda de (3.14) que ||f;| < K, e, além disso, |fo(0)] < || fo||. Logo,

lgoll < (1 + ) foll- (3.21)

Agora, tomamos L > Ly (em que Ly é a constante dada pelo lema da Contracao) e, definindo

uy(z,t) = L%(Lx, L*t), consideramos o novo problema de valor inicial satisfeito por u;, isto é,

{ aﬂh = Aul,

up(z,1) = Léu(Lx, L?) = fi(z). (3.22)

Temos assim f; = R} f = RY(Aofi + go) e usando o fato de a Gaussiana f§ ser um ponto fixo

do operador linear RG,

fi(z) = f(0)f5(x) + R go().

Definindo g; = RY go, temos, pelo Lema da Contragao,

C
]l < = 1lgoll-

Além disto, lembrando que

" - Clwl2(1—L-2) ~ (W
i) = Bgo(w) = 0=, (1),

vemos que ¢;(0) = 0.

Iteramos o procedimento acima definindo uy(z,t) = Lu, (Lx, L*t), que satisfaz o P.V.L.:

{ atu2 == AUQ,

uy(z, 1) = Ly (La, L?) = fy(x). (3.23)

Temos assim f, = R fi = RY(F(0)f& + g1) e, mais uma vez,
faw) = FO)f5 (%) + Rygi(x).

36



Definimos entao go = RYg; e, lembrando que

Go(w) = RY gy (w) = e g, <%> :

vemos que go(0) = 0 e podemos, portanto, aplicar mais uma vez o Lema da Contragao, de forma

que,
C 2
llgall < =gl < 7 llgol-

Mostraremos agora o lema indutivamente. Assuma entao que, para algum n = k, exista uma
fungao g, € By, com gi(0) = 0, tal que (3.19) e (3.20) sejam validas. Aplicando R) em ambos

os lados de (3.19) com n = k, temos

fir1 = Ry fe = Afg + RYgx = Afg + g,

em que gry1 = RYgp. Como, pela hipétese de indugao, g(0) = 0, podemos aplicar o Lema da

Contracao novamente, obtendo
C
greall < —Ilgrll

e, usando (3.20) com n = k, obtemos

lowrll < (5 ol

o que finaliza a prova. |
Com esse resultado, podemos finalmente provar o Teorema 3.2:

Prova: [Teorema 3.2] De (3.18), temos que f, = R f,.1 = (R 0---0 RY)fy. Pelo Lema 3.2,
obtemos, portanto, f, = RY, fo = L™ (L™, L?*"). Além disso, de (3.18),

1L (L™, 27") = Afsll = Lfu = AS5 | = llgall-
Assim, usando (3.20), chegamos a

o (CY
L R R N (3.24)

para todo n € N.

Desse modo fazendo t = L?", vemos que a solugiao do P.V.I. (3.1), assintoticamente, se comporta

como um multiplo do ponto fixo Gaussiano. Mostraremos agora que esse comportamento se
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repete quando ¢ € (L*", L?"*2) e também obteremos a taxa com que a solucao se aproxima desse

ponto fixo, como se segue.

Para isso, dado & € (0,1), tome L; > L tal que L{ > C. Entdo, se L > L,

c\" _ [/C\" 1 < 1
L) ~ \1s) [n(-8 = [ni-s)

Assim, se t = L?", com L > Ly, obtemos de (3.24),

IV 1) = 4551 < g ol

Finalmente, de (3.21), obtemos

d C
(V1) = A < o Il

em que C =1+ K,. A cota acima pode ser estendida para t = 7L*", com 7 € (1,L*) e L > L,
bastando para isso trocarmos L por 7Y/®™ [, nas estimativas. Assim, como C e Ly ndo dependem
do valor particular de L considerado, a desigualdade acima vale para todo t > L? o que finaliza

a demonstracgao. |
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Capitulo 4

Existencia e unicidade de solucao para a
equacao do calor nao-linear

Nesse capitulo, apresentaremos a prova da existéncia e unicidade local de solugao do P.V.I.

{ uy = Au + ", (4.1)

u(z,1) = f(z), f € By, q>d.

Para isso, enunciaremos a seguir o teorema do ponto fixo de Banach que serd imprescindivel para

o desenvolvimento deste capitulo. Sua demonstracao pode ser encontrada em [1] ou [13].

Teorema 4.1 Seja (M,d) um espago métrico completo. Se F': M — M ¢é uma contragao, isto
é, se existe uma constante k € (0,1) tal que d(F(x), F(y)) < kd(x,y) para quaisquer z,y € M

entao, F' admite um unico ponto fixo em M.

A fim de alcancar o objetivo deste capitulo, inicialmente definiremos de forma adequada um
espaco de Banach, que denotaremos por (B ||.|[1), e um operador T : B — BW que
mostraremos ser uma contragao numa bola By C B (L) de centro u ¢ em que uy denotara a solugao
da equagcao do calor linear com dado inicial f. Dessa forma, utilizando o teorema do ponto fixo

de Banach 4.1, mostraremos a existéncia e unicidade (locais) da solugao do problema acima.
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4.1 Definicoes e resultados preliminares

A partir de agora, denotaremos por us a solucao da equagao do calor linear com dado inicial f,
para diferencig-la da solugao u do problema nao-linear (4.1). Primeiramente, definiremos a bola
de centro em uy na qual obteremos a existéncia e unicidade de solugoes de (4.1). Para isso, dado

q > d, seja B, o espago de Banach definido por (2.9) e considere agora, para L > 1, o espago
BY ={u:R*x [1,L*] - R | u(-,t) € B, para todo ¢ € [1, L*]}

munido da norma

lulle = sup lu(.t)].
te[1,L2?]
E possivel mostrar que (B®)||.||;) é um espaco de Banach, como se pode ver em [1]. Sendo

assim, considere o operador

T : BO — B

u > us+ AN(u), (42)

em que

4rs

N(u) = /0 - [ﬁ / Tyt — s)dy| ds. (4.3)

Pelo principio de Duhamel (veja [9], pagina 49), pode-se mostrar que, se u é ponto fixo de T,

entao u satisfaz ao P.V.I. (4.1). Considere agora a bola
By ={ue BY| lu—usl <[]} (4.4)

Mostraremos que, se o dado inicial f for suficientemente pequeno, entao o operador T, definido
acima, ¢ tal que T'(By) C By e que T' é uma contragao em By. Logo, pelo teorema do ponto fixo
de Banach, T" possui um tnico ponto fixo em By, mostrando assim que o P.V.I. (4.1) tem uma

Unica solucao classica.

Antes de mostrar os lemas que nos permitirao verificar que a imagem do operador T definido em
(4.2) estd contida em By e ainda que 7' é uma contragao nessa bola, precisamos de estimativas

para a convolucao de determinadas fungoes que obteremos através da proposicao a seguir.
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Proposicao 4.1 Para quaisquer ¢ > d e w € R?, temos que

1
I(w) = . dr < ,
(w) /Rdmx\q T e wf™ = T Jule

em que K = K(q) = (277 +2) [ou 7 THa

Prova: Observamos que I(w) estd bem definido e é estritamente positivo para todo w € R pois
o integrando é um produto de funcoes positivas e integraveis em R? j& que ¢ > d (veja Proposicio
A.1). Dividiremos a prova da proposi¢ao em dois casos, analisando a situagao em que |w| <1 e
em seguida quando |w| > 1.

Inicialmente, como sup ——— < 1, podemos escrever

1
](w)g/ -1 dx.
e 1+ |z]9

Assim, se |w| <1, entdo 1 < ﬁ e portanto,
2 1 2C
I(w) < / de = ———,
1+ |wle Jga 1+ |z|9 1+ w4

em que

C:/ dv__
Rd1+’$|q

Por outro lado, se |w| > 1, temos:

1 1 1 1
I(w) :/ . dx—l—/ - de = I (w) + L(w).
r\B(0,lel) 1+ [z]7 1+ [z —wl| Bolwly 1T+ [z[? 1+ |z —wl

Na primeira integral, para |z| > | | temos que 1+ || > 1+ ‘w‘ e assim,

24 1
Li(w) < —/ —dr.
20+ wl|? Jpa\po,luly 1+ |z — wl

Substituindo a integracao em R\ B(0, w1y pela integracio em RY e usando o Teorema da Mudanca
grag 2 /)P grag

de Varidveis, nés obtemos que

24 1 24 1 21C
I(w) < dy < dy=———.
20wl Jaa T [yt ™ = T wlt S T+ [yt ™ = T4 Juls
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Agora, dado z € B(0, @), entao, |z — w| > |2ﬂ| eassim 1 + |z —w|?>1+ ‘g’# Com isso,

24 1 24 1 21C
Lw) < ———— dx < de = ————.
20+ [l Jp(o,tm) T+ Talt ™ = T Jwlt Jou 1+ 2t~ T ]t

Portanto, somando as cotas para [ no primeiro caso e I; e Iy no segundo, obtemos o resultado.

Finalmente obteremos na proposi¢ao abaixo uma estimativa para a norma da solugao do problema
linear e para as funcoes u € By, que utilizaremos nas demonstragoes dos lemas que garantirao a

existéncia e unicidade da solucao do problema nao linear.

Proposicao 4.2 Seja uy a solugdo da equagao do calor linear com dado inicial f € By e

considere uw € By, com By dado por (4.4). Entao,

|lullr < (T+d+2dVL2—-1)|f]. (4.5)

Prova: Como Ty(w,t) = e”P¢=1 f(w), usando que e "¢~ < 1 para todo ¢ > 1,

@7 (w, t)] < |f(w)]. (4.6)
Além disso,
d —~ A~
Vazw. )] = 3|2t - e D Fu) + D )
i=1

< demPOD Dol (t - 1) f(w)] + [VF(w)]|

|w|?(t—1)

Usando agora que e~ < 1 para todo t > 1 e sup, ze~*" < 1, obtemos

Vs (w,t)| < 2dVE—1 ‘f(w)‘ +d ‘vf(m‘ . (4.7)
Assim, de (4.6) e (4.7) e pela definigdo de norma em B,

lugle < d sup {sup {1+ Jul?) (| fw)| +2vE=T |f(w)] + |f(w)] )1}

te[1,L?] weRd

< d sup (1+2\/t—1) [l

tell,L?]

d(1+2v L2 =1)| f]-

IN
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Agora, se u € By, entao,
lulle < llu—uglle + lJuglle <A +dA+2vE2 =D f]| = A +d+2dv L2 = 1)[[f]],
o que finaliza a demonstragao. 1

Com os resultados obtidos anteriormente, podemos provar o proximo lema, que ira garantir que

o operador 7" leva a bola By nela mesma.

Lema 4.1 Dados L > 1, ¢ > d e um natural n > 2, existe ¢, = e1(L,n,q,d) > 0 tal que se
feB,elfll <e, entao |[N(u)||L < | f|l sempre que u € By.

Prova: Inicialmente, lembremos que o operador N : B — B ¢ dado por (4.3). Assim,

aplicando a transformada de Fourier em N (u)(z,t), obtemos
_ t—1 o
N(u)(w,t) = / dse™*I"yn(w, t — s) (4.8)
0

e reescrevendo u™ como uma integral de convolugao (veja o Lema 2.2), temos:

ﬁ(w) = W/ﬁ(—w = y1)u(yr = y2)-- (Yn-1)dyr--.dyn—1. (4.9)

De (4.8) e (4.9),

— 1

N(u)(w,t) = W/o : e"wlzsds/ﬂ(—w —y1) vy — y2) W(Yp—1)dys...dy,—1. (4.10)

Agora, por hipétese, u € BH) | logo, |i(w,t)| < % para todo t € [1, L?]. Assim,

— 1 =t > 1 1
Nu)(w,t)] < ———]||ul|7 dses|w|/ dyy - - dyp_1.
N0 < g lal | N TR S L R

Agora, observando que

t—1 , t—1
I(w,t) = / el ds < / ds=1t—-1, (4.11)
0 0

temos:
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|]V(u\)(w,t)] < ||u||2(t—1)/ 1 . 1 e dy .

. d
o T [—w—pt T+ gt
Finalmente, usando a Proposicao 4.1,
T K \"(t=Dlullp  Ku(t—1D)|ull
N H < = 4.12
| (U)(w7 )| = ((271')d> 1+ |w‘q 1+ |w|q ) ( )

sendo K a constante da Proposicao 4.1 e

K, = <%>n_l. (4.13)

Vamos agora obter estimativas para o gradiente de N(u). Para isso, considere a derivada de

—

N(u) em relagao a cada componente de w:

— 2

t—1
N(u), (w,t) = _W/o wise_|w|2$ds/ﬂ(—w—yl)ﬂ(yl — Yo) o (Yn—1)dy1...dYn_1

1 e
- - —lw|*s 0 (e — 5 _ ”
(27r)d(”1)/0 e ds/uwi( w —y1)u(yr — y2) . W(Yn-1)dy1...dYn—1

= Li(w,t)+ L(w,1).

Vamos estimar inicialmente a integral I;. Para isso, observe que, integrando por partes,

t—1 .
/ wise s ds = — |wf4 [[(t — D]w? + 1)e" Dl _ 1] : (4.14)
0 w

Analisaremos (4.14) em dois casos: primeiramente, se |w| > 1, como |w;| < |w|, temos

t—1 ,
/ w;se” M3 ds
0

1
R
w

e, se |w| > 1, entdo 1/|w|* < 1 e como sup,.y(1 + x)e™® < 1, obtemos ’f;il wise~Psds| < 2.
Por outro lado, se |w| < 1, reescrevemos (4.14) como
t—1 o= (t=1)|w|?
/ wise s ds = W—4 eIl 1 — 1)|w]? + 1]} :
0 |w]
lwl2(—1]"

Expandindo a exponencial e DI*I*  obtemos que e Dwl* — [(t — 1)|w|? + 1] = D onma

Assim, obtemos como cota para (4.14):

—(t=1)|w|? n —(t=1)|w|?
e O S [Pt =) _ eI Pt = DR e _ el =12

lw]3 n! - |w? 2! 2
n>2
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Como |w| < 1, obtemos portanto que fot*l wise*|w|2sds‘ < (t —1)*. Somando as estimativas nos

t—1 ,
/ w;se” 3 ds
0

Além disso, usando novamente |a(w,t)| < ||ul|(1 + |w|?)~! e a Proposicao 4.1,

dois casos obtemos finalmente

<24 (t—1)% (4.15)

20 [2 + (¢ = 1)*|lull}

I ) <
| 1(w7 )| = 1_|_’w’q

, (4.16)

sendo K, dada por (4.13).

Para estimar I, basta observar que |i,, (w,t)] < |[Vi(w,t)| < |lullr(1+ |w|?)~!. Dessa forma, a
estimativa para a integral I, se torna idéntica & estimativa que fizemos para N(u) e, portanto,

|I5| fica limitada superiormente pelo lado direito de (4.12). Com isso, obtemos,

o Kollullz 2
[N (w)y, (w, )] < n |w|q[4+ (t—1)+2(—1)7]
VN (0)(w,t)| < %[M (t—1)+2(t — 1) (4.17)

Usando (4.12) e (4.17), tomando o supremo sobre w € R e sobre t € [1, L?] e usando ainda que

n > 2, obtemos

K, (t—Dul|lr  dE,||ul|}
Vel < s s {1 gy (S DL S
{t€[0,L2]} {weRd} 1+ [wl? 1+ |wle

< sup [Ad + (1+d)(t — 1) +2d(t — 1)%] K,||ul}
t

[A+(t—1)+2(t - 1)2])}

= [4d+ (1 +d)(L* — 1)+ 2d(L* — 1)%] K, ||ul|7?||ull7.

Agora, pela Proposigao 4.2, se tomarmos || f|| < [(1 + d + 2dv/L? — 1)]7}, entao, |lullr < 1 e,

nesse caso,
IN(u)]|p < [4d + (1 +d)(L* — 1) + 2d(L* — 1)*] K, (1 +d + 24V L2 —1)?|| f||%
Dai obtemos
IN(u)|l < CLl 1% (4.18)
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em que
Cp=Crpga=K,[4d+ (1 +d)(L* — 1)+ 2d(L* — 1)*] (1 +d +2dVL*> - 1)>. (4.19)

Note que para obtermos a cota acima foi necessario tomar o dado inicial pequeno e, para obter
o resultado do lema com a cota acima, basta que a norma do dado inicial seja menor que Cgl.
Sendo assim, é suficiente tomar ¢; = min {C7 ", [(1+d + 2dvV L2 —1)] '} e, se || f|| < €1, obtemos
N[ <|If]-

Através do lema a seguir obteremos condic¢oes sobre o dado inicial para que o operador 1" definido
em (4.2) seja uma contracao em By, o que nos permitirad finalmente utilizar o Teorema do Ponto

Fixo de Banach para demonstrar a existéncia e unicidade de solugoes do P.V.1. (4.1).

Lema 4.2 Sob as hipdteses do Lema 4.1, existe €3 = €a(L,n,q,d) > 0 tal que, se f € B, e

| f|l < €2, entdo |[N(u) — N(v)||r < i|ju—v|, para quaisquer u,v € By.

Prova: Temos por (4.10) que

o o 1 t—1 sl
_ - = —s|w] Gk ox0) — (Dk--xD)(—
[N(u) N©)| (w,t) = )T /o e ds/ [(G*---xu)— (0*---x0)] (—w,s)ds
com n — 1 convolugoes de u e n — 1 de v. Somando e subtraindo © % @ * - - - * 4 no integrando
acima sendo n — 2 convolugoes de @ consigo mesmo, e usando a linearidade da convolugao em

cada entrada, temos que

1 t—1
m/ e 1P (@ — o) x ik - % 0] (—w, s)ds
0

71 7] 0.0 =

1 t—1 . A . . A
+W/o e PG s (ko) — (D -k 0)] (—w, s)ds = I + I,

em que existem n — 2 convolugoes de @ consigo mesmo e de ¥ consigo mesmo em [,. Assim,
usando que |u — 0| < |ju — v||/(1 + |w|?), podemos estimar a integral I; de forma totalmente

—

andloga ao que fizemos na estimativa de |N(u)(w,t)| obtida em (4.12) no Lema 4.1. Assim,

Koluflz” " lu = o]t = 1)

I <
Al < 1+ [wle

(4.20)
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Para estimar a integral /5, observamos inicialmente que, se n = 2, entao aparece no integrando

de Iy o termo 0 * (4 — ) e nesse caso conseguimos estimar |I5| como acima, ou seja, para n = 2,

Ko
L < ——— — t—1).
2] < el = vl = 1)
Se n > 2, utilizamos o mesmo raciocinio acima, somando e subtraindo ¢ * 0 x @ - - - %4 (n — 3

convolugdes de @ com si mesmo) ao integrando de Iy, isto é,

1 =1 2
= — =SS (= D) Q- x](— d
2 @ )d(n_l)/o e [0 (4 —0)*0---*ul(—w,s)ds

1 1 >
—slw2s A N N . N
+W e Ok Ox[(Uk---*x0)— (0% *x0)| (—w, s)ds,
0
em que existem n — 3 convolucoes de 4 consigo mesmo na primeira integral e na segunda, dentro
dos colchetes, também ha n — 3 convolugoes de @ consigo mesmo e de v consigo mesmo. A
primeira integral acima pode ser estimada por [K,||[v||z|lull? 2 |lu — v||o(t — D](1 + |w|?) " e, se
n > 3 a segunda é novamente decomposta em duas, somando-se e subtraindo-se em seu integrando
V*0V*0*U---%u, comn — 4 convolugbes de 4 consigo mesmo. Assim, obtemos a seguinte cota
_
superior para |[N(u) — N(v)](w,1)]:
K,(t—-1)

1+ |w|e llu—vl||L (Hqu_l + HUHLHu”’z—? R HU”?]j_QHUHL + ||U||7£_1) ‘

Tomando mais uma vez || f|| < (1 +d+ 2dv/L? — 1), de modo que |lul|r, [[v||r < 1, e usando a
Proposicao 4.2, ja que u,v € By,

[l + ol el ol 2l o+ ol < ulo+ -+l < n(l+d+2dVE2 = D] f].

Assim, chegamos finalmente a

n(l+d+2d*V L2 —1)K,(t—1)
1+ |wle

[N = NE)| w1 < Il =vlle. (421)

—_—

Para obter uma estimativa para o gradiente de N(u) — N(v), derivando em relacao a cada

componente de w, temos:

w;

[W - W} (w,t) = _W%/o i wise P [(ax - xa) — (0% - %9)] (—w, s)ds

1 t—1
_W/o e slul? (T, ¥ Uk ok U) — (Vg ¥ 0k -+ % 0)] (—w, §)ds = I3 + I4.
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As estimativas para as integrais I3 e I4 sao feitas como anteriormente, procedendo em relacao
as convolucoes através da soma e subtracao de termos adequados, sendo que, para estimar I3,
utilizamos (4.15). Além disso, para estimar I, assim como feito no Lema 4.1, usamos que
|Gy, (w, 1) < [Va(w, )] < |Jul|z(1 + |w]?)~!. Dessa forma, a estimativa para I, se torna idéntica

e~ _——

a cota obtida para N(u) — N(v). Assim,

2n(1 +d +2dVIZ — 1)K, [2 + (t — 1)

I3 <
b= T fule

1/l = vl

n(1+d+ 2dvIZT — 1) K,(t — 1)

Iy <
= T fof

Al

Assim, obtemos:

VIN(a) = N0, )] < dn(1+d-+2avI7 = 1)K, 2 B 1J2 m(t — 17

[f [l =l (4.22)

Somando as cotas obtidas em (4.21) e (4.22) e usando as definicdes das normas em B, e B®),

como (1+d+2dvL?—1)>1, temos

IN(w) = N@)ll, < n(l+d+2dVI2— 1)K, [4d+ 1+ d)(L? — 1) + 2d(L2 — 1)2]] | f]l]lu — vl
nCrllfllllv =2z,

IN

em que C, é dada por (4.19). Portanto, tomando e = min{(2nCy)™', [(1 +d + 2dv/ L% — 1)]7'},
se ||f|| < e, entdo |N(u) — N(v)||r < 3llu — v||z, para quaisquer u,v € By, o que demonstra o

lema.

4.2 O teorema da existéncia e unicidade local

De posse dos lemas da secao anterior, podemos finalmente obter a existéncia e unicidade da

solugao do PVI (4.1) em By:

Teorema 4.2 Dados L > 1, ¢ > d, A € [-1,1] e um natural n > 2, existe € = ¢(L,n,q,d) > 0
tal que, se f € B, e || f|| < €, entdo o problema de valor inicial (4.1) possui uma tunica solugao

em By.
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Prova: Primeiramente observe que, como n > 2, considerando €; e ¢; obtidos nos Lemas 4.1 e
4.2, respectivamente, temos €; < €;. Assim, definindo € = €3 e tomando || f|| < €, obtemos, do

Lema 4.1,
1T (u) = ugll = AN ()2 < A1,
ja que |A| <1 e, pelo Lema 4.2
[T (w) = T(0)llz = [AIN(w) = N(v)||r < %Hu — vz

para todas as funcgoes u,v € By. Isso garante que o operador 7" mapeia a bola By nela mesma
e ¢ uma contracao em By. Logo pelo teorema do ponto fixo de Banach 4.1, concluimos que T’
possui um tnico ponto fixo em By e portanto, o PVI (4.1) tem uma tnica solugao em By, ja que,

se u € ponto fixo de T', entao u satisfaz tal problema, pelo Principio de Duhamel.

Cabe observar aqui que a restricaio de A € [—1,1] é simplesmente para considerar cotas
independentes de \. Poderiamos ter inserido A na definigao de N(u) de forma que as estimativas

nos Lemas 4.1 e 4.2 dependeriam de \, assim como €, o que nao invalidaria o resultado.
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Capitulo 5

O comportamento assintético da
solucao do problema nao-linear

Nesse capitulo, utilizaremos os resultados obtidos anteriormente para provar um teorema anélogo
ao Teorema 3.2, que nos fornecera de maneira rigorosa, o comportamento assintotico da solugao

doP.V.I. 4.1, comn > 1+ %.

Inicialmente, mostraremos a necessidade da restricao n > 1 + %. Faremos essa consideragao no

caso do problema mais geral:

{ U = Au+ )\F(Uvallua e -,Qllu,afu, o .’agu)’ A€ R’ (51)

u(z,1) = f(z), fe B, q>d,

em que 8;-u representa a i-ésima derivada parcial de u(x,t) em relagao a j-ésima coordenada de

zeR e F(u,0u, -, 05u,0fu, -, 0%u) = || g B (8jlu) ¥, sendo n;; inteiros positivos.

Dado L > 1, defina v(z,t) = Liu(Lx, L*). Fazendo y = Lx e s = L*t e derivando v(z,1),

obtemos
vy = L2 (y, s) e 8}1}(@ t) = Ld+i3;u(y, s), com i =0,1,2.

Como u(y, s) é solugao de (5.1), segue-se que v(z,t) satisfaz a equacao:

vy = Av + )\L{(d+2)—dno—(d+1)m—(d+2)N2}UNO (allv)nn (a?v)nm L. (acllv)nld (aﬁv)nm
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d
com n; = Znij’ i €{0,1,2}.
j=1

Classificaremos agora os termos nao-lineares da equagdo em (5.1) baseados na nomenclatura
introduzida por Bricmont et al. [2]. Definindo dr = dng + (d + 1)ny + (d + 2)ne — (d + 2).,

dizemos que a perturbacao F' adicionada a equagao é:

e irrelevante, se dp > 0;
e marginal, se dp = 0;

e relevante, se dp < 0.

No nosso caso ng = n, n; = ny = 0, e queremos analisar solucoes da equacao do calor nao linear
com perturbagoes irrelevantes. Logo, dp = dn — (d+2) > 0, isto é, n > 1 + %. Observe que o
caso d = 1 é mais restritivo, isto é, para termos perturbacoes irrelevantes precisamos considerar
n > 3. Se d = 2, basta que n > 2, enquanto que, se d > 3, entao ainda é permitida a perturbacao
u?, ou seja, qualquer termo do tipo u™ com n > 2 serd irrelevante. Note que essa é a condicao
sobre n exigida também no teorema de existéncia e unicidade. Nosso objetivo nesse capitulo
¢ mostrar que, ap6s um reescalonamento adequado da solugdo do P.V.I. (4.1), ela se aproxima
de um multiplo da distribuicao gaussiana d-dimensional, e obteremos ainda uma taxa para o
seu decaimento. Cabe observar que todos os resultados obtidos nessa dissertacao podem ser
estendidos para o problema (5.1), com dp = dng + (d + 1)n1 + (d 4+ 2)ns — (d+2) > 0. Optamos

por abordar o caso particular apenas para simplificar as estimativas obtidas.

5.1 Processo iterativo

O método funciona para o caso nao-linear de forma analoga a que foi feita para o caso linear.
Inicialmente, tomamos o P.V.I. (4.1), que consideraremos no intervalo de tempo [1,L?]. Em

seguida, definindo o operador Grupo de Renormalizacao de forma adequada, o aplicamos ao
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dado inicial, obtendo um novo PVI, com novo dado inicial e um novo parametro \; € [—1,1].
Esse procedimento ¢é iterado e, estudando a convergéncia da sequéncia de dados iniciais,
conseguimos determinar o comportamento assintético da solugao do P.V.I. (4.1). Uma diferenga
do procedimento nos casos linear e nao-linear é que, no caso nao-linear, a cada iteracao a equacao
é modificada e é preciso observar as alteracoes nas perturbacoes. Além disso, a andlise da
convergencia do operador se torna mais delicada, uma vez que a contribuicao da parte nao linear

deve ser controlada em cada etapa.
Para dar inicio a esse processo, consideremos o seguinte problema de valor inicial:

{Ut—AUJF/\oUJE[LL]axER’ (5.2)

U(,l) = an fO € Bq7 q> d.
Tomando ¢ dado no Teorema 4.2, temos que, se || fy|| < €, entdo o PVI (5.2) possui uma tunica

solugao em By, representada por
up(x,t) = ug,(x,t) + vo(z, t), (5.3)

em que uy, ¢ a solugdo da equaca@o do calor linear com dado inicial fy e vp(x,t) = AN (uo)(x, 1),
sendo N (u) dado por (4.3). O Grupo de Renormalizagao para a equagao nao-linear é definido a

partir de (5.3), da seguinte maneira: dado L > 1,
(Rpofo)(x) = L'ug(Lx, L*) = L%uy,(Lx, L?) + L'w(Lx, L*) = R} fo(x) + Lve(La, L?), (5.4)

sendo RY o operador linear definido em (3.9).

~

Assim como foi feito no caso linear, defina gy = fo — Ao fg, com Ag = f(0). Entao ¢o(0) = 0 e,

assim como em (3.21), obtemos

lgoll < W[ foll + [Aolll foll < (1 + K[ foll- (5:5)

Em seguida, defina u;(x,t) = L%ug(Lx, L*t), onde ug(x,t) é solugao do problema (5.2). Entdo,
uy (z,t) satisfaz

u, = Au+\u"te[l,L?],xeRY
{ l (5.6)

1',1) = fl(x)7 flGBq7 q>d7
em que A\ = L2 )\g e f; = Llug(L-, L*) = Rpofo.
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Durante o desenvolvimento desse capitulo usaremos, para cada itera¢do k, a notagao v(L-) =

vi(L-, L?). Assim, de (5.4) e da decomposigao de fy, temos
fi =Ry fo+ L'w(L-, L?) = Ry (Aofy + g0) + Lwo(L-) = Ao f§ + Rygo + L'w(L-).  (5.7)

Como feito para fy, queremos que f1 = Ay f§ + g1, com ¢1(0) = 0. Note que, se fizéssemos
Ag= A e g = RYgo+ Livy(L-), terfamos ¢1(0) = 4(0), j& que F{R%go}(0) = 0 e, pelo Teorema
da Mudanca de Varidveis, F{L%y(L-)}(w) = 0y(w/L). Para corrigir esse fato, devemos somar e

subtrair 75(0) f§ ao lado direito da igualdade (5.7), obtendo

fi = [Ao + 00(0)] f5 + RY.go + L (L-) — 1(0) f5 = Aif5 + o, (5.8)

em que A; = Ay + 5(0) e g1 = RYgo + Ly(L-) — 5(0) f& (note que agora ¢;(0) = 0, uma vez
que F(f;)(0) = 1). Observe que, a cada iteracdo, a componente do dado inicial na dire¢ao do
ponto fixo é modificada e portanto, é preciso controlar essa sequéncia de constantes A,. Para

isso, observe que, do Lema 4.1, se || fo|| <,
[ A1 = Ao| = [%6(0)] < [lwollz = [[MoN (uo)llL < Crl fol%, (5.9)

sendo C, a constante dada por (4.19). Além disso, é preciso controlar a convergéncia da sequéncia

gn €, para isso, por (4.12), como L > 1 e |A| < 1, temos:

[ (Le)w)| = | (7 )| < HW)H wlly = ZE2 D

1+ |w|

e, de (4.17), usando novamente que L > 1 e |A\| <1,

— K,
1V [L0(La)] ()| = | Voo (3 )] < azs [4+ (22 = 1)+ 2(22 = 1)?] T Tl
Agora, tomando || fy|| < € e usando que n > 2,
1L (LI < LACL|fol
Dai, lembrando que |vo|| = || N (uo)||z < CL|foll? e | /5] < K, temos
IL%vo(L-) = o(0) f Il < L (L)l + lwollll £51] < L1+ Ko)Crll foll*. (5.10)
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Assim, como go(0) = 0, do lema da contracao, de (5.5) e (5.10),
. a o C
lgrll < IRLgoll + 1L°v0(Le) = Zo(0) f5 | < (1 + Ko) [l foll + LT + K)o fol*

Como queremos determinar uma taxa para o decaimento da solugao é conveniente escrevermos,

1 JC _
gl < i ﬁ(1+Kq) + L LY+ Ky)Crl foll| N1 foll
Além disso, como desejamos obter uma sequéncia (g, )nen tal que ||g,|| — 0, tomemos

L>[20(1+ K,))*, (5.11)

de forma que L7°C(1+ K,) < 1/2 e consideremos também f, suficientemente pequeno tal que

1

LYWL (14 K)Cr foll < 3 (5.12)
Dessa forma,
1
1]l < F“f()” (5.13)
e, com isso, usando (5.9) e (5.13),
* * f
Al < ol 14— 40) 55 + Aofill < Moy i pol + 1ol = Dullell. 6.19)
com
1= L7+ Ky (Collfoll + 1) (5.15)

Agora iremos iterar o procedimento descrito acima a fim de obtermos cotas superiores para || fo|| e
|lg2|| em termos de || fo|| como fizemos para || f1]| e ||g1||. Novamente, tomando e dado no Teorema

4.2, se || f1]| < €, entdo o PVI (5.6) possui uma tnica solugdo em By, , representada por
u(x,t) = up (x,t) + vi(x, ), (5.16)

em que uy, € a solucao da equagao do calor linear com dado inicial f; e vy(x,t) = AN (uq)(z,1).

O operador Grupo de Renormalizagao é entao aplicado novamente ao dado inicial fi, isto é,

(Rpifi)(z) = L%y (L, L*) = L%y, (Lz, L*) + L%y (Lx, L*) = R fi(x) + L% (Lz, L?).
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Definindo agora uy(z,t) = L%u;(Lz,L?*t), em que u; é solugao do P.V.I (5.6), temos que uy
satisfaz

u, = Au+u"te[l,L?], xR
{ y (5.17)

z,1) = fa(z), f2 € By, ¢>d,
em que \y = L2442 nd N\ e f, = L (L-, L?) = Ry, fi. Note que estamos usando um indice
a mais na definicao do operador uma vez que a cada iteragao a equacao no PVI é modificada
e, portanto, a aplicagao do operador ao dado inicial dependeréa do problema considerado. Em
outras palavras, o indice deixara claro a solucao de qual equagao deve ser renormalizada. Observe
ainda que

Rpafi = L%y (L., L?) = L*uo(L?-, L*).

Agora, usando a decomposicao para f,
fo=Rpfi+ L(L, L*) = Aufg + Rpgy + L (L)
e somando e subtraindo 7 (0) f§ ao lado direito da igualdade acima, obtemos
J2 = Aaf§ + g2,

com Ay = A1 +171(0) e
9o = R) g1 + L1 (L) — 1(0) f§

e com isso, temos novamente, g»(0) = 0. Para estimar a norma de g9, note que a diferenca da

estimativa de vy para vy vem da modificagdo de A e assim, como || < 1, concluimos que
LA (L) < [ LICL]| fu]]? < L2 LAy | A1)
Dai, como |1 < CrIM||If1]1? e || fE]] < K, temos
1L (L) = v (0) f5ll < [IL4 (Lo + [l fo F < L2 LU + Ko) Ol £
Assim, como ¢1(0) = 0, do lema da contragao e das estimativas anteriores,
lg2ll < I1RLg1]l + 1L (L) — 1 (0) fo || < gHng + LML+ KOl £

Agora, tomando L > [2C(1 + K,)]7 e fo tal que L' 9LI(1+ K,)Cp foll < 1/2, de (5.13) e (5.14)

temos
¢ d+2—dn 1q 2 2
gl < m”fOH +L L1+ K,)CL D1l foll
1 [C s o
= Ty | T LTILT A K)CLDfoll| L ol
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Como K, > 1, repetindo a escolha L > [2C(1 + Kq)]% e tomando fj tal que
1
LA LR 4 K )CLDY| foll < 3

obtemos
1
g2l < m”fo”- (5.18)

Finalmente, como

Az — Au| = |7(0)] < Jall < ColMllA12

temos
Ifoll < llgoll + |[(A2 — Ar) + (Ar — Ag) + Aol f3 ]
1
< g llfoll + Ko [ColMI AN + Coll foll* + 1 foll] = Dall foll, (5.19)
em que
—1 —an
Do = o5 + Ko [CLL™> D2 foll + Crll foll +1] - (5.20)

Iteramos novamente o processo, tomando € dado no Teorema 4.2 e, se || fa]| < €, entdo o PVI

(5.17) possui uma unica solu¢do em By,, representada por
us(z,t) = up(x,t) + va(x, t),

em que uys, ¢ a solucdo da equacd@o linear com dado inicial fo e wo(z,t) = AN (ug)(z,t). O

operador RG é entao aplicado novamente ao dado inicial fy, isto é,
(Rpafo)(x) = LPuy(Lw, L?) = L%uy,(Lx, L*) + Ly(Lx, L?) = RY fo(x) + Lvy(Lx, L?).

Definindo agora us(z,t) = Luy(Lz, L?t), em que uy é solugao do P.V.I (5.17), temos que us
satisfaz

w o = Au+dunte 1,17,z eRY, (5.21)

l’,l) = fg(l’), f3 € Bq7 q > da
em que \3 = L3 @2 D)\ e f3 = Lduy(L-, L?) = Ry of,. Observe ainda que

Rpofs = Luy(L-, L*) = L*%uy (L*, L) = L*%uo(L*-, L).
Agora, usando a decomposicao para f,
fa =Ry fo+ Ln(L-, L) = Ao fy + Rygs + L7n(L-)
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e somando e subtraindo v5(0) f§ ao lado direito da igualdade acima, obtemos

fs = Asfy + gs,

com Az = Ay + 1»5(0) e
g3 = R go + Lws(L-) — (0) f3

e com isso, temos novamente, ¢3(0) = 0. A norma de g3 é estimada como anteriormente e assim,

como §3(0) = 0, do lema da contracao e das estimativas para a norma de vy,
. o C —dn
lgsll < [1R2gl + 1 L% (L-) = va(0) fi ]| < 7 lgall + LA LI 4 KOl fol|.

Agora, tomando L satisfazendo (5.11) e f, satisfazendo (5.12), de (5.18) e (5.19) temos

C 1 o
lgsll < = oy I foll + L7 L1+ Ko)CLD3 | fol?
1 C
= e | o LT K)CLDE foll| L ol

Como L > [2C(1 + Kq)}%, tomando fy tal que
1
L A1+ K)CoLD3lfoll < 5, (5.22)

obtemos
1
lgsll < 3=y [ foll- (5.23)

Finalmente, como

|43 — A| = |5:(0)] < ||| < CrlAo||| fol|?,

temos
£l < Ngsll + [I[(As = Ag) + (As — A1) + (A1 = Ao) + Aol f5
1
<y ol + K [Colal P + ColMl AN + Cull foll* + 1 o]
em que
1
Dy = 7300 + K, [CLL2(d+2—dn)Dg||f0|| + CL LM D2 foll + Cr| foll + 1]. (5.24)
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5.2 Inducao

Os calculos na se¢ao anterior ja sao suficientes para percebermos o comportamento da sequéncia
de dados iniciais. Porém, todas as contas foram feitas formalmente e precisamos garantir de fato
que a solugao Unica existe em cada etapa do processo para que o operador fique bem definido
e possamos iterar o procedimento. Justamente para isso foi que obtivemos as estimativas para

cada dado inicial na secao anterior, fi, fs e f3, em funcao da norma do dado inicial do problema

original, fy. Se conseguirmos garantir que || fx|| < D|| fo|| (em que D é uma constante) e tomarmos
fo suficientemente pequeno, entao garantiremos que os dados iniciais de cada k-ésimo problema
também sao pequenos de forma a garantir a existéncia e unicidade da solugao de cada PVI
no processo. Entretanto, para obter essa estimativa, devido a decomposi¢ao dos dados iniciais
descritos na secao anterior, como fr = Ayf; + g, precisaremos ao mesmo tempo estimar as

normas de gj e ainda controlar a convergéncia da sequéncia (Ay).

O passo indutivo serd feito, portanto, da seguinte forma: Dados L > 1, A € [-1,1] en > 1+2/d,
observamos inicialmente que, se o dado inicial f for tal que f € B, e ||f|| < €, para algum ¢
suficientemente pequeno, entao as hipdteses do Teorema de Existéncia e Unicidade 4.2 estarao
satisfeitas e o PVI (5.1) terd uma tinica solugio u(z,t), com ¢ € [1, L?]. Além disto, mostraremos
abaixo que as contribui¢coes do termo nao-linear u™ serao contraidas a medida que iteramos
o procedimento. Para isso, defina, para cada k = 0,1,2,---, A\, = LF@+2=7d ) ¢ considere a

sequencia de problemas de valor inicial

(5.25)

up = Au+ \pu", t € [1,L2],IL‘ € Rd,
U(', 1) = fka fk € Bq7 q> d.

Note que, para cada k € {0,1,2,---}, como L > 1, d+2—nd < 0 e |\ <1, entdo, [N\ < 1.
Assim, tomando € como no Teorema 4.2, temos que, para todo k = 0,1,2..., se || fx]| < €, entao

existe uma tnica solugao em By, para o P.V.I. (5.25), para todo ¢ € [1, L?], dada por
up(z,t) = uy, (2, 1) + v, t), (5.26)

em que uf € a solucao da equacao do calor linear com dado inicial f; e
Tk

=1 1 —lz—y? n
vi(x,t) = )\k/o [W/e = up(y,t — s)dy| ds = NN (ug) (2, ). (5.27)
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Definimos, entao, o operador Grupo de Renormalizacao para a equacao nao-linear da seguinte

maneira:
(Rppfr) (2) = Lu(La, L) = Ly, (Lx, L) + L' (Lx) = R] fo(x) + Lv(La, L?),  (5.28)
em que RY é o operador linear definido em (3.9), e definimos

fer1(z) = Ly (Lo, L?) = Ry fe(z). (5.29)

Motivados pelo processo iterativo descrito na se¢ao anterior, mostraremos que todos os dados
iniciais fj, definidos em (5.29) podem ser escritos como uma soma de um miltiplo da distribuigao
gaussiana com uma aplicacao g5 cuja transformada de Fourier se anula na origem. Além disso,
obteremos estimativas como as obtidas na secao anterior. Para isso, considere Ly dado no Lema

da Contracao, f; dada por (1.2) e a constante K, dada por (3.14).

Lema 5.1 Dados kg € N, ¢ > d, L > Lo, A € [-1,1] en > 1+ 2/d, considere a sequéncia de
P.V.I (5.25) de forma que fy1 dada por (5.29) esteja bem definida para k = 0,1, ..., ky. Entao,

existem constantes Ay, e funcoes g € B, com gi(0) = 0 tais que, para k =0,1,... ko,
Jo=Aofg + 90, Jer1 = Art1fs + Gkt (5.30)
Cr
[ A1 — Ag| < Wﬂfk|!2> (5.31)
e
C Ey,
| gr1]l < f”ng + m”kaQ, (5.32)

sendo Cp, a constante dada por (4.19) e E, = (L1 + K,)Cy.

Prova: Primeiramente, demonstraremos (5.30) de maneira indutiva. O primeiro passo de indugao
foi obtido em (5.8). Agora suponha vélida (5.30) com k = 0,...,7 — 1, sendo j < k.
Provaremos que esta estimativa ainda vale quando & = j. Usando (5.30) com k = j — 1 e a

representagao (5.28), obtemos

fini(z) = A;f5 (@) + Ryg;(x) + Lv;(La). (5.33)
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Definindo
A=A+ ﬁj(O) (5.34)

gi+1 = Ryg; + L (L) = 7;(0) £, (5.35)
podemos reescrever (5.33) como fj+1 = A1 f5+9g;11. Pelahipdtese de inducao, §;(0) = 0 e assim,

da defini¢ao (5.35), como as transformadas de Fourier de RY g; e f na origem sdo respectivamente

iguais a g;(0) = 0 e 1, obtemos g;4+1(0) = 0, o que prova (5.30) para k =0, 1,.. ., ko.

Como n > 2 e ||fi]l| < €, as estimativas obtidas no Lema 4.1 sdo validas, de forma que

| N (ug)|| < CLl| fxll? e assim:

R

vl < IMICLIfil? < W”fk (5.36)

j& que |\ < 1. Agora, note que gp31(0) =0, e de (5.34) e (5.36),
~ CYL 2
[ A1 — Al = [7(0)] < [Jw]] < Wﬂfkn ;

de onde segue a desigualdade (5.31).

Observe agora que, assim como fizemos nos primeiros passos na se¢ao anterior, valem também

as desigualdades

— w LUK, (L2 —1),
‘Lduk(L:c)(w)‘ = |V (—)’ < |\ #Hukuu
e, de (4.17),
V Livg (L) ‘_ ‘Vuk( )) < Dl [4+ (12 = 1)+ 2(1% = 1)) < K‘ gl

e como ||ugl|r < (1+d+2dvVL* = 1)||fil e | full <e< [1+d+2dVL* - )} , temos
Licy, I

I L% (L) = Wﬂsz (5.37)
Como || f5]] < Ky, de (5.36) e (5.37),
O\ e fill? frll?
L0 (L) — 0) | < (L7 4+ ) Cp il — g, W (5.3%)
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em que F, = (L7+ K,;)Cy. Logo, como g;(0) =0 e L > Ly, pelo lema da contragao e por (5.38),
como ||gri1ll < 1R grll + | L4k (L-) — 22(0) f]|, obtemos (5.32), o que finaliza a demonstracao. I

Os proximos dois lemas servirao para garantir a possibilidade de se tomar f; suficientemente
pequena de forma que os dados iniciais de todos os problemas obtidos nas iteracoes fiquem
também pequenos e portanto, que haja uma tnica solugao para cada um deles, no intervalo de

tempo de 1 a L2.

Lema 5.2 Dados 6 € (0,1) e L > Ls = maX{LO,[QC’(l—FKq)]%} em que C' e Ly sdo as

constantes dadas pelo lema da contracao, seja

= 1
k=0
Suponha que fo seja tal que
1
ELD?|Ifoll < 57575 (5.40)
Entao,
CD? E;D? 1

[k(nd—d—2) [k(nd—d—2) 2[,(1=8)’

Prova: Comon € Nen > 1+ %l, entdio nd —d — 2 > 1 e com isso, L™ %2 > L'=% Como

E;, = (L'+ K,)CL, > Cp, temos que

CLD?|foll  ELD?|foll  ELD?||fol 1
LFnd—d—2) = knd—d—2) L R(1—0) oL (1-0)"

Lema 5.3 Suponha vdlida a desigualdade (5.40). Seja Dy = wo= + Kq(1 + || fol|CL) e defina

DAl |, CuDRIfol
[ (nd—d—2) [k(nd—d-2) |~

1

Dyy1 = LA (k+1)

+m@+mwﬁ

Entao,

Dyii < DVE=0,1,2,- -
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Prova: Usaremos inducao para provar o lema. Se k = 0, entao por (5.40), temos que

1 1 1 1
Dy = =gy + KoL+ [ foll L) < 75 + Ky (1+m) <1+ K, <1+F> <D.

Suponha agora Dy < D, para todo k € {0,1,---m — 1}. Como K, > 1 temos que Dy, > 1, e

assim, pela definicdo de Dy1, pela hipétese de indugao e por (5.41), segue que

1 1
Dm—&-lﬁl—i—Kq(l—l-m—f‘“"i‘m) <D,

o que demonstra o lema. |

De posse dos lemas anteriores, mostraremos o resultado a seguir, que ira fornecer condigoes para
que cada f seja pequena, bastando para isso tomarmos fy suficientemente pequena. Além disso,
fornecera uma estimativa para a norma de g; que garantird sua convergéncia para zero. Antes

de enuncia-lo, precisamos de algumas definigoes.

Considere o problema de valor inicial (4.1), com A € [-1,1] en > 1+ % e defina fo = f. Além
disso, dado 6 € (0,1), defina

Ls = max{Lo, [2C(1 + K,)]7 }, (5.42)

em que as constantes C' e Ly sdo dadas no lema da contracao e K, é dada em (3.14).

Lema 5.4 Dados 6 € (0,1) e L > Ls, existe € > 0 tal que, se || fo|| <€, entao fi dada por (5.29)
estd bem definida para todo k > 1,

1 fell < Dill foll, (5.43)
e, se g, € dada pela decomposi¢io (5.30),

1ol
loell < —r=sy (5.44)

para todo k € {0,1,2,---}. Em particular, || fx| < €, Vk, em que € € dado pelo Teorema 4.2.

Prova: Inicialmente, para cada L > Lg, defina

_ . € 1
Ezmln{ﬁ,m}. (545)
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em que € ¢ dado pelo Teorema 4.2, D é dada por (5.39) e Ef, = (L?+K,)Cp, sendo C}, a constante
dada por (4.19). Note que, como D > 1, pela definigao de €, se || fo|| < €, entao

1
1foll < Dlifoll < e e Erllfoll < ELD?[Ifoll < 5775 (5.46)

Faremos a demonstragdo por indugdo. Se k = 1, como | fol| < €, entdo pelo Lema 5.1,
fi = Aify + g1 estd bem definida. Além disso, por (5.46), obtemos (5.13) e (5.14), o que

demonstra o teorema para o caso k = 1.

Agora, suponha (5.43) e (5.44) vélidas para todo k € {1,2,---,m}, para um certo natural m > 1.
Pelo Lema 5.3, Dy, < D, para todo k. Assim, por (5.46) e pela hipétese de indugao, obtemos

||fk|| S D”fOH < 67Vk € {172a T '7m}‘

Novamente pelo Lema 5.1, fi,11 = Ams1f5 + gm+1 estd bem definida e valem (5.31) e (5.32) com

k = m. Desse modo, pela hipdtese de inducao, temos que

C \foll  ELDZ| fol? 1 o [0-9)mtD) )
L L=9m " [md=d—2m  LA=3)(m+D) ﬁ+ L(nd7d72)mELDm”f0|| | foll-

| Gmt1]] <

Assim, de (5.46) e do Lema 5.2, como % < % e D,, < D, obtemos

1 foll

lgm1ll < T5mm- (5.47)

Como fr1 = Amirf + g1, de (5.47), temos

I foll

Hfm-i-l” < ,(1=8)(m+1) + Kq

Z | A1 — Al + | Ao|
k=0

Portanto, de (5.31) e (5.43) para k € {1,2,--,m}, e como |Ag| = |fo(0)| < || foll, temos

f " CLD| foll?
el < ol i, |30 SEPRI o)+ 0]

[ f(nd—d—2) = Dl foll
k=1

Por fim, note que por (5.46), temos que ||fms1ll < Dmiillfoll < D||foll < €, o que finaliza a

demonstracao. |
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5.3 O Teorema da Existéncia e Unicidade global

Com base nos resultados obtidos até aqui, apresentaremos agora a prova do teorema da existéncia
e unicidade global para solugoes do P.V.I. (4.1). Basicamente, mostraremos que as solugoes
obtidas (pelo Teorema 4.2) para cada t € [L?* L?**2] podem ser “coladas”, obtendo assim a
existéncia de solucao para todo ¢ > 1. Além disso, mostraremos que a contribuicao do termo
nao-linear da equacao do calor é pequena se n > 1 + % e que a sequéncia (Ag) é convergente.
Esses fatos nos permitirdao concluir que o comportamento assintético da solugao do P.V.1. (4.1)
¢ analogo ao obtido para o caso linear.
Para isso, considere o espaco

BEY = Ly RY x [L%, L20HV] s Ryu(-,t) € By, vt € [L2, L2} (5.48)

com a norma

lul[gess = sup  JJu(-, )]
tE[L2k,L2(k+1)}

Defina entao, para cada k =0,1,2,---,
By, = {u € B¥" lu — wp || s < | uell}, (5.49)
em que
ho = f e hjpy = L™ %u(L™", L?) (5.50)
e up, ¢ a solugdo do P.V.I. (5.25) com A\, = 0 e dado inicial hg. Finalmente, defina
B = {u:R% x [1,00) — R;u(-,t) € By, Vt > 1 e ||ul|os < o0},

com [[ufloo = sup [lu(-, )] e
t>1

B ={u & B |ju—up,||pr+1 < ||hel], VE}. (5.51)

Teorema 5.1 (Existéncia global e unicidade da solugao) Dados n > 1+ 2, X € [-1,1],
d€(0,1) e L > Ls, se ||f|| <€, com € dado por (5.45), entio o P.V.I. (4.1) possui uma tnica

solucao em B.
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Prova: Do Lema 5.4, como fo = f e ||f]| <€ entao || fx|| < e para todo k € {0,1,---}, e pelo

Teorema 4.2, existe uma tnica solugao uy € By, do problema (5.25), com ¢ € [1, L.

Defina u(z,t) = L%, (L~*x, L72*t), para todo t € [L?* L?**?] e considere a sequéncia (hy)
definida em (5.50). Note que para ¢ € [1, L?], temos u(z,t) = ug(z,t) € By, = By. Agora, se
t € [L% LY, entdo u(z,t) = L™, (L™ o, L72t), e assim u(x, L?) = L=, (L~ 1x,1). Lembrando
que fi é dada por (5.29), temos

fily) =w(y, 1) = Rrofoly) = LduO(Ly, L?).
Agora, tome y = L'z e s = L™%t. Entao, u;(y, s) serd solugao de (5.6) em By, e

u(z, L) = L™ %y (y,1) = uo(x, L?) = hy(z).
Obtemos daf que, para t € [L2, L*], u(z,t) € By,. Em geral, para cada k = 1,2, - -, temos

u(z, L) = L™ %u (L7 %2, 1)
e, fazendo y = L%z, como fi(y) = ur(y, 1) = Liuy_1(Ly, L?), entdo
w(z, L*) = L% u(y,1) = L~ Dy (L~ * Vg L2) = hy ()

e assim, u(z,t) € By, para todo t € [L*, L**2]. Portanto, tomando y = L™*z e s = L~2*¢,

temos que ug(y, s) é a solugao unica do P.V.I. (5.25) em By, , para cada k =0,1,2,---.

Agora, para cada intervalo [L?*, L**2]  considere um novo intervalo I, = [L?* — £ L* + £], com
€ > 0 dado pelo Teorema 4.2. Assim, ainda pelo Teorema 4.2, fazendo um reescalonamento
adequado, temos que existe uma unica solucao u definida em I.. Mas, novamente pelo teorema
de existéncia e unicidade, as solugoes L™y, (L=*-Vg [720=U4) o [~dky, (L~Fx [=2kt),
coincidem com @ em [L* — £ L*] e [L?* L?* 4 £], respectivamente. Logo, a func¢do u(z,?)

definida acima é solucao do P.V.I. (4.1) em B.

Lema 5.5 Dados 6 € (0,1) e L > Ls, se ||foll <€ entao o operador RG definido em (5.28)

satisfaz a propriedade de semi-grupo, isto €,
RL’“,O = RL,k—l O:--0 RL,I @] RL,07 \V/k = 1, 27 (552)
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Além disso,

) 1 foll
HLdku(Lk‘, L2k’) — Akf() H < A0k’ (553)
para todo k =1,2,3,---, com Ay, as constantes em (5.50).
Prova: Para provar a propriedade de semi-grupo usaremos inducgao. Pelo que vimos

anteriormente, existe uma unica u € B solugao do P.V.I. (4.1), definida portanto para todo
t > 1. Desse modo, u;(x,t) = L4u(Lx, Lt) estd bem definida em ¢ € [1, L?] e é solucdo do P.V.I.
4.1 com dado inicial u;(z,1) = Liu(Lx, L?). Assim,

Rpzo(z) = L**u(L?x, L*) = L%y (Lx, L*) = Rpjui (2, 1) = Ry L% (Lx, L*) = (Rp1 0 Rpg) f(x).

Suponha agora que (5.52) seja vélida para algum k£ > 2. Entdo, como u(x,t) =

L=k (L=%2, L=2*t) com t € [L?, L**2], temos

RLk+1,O(x) — Lkd+du(Lk+1x’ L2k+2) — LdUk(L.T, L2)
= Rpjpup(z,1) = Ry L*u(LFz, L*) = Rpj, 0 Rpx o f (2).

Assim, usando a hipotese de indugao, obtemos
Rpriig(xr) = Rpg(Rpg-—10---0Rpof)(2),
o que prova (5.52).
Agora, de (5.29) e da propriedade de semi-grupo,
fil@) = Rpp-1fo-1(x) = (Rpp—1 0+ 0 Rpo)f(x) = Rpwof () = L%u(LFz, L**)

e, pelos Lemas (5.1) e (5.4), temos fr = Arf§ + gk, com g satisfazendo (5.44). Assim,

1foll

L%u(EE %) = Afil = 1y — A = el < 2o
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Lema 5.6 Dados § € (0,1) e L > Ls, se |fol < € entio a sequéncia (Ag) formada pelas

constantes em (5.30) é de Cauchy. Mais especificamente, existe uma constante A tal que
[~ (nd—d—2)k

Ak — Al < 2L1-5(1 — L—(nd—d=2)) [ foll-

Além disso, existe uma constante C' = C(L,n,q,d,d) tal que
IL*u(LE L) — Afg|| < Tl foll

para todo k =1,2,3,---

Prova: Como ||fo|| < € segue dos Lemas 5.1 e 5.4 que |Ap,q — Ay < CpL7Fdn=d=2)|| £,12 e
| fell < Dkl foll- Além disso, como fy satisfaz (5.40), segue do Lema 5.3 que Dy < D para todo
k € {0,1,---}. Portanto,

Cr
| A1 — Ag| < WD2||f0||2-

Logo, (Ay) é de Cauchy e, assim, existe uma constante A € R tal que Ay, — A. Assim, usando a

desigualdade triangular e a estimativa acima,

Ay — Al = fim | Ay — Ap] < fim (| Akt = Apyia| + [ A1 — Apga—o| + -+ + |Apr — Axl)

-1 1 k+j3
< CoD? fol? Jim 3 (—L) -
=0

Além disso, como Ep, = (L + K,)Cy, > O, segue da definigao (5.45) de € que
1
CuD|foll < ELD?|oll < gy

Logo,

||f0|| 1 k+j [, (nd—d—2)k
(A=Al = o[- (SZEEOZ <Lnd—d—2> < 2L1-8(1 — [-(nd—d-2 )HfOH
0

j=

Com isso, usando (5.53), obtemos

L% u(LEa, L) — Afg|l < IL%u(Lra, L) — Apfs || + |Ax — Alll f5 ]

1 K L(l 6)kL k(nd—d—2)

< =1 |1 1 foll

L 2L1-8(1 — L (nd—d-2))

Como n > 1+ %p L>1edec(0,1), temos que L' °L~"4+4+2 < 1 ¢ assim, tomando
K,

+ 2L1—6(1 _ L—(nd—d—z))’

obtemos (5.54) e o lema esté provado. 1

C=C(L,n,q,d,0)=1
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5.4 O comportamento assintético

Vimos até aqui que a desigualdade (5.54) serd verdadeira sempre que o dado inicial f = f; for
suficientemente pequeno. Nesse caso, para quaisquer k € {1,2,3,---} e L > Ls, tomando t = L

obtemos
4 1 . C
[t2u(tz-,t) — Af5ll < tg!lfll-

Procedendo como no Teorema 3.2, mostraremos que esse resultado continua valido para todo

t > L2. Especificamente, demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 5.2 Considere o P.V.I. (4.1) com A € [-1,1] en > 142 e seja 6 € (0,1). Entao, se
fe B, ||fll <€ com € dado por (5.45), existem constantes A = A(f,n) e C = C(L,n,q,d,?)
tais que

C
e VAR

2

[tz u(tz-, ) — Af7]| <

para todo t > L3.
Prova: J& vimos que (5.54) é valida para qualquer ¢ do tipo L?*. Assim, dado L > Ls, suponha
agora t € (L* [*0F2)  Agsim, existe 7 tal que t = 7L?", com 7 € (1,L?) e desse modo,

tomando L; = /7L™, temos que L; > Ls e repetindo todos os procedimentos utilizados para

provar (5.54) podemos ver que os mesmos valem para L, de onde segue
. C
IVtu(Viz,t) = Afg < gﬂf“-

Logo, a estimativa (5.54) ¢ valida também para t € (L?* L**2) sempre que L > Ls. Portanto,

(5.54) é valida para todo ¢ > L2. 1
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Apeéendice A

Coordenadas esféricas em d-dimensoes

Uma informacao importante nesse trabalho diz respeito a convergéncia da integral fRd ﬁdz,
sempre que ¢ > d. Neste apéndice, mostraremos a razao da restricao ¢ > d. Antes porém,
estenderemos o conceito de coordenadas esféricas (conhecida para dimensdo d = 3) para
dimensoes d > 3 e calcularemos o determinante jacobiano do difeomorfismo ¢ da mudanca de
coordenadas. Essa extensao sera necessaria uma vez que ao utilizaremos o Teorema da Mudanca

de Varidveis [12] para o célculo da integral em questao.

Considere inicialmente um vetor Z = (11, - -,14) € R%. A primeira coordenada esférica é obtida
projetando-se o vetor T sobre o eixo Oz, na dire¢ao do semi-plano superior, usando o angulo 61,

com 0 < 0; < m, de Ox; a Z. Com isso, obtemos que 1 = |Z| cos 0.

Projetando-se & sobre z; = 0, obtemos r; = |Z|sinf;. Agora, faremos o mesmo processo com
o vetor rq, isto é, considere a projecao do vetor 7] sobre o eixo Oxs, com um angulo 65, com
0 < 0y < 7, de Oxy a rq, obtendo zy = rycosfy = |Z]sinf; cosfy. Além disso, a projegao 73
de r] sobre o = 0, nos fornece ry = rysinfy = |Z|siné; sinfy e, projetando-a na dire¢ao de
O3, usando um angulo 03, onde 0 < 63 < w, de Ox3 a 73, teremos x3 = |Z| sin 6y sin O cos 0.

Continuando esse processo, chegamos a

xy = |Z] sin 6y sinfysin b cos by, - -+, x40 = |Z|sinb; sinby - - - sinfy_3 cosby_s.

Assim, nos resta encontrar as coordenadas esféricas sobre os eixos Oxy_1; e Oxy. Para isso,

69



procederemos analogamente as coordenadas polares em R?. Pelos passos acima vemos que

rg—o = |Z|sinf; sinfy - - -sin,_o, de onde segue-se que:

Tg—1 = Tg_2c0804_1 = |Z|sinb; sinby - - -sinb;_o cos Oy

Ty =rq osinfy 1 = |Z|sinf;sinby---sinfhy_osinbhy_q,
em que 0 < 04_1 < 2.

Agora defina ¢ : R? — R? por ¢ (|Z],01,--+,04-1) = (21,72, -+, x4), isto &,

|| cos 04
|Z] sin 0 cos Oy

o (12,01, -+, 04-1) = : . (A1)

|7 sin @y sin sy - - - sinfy_o cosH4_4
|Z] sin 6y - - - sinfy_4

Fazendo r = |Z|, afirmamos que, se d > 3, entao,

det Jop = rTTAOy, -, 04_9), (A.2)
em que J¢ representa a matriz jacobiana de ¢ e A(fy,---,04_2) é uma fun¢do dependente dos
angulos 6y, --, 0,4 5 e independente de r.

Demonstraremos essa afirmacao por inducao. Para d = 3, temos que ¢ : R® — R3 ¢ dada por

¢(r,01,05) = (rcosBy,rsinby cosby, rsin by sinfy) e o determinante de sua matriz jacobiana é
det Jo = r?sin 6, = r2A(6,),
o que demonstra o caso d = 3.

Suponha agora a afirmacao valida para algum k£ > 3. Mostraremos que ela também é valida para

k 4 1. Para isso, considere a funcdo ¢ : R¥*! — RF*1 dada por

d(r, 01, ,0;) = (rcosby,rsinbycosby,- - rsinbysinby---sinby_q1 cosby,rsinby - --sinby).
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Entao, a jacobiana de ¢ é a matriz de ordem k + 1:

cos 6, —rsin 6, 0 0 --- 0
sin 6, cos 6 rcosfycosly —rsinfy sin by 0 --- 0
Jo = .
0
sinfq - - - cos6_; . . . —rsind; - - -sin 6y
sinf; - - -sin 6y . . . rsin@y - - - cos by

Utilizando o conceito de cofator (veja [18], pagina 158) para calcular o determinante da matriz

acima, temos que
det J¢ = cos b det(Jp)_1,_1 + rsinb; det(Jp)_1 o,

em que (J¢)_; _; representa a matriz quadrada (J¢) sem a i-ésima linha e sem a j-ésima coluna,

de ordem k x k, ou seja,

rcosfycosly —rsinf;sinf, 0 --- 0
(JP)-1,-1 = :
0

—rsinf; - - -sin 6

rcosf---sindy . - -+« 7rginé;---cosby

kxk

Note que a primeira coluna da matriz (J¢)_1 1 possui 7 cos #; em todas as entradas e, as demais,

possuem sin 6. Desse modo, usando as propriedades do determinante [18], obtemos

det(Jp)_1,_1 = rcosb sin® 1 6 det (Jb)-1,-1,

onde

cos 0, —rsinf, 0 - - - 0

(J)-1,-1 = '
0

—rsinf, - - - sin 6y,

sin @y - - - sin 6, . -« « + rsinfy---cosb

kxk
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Mas, pela hipétese de indugdo, det(Jp) 1 = rcosfsin* O det(Jp) 1 =

7 cos 0y sin" 1t 0, A0y, - - -, Op_1).
De modo andlogo, vemos que det(J¢) 1 _o = r¥sinf; sin* "1 0, A(6y, - - -, O_1).
Portanto, det(J¢) = r*A(61,0y,- - -,0,_1). O que demonstra nossa afirmacao. 1

Com esses resultados é possivel mostrar a integrabilidade da integral fRd ﬁdm, que é o objetivo

desse apéndice.

A.1 Integrabilidade de (1 + |z|?)™!
Proposicao A.1 A integral fRd ﬁdw converge se, e somente se, q > d.

Prova: Inicialmente, note que, se d = 1, entao fR % converge desde que ¢ > 1. De fato, como
a integral [, |z|~%dx converge para qualquer ¢ > 1 e (1+z|9)~" < |z|7%, entdo, [, % também

converge desde que g > 1.

Se d = 2, utilizando coordenadas polares, temos, pelo Teorema das Varidveis [12], que

/ dx _// dx1dxe _/2”/00 rdrdf
R2 1+|./L"q— R R1+‘$|q— 0 0 ].+qu

Como, 77 < 7% e como a integral fR Tff—fl converge se, e somente se, ¢—1 > 1, segue novamente
: rdr 4 dx
que a integral [, %% convergird desde que ¢ > 2 e portanto, [g, il CONverge para ¢ > 2.

Por fim, se d > 3, utilizando (A.1) e (A.2), temos pelo Teorema da Mudanca de Varidveis [12],

que
dx 2o T d=L A, - 00
/ — = (6,--, >drd91d92---d99d71.
re 1+ [z[ o Jo Jo 0 Jo L+rd
=
d—2 vezes

d— . d— . g
Como L—TZ < rﬁ;l_d, a integral fooo 5 ;fj" convergira se, e somente se, ¢ > d e, como todas as
outras integrais envolvidas sao finitas, obtemos o resultado desejado. 1
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