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RESUMO

Dados dois pares (U, V) e (U’, V') de subespagos vetoriais de R", caracterizamos a existéncia de uma
isometria f de R™ tal que f(U) = U’ e f(V) = V'. De fato, demonstramos que uma tal isometria
existe se, e somente se, os angulos principais do par (U, V') sao iguais aos angulos principais do
par (U',V'). Mais ainda, se consideramos pares de subespacos afins, transladados de subespagos
vetoriais, demonstramos que existe uma isometria entre dois pares de tais subespacos se, e somente
se, além da igualdade dos angulos principais tem-se a igualdade da distancia entre os subespacos.
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Introducao

Sejam dados dois pares (U, V') e (U, V') de subespagos vetoriais de R"™. Neste trabalho estudamos
invariantes geométricos que caracterizam a existéncia de uma isometria f de R™ tal que f(U) = U’
e f(V) = V' ou seja, investigamos invariantes que caracterizam a existéncia de uma isometria
entre pares de subespacos de R".

Além de considerar subespacos vetoriais de R™, concorrentes naturalmente na origem do
sistema de coordenadas, também analisamos subespacos afins, transladados de subespacos
vetoriais. Neste caso, veremos que a distancia entre os subespacos afins é um dos invariantes
que deve ser considerado.

Antes de discutir estes problemas, em vez de pares de subespagos, poderiamos comecar analisando
o seguinte problema mais simples. Dados dois subespacos U e U’ de R™, quando existe uma
isometria f : R" — R" tal que f(U) = U’? Como uma isometria preserva dimensoes de subespagos,
dim f(U) = dimU. Logo para f(U) = U’ é necessério que as dimensées de U e U’ sejam iguais.
Portanto a igualdade destas dimensoes é uma condigao necessaria para a existéncia de f. Por
outro lado, se estas dimensoes sao iguais, transformando uma base ortonormal de U em uma base
ortonormal de U’ pode-se construir uma isometria que identifica U com U’. Portanto, exceto
a condi¢ao natural da igualdade das dimensoes de U e U’, ndao existe obstrucao alguma para a
existéncia de uma isometria de R™ que identifica U com U’.

Entretanto, se passamos a analisar pares de subespacos, além da igualdade das dimensoes, aparecem
obstrugoes geométricas para a existéncia da isometria f que identifica o par de subespagos (U, V')
com o par de subespacos (U’,V'). Vamos analisar alguns exemplos em dimensoes baixas.

Considere dois pares (r,s) e (1,s") de retas concorrentes no plano Euclidiano. Aplicando uma
translacao podemos supor que estas retas sao concorrentes na origem do sistema de coordenadas.
Agora observe que se o angulo entre r e s for igual ao angulo entre r’ e s’, aplicando uma rotacao
e se necessario uma reflexao, podemos levar o par de retas (r,s) no par de retas (r’',s"). Deste
modo, o angulo entre as retas ¢ o Unico invariante que caracteriza a existéncia de uma isometria
que transforma duas retas concorrentes em outras duas retas concorrentes dadas.



Agora, se as retas r e s sao paralelas, podemos dizer que o angulo entre elas é igual a zero e, via
uma rotagao, uma reflexdo e uma translacao, podemos levar r e s em quaisquer retas 1’ e s’ tais
que dist(r, s) = dist(r’, s').
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Portanto, no caso de pares de retas no plano, existe um unico ntimero real que caracteriza a
existéncia de uma isometria que identifica um par de retas com um outro par de retas: o angulo
entre as retas, no caso delas serem concorrentes, ou a distancia, no caso delas serem paralelas. Este
nimero ¢ o invariante geométrico investigado neste trabalho, no caso de retas no plano.

Vamos analisar agora duas retas no espaco tridimensional. Se elas sao concorrentes ou paralelas,
voltamos ao caso anterior, quando analisamos duas retas coplanares. E se elas nao sao coplanares,
podemos definir o angulo o e a distancia d entre elas. Aplicando isometrias de R3, é possivel
identificar estas retas com quaisquer outras que possuem o mesmo angulo e a mesma distancia.
Portanto, neste caso, é necessario considerar dois niimeros reais para garantir a existéncia de uma
isometria entre dois pares de retas no espaco tridimensional.

A%
) r

Voltando ao caso geral, se (U,V) e (U, V') sao dois pares de subespacos vetoriais de R™, como
isometrias preservam angulos, para que exista uma isometria f tal que f(U) = U’ e f(V) = V', além
das igualdades das dimensoes, é necessario que ang(U, V) = ang(U’, V'), em que ang(U,V) = 6, é
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o angulo entre os subespacos U e V', definido como o menor angulo entre um vetor de U e um vetor
de V.
¢y = min { ang(u,v) |[ue U, veV, u#0, v#0 }.

Observe que no caso de duas retas no plano, este conceito coincide com a idéia comum do angulo
entre duas retas. Mas e no caso de dois planos U e V concorrentes no espaco? Como existe um
vetor que esta nos dois planos, o menor angulo entre um vetor do plano U e um vetor do plano V
é igual a zero, de modo que ang(U, V) = 0. Note que este nimero nao coincide com o do conceito
comum do angulo entre dois planos. Para obter este angulo 65, devemos considerar o complemento
ortogonal em U e em V da reta intersecao U N V. Estes complementos ortogonais sao duas retas
concorrentes e o angulo 5 entre elas € igual ao angulo entre os planos.

Portanto, no caso de planos no espaco, podemos definir dois angulos: 6 e 6. O angulo 6; serd igual
a zero sempre que os planos forem concorrentes em uma reta. E o angulo 6, é o angulo de abertura
de um plano em rela¢do ao outro. Mais ainda, dados dois pares de planos (U, V) e (U’, V'), se os
dois angulos definidos para (U, V') forem iguais aos dois angulos definidos para (U’, V’), aplicando
rotagoes é possivel transformar (U, V) em (U’,V'). Portanto, neste caso, sao dois os invariantes
geométricos que caracterizam a existéncia de uma isometria entre dois pares de planos dados.

Continuando deste modo, se U e V' sao subespagos vetoriais de R™ tais que dimU = p, dimV = ¢
el < p < q, é possivel definir p angulos principais, 6; < 0, < --- < 6,, associados ao par
(U, V). Vamos demonstrar que estes angulos sdo os invariantes que caracterizam a existéncia de
uma isometria entre dois pares (U, V') e (U’, V') de subespagos de R". Mais ainda, para caracterizar
pares de subespacos afins, veremos que além dos angulos principais, precisamos de mais um tnico
invariante: a distancia entre os subespacos.

As demonstragoes destes resultados e a definicao de angulos principais foram dadas por Camille
Jordan em 1875, [12]. A partir de entao, estes resultados e estes conceitos ja foram utilizados em
varios artigos e também ja foram generalizados para outros tipos de espagcos, veja por exemplo as
referéncias [5], [6], [10] e [13]. Neste trabalho, apresentamos demonstragoes, em linguagem moderna,
para estes teoremas, utilizando conceitos de Algebra Linear. Para isso, organizamos este trabalho
do seguinte modo.

No capitulo 1 definimos os conceitos de angulos e de direcoes principais, demonstramos algumas
propriedades basicas e demonstramos o teorema 1.2, que fornece um método pratico para o calculo
dos angulos principais.



No capitulo 2 relembramos algumas propriedades das isometrias de R", estudamos a matriz de
Gram de um conjunto de vetores em R" e demonstramos o teorema 2.2, que afirma que se dois
conjuntos de vetores possuem a mesma matriz de Gram entao existe uma isometria que identifica
cada vetor de um conjunto com o respectivo vetor do outro conjunto. Observamos que este teorema
desempenha um papel central nas demonstracoes dos teoremas principais dos tltimos capitulos deste
trabalho.

No capitulo 3 aplicamos os resultados do capitulo 2 para demonstrar o teorema 3.1, que afirma que
se (U,V) e (U, V') sdo dois pares de subespagos em R™ com os mesmos angulos principais, entao
existe uma isometria f de R™ tal que f(U)=U"e f(V)=V".

O capitulo 4, de certo modo, é independente dos outros capitulos deste trabalho. Nele definimos
quando dois subespacos de R™ estao em “posicao geral”, e mostramos que, em vez de estudar
quaisquer pares de subespagos para demonstrar o teorema principal do capitulo 3, é suficiente
considerar pares de subespacos em posicao geral. Observamos que os resultados deste capitulo nao
sao utilizados no capitulo 5.

No capitulo 5 exploramos algumas propriedades da distancia entre dois subespagos afins de R" e
demonstramos, no teorema 5.1, que os angulos principais e a distancia entre os subespagcos sao os
invariantes que caracterizam a existéncia de uma isometria entre dois pares de subespacos afins.

Finalmente, no capitulo 6 apresentamos uma lista de perguntas, algumas delas ainda em aberto,
que mostram que este trabalho esta relacionado com temas de pesquisa atual.

Observagao. Ao longo de todo este trabalho estamos assumindo que o espaco vetorial R™ esta
munido do seu produto escalar usual definido positivo

(x,y) = 2191 + - + TpYn

em que x = (x1,...,2,) e y = (y1,...,Yn) sS40 vetores quaisquer de R™.



Capitulo 1

Pares de subespacos em R"

Neste capitulo vamos definir os conceitos de angulos e de dire¢oes principais de um par de subespacos
de R", e também vamos demonstrar algumas propriedades destes invariantes.

1.1 O primeiro angulo principal

Sejam U e V dois subespagos de R", dimU = p, dimV = ¢, 1 < p < ¢q. O primeiro angulo
princial ¢, entre U e V' ¢é definido por:

0, = min { ang(u,v) |u € U, v eV, u#0, 0#6},
em que ang(u,v) representa o angulo entre os vetores u e v. Como o angulo entre dois vetores
~ ™ ~ p
nao depende da norma dos vetores, como #; € [0, 5] e como a funcao cosseno é decrescente neste
intervalo, podemos caracterizar 6; por:
costy =max{ (u,v) |[ue U, veV, [Jul=|v]|]=1}

ou equivalentemente

cos@lzmax{%\ueU, veV, u#0, v#ﬁ}

[y
Como a funcao f(u,v) = (u,v) é continua, se ela estiver definida no conjunto
{ (o) eUxV | Jul=[v]=1},

vemos que o seu maximo é assumido para algum par (u;, v1) deste conjunto, uma vez que temos uma
funcao continua definida em um subconjunto compacto de R™. Assim, existem vetores unitarios
uy € U e vy €V tais que

01 = ang(ul,vl) € COS 91 = <U1,U1>.



Tais vetores u; e v, sao os primeiros vetores principais dos subespacos U e V.

Observacao:

1. 6, =0 < dim(UNV) > 1.

™ ~ . cl s
2. 00 = — < U e V sao subespacos ortogonais. Neste caso, qualquer vetor unitario em U e

qualquer vetor unitario em V podem ser considerados como vetores principais.

3. Os vetores principais nao sao unicamente determinados por U e V. Como observado acima,
. ™ .
isto sempre ocorre quando 6; = 5 ou quando dim(U NV) > 2.

Exemplo: [angulo entre uma reta e um subespaco| Seja U um subespaco 1-dimensional de R" e
seja V' um subespaco de dimensao ¢ > 1 de R™. Vamos determinar o primeiro angulo principal
entre U e V.

Primeiramente vamos supor que U e V nao sao ortogonais. Entao vamos considerar um vetor
unitdrio v de U e uma base ortonormal {vq,...,v,} de V. Também vamos considerar o vetor
Py (u), projegao ortogonal de u sobre o subespaco V. Este vetor é dado por

Py(u) = Z (u,v;) v; .

e Py (u) é o unico vetor de V tal que o vetor u — Py (u) é ortogonal ao subespago V.

e a projecao ortogonal Py : R™ — V' é um operador linear auto-adjunto. Isto é
<Pv(l'),y> = <x7PV(y)>’ v T,y € R™.

e como estamos supondo que a reta U nao é ortogonal ao subespaco V', Py (u) # 0.
e se 6 é o angulo entre u e Py (u) entdo 0 é um angulo agudo e cosf =|| Py (u) ||.

e se / é uma reta qualquer em V passando pela origem e se o é o angulo entre u e ¢, entao

— —
0 < a. De fato, considere a figura a seguir, em que u =0A, Py(u) =OB e C' é o pé da
perpendicular a reta ¢ tracada por A.




Como o triangulo ABC' é retangulo em B, vemos que h < d. Agora, no triangulo retangulo
OAB vemos que sen = h, e no triangulo retangulo OAC vemos que sena = d. De h < d,
concluimos entao que senf < sen . Esta desigualdade finalmente implica que 6 < a.

Do que acabamos de demonstrar, podemos concluir que o menor angulo entre v e um vetor de V' é
o angulo 6 entre u e Py(u). Dali, e da defingao de angulo principal, vemos que € é o primeiro angulo
Py (u)
| Py (u) ||
os vetores principais destes subespagos. Como cos @ =|| Py (u) || vemos que Py (u;) = cos(f)v,. Na

proxima proposicao veremos que esta relacao é geral, e nao um caso particular deste exemplo.

principal entre U e V. Mais ainda, um vetor unitario u; = v em U e o vetor v; = Sa0

No caso em que a reta U é ortogonal ao subespago V', entao Py (u) = 0 e o primeiro angulo principal
70
entre UeV é 0= 5 Entretanto agora qualquer vetor unitario u; de U e qualquer vetor unitario

v1 de V podem ser considerados como vetores principais. Observe que neste caso também sao
verdadeiras as expressoes cos =|| Py(u) || e Py(u1) = cos(#)v.

A préxima proposicao generaliza o exemplo anterior e desempenha um papel central na teoria que
se pretende desenvolver.

Proposicao 1.1 Sejam U e V' dois subespacos de R™ com dimU = p, dimV =g el < p <gq.
Seja 01 o primeiro angulo principal e sejam uy e vy vetores principais de U e V. Se Py denota a
projecao ortogonal de R™ sobre V', entao

costh) = _max || Pv(u)ll = Br(w)ll e Prlu)=cos(®r)or .
DEM.: Seja u um vetor unitario qualquer em U e seja 6 o angulo entre u e Py (u). Como 60 é o
menor angulo entre um vetor de U e um vetor de V', temos que 6; < 6.

u
Uy
1 1
A N YA N
Py (u1) Py (u)

Calculando cos(f;) e cos(f) nos triangulos retangulos indicados na figura acima, vemos que
cos(f1) = ||Py(u1)l|| e cos(0) = ||Py(u)||. Como 6; < 6 segue que ||Py(u)|| < ||Pv(u1)]| e
portanto

cos(r) = max ||Py(u)l| = |[Py(u)]|

uel, |lul|=1

Para finalizar, como observado no exemplo anterior, os vetores v; e Py (u;) devem apontar para a
mesma diregao. Dai, como vy é unitério e || Py (uy)|| = cos(#;), vemos que Py (uy) = cos(6y)vy. |
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Pelo carater simétrico de U e V na definicao de angulo e de vetores principais, trocando U por V
na demonstracao anterior, obtemos uma demonstracao da seguinte proposicao.

Proposicao 1.2 Seja 01 o primeiro angulo principal e sejam uy e vy vetores principais de U e V.
Se Py denota a projecdao ortogonal de R™ sobre U, entdo

cos(f1) = max ||Py(w) | = | Pu(v1)|| e Py(vy)=cos(61)u .

veV, |jv||=1
Observagao: Das duas proposicoes anteriores segue que cos?(f;) é um autovalor do operador
auto-adjunto Py Py Py restrito a U. De fato,
PyPyPy(u)) = PyPy(uy) = Py(cos(6)vy) = cos(0y)Py(vy) = cos?(01)uy .

O estudo da aplicacao Py Py Py : U — U sera realizado na secao 1.4.

1.2 O demais angulos principais

Sejam U e V dois subespacos de R", dimU = p, dimV = ¢, 1 < p < ¢q. Como vimos na secao
anterior, o primeiro angulo principal 6, entre U e V' é definido por:

cos(by) = max (u,v) .
vel, |ull=1
veV [lvl=1

Mais ainda, existem vetores principais unitarios u; € U e v € V tais que cos(6y) = (uq, vy).
Considere agora o complemento ortogonal de u; em U e o complemento ortogonal de v; em V:
Uy={ueUl{u,u1) =0} e Vo={veV|[{v,u)=0}.

O segundo angulo principal 6, de U e V' ¢é definido como sendo o primeiro angulo principal de
Ug (§] ‘/2

cos(fy) = max (u,v) = max (u,v) .
u€eUs, ||ull=1 velUweV|ul=|v]|=1
veVs [[v]=1 (u,u1) = (v,v1) =0

Observe que cos(fy) < cos(6), uma vez que o maximo de uma fungdo sobre um conjunto deve ser
maior do que ou igual ao maximo desta mesma funcao sobre um subconjunto. Equivalentemente,
01 < 6s.

Como na secao anterior, existem vetores unitdrios us € Uy e vy € V5 tais que cos(fz) = (uz, v2).
Estes sao os vetores principais de U; e V5, ou podem ser chamados de segundos vetores principais
de U e V. Pelas defini¢oes de U, e Vs, vemos que {uy,us} e {v1,v2} sdo conjuntos ortonormais de
vetores em U e V. Agora, utilizando as proposigoes 1.1 e 1.2 temos que



(ug,v1) = (Py(uz),v1) = (ug, Py(v1)) = (ug,cos(61)u) = cos(01){ug,us) =0 .
(vo,u1) = (Py(ve),u1) = (va, Py(u1)) = (vg,cos(01)vy) = cos(by)(ve,v1) =0 .

Dal, se 7,7 € {1,2}, entao (u;,v;) = cos(6;)d;;.

Continuando deste modo, podemos definir todos os angulos principais 6¢,,...,0, de U e V. Isso pode
ser feito formalmente através de uma recorréncia. Para isso, suponhamos definidos os primeiros k—1
angulos principais 0y, ...,0,_; de U e V onde k pertence ao conjunto {2,...,p}. Assim, existem
vetores principais unitérios {uy,...,ux_1} em U e vetores principais unitérios {vy,...,vx_1} em
V tais que cos(;) = (u;,v;), para i = 1,...,k — 1. Para definir o préximo angulo principal 6,
considere 0s espagos

Ug={uveUl(u,u;) =0, i=1,....k—=1} e Vi={veV|{v,u)=0,i=1,....,k—1}.

O k-ésimo angulo principal 6, de U e V é definido como sendo o primeiro angulo principal de
U Lk € Vk

cos(Oy) = max (u,v) = max (u,v) .
u€Ug, [Jull=1 velUveV,|ul=lv|=1
v € Vi, ||U||=1 (u,m)=(’v,vi)=0,i:1,...,k71

Como vimos na segao anterior, existem vetores unitarios u, € Uy e vy € Vi tais que cos(fy) =
(ug,v). Estes sdo os vetores principais de Uy e Vi, ou podem ser chamados de k-ésimos vetores
principais de U e V. De modo geral, os vetores principais nao sao unicos. Apesar disso, na
proxima secao mostraremos que a definicao de angulos principais nao depende da escolha dos
vetores principais.

Procedendo deste modo, conseguimos entao definir p angulos principais 6; < 6, < --- < 6,
uma base ortonormal {uy,...,u,} de vetores principais de U e um conjunto ortonormal de vetores
principais {vq,...,v,} de V, tais que cos(6;) = (u;,v;), ¢ = 1,...,p. Pelas proposicoes 1.1 e 1.2,

para todo k ={1,...,p}, (U =U, V; =V)

Py, (vg) = cos(bx)ur e Py, (u) = cos(fr)vg -

Agora, se < considere vetores unitarios ortogonais v,ii,...,7, que completa o conjunto
) 9 p+1> ) 7q

{v1,...,v,} a uma base ortonormal {vy,...,v,, Vpi1,...,7,} de V. Para estes vetores temos entao

que

<ui,uj):§ij, ’l,jzl,,p e <Ui7vj>:5ij; Z,j:L,q

No que segue, vamos utilizar estas bases para escrever as projecoes ortogonais sobre U e V.

p q

Py(z) = Z (r,ujp)u; e Py(x)= Z (x,v;) vy .

i=1 i=1



Proposicao 1.3 (Reciprocidade) Para todo k € {1,...,p},
Py, (vg) = Py(v) = cos(Op)u, e Py (ug) = Py(uy) = cos(O)vy .

DEM.: Vamos demonstrar apenas que Py, (vx) = Py(vg) = cos(bx)ug, ja que a outra igualdade pode

ser provada de modo analogo. Pelas proposicoes 1.1 e 1.2, vemos que esta proposi¢ao é verdadeira

para k =1 (U = U, V; = V). Agora seja dado k € {2,...,p}. Como {uy,...,u,} é uma base
p

ortonormal de Uy, a proje¢ao ortonormal sobre Uy, é dada por Py, (z) = Z (x,u;) u;. Agora observe

i=k
que
P k—1 D
Py(vg) = Z(vk,ul) u; = (U, uj)u; + Z(vk,ul>ul
i=1 j=1 i=k
k—1
Py(vg) = ) _(omuj)u; + Py (o)
=1

Seje{l,...,k—1}, temos que vy € Vi C V;. Logo Py, (vx) = v e assim

(v, wj) = (Py; (vr), u5) = (o, Py, (u;)) = (vg, cos(0;)v;) = cos(0;)(vg, v;) =0 .
k-1
Dai Z (v, u;) u; = 0 e assim Py(v,) = Py, (vx) = cos(6)uy. I

j=1

Proposicao 1.4 Para quaisqueri,j € {1,...,p}, (u;,v;) = cos(6;)d;;.
DEM.: Da proposigao anterior temos que P (v;) = cos(;)u;. Dai,

(ui, vj) = (Pu(ui), v;) = (ui, Py(v;)) = (i, cos(0;)u;) = cos(0;)(us, uy) = cos(6;)di; -

|
Teorema 1.1 Seja {uy,...,u,} uma base ortonormal de vetores principais de U, seja {vy,...,v,}
um conjunto ortonormal de wvetores principais de V e, se p < q, considere vetores unitdrios
ortogonais Vpi1,...,v, que completa o conjunto {vg,... ,vp} a uma base ortonormal

{v1,...,0p, Upt1,...,0,} de V. Considere a matriz p x q, M = ((u;,v;)), i € {1,...,p} e
je{l,...,q}. Entio M tem a forma

M = [[|0]

pXxq

em que I' = diag(cos(01),...,cos(0,)). Dai vemos que a matriz quadrada MM" (p X p) é a matriz
diagonal
MM" = diag(cos*(,),...,cos*(0,)) .
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DEM.: Sei,j € {1,...,p}, a proposi¢ao anterior nos mostra que (u;,v;) = cos(6;)d;;. Agora se
ie{l,....pteje{p+1,...,q} entao

(ui, vj) = (ui, Pr(v;)) = (Pv(u;), v5) = {(cos(0;)vi, v;) = cos(6;){vi, vj) = 0.

1.3 A matriz de Souriau

Nesta secao vamos mostrar que os quadrados dos cossenos dos angulos principais de U e V' podem
ser calculados como os autovalores de uma matriz de Souriau qualquer de U e V. No artigo [13] esta
idéia foi utilizada para a classificacao da posigao relativa de pares de subvariedades Lagrangianas em
um espaco vetorial hermitiano. Como consequéncia deste resultado, mostraremos que a defini¢ao
dos angulos principais nao depende da escolha dos vetores principais e, além disso, teremos uma
maneira pratica para calcular os angulos principais.

Vamos entao considerar U e V' dois subespagos de R”, dimU = p, dimV = ¢, 1 < p < q.
Sejam {uq,...,u,} e {v1,...,v,} bases ortonormais quaisquer de U e V, e seja M a matriz p X ¢
M = ((u;,v;)). Uma matriz de Souriau de U e V' é a matriz simétrica A = MM".

Observacao: Fazendo uma conta simples pode-se verificar que as entradas da matriz de Souriau
A sao dadas por A;; = (u;, Py(u;)), parai=1,...,pej=1,...,q.

Vamos ver agora o que acontece com a matriz de Souriau A quando consideramos outras bases

de U e V. Entdo, vamos considerar {u},...,u;} e {vy,...,v;} outras bases ortonormais de U e
I 1o ! 1At . . o ’

V, M" = ((uj,v})) e A" = M'M" a correspondente matriz de Souriau. Se P = ((uj, u;))pxp ©
Q = ((v},v}))qxq s80 as matrizes mudanca de base, no sentido que fixado i

p q

r_ / I / .
Uy = E (upuj)u e vy = E (Vi v3) 05
=1 j=1

entdo pode-se verificar que P e () sdo matrizes ortogonais (PP' = I, e QQ' = I,) e que M' = PMQ".
Desta ultima igualdade segue que

A'=MM"=(PMQ") (QM'P") = P(MM")P' = PAP™" .

Isto demonstra que as matrizes de Souriau A e A’ sdo conjugadas e portanto possuem 0s mesmos
autovalores. Portano estes p autovalores sao invariantes do par (U, V) por nao dependerem das
bases utilizadas nas construgoes das matrizes M e A.

Considerando bases de vetores principais de U e V' como no teorema 1.1, obtemos uma matriz de
Souriau diagonal. Assim, do que acabamos de comentar, podemos obter a seguinte interpretagao
geométrica para os autovalores de uma matriz de Souriau do par (U, V).
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Teorema 1.2 Sejam U e V subespacos de dimensoes p e g de R" com 1 < p <
Se ) < 0y < --- <0, sao os dngulos principais de (U,V), entdo cos®(6,) < --- < cos?(6z)
cos?(61) sao os autovalores de qualquer matriz de Souriau de U e V.

IN =

O teorema anterior nos mostra que os angulos principais de U e V podem ser calculados a partir
de uma matriz de Souriau qualquer de U e V. Além disso ele fornece uma maneira pratica para o
calculo destes angulos e também demonstra que a definicao dos angulos principais de U e V' nao
depende da escolha dos vetores principais.

~ o .. , . 7T .
Observacgao: Como cada angulo principal esta no intervalo [0, 5] e como cos 6; > 0 neste intervalo,

realmente cada autovalor cos?(6;) da matriz de Souriau determina unicamente o angulo principal
T
0 € [0, E]'

Exemplo: [Existéncia de subespagos com angulos principais dados| Vamos mostrar que dado um
0
conjunto de angulos 0, < 6, <--- <6, , cada um deles no intervalo [O, 5}, sempre existe um par

de subespagos (U, V) que tem estes como angulos principais.

De fato, seja {wy,...,wq,} uma base ortonormal de R?’. Para todo i = 1,...,p seja u; = w; e
seja v; = cos O,w; +senbw,y;. Sejam U e V' os subespagos de dimensao p de R?P caracterizados por

o {uy,...,u,} ={wy,...,w,} é uma base ortonormal de U.
o {v1,...,v,} = {cosbyw; + senbywyq,...,cosbyw, + senb,wy,} é¢ uma base ortonormal de V.
Para todo 7,7 = 1,...,p pode-se verificar que (u;,v;) = 0;;cos;. Dai a matriz M = ((u;,v;)),

definida no inicio desta secao, é a seguinte matriz diagonal
M = diag(cos(#,),...,cos(f,)) .
Deste modo a matriz de Souriau A = MM" de U e V é a matriz diagonal
A = diag(cos®(6;),...,cos*(0,)) .
Como cos?(6,) < --+ < cos?() < cos?(6;) sdo os autovalores desta matriz, o teorema anterior
implica que ¢ < 0, < --- < 0, sao os angulos principais de U e V. Mais ainda, também temos que

{u1,...,u,} é uma base de vetores principais de U e {vy,...,v,} ¢ uma base de vetores principais
de V pois estes s@o vetores ortonormais em U e V' tais que (u;, v;) = cos 6.
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1.4 Projecao Ortogonal

Sejam U e V' dois subespacos de R", dimU = p, dimV =¢, 1 <p <gq. Sejam ¢) < 0, < --- <0,
os angulos principais do par (U, V), e seja {us, ..., u,} uma base ortonormal de vetores principais
de U. Para todo i € {1,...,p}, temos que

Py Py Py(u;) = PyPy(u;) = Py(cos(8:)v;) = cos(0;) Py(v;) = cos®(0;)u; .
Isto siginifica que cos?(6,) < -+ < cos?(6y) < cos?(6;) sdo os autovalores da transformagao linear
PUPVPU U—-U

e que, na base {uy,...,u,}, a matriz desta transformacdo linear é a matriz diagonal
diag(cos?(6,), ..., cos*(6,)).

Considerando uma outra base de U, como as matrizes de uma mesma transformacao linear em bases
diferentes sao matrizes conjugadas, podemos concluir que cos?(,) < --- < cos?(6;) < cos?(f;) sao
os autovalores da matriz da transformacao linear Py Py Py : U — U escrita em qualquer base.
Assim, isto fornece uma outra maneira para o calculo dos angulos principais de U e V.

1.5 Projecao Ortogonal versus matriz de Souriau

Sejam U e V dois subespacos de R", dimU =p, dimV =¢, 1 <p <gq. Sejam ¢; <0, <--- <0,
os angulos principais do par (U, V). Nas se¢oes anteriores vimos que todas as matrizes de Souriau
A = MM?! possuem os mesmos autovalores e que estes autovalores também sao os autovalores da
matriz do operador auto-adjunto Py Py Py : U — U escrita em qualquer base de U. Nesta secao
vamos mostrar que, de fato, a matriz de Souriau é a matriz deste operador Py Py Py .

Teorema 1.3 Sejam U e V subespacos de dimensoes p e ¢ de R* com 1 < p < q. Sejam
{uy,...,u,} e {v1,...,v,} bases ortonormais quaisquer de U e V. A matriz do operador
auto-adjunto PyPyPy : U — U escrita na base {us,...,u,} € a matriz de Souriau A = MM?,
em que M = ((u;,v;)).

DEM.: As projecoes ortogonais Py e Py, sao dadas por

P

Py(x) = Z(m,u»uz e Py(r) = (x, v ) vy

i=1 k=1

(=}

Utilizando estas expressoes vemos que



Se B é a matriz do operador Py Py Py : U — U escrita na base {uy, ..., u,}, sabemos que a coluna

p

j de B ¢ formada pelos coeficientes da combinacao linear Py Py Py(u;) = Z b;ju;, obtida quando
i=1

escrevemos o vetor Py Py Py(u;) em termos dos vetores da base {uy,...,u,}. Da expressao (1.1),

segue entao que o elemento da linha 7 e da coluna j de B ¢ igual a

q

bij = Z(uj,vk>(vk,u,->.

k=1

Por outro lado o elemento a;; da matriz A = MM?" é igual ao resultado da multiplicacdo da linha
i de M pela coluna j de M', ou seja, a;; ¢ igual ao produto da linha ¢ de M pela linha j de M.
Calculando este produto obtemos

q

a; = Z(ui,vk><uj,vk).

k=1

Como a;; = b;; para todo 7 e todo j, vemos que a matriz de Souriau A ¢ igual a matriz B do

operador Py Py Py escrita na base {uy, ..., u,}.
|
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Capitulo 2

Existéncia de isometrias de R”

2.1 Isometrias de R"

Neste capitulo vamos relembrar alguns conceitos e alguns resultados gerais sobre isometrias de R™.

Definicao 2.1 Uma funcao f : R" — R" € uma isometria se

dist(f(z), f(y)) = dist(x, y)

para quaisquer x ey de R™.

Deste modo uma isometria de R™ é uma aplicacao que preserva distancia entre pontos. O exemplo
mais simples de isometria é a translagao T,(r) = x + v por um vetor v € R™. Um outro exemplo
importante sao as transformacoes ortogonais. Lembre que uma transformacao linear A : R” — R”
é ortogonal se A preserva o produto interno usual de R",

(A(z), Ay)) = (v,y), Vo,yeR™

Como a distancia entre dois pontos pode ser escrita em termos deste produto interno, vemos que
toda transformagao ortogonal é uma isometria de R™. Vamos representar por O(n) o grupo das
transformacoes lineares ortogonais de R™.

Como a composicao de duas isometrias é uma isometria, se A é ortogonal e se v € R", entao
f(z) = A(z) +v é uma isometria. O préximo teorema nos mostra que estas sao todas as isometrias
de R™, de modo que o grupo das isometrias de R™ é gerado por transformacoes ortogonais e por
translagoes.

Teorema 2.1 Se f:R"™ — R" € uma isometria de R"™, entao existe um vetor v € R"™ e existe uma
transformacado ortogonal A tais que

flx) =A(x)+v, VaeR"
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Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada na secao 8.6 do livro [1].

Como uma translacao e como uma trasformacgao ortogonal sao invertiveis, o teorema anterior implica
que toda isometria de R™ é invertivel. Além disso, se uma isometria preserva a origem, entao ela é
uma transformacao linear ortogonal.

2.2 Matriz de Gram

Para demonstrar que dois pares de subespacos de R™ com os mesmos angulos principais sao
equivalentes por uma isometria de R", precisaremos de uma resposta para a seguinte pergunta:
dados dois conjuntos ordenados (Py, Py, ..., P;) e (P, Py, ..., P}) de vetores em R", sobre quais
condigbes existe uma isometria f € O(n) tal que f(P;) = P/, parai=1,2,..., k7

Antes de apresentar uma resposta para esta pergunta, observe que se existe uma tal isometria,
entao (I, P;) = (P}, P}) para todo i,j = 1,2,..., k. Esta condigao pode ser resumida dizendo-se
que a matriz de Gram G dos vetores (P, Py, ..., P;) é igual a matriz de Gram G’ dos vetores
(P{,Ps,..., P, isto é,

se G=((P,F)) e G'=((P,P))) entio G=G". (2.1)

Além disso, se existe uma tal isometria, como f é um isomorfismo linear de R”, se existir algum
tipo de dependéncia linear entre os vetores P, Ps,..., P;, entao o mesmo tipo de dependéncia
linear também existe entre os vetores P, Py, ..., P[. Esta condicao pode ser resumida através da
equivaléncia:

k k
se A= (A, Aa . M) ERMentiio, Y NP =0 & Y NP =0. (2.2)
=1

i=1

Deste modo, as condigoes (2.1) e (2.2) sao condigoes necessarias para a existéncia de uma isometria
f:R" = R™ tal que f(P;) = P/, parat=1,2,...,k. Nesta secao, veremos que a condi¢ao (2.2) é
uma consequéncia da condigao (2.1) e que esta condicgao (2.1) é uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a existéncia da isometria f.

Antes de apresentar estes resultados, vamos relembrar algumas defini¢oes bésicas de algebra linear.

Definigao 2.2 Sejam V e W subespagos de R™. Dizemos que V e W sdo ortogonais se (v, w) =0
para quaisquer vetores v € V e w € W. Se este é o caso escrevemos V. 1L W.

Definicao 2.3 Sejam V e W subespacos de R™. Dizemos que R™ é a soma direta ortogonal de
VeWseR"=VEW eseV eW sdao subespacos ortogonais de R"™. Se este € o caso, escrevemos
R" = VO W. De modo mais geral, escrevemos VO W para indicar wuma soma direta entre dois
subespacos ortogonais. Analogamente podemos definir uma soma direta ortogonal de mais de duas
parcelas.
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Definicao 2.4 Se V e W sao subespacos de mesma dimensdo de R"™, uma transformacao linear
T:V — W € uma isometria entre V e W se

(T'(x), T(y)) = (x,y) Va,yeV

Quando existe uma tal isometria dizemos que V e W sao isomorfos. Observe que uma tal isometria
sempre € um isomorfismo linear entre Ve W.

Na proxima proposicao escrevemos R™ como uma soma direta ortogonal de duas parcelas. Por
indugao, verifica-se que ela também é verdadeira no caso de uma soma direta ortogonal com um
namero qualquer de parcelas.

Proposicao 2.1 Sejam f : V. — V' e g : W — W’ isometrias entre subsepacos de R™. Se
=VOW, entio R* =V' QW' e a sequinte transformacdo linear é uma isometria de R™

T:R" — R"
Tw+w)=fv)+g(w), YveV eweW.

Agora vamos comecar a responder a pergunta formulada no inicio desta secao.

Proposicao 2.2 Sejam (P, Py, ..., Py) e (P], Py, ..., P,) dois conjuntos ordenados de vetores de
R”. Se a matriz de Gram de (Py, Py, ..., Py) € igual a matriz de Gram de (P, P}, ..., P}), entdo a
condigao (2.2) € satisfeita.

DEM.: Seja G matriz de Gram dos vetores Pj,..., P, e seja G' a matriz de Gram dos vetores
P/, ..., P,. Suponhamos que G = G, isto é, suponhamos que g;; = (P;, P;) sejaigual a g;; = (P}, P})
para todo i e j. Devemos mostrar que, sob todas estas hipdteses, a condic¢ao (2.2) é valida. Entao
suponhamos que

P+t Pe =0,
para um certo vetor x = (r1,...,7;) € R*¥. Devemos mostrar que, para estes mesmos coeficientes

x1,...,%, temos que x1 P + -+ -+, P, = 0 . Para comecar, observe que a i-ésima componente do
vetor G € R* ¢ dada por:

k
Zgzm =Y (P, P <R,Zx] > (P,0)=0. (2.3)
J=1

Como (Gz); = 0 e i é arbitrario, concluimos que Gz = 0. Dai 2'Gz = 0 e como G = G’ obtemos
2!G'r = 0. Mas,
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k k

k k k
oGy = Z TGty = Z (P, P)xir; = Z (2P, z;P}) = <ijPj{, Z%PJ’> = 0.
=1 j=1

1,j=1 i,j=1 4,j=1

—

k
Portanto concluimos que se v = g ij]{ entdao (v,v) = 0. Isto implica que v = 0, ou seja,
J=1
k
v = E x;jPj =P + -+ 4+ 2P}, = 0, como querfamos demonstrar.
J=1

A implicagao inversa x1 P +---+x, P} = 0 = P+ F o P = 0 tem demonstracao analoga
a que acabamos de fazer.

Teorema 2.2 Sejam (P, Ps,...,P) e (P, P}, ..., P}) dois conjuntos ordenados de vetores em
R™. Eziste uma isometria f € O(n) tal que f(P;) = P!, parai = 1,2,...,k, se, e somente se, a
condigdo (2.1) € satisfeita.

DEeM.: Como observado no inicio deste capitulo, a condigao (2.1) é uma hip6tese necesséria para a
existéncia da desejada isometria f.

Reciprocamente, suponhamos que (P, Ps, ..., P;) e (P}, Py, ..., P[) sdo dois conjuntos ordena-
dos de vetores em R" que satisfazem a condigao (2.1). O resultado anterior implica que a condigao
(2.2) também é satisfeita. Vamos mostrar a existéncia da desejada isometria f. Para isto, considere
os seguintes subespacos de R"™:

W =span{ Py, Ps,..., P} e W' =span{P[,P,,..., P} .

Entre os vetores Py, Ps, ..., P, vamos considerar um subconjunto linearmente independente de ve-
tores que também geram W. Simplesmente para nao deixar a notacao muito carregada, reordenando
os vetores (Py, Ps, ..., Py), e depois reordenando os respectivos vetores em (P;, Py, ..., P), vamos
supor que os primeiros m vetores em (P, P, ..., P;) formem uma base de W. Isto é, vamos supor
que {Py, Py, ..., P,} seja uma base de W.

Afirmamos que os respectivos vetores de W', P, P;,..., P/ formam um conjunto linearmente
independente. De fato, utilizando (2.2) temos que:

© P+t a, P =0 = 5P+ - +a,P, + 0P, 40P =0 =
= 2P+ 2P+ 0Py 4+ 0P, =0 =
= 5P+ +2,P=0 =
= x1=-=a, =0,
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pois os vetores Py, ..., P, sao linearmente independentes.

Afirmamos também que os vetores P/, Py, ..., P/ geram W’. Observe que para demonstrar isso,
¢ suficiente mostrar que para todo ¢ > m, ¢ < k, o vetor P/ é uma combinagao linear dos vetores
P/, Py, ..., P/ . Vamos mostrar isso. De fato, como P, ..., P,, geram W, para todo i > m existem
escalares a1, . .., T, tais que P, = 21 Py + - + & Py. Logo, 1Py + -+ + 2P — P, =0 e de (2.2)
obtemos z1 P/ + -+, P, — P! =0 = P/ = 2,P| +--- 4+ x,,P.,.

Portanto acabamos de demonstrar que {P], Py,..., P, } é uma base de W’ e que, em particular,
dim(W) = dim(W’). Considere agora a seguinte transformac@o linear o : W — W’ entre os
subespagos W e W’ de R", definida através dos seguintes valores na base {Py,..., P} de W:

o(P)=Pj, j=12,...,m.

Como {Py,..., P} ébase de W, e como o transforma esta base na base {P,..., P/ } de W', vemos
que o : W — W'’ é um isomorfismo linear. Agora, utilizando a hipdtese (2.1), que nos diz que a
matriz de Gram dos vetores Py, Ps, ..., P, é igual a matriz de Gram dos vetores P, Py, ..., P/, é

facil mostrar que o preserva o produto escalar usual de R™ retrito a W. Isto é,

(o(x),0(y)) = (x,y), Va,y e W.

Portanto, concluimos que o : W — W' é uma isometria entre dois subespagos de R™. Observe que,
por definicdo, o(P;) = Pj para todo j € {1,2,...,m}. Além disso, para todo i > m, i <k, de
(2.2), vemos que se P, = x1 P, + -+ -+ 2, B, entao P/ = x1 P + -+ - + x,, P!.. Dai é facil provar que
o(P;) = P! paratodoi € {m+1,m +2,..., k}. Portanto, temos que

o(P)=P , Vi=12... k. (2.4)

Se m < n, considere os complementos ortogonais W+ de W e W't de W’ em R". Como
dim(W) = dim(W’) temos que os seus complementos ortogonais tem a mesma dimensao.
Considerando qualquer isometria n : W+ — W't defina a seguinte transformacdo linear
f:R*— R"”

fwowt — wow+
flx+y)=o@)+nly) €W e ye W,
Pela proposicao 2.1 temos que f é uma isometria de R™ que estende o : W — W’ para todo o
espago R™. Isto é, f(w) = o(w), para todo w € W. Como P; € W para i =1,2,...,k, concluimos

que f(P;) = o(P;) = P! pela igualdade (2.4). Portanto concluimos que f é a desejada isometria de
R™ que leva P; no respectivo vetor P;.

Como uma aplicacao do teorema anterior, vamos demonstrar a seguinte proposicao, que sera
utilizada na secao 5.2.
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Proposicao 2.3 Seja W um subespaco de R™ e sejam N1 e Ny vetores de mesma norma, ambos
ortogonais a W. Ezxiste f € O(n) tal que f(N1) = Ny e f(w) = w para todo w € W.

DEM.: Seja {wy,...,w} uma base de W. Como os seguintes conjuntos ordenados de vetores de
R™, (wq,...,w, Nq) e (wq,...,wy, No), possuem as mesmas matrizes de Gram, o teorema anterior
garante que existe uma isometria f de R™ que leva cada vetor de um conjunto no respectivo vetor

do outro conjunto. Dai f age como a identidade em W e f(IN7) = Ns.
|
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Capitulo 3

Angulos principais determinam a posicao
relativa de pares de subespacos

Sejam (U, V') e (U', V') dois pares de subespagos de R" tais que dimU = dim U’ e dim V' = dim V"
Se existe uma isometria f € O(n) tal que f(U) =U" e f(V) = V' entao os pares (U,V) e (U, V')
possuem os mesmos angulos principais. Neste capitulo vamos demonstrar que vale a reciproca deste
resultado. Ou seja, vamos demonstrar que se dois pares de subespacos de R™ possuem os mesmos
angulos principais entao existe uma isometria linear de R” que transforma um par no outro par.

Entao vamos considerar dois subespacos U e V de R”, dimU = p, dimV = ¢, 1 < p < ¢g. Sejam

0, <0y < --- <6, os angulos principais do par (U,V). Também vamos considerar {ui, ..., u,}
uma base ortonormal de vetores principais de U, {v1,...,v,} um conjunto ortonormal de vetores
principais de V' e, se p < ¢, vamos considerar vetores unitarios ortogonais vp41, ..., v, que completa
o conjunto {vi,...,v,} a uma base ortonormal {vi,...,vp, Vpi1,...,0,} de V. Sabemos que os
vetores principais sdo tais que cos6; = (u;,v;) parai=1,...,p.

Considere agora o seguinte conjunto ordenado (1, ..., Up, V1, ..., Vp, Upt1, ..., U,) de vetores de R".

De acordo com o teorema 1.1, a matriz de Gram deste conjunto de vetores é
I, | M
G = L
{ M| ]
sendo [, matriz identidade p x p, I, matriz identidade ¢ x ¢ e

M = [T]0]

pXxq

em que I = diag(cos(6y), ..., cos(6,)).

Agora vamos considerar um outro par de subespagos (U, V') de R", dim U’ = p, dim V' = ¢, que
possuem os mesmos angulos principais do par (U, V). Como no caso anterior, vamos considerar

bases ortonormais de vetores principais {u}, ..., u,} de U" e {v},..., v, v, 4,..., v} de V' tais que
cosf; = (u,v}) parai=1,...,p.

De modo andlogo ao caso anterior, a matriz de Gram G’ do conjunto ordenado
(uy, U, V00 ) € igual a matriz G
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Como G = G’, pelo teorema 2.2, existe uma isometria linear f : R” — R™ tal que f(u;) = u para
i=1,...pe f(v;) = v paraj=1,...,q. Isto implica que f(U) =U"e f(V) = V' e portanto f
transforma o par de subespagos (U, V') no par (U, V). Isto é a demonstragao do seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejam (U,V) e (U, V') dois pares de subespacos de R" tais que dimU = dimU’ e
dimV = dimV’. Existe f € O(n) tal que f(U) = U e f(V) = V' se, e somente se, estes pares
possuem 0s mesmos angulos principais.

22



Capitulo 4
Subespacos em posicao geral

No estudo de angulos principais, para a caracterizacao da posicao relativa de pares de subespacos em
R™, em muitos artigos, como [10], [11] e [3], encontramos somente o estudo de pares de subespagos
em “posicao geral”. Neste capitulo vamos entender o que isto significa e vamos mostrar porque é
suficiente considerar apenas este caso.

Entao vamos considerar dois subespacos U e V de R”, dimU = p, dimV =g¢q, 1 < p < ¢. Sejam

6, <0y <--- <6, os angulos principais do par (U,V). Também vamos considerar {us, ..., u,}
uma base ortonormal de vetores principais de U, {v1,...,v,} um conjunto ortonormal de vetores
principais de V' tais que (u;,v;) = d;;cos6; para 4,5 = 1,...,p. Mais ainda, se p < ¢, vamos
considerar vetores unitdrios ortogonais vp.1,...,v, que completa o conjunto {vq,...,v,} a uma
base ortonormal {vy,..., v, Vpi1,...,0,} de V.

Suponhamos agora que os angulos principais 0 < 0; < 0y < --- < 0, < g estao distribuidos do

seguinte modo:
e p=---=0,=0.

i
. 0<9k+1§“'§9k+r<§-

[ ] 0k+r+1:"':0p__'

Aqui k e r sao dois nimeros inteiros tais que k,r > 0e k+1r < p.

Considere agora os seguintes subespacos de U e V'

Ul = [uly"'auk] U2: [Uk+1,--.,Uk+r] USZ [uk+r+17"'aup]

Vi=[v1,... 0k Vo = [Uka1s -« oy Upar] Vs = [Uktri1, - -5 Up) Vi = [Upt1,- .-,
em que, por exemplo, [ug,...,ux] representa o espago gerado pelos vetores ui,...,u;. Como
{ug,...,up} e {vr, ..., v, Vpt1,...,7,} sdo bases ortogonais de U e V segue que
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U=U,QU,DU,
V=1 OVv,DOVADV,.

Observacoes:

1. Como 6; = 0 para ¢+ = 1,...,k temos que u; = v; para ¢ = 1,...,k. Mais ainda,
dim(UNV)=ke{u,...,ux} = {v1,..., v} é uma base para U NV =U; = V].

2. A proposicao 1.4 implica que U; LV} se i # j.
3. O teorema 1.1 implica que U3 LV, V3 L UeVy L U.

4. UyNVy = {0} e portanto dim(U, + V3) = 2r.

DEM.: Seja x um vetor tal que x € Uy N V5. Entao existem escalares «; e [; tais que
T = U1+ Uk = B1ogi1+- o+ Brvks,. Calculando (x, ug;) obtemos o; = (; cos 6;.
Calculando (x,vy,;) obtemos «;cosf; = 3;. Estas igualdades implicam que a; = a; cos®6;.
Como cos? 0; # 1 obtemos «; = 0 e portanto x = 0. |

Denotando por S(Us, Va) = Us @ V4 0 espago gerado por Us e Vi, as observages acima implicam a
seguinte soma direta ortogonal

U+V=ViDSU, Vo) DV; DV, DU; .

Se U+V #R™ ou seja se p+ q— k < n, considerando o espago R = (U + V)1 obtemos a seguinte
decomposicao de todo o espaco ambiente R".

R"=V, O S(U, V) OVs OV, QU; DR . (4.1)

Nesta soma direta, cada parcela possui a seguinte interpretacao.

Proposicao 4.1 Utilizando a notacao anterior,
e UNV =U; =V.
e UNVL=1Us.
e UtNV =V;®V,.
e UtNV+ =R,
DEM.:

e A igualdade U NV = U; = Vj segue diretamente da definigdo de angulos principais e dos
espacos U; e V.
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e Vamos demonstrar que U N V+ = Us. Como Us C U e U; L V, obtemos U3 C U N V>,
Por outro lado, seja x € U N V+. Podemos escrever & = x, + x5 + 23 com z; € U;. Como
U; = Vi, vemos que 27 € V] e portanto (x, x1) = 0. Das observagoes da pagina 24, temos que
(9, 1) = (x3,71) = 0. Como (x,x1) = (x1,x1) + (T2, 21) + (x3,21), obtemos (x1,x1) = 0.
Dai vemos que z; = 0.

T
Agora vamos mostrar que x5 = 0. Como x5 € U, podemos escrever xo = E a;ugsi. Considere
i=1

'8 I8
o0 seguinte vetor vy = E a;Ug1; de V. Temos que (g, v9) = E a? cos(01;). Como (z,vs) =
i—1 i=1

0poisz € UNVEewvy €V, (x1,v9) = 0 pois z; = 0 e (x3,v9) = 0 pois U3 L V5 e como
(x,v9) = (x1,v2) + (x2,v9) + (23,09), Obtemos (xg, v9) = 0. Dai
T
Zaf cos(O4;) =0 .
i=1
Como 0 < cos(0y4;) < 1 parai=1,...,r concluimos que oy; = 0 para i = 1,...,r e portanto

To = 0. Portanto z = 21 + Ty + T3 = 3 e assim = € Us. Isto demonstra que U NV =+ C Us.

e A igualdade Ut NV = V5 @ Vj pode ser demonstrada de modo andlogo a que acabamos de
fazer

e Aigualdade Ut NV+ = (U+ V)t é uma propriedade geral, vélida para quaisquer subespacos
de R™.

Utilizando (4.1) e as igualdades acima, obtemos a seguinte decomposigao de R™.

R"=(UNV)DSUy, Vo) O (U nV)D (UNVHD WUNVH) . (4.2)

Vamos considerar agora um outro par (U’, V') de subespagos de R™ tais que dim U’ = pe dim V' = g.
Repetindo tudo o que foi feito acima para estes subspacos obtemos, de modo anélogo, a seguinte
decomposicao de R™.

R* = (U NVYDOSWU, VHO U nvVYO WU nvVHOU*+nvHt) . (4.3)
E claro que para existir uma isometria f : R” — R™ tal que f(U) = U’ e f(V) =V’ os subespacos

Unv, unvt, vtnve UtnVv*
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devem ser isomorfos aos respectivos subespacos

unv'., uvnvt, vtnvie UtnVt.

Observe que a existéncia destes isomorfismos sao condi¢oes necessarias naturais para a existéncia de
f. Entao, comparando as decomposicoes (4.2) e (4.3), além destas condigoes naturais, para existir a
desejada isometria f que transforma o par (U, V') no par (U’, V"), pela proposigao 2.1, basta existir
uma isometria 7' : R(Us, V2) — R(U}, V3) que transforma o par (U, V3) no par (Uj, V).

Neste sentido, faz sentido analisar apenas pares de subsespacos em “posicao geral”.

Definicao 4.1 Dois subespacos U e V de R™ estao em posigao geral se

UNnv={0}, UNnV+t={0}, UtnV={0} e UtnV+t={0}.

Deste modo, se U e V estao em posicao geral, U = U,, V =V, e, de acordo com (4.2),
R"=S(Uy, Vo) =UydVo=UV .

Portanto n = 2r sendo r = dim(U) = dim(V).

Vejamos agora que, neste caso, podemos construir uma base de R"™ de modo que os vetores
principais de U e V' sao como no exemplo da pagina 12.

Entao vamos considerar U e V subespagos em posicao geral de R?,| sendo dim(U) = dim(V) = p.
Sejam {uq,...,u,} e {v1,...,v,} bases ortonormais de vetores principais de U e V' de modo que

(u;,v;) = d;5cos(f;) onde 0 < §; < --- < 0, < g sdo os angulos principais de U e V. Para

) 1
i=1,...,pdefina w; = u; e wyy; = m(— cos(0;)u; + v;).

E fécil verificar que {wy, ..., Wy, Wyy1,...,ws,} é uma base ortonormal de R?* de modo que

o {uy,...,u,} ={wy,...,w,} é uma base ortonormal de U.

o {v1,...,0,} = {cosbyw; + senbywy,...,cosbyw, + senb,wy,} é uma base ortonormal de V.

[sto nos mostra que estamos exatamente na mesma situacao do exemplo da pagina 12, tornando a
construcao dada naquele exemplo uma construcao bastante geral.
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Capitulo 5

Subespacos afins de R"

Neste capitulo vamos mostrar que se U, e V, sao dois subspagos afins de R", entao as suas posicoes
relativas, a menos de isometrias lineares e translagoes, ficam completamente determinadas pelos
angulos principais do par (U, V) e pela distancia entre U, e V;,. Entretanto, antes de demonstrar este
resultado, precisamos definir e enunciar algumas propriedades da distancia entre dois subsespagcos
afins de R™. A definicao que serd apresentada é analoga a da distancia entre duas retas reversas
em R?, quando sao considerados dois planos paralelos, cada um deles contendo cada uma das retas
dadas e também é considerada uma reta ortogonal e concorrente as duas retas reversas dadas.

Para comegar, observe que se U, NV, # 0 entdo, aplicando uma transla¢do, podemos transladar
esta intersecao para a origem. E assim, em vez de considerar subespagos afins, podemos considerar
subespagos vetoriais U e V' de R™. Dai, como nas secoes anteriores vimos que pares de subespagos
vetoriais sao caracterizados pelos seus angulos principais, podemos concluir que o mesmo ocorre
para pares de subespacos afins que sao concorrentes. Ou seja, quando a distancia entre dois
subepacos afins é igual a zero, a posicao relativa deles é caracterizada pelos angulos principais.
Portanto, falta somente analisar o caso em que os dois subespacos afins sao disjuntos. Durante
todo este capitulo, este sera o caso considerado.

Entao sejam U, e V,, dois pares de subespacos afins disjuntos. Aplicando uma translacao pelo vetor
—x, podemos supor que um destes subespacos contém a origem, de modo que ele passa a ser um
subespaco vetorial de R™. Portanto, sempre que for o caso, é suficiente considerar pares (U, V,,) em
que U é um subespaco vetorial e V,, é um subespaco afim de R", tais que U NV, = (.

5.1 Distancia entre subespacos afins de R”

Defini¢ao 5.1 Seja V' um subespago vetorial de R"™. Dado um vetor w de R™ tal que w ¢ V', o
conjunto

Vw = {v+w|veV}

¢ um subespago afim de R". Assim se T,, : R" — R" ¢ a translag¢io T,,(z) = = + w, entdo V,, €
a imagem de V' porT,.
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Observacao: Para apresentar um subespaco afim V,, de R" precisamos entao de um subespaco
vetorial V' e de um vetor w ¢ V. Observamos que este vetor w nao é unico, pois trocando w por
w1 = w + v, para qualquer vetor v € V', vemos que V,, =V, .

Proposicao 5.1 Seja U um subespaco vetorial e seja V, um subespago afim de R™. Entao
UNV, =0 se, e somente se, w g U+ V.

DEM.: Se w € U + V entao podemos escrever w = u + v para algum vetor u € U e algum vetor
veV.Dalw—v=u Comow—ve€V,eucU concluimos que w —v =u € V,, NU, e portanto
Vi, NU # (0. Por outro lado, de modo anédlogo, se V,, N U # ) entao existe um vetor v + w de V4,
que também estd em U. Ou seja, existe vetor v + w € V,, tal que v + w = u para algum v € U.
Daiw=u—veU+V. |

Ao longo de toda esta secao vamos considerar a situagao da proposi¢ao anterior: U é um subespago
vetorial de R"™ e V,, é um subespaco afim de R™ tais que U N'V,, = (), ou seja, w ¢ U + V. Deste
modo, U +V # R" e se m = dim(U + V') entao m < n.

Agora vamos considerar uma base {z1,...,z,} de U + V. Como w ¢ U + V, o conjunto de

vetores {w, 1, ..., x; } é linearmente independente e gera um subespago A de dimensao m+1 de R".

Considere agora o complemento ortogonal A+ de A em R™. Tomando uma base ortogonal {y1, ...,y }
de A*, podemos completar o conjunto {w, 1, ...,x,} até uma base {w,z1,...,Tm,Y1,...,Yx} de

R™. Esta base satisfaz:

(w,y;) = (z5,y;) =0, i=1,...m, j=1,...,k (5.1)
(Wi yj)) =0, i#] (5.2)
Observe que k =n —m — 1 e que eventualmente podemos ter k = 0.

Eliminando w na base de R™ construida logo acima, obtemos uma base

{:L‘17"'7xm7y17"'7yk} (53>

de um hiperplano H de R™ que contém U+V. Mais ainda, H,, = {h+w | h € H} é um hiperplano
afim de R" que contém V,,. Como w ¢ H, é claro que H N H,, = 0.

Logo H e H,, sao hiperplanos afins de R", disjuntos, tais que U C H e V,, C H,,. Estes hiperplanos
serao importantes na definicao da distancia entre U e V.
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Observacao: Na construcao dada acima para o hiperplano H, observe que o subespaco
A = span{w, z1,...,x,} ndo depende da escolha do vetor w que aparece na apresentacao do
subespaco afim V,,. Logo A e A+ s6 dependem dos subepacos U e V,,. Como

H =span{xy, ..., Tm,y1,... .y} = (U +V) D A+

vemos que o hiperplano H construido deste modo é tnico, e que ele também s6 depende dos
subespagcos U e V.

Vamos definir agora a distancia entre os hiperplanos disjuntos H e H,,. Para isto vamos considerar
o complemento ortogonal H+ de H em R". Como H é um hiperplano, H* é um subespaco de
dimensao 1 de R™, ou seja, podemos pensar que H+ é uma reta. Seja N um vetor diretor desta
reta, ou seja, N é um vetor normal a H. Afirmamos que existe um tnico nimero real A tal que
AN € H,. De fato, para isto ocorrer precisamos mostrar que w — AN € H. Isto ocorre se, e
somente se, (w — AN, N) = 0. Mas,

{w, N)
(N,N)

(w—AN,NY=0 < (w,N)—AN,N)=0 & A=

Para este valor de A\, vemos que

(w, N)
(N, N)

AN = Projy.(w) = N eH, .

A distancia entre os hiperplanos disjuntos H e H,, é definida por
dist(H, Hy) = || Projg.(w) ||

Para concluir a definicao da distancia entre os subespacos U e V,,, vamos mostrar que existe uma
reta (subespago afim 1-dimensional de R™) ortogonal e concorrente com U e V,,. De fato, veremos
que esta reta é ortogonal aos hiperplanos disjuntos H e H, e que ela também é concorrente com
U e V,. (aqui vale a pena lembrar de como ¢ definida a distancia entre duas retas reversas em R3)

Proposicao 5.2 Continuando com as notagoes desta se¢ao, existe um subespaco afim 1-dimensional,
l, de R™ tal que ¢ é ortogonal aos hiperplanos disjuntos H e H, e ¢ é concorrente com U e com

Vi
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DEM.: Nesta demonstracdo vamos denotar por N um vetor diretor da reta H* tal que
dist(H, H,) =| N ||. Mais ainda, se o vetor N tem ponto inicial na origem, pertencente a H,
entao podemos supor que N tem ponto final em H,,.

Para demonstrar a proposicao é suficiente mostrar que existe um vetor v € U tal que u+ N € V.
Se este é o caso, a reta ¢ que passa pela extremidade de u e tem vetor diretor NV é a reta £ procurada.

Entao vamos mostrar que existe u € U tal que u+ N € V,,. Isto é, vamos mostrar que existe u € U
tal que u + N = v 4+ w para algum v € V. De fato, como N € H,, vemos que N —w € H e assim
podemos escrever o vetor N — w em termos dos vetores da base considerada em (5.3).

N —w=a1x1+ -+ apTm + b1y + - + bpyp.
Como N é ortogonal a H e como (w,y;) = 0 pelas condigoes (5.1), vemos que
(N —w,y;) = (N,y;) — (w,y;) =0-0=0, j=1,...k
Por outro lado, por (5.1) e (5.2), vemos que
0= (N —w,y;) = (@121 + - + QT + b1y + - + bxyi , yj) = b;(y;,y;)

Dali concluimos que b;(y;,y;) = 0 e portanto b; = 0, para j = 1,..., k. Isto significa que o vetor
N — w pode ser escrito do seguinte modo

N—-—w=ayx1+ "+ anty, .

Como {x1,...,2,} é uma base de U + V concluimos que N —w € U + V. Assim, N —w =u+v
para algum vetor u € U e para algum vetor v € V. Logo —u+ N = v+w e portanto —u+ N € V,,,
como queriamos demonstrar. |

Entao dados um subespaco vetorial U de R™ e um subespaco afim V,, de R™, disjuntos, concluimos
que existem hiperplanos disjuntos H e H,, tais que U C H ¢ V,, C H,. Mais ainda, vimos que
existe uma reta ¢ ortogonal a H e a H,, tal que ¢ é concorrente com U e com V,,. Se A e B sao os
pontos de intersegao A =UNFle B =V, N/, entao a distancia entre os subespagos U e V,, pode
ser definida por
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dist(U, V,,) = dist(H, H,,) = dist(A, B) =|| AB || .

Vamos finalizar esta secao com uma proposicao que poderia até ser adotada como a definicao da
distancia entre U e V.

Proposicao 5.3 Seja U um subepaco vetorial de R™ e seja Vi, um subespaco afim de R™ tais que
UNV, =0. Entao a distancia entre U eV, € tal que

dist(U,V,) = min  dist(P,Q) .

PcU, QeVy

DEM.: Considere um ponto qualquer P € U e considere um ponto qualquer (Q € V,,. Seja Q' a
projecao ortogonal do ponto @) sobre o hiperplano H, isto é, o vetor de extremidades ) e Q)" é um
vetor ortogonal a H. Observe que dist(A4, B) = dist(Q, Q).

Se Q' = P, entao dist(A, B) = dist(P, Q). Por outro lado, se ' # P, entao obtemos o triangulo
retangulo de vértices @, Q" e P. Como PQ ¢é hipotenusa e Q@' é cateto, segue que
dist(Q, Q') < dist(P, Q) e portanto dist(A, B) < dist(P, Q). |

5.2 Invariantes para pares de subespacos afins de R"

Definicao 5.2 Sejam U, eV, dois subespagos afins de R™. Os angulos principais do par (U, V)
sao definidos como os angulos principais do par (U, V') de subespagos vetoriais de R".

Nesta secao vamos demonstrar que dois pares de subepagos afins possuem os mesmos angulos
principais e a mesma distancia se, e somente se, existe uma isometria que transforma um par no
outro par. De modo mais preciso, esta afirmagao estd enunciada no seguinte teorema.
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Teorema 5.1 Sejam (U,V) e (U, V') dois pares de subespacos vetoriais de R™ tais que
dimU = dim U’ edimV = dim V. Considere agora pares de subespagos afins (Uy,,Vy,) e (U,,,V,,).

o)
Eziste uma isometria ¢ de R" que transforma o par (Us,,V,,) no par (U,,,V,,) se, e somente se,

(1) os dngulos principais de (Us,,V,,) sdo iguais aos dngulos principais de (U,,,V,)) e

(2) dist(U,,, V,,) = dist(U",, V).

x2?

Como isometrias preservam angulos e distancias, a existéncia de uma isometria ¢ que transforma o
, N : s

par (Uy,,V,,) no par (U,,,V,,) implica as condiges (1) e (2). Deste modo, para completar a prova

do teorema anterior, precisamos demonstrar a reciproca desta afirmacao, ou seja, que as condigoes

(1) e (2) implicam a existéncia de uma tal isometria ¢.

Notagao: Se f é uma aplicagao de R" em R"” e se A, B, C' e D sao subconjuntos de R", a notagao
f:(A,B) — (C,D) indica que f(A) = C e f(B) = D, ou seja, f transforma o par (A, B) no par
(C, D).

Entao vamos supor que (U,,,V,,) e (U,

T?
angulos principais de (Uy,, V}, ) sdo iguais aos angulos principais de (U},
dist(U,,, V,,). Vamos provar que existe uma isometia ¢ de R” tal que ¢ : (Us,,V,,) — (U]

x2)

Vy’Q) sao dois pares de subespacos afins de R™ tais que os
V,,) e que dist(Us,,, V,,) =
/
‘/y2)'
Para comegar, como os angulos principais do par (U, V') sdo iguais aos angulos principais do par

(U', V'), pelo teorema 3.1, existe uma isometria f € O(n) tal que f(U) = U’ e f(V) = V'. Dai
segue que f(Us,) = Uj,,y e f(Vyy) = Vi,

Agora considere as translagoes T_ y(z,) € T, que sao tais que T_y(z,)(Ug(,,)) = U' e Ty, (Ug,) = U".

A funcao composta T_y(,,) o f transforma o par (U,,, V,,) em um da forma (U’, V) ), e a translacao
T, transforma o par (U,,V,,) em um da forma (U’,V,,), sendo wy = T ) o f(y1) e wy =
foz (yQ)

Deste modo, demonstrar a existéncia de uma isometria ¢ : (Uy,,V,,) — (U,,,V},,) é equivalente a
demonstrar a existéncia de uma isometria ¢ : (U, V, ) — (U’,V,, ). Veja o diagrama comutativo

a seguir.

2

Uy, Vi) - (Uz,: V)
f
< Fla1) fum) Tea,
T y(a)
(U, Vi) R
@



Portanto, para demonstrar o teorema desta secao, é suficiente demonstrar a seguinte proposicao
mais simples, que tem como hipdtese apenas a igualdade das distancias entre os subespacos dados,
uma vez que a hipétese da igualdade dos angulos principais ja foi utilizada.

Proposicao 5.4 Sejam U e V' dois subespagos vetoriais, e sejam wy e wo dois vetores quaisquer de
R™. Se dist(U, V,, ) = dist(U, Vi,,) entao existe uma isometria de R™ que transforma o par (U, Vi, )
no par (U, V,).

DEM.: Pela proposigao 5.2, sabemos que existe uma reta de R™ perpendicular e concorrente a U e
a Vy,. Além disso, também vimos que existe um vetor u; € U e existe um vetor Vi, ortogonal ao
subespaco U + V, tais que o subespago afim V,,, é igual a V,,,yn, (veja observacao da pagina 28).
Deste modo, para nao introduzir novas notagoes, vamos supor que wy = u; + N;. Pela definicao da
distancia entre dois subespacos afins de R”, temos que dist(U, V,,,) = || V1]

De modo andlogo, existe um vetor uy € U e existe um vetor Ny ortogonal ao subespago U + V' tais
que Vi, = Vi1, sendo que dist(U, V,,,) = ||Va||. Novamente, para nao introduzir novos vetores
desnecessarios, vamos supor que wy = uy + No.

Como dist(U, V,, ) = dist(U, Vi, ), vemos que || Ny|| = || No]|.

Como N; e Ny sao vetores de mesma norma, ambos ortogonais ao subespago U + V| pela proposi¢ao
2.3, existe f € O(n) tal que f(N7) = Ny e f(x) = x para todo x pertencente a U + V. Considere
agora a translacao Ty, () = +us —uy. Vamos demonstrar que se ¢ = T, _,,, o f é a composicao
de f com T, ., , entdo ¢ é a desejada isometria que transforma o par (U, V,,,) no par (U, V,,). De
fato,

e Se x € U entao ¢(x) = Tyyu,(f(x)) = Top—uy () = x4+ uy —uy € U, de modo que
e(U) C U. Dai, como p(U) e U sao subespagos de mesma dimensao, podemos concluir
que p(U) =U.

e Sev+w; €V, comv €V, entao p(v+wi) = Ty, (f(0+wy)) = Ty, (f(o+us +Nq)) =
Ty (V+ U+ No) = (V+u;+No)+(ug —uy) = v+ug+ Ny = v+wy € V. Dal p(Vy,) C Vi,
e, como estes espagos possuem a mesma dimensao, segue que (Vi) = V.-

Como ¢(U) = U e ¢(V,,) = Vi,, concluimos que ¢ é uma isometria de R" que transforma o par
(U, Vi) no par (U, Vi,).
1

As consideragoes desta secao, juntamente com esta proposicao, fornecem entao uma demonstragao
para o teorema 5.1.
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Capitulo 6

Algumas perguntas finais

Neste trabalho vimos que os angulos principais caracterizam, a menos de isometrias, a posicao
relativa de dois subespacos vetoriais de R™. Apds este estudo, levantamos algumas perguntas
interessantes que podem motivar estudos mais aprofundados deste tema.

1. Fixadas as dimensoes n, p e ¢, com 1 < p < ¢ < n, para quais angulos 0; < 0, < ... < 6,
existem subespacos U e V' de R" de respectivas dimensoes p e ¢, e que possuem estes angulos
como angulos principais?

2. Acrescentando uma constante positiva d, podemos reformular a pergunta anterior para pares
de subespacos afins com distancia pré-fixada igual a d.

3. Nos casos em que a resposta de alguma das perguntas anteriores for positiva, apresentar uma
“posicao canonica” para os subespacos U e V.

4. Dados duas ternas (U, V, W) e (U, V', WW') de subespagos de R™, caracterizar a existéncia de
uma isometria f de R™ tal que f(U) = U’, f(V) = V' e f(W) = W'. A existéncia desta
isometria pode ser caracterizada em termos dos angulos principais dos pares (U, V), (U, W)
e (V,W)? Ou existe algum outro invariante especifico para triplas de subespagos?

5. Naturalmente a pergunta anterior pode ser estendida para a caracterizacao da existéncia de
uma isometria entre duas k-uplas de subespacos (vetoriais ou afins) de R".

6. Trocando o espaco Euclidiano R™ pelo espaco hiperbédlico real H™ e trocando U e V por
subvariedades totalmente geodésicas, caracterizar a posicao relativa de duas subvariedades
totalmente geodésicas de H™. Observe que neste caso também podemos definir distancia e
angulo entre duas tais subvariedades. Estes invariantes sao suficientes para caracterizar a
posicao relativa a menos de isometrias?

7. Estender a solucao da pergunta anterior para k-uplas de subvariedades totalmente geodésicas

de H™.
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Vamos concluir este trabalho apresentando algumas observacoes sobre estas perguntas.

Observagao 1. O exemplo da pagina 12 nos mostra que dado um conjunto de angulos
s
01 < by <---<0,, cada um deles no intervalo [0, 5} , sempre existe um par de subespagcos (U, V)

em posicao geral que tem estes angulos como angulos principais. Entretanto, se comegamos
fixando as dimensoes p, ¢ e n, pode ser que nem sempre exista uma configuracao de subespacos
UeV de R com dim(U) = p e dim(V) = ¢ que possuem angulos principais iguais a valores
pré-definidos, pois temos a restricao que 0; = --- = 6, = 0 se dim(U N'V) = k. De modo mais
preciso, como

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) —dim(U NV)
se queremos determinar subespagos U e V' de R™ com dim(U) = p e dim(V') = ¢ entao
p+q—dim(UNV)<n

e portanto dim(U N'V) > p + ¢ — n. Portanto, fixadas as dimensdes p, ¢ e n existem dois casos a
serem considerados.

e Se p+q—n < 0, entao dados quaisquer angulos 6; < ¢, < --- < 6, , cada um deles no
T
intervalo [O, —} , existe um subspago U de dimensao p e existe um subespaco V' de dimensao

g de R™ tal que o par (U, V) possui estes angulos como angulos principais.

e Se p+q—n > 1, entao existem subespagos U e V de R" com dim(U) = p e dim(V') = ¢
com angulos principais iguais a valores pré-definidos 6, ..., 0, se 6; = 0 para todo 7 de 1 até
p+q—n.

Observacao 2. A resposta da pergunta ntimero 2 estd inteiramente contida na resposta da
pergunta nimero 1. Se existem subespacos U e V de R"™ com dimensoes e angulos principais
fixados a priori, entao afastando “paralelamente” V de U ao longo de uma reta ortogonal ao
subespago U + V| encontramos subespagos afins V; tal que o par (U, V;) possui os mesmos angulos
principais do par (U, V) e é tal que dist(U, V}) pode assumir qualquer niimero real positivo.

Observagao 3. Para ilustar a complexidade das perguntas 3 e 4 pense nas seguintes configuragoes.
Sejam r, s e t trés retas no plano formando um triangulo. Sejam 7/, s’ e t’ outras trés retas no plano
formando um triangulo semelhante mas nao congruente ao triangulo anterior. Como os angulos sao
iguais e as distancias sao iguais a zero, sempre existe uma isometria de transforma duas das retas
r, s e t nas respectivas duas retas de r’, s’ e t’. Entretanto, como os triangulos nao sado congruentes,
nao existe uma isometria do plano que transforma as trés retas r, s e t nas trés retas 1/, s’ e t'. Isto
nos mostra que os invariantes de pares de subespagos de R™ nao sao suficientes para caracterizar
triplas de subespacgos. No estudo de triplas, é necessario entao que seja considerado algum outro
invariante, diferente daqueles estudados neste trabalho.
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Observacao 4. A classificacao das configuragoes de duplas e triplas de subespagos vetoriais
indecomponiveis de R"™ pode ser encontrada no artigo [7]. Entretanto, aparentemente, a
classificacao de triplas ou de um conjunto de k subespacos afins de R" ainda é um problema
em aberto.

Observacao 5. Um estudo bastante detalhado da posicao relativa de um conjunto de dois, trés
ou quatro subepacos de um espaco de Hilbert de dimensao infinita pode ser encontrado no artigo

14].

Observacao 6. Aparentemente a classificacdo da posicao relativa de um conjunto de k&
subvariedades totalmente geodésicas no espago hiperbodlico ainda é um problema em aberto.
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