oS ERAL oo
SRR .,

UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS - UFMG
CURSO DE MESTRADO EM MATEMATICA

A CONJECTURA DE WILLMORE: UM CASO PARTICULAR

Douglas Claiton dos Passos Freitas

Belo Horizonte - MG
2013



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MIN

AS GERAIS - UFMG

CURSO DE MESTRADO EM MATEMATICA

Douglas Claiton dos Passos Freitas

Orientador:

Prof. Ezequiel Rodrigues

Barbosa

A CONJECTURA DE WILLMORE: UM CASO PARTICULAR

Belo Horizonte - MG
Julho - 2013

Dissertacao submetida a banca exa-
minadora, designada pelo Programa
de Poés-Graduagao em Matematica
da UFMG, como requisito parcial
para a obtencao do titulo de mes-

tre em Matemética.



Para minha familia e para Ana Paula.



v



Agradecimentos

Aos meus pais, Aderson e Lindaura, e aos meus irmaos, Igor e Anderson, pelo apoio e
pela ajuda que sempre me deram.

Aos meus familiares, pelo apoio e compreensao.

A minha namorada, Ana Paula, e & sua familia, pelo apoio e companheirismo que sempre
me concederam.

A todos os meus amigos, pelos bons momentos que passamos juntos.

Ao professor Ezequiel, pela orientagao e amizade.

Aos professores do departamento de Matematica da UFMG, pelos preciosos ensinamentos,

e a todos os outros colegas, pelo companheirismo.

A CAPES, pela bolsa de estudos.



"Por vezes sentimos que aquilo que fazemos ndo é sendo uma gota de dgua no mar. Mas

"

o mar seria menor se lhe faltasse uma gota.

Madre Teresa de Calcutd



Resumo

Neste trabalho, provamos um caso particular da conjectura de Willmore, para toros
M c E? mergulhados no espaco Euclidiano E3 como tubos de se¢oes circulares constantes.

Para isso, estudamos algumas propriedades do funcional energia de Willmore, dado por
W(M) = / H2dS.
M

Provamos que ele é invariante sob transformacoes conformes do espaco Euclidiano E?, e
provamos também que a condi¢ao para que a integral acima, dada para variacoes normais
de imersdes da superficie orientavel e compacta M C E? em E?, seja estaciondria é a

chamada equacgio de Euler: AH +2H(H? — K) = 0.
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Abstract

In this paper, we prove a particular case of Willmore conjecture, for torus M C E3
embedded in Euclidean space E? as tubes of constant circular sections. For this, we study

some properties of the Willmore energy functional, given by
W(M) = / H2dS.
M

We prove that it is invariant under conformal transformations of Euclidean space E?, and
we also prove that the condition for which the integral above, given to normal variations
of immersions of the compact orientable surface M C E3 in E3, is stationary is called

Euler equation: AH +2H(H?* — K) = 0.
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Introducao geral

Em 27 de Fevereiro de 2012, matematicos do mundo inteiro presenciaram um fato
historico, protagonizado pelo matematico brasileiro Fernando Codd Marques juntamente
com o0 matematico portugués André Neves: o antincio da resolugao da chamada Conjectura
de Willmore. A conjectura foi proposta em 1965 pelo gedmetra inglés Thomas Willmore

[11] e nos diz que qualquer toro M imerso no espaco Euclidiano E? satisfaz a inequagao
W(M) :/ H?dA > 272,
M

onde H é a curvatura média e dA é o elemento de volume (da superficie imersa). Essa
conjectura tem grande relevancia em questoes da relatividade geral e tem implicacoes
também em aspectos da biologia celular e no desenho de lentes.

O desenrolar histérico da conjectura é caracterizado pela obtencao de diversos resulta-
dos parciais por diversos matematicos. Por exemplo, Shiohama e Takagi [13] e Willmore
[12] demonstraram a veracidade da conjectura quando M é um tubo ao redor de uma curva
imersa fechada; Chen [14] a demonstrou para o caso de M ser a imagem conforme de um
toro planar em S*; Langer e Singer [15] demonstraram-na para um toro de revolugao.

Outros importantes resultados parciais foram encontrados por Li e Yau [16], que re-
solveram o problema considerando que a estrutura conforme induzida por uma imersao
pertence a certo dominio limitado (descrito explicitamente) do espago-médulo de estru-
turas conformes sobre o toro. Montiel e Ros [17] obtiveram um dominio mais amplo nesse
espago-moédulo para o qual a conjectura é verdadeira. Simon [18] provou a existéncia de
um toro em R? que minimiza o funcional energia de Willmore, dado por [,; H*dA, sendo
esse toro imagem de um mergulho (veja Li e Yau [16]) e sem o formato de um né (veja
Langevin e Rosenberg [19]). Outros resultados importantes podem ser encontrados em
Bryant [20], Kuhnel and Pinkall [21] and Kusner [22]. A solugao do caso geral da con-
jectura foi encontrada por Fernando Coda e André Neves no ano de 2012 e publicada em
um artigo intitulado: *Min-maz theory and the Willmore Conjecture’, [10], abrindo novos

horizontes para a ciéncia moderna. E eles provaram um resultado ainda mais forte: Se
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M C S? e se M é uma superficie fechada de género g > 1 que é imagem de um mergulho,
a desigualdade acima é verdadeira, e a igualdade é atingida se e somente se M é o toro
de Clifford Sl(%) X Sl(%) C S%, a menos de transformagoes conformes de S?.

O presente trabalho tem por objetivo estudar algumas propriedades do funcional ener-
gia de Willmore e expor a resolu¢ao de um caso particular da conjectura de Willmore,
obtida por Shiohama e Takagi [13] e Willmore [12], quando a superficie é considerada
como um tubo que é imagem de um mergulho em E3? e possui secoes circulares constan-
tes. Eles mostraram que a desigualdade acima é verdadeira e que a igualdade ¢é atingida

se, e somente se, M é um toro cuja razao dos raios menor e maior, nessa ordem, é igual

al/v2.



CAPITULO 1

Nocoes Basicas de Geometria Diferencial,

Analise e Campos Tensoriais

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos bésicos da Geometria Diferencial
classica, de Analise no espaco R" e também alguns resultados fundamentais da teoria de
Campos Tensoriais, que serao utilizados nesse trabalho. Alguns resultados desse capitulo
serao expostos sem demonstracao, pois trata-se de um capitulo preliminar, no qual iremos
expor as ferramentas que serao utilizadas no estudo do funcional energia de Willmore, o
qual se dara no capitulo seguinte. O leitor interessado em se aprofundar nos assuntos aqui
expostos pode consultar as seguintes referéncias: [2], [3], [4], [5], [6], para as se¢Oes 1.2 e

1.3; e [7], para a sec¢ao 1.1.

1.1 Geometria Diferencial Classica

Diremos que uma fungao de uma (ou mais) variavel real é diferencidvel (ou suave) se
ela possui, em todos os pontos, derivadas de todas as ordens. Nosso objetivo, primeira-
mente, é caracterizar certos subconjuntos de R?, chamados de curvas. Comecamos com a

seguinte definicao:

Definicao 1.1.1
Uma curva diferencidvel parametrizada é uma aplicacio diferencidvel v : J — R3 de um

intervalo aberto J = (a,b) da reta real R em R3. Ela é chamada regular se o/ (t) # 0 para

todo t € J.

De agora em diante, consideraremos apenas curvas diferenciaveis parametrizadas regulares
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(e omitiremos o termo diferenciavel).

Dado ty € J, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o : J — R3,

a partir do ponto ty, é por definicao

t
s(t) = [ |a/(t)|dt.
to
Com isso, |o/(t)] = 1se e sd se s =t —ty, ou seja, t é¢ o comprimento de arco de o medido
a partir de algum ponto. Parametrizando a em relagao a s, temos s € I = [0,1], onde [
é o comprimento da curva a. O ntmero |a”(s)| = k(s) chama-se curvatura de o em s.

Denotaremos o/(s) por t(s), V s € I.

Nos pontos onde k(s) # 0, fica bem definido pela equagao o”(s) = k(s)n(s) um vetor
unitério n(s) na dire¢do de o’(s), normal a o/(s), chamado o vetor normal em s. O vetor
unitario b(s) = t(s) An(s) = t(s) x n(s) é chamado o vetor binormal em s. E é facil ver
que b'(s) ¢é paralelo ao vetor n(s), V s € I. Assim, temos b'(s) = 7(s)n(s), onde 7(s) é
definido como a torcao de o em s € I.

Dessas féormulas, obtemos as chamadas Formulas de Frenet :

t' = kn,
n' = —kt—r7h,
b’ = ™

com as funcgoes definidas em s.

No caso particular de uma curva plana o : I — R2?, é possivel associar um sinal a
curvatura k da seguinte forma: seja {e;,es} uma base de R? e defina o vetor normal
n(s), s € I, de forma que as bases {t(s),n(s)} e {e1, e2} tenham a mesma orientacdo. A

curvatura é entao definida por

dt

— = kn.
ds

E claro que |k| coincide com a defini¢do anterior e que k muda de sinal quando mudamos

a orientacdo de a ou a de R2. Usando a expansio de Taylor de a(s) em sy = 0 e fixando

a orientacdo de o como sendo a de sentido anti-horario, podemos obter facilmente que

a(s) é uma curva convexa plana se e sé se k(s) > 0,V s € I. Com essa mesma orientagao

para «, também é possivel obter que fol k(s)ds > 2m, para toda curva plana fechada como

acima.

Vamos agora definir o conceito de superficie regular em R3.
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Definicao 1.1.2

Um subconjunto S C R3 é uma superficie (ou superficie reqular) se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicagio © : U — V N S de um aberto U
de R? sobre V. NS C R3 tal que: 1)x é diferencidvel (ou seja, se escrevemos x(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U, as fungoes z(u,v),y(u,v), z(u,v) tém derivadas par-
ciais continuas de todas as ordens em U ); 2)x é um homeomorfismo; 3)Para todo q € U,

a diferencial dz, : R* — R3 ¢ injetiva.

Uma aplicagdo x que satisfaz as condi¢bes acima é chamada parametrizagio em (uma

vizinhanga de) p. Temos os seguintes exemplos de superficies regulares:

Exemplo 1.1.1
O grdfico de uma fungio diferencidvel f : U — R, onde U C R? € aberto, é uma superficie

reqular.

Exemplo 1.1.2
As imagens inversas de valores requlares a € g(V') de fungoes g : V — R, onde V C R? ¢
aberto (os valores requlares sio pontos em g(V') que ndo sio imagens de pontos criticos

da fungao g), sio também superficies. Por exemplo, o elipsdide determinado pela equagao

ZL'2 ,y2 22

¢ uma superficie dada por f~1(0), onde f : R® — R,

ZL‘2 2 22

)
f(xa%z):?‘f‘ﬁ‘f‘g—L

¢ uma fungdo diferencidvel e 0 é um wvalor reqular de f. FEste exemplo inclui a esfera

unitaria como um caso particular (a =b=c=1).

Exemplo 1.1.3

As superficies de revolucao, que sdo cobertas por parametrizagoes do tipo
x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)),

onde (u,v) € (0,27) x (a,b), a,b € R, a < b, e Y : (a,b) — R? definida por Y (v) =
(f(v),g(v)), f(v) > 0, é uma curva plana, sido também superficies. Um exemplo de

superficie de revolucio é o toro T , gerado pela rotagdo de um circulo St de raio r em
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torno de uma reta pertencente ao plano do circulo e a uma distancia a > r do centro do

circulo. Ele é coberto por parametrizacoes do tipo

x(u,v) = ((rcosv + a) cosu, (rcosv + a) sinu, rsinv) (1.1)

Figura 1: O toro é uma superficie regular.

A condigao 3 na definicdo de uma superficie regular S garante que, para cada p € S,
o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de S, passando por p, cons-
tituem um plano, que é exatamente o subespaco vetorial dx,(R?), onde ¢ = x~!(p).
Esse plano nao depende da parametrizacdo x e serd chamado de plano tangente a S

em p, denotado por 7,S. A escolha de uma parametrizagdo x determina uma base

{xu(q) = 0x/0u(q),x,(q) = 0x/0v(q)} de T,S.

Definicao 1.1.3

Uma aplicacao continua ¢ : Vi C S1 — Ss, de um conjunto aberto Vi de uma superficie
reqular Sy em uma superficie reqular Sy, € diferencidvel em p € Vi se, dadas parametri-
zagoes o : Uy CR? = 51, @y : Uy CR?2 = Sy, com p € 2 (Uy) e o(x(Uy)) C x2(Us), a
aplicacao

xglogpoaxl U — U,
¢ diferencidvel em q = x; ' (p).

E fcil ver que essa definicio niao depende das parametriza¢des envolvidas. De agora
em diante, usaremos a notagao ¢(x1(u,v)) = p(u,v) = (v1(u,v), P2(u,v)) sem maiores
comentarios. Com essa definicdo, podemos mostrar que, se x : U C R? — S é uma para-

L x(U) — R? é diferencidvel. Logo, toda superficie regular é localmente

metrizacao, x~
difeomorfa a um plano.

Podemos agora falar na diferencial de uma aplicacao (diferenciavel) entre superficies.

Definicao 1.1.4

Sejam Sy e Sy superficies requlares e seja ¢ : V C S1 — Sy diferencidavel, onde V' é aberto
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de Sy contendo p € Sy. Seja w = /(0), onde v : (—€,€) — V' € uma curva parametrizada
tal que «(0) = p. A aplicagao dp, : TS — Ty S definida por dpy(w) = '(0), onde

B =poa, é chamada de diferencial de ¢ em p.

Pode-se mostrar que dy, é linear V p € Sj, e que o vetor 3'(0) nao depende da escolha de
a.

Comecaremos agora o estudo de algumas estruturas geométricas associadas a uma
superficie regular S.

O produto interno natural do R* 5 S induz em cada plano tangente 7,S um produto
interno, que indicaremos por (,) (ou (,),), da seguinte forma: se wi,wy € T,5 C R3
entdao (wy,wy) é igual ao produto interno de w; e wy como vetores em R3. A esse produto

interno corresponde uma forma quadratica I (ou I,), onde I : 7,5 — R é dada por

I(w) = (w,w) = |w]* > 0.

Definicao 1.1.5
A forma quadrdtica I em T,S definida acima é chamada a primeira forma fundamental

de S em p.

Seja V' C S é um conjunto aberto em S e N : V — S? é uma aplicacao diferencidvel

que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitario dado por

X, X X,

N(q) (q)-

N Xy X X,

Dizemos que N é um campo diferencidavel de vetores normais unitarios em V. A aplicagao
N, assim definida, é chamada a aplicacio de Gauss de S. A superficie S é dita orientdvel
se ela admite um campo N definido em toda a superficie; a escolha de um tal campo é
chamada uma orientacao de S.

A partir de agora, S denotara uma superficie regular orientavel, com uma orientagao
N. Como dito anteriormente, a aplicacdo de Gauss é diferenciavel, e a diferencial dN (ou
dN,) de N em p € S é uma aplicacao linear de 7,,S em 7,5 (omitimos o indice p quando
ficar claro a que ponto da superficie estamos nos referindo). Com isso, temos as seguintes

definic¢oes:

Definicao 1.1.6
A fungao 11 (ou I1,), definida em T,S por I1(v) = —(dN(v), (v)), é chamada a sequnda

forma fundamental de S em p.
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Definicao 1.1.7
Seja C uma curva regular em S passando porp € S e k a curvatura de C' em p. O niumero

k, = k(n, N) é chamado a curvatura normal de C' C S em p.

E f4cil ver que todas as curvas de S que tém, em um ponto p € S, a mesma reta tangente
tém, neste ponto, a mesma curvatura normal, o que nos permite falar em curvatura normal
ao longo de uma dada direcao em p.

Para cada p € S, existe uma base ortonormal {eq,e2} de T,,S tal que dN(e;) = —ke;
e dN(eg) = —koeo, onde ki e ky (k1 > ko) sd0 0 maximo e o minimo da segunda forma
fundamental 11 restrita ao circulo unitario de 7,,S, chamados de curvaturas principais em
p; as dire¢oes correspondentes e; e e; sao chamadas de direcoes principais em p.

Definiremos agora dois conceitos fundamentais na geometria diferencial de superficies.

Definicao 1.1.8
Seja p € S e seja dN : T,S — T,S a diferencial da aplica¢io de Gauss. O determinante
de dN é chamado de curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do traco

de dN ¢é chamado a curvatura média de S em p.

Quando escrevemos a matriz de dN em relacao a base {eq, e} de T,,S, obtemos facilmente:
K =kikye H=1(k + k).

Um ponto de uma superficie S é chamado eliptico se det(dN) > 0; é hiperbélico se
det(dN) < 0; parabdlico se det(dN) = 0, com dN # 0; e planar se dN = 0. Se tivermos
ki = ky em p € S, entdo p é chamado de ponto umbdlico de S. E possivel mostrar que
se todos os pontos de uma superficie conexa sdo umbilicos, entdo S esta contida em um
plano ou em uma esfera.

Um outro resultado importante é o seguinte: Se p € S é um ponto eliptico, existe
uma vizinhanga V' de p em S tal que todos os pontos de V' estao do mesmo lado do plano
tangente 7),S; se p ¢ um ponto hiperbdlico, entao em cada vizinhanca de p existem pontos

de ambos os lados de T,,S. Veja um exemplo na figura abaixo.

I

Figura 2: O ponto T' da esfera de centro O é um ponto eliptico, pois toda a esfera se

encontra em um lado do plano tangente o a ela em 7.
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Consideremos, novamente, que x(u, v) é uma parametrizagdo de U em S em um ponto

p € S compativel com a orienta¢ao N de S (isto é, em x(U), N = x,, X X, /X, X X,|), € seja

a(t) = x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S com «(0) = p. Convencionaremos

que todas as fungoes que aparecerem abaixo indicam seus valores no ponto p. Temos

o = xu + x,0" e dN(a/) = N'(u(t),v(t)) = Ny’ + N/, e da relagao (N,N) = 1

obtemos que N, e N, pertencem a 7,S. Assim podemos escrever

N, = anxy +a2ax,
N, = apx, + anX,
e
! a;n a u’
JIN _ 11 Q12
'U/ 921 Q929 U/
Por um célculo direto, obtemos
" [P —eG " _ gF - fG
T EG-FY 27 EG-FY
el'— fE fF —gE
ay; = ——— gy = “———
21 EC _ F2 22 EC_ F2

onde

e = —(Nu,xy) = (N, xu),
f = _<NU7XU> = <N7Xuv> <N7Xvu> - _<Nuvxv>7
g = _<NU7XU> = <N,Xm,>

Obtemos também

eg — f?
K =detla) = e =T
€
1 1,eG —2fF + gE
H=—5lan+an) =5(=55 7 )

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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Com esses resultados, vemos que, para uma base {wy,ws} de T),S5,
dN(wq) X dN(wy) = det(dN)(w; X we) = Kwy X ws. (1.7)

Exemplo 1.1.4

Considere a superficie de revolugdo parametrizada por

x(u,v) = (p(v) cosu, p(v)sinu, P (v)),

0<u<2m a<wv<b, P(v)=0. Porum cilculo direto, obtemos:

Convém supor que a curva geratriz é parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, que

(¢)* + (¢")? = 1. Novamente por um cdlculo direto, obtemos:

e=—py, f=0, g='" ="y

Logo, pelas equagoes (1.5) e (1.6), chegamos a

o YWY =9y
i
€ / 1, A ", !
_—— +<w:0—w e

Uma observacao importante é a seguinte: Se R C S é uma regiao limitada da superficie

regular S contida na imagem da parametrizagdo x, o niimero positivo
// |x, X x,|dudv = // VEG — F2dudv = // dA = A(R), (1.8)
Q Q Q

onde Q = x'(R), é a 4rea da regidao R.

Convém fazermos um pequeno paréntese em nossos estudos para falarmos do conceito
de superficie minima. Uma superficie regular S C R3 é chamada minima se, para cada
uma de suas parametrizagoes, a curvatura média H relativa a elas é identicamente nula.
Essa é uma classe especial de superficies, muito estudada na geometria diferencial.

Retomando os conceitos acima definidos e utilizando as mesmas notacoes, podemos
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expressar as derivadas dos vetores x, e x, na base {x,,x,, N}, obtendo

Xpu = I'1x,+T%x,+eN,
Xuw = DlgXu+ Ty, + fN,
X = Uy + 5%, + [N,
Xy = D39%, + 3%, + gN, (1.9)

onde os coeficientes Ffj, 1,7,k = 1,2, sao chamados simbolos de Christoffel de S na
parametrizacao X.

Sejam agora x : U C R? — S uma parametrizacio de S compativel com a sua
orientacdo e R C x(U) uma regiao limitada de S. Se f é uma func¢ao diferencidvel em S,

entao se vé facilmente que a integral
// y )f(u, V)V EG — F2dudv (1.10)
x YR

nao depende da parametrizacao x. Esta integral tem, portanto, um significado geométrico
e é chamada integral de f sobre a regido R. E comum denoté-la por [[r fdo, [5 fdS ou
ainda [, fdA.

Vamos agora expor detalhes de um caso particular do teorema de Gauss-Bonnet. Para
isso, precisamos de alguns preliminares topolégicos.

Dizemos que uma regidao conexa R C S é regqular se R é compacta e a sua fronteira
OR é uma unido finita de curvas regulares por partes fechadas (e simples, ou seja, sem
auto-intersegoes) que nao se intersectam. Dizemos também que R (unido de um conjunto
aberto conexo com a sua fronteira) é uma regigo simples se R é homeomorfa a um disco e
a fronteira OR de R é o trago de uma curva parametrizada simples, fechada e regular por
partes a: I — S. Dizemos também que uma regiao simples que tem apenas trés vértices
é um triangulo.

Uma triangulagdo de uma regido regular R C S é uma familia finita 7 de tridngulos
Ti,i=1,..,n,tal que: WU, T; = R; 2)Se T;NT; #0, i # j, entdo T; N T é uma aresta
comum de 7; e Tj ou um vértice comum de 7; e Tj.

Dada uma triangulacao 7 de uma regiao regular R C S, denotaremos por F' o niimero
de tridngulos (faces), por E o nimero de lados (arestas), e por V' o nimero de vértices da
triangulagao. O nimero

F-FE+V=x

é chamado a caracteristica de Fuler-Poincaré da triangulacao. E possivel mostrar que toda
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regiao regular R de uma superficie regular admite uma triangulacdo, e que a caracteristica
de Euler-Poincaré nao depende da triangulacao de R. Logo, a caracteristica de Euler-
Poincaré é um invariante topolégico dessa regiao.

Um célculo direto mostra que a caracteristica de Euler-Poincaré da esfera ¢ 2, a do

toro é zero, a do bi-toro (ou 2-toro) é -2 e, em geral, a de um n-toro é -2(n-1).

Figura 3: O 2-toro.

Temos, entao, a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.1
Seja S C R uma superficie compacta e conexa. Entdo, um dos valores 2,0,-2,...,-2n,... €
assumido pela caracteristica de Euler-Poincaré x(S). Além disso, se S' C R? é uma outra

superficie compacta e conezxa e x(S) = x(5), entdo S é homeomorfa a S'.

A reciproca (S homeomorfa a S’ implica que x(S) = x(5’)) ¢ verdadeira em R3, e ¢ bem
intuitiva, pois nao podemos ter, por exemplo, uma esfera homeomorfa a um toro (e sao
superficies com caracteristicas de Euler-Poincaré diferentes). O nimero
g= 2= X(5)

2
¢ chamado o género de S, e é também um invariante topoldgico de uma superficie.

Vamos finalizar esta secao expondo o seguinte teorema, que é um caso particular do

conhecido teorema de Gauss-Bonnet para superficies compactas e orientaveis:

Teorema 1.1.1

Seja S C R® uma superficie compacta e orientdvel. Entado,

/ /S KdS = 2my(S).

Note que esse resultado nos mostra, por exemplo, que uma superficie compacta com

curvatura positiva é homeomorfa a uma esfera.
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1.2 Analise no Espaco R”

Vamos agora expor alguns resultados bem conhecidos de Analise no espaco R" que
serdo uteis nesse trabalho.

Uma imersdo do aberto U C R™ no espago R™ é uma aplicagao diferenciavel f : U —
R™ tal que, para todo x € U, a derivada df, : R™ — R™ é uma transformacao linear
injetiva (m < n). A fungdo f, como acima, é chamada de mergulho (ou parametrizagio)
quando f ¢ uma imersao e ¢ um homeomorfismo entre U e f(U).

Uma imersao pode nao ser bijetiva, enquanto que um mergulho é uma bijecao. Quando
mergulhamos uma superficie S C R? em R? por um mergulho f, a imagem f(S) também
¢ uma superficie em R®. Mas quando imergimos uma superficie S C R? em R3, pode
acontecer da imagem ter auto-intersegoes, ou seja, nao ser uma superficie no sentido
definido na secao 1. Mas é possivel mostrar que toda imersao é localmente um mergulho,
de forma que podemos utilizar as propriedades definidas na secdo 1 em carater local.
Alguns resultados, como o teorema de Gauss-Bonnet, podem ser generalizados, e também
valem para objetos que sdo imagens de imersoes em R?.

Podemos generalizar o conceito de superficie visto na se¢ao anterior, da seguinte forma:
Um conjunto M C R" chama-se uma superficie de dimensao m , m < n, quando todo
ponto p € M esta contido em algum aberto U C R” tal que V = U N M ¢ a imagem de
uma parametrizacao ¢ : Vo — V', onde Vy C R™ é aberto.

Uma forma diferencial de grau r num aberto U C R"™ é uma aplicacao w : U — A"(R"),
onde A"(R™) é o espago das transformagoes R-lineares alternadas de R™ em R. Para cada
z € U, w(z) é uma forma (ou seja, uma aplicagdo) r-linear alternada em R™. Denotamos
por {dzy,...,dz,} C (R")* a base dual da base canonica {ey,...,e,} C R", onde (R")* é o
espago vetorial dual de R™. A base natural de A"(R") consiste nas formas dx; = dx;, A... A
dx;,,onde I = {i; < ... <i,} percorre todos os subconjuntos com r elementos do conjunto
I, ={1,2,...,n}. As formas dx; sdo definidas por: dz;(w;,, ..., w;.) = det(dz;, (wy,))i, iyer-

Entao, para cada z € U, temos

w(x) = ar(z)dzy,
I
onde os ar(z) = w(x).(e;, ..., €;,) sdo as coordenadas de w(x) relativas & base composta,
pelos dx;. Quando as fungoes a; : U — R sao diferenciaveis, dizemos que w é uma forma

diferencidvel.

De forma anéloga, se M C R™ é uma superficie m-dimensional, uma forma diferencial
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em M de grau r é uma correspondéncia w que associa a cada xr € M uma forma r-linear
alternada w(z) € A™(T,M). Se ¢ : Uy — U C M é uma parametrizacao local na superficie
m-dimensional M C R", em cada ponto z € ¢(U) indicaremos com {duy, ...,du,} C
(T, M)* a base dual da base {g—fl(u), ey %(u)} C T.M. As formas diferenciais du; =
dugy, N ... Ndu;., I ={iy < ...<i,} C I, constituem, em cada ponto = € U, uma base de

A" (T, M), portanto toda forma diferencial w de grau r em M se exprime, em termos da

parametrizacao ¢, como

w(z) =Y ar(u)duy, x = @(u).

I

Seja f: V — U uma funcao diferenciavel, onde V' C R™ e U C R" sao abertos. Se w
é uma r-forma diferenciavel em U, o pull-back de w pela fungao f é a r-forma f*(w) em

V' dada por
(@) (p)-(v1, . vp) = w(f (P))-(dfp(v1), .., dfp(vr)),

para todo p € R™ e quaisquer vy, ..., v, € R™.

Exemplo 1.2.1
Seja M uma superficie orientada de dimensao m. O elemento de volume de M € a
forma diferencial w, de grau m, definida pondo-se, para cada x € M e wy, ..., w,, € T,M,

w(z).(wy, ..., wy,) = £ volume do paralelepipedo determinado por wy, ..., Wy, .

Se m = 2, obtemos facilmente, utilizando fatos da Algebra Linear, que w(z).(wy, ws) =
|wy X ws| = |wy X Ws|, onde Wy é a componente de wy ortogonal a w;. Dada uma

parametrizacao ¢ : Uy — U C M, definimos as funcoes g;; : Uy — R pondo g;; =

(22 (u), 22 (u)) e pomos g = det(g;;). Entdo, é facil ver que em cada ponto x = p(u) € U,

ou; \U)> Bu;
o volume (io paralelepipedo que tem g—i(u), s i—i(u) como arestas ¢ igual a /g, ou seja,
w(x).(g—i(u), o ai—fn(u)) = /9. Como {duy, ..., du,, } é a base dual de {g—fl(u), e gi—‘fn(u)},
isto significa que
w=+/g.du; A ... \ du,. (1.11)

Seja w = >_;ardx; uma forma diferenciavel de grau r, definida no aberto U C R™. A

forma diferenciavel de grau r + 1

0
dw = Zda; ANdzr; = Z %.d:pj A Oxy,
J; 51 97§
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definida em U, chama-se a diferencial exterior de w.
A diferencial exterior dw de uma forma w numa superficie M é definida de forma
andloga: Em termos de uma parametrizacao ¢ : Uy — U C M, a forma w admite a

expressao w(z) = Yrar(u)dur, x = ¢(u). Entdo pomos
dw(z) => dar(u) Ndur,  z=¢(u) € U.
I

Vamos agora expor um resultado de grande importancia em Analise, o chamado teo-

rema de Stokes.

Teorema 1.2.1
(Stokes)

Seja M C R"™ uma superficie de dimensio m com bordo OM e w uma (m — 1)-forma

diferencial tal que supp w = A é compacto, onde A = {p € M; w(p) # 0}. Nestas

/ w:/ dw.
oM M

As consequéncias desse teorema sao de grande ntimero, dentre elas destacaremos duas:

condicoes, temos que

Corolario 1.2.1

(Teorema da Divergéncia)

Seja F : U C R™™ — R um campo vetorial diferencidvel (U C R™ aberto). Seja
M C U uma superficie de dimensdo n + 1, com bordo OM e compacta. A fungdo divF :
U — R (divergente do campo F) é definida por: divF(p) = S04} g—i(p). FEntao,

/ w = / divF.dxy A ... N dx, .y,
OM M

onde w = Y11+ Fyday A ... A dr; A ... A ATyt
Facamos algumas observagoes:

1. Um campo vetorial diferenciavel F': U C R™™ — R™"! (U C R™*! aberto) é uma

correspondéncia F' que associa a cada ponto p € U um vetor F(p) € R*;

2. A notacado dzi A... A c/lx\Z A...ANdz,4q indica que, na forma dx; A ... Adz, 1, omitimos

o termo dx;;

3. Se M C R"™ é uma superficie de dimensdao m e sem bordo, podemos acrescentar
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no teorema de Stokes que [,,; dw = 0, para toda (m — 1)-forma diferenciavel w em
M. Assim, no corolario acima, obtemos [,, divF.dx; A ... Adx,4+1 = 0, se M é uma

superficie sem bordo e compacta.

Corolario 1.2.2
(Identidades de Green)
Sejam u,v : U C R™ — R fungées diferencidveis e U o fecho do aberto limitado U C R™

tal que OU € uma superficie de dimensao n—1 e sem bordo. Entdo, se Vu = (86—;‘1, - 6%)
e Au=>3", %, temos:
/7<Vu, Vu)dx = —/7(U.Av)dx
U U
e também

L(U.Av)dx:/i(v.Au)d:c.

U U

1.3 Campos Tensoriais

Vamos iniciar esta se¢ao falando das variedades diferencidveis. O conceito de varie-
dade generaliza a nocao de superficie vista nas se¢Oes anteriores. A grosso modo, uma
variedade diferenciavel é como uma superficie, s6 que nao precisa estar contida em um es-
paco euclidiano. Consideragoes andlogas podem ser feitas a respeito do espago tangente a
uma variedade (uma generaliza¢do da nogao de espago tangente vista na primeira se¢ao).
Todos os conceitos acima definidos (como as aplicagoes diferenciaveis entre superficies,
imersoes, mergulhos, etc.) e alguns resultados (como o teorema de Gauss-Bonnet, etc.)
também podem ser generalizados de forma andloga, considerando-se as variedades dife-
renciaveis; logo, todos eles serdo utilizados de forma apropriada para as variedades, assim
como foram definidos. Nao entraremos em detalhes a respeito dessas generalizagoes (o
leitor interessado pode consultar [1], [3] e [6]).

Uma variedade diferenciavel M de dimensao n serd, algumas vezes, denotada por

M™. O espago tangente a M no ponto p € M serd denotado por T,M.

1.3.1 Tensores

Seja M uma variedade diferenciavel. Um sistema de coordenadas locais ou carta local
em M é um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) de um subconjunto aberto U C M sobre

um aberto o(U) C R". Dados um sistema de coordenadas locais ¢ : U — R" em M e
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um ponto p € U, indicamos por {z2(p), ..., 52 (p)} a base de T,M (também chamada de

e
base coordenada) que é levada por um isomorfismo (que depende de ¢) & base canonica

2]

57 em vez de

{ei1,...,en} (para mais detalhes, consulte [6]). As vezes escreveremos d; ou

(D).

Estabeleceremos agora algumas notagoes e definigoes importantes.

Definicao 1.3.1

Seja V' um espago vetorial real de dimensao n e seja V* o espago vetorial dual de V.
Um tensor k-covariante ¢ uma aplicacao multilinear T : 'V x V x ... x V. — R, onde o
produto cartesiano € contado k vezes. Um tensor l-contravariante em V é uma aplicacdo
multilinear S : V* x V* x ... x V* = R, onde o produto cartesiano é contado | vezes. Um
tensor do tipo (k1) em V é uma aplicagao multilinear R : V* x .. xV*xV x...xV = R,

onde os produtos cartesianos sao contados I+k vezes (como acima).

Vamos agora expor mais alguns resultados importantes.

Denotaremos T%(V) como o espaco dos tensores k-covariantes em V, T;(V) como o
espaco dos tensores l-contravariantes em V e T}(V) como o espago dos tensores do tipo
(k,1) em V. Temos que o espago T}, (V') é linearmente isomorfo ao espago M £(V* x ... x
V*xV x ... xV, V) das transformagoes multilineares de V* x ... x V* x V x ... x V em
V', onde os produtos cartesianos sao contados 1+k vezes (como acima).

Seja B = {FEi,...,E,} C V uma base de V. Assim, construimos uma base B’ =
{E',...,E"} de V* pondo EY(E;) = é;;. Em particular, se B é a base coordenada, deno-

tamos B’/ = da’ para j=1,...,n.

Definicao 1.3.2
Sejam F € TF(V) e G € TI(V). O produto tensorial F @ G € T}7(V)) € definido por:

1 l+s _ 1 l I+1 l+s
(F @ G)(Ww', ... ,w ™ v, Upsy) = F(wh o w' vy, e vk) G o 0! 01y ey Vkr),
onde (wh, ..., w!™ v, vpy,) € VX .. x V* xV x ... x V contados I+k vezes como
acima.

A partir de agora, utilizaremos a seguinte convencao, conhecida como convencio de
Finstein: Se em um termo aparece um mesmo indice duas vezes, sendo um deles superior

e outro inferior, entende-se como uma soma sobre todos os valores possiveis. Exemplos:
a) O sfmbolo A”.Cjy, significa 3°7_; AY.Cjy;

b) O simbolo A% significa > _; A%
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Observacgao 1.3.1
O conjunto Bf = {Ej, ® ... E;, @ E" @ ... @ E%:; jy, ..., 1,01, ..o, ix € {1, ...,n}}(k,1 < n)
¢ uma base do espago T (V). Dessa forma, todo tensor T € T(V') pode ser escrito como

T=T""E;,®.QE ®E"®..QFE* onde T)" " =T(E", .., E" B, ... E;,).

211k I ) 110k

Exemplo 1.3.1

Se w € TYV), dizemos que w é uma 1-forma em V. Se w € TH(V), k > 2, dizemos
que w € uma k-forma (uma generalizacao do conceito de formas diferenciais definido na
se¢do anterior). Se T, ... TF € TY(V), definimos a k-forma T* NT?* A ... NT* da sequinte
maneira: (T* ANT? A .. AT*)(v1, 02, ..., v) = det((T(v}))ij), onde vy, ...,vp € V.

Para mais detalhes de todos esses resultados, veja [3].

1.3.2 Campos Vetoriais e Tensoriais e Conexao de Levi-Civita

Definicao 1.3.3

Dada uma variedade M, um campo vetorial (tangente) definido em M é uma aplicag¢io
que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) pertecente ao espago tangente T,M.
Considerando uma carta local p : U — o(U) em M, podemos escrever, para cada p € U,

X(p) = Enj a;(p) aii (p),

onde {32 (p), ..., 52 ()} € a base de vetores tangentes associada a ¢ € o, ..., sio fun-
coes diferenciaveis em U. Podemos também pensar em um campo de vetores como uma
aplicagio X : C®°(M) — C*°(M), onde C*(M) = {f : M — R; f é fungio de classe
C>}, definida como:

_ i o
— 8:62
O conjunto de todos os campos vetoriais em M serd denotado por X (M).

Sejam X,Y € X(M). Definimos o colchete de Lie dos campos X e Y como o campo
vetorial [X,Y] € X (M), [X,Y]: C*(M) — C>*(M) dado por:

(X, Y](f) = XY (f)) = V(X))
Vamos agora definir o que sdo os campos tensoriais do tipo (k,1).

Definicao 1.3.4

Um campo tensorial do tipo (k,l) € uma aplicagio T que a cada ponto p € M associa um
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tensor T, € TF(T,M). Seja TH(M) = {w : M — T*(T,M); w(p) é linear, ¥ p € M}
(k € N).

Podemos enzergar T da sequinte forma:
T:TYM)x ...x THM) x X(M) x ... x X(M) — C=(M)

do tipo (k,1) (como visto na definigio de tensores), onde T(w?, ...,w', X1, ..., Xz) € C®(M)
(wh oyt Xy, Xp) € THM) X o x THM) x X (M) x ... x X(M)) é C>®-multilinear

e definida como:
T<w17 "'awla Xla 7Xk)(p) = Tp<w1(p)’ "'7wl(p)7 Xl(p)7 ) Xk(p))

Vamos passar agora a definicao de conexao de Levi-Civita em uma variedade diferen-

ciavel.

Definicao 1.3.5

Uma conexao de Levi-Civita em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacdo

V: X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) = VxY

que possui as sequintes propriedades:

~

 VixqigvZ = fVxZ + gVy Z; (C®(M)-linearidade na primeira varidvel)

2. Vx(Y + 7)) =VxY + VxZ; (aditividade na sequnda varidvel)

W

- Vx(fY) = fVxY + X(f)Y; (Regra de Leibniz)
4. XY, Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ); (compatibilidade com a métrica)
5. VxY = Vy X =[X,Y], (simetria)

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C®°(M). O simbolo VxY ¢é também chamado de derivada

covariante de Y na direcao de X.

De agora em diante, utilizaremos essa conexao em todos os célculos que virdo, e por isso
faremos menc¢ao a conexao de Levi-Civita apenas com o nome de "conexao'. Note que
uma conexao é R-linear na segunda variavel, isto é, se a,b € R, entdo Vx(aY + bZ) =
aVxY +bVxZ. De fato, Vx(aY +bZ) = Vx(aY) + Vx(bZ) = aVxY + bV xZ, pela
segunda e terceira propriedades da conexao. E possivel mostrar que para toda variedade

existe uma conexao sobre ela.
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Observacao 1.3.2

Se M é uma variedade de dimensao n, dados dois campos vetoriais X,Y € X (M), po-
demos escreve-los em relagio da base coordenada (definida em M) da seguinte forma:
X =" 20, eY =30 ,v:0;, onde x; ey; sao fungoes definidas em M para i=1,...n.

Desse modo, utilizando as propriedades da conexdao, obtemos:
VXY = Z szygF + X (Y1) O,

onde os coeficientes 'Y, definidos por

g7

Vo,0; = T};0k, (1.12)

sao os chamados simbolos de Christoffel da conexdo (note que, como a conerdo é um
campo vetorial por definicdo, ela pode ser escrita como combinagdo linear dos vetores da

base coordenada como na equagao (1.12) acima,).

Para mais detalhes de todas as afirmacoes acima, veja [4].

1.3.3 Exemplos de Campos Vetoriais e Campos Tensoriais

Exemplo 1.3.2

Uma métrica Riemanniana sobre uma variedade M de dimensao n é um campo tenso-
rial g € T*(M) que é simétrico (isto é, g(X,Y) = g(Y, X)) e positivo definido (isto é,
9(X,X) >0 se X #0). Una métrica Riemanniana determina, assim, um produto in-
terno, para cada ponto p € M, sobre cada espaco tangente T, M, que é tipicamente escrito
como (X (p),Y (p)) = g(X,Y)(p) para X(p),Y (p) € T,M. Uma variedade M junto com
uma métrica Riemanniana g € chamada variedade Riemanniana (M, g). Usaremos, a par-
tir de agora, os termos "métrica’e "variedade’(ou "n-variedade") para referir a métrica
Riemanniana e & variedade Riemanniana acima descritas, respectivamente. E possivel

mostrar que para toda variedade existe uma métrica associada (para mais detalhes veja

[3])-

Se {F1,...,E,} é uma base de T,M e {E',...,E"} é a base dual correspondente, uma

métrica pode ser escrita em termos dessa base como (veja a observacao 1.3.1 acima)

9=9;E ®F.
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A matriz coeficiente, definida por g;; = (E;, E;), é simétrica em i e j e depende de p € M.

Em particular, se a base acima é a base coordenada, g tem a forma
g = gi;dr’ ® da.

A notacao acima pode ser reduzida introduzindo-se o produto simétrico de duas 1-formas

w e 7, definido por:
wy =3 (Ww®n+ndw).

Pelo fato de g;; ser simétrica, a equagao para g acima é equivalente a
g = gijda'da’ (1.13)

(para ver isso, basta calcular, pelo critério de Einstein, o somatério dessa ultima equagao
para g e em seguida utilizar a féormula do produto simétrico que se chega facilmente a

primeira equagao para g).

Observagao 1.3.3
Se p é um ponto qualquer de uma n-variedade M, é possivel obter uma base ortonormal

{E\, ..., B} definida em p para T,M. Para mais detalhes, consulte [3].

Um exemplo de variedade é R™ com a métrica Euclidiana g, que é o produto interno
usual sobre cada espago tangente T,R", com a identificacdo natural T,R" = R". Essa

métrica pode ser escrita de varias formas:

A matriz de g nessas coordenadas é: (d;;)1<i j<n-
Se M é uma variedade, uma subvariedade (ou subvariedade imersa) de M é uma
variedade M junto com uma imersao injetiva ¢ : M — M. A métrica induzida sobre M

é o tensor g = (*g, que é somente a restricao de g a vetores tangentes a M.

Exemplo 1.3.3

Seja (M, g) uma variedade com a métrica Fuclidiana g e seja p € M qualquer. O produto
interno natural induz um isomorfismo entre T,M e seu dual Ty M. Tal isomorfismo faz
corresponder a cada vetor v € T,M o funcional v* € TyM com v*(X,) = (v, X,), onde
X, =X(p) e X € X(M). Seja f € C®°(M). O gradiente de f, denotado por gradf, é o

unico campo vetorial em M (sequndo o isomorfismo acima) que satisfaz

{gradf (p), Xp) = X, (f). (1.14)
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Também denotaremos, das vezes, o gradiente de f por V f.

Convém agora definirmos duas fungoes que serao de grande utilidade.
Seja X um campo vetorial diferenciavel em M. A divergéncia de X é a funcao dife-

renciavel divX : M — R definida por
(divX)(p) =trA = Z(A(ei), €i),

onde tr denota o traco do operador linear A : T,M — T,,M definido por A(v) =V, X,V
veT,M,e{e,..,e,} ¢ uma base ortonormal em p.

Note que é possivel obtermos uma base ortonormal em p pela observacao 1.3.3 acima.

Seja f € C*°(M). O laplaciano de f é a fungdo Af : M — R dada por
Af = div(gradf).
Exemplo 1.3.4
Seja f € C®°(M). Definimos o hessiano de f em p € M como sendo o campo tensorial
Hessf : X(M) x X(M) — C*(M) dado por
(Hessf)(X,Y)(p) = (Hess [)p(X,,Y,) = (Vx,gradf,Yy),

onde X, e Y, pertencem a T, M. Utilizaremos também as sequintes notacoes para o hes-

siano de f, aplicado aos campos X e Y: VVf(X,Y) e (VxVf,Y).

Vamos agora mostrar uma relacao existente entre o laplaciano e o hessiano de uma

funcao de classe C*° em M.

Proposicao 1.3.1
Se f € C®(M), entao

Af =tr(Hessf).

Demonstracao. Seja p € M qualquer e seja {eq, ..., e,} uma base ortonormal em p.
Como o hessiano, definido em p, é uma transformacao bilinear, o trago do tensor hessiano
em p é o trago do operador bilinear associado a ele (veja os comentérios a frente), e é
dado por -1 | (Hessf),(e;, e;). Entao:

n n

tr(Hessf)y = S (Hessf)ylenei) = S (Vegradf,e:) = div(gradf) (n) = Af(p).

i=1 =1
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Observagao 1.3.4
Pela férmula (1.14) que define o gradiente de f e pela propriedade 4 da definicao de

conexdo (definicio 1.3.5), obtemos:
XY(f) = X(VEY) ={(VxVLY) +(VF, VxY) = (VxVY) + (VxY)(f),

assim

VVX,Y) = XY (f) = (VxY)(f)-

Em particular, para X = 0; e Y = 0;, utilizando a formula (1.12), obtemos:
VV£(8;,0;) = 0:(0;(f)) — (Va,0;)(f) = fij — filly, (1.15)

onde f, = a‘a—f e fij = I Denotaremos também VV f(0;,0;) por V;V,f.

T 1 Ox;0x;

A fim de obtermos uma nova expressao para o trago do hessiano, vamos definir com
mais precisao o que vem a ser o traco de tensores. Para isso, vamos utilizar o fato ja
comentado no inicio desta secao de que, se V' é um espaco vetorial real de dimensao n,
o espago T} (V) é linearmente isomorfo ao espaco ML(V* X .. x V* x V x .. x V,V),
onde os produtos cartesianos sao contados 1+k vezes. Em um caso particular, é facil
descrever: o operador tr : T} (V) — R, definido como F + trF, é somente o trago de F
quando ele é considerado (pelo isomorfismo acima) como um endomorfismo de V' (ou seja,
trF'=F" =%, F(E™ E,), onde {E, ..., E,} é uma base de V| e desde que o traco de
um endomorfismo independe da base utilizada, isso é bem definido). De forma anéloga,

k41

definimos ¢r : T (V) — TF(V) fazendo (trF)(w?,...,w' v, ..., v) (¢rF é um tensor que

depende de (w!,...,w! vy, ...,v;)) igual ao trago do endomorfismo
F(w', .. Wl vy, v, ) € THV).
Em termos de uma base, as componentes de trF sao (veja a observagao 1.3.1)

JiJi _ ppdie-gim
Vamos agora extender o operador trago definido acima para tensores covariantes. Uma
propriedade elementar mas importante das métricas é que elas nos permitem converter

vetores em covetores (transformacgoes lineares dos espagos duais) e vice-versa. Seja M
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uma n-variedade, com p € M e sejam XY, Z € X(M). Denotaremos a partir de agora
X=X(p),Y=Y(p) eZ=2Z(p) em T,M. Dada uma métrica g sobre M, definimos uma
aplicagao, chamada flat, de T),M em T M tal que leva um vetor X ao covetor X > definido
por

X'(Y) = g(X,Y).

Em coordenadas (ou seja, em termos da base coordenada),
Podemos escrever X em coordenadas como X” = X;dx?, onde

Esta ultima igualdade mostra que a matriz do operador flat em coordenadas é portanto
a matriz de g. Desde que a matriz de g é invertivel (pois g é positiva definida), assim
também o é o operador flat. Denotaremos seu inverso como (operador) sharp, tal que

w — wf. Em coordenadas, w® tem componentes
i ij
w' = g"wj,

onde, por defini¢do, g/ sdo os componentes da matriz inversa ((g;;)1<ij<n)”" (isso por-
que, por simetria de g, gi;; = gji, e da equacdo (1.17) obtemos que ¢g"X; = ¢glg,; X! =
(gYg;) X" = 6, X" = X1).

Os operadores flat e sharp podem ser aplicados a tensores de qualquer tipo, para
converter tensores covariantes em tensores contravariantes e vice-versa. Por exemplo, se
B:V xV*xV — R éum tensor com componentes dadas por B/, = B(FE;, B/, E},),

podemos obter um tensor covariante B’ com componentes
o l
Bijk = glei k-

donde podemos obter

B/} = ¢ Buy. (1.18)

Em coordenadas,

B(X,Y,Z):= B(X,Y", Z).
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Consideremos agora que h é um 2-tensor simétrico sobre uma variedade M. Entdao h*
é um tensor do tipo (1,1), logo pela descrigao que antecede a equacio (1.16) o trago de h*

é definido. Definimos entao o traco de h com respeito a g como

tryh == trhf
(pelo fato de h ser simétrico, ndo importa em qual indice § opera). De modo semelhante
4 equacdo (1.18), temos que hf tem coordenadas h! = ¢''hy, o que implica h! = g'hy.
Em termos de uma base, pela equagao (1.16) temos

Essa nova expressao para o trago de 2-tensores sera ttil no préximo capitulo, quando

falarmos a respeito da equacao de Euler no estudo do funcional energia de Willmore.
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CAPITULO 2

A conjectura de Willmore

Neste capitulo, estudaremos algumas propriedades do funcional energia de Willmore,
dado por
W(M?, f) = / HZdS.
M2

Veremos que W(M?, f) ¢ invariante sob transformacoes conformes de E* (espaco Eu-
clidiano, que é a variedade R* junto com a métrica Euclidiana g). Veremos também a
condi¢ao para que a integral acima, dada para variagdoes normais de imersoes da superficie
orientdvel (ou orientada) e compacta M? C E3 (M? é subvariedade de E3) em E3, seja
estacionaria, através da equacao de Euler. Por fim, demonstraremos um caso particular
da conjectura de Willmore (para toros M? C E3 mergulhados em E? como tubos de segoes

circulares constantes).

2.1 Invariancia Conforme

Antes de iniciarmos o tema central desta se¢do, vamos fazer um comentario a res-
peito da integral acima. Quando denotamos [, significa que estamos integrando sobre
f(M?) C E3, imagem da superficie orientdvel e compacta M? C E? pela funcio f, que
pode ser uma imersao ou um mergulho, exatamente como ¢ definido em (1.10) no capitulo

1, secao 1.

Exemplo 2.1.1
Vamos calcular o valor de W(M?, f) quando f é uma imersdo e quando a superficie
imersa € a esfera unitdria centrada na origem, parametrizada por

x(u,v) = (rsinwucosv, rsinusinv, r cosu),

27
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O<u<m 0<v<2m. Porum cdlculo direto, obtemos:
E =12 F =0, G = r’sin®u;

e também

donde obtemos:
I 27 1
W<M27f) :/HQ.\/EG—Fdedu:/ / —2.T281nudvdu:47r.
o Jo r

Como veremos, o exemplo acima condiz exatamente com um teorema que serd mostrado
na segao 2.3 desse capitulo (teorema 2.3.1).

Comecemos entao com a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1
Um difeomorfismo f : U C R* — R", com U C R" aberto, é chamado uma aplicagdio

conforme se para todo p € U e para todos os pares de vetores vy e vy em p tem-se:

(dfp(v1), dfp(v2)) = N*(p) (o1, v2),  A* #0. (2.1)

Note que uma condigao necessaria e suficiente para que f seja conforme é que os angulos
(ndo orientados) de curvas que se intersectam sdo preservados, isto é, se os dngulos (nao
orientados) entre quaisquer dois vetores vy e vy em p € U é igual ao dngulo formado por
df,(v1) e df,(v2). Para ver isso, note que, se a equagao (2.1) é satisfeita, |df,(v)[* = \?*|v|?,
para cada vetor v em p, logo, se a e 3 sdo os angulos entre vy e vy e entre dfy,(v1) e dfy,(v2),

respectivamente, temos:

cos 8 = = cos a, (2.2)

(dfp(v1), dfp(v2)) _ A*(v1,v2)
|dfp(v)lldfp(v2)]  |vi][oz]

isto ¢, os dngulos (ndo orientados) sao preservados. Reciprocamente, (2.2) implica que df,

leva um triangulo com vértice em p em um tridngulo de mesmos angulos com vértice em
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f(p), podendo variar apenas os comprimentos de seus lados. Portanto, se v é um vetor em
p que é um lado do vértice p, |df,(v)]* = A?|v|?, para alguma fungao real A que depende

de p e para cada v em p. A mesma relagdo vale para v+w, com v e w vetores em p. Logo,
2(dfy(v), dfy(w)) = |df,(v+w)[*=|dfy (v) "= |dfp(w)[* = N (Jotw]*~|v]*~[w]*) = 2X*(v, w)

e assim obtemos (2.1).

A fungao positiva A : U — R definida em (2.1) serd chamada de coeficiente de confor-
malidade de f.

Uma isometria de R™ é uma transformagao conforme de R™ com coeficiente de con-
formalidade A = 1. A transformagao linear f(p) = M (p), p € R", onde I é a matriz
identidade e A=constante > 0, é evidentemente uma transformac¢ao conforme com coe-
ficiente de conformalidade \; f nesse caso é chamada uma dilatacdo. E facil ver que a
inversa de uma isometria é uma isometria e que a inversa de uma dilatacao ¢ uma dila-
tacdo. Vamos mostrar agora que a inversdo com respeito a esfera unitdria centrada em
po € R™, definida por

P—Po

f(p) = = ol +po,  pER"—{po}, (2.3)

é uma transformagao conforme (o termo | ;:ﬁ)% as vezes pode vir multiplicado por uma

constante ¢ positiva, mas vamos tomar ¢ = 1 aqui para simplificar os célculos). Para ver

isso, observe que, se v é um vetor em p,

vlp —pol|® — 2(v, p — po) (P — Po)
olv) = lp — pol*

9

portanto

(v,v) +(M%p—mf—4@m—m®Wp—mP
|p—p0|4 |p—p0|8

(v,v)

lp — pol*’

dfp(0)]* =

isto é, a inversao (2.3) é uma transformagao conforme com coeficiente de conformalidade

)\: 1

[p—pol?~
Como f é um difeomorfismo, se f(p) = ¢, f'(f(p)) =p Vp € R* —{py}, o que
implica que (df 1), o df,(v) = v, Vv € R". Como df, : R" = R" e (df '), : R" — R",

pela equagdo anterior df, é invertivel com (df,)™! = (df '), e assim podemos escrever
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dfp(vi> = Wy, 1= 172 €

(wy, wa) = (dfy(v1), dfp(v2)) = A*(v1,v2),

o que implica
1

ﬁ(whwﬂ = (v1,v2) = ((df ) g(wr), (df ~1)q(w2)). (2.4)

Logo, f~! é conforme, com coeficiente de conformalidade igual a %

Vamos agora caracterizar as transformacgoes conformes em termos das isometrias, di-

latacoes e inversoes. Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1

(Liouville)

Seja f - U — R™, n > 3, uma transformacao conforme de um conjunto aberto U C R"™.
Entao, f é a restricao a U de uma composicao de isometrias, dilatacoes ou inversoes, no

mdximo uma de cada.

Demonstracgao. Seja p € U arbitrario. Para simplificar as notagoes, consideraremos
que todas as derivadas e fungoes envolvidas estdo sendo tomadas no ponto p. Seja {a; =
(1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,0,1)} a base canonica de R" e (xy,...,x,) as coordenadas
cartesianas de R" relativas a essa base. Seja {e1, ..., e,} uma base ortonormal em p. Se A

é o coeficiente de conformalidade de f, podemos escrever
(df (e;),df (ex)) = N0, ik=1,..n. (2.5)

Seja d?f a derivada segunda de f; da Analise, sabemos que d2f = R" x R"” — R" é uma,

aplicagao bilinear simétrica com valores em R" e tal que, na base canonica, d?f(a;, a;) =

8% f

5.5 Tomando os indices 7, j, k distintos e diferenciando (2.5), obtemos:
10T 5

(d®f(ei,e;), df (ex)) + (df (), d* f e, e;)) = 0
(A f(ej,en), df (e:)) + (df (e;), d* f(es,ex)) = 0O
(& f(exe:), df (e;)) + (df (ex), d* f(ej,e)) = O

Somando as primeiras duas equagdes acima e subtraindo a terceira, temos
(d®f(ex, ), df (e;)) =0, se 1, j, k sao distintos.

Fixando k, j e fazendo i variar nos (n — 2) indices restantes, concluimos que d*f(ey, €;)
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pertence ao plano gerado por df(e;) e df (ex). Portanto,
d* f(ex, ¢j) = pdf (ex) + vdf (e;),

e desde que (df(ex),df (ex)) = (df(e;),df(e;)) = A?, derivando ambas as igualdades e

utilizando fatos da Algebra Linear, obtemos:

(d®f(ex, €5),df (er)) _ AdA(e;)  dA(e))

r= \2 N
v — dAg\ek)’
isto é,
A f(ex,e5) = p(df (ex)dA(e;) + df (e;)dA(ex)), (2.6)
onde p = ;.

Pelo fato de termos d(pf) = dpf + pdf , obtemos, usando (2.6),

d*(pf)(ere) = d*plex,e;)f + pd® f (e, e;) + dp(ex)df (e;) + dp(e;)df (ex)
= Pplen,e)f + 3 (enses) = 35 (AT (e) + e (o))

= dplex,¢))f. (2.7)

Afirmamos que d?p(ey, e;) = 0, para k # j. Para ver isso, calculemos a derivada terceira

d®(pf), que, da Andlise, sabemos que é a aplicagao trilinear simétrica d*(pf) : R" x R" x

33 (pf)

R"™ — R" com valores em R" e tal que, na base canonica, d*(pf)(a;, a;,ar) = Ta9e-dar
10%j

Usando (2.7), obtemos
dg(pf)(ekv €5 ei) = d3p(6/€v €5 el)f + d2p(€k, 6j)df(ei)'

Como d*(pf)(ex,ej,€;) e d®pleg,ej,€e;)f sao simétricos em relagao aos indices i, 7, k, da
igualdade acima obtemos que o mesmo acontece com o termo d?p(ex, e;)df (e;). Conclui-

mos entao que

d*plex, ej)df (e:) = d*plex, e;)df (e;).

Desde que df (e;) e df(e;) sao linearmente independentes (pois f é conforme) e 4, j, k sdo
distintos mas arbitrdrios, obtemos que d*p(ex,e;) = 0, para todo j # k, como temos

afirmado.

Como a relagao d*p(ey, e;) = 0 é valida em p para cada base ortonormal nesse ponto e
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como p € arbitrario, o mesmo acontece em todo o conjunto U, logo essa relacao vale para

os vetores e":/r;’“ e ej\;;'“? pois eles sdo ortonormais. Logo,

e +e, e —ep 1

d? (J , 2 >:<d2 e e:)—d’pleg, e >,

donde concluimos que d?p(e;, e;) = d*p(ey, er.), para todo j # k. Ou seja, para cadap € U
e para qualquer base ortonormal ey, ...,e, em p, temos que d*p(e;, ex) = od;x, onde o é
uma funcao de p € U. Tomando, em particular, a base canonica, temos

_ P _
N 85(]1833] N

dzp(ai,aj) O'(Sij. (28)

Calculando a derivada de ambos os membros de (2.8), concluimos que (para i # j)

do  0do _a<82p) 8(8%)_0

Ox;  Ox; 7 Oz \Oz;0x; O0x; \0z;0x;

isto é, o= constante.

Temos, entao, dois casos: 0 # 0 e 0 = 0. Consideremos agora que o # 0. Da equagao

(2.8), obtemos 22 = ¢, donde

Bz?
dp
= ox; + ob;,
onde b; ¢ uma funcao que nao depende de x;; desde que 8328”% = 0, b; também nao depende

de z;, 7 # 1. Portanto b; é constante, e

1
p= iaxf + obiz; + vi,

Opi _ Op _
i oz

onde ¢; é uma fun¢do que nao depende de x;. Da equacdo acima, temos Do) =&

oxj + ob;, j # 1, donde concluimos que

L,
i = 50T; +objz; + ¢ij,

onde ¢;; nao depende de z; e x;. Procedendo indutivamente, obtemos que

p=75> a:f + oY bx; +c, b; e ¢ constantes.

Portanto, se 0 # 0, podemos escrever a equagao acima na forma p = %(Z(xf +2b;z;4¢2)),
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onde ¢;, © = 1,...,n, sdo constantes tais que > = c¢. Logo, podemos escrever:

i=1 Z
1 2
X:PZCMP—PM + ki,

onde a; = ¢, k= constante e pg ¢ algum vetor de R".
A prova estard completa, para o caso o # 0, se mostrarmos que k; = 0, pois tendo

isso em maos, considerando a inversao g : U — R™, onde

e tendo em vista a equagao (2.4) e os comentarios que a precedem, tomando a composigao
h = gof~!, temos que h é uma transformacao conforme cujo coeficiente de conformalidade

é
1

a1|p—po|2m

= as.

Portanto, h é uma isometria « seguida por uma dilatagdo 3, ou seja, h = [ o «, dai
f=htog=a"1op7'ogéuma inversio seguida por uma dilatacio, seguida por uma
isometria, como queremos.

Vamos entao provar que k; = 0. Observe que aplicando o argumento acima para a

funcao f~!, obtemos
A= as|f(p) — qo|®> + ka2,  as e ko constantes e gy € R",

dai
(a1lp = pol* + k1) (a2l f(p) — qof* + ko) = 1. (2.9)

A equagao (2.9) mostra que (a intersegao com U de) uma esfera de centro pg é levada pela
fungao f em uma esfera de centro ¢, pois se |p — po| é constante implica que |f(p) — qo| é
constante. Como f preserva angulos, os raios da primeira esfera sao levados nos raios da
segunda. Seja, entao, p(s), 0 < s < 59, um segmento de raio da primeira esfera contido em
U, onde s é o seu comprimento de arco, e seja f op(s) sua imagem. Se p’ = d , como p(s)
é parametrizado pelo comprimento de arco, |df (p)| = \/< if (p),df (p')) = \/<p Py = A,

assim o comprimento do segmento imagem é dado por

[ larGhlas = [ e = [ (o)) = £

—pol® + k1

pelo Teorema Fundamental do Calculo. Sabemos do Célculo que, se k; # 0, | f(p(so)) —

f(p(0))| é uma fungao transcendental (fungao que nao pode ser construida por meio de um
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nimero finito de operagoes algébricas a partir de polindmios) de |p(s) — po|, pois é, pela
equagao acima, a inversa de uma fungao trigonométrica. Por outro lado, a equagao (2.9)
nos diz que |f(p(so)) — f(p(0))| é uma funcao algébrica (funcao que nao é transcendental),
uma contradi¢do. Isso mostra que devemos ter k; = 0, como queriamos.

Nos resta agora considerar o caso o = 0. Nesta situacao,
p=1%=2ar;+c =A(z)+c, c=constante,

onde escrevemos, por conveniéncia, Y a;x; = Ai(x), v = (21,...,7,). Exatamente da
mesma maneira como antes, aplicando o argumento inicial para f~!, obtemos uma equacao

com a seguinte forma:

(Ay(2) + 1) (Aafa) + ) = 1. (2.10)

Sabemos, da Andlise, que a equagdo Y a;x; = Aj(x) representa um hiperplano quando
A (z)=constante. Logo, a equacdo (2.10) mostra que (a intersegdo com U de) um hi-
perplano paralelo a A; = 0 (ou seja, Aj=constante) é levada pela fungdo f em um
hiperplano paralelo a Ay = 0 (ou seja, Ay=constante), pois Aj(z)=constante implica
Ay(z)=constante. Como f preserva angulos, uma linha perpendicular ao hiperplano
A; = 0 é levada pela f em uma linha perpendicular ao hiperplano Ay = 0. Conside-
rando um segmento p(s), 0 < s < sg, de tal linha, parametrizado pelo comprimento de

arco s, obtemos, de maneira andloga a que fizemos anteriormente, que

[Ftso) = 100D = [

A expressao acima contradiz (2.10), exceto se A;(p(s)) fosse zero, pelo mesmo argumento
utilizado acima.

Com isso, concluimos que se 0 = 0, A=constante. Neste caso, os comprimentos dos
vetores tangentes sao multiplicados por uma constante A e, como ¢é facil verificar, f é uma
isometria, seguida por uma dilatagao. Isso conclui o caso ¢ = 0 e a prova do Teorema de

Liouville. m

Vamos agora demonstrar um resultado que avalia o valor do funcional energia de

Willmore sob transformacoes conformes de E3.

Teorema 2.1.2
(Blaschke - 1929)

Seja f : M? — E3 wma imersao de uma superficie orientdvel e compacta M? C E? no
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espaco Euclidiano E®. Considere o funcional energia de Willmore

W(M?, f) = H?dS.

M2
Entio, W(M?, f) é invariante sob transformagcoes conformes de 3.

Demonstragao. Em primeiro lugar, pelo teorema anterior, sabemos que qualquer
transformacao conforme de E? pode ser decomposta em uma isometria, uma dilatacao ou
uma inversio (no méximo uma de cada). E bem facil ver, por um célculo direto, utilizando
a formula (1.8) que define dA = dS, que W(M?, f) é invariante sob transformagoes

isométricas e dilatacoes, logo é suficiente considerar invariancia sob inversoes.

Seja, entdo, ¢ uma inversao restrita a f(M?). Tomemos o centro de ¢ como sendo a
origem do espago E3 que, a menos de uma translagdo (que é uma isometria), podemos
assumir que nao pertence a f(M?). Como uma superficie imersa em E3 é localmente uma
superficie parametrizavel (veja o comentario feito no inicio da se¢do 1.2), todo ponto x
em f(M?) arbitrario é coberto por uma parametrizacio (que também denotaremos por)
x:U C R?* = f(M?), com x = x(u,v), (u,v) = p € U. A esse ponto x associamos
o seu inverso X € ¢(f(M?)), onde (veja a equacio (2.3) considerando py = 0 e ¢ nao

necessariamente igual a 1)

QO(X) =X = 62527 = R7 7»2 — <X, X> (211)
r
Denotando também X = ¢ e tomando a derivada das fung¢des de ambos os lados da
equacao, obtemos:
dx X
dx = 025 - 202drﬁ. (2.12)

Convém fazermos uma observacao. Ao calcularmos dx estamos na verdade olhando
para a derivada dx, : R? — T, (f(M?)). Como essa derivada ¢ bijetiva, dado um vetor
w € Ty(f(M?)) qualquer, existe v € R? tal que dx(v) = w. Assim, por abuso de
notagao, denotaremos os vetores dx,(.) por dx (consideragbes andlogas valem para dX,

que representa os vetores provenientes da derivada da composigao X(x(.))).

Vamos, a partir de agora, identificar M com f(M?) e M com o(f(M?)). Assim, da
equagao (2.11), obtemos

rdr = (x,dx) e r(dr)*= (x,dx)dr,
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dai, de (2.12),

an4dX> e (dx, grx> 142 (d?;)Q _ A (dx,4dx>
r r r r

(dx,dx) = c4< : (2.13)
Sejam dS e dS os elementos de volume correspondentes a M e a M, respectivamente.
Sejam dx, e dxy vetores em TyM e dT; e dT, os vetores correspondentes em TxM pela
inversdo ¢. Se d¥, é a componente de dr, ortogonal a dz;, entdo o vetor dT, corres-
pondente a dx, pela inversao ¢ também é a componente de dZ, ortogonal a dz;, pois,
como vimos nos comentarios abaixo da equacao (2.3), a inversao ¢ é uma transformacao

conforme, logo preserva dngulos. Assim, pelo exemplo (1.2.1), temos

dS(X).(dZy, dTs) = |dT) X dT»| = |dT) x dT»| = \/|dTl|2|d%2|2 — {(dTy, dT2)? = |dTy||dT,),

e, como dTs é a componente de dzy ortogonal a dxy, obtemos que |dz1||dTs| = |dxy X dxs|,

da mesma forma como na equagio acima. Logo, da equagao (2.13), obtemos
— - ct ct ct
dS(X).(dTy, dT2) = |dT||dTs| = ﬁ]dx1\|d§§2| = T—4|d931 X dxo| = ﬁdS(x).(dazl,d:vg).

Portanto .

c
ds = T—4dS. (2.14)
Seja ez o vetor normal unitario a M em x. Afirmamos que

€3 = ﬁ<X, 63>X — €3 (215)

é um vetor unitario normal a M. Para isso, como representamos os vetores dx(.) por dX,
basta-nos mostrar que €3 é ortogonal a dX (pois ai €3 sera ortogonal a todos os vetores

w = dx(v) € TxM) e que €3 é unitrio. Temos

o 2 c? 22 2¢2 4c? 2¢2
(€3,dxX) = <T—2(x, e3)x—es, ﬁdx—ﬁdr:@ = F<X’ e3>dr—ﬁ<x, eg>dr—|—r—3(x, es)dr =0,

(€3,€3) = T—Q(X, es)(x,e3) +1— p<x, e3)(x,e;3) =1,

como querfamos. Vamos calcular agora o valor de —des - dX. Temos, de (2.15), que

4 2 2
dey = ——dr(x,eq)x + = (x, des)x + — (x, &5} dx — des,
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onde dez denotam os vetores d(es)(.) = des(dx(.)) (e des = des(dx(dx(.))), de forma
anéloga); logo, de (2.12) e da equagdo acima, obtemos a expressao de des - dX, que

contém os seguintes termos:

4c* ? 2c? o
—Fdﬁ(x, es) + F(X, des)dr + F<X, es3)(dx, dx) — ﬁ<dx, des)
¢ 2 2 2 2
8c 4c 2c
T—4dr2<x, es) — = (x,des)dr — F<X, es)dr? + Fdr(x, des),

cuja soma se simplifica em

262 2

c
F<X’ e3)(dx, dx) — ﬁ<dx, des);

ou seja,
2 2

c 2c
—dez - dxX = ﬁ<dx, des) — F(x, e3)(dx, dx).

Como as transformagoes —des(.) e dx(.) sdo sobrejetivas, existem vetores v; € U, i = 1,2,
tais que os vetores dx(v;) sao as diregdes principais da transformagdo —des(.), cujos
autovalores sdo as curvaturas principais k; (veja a secdo 1 do capitulo 1). Assim, da
equagao acima e da equagao (2.13), obtemos, aplicando as transformagoes na equagao

acima aos vetores v;, que

c? 22 r? 2 ct
_ﬁkz<dx’ dX> - W<X’ e3><dx, dX> = - gkz - g<xu e3> 'ﬁ<dx7 dX>
= k;{dx, dx)
— (~dey(dx), d), (2.16)
onde ,
— T 2 .
ki:_cjki_gb{’e?))’ 221,2.
Assim,

_ _ 7’2
ki — ko = —g(/ﬁ — ka),
e elevando ambos os lados dessa equagao ao quadrado, temos

4
Bt F — 2kiks = %(kf k2 — 2kky),
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logo
(kl + k2)2 - = 7'4 (lﬁ + k2)2
—_ = —|—— — kiko|.
4 ct 4
Pela equagao (2.16), ki e ko sdo autovalores da transformagao —dejs(.). Logo, @ e kiky
representam o traco e o determinante de —des(.), logo representam a curvatura média H
e Gaussiana K de —des(.), respectivamente. Analogamente,% e kiky representam a

curvatura média H e Gaussiana K da transformacao —des(.), respectivamente. Assim,

da equacao acima, obtemos

7”4

H -K=—(H*-K),

C

e entdo, utilizando a equagao (2.14), chegamos a
(H® = K)dS = (H* — K)dS.

Como a inversao ¢ é um homeomorfismo, utilizando o teorema (1.1.1) e o comentério

ap6s a proposigao (1.1.1), concluimos que:
/ H2dS — 2y (M?) = / H2dS — 2mx(M?).
Assim, concluimos que [ H2dS é invariante sob transformacoes conformes de E*. m

Vamos agora obter a chamada equagao de Euler, que determina uma condi¢ao para o
infimo do funcional energia de Willmore sobre todas as varia¢oes normais de imersoes de

M? C E3 em E3.

2.2 A Equacao de Euler

Uma superficie M? C E3 pode ser imersa em E? de varias maneiras, ou seja, para cada
imersdao de M? em E3, obtemos uma superficie imersa diferente. Por exemplo, podemos
imergir a esfera unitaria S? em E3 de tal forma que se obtém uma esfera de raio r > 0 e
centro em um ponto qualquer p € R?, ou entdo podemos imergir a esfera unitaria S? em
E? de maneira que ela nao fique "redonda": pode ficar, por exemplo, como um elipsoide.
E ainda mais: a imagem de uma imersao pode ter auto-interse¢oes, nao sendo, dessa
forma, uma superficie no sentido definido no capitulo 1. Vamos considerar entao, nessa
secdo, apenas as imersoes de M? em E? tais que f(M?) seja uma superficie compacta e

orientavel em E3. Seja, entdo, ) o espaco dessas imersoes. Para cada imersao f € €,
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considere a integral de H2dS sobre f(M?).

Fixemos agora a imersio f e, consequentemente, a superficie f(M?). Vamos descobrir
uma condicdo necessdria e suficiente para que a integral [ H?dS sobre essa superficie seja
o infimo dessa integral sobre todas as variagoes normais dessa superficie. Para isso, vamos
aplicar técnicas do calculo de variagoes. As superficies que satisfazem essa condicao sdo
chamadas superficies de Willmore; veremos isso com mais detalhes a frente.

A partir de agora, vamos denotar por M a superficie compacta e orientavel em K3
que ¢ imagem de M? C E? por uma imersao qualquer f : M? — E? em €, coberta por
parametrizagoes do tipo x(u', u?), onde (u',u?) € U e U é um aberto de R? (como feito na
segao 1 do capitulo 1). A convengao de Einstein vista na se¢ao 1.3 serd também utilizada
aqui, com indices i, j, k, [, p e ¢ variando entre 1 e 2.

O vetor normal unitario N em x é dado por x; XX, /|x1 X X3/, onde x; = Ox/du’,i = 1,2
(o indice 1 indica derivagdo parcial em relagio a u', e o indice 2 indica derivagao parcial em
relagio a u?. Seja g;; = (X;,X;) = gji, onde g é a métrica induzida (ver comentdrio anterior
ao exemplo 1.3.3) da métrica Euclidiana sobre M pela inclusio ¢ : M — R3. Entdo, tendo
em vista os conceitos de formas fundamentais e formas diferenciais introduzidos nas se¢oes

1 e 2 do capitulo 1 e a equagao (1.13), a primeira forma fundamental sobre M é dada por
I = (dx, dx) = g;;du’du’,

onde {du', du®} é a base dual de {x;,x%,}. A segunda forma fundamental (como foi tratada,

no final da sec¢do anterior e pela equacao (1.13)) é dada por
Il = —{dN,dx) = h;jdv‘du’,

onde h;; = —(N;, x;) = hj;,
sobre M pela inclusdo ¢ : M — R3 e {dv',dv?®} é a base dual de {N;,Ny} (vetores

N, = ON/0u’, h é a métrica induzida da métrica Euclidiana

tangentes a M).

Se denotarmos a matriz inversa de A = (g;;) por A~' = (¢), obtemos

1 922 —012

)
g11922 — 9%2 —021 g11

= (¢"), (2.17)

logo g = ¢! e, se denotarmos W? = det(A) = g11g22 — g, teremos

gij = g " TEIWA) T, =12 (2.18)
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O vetor curvatura média H, tendo em vista as equagdes g;; = (X;,X;) € hj; = —(N;, x;),

a equacao (1.6) e a equagao (2.18) acima, é dado por

Eg—2fF +eG
EG — F?

)N:(;ﬂmﬂN. (2.19)

H:HN:(

As equacoes de x;; (veja (1.9)) podem ser escritas da seguinte forma:

Vemos facilmente das equagoes (1.4) e da equagao (2.18) que aj; = —g*hy;. Logo,

podemos escrever as equagoes (1.2) de Ny e Ny da seguinte forma:
N; = —hlx;, (2.21)

onde h! = g/*hy,;.

Consideremos agora a variagdo normal da imersao f, dada por
Rl ud, 1) = x(u,u?) + to(u, u?)N,

onde ¢ é uma funcdo real diferenciavel definida em U e ¢t é um numero real tal que

—3 <t < 1. Denotemos por 6 o operador 8/dt|,—y. Para cadat € (-1, 1), seja M = M(t)
a superficie formada de X(u', u? t) com esse valor de t. Todas as funcoes acima definidas
valem para a superficie M, as quais estardo indicadas, para M, com o sinal de barra sobre

elas.

Uma observagdao: Como M(0) = M, todas as fungdes consideradas para a superficie
M(0) sao exatamente as fungoes consideradas para a superficie M. Por exemplo, da

igualdade A.A™" = I obtemos g,;g7" = 6F

k =1i)oudF =0 (se k # 4); logo %(%ﬁjk)h:o = (5§ijgjk + ¢:j0g°" = 0 (ou seja, por

onde 6% ¢ definido de forma que 6F = 1 (se

exemplo, g;;(0) = gi;). De agora em diante, utilizaremos essas conclusdes nas notagoes

que virao sem mais comentarios.

Outra observacao: Dizemos que M é uma superficie de Willmore se
72 J—
5/HdS:Q

ou seja, ¢ uma superficie que satisfaz a condi¢ao descrita no inicio dessa secao.
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Temos 60X = ¢N, logo 0X; = ;N + ¢N; e

gy = (xi+toiN+ 10Ny, x; + tg;N + toN;)
= gy +to(x;, Nj) + 2¢i0; + td(Ny, x;) + t*(N;, N;)
= gij — tohy + °¢id; — tdhy; + (N, N;).

Assim, §g;; = —20¢h;;. Usando a relacio g,,¢°F = 6F, temos
gzy J %] ?
ik ik
09;;,9"" + 9ij09°" = 0,

€ como

5§ij9jk = —2¢hij9jk = —2¢h},

obtemos
9i;0G°" = 2¢hk.

Como os indices 7, j, k variam entre 1 e 2, a ultima equacao acima forma uma equagao

matricial, onde temos o seguinte produto de matrizes:
(9:7)-(697) = (20h]).

Multiplicando ambos os lados dessa equagao matricial pela matriz (g*), obtemos
(697) = (9")-(20h]),

e de (2.17), obtemos que g” = g’%, donde podemos obter as seguintes equagdes:

677 = 67" = 2¢g°"hi. (2.22)

Denotaremos W~ = det(7;;) assim como em (2.18). Entdo, derivando ambos os lados

dessa equacao em relacdao a t no ponto t = 0, temos

. : . . . . L
(o segundo termo da igualdade acima foi obtido assim: derivamos a expressao W~ =

1109 — G2 € obtivemos 6(W2) = 67,1922 + 11079y — 2¢1207,5; utilizando as formulas
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(2.18), obtivemos a expressao desejada). Dali,

1 B 1 i
oW = 509, Wg" = 5(=26Whijg”),

assim, por (2.19), obtemos

SW = —206HW.

(2.23)

Vamos agora obter uma expressao para dN. Desde que (N, X;) = 0, temos (0N, x;) +

(N, 6%;) =0, e como 6%; = ;N + ¢N;, temos

(ON,x;) = —(N, ;N + ¢N;) = —¢;.

(2.24)

Desde que (N,N) = 1, temos (§N,N) = 0, logo N pode ser escrito em fungdo da base

{x1,%2} de vetores tangentes a M. Escreveremos dN = 0’x;. Tomando o produto interno

de ambos os lados desta tltima igualdade por x; e Xg, obtemos, usando (2.24), as seguintes

equacoes:

blgir + b*g12 = — 1 e b gia + b?gan = —ho.

Elas podem ser escritas em forma matricial como

gin Gz | b' _ —¢1
921 g22 b? —
logo
b |~
= (9"). 7
b? — 2
e entdo temos as equagoes b’ = —g“¢;, 4,7 = 1,2, donde

Das equagoes (2.20), temos

(0N, x;5) = —(g™05%,, Tixi) = — (9™ gp) gL'l = —0ldgL's; = —onT;.

(2.25)

(2.26)

Afirmamos que (N, 6X;;) = ¢;; — ¢h¥hj) (como 6%X;; = 0X;;, podemos escrever também
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(N, 0%;;) = ¢ij — gzﬁh;?hik ). Para vermos isso, note que, por derivagoes sucessivas,

X + toN,
X, = X+ UgN+ N,
Xij = Xij +t(oyN+ N + d;N; + oNyj).

X
I

Dali,
0Xij = ¢isN + iN; + o;N; + N5,

logo, como N; é ortogonal a N para ¢ = 1,2, por (2.21) obtemos

(N,0%i;) = i + (N, Ny;) = ¢y — ¢(N;, Nj)
= ¢y — (%, h3Xq> = ¢ij — qﬁhfh?gpq
= ¢ — (g hi) (9" hiy) gpg = Dij — 09" Puihui (9" 94p),

e como ¢'%g,, = 5;, obtemos
(N, 0%;;) = ¢ij — ¢Qlkhljhki = ¢ij — ¢h§hik
como desejado. Temos (N, X;;) = h;j, dai, utilizando a equagcio (2.26),
Shi; = (6N, x;5) + (N, 6X;5) = —¢ 5, + iy — dhL hyp,
e, da equagao (1.15) e da observagao 1.3.4 do capitulo 1, obtemos
0hij = ViV — i hp.
Vamos analisar agora d H. Da equagdo acima, de (2.19) e de (2.22), temos

1 o 1 . 1

= 5.2¢gjkh§€hij + 5g”vivqu - §g”¢hfhkj
. 1 1 ,

= ¢h§ch§+§ngivj¢—§¢hfh2-

Pela observagdo 1.3.4 e pela equagdo (1.19) do capitulo 1, ¢?V,;V;¢ é igual ao trago
do hessiano de ¢ (lembre-se que, pela defini¢do 1.3.4, V,;V,¢ definido em M pode ser
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visto como um tensor e que a fungao trago independe da base utilizada), logo é igual ao

laplaciano de ¢, pela proposi¢ao 1.3.1. Portanto, das equacoes acima, obtemos
= 1 ki

Como —hi = a;,, temos por (1.3) que a matriz h = (h}) possui como autovalores as
curvaturas principais ki e ko relativas a superficie M. Da Algebra Linear, podemos dizer:
hEhy = trh? = k? + k3 = 4(2552)2 — 2k ky = 4H? — 2K. Assim, obtemos

20H = Ap + ¢(4H? — 2K).

Da Anélise, sabemos que, como & (Fng) é continua, podemos derivar [ H dS (em relagao
a d) sob o sinal de integral; e das equagoes (1.11) e (2.23) obtemos §(dS) = —2¢HdS.
Logo,

5 / "5 = / QHSHAS + / H25d3
- / H(AG + p(AH? — 2K))dS — 2 / H2pHdS.

Desde que M é uma superficie sem bordo e compacta, segue-se, do teorema da divergéncia

(corolario 1.2.1) e das férmulas de Green (coroldrio 1.2.2) que
/ HAGS — / SAHS,

assim,

5 / HdS = / S(AH + 2H(H? — K))dS. (2.27)

Portanto, a condi¢ao para que a integral [ HdS seja estaciondria para toda fungao ¢ é:
AH+2H(H? — K) = 0.

Note que essa condigdo é necessaria e suficiente: Se AH + 2H(H? — K) = 0, por (2.27)
obviamente a integral acima ¢ estacionaria. Reciprocamente, suponha por absurdo que a
integral [ T dS seja estacionaria e que F' = AH + 2H(H? — K) # 0 para algum p € U.
Escolha ¢ : U — R, diferenciavel, com U C R? aberto, tal que satisfaga: ¢(p) = F(p);
¢oF > 0 em uma pequena vizinhanca de U e ¢F seja identicamente nula fora dessa

vizinhanca. Como F ¢ diferencidvel, isso nos diz, por (2.27), que § [ H dS > 0, o que é
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uma contradigao.

Esses resultados mostram o seguinte teorema, atribuido a Thomsen e Schadow:

Teorema 2.2.1
(Thomsen e Schadow - 1923)
Seja M uma superficie compacta e orientdvel em E3, que é imagem de uma imersdo
f:M?* CE3— E3. Entio, M é uma superficie de Willmore se, e somente se, satisfaz a
condicao:

AH+2H(H? — K) = 0.

Vamos agora demonstrar um caso particular da chamada conjectura de Willmore. Esse

é o tema da proxima secao.

2.3 Conjectura de Willmore: Um caso particular

Trataremos agora de um caso particular da conjectura de Willmore. Esta secao tem
como objetivo expor as ferramentas e a resolucao obtida independentemente por Shiohama
e Takagi (1970) e por Willmore (1971) para esse caso particular.

Seja S C R3 uma superficie compacta e orientdvel que é imagem de uma imersao em
R3, coberta por parametrizagoes do tipo x(u,v), onde (u,v) € U e U é um aberto de
R% Seja K™ = max{K, 0}, isto é, KT é a funcdo definida sobre S cujo valor é igual &

curvatura de Gauss K onde K > 0 e é zero onde K < (. Temos o seguinte lema:

Lema 2.3.1

Seja S uma superficie compacta e orientdvel em R3. Entdo
/ K+dA > 4r. (2.28)
S

Demonstragao. Note primeiramente que o lado esquerdo de (2.28) representa a area
da imagem da aplicagdo normal de Gauss da parte de S onde K > 0 (essa parte de S

denotaremos por ST), pois por (1.7),
/S+ AN (x,) % dN,(x, )| dudv = /S+ KdA = /SK”LdA.

Dai, serd suficiente mostrar que essa imagem cobre toda a esfera S2. Note que ao tomarmos
um plano em uma direcao qualquer do espaco, podemos aproximaé-lo a superficie de forma

que ambos se encontrem em pelo menos um ponto. Nesse ponto, a curvatura de Gauss é



46 A conjectura de Willmore

nao-negativa, porque em um ponto onde K < 0 (que é hiperbdlico) a superficie atravessa
o plano (veja os comentarios abaixo da definigdo 1.1.8), o que nao ocorre aqui. Como
esse plano pode estar em qualquer dire¢do, obtemos um ponto em S onde K > 0 relativo
a cada dire¢do normal (pois cada dire¢do normal corresponde a um plano ortogonal em
R3). Assim, N(ST) cobre toda a esfera S? e, como a area dessa esfera é 47, a equagio

(2.28) é valida. m

Com a ajuda desse lema, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1
Seja S uma superficie que é imagem de um mergulho f : M? — E3, onde M? C E3 € uma

superficie fechada e orientdvel. Entao
W(M?2, f) :/ H?dS > 47 (2.29)
M

Além disso, W(M?, f) = 4w se e somente se S é uma esfera.

Demonstracgao. Suponha que vamos dividir a superficie S em uma parte ST onde a
curvatura Gaussiana K = kq ko € positiva e outra onde K é negativa, como no lema anterior
2
_ o - kit
(k1 e ko s30 as curvaturas principais da superficie). Desde que H?—K = (%) —kkoy =

[5(k1 — k2)]? > 0, temos, pelo lema,
[H2dA> [ mda> [ KAz
s S+ s+

Assim, (2.29) é valida. Além disso, a igualdade na equagao (2.29) é valida, pelas equagoes
acima, se e somente se [¢ H2dA = [¢ KdA, ou seja, se e somente se H? — K = 0, ou seja,
se e 86 se k; = ko em cada ponto. Como a imagem de uma superficie por um mergulho é
também uma superficie, concluimos que cada ponto de S é umbilico (veja os comentarios
abaixo da defini¢ao 1.1.8), e entdo S é uma superficie compacta contida em uma esfera,

logo, S é por si s6 uma esfera. m

Vamos agora provar o seguinte teorema, atribuido a W. Fenchel.

Teorema 2.3.2
(W. Fenchel)

Seja C uma curva reqular fechada e simples em 3, parametrizada pelo comprimento de
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arco s, e Kk (ou k) sua fungio curvatura. Entao,
/ |k|ds > 2, (2.30)
c

onde a igualdade vale se e somente se C' € uma curva convezra plana.

Demonstragao. Consideremos um tubo S suficientemente "fino" ao redor de C' (ex-
plicaremos isso melhor a frente). A prova consiste em mostrar que o lado esquerdo da

equagao (2.28) ¢ igual a duas vezes o lado esquerdo de (2.30).

Convém fazermos uma observagao: Quando olhamos para o valor da integral [ |s|ds,
onde C' é parametrizada (pelo comprimento de arco) por r(s), r : I — R3 nos interessa
apenas os pontos s € [ onde k(s) # 0 (ou seja, pelas definigdes dos vetores t, n e b da
segdo 1 do capitulo 1, sdo os pontos s € I onde n(s) e b(s) sdo ndo-nulos). Por isso,
consideraremos sem perda de generalidade que xk # 0 em todos os pontos de C' (logo, os

vetores n e b estao bem definidos).

Parametrizando esse tubo S de raio r, obtemos
r(s,t) =r(s) + r(costn(s) + sintb(s)) = r + r(costn + sin tb), (2.31)

onde 0 <t < 2mes € I (de modo semelhante ao que foi feito na secao 1.1), com C

orientada no sentido anti-horario. Temos, para S (veja a se¢ao 1.1),

g2
K — &’
EG — F?
onde denotamos
F=r 1, F =11y, G =151y,
e
6:—N1'I'1, f:—Nl'I'Q, g:—NQ'I'Q.

Aqui, o indice 1 denota derivacao parcial com respeito a s e o indice 2 denota derivagao
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parcial com respeito a t. Usando as formulas de Frenet, obtemos:

r; = (l—rkcost)t —rrsintn+ rr7costb,
ry = —rsintn+ rcostb,
ry xrog = —r(1—rkcost)(costn + sintb),
N = X2 (costn + sintb),
|r1 X rof

e pelas equagoes acima,

E = (1—rrcost)?® +rir? F =r?r; G =12,

EG —F? = 7*(1 —rkcost)?

N; = —kcostt — 7sintn + 7costb,
N; = —sintn+ costb,
e = —rr*+rcost(l —rrcost),
R
g = -

Pela férmula de K acima, encontramos
K = —kcost/r(l —rkcost). (2.32)

Aqui se explica o fato de tomarmos o tubo S suficientemente fino: como C' é compacta
e k(s) é uma fungdo continua em C, tomamos r > 0 suficientemente pequeno tal que

1 —rrcost >0V s,t. Dal, pelas formulas acima, |r; X ry] = r(1 — rrcost) e

KdA = K|ry X ry|dtds = —k cos tdtds.

5 e 37” <t < 27, ou quando

k>0 para 2 <t < 3. Denotando C = {s € I;x(s) > 0} e C~ = {s € I;k(s) < 0},

Vemos que K ¢ nao-negativo quando x < 0 para 0 <t <

temos

37 jus 2m
KdA = / / * —kcostdtds + / (/2 —k cos tdtds + —k cos tdtds)
S+ ctJz c-Jo 3r

= 2 /€d8—2/ /sds:2/]/<;]ds.
o+ c- c
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Usando o lema anterior, obtemos

/ |k|ds > 2.
c

Note que a imagem da aplicacao normal de Gauss quando restrita a cada circulo s=constante
¢ bijetiva e que esta imagem é um grande circulo I'; C S?. Denotamos por I'} o semi-
circulo fechado de I'y correspondente a pontos onde K > 0. Assuma agora que C' é uma
curva convexa plana (ou seja, como visto na secao 1.1, isso significa que k(s) > 0,V s € I).

Entao, como, nesse caso, temos K > 0 quando § <1 < 37“, todos os semicirculos T'} tém
™ _ 3r
7 et =1,
Desde que C' é convexa, segue-se que I'l NT'[ = {p} + {q} para s; # s, (veja a figura 4

0s mesmos pontos extremos p e ¢, correspondentes a t = respectivamente.

abaixo, que é um exemplo do que foi falado acima, onde S é um toro e C' é o seu circulo

maior).

Figura 4. As imagens [';, e I';, dos circulos s;=constante e sy=constante no toro .S pela

aplicacdo normal de Gauss N d3o origem a dois semicirculos I'Y e I'f

S1 EbR

cujos pontos de

intersec3o sdo os pélos p e ¢ da esfera S2.

Dai, a drea de N(S), que é [4+ KdA, é, pela igualdade I'} NT'{ = {p} + {¢}, igual a 47
(pois N(S) é exatamente S?), logo [ |x|ds = 27, como desejado.

Reciprocamente, vamos assumir que [, |k|ds = 27. Isto implica em [qr KdA = 4.
Afirmamos que todos os semicirculos T'l devem ter os mesmos pontos extremos p e q.
Do contrario, haveriam dois grandes circulos distintos I'y, e I'y,, com s, arbitrariamente
préoximo de si, que intersectariam em dois outros pontos diametralmente opostos, e por
isso esses pontos nao poderiam estar ambos na imagem da aplicagdo de Gauss restrita a
St NS, onde S~ é o conjunto de pontos em S com curvatura Gaussiana nao-positiva.
Entao, haveriam dois pontos ¢ e d em S onde essa curvatura seria positiva que seriam

levados pela aplicagdo N em um tnico ponto de S? (veja a figura 5 abaixo).
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Desde que a aplicagdo normal de Gauss é um difeomorfismo local em tais pontos (pois
como N(c) = N(d), terfamos K(c) = det(dN,) = det(dN;) = K(d) > 0, e como dN, e
d N, sao isomorfismos, pelo teorema da aplicacao inversa, N é um difeomorfismo local em ¢
e d), existem duas vizinhancas em S? que estdo na imagem de ST pela aplicagdo de Gauss
N e que se intersectam; e desde que cada ponto de S? é imagem de pelo menos um ponto
de ST pelo lema anterior, concluimos que [¢+ KdA > 47, 0 que é uma contradi¢ido com
0 que assumimos inicialmente. Assim, todos os semicirculos I'l tém os mesmos pontos

extremos p e q.

Vamos mostrar agora que C' estd contida em um plano normal a reta que contém os
pontos p e gq. Para ver isso, note que, pela equagao (2.32), como supomos k # 0 em C,
K = 0 em um ponto qualquer a € S se e s6 se cost = 0, e, pela equagao (2.31), isso ocorre
se e somente se (r cost)n ¢ um vetor nulo, ou seja, (novamente pela equagao (2.31)) se e 86
se 0 ponto a considerado é intersecao da reta que contém um vetor b com a superficie. Ou
seja, a cada vetor b associa-se um ponto a € S onde K = 0. Logo, os vetores b binormais
a todos os pontos de C' sdo paralelos a reta que passa pelos pontos p e ¢ (isso pela prépria
defini¢do desses pontos, por estarem em N(ST M .S7)), e nesse caso b é constante em C,
e assim b’ = n = 0 implica 7 = 0 em C. Assim, podemos dizer que C est4 contida em

um plano normal a essa reta.

Vamos, enfim, mostrar que C' é convexa. Desde que assumimos que [ |k|ds = 2,

I I
27 :/ |k|ds 2/ rds,
0 0

mas como vimos no inicio da se¢ao 1.1 do capitulo 1, também vale que

temos

/ kds > 2m,
J
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para qualquer curva fechada e plana com orientagao positiva, donde concluimos que

! !
/ kds = / |k|ds = 2.
0 0

Portanto, x > 0 e, assim a curva C é convexa. m

Vamos agora demonstrar o seguinte teorema, que é a conjectura de Willmore para
um caso particular, e ¢ o tema central dessa se¢ao. Ela é uma aplicagdo do teorema de
Fenchel.

Teorema 2.3.3

(Shiohama e Takagi - 1970, Willmore - 1971)

Seja M? C E3 um toro mergulhado em E? como um tubo de secio circular constante. Mais
precisamente, considere que a superficie merqulhada € formada de forma que o pequeno
circulo se move ao redor de uma curva fechada C no espago (para a qual k #0), o centro
desse pequeno circulo se move ao longo da curva C' e o plano do circulo estd no plano

normal da curva em cada ponto. Entao,

H?dA > 212,
M2
e a igualdade vale se e somente se a curva C' é um circulo e a razao dos raios menor e

mator do tubo, nessa ordem, € igual a 1/\/§

Demonstracgao. De nossos calculos dos coeficientes fundamentais para o tubo de raio
r sobre a curva fechada C' de comprimento [ (veja a demonstragao do teorema anterior)
encontramos que a curvatura média, dada pela formula H = Fg—2F f + Ge/2(EG — F?)
(veja (1.6)), é dada por H = —(1 — 2rkcost)/2r(1 — rkcost). Assim,

l T _ 2
H2dA :/ / (1 — 2rkcost) dtds.
M2 0 Jo 2r(l —rkcost)

Calculando uma das integrais acima (usando um programa computacional, por exemplo),

obtemos

! ds
T
" Jo 2ry/1 — r2g?

Note que essa expressao nao depende da torsao da curva C'. Podemos reescrever essa

M?2

exXpressao como

7r/l |k|ds
2 Jo |kr|v/1— 122



52 A conjectura de Willmore

Obtemos do céalculo que, para qualquer nimero real y que esteja no dominio da ex-
pressao real yy/1 — y?, que é o intervalo [-1,1], essa expressao atinge seu maximo, que é
1/2, quando y = 1/4/2. Tomando y = |kr|, com r suficientemente pequeno de forma que

|kr| € [—1,1], obtemos 1/|kr|v/1 — k%12 > 2 e, pela equagdo acima,

l
/ H?*dA > 7T/ |k|ds.
M2 0

Fazendo uso do teorema de Fenchel, obtemos a relacao
l
/ H?*dA > 7r/ |k|ds > 272
M? 0

A segunda desigualdade acima se torna uma igualdade se e somente se C' é uma curva
convexa plana, pelo teorema de Fenchel. A primeira desigualdade se torna uma igualdade
se e 86 se kr = 1/1/2. Logo, a igualdade [;,» H2dA = 27 vale se e somente se k1 = 1//2,
C' é um circulo de curvatura Kk = 1/ rv/2 e S é um toro. Considerando a férmula geral do

toro (veja (1.1))
x = (a+bcosu)cosv, y=(a+bcosu)sinv, z=bsinu,

temos que C' como obtido acima é um circulo de raio a e r é igual ao valor de b. Como
a curvatura de C' é 1/a em todos os seus pontos (esse resultado é facilmente obtido na
Geometria Diferencial; veja por exemplo [7]), obtemos que a igualdade acima vale se e s6
se kr = b/a = 1/4/2, ou seja, a razdo dos raios menor e maior do toro, nessa ordem, é

igual a 1/v/2. =

Esse resultado mostra, como queriamos, um caso particular da conjectura de Willmore,
e quando o comparamos ao resultado demonstrado por Fernando Coda e André Neves
(veja a introducdo geral), vemos que o tubo considerado no teorema precedente (que é
uma superficie de género g = 1) é um caso particular de superficies de género g > 1 que
satisfazem as condicoes desse que é, sem duvida, um surpreendente resultado demonstrado

por esses dois matematicos.
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