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Introducao

No final dos anos 70 e inicio dos anos 80, a geometria das variedades CR, modelo abs-
trato de hipersuperficies reais em variedades complexas, atraiu a atencao de importantes
matematicos tais como Chern, Moser, Fefferman, Jacobowitz, D. Jerison, J. Lee, Tanaka,
Webster, entre outros. Essa geometria é particularmente rica quando a variedade CR ¢é
estritamente pseudoconvexa. Nesse caso, existe uma estreita relacao entre sua geometria
e a geometria das variedades Riemannianas. Uma estrutura pseudohermitiana para uma
variedade M munida de uma CR-estrutura 71 o(M) é uma forma de contato 6 que aniquila
a distribuigao de Levi H(M) = Re{T1 + Ty}, em que Ty, = Ty . Tal estrutura deter-
mina uma forma Hermitiana natural sobre a CR-estrutura 77 o(M ), denominada forma de
Levi e denotada por Ly. A forma de Levi é bem definida (para cada CR-estrutura) médulo
multiplicacdo por uma fungao suave, exatamente como ocorre na geometria Riemanniana
conforme. Quando Ly é uma forma definida, dizemos que (M, ) é uma variedade pseu-
dohermitiana estritamente pseudoconvexa. Nesse caso, se M é orientavel, o fibrado de
aniquiladores da distribuicao de Levi H(M)* = {6 € T*(M) : H(M) C kerf} é trivial.
Portanto, H(M)* admite uma orientacdo natural. Assim dizemos que uma estrutura
pseudohermitiana 6 é positiva, se a forma de Levi associada é positiva definida.

Uma estratégia comum na geometria conforme é determinar um representante parti-
cular na classe conforme de uma métrica Riemanniana fixada g, tal que esse representante
simplifique algum aspecto da geometria. Por exemplo, temos o conhecido problema de

Yamabe.

O Problem da Yamabe. Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de

dimensao n > 3, encontrar uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

A solucao desse problema faz com que questoes topoldgicas possam ser reduzidas a
questoes geométricas sobre modelos de curvaturas constantes. Para variedades compac-
tas de dimensao 2, temos como conseqiiencia do teorema de uniformizac¢do (da analise
complexa), que todas admitem uma métrica com curvatura (Gaussiana) constante. Dessa
maneira, cada classe de homeomorfismos de superficies compactas possui um represen-
tante de curvatura constante. O problema de Yamabe pode ser visto como uma tentativa

de generalizar esse resultado.
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Em 1960, Yamabe [46] tentou solucionar esse problema usando técnicas de equagoes
diferenciais elipticas e calculo variacional. Ele afirmou que toda variedade Riemanniana
compacta possuia uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Entretanto, sua
prova continha um erro, descoberto em 1968 por N. Trudinger [39]. Trudinger foi capaz
de corrigir a prova, mas com uma restricao sobre a variedade. Para compreendermos tal
restricao, descreveremos agora a abordagem de Yamabe.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3. Qualquer
métrica conforme & ¢ pode ser escrita como § = e~2g, em que u é uma funcao real suave
de M. Se S e S denotam a curvaturas escalares de g e g, respectivamente, elas satisfazem

a seguinte transformacao
S=e2(S+2(n—1)Au— (n—1)(n - 2)|Vu?),

em que Awu é o Laplaciano de u e Vu é sua derivada covariante, definida com respeito

U

A métrica Riemanniana g. Fazendo a mudanca de varidvel e=2* = ©P~2 em que p =

2n/(n — 2), a férmula acima se torna consideravelmente mais simples:
~ - n—1
S=¢p Pl4——Ap+ Sp .
n—2

Dessa maneira, a métrica § = ¢P~2g possui curvatura escalar constante \ se, e somente

se, a fungao ¢ satisfaz a seguinte equacao diferencial parcial sobre M:

1 4

-1
— Ap + Sp = APt

Essa equacao é denominada equagao de Yamabe. Yamabe observou que essa equacao

é a equacao de Euler-Lagrange para o funcional

Sy SV
(fyy dv5)™"

também denominado funcional de Yamabe. Uma conseqiiéncia da desigualdade de

(2) Y(g) =

Holder é que, para variedades compactas, o funcional Y é limitado inferiormente. Portanto

podemos considerar o seguinte nimero:

(3) u(M) =inf{Y(g) : g é conforme a g}.

A constante p(M) é um invariante na classe conforme de (M, g), chamado invariante

de Yamabe . O valor dessa constante é crucial na resolucao do problema de Yamabe.

2
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Podemos sintetizar essa solugao em trés grandes resultados devido a Yamabe, Trudinger,
Aubin e Schoen.

Teorema 1 (Yamabe [46], Trudinger [39], Aubin [1]). Seja S™ a esfera unitiria com
a métrica usual. Se (M,g) € uma variedade Riemanniana compacta com invariante de
Yamabe pu(M) < u(S"™), entdo existe uma métrica para M na classe conforme de g com
curvatura escalar constante.

Teorema 2 (Aubin [1]). Se (M, g) é uma variadade Riemanniana compacta de dimensao

n > 6 nao localmente conformemente plana, entao p(M) < p(S™).

Teorema 3 (Schoen [37]). Se (M,g) é uma variadade Riemanniana compacta de di-
mensdo 3, 4 ou 5, ou ainda, se (M, g) localmente conformemente plana, entdo (M) <
f1(S").

Em 1987, um problema analogo ao problema de Yamabe, porém num contexto da geo-
metria pseudohermitiana, foi proposto por D. Jerison e J. Lee [27]. Precisamente, temos

o seguinte problema de Yamabe sobre variedades CR.

O Problema de Yamabe sobre Variedades CR. Dada uma variedade pseudohermi-
tiana (M, #) compacta, estritamente pseudoconvexa, encontrar uma estrutura pseudoher-
mitiana # com mesma orientacao de 6 tal que sua curvatura escalar pseudohermitiana seja

constante.

A curvatura escalar pseudohermitiana (ou curvatura escalar de Webster), foi intro-
duzida de maneira independente e com abordagens distintas pelos dois mateméticos S.
Webster [45] e N. Tanaka [38]. Webster introduziu uma conexao linear sobre T} (M)
associada a cada estrutura pseudohermitiana. Esssa conexao determina o tensor curva-
tura pseudohermitiano, andlogo ao tensor curvatura de Riemann. Contragoes desse tensor
forneceM o tensor de Ricci pseudohermitiano e a curvatura escalar pseudohermitiana.

O problema de Yamabe sobre variedades CR compactas, orientaveis, estritamente
pseudoconvexas, foi completamente resolvido por D. Jerison, J. Lee ([26], [27], [28], [29]),
N. Gamarra e J. Yacoub ([17], [18]). A seguir, descreveremos seus resultados.

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana compacta, orientavel, estritamente pseu-
doconvexa, de dimensao 2n + 1 > 3. Qualquer estrutura pseudohermitiana sobre M com
mesma orientacao de f pode ser escrita como 0 = e?"0, em que u ¢ uma funcao suave de
M. Se R e R denotam a curvatura escalar (pseudohermitiana) de 0 e, respectivamente,

teremos a transformagao

R=e"(R+2(n+1)Ayu—2n(n+1)||Vulf?).

em que Ayu é o sublaplaciano de u e Vu sua derivada covariante, definida com respeito
a estrutura pseudohermitiana 6. Fazendo a mudanca de varidvel e?* = u?~2, em que

p =2+ 2/n, a formula acima se torna consideravelmente mais simples:

3
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R =u""?(p Apyu + Ru).
Dessa maneira, a estrutura pseudohermitiana 6 = u?~20 terd curvatura escalar constante

A se, e somente se, u satisfazer a equacao

(4) p Apu + Ru = puP ™t

Essa equacao é denominada equacao de Yamabe CR. Jerison e Lee observaram que

essa equacao é a equacao de Euler-Lagrange para o funcional

m foidVg
? NTTRED

em que dVz = 0 A df" é o elemento de volume CR. Esse funcional é também denomi-
nado funcional de Yamabe CR. Uma conseqiiéncia da desigualdade de Holder é que,
para variedades compactas, o funcional Y é limitado inferiormente. Portanto podemos

considerar

(6) (M) = inf {Y(g) .0 é conforme 519} :

A constante A(M) é um CR-invariante, isto é, depende exclusivamente da estrutura CR
e nao da escolha da estrutura pseudohermitiana, chamado invariante de Yamabe CR.
Como exatamente no caso Riemanniano, o valor dessa constante é crucial na resolucao do
problema de Yamabe CR. Podemos sintetizar essa solucao de acordo com os resultados

obtidos por Jerison, Lee, Gamara e Yacoub.

Teorema 4 (Jerison, Lee [27]). Seja S** a esfera unitdria com CR-estrutura induzida
de C"*! e estrutura psedohermitiana canénica § = i(0—0)|z|%. Se (M, 0) é uma variedade

pseudohermitiana compacta com invariante de Yamabe A\(M), entdo
(i) u(M) depende somente da CR-estrutura de M ;

(ii) p(M) < p(S*H);

(iii) se u(M) < u(S**1), existe uma estrutura pseudohermitiana para M, com mesma

ortentacao de 6, com curvatura escalar constante.

Teorema 5 (Jerison, Lee [29]). Se (M, 0) é uma variadade pseudohermitiana compacta
de dimensao 2n + 1 > 3 nao localmente CR-equivalente a esfera S***1, entio A\(M) <

)\(S2n+1)_
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Dessa meneira, Jerison e Lee solucionaram o problema de Yamabe no contexto CR, para
os casos em que a variedade nao ¢ localmente CR-equivalente a esfera e sua dimensao é
diferente de 3. O casos restantes foram solucionados em 2001 por Gamara e Yacoub. Eles

obtiveram

Teorema 6 (Gamara [17]). Se (M,0) é uma variadade pseudohermitiana compacta de
dimensao 2n + 1 CR-equivalente a esfera, entao existe uma estrutura pseudohermitiana

para M, com mesma orientacao de 6, com curvatura escalar constante.

Teorema 7 (Gamara, Yacoub [18]). Se (M,0) é uma variadade pseudohermitiana
compacta de dimensdo 3 nao CR-equivalente a esfera, entao existe uma estrutura pseu-

dohermitiana para M, com mesma orientacao de 0, com curvatura escalar constante.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional (n > 3). Considere o operador de

Yamabe 4 )
()
n—2

L, tem conjunto discreto de autovalores

A, + 8.

Spec(Ly) = {Ai(g), X2(9), ... }.

Podemos definir o invariante de Yamabe como

2
n(M, g) = inf Ai(g)V5".

g€l9]
Em [2] B. Ammann e E. Humbert introduziram e estudaram, em variedades Riemanni-

anas, o invariante que chamaram de Segundo Invariante de Yamabe. Definido da

seguinte forma

p2(M, g) = int /\2@)‘/;'

g€lg]

Provaram o seguinte resultado.

Teorema 8 (B. Ammann, E. Humbert [2]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
compacta, conexa, com dimensio n > 3 com p1(M,g) > 0, entao ps(M,g) < ps(S*+1).

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (M,qg) € conformemente difeomorfa a
q2nt1

Agora sendo (M, §) uma variedade CR pseudohermitiana compacta, conexa e estritamente

pseudoconvexa, definimos o Segundo Invariante de Yamabe CR como

1
,LLQ(M, 0) = lIlf /\2(9)V~n+1,
delo) 0

5
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em que A\y(f) é o segundo autovalor do operador de Yamabe CR. Procurando versao do

teorema 8 no contexto CR, provamos o seguinte teorema.

Teorema 9 (Principal). Seja (M, 6) uma variedade CR pseudohertiana compacta, co-
nexa e estritamente pseudoconvera , com dimensao CR igual a 2n +1 e n > 2 com
w(M,0) = py(M,0) > 0, entao pus(M,0) < us(S* ). Além do mais, a igualdade ocorre
se, e somente se, (M,0) € localmente CR equivalente a S*" .

Chegamos também no seguinte resultado. Essa tese estd organizada da seguinte forma.
Nos capitulos 1 e 2, apresentamos uma introducao as variedades CR do tipo hiperficies
e o estudo de sua geometria, dando o grupo de Heisemberg como modelo basico de vari-
edade CR. No capitulo 3, enunciamos varios resultados que serao utilizados no capitulo
4. Tomamos o grupo de Heisemberg como o modelo CR, analago ao espaco Re”, e intro-
duzimos o conceito de exponencial parabdlica, os espacos de Folland-Stein e enunciamos
resultados de mergulhos semelhantes ao caso Riemanniano. Finalmente, no capitulo 4,
provamos uma caractirezacao do segundo invariante de Yamabe, regularidade de solugoes
para alguns problemas, cotas inferior e superior para o Segundo Invariante de Yamabe e
apresentamos a demosntracao do Teorema Principal. Ainda no capitulo 4, finalizamos a

tese com o seguinte teorema.

Teorema 10. Seja (M,0) uma variedade CR pseudohertiana compacta, conexa e estri-
tamente pseudoconvexa , com dimensao CR igual a 2n+1 en > 2 com pu(M,0) > 0.

Suponha também que exista Bo(M,0) > 0 tal que

@)~ p DIVl + B0V
ueSt(M)\{0} ([, uwrdVy)?

Entao, se pa(M,0) < p(S*), existe uma estrutura pseudohermitiana 5, da mesma
classe conforme de 0, que minimiza uy(M,0). Com u(S***1) sendo primeiro invariante

de Yamabe CR da esfera com relagao a estrutura pseudohermitiana canonica 6.



Capitulo

1
Variedades CR do tipo hipersuperficies

Observacgoes de Poincaré: Seja U C C um dominio simplesmente conexo. O teo-
rema de aplicacao de Riemann diz que se U # C, existe um biholomorfismo f : D — U,
D = {2 €C:|z| <1} é o disco unitdrio. Poincaré levantou a mesma questao em C?:
dado um dominio simplesmente conexo U C C?, com U # C?, existe um biholomorfismo
f:D?* = U, em que D? = {(21,2) € C*: 21Z| + 29Z3 < 1}? Na investigagao desse pro-
blema, Poincaré observou que devido ao teorema da aplicacao de Riemann, qualquer duas
curvas simples e analiticas em C sao localmente equivalentes, isto é, se I'; e I'y sao duas
curvas simples e analiticas em C, dados p; € I'y e py € T'y, existe um biholomorfismo
f Uy — Us, no qual U; e U; sao vizinhangas abertas, respectivamente, de p; e ps, tal que
f(TyNUy) =Ty NU,. Dessa maneira, se o teorema da aplicagdo de Riemann pudesse ser
generalizado para dimensdes maiores, duas hipersuperficies em C? seriam localmente equi-
valentes. Porém, Poincaré observou que nem todas hipersuperficies em C? sao localmente
equivalentes, constatando que o teorema de aplicacao de Riemann nao poderia ser gene-
ralizado para dimensoes maiores. Portanto, existem invariantes geométricos, herdados da
estrutura complexa de C?, que distinguem certas classes de hipersuperficies. Um desses
invariantes é a estrutura CR que definiremos a seguir. O problema de encontrar invari-
antes em C? foi solucionado por Cartan [8] e, de uma maneira completamente diferente,

por Moser e entao generalizado para dimensées maiores por Chern e Moser [11].

1.1 Estrutra CR

Em toda tese, M denota uma variedade suave, conexa e de dimensao 2n + 1, com n > 1.

Defini¢ao 1.1.1. Uma CR-estrutura para M (ou estrutura CR) é um subfibrado
complezificado Ty o :=T1o(M) C C® T(M) satisfazendo:
(Z) dz’mCTLO =m;

(1) TyoNTo1 =0, em que Tp; = Tl,o-



Variedades CR do tipo hipersuperficies

Uma variedade CR ¢ uma variedade M munida de uma CR-estrutura Ty o. Referiremos
a m como dimensio CR de (M,T1p) e quando m = n diremos que (M,T1o) € do tipo
hipersuperficie. Diremos ainda que uma variedade CR (M, T ) € integrdvel se Ti ¢

involutivel, isto é, (1) satisfaz a condicao formal de Frobenius

(i) [T°°(T10),T>°(T10)] C T*(T1p),

['°(Ty ) denota a dlgebra das se¢oes suaves de Ty e [,] denota o colchete de Lie.

Assumiremos que as variedades CR consideradas sao integraveis e do tipo hipersu-
perficie. Além disso, a dlgebra das segoes suaves M — C® T (M), normalmente denotada
por I'* (C ® T'(M)), sera denotada simplesmente por C®7T' (M) quando nao houver perigo
de confusao. Da mesma forma, faremos para secoes de 17 e secoes de T ;.

A estrutura CR determina uma distribuicao de 2n-planos reais definida por
H(M)=Re{Tio®To:}

e denominada distribuigdo de Levi. H(M) é gerado por campos da forma Z + Z, em
que Z € Tyy. A estrutura complexa de C ® T'(M) induz um automorfismo involutivo
J: H(M)— H(M) denominado estrutura complexa, definido por

(1.1) JZ+Z)=i(Z-72).

Reciprocamente, um par (H, J), no qual H é um subfibrado real de posto 2n de T'(M) e
J : H — H é um automorfismo involutivo, determina uma tnica CR-estrutura 77 o(M)
tal que H = H(M) e J(Z + Z) = i(Z — Z) para todo Z € Ty 4(M). Basta tomar

Ty={ZcC®HM): Jc(2)=1iZ}
em que J¢ denota a extensao C-linear de J. Note que nesse caso
Topn={Z2€CHM): Jc(2)=—iZ}
e que
CoH=Tg®TH:.
A condigao de integrabilidade para (M, T; ) é equivalente a
i) JX,Y]+[X,JY] e H,
(i) J[JX, Y]+ [X,JY]=[JX,JY] - [X,Y],

para todo X,Y € H.
Um morfismo na categoria das variedades CR é uma aplicagao suave que preserva a
estrutura CR.



1.1 Estrutra CR

Defini¢ao 1.1.2. Uma aplicacio suave ¢ : (M, T o(M)) — (N,T1o(N)) € dita uma
aplicacao CR se
dQD (TL()(M)) C TL[)(N).

FEquivalentemente, se H(M), H(N), J e J' sao as distribui¢oes de Levi e as estruturas

complexas de M e N, respectivamente, entao ¢ é uma aplicacao CR se, e somente se,

dp (H(M)) C H(N)

dpoJ=Jodyp.

Uma CR-~equivaléncia (ou CR-isomorfismo) é um difeomorfismo CR. Dizemos ainda
que uma fungao suave complexa f : (M,T1o) — C é uma funcao CR-holomorfa se
Z f =0 para todo Z € Ty .

O estudo de variedades CR é feito via referenciais e correferenciais locais.

Definicao 1.1.3. Um referencial local em T}y € um conjunto de segoes locais Ty, : U C
M—-CT(M), em que a« = 1,...,n tal que para cada p € U, {To(p):av=1,...,n} €
uma base de Ty o(p). Um correferencial local é um conjunto de segoes locais 8% : U —
C®T*(M) que aniquilam Ty, ((1,0)-formas complezas) e cujas restri¢oes a Ty formam

uma base para T7 .
Suponha que o fibrado tangente complexificado C ® T'(M) admita a decomposigao
CRT(M)=T &1 CT

para algum campo 7" € T'(M). Se {6“} é um correferencial local tal que T | §* = 0 para
qualquer @ = 1,...,n, diremos que {#*} é um correferencial admissivel . Se 6 é uma
1-forma real tal que 6(T) =1 e O(H(M)) = 0, entdao o conjunto {9, o', ...,0m,0%, . .. ,Qﬁ}
é um conjunto de correferenciais para C ® T(M), no qual #* = §=. Denotaremos o seu
referencial dual por {T,T,....T,,T1,...,T5}.
Adotamos as seguintes convencgoes para indices:
Os indices Gregos «,3,7,... variam em {1,...,n}, enquanto que os indices Latinos
A, B,C, ... variam em {0,1,...,n,1,...,n} com as convencoes Ty =T, 0° =0 e @ = a.
Um referencial (local) {7, } determina 2n se¢oes (locais) linearmente independentes
em H(M) definidas por

(1.2) Xo=Ty+Ts e Yo =i (T, —Tx).

Seja M C C"*! uma hipersuperficie suave. Denotemos as coordenadas de C"*! por

z=(2%..., 2", em que ¥ = 2% 4+ iy*. Um referencial para T(C"*') é dado por

0 0

9



Variedades CR do tipo hipersuperficies

Esses referenciais induzem referenciais em C ® T'(C"*!) dados por

0 10 o\ o _1(o 0
ozk 2\ Oz* Z(“)yk " ozk 2 \ Oxk Zayk '

os coeficientes 1/2 sao escolhidos de tal maneira que

dzli = , dilik = Ok

0zk 0z

onde dz! = dx' + idy'.
Defina

Ti0=C®T(M)Nspangc {%}

Claramente T3 (N1, = 0. Para mostrar que 7} o ¢ uma CR-estrutura para M, exibiremos
explicitamente um referencial local em T} .
Seja F': U c C*""!' — C uma funcio holomorfa com U N M # (). Pelo teorema da

funcao implicita, podemos supor sem perda de generalidade que
UNM={(z,u+iv): v=op(z,z,u)), 2= (z'...,2")}
para alguma fungao suave ¢. Denote por f a restricao de F' a M, isto é,
f(z,z,u) = F (z,u+ip(z, z,u)).

Temos
af or oF ﬁ . or g B oF

e =
Oou Ozt

Agoraseja Z € Ty . Por definicio, Z é uma restricio de um operador de Cauchy-Riemann

D20 Daa g Gra T g

(14 ipy).

0 _
gerado por {a_fl} e, portanto, Z f = 0. Escrevendo
z

— 0
Z=a"—+a"—+c—

obtemos

_ OF - or
Zf = aa@ + [1a%pra + ia%Pza + (1 + ipy)] v 0,

concluindo que
a®*=0 e ia%ps +c(1+ip,) =0, paratodo a=1,...,n.
Tomando a® = 1 + i, teremos ¢ = —ipsa. Assim, para cada o =1,...,n,

. 0 . 0
Z& = (1 + ngu)ﬁ — Zgﬂga% € T071

formam um conjunto linearmente independente. Portanto,

10



1.2 Estruturas pseudohermitianas

0 0
Zo=(1—1py) 57— [Pz
(1 = dpu) 55+ ipza o
é um referencial (local) para (M, T} ).

Observacgoes:

1. O termo CR se refere a Cauchy-Riemann. Uma funcao suave f : M Cc C**! — C,
que é uma restricao de uma funcao holomorfa, satistaz Ty, f = 0, isto é, f é uma

funcao CR-holomorfa. A reciproca nao é verdadeira.

2. Se f : M — N é uma restricao de uma aplicacao holomorfa ' : C**1 — C™*! entao
f é uma aplicacao CR. Dessa maneira, hipersuperficies que sao localmente biholo-
morfas, sao localmente CR-equivalentes. A mesma propriedade vale globalmente e,

novamente, nao vale a reciproca.

D D] (00 D
“ 0za " 98| “ 0z% 0z9 ) 028

0
e do fato que C ® T'(M) ¢ involutivo, temos que 1719 = C ® T(M) N spang {ﬂ}
z

3. Da identidade

também ¢é involutivo. Portanto, hipersuperficies em C"*! sao integréveis.

1.2 Estruturas pseudohermitianas

A partir desse momento assumiremos que M é uma variedade CR do tipo hipersuperficie,
orientavel.
Seja
H*={0cT*(M): H(M) C ker 6} .
H+ — M ¢é um subfibrado vetorial do fibrado cotangente T*(M), denominado fibrado
de aniquiladores da distribui¢do de Levi H(M). Como dimg H(M) = 2n, H* — M

tem posto 1 e, além disso,
H*=T(M)/H(M) (isomorfismo de fibrados vetoriais).

Como M ¢ orientavel e H(M) é orientado pela estrutura complexa J : H(M) —
H(M), segue que H+ é orientavel. Do fato que H+ tem posto 1 e como M é conexa,
obtemos que H=* é trivial. Portanto, existe uma secao nunca nula 6 : M — T*(M) tal
que O(H(M)) = 0 e, nesse caso, teremos H(M) = ker 6.

Definicao 1.2.1. Uma escolha de uma 1-forma real 0 : M — T*(M) tal que kerf =
H(M) € denominada uma estrutura pseudohermitiana sobre M. Uma variedade
CR munida de uma estrutura pseudohermitiana, denotada por (M,6), é chamada uma

variedade pseudohermitiana.

11



Variedades CR do tipo hipersuperficies

Dessa maneira, toda variedade CR do tipo hipersuperficie, orientavel e conexa possui
uma estrutura pseudohermitiana. Tal estrutura permite definir um tensor do tipo (2,0)
sobre C® H (M) que, em certo sentido, desempenha sobre variedades CR um papel andlogo

a métrica Hermitiana para variedades complexas.

Definicao 1.2.2. A forma de Levi associada a 6 € o 2-tensor covariante

Ly:C® HM)xC® HM) — C,
definido por Ly(X,Y) = 2d0(X A JcY), no qual Jc € a extensio C-linear da estrutura
compleza J : H(M) — H(M).

Proposicao 1.2.1. A forma de Levi Ly € simétrica sobre C® H(M) e Hermitiana sobre
Tio(M).
DEMONSTRAGAO:

1. Ly € simétrica sobre C®@ H(M). Sejam X,Y € T1y. Entdio
Lo(X,Y) = 2d0(X A JoY) = —2id0(X AY) = 20(Y AiX) = 2d6(Y A JoX) = Lo(Y, X).

Lo(X,Y) =2d0(X A JcY) = 2id0(X AY) = 2i(X0Y — YOX — 0[X,Y]) = 0.
Le(X,Y) =0.

2. Ly é Hermitiana sobre Ty o(M). Sejam X,Y € T1o. Entao

Lo(X,Y) = 2d0(X AN JcY) = 2idO(Y AN X) = —2id0(Y A X) =2d0(Y A JcX) = Lo(Y, X).

Fixado um referencial {7, } em (M, T} ,), denotaremos as componentes da forma de
Levi associada a 6 por
hap = Lo(Ta, Ts),

em que A, B € {1,...,n,1,...,7}. Com relagdo & esse referencial, Ly possui a seguinte

representacao matricial

0 -

0 h@ﬂ
heg 0 |’

que é uma matriz simétrica com blocos Hermitianos h,z e hgs. Observe que
Lo(X,Y) = Ly(Y,X) = Ly(X,Y),V X, Y € Th.

Dizemos que um tensor K do tipo (2,0) é um tensor real se ele satisfaz K(X,Y) =

K(X,Y) e denotamos K = K. Assim, a forma de Levi Ly ¢ um tensor real. Como

12



1.2 Estruturas pseudohermitianas

h.g = Tw e hap = hsg = 0, a geometria de Ly fica completamente determinada quando

consideramos
Ly : TI,O X Tl,O — C

(X,Y) = Lp(X,Y) = —2idd(X NY)
cuja representacao matricial é dada pelo bloco h,3.
Se 0 e 0 sdo estruturas pseudohermitianas sobre M, entao 0= f0 para alguma funcao
suave nunca nula f. Qualquer propriedade que dependa exclusivamente da CR-estrutura

T10(M) e ndo de uma determinada escolha de uma estrutura pseudohermitiana é dita

CR-invariante.

Definicao 1.2.3. Diremos que M ¢ estritamente pseudoconvexa se existir uma es-

trutura pseudohermitiana 6 tal que a forma de Levi sssociada Ly é definida.

A forma de Levi Ly ser definida é uma propriedade CR-invariante. Com efeito, se

0= f6 é uma outra estrutura pseudohermitiana para M, entao
d6 = df N0+ fdf = fdf (mod 6).
Portanto,

donde Eag = fhyz. Como f nunca se anula, Eag ¢ uma matriz definida.
Quando M ¢é estritamente pseudoconvexa é natural orientar o fibrado H+ dizendo que
uma secdo  é positiva se Ly é positiva definida. O R, -subfibrado de H* formado pelas

secoes positivas sera denotado por
Hf ={f0:f>0, e positivo} .

Iremos assumir daqui por diante que M ¢é estritamente pseudoconvexa e que 6 é posi-
tiva. Dessa maneira, a classe conforme de 6 considerada ¢ dada por [0] = {f 0 : f > 0}.
Uma estrutura pseudohermitiana ] para M serd dita compativel com 6 (ou de mesma
orientacio) quando 6 € [4].

Sejam (M, 6) e (M,6) duas variedades pseudohermitianas. Se ¢ : M — M é uma
CR-equivaléncia, entao gp*g = f6 para alguma funcao f. Se f > 0, diremos que ¢
preserva a orientacao, caso contrario diremos que ¢ inverte a orientacao. Se gp*g = c#,
para alguma constante ¢, diremos que ¢ é uma aplicagao pseudohermitiana . Quando
¢ = 1, diremos que ¢ é isopseudohermitana. CR-equivaléncias desempenham um papel
semelhante ao das aplicagoes conformes em variedades Riemannianas. Da mesma maneira,

as aplicacoes isopseudohermitianas sao andlogas as isometrias Riemannianas.
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Proposicgao 1.2.2. Associado a cada variedade pseudohermitiana (M, 0), existe um tinico

campo vetorial T : M — T(M) denominado dire¢do caracteristica de df tal que
(1.4) O(T)=1,T|dd=0

Dessa maneira, T € transverso a distribuicao de Levi H(M).

DEMONSTRAGAO: Sejam X, =T, +T5 e Y, =i(T, —Ty), no qual {T,} é um referencial
local de (M, T1). We have

LG(XomXoa) - LO(Ta + TémTa + Td) = Qhaém

Lo(Ya,Y) = Lo(i(Th — T), —i(Th — Ts)) = 2hea.

Since Ly is defined, it follows that Ly is non-degenerate on H(M). This fact ensures the

existence of a field T satisfying

Como conseqiiéncia dessa proposicao, obtemos as decomposicoes em soma direta
T(M)=H(M)®RT,

(C ® T(M) == TL()(M) EB T()J(M) @ CT

A forma de Levi se estende & C ® T'(M) de duas maneiras naturais. Uma maneira é

uma extensao a um (2,0)-tensor degenerado definido por
Lo(T,Z) = dO(T A\ JcZ) = 0,

Lo(Z,T) = do(X A J(T)) =0

para qualquer Z € C® T (M), no qual definimos J(T) = 0. A outra maneira é a extensao
definida por
gg(T, T) = 1,

90(Z,T) = go(T. Z) = 0

para todo Z € C® H(M).

Definicao 1.2.4. A extensao gy determina uma métrica Riemanniana sobre M denomi-

nada métrica de Webster. Se mg : T(M) — H(M) € a projecao dada pela decom-
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1.2 Estruturas pseudohermitianas

posicao T(M) = H(M) ® RT, podemos escrever
gaZWHLg—i-Q@Q.

A métrica de Webster nao é CR-invariante, isto €, se # e 0 estao na mesma classe

conforme, gz e gy nao sao necessariamente conformes.

Proposigao 1.2.3. Se {0*} é um correferencial admissivel para (M,8), entdo
(1.5) 6 = ih,56° N 6°.
DEMONSTRAGAO: Podemos escrever
0 = aopl A OP + as0 AO° 4 agz0% A 67 + a,50% A 6P,
Se {T,} é o referencial dual a {6}, entao
dO(T N'Ty) = apa =0,

(T, NT,) = a,, =0,

de(T-y A Ta—) = Qx5 = O,

donde
df = a,z0% A 6°.
Agora,
L(T’Y7T5') — _27/d0(T’y /\ Ta—) — _ia,ya—.
Portanto,

a,y;, = ih'y&-
|
Proposicao 1.2.4. Se (M, 0) ¢é estritamente pseudoconveza, 6 é uma forma de contato.

DEMONSTRACAO: Da proposicao anterior,
df = ihoz0° N 6°.
Assim,

A" = i"hy 5, - Pa,5, 00 AP0 NG
n(n—1)

= "(=1)" 2 hgp, - ha,p, 0% A 00 NG5
= """ Dnldet(h,z)0" A" .. 08 A O™
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Logo
OAdO" =i"nl det(haz)0 A O NG ... 0" NG

Como h,j é definida, det(h,z) # 0. Consequentemente, 6 A df™ # 0. I

Definigao 1.2.5. O elemento de volume da variedade pseudohermitiana (M,0) € a
forma

dVy =0 Ndo"

e seu volume € denotado por

Vol(M,0) = / vy

M

O elemento de volume é CR-invariante. De fato, se = f0, entao

df = fdo mod 6.

Logo,
do" = f*do™ mod 0.
Assim,
OAdO" = fOA fd6" mod 6,
portanto,
(1.6) dVz = [ dvy.
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Capitulo

2

(Geometria diferencial das variedades

pseudohermitianas

2.1 Conexoes pseudohermitianas

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana (estritamente pseudoconvexa). Consi-

dere a decomposi¢ao em soma direta
CRTM)=To®To1dCT
com projegoes associadas
T :CRT(M) — Tip e T :CRT(M)— Th,.

Dada uma conexao linear V: C® T (M) x C® T(M) — C® T(M), denote por Ty sua

torcao, isto é,
To(Z, W)=V W —-VwZ —[Z, W],V ZW e CT(M).

Note que Ty é um tensor do tipo (2,1) com Ty (Z, W) = =Ty (W, Z). Diremos que a

torcao Ty é pura se
7T+Tv(Z, W) =0,VZe TLQ , W e C@T(M)

O matemaético N. Tanaka, em seu trabalho [38], mostrou que associada & uma estrutura
pseudohermitiana nao-degenerada 6, existe uma tinica conexao linear V real (V = V) que

satisfaz os seguintes axiomas:



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

(T1) A distribuigao de Levi é paralela com respeito aV; isto é, VH (M) C H(M).

(T2) VJ=0.
(T3) Vge =0.
(T4) Ty é pura.

Definigao 2.1.1. A conezdo linear real V. : CRQ T (M) x C® T(M) - C® T (M), que
satisfaz os axiomas (T1)-(T4), é denominada conexdo pseudohermitiana (associada

Qo).

Proposicao 2.1.1. Se V € a conexao pseudohermitiana de (M, 0), entdo

(21) VTLO C Tl,O > VTOJ C TO,l;
(2.2) VT =0.
DEMONSTRACAO:

1. Seja Z € Ty . Entao, Z = X —iJX para algum X € H(M). Assim, para qualquer
WeC®T(M), temos

VwZ =Vw(X —iJX)=VyX —iVy JX.

Por (T2),
VJ(X,W) = VJX — JVyX =0,

donde
Vw2 =VwX —iJVyX.

Por (T1), obtemos que VyZ € T . Como V =V, segue também que Vy Z € To 1.
2. A condigao (T3) implica que

ng<T, Y) = gg(VXT, Y) + gg(T, VXY)
para quaisquer X, Y € T(M). SeY € H(M), entao
9o(VxT.Y) = —go(T,VxY) + Xgo(T,Y) = —0(VxY)T

Por (T1), obtemos ¢o(VxT,Y) = 0. Logo, ngVxT = 0. Por outro lado, tomando
Y =T, obtemos
ng (Ta T) = gG(VXT7 T) + gG(Ta VXT)
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2.1 Conexoes pseudohermitianas

donde
O(VxT) =0.

Logo, VxT = 0 para qualquer X. |

Como conseqiiéncia dessa proposicao podemos fazer a seguinte definicao.

Definicao 2.1.2. Seja { T, } um referencial em (M, 0). Ezxistem tnicas 1-formas comple-
zas w, : T*(M) — C tais que

(2.3) VT, =w, ®Tp,

denominadas 1-formas de conexao de V. Analogamente, definimos

(2.4) VT, = wl ©T;.
Como V = V, temos que w_aﬁ = w&’é. Para facilitar a notagao, definimos ainda as 1-

formas triviais

(2.5) w =wS =wd =o0.

Definimos também os simbolos de Christoffel da conexao V por

F;Yw == WBT(TA),
(2.6) [ =ws (),

Em particular,

Vi, Ty = wy (TA)T, =TT,
(27) VTATB = WBW(TA)TV = FZXBT'Y’
Vo, T = 0.

Observe que a existéncia das 1-formas de conexao independe do axioma (T4). Esse
axioma, como ja é de se esperar, esta fortemente ligado a torcao da conexao pseudoher-
mitiana. Essa conexao, ao contrario da conexao de Levi-Cevita associada a uma métrica

Riemanniana, nao ¢ livre de torgao.
Proposicao 2.1.2. Para quaisquer Z, W € T} o, temos

(2.8) To(Z,W) =0,

(2.9) Teuiﬁﬂ::—%LdZJVﬂT
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Além disso, definindo 7(Z) =Tw(T,Z), ¥V Z € C® T(M), obtemos
(2.10) ToJ+Jor=0,

no qual Jc denota a extensao C-linear de J : H(M) — H(M) com J(T) = 0.

DEMONSTRAGAO: Sejam Z, W € T} o

1. De (T4) e (2.1), temos

0=mT9(ZW)=m, (VoW = Vw2 — [Z,W]) = VW = VwZ — [Z,W] = Te(Z,W).

2. Agora,

Tv(Z,W) = VW —VwZ —[Z, W]
= VW =VwZ — (7 [Z W] +7_[Z, W] +0[Z,W|T)
= (VoW —n_[Z,W]) + (-VwZ —n_[Z,W]) = 0[Z,W|T
= 7 (VW = [ZW))+ 7 (=VwZ — [Z,W]) +dI(Z ANW)T
= 1. 19 (ZW) + 7. To(Z,W) +do(Z NW)T.
Como

T Ty(ZW)= -1 Ty(W,2) = -1 Te(W,Z) = -, Tw(W, Z),

novamente de (T4), encontramos
Tv(Z, W) =do(Z ANW)T.
3. Sejam X € H(M) e Y € T(M). De (T4), temos
T To(X —iJX,Y) = 7y (To(X,Y) — iTe(JX,Y)) =0,
donde

mr (JTo(X,Y) + To(JX,Y)) = mJTu(X,Y) +mTe(JX,Y)
= i7r+(TV(X7 Y) - ZTV(']Xa Y))
= 0.

Analogamente, temos

W_(JTv(X, Y) + Tv(JX, Y)) =0.
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Note também que

0(JTe(X,Y)+ To(JX,Y)) = 0(JTe(X,Y))+0(Te(JX,Y))
= 0(Te(JX,Y)).

Portanto,
JTg(X,)Y)+ Ty (JX,Y)=0(Tv(JX,Y))T.

Tomando Y =T, obtemos
JTV(Ta X) + TV(Ta JX) = 0<TV<T7 JX))Ta

donde
ToJ+Jor=0(Tv(T,JX))T.
Mas de (2.1) e (2.2) deduzimos que
0(1v(T,JX)) = 0(VpJX —V,;xT —[T,JX])
= O(VyJX — [T, JX])
= —0[T,JX]
= di(T NJX)
= 0.

Definicao 2.1.3. O tensor 7 : CQT(M) - CRT(M) definido por 7(Z) =Ty (T, Z) €

denominado tor¢ao pseudohermitiana (associada a 0).

Segue de (2.10) que

J(1(2)) = —1(Jc(2)) = —iT(Z), ¥V Z € T\ p.

Portanto, 7(Z) € Tp1. Analogamente, temos 7(Z) € T} o. Dessa maneira, se { %} ¢ um

correferencial admissivel para (M, 0) com dual {T,}, podemos escrever
(2.11) T=A"0°T, + A 01T
Como 7 é real, temos A7, = A7,

Definicao 2.1.4. As I-formas complexas 77 = A’,0% sao denominadas 1-formas de

torcao da conexao pseudohermitiana V.
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Como usualmente é feito na geometria Riemanniana, utilizaremos as matrizes Hermi-

tianas h,jz e heb = [ha5]~"! para subir e descer indices. Por exemplo:
o =T hey = AVghes0” = Aggb”

Ta =T hya = A hnab” = Agz0”

Observe que novamente A, = Asjp.
Vamos agora caracterizar as 1-formas de conexao e 1-formas de torcao de uma conexao

pseudohermitiana conforme Webster [45].

Proposigao 2.1.3. Seja {0°} um correferencial admissivel para (M,0). As 1-formas de

conexdo w,’ e as 1-formas de tor¢io T satisfazem as equagoes

(W1) 6™ =07 Aw® +0 AT
(WQ) dhaB = W3 + Wiy

DEMONSTRAGAO:
(W1). Dados X, Y € C®T(M), temos

Ao (X NY)=X0"Y —Y0°X —0°[X,Y].
Como Ty (X,Y) = VxY — Vy X — [X, Y], obtemos
dO(X ANY)=X0Y —Y0°X —0°VxY +0Vy X +0°Ty(X,Y).
Escrevendo X = X4Ty, Y = YBTg, encontramos
VxY = XYL, AT)Te + X0PY T,

VyX = XAYBu S(Te)Te + YO XTh,

donde
0°VxY = XAYBuM(Ty) + X0V,

0°Vy X = XAV By 2(Tp) + YH°X.
Assim,
dI*(X NY) = XAYBwp(Tp) — XAYBwg(Ta) + 07Ty (X,Y)
= X5 (T) = XY w ™ (Ta) + 0°To(X,Y)

= (X)w,(Y) =0 (YV)w,*(X) + 0Ty (X,Y)
= O ANWHNXAY)+0Ty(X,Y).
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Como Ty (Z,W) = 0, para todo Z,W € T} o, obtemos

To(X,Y) = XAYPTG(Ta, Tp)
= XOVOT(T, Ty) + XY To (T, T5) + XY T (T,, T)
FXYPTG(T,, Ts) + XY T (Ts, T) + XOY P Ty (Ts, Tp).

Como Ty (Z,W) = —%LQ(Z, W)T, para todo Z,W € T, derivamos

0T (X,Y) = X°YP0°Tg (T, Ty) + X°YP6°To (T, T;)
+ XY To(T,, T) + XY 0Ty (Ts, T)
= 0(X)0*(7(Y)) — 0(Y)0*(7(X))
= A(X)T(Y) —0(Y)r*(X)
= ONTHXANY).

Logo, d0* = 0" Aw,* + 0 AT
(W2). Da condigao (T3), obtemos

TCQO(Taa TB) = gG(VTcTom TB) + gG(Taa VTCTB)
Dali,

dhog(To) = Tche(Ta,Tp)
= Lo(Vr.Tu,T5) + Lo(Tu, V1, T5)
= Lo(wa (Te) Ty, Tp) + Lo(Ta, wy (To)T5)
= W, (To)hp +wy (To)has
= Wsa(Tt) +waz(1e)
= (W +wap)(Tc).

Logo, dh,j = Wz, + Wap- |

Em [45], Webster mostrou que existem tinicas 1-formas complexas w,” e 7 satisfazendo
(W1) e (W2). Webster mostrou que essas 1-formas determinam uma conexao linear
em T7o. Por unicidade, as conexoes a obtidas por Tanaka e por Webster, coincidem.
Alguns autores se referem a conexao pseudohermitiana como conexao de Tanaka-Webster,

conexao de Tanaka ou conexao de Webster.
Proposigao 2.1.4. As componentes da 1-forma de tor¢ao T, = As0° satisfazem
(2.12) Aup = Agq.
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DEMONSTRAGAO: Sabemos que
—idf = hoz0° A 0P,

Dali,
0= —id®0 = dhoz A 0% AO° + hoz O™ N O — hoz 0% A d6”°.

Substituindo (W1) e (W2) nessa identidade obtemos

0 = (Wag+Waa) NI A+ hog(07 Aw,® +OAT) NG
—ho 0% A (07 Aw + 0 TP
= W AT AO° — sy AOOAGT 4wz AOSNG°
~w,g NN 45 NOP NG — Ty AOYAG
= Ag NOTANOPNO— Ag, NOT NG NG

Assim,
Apy NOTNGT NG = Az NOT NG NG

Calculando em (7,7, T), obtemos
Asp — Ay =0,

como queriamos demonstrar. |

Se Tﬁf""ﬁ: sdo as componentes de um tensor T' do tipo (k,[), sua r-ésima derivada
covariante V'T' é o tensor do tipo (k + r,l) com componentes que denotaremos por
T gll.'.'ﬁ:;olmcr. Para derivadas de funcoes escalares omitiremos o ponto e virgula.

Alguns céalculos envolvendo derivadas covariantes se tornam razoavelmente simples

quando escolhemos um correferencial especial em uma vizinhanca de um ponto P € M.

Proposicao 2.1.5. Existe um correferencial {6*} em wma vizinhan¢a de qualquer ponto
P € M que satisfaz w® =0 em P.

DEMONSTRAGAO: Se tomarmos um correferencial qualquer {#%} em P e estendermos
paralelamente ao longo das geodésicas da conexao pseudohermitiana, obteremos um cor-
referencial local {#*} suave em uma vizinhanga de P que satisfaz w? = 0 em P. Se {6%}
for admissivel em P, entdo {0“} serd admissivel, pois VT = 0 e VJ = 0. Além disso,
como Vgy = 0, teremos Vdf = 0. Como df = ih,z0% A 60, a matriz h.z ¢ constante nesse

referencial. |

Definigao 2.1.5. Um referencial local {T,} em torno de um ponto P € M tal que
1. WwP=0emP,
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sera denominado referencial pseudohermitiano em torno de P. O correferencial ad-

missivel dual {6} serd denominado correferencial pseudohermitiano (em torno de
P).

A proposigao anterior afirma que existe um referencial e um correferencial pseudoher-
mitiano em torno de qualquer ponto P € M. A partir desse momento fica subtendido
que todo referencial e todo correferencial considerado sera pseudohermitiano, salvo men-

sionado o contrario.

Para uma funcao real f sobre M, denotaremos
fa=Tuf, fa=Taf, fo=TF,
de modo que
(2.13) Vf=df = fub" + fad" + fof.

A segunda derivada covariante de f, denotada V?f e também denominada (1,1)- Com-
plex Hessian-

, ¢ um (2,0)-tensor com componentes

faﬁ = TBTaf_wapy(T5>T’yf;

fag = fap;

fog = TFTof —w, (T5)T, f;
fag = K@

foo = TTof —w,J(T)T, f;
Jao = E;

fos = TsTf;

foB = fTﬁ%

foo = T*f.

Observe que em relagao a um referencial pseudohermitiano em torno de P, as derivadas
covariantes em P sao iguais as derivadas ordindarias. Iremos utilizar esse fato para obter

algumas identidades.
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Proposigao 2.1.6. As componentes da sequnda derivada covariante V2 f satisfazem.:

(2.14) fop = f3a+ thagho,
(2.15) fag = fga
(216) an = faO“'Aoryf’y'

DEMONSTRAGAO: Derivando df = f,0% + fa0% + fof, obtemos
0=d*f =dfy NO* + fod0 + dfs N OY + f5d0% + dfy N\ O + fodb.
Em P, temos

dfe = faol + far + fas07,

d6* = AALE,

dfs = faol + far0" + faz07,

6" = AA%,

dfo = foof + for 07 + fos07,
A9 = ihaz0° N0,

Substituindo essas igualdades na derivada acima, encontramos

0 = (faol AO* + far0 AO™ + fors 07 N O%) + (f2A%0 A O)
+(fa0d N OY + far 0 NOY + fas07 NOY) + (faA%0 N OT)
F(foo A0+ for 87 AO+ fos87 AO) + (i fohaz60% A 6°).

Observando que f, A% = thaBAO% = ABWfB e que faA%, = Ap, [P, obtemos

0 = (foz()_f()a_{—A'yafry)e/\ea‘f—faﬁH'B/\ea
+(fap — foa — ihagfo)0” A O°
+(fao — foa + Ao’fyfiy)e NG+ f@,—y@'7 A 0%,

donde segue o resultado.
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2.2 Curvatura pseudohermitiana

As formas de curvatura da conexao pseudohermitiana V, expressas em termos da um

correferencial admissivel {0}, sdo dadas por

(2.17) [ = dwg” —wy A w,’,
(2.18) Iy = I,
(2.19) I,° = I =1I," =115 = 0.

Webster mostrou em [45] que a forma de curvatura 15" satisfaz a seguinte equagao

de estrutura :
(2.20) TI5% = Rg™ 507 N7 + W00 N0 — W 07 NG +ifg AT — iT5 N O
em que os coeficientes possuem as seguintes simetrias

(221) Rg@pa = Rp&ﬂ& - Rdﬂ&p = RaBo‘ﬁ?
(2.22) Woay = Woss.

Proposicao 2.2.1.

(2.23) Wy = Ag,°

DEMONSTRAGAO: Primeiro observe que 7, A 0% = 0 é equivalente a (2.12), donde
0° N1™ = Ry® 507 N 0P NO7 + W3 0° NOP NG — W0 NOP NG
De TI* = dwg* — wg" A w,?, obtemos em P,
5" = dwg®
Por outro lado, derivando df® = 6° A wg" + 60 A 7%, encontramos em P
95/\de°‘ =dONTY —ONdT”

Agora,
dO AT = ihag0* AO° AT =i0% NO° ATz = 0.

Assim
—O N dT = R .07 NP NOT + W 07 NOP NG — W07 NG A,
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Mas,
—ONdr* = —0 NdA", NOP — A0 NdOP = —A° 0 N0 NOP — A% O NP NP
Comparando os coeficientes de 8 A 0% A 67, obtemos
o = A%

Dali,

Wﬂap = W&aphﬁf? = Wc_fﬁphﬂffh(w = W7 shgoh®" = A% hg,h*Y = Aﬁﬁ;a - Aﬁp;a )

provando o resultado. |

Essa proposicao diz que a forma de curvatura da conexao pseudohermitiana é comple-
tamente determinada pela tor¢ao pseudohermitiana e pelo tensor cujas componentes sao
(e
Rg% 5.

Definicao 2.2.1. A curvatura pseudohermitiana da conexao V € o tensor do tipo

(3,1) cujas componentes sao dadas por Rg®,; .

Definicao 2.2.2. A contracao da curvatura pseudohermitiana com a forma de Levi Lg
fornece um tensor do tipo (4,0) denominado tensor curvatura de Webster cujas

componentes 540 gz .

Definicao 2.2.3. A contragdo R,* ; fornece um tensor do tipo (2,0) denominado tensor

_y Y : - b
de Ricci pseudohermatiano cujas componentes sao Ry; := R, 5 .

Definicao 2.2.4. A contragao do tensor de Ricci pseudohermitiano com respeito a forma

de Levi é denominada curvatura escalar pseudohermitiana e denotada por R =
P — R _JPo
R, = Ryzh" .

Em [31], J. Lee apresentou algumas identidades envolvendo derivadas covariantes da
curvatura escalar, do tensor de Ricci e da torcao pseudohermitiana. Tais identidades
foram denominadas identidades de Bianchi .

Lema 2.2.1 (Identidades de Bianchi). A curvatura pseudohermitiana e a tor¢ao satisfa-

Zem

(225) RP5§’Y - RW_T;P = iAaw;ahP5 - iAap;ah75
(2.26) Ry—Rp” = —i(n—1)4,,°

(2.27) Rozio = Aup®s+ 45"
(2.28) Ro = A, +A4A; "
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DEMONSTRAGAO: Pela proposi¢ao (2.2.1), temos
I =dw,” = R0’ NO7 + A, . “0" NO — A% 07 NG
Derivando, obtemos

AR 50" N7 + Rypd(0” AO7) + dA,., 0" A0
A (07 A G) — dAY 07 NG — A% d(07 N )
= Rysin0" NO° NO” + Rys.507 NOP NO7 + Rz 00 N O° N G°
+Rp5d0° NO7 + Ry NdO” + A, “07 NOVANO+ A, Y07 NOTAD
+A,, “dOVNO+ A, 0T NdI — A% 07 A VAN,

¥; ap
— A~

ap” NG — A AT NG — A 07 N dB = 0.
Substituindo as identidades
df = ih,:0” N 67,
A0 =0 Aw +ONTP =07 ANw + AT ONDT,
e calculando em P, obtemos
(Rpginy — 1A, “hps )07 NOP N7 + (Rys,5 — 1A

+<RP5;0 - Aap;ac? - Aa&;ap
H(Rpe A5 + A% 5)0 NOTAO7 = 0.

. aPps)0T N OP NG
JONOP NOT + (Ry A% — A2 )0 NOP N O

ay; p

Notando que os coeficientes de 67 A 0” A 67 e de 6 A 607 A 07 satisfazem

: o _ s ap
Rys. — onm hps = Rysp @Aap; hyg,
J— (0% (6%

Rpgio = A, “5+A

ag;ap?

e que

A0y =A%, ﬁp hap = Ag, *

o Ba; p

Derivamos as identidades (2.25) e (2.27). Agora, de (2.25), deduzimos que

Qi

— = P _R_O
R%“/ R*ﬂ'f; RP Y Rw;

= (Rosiy — Rysy)p) hP?
= (iAy, “hyy — Ay, “hoy) 7

— a_ agp
= A, “ —1i4,, "’
. o . o
= A4, "~ —inA,,
— y «
= —i(n—-1)A,..“,
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o que prova (2.26). Finalmente, (2.28) segue de (2.27), pois

Ro=R," = Ryg0h" = (A, "5 + A Bp> h?? = Aap ™ +A56;B6'

ap; o Ba;

O tensor curvatura da conexao pseudohermitiana é o tensor do tipo (3, 1) definido em
todo C® T'(M) por
RY(Y,Z)X = [Vy,Vz]X — ViyzX.

Em relacdo a um referencial local {T,}, podemos escrever
D o o 0
R¥(Tp,Te)Ta = RY 4 pcTp = RY 4" pcTo + RY 4" pcTo + RY 4 pcTo.

Como T o e Ty, sao paralelos com respeito a conexao V, temos

Além disso, de VT = 0, obtemos

D
RVO BC - 0

Dragomir mostrou em sua tese de doutorado que (veja também [13])

dwg —wy Aw,” =RV 0P NO7 + W07 N0 — W% 07 N+ i AT —iTs A O”.
Portanto, RV ¢ uma extensao natural do tensor curvatura pseudohermitiano.

Definicao 2.2.5. O tensor de Ricci da conexao pseudohermitiana V é definido por
Ric¥ = C3RY,

ou seja,

RicY(Y, Z) = traco{ X — R(X,Z)Y}.

Dado um referencial {7}, temos
, D 5 5
Ric¥(To,T5) = RY pj = RY "5 = Ragygh"” = Rypuh™ = R 7 5 = Rap.

Isso mostra que o tensor de Ricci pseudohermitiano R, 5 ¢ apenas um fragmento do tensor
de Ricci RicY da conexao pseudohermitiana. Uma questdo natural é se o tensor de
Ricci pseudohermitiano R,z determina RicY. Dragomir [13] mostrou que a menos que a

torcao pseudohermitiana seja nula, a resposta é negativa. Existem outras componentes
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2.2 Curvatura pseudohermitiana

nao triviais de RicY que dependem da torcao pseudohermitiana 7 e de suas derivadas
covariantes. Por outro lado, ele mostrou que a curvatura escalar pseudohermitiana é
igual a curvatura escalar da conexao pseudohermitiana (a menos de um fator constante

1/2). Precisamente, temos:

Teorema 2.2.1 (Dragomir). Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana nao-degenera-
da. Entao

(2.29) RV, = i(n—1)Augs,
(2.30) Rvag = R,z

(2.31) RYos = A7,
(2.32) RV. = 0.

Além disso,
R = 1 traco(RicY).

As demonstragoes desses resultados podem ser vistas em [13]. No entanto, convém fazer

algumas observagoes sobre os tensores R,; e RicY.

1. R,5 ¢é Hermitiano (sobre 77 ):

Rys=R,°

o aff

- RO’ﬁO[B hﬁg - Rpﬁlga hp& - Rp pﬁ& - Rﬁ@

oD p . op op D -V
RO‘B - R P B - Rpa-aB tha - Raa-péh = Rao—ﬁﬁh P = R—pﬁﬁ - RZC aB-

p « &

3. Ric é simétrico sobre C® T'(M):

RicY o5 =i(n — 1)A,5 = i(n — 1)Age = RicY ga,
RicY 353 = RicY o5 = RicY go = RicY 35,
Ric¥ 5, = Rgs = R.5 = Ric" 3.

A partir desse momento denotaremos Rap := RicYsp. Em relacdo ao referencial
{T,T,,T5}, o tensor de Ricci da conex@o pseudohermitiana V possui a seguinte repre-

sentacao matricial:

z(n - 1)Aa5 R@g AJ,B; 7
Ric : R,z —i(n—1)Ass Az 7
0 0 0
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2.3  Mudancas na estrutura pseudohermitiana

Seja (M, 6) uma variedade pseudohermitiana (estritamente pseudoconvexa). Se 6 é uma
estrutura pseudohermitiana para M compativel com 6, entao 0 = e2uf para alguma funcao
real u € C°(M). Nessa secao, iremos expressar os invariantes pseudohermitianos de ]
em termos dos invariantes de #. Primeiro, precisaremos determinar a lei de transformagao
das formas de conexao. Os resultados apresentados aqui foram obtidos por J. Lee em [30]
e [31].

Lema 2.3.1. O correferencial {0* := 6% + 2iu0} satisfaz a identidade
00 = i, AP,

no qual 0 = 0. Em particular, {5“} ¢ um correferencial admissivel para (M, 5) com

referencial dual Ta =T,. Além disso, a direcao caracteristica de do ¢
T = e (=20, + 2Ty + T)

DEMONSTRACAO: Temos,

do = d(e*)
= e*(df + 2du A 0)
= ¥ (ih50% A 07 + (2uab + 2uz6°) A 6)
= ¥ (ihaz0% A 07 + ihoz(—2iu”0% — 2iu%6%) A 6)
= ie®haz(0% N 07 — 20u70% A O — 2iu0° N 6)
= ihaz0% N6,

Seja T = a®Ty, +a®Ts +aT a direcio caracteristica de df. Do fato que (T) = 1, obtemos
e™(T) = ea = 1,

donde a = e~2*. Como 67(T) = 0, encontramos

07(a*Ty + a®Ts + aT) = (07 + 2iu"0)(a®Ty, + a®Tx + e 2*T) = a7 + 2iu"e > = 0,

donde a® = —2iuYe~?". Analogamente, obtemos a® = 2iu7e 2. |

Considere M munida da nova estrutura pseudohermitiana {f = 24} e com correfe-
rencial admissivel {0% = 6%+ 2iu“0}. Nosso objetivo é determinar as 1-formas de conexao

W, B ¢ 1-formas de torcao 7 de (M, 0). Tais 1-formas s@o determinadas unicamente pelas
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equacoes

(W1) d0* = 0 NG,° + 0 AT
(W2) dFP = Bog + B30
(W3) A=Az, emqueT, = A 30°.

Derivando 6%, temos

(2.33)  df* = dO® + 2idu® A0 + 2iudl
= 0T Aw, 0T+ (Tu0 + Tyuf7) A9 — 2uh 307 A 6P,

Agora,
u“py = u;ph®
= (Tpus — w5’ (T)uz)h*”
= Tpuzh* —w*(Tp)u,
= (—usTph® + Tpu®) — waB(TB)uﬁ.
Como

(JJBa + Waﬁ = dhﬁaha6,
considerando {7, } pseudohermtiano (h,; = constante), obtemos
up = Tpu® + v’wg™(Tp),

donde

Tu®0" + Tu®d’ = u®, 07 — uﬁwﬁo‘ (T))8" + Ua,—ym - Uﬁwﬁa (T3)0"

= w07 +u 07 — uw” + uPw,*(T)6.
Substituindo em (2.33), chegamos a

d0® = 07 Aw, ©+0 AT+ 2i(u® 07 +u07
—uPws® + uPws(T)0) A O — 2u®h 307 A 6O
= 07 A (g + 2iuy0 — 2uhgs87) — 2iulwy @ A G+ (A% — 2iu)0 A6
Fazendo a substituicao 0% = 08 — 2iu20, derivamos
d0™ = 07 A (ws® + 2iu®50 — 2u“hg07)
—20uP A wy® + div’uhgs A 0T — 2iulwg* A+ (A% — 2iu®)0 A 6T
= 6° A (wp™ + 20u30 — 2uhp507) + 0 A [e7 (A% — 2iu®; + diusu®)]67.
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Defina

T = G_QU(AO% — 20u°; + diuzu®)g’.
Temos
Ay = A%hgg
= (A% — 2iu®, + diugu®)hog
= Ags — 2iugy + diuguy
= Asz — 2iusg + diuqug

Agora, considere
@5" = wg™ + 2iu30 — 2uhps07 + FO°.

Observe que, por construgao, W, satisfaz [W1]. Resta entao determinar F' de tal maneira
que wy” satisfaga [W2]. Escrevendo
Wt = wg® + 2iu0 — 2uhpy07 + FO° +2iu’ Fo
= wg" + F0” — 2u*hgs07 + 2i(u®s + u’F)0,

temos
&/35— = aﬂa,ﬁaa— = €2u((JJ65— + Fhaa-eﬁ — 2U5—h/37y€:y + 2@(“5—[3 + U/Bhaa—F)g),
donde
C~L)5[3 = ezu(w(5-5 —+ Fh/ggﬂﬁ — 2u[3h7597 — 22('&35— + ’U/ﬁhgaf)e) .
Logo

CNUB& + @5_6 = 62u(w/35- + (A}a—ﬂ ‘I— (Fhaa—(sg - 2u5h75—)07 + (Fhﬁ@ég - 2U5—h/3§/)0,7
+2@(U5-6 — UBs + Uﬁhaa—F - U6h5&F)6>

Por outro lado,

dhgs = d(€*"hgs)
= €2u (dhﬁa— -+ 2h135-du)
— €2u(W5a- + (Ua-ﬁ + QU,Y]’L/B&Q,Y ‘l— 2u,§/h65—0,§/ + QUOh/Ba—Q)

Mas F' satisfaz necessariamente
Fhaa-ég - 2u[3h’ya - 2U,yhﬁa—,
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donde
F(Sg - 2U6hrya-ha6 _I_ 2uryh65—ha6 - 2uﬁ5§f _|_ 2u’y5g

Fazendo uma substituicao direta, pode-se verificar que F' ainda satisfaz

Fhﬁaég — 2U5—h57y = 2U,—},h55

22(“5—6 — UBG’ + U/Bha&F — u&hﬁaﬁ) = QUOhﬁa—.
Portanto,

" = wp™ + 2(u + 20 ugd + 2uPu,05)0 — 2u” gy + (2us05 + 2u,03)0".

Podemos resumir esses resultados no seguinte lema:

Lema 2.3.2. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana. Se 0 = 20 ¢ 6% = 0°+2iu0),
entao

wg = wg” + 2i(u + 2u5u5(5f; + 2u5u75§)6 — 2uhps07 + (2upds + 2u,05)60”,

~oz_~oc7y
T = A%0,

em que gﬁv = Agy + 2iug, — 4iugu,.

Corolario 2.3.1. Seja 0 = 0. Com relagao ao correferencial {é’a = 0% + 2iu*0}, os

simbolos de Christoffel da conexdo pseudohermitiana V sio dados por

(2.34) I = I+ 2ugd + 2u,08,
(2.36) U5, = e 2 (T9; — 20ulT% + 20T + 2iu®, — diuug) .

DEMONSTRACGAO: Temos

s = wt(1)
= ws™(T})) + 2updy + 2u,dj
= T4+ 2ud] + 2u,05;
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F% - @BQ(T;Y)
= wg"(T5) — 2uhgs

= B (—2i' T, + 20Ty + T))
= (20T (Ty) + 2005, (T) + 5 (T))
= 2 (09, — 20T + 20T + 2iu®y — diuug)

Corolario 2.3.2. Seja 6 = ¢26. Com relagio ao correferencial {0 = 6% + 2iu®0},

temos

(237)  Rus = Rag— (n+2)(ues +ups) — (u,” +uy” +4(n+ Duu”)hyp;
(2.38) R = e?R-2(n+1)(u + us) — dn(n + u,u?).

DEMONSTRACAO: Da equacao de estrutura
5" = Rg" 507 A 07 + W07 Ao — Wamm NO 410 AT —iT3 N O,
obtemos

I = RS0 N0 +W, 200N =W 00 NO+i0, AT — ity A O

o o YO

= R0 AT+ W, 200 NG~ W07 AO.

Portanto,
dwaa = dwaa + woﬂ A (JJ,YO‘ = Haa = R,yaeﬂy A\ 96 mod 6.

Temos do lema (2.3.2),

«

0,0 = W, + 2i(u”, + 2u U8 + 2uuy05)0 — 2 has 87 + (2uadS + 2u,05)67
= w,* +2i(u”, + 2(n + Duyu?)0 + 2(n + 1)2u,07 — 2uz67.

Dai,

do,” = dw,” +2id(u”, +2(n + Duyu?) A0+ 2i(u", + 2(n + Lu,u?)do
+2(n + 1)2duy, A 07 + 2(n + 1)2u,df” — 2dus A 07 — 2u5d6" .
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Considerando o referencial pseudohermitiano e calculando em seu centro P, obtemos
dfd” =0 mod 0,
donde

dw, = dw,*+2(n+ Dus0" A0 — 2us,07 NG
—2(u’, 4 2(n + 1)u,u’)h.s6" A 67 mod 6
= dw,® + (=2(n + 1)uys — 2usy — (20, + 4(n + 1)u,u”)hys )07 A0 mod 6.

Agora,
2, =, +uf, = uﬁﬁ + quhpﬁ - uﬁﬁ + (uy5 — Z-uthB)hpf =u,’+ uﬁ’j — inu.
Assim,
do,” = dw,” + (—2(n+ 1)uys — 2us,
—(u,? + u;” — inug + 4(n + 1)u,u’)h,;) 607 A6° mod
= dw,” + (—2(n + D5 — 2uzy + inughys
_(Upp + uﬁﬁ +4(n+ 1)upu”)h75) 0" ANH° mod 4
= dw,” + (—2(n+ 1)uys — 2Usy + N(Uys — Usy)
_(Upp + “ﬁﬁ +4(n + 1)Upup)h75) 07" A6° mod 0
= dw,” 4+ (—(n + 2)(Uys + Usy)
—(u,” +u,” + 4(n + Duyuf)hys) 07 A 67 mod 6.
Como
R.s0" A0 = R507 AO° mod 0,
obtemos

éfya-e’y A 06 = (R,ya- — (n -+ 2) (u.ya- + u&’y)
—(u,” +u,” + 4(n + Duyu’)hys) 07 AG°  mod 6.

Portanto,

Ry = Rys — (n+ 2)(tys + tgy) — (upp - uﬁﬁ 40+ Dugu”) hag.
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Finalmente,

R = }Ng v — ﬁﬁ%w — o L
= ¢ (Ryo — (n+2)(urs + Ugy) — (u u,” + w,” + 4(n + Du,u’)hys) K1°
_2“( (n+2)( 74—11@ ) —n(upp+uﬁp+4(n—l—1)upu”))
*(R=2(n+1)(u, + us) —dn(n + Luu’)).

2.4  Hipersuperficies em C"*!

Iremos calcular a torcao e a curvatura de uma hipersuperficie em C**! definida como
o conjunto de zeros de uma dada funcao real r. Como caso particulares, estudaremos
a esfera CR e o grupo de Heisenberg. Esse tultimo é identificado com a fronteira do
Dominio de Siegel em C"*!. Apresentaremos também a transformacao de Cayley, que é
um biholomorfismo entre o Dominio de Siegel e a bola unitaria.

Denote as coordenadas de C**! por

2= (21,0, 2n) , w= 2",

Seja r : C"*' — R uma funcao suave. Considere os conjuntos
Q={(z,w) :r(z,w) <0},

M ={(z,w) : r(z,w) = 0},

e assuma que Vr # 0 sobre M.
Como vimos anteriormente, M admite uma CR-estrutura induzida da estrutura complexa
de C"*1. Tal estrutura é definida por
o |
Tip=C®T(M)Nspang i 1,.,n+1p.
Z’L

Considere a 1-forma real

= j"[i(0 — 9)r],

em que j: M — C"! é a inclusdo e 0 = 2.d7* + 5= dw ¢é o operador de Cauchy-Riemann

de C™*1.

Ozt

Proposicao 2.4.1. A I-forma real 0 = j*[i(0 — 0)r] é uma estrutura pseudohermitiana

para (M, T ) denominada estrutura candnica.
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2.4 Hipersuperficies em C"*!

DEMONSTRAGAO: Seja X € H(M). Entdo, X = Z + Z para um certo Z € Ty . Assim,

9(X) = ( +2)
_ (5 (7) or(Z)) = 2lm{or(2)}.

Agora,

or . or
A — A Zr =
8zld 2"(Z) + awdw( )=Zr=0,

pois Z € CRQT(M). Para 2/ =2/ +iy/,j=1,....n e w = 2" + iy temos

07‘ 8

Como Vr # 0, segue que 0 # 0. Portanto, 6 é uma estrutura pseudohermitiana. 1

or(Z) =

A partir desse momento, denotaremos # simplesmente por § = i(d — 9)r.

Para nosso propésito, suponha que as variaveis z e w sejam separaveis em r. Ou seja,

_Op _Op Py
Po = B ) Pa = 020 ) pa,B - 82(1626 _pﬁaa
9 _ 9 ¢ _
“=w " w T gwow T
Dai,
or = padz®+ qudw,
or = padz® + qudw,
donde

0 =i(0—9)r =i(padz® + qudw — padz® — qudw).

Para calcular a curvatura e a torgao de (M, #), primeiramente devemos determinar um
correferencial admissivel {#*}. Para isso, vamos supor ainda que ¢, # 0 e que 6 é nao-
degenerada.

A seguir, forneceremos um correferencial admissivel para (M, 6).

Derivando 6, temos
(2.39) 0 = 2i(pazd=" A dz° + quwdw A dw).
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Agora,

dw A\ dw = (Or — padz®) A (Or — pgdzB),

Guwdw N qpdw =

Quw Quw

donde

Guzdw A dw = G <07’ A Or — Or A padz® — padz® A Or + Papadz® N dzg) )
Quw

Como (0 + 0)r = Vr, dado X € T (M), temos

(Or +0r)X =Vr(X)=Xr=0.
Logo, Or = —0r e, assim,

0 =i(0 — 0)r = 2i0r = —2i0r.

Denotando @ = quw/Guwlw, encontramos

2igugdw Ndw = @ (—22’87“ A padz® — padz® A 2i0r + 2ipappdz™ N dz’3>

= Q (0 A padz® 4+ 0 A padz®r 4 2ipapsdz® A dzB> :
Subtituindo em (2.39), obtemos

do = 2ip,pdz™ A dz’ + Q <9 A padz® 4 0 A padz®r 4 2ipapsdz™ A dzB)

= 2i(pos + Qpaps)dz® N d2" + 6 A Qpadz® + 0 A Qpadz®.

Defina
hap = 2(Pap + QPaPz) » Na = —QPa » s =Ta = —Qpa = —Qpa-
Entao,
df = ih,zdz" A dz" + nadz® A O+ nadz® A 6.
Definindo
0% = dz* + in“0,
temos

df = ih,56° A 6°.

Portanto, {#* = dz* + in“0} é um correferencial admissivel para (M, §). Observe ainda
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2.4 Hipersuperficies em C"*!

que a forma de Levi associada a 6 tem representacao matricial
hop = 2(Paj + QPaDj)-
Para obter o referencial dual a {#“}, observe que ele satisfaz
df =Tof0 +Taf0*+Tf0
para qualquer funcao suave f de M. Logo,
0  pa 0 i(ac? 1—19777”&_@6’_1—19777”&)

Ty=2 Pa 9 —p_1 ]
2\ 5z * Gw Ow T 5 ¢w Ow

em que T é a direcao caracteristica de df.

Agora, podemos calcular as 1-formas de conexao e 1-formas de torgao de (M, #) com

relagao ao correferencial admissivel {6°}.

Derivando 6% = dz* + in“f, temos

do* = idn™ N0+ in*do
= i(Tgn“0° A O+ Tgn0° AO) — 11°hss0° A O
= 0° A (ITen™0 — n*hss07) + 0 A (—iTyn*07).

Seja
wg® = iTpn™0 — n*hes0" + F6°,

na qual F' serd escolhida adequadamente de modo que dhgs = wgs + wzs. Temos,

wss = 111" hasl — Nhes07 + Fhas0”,
Wz = iTﬁn&hﬁae —nghys0" + Fhﬁ(j@&,

dai
dhgs = (iTsn"has + iT5n hsa)0 + (—nghye + F65has)0” + (—nshss + F6hes)d.
Portanto, F' necessariamente satisfaz
T hgs = —nghs + Féghw—,,

ou seja,
F(Sgh‘aﬁ = nﬁh,ya + T,yh,ga-.
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Assim,
CLJ65. = iTﬁT]aha&Q — na—hﬁ:feﬁ/ + Fhaa—e'g
= iTﬁnahaae — nahﬁfyery —+ F5gha597
= (’I]IBh,,ya— + T7h55)97 — nahﬁf)/e:y + iTﬁnahaag.
Além disso, as 1-formas de tor¢ao sao dadas por 7@ = —iT5n*¢7. Podemos resumir esses

resultados na seguinte proposicao:

Proposicao 2.4.2. Seja M a hipersuperficie de C**' munida da CR-estrutura induzida

da estrutura complexa dada por
M ={(z,w) : r(z,w) = 0},

onde v é uma fungdo suave. Se Vr # 0, entdo 6 = i(0 — O)r é uma estrutura pseu-
dohermitiana para M. Além disso, se r(z,w,zZ, W) = p(2,Z) + q(w, W) com q, #0 e 0 €
nao-degenerada, entao

0% = dz" +in“0

¢ um correferencial admissivel para (M,0) com referencial dual

e direcao caracteristica

i 0 1—pm 0 ~ 0 1—psm? 0
T:— fo Y @ _ Y .
2 (77 0z¢ + Gw Ow g 0z¢4 Gw Ow

em que Mo = —Qpa, Q = quw/qwlw -
Com relacdo a esse correferencial a forma de Levi é dada por

hag = 2(Pap + QPapp)
e as 1-formas de conexao e as 1-formas de tor¢ao sao dadas, respectivamente, por

ws® = (npos + T, hpsh®)0 — n®hgs07 + iTsn™0,
Ta = —ZTX/TIQQW

Esses resultados possibilitam obter a curvatura de Webster Rgs,5 de (M, 6). Como

vimos anteriormente, as 1-formas de conexao e 1-formas de torcao satisfazem
dwgs — w57 ANw,* = Rg" 50" A 07 + il AT — 15 AO* mod 6.
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Apds uma longa conta, comparamos os coeficientes de #” A 67 e obtemos

Rﬁ@p& == —TC—;Tphﬂry + hvﬁTphﬁﬁT(}haw + hpa—n'yTﬁho—[y — hpgf’r]’nyyhﬁa — h@pTﬁnﬂ
—hgsTma — hpsTpna — ngnahps — 141" hashpa-

2.4.1 A esfera CR

A esfera S?"*! pode ser vista como o conjunto de zeros da funcao

r:Ct! 5 R,

r(z,Z,w,w) = 2%2% + ww — 1.

Como Vr # 0, a 1-forma real

0=i(0—0)r=i(z7d2) — 27dz" + wdw — wdw)

é uma estrutura pseudohermitiana (canonica) para S***1. Além disso, observe que pode-
mos definir

p(z,2) = 2%2% |, qlw,w) =ww — 1,
donde

a

Pa =27, p@zzaa paB:(SozB

qu :wa o = W, Guw = 1.

Considerando a vizinhanga da esfera onde w # 0, teremos

1 2
A forma de Levi é dada por
a,pB
z

z
h,7 =20.,5 +2——
af a6+ |U)|2’

que é uma forma nao-degenerada. Portanto, o correferencial admissivel para (S*"*! 0)
definido em w # 0 é

« « - Zg ao
0% = dz* — 1 P he°0
com referencial dual _
T - 0 _z 0
Y0z W ow
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e direcao caracteristica

Em z =0, temos

Além disso,
T.n® =Tmsh , Ton° =T,n,h.

Como
T 27\ | —|wPTyz” + 2T wl*  —|w’by, — 2727 by,
e\ M) [t B T L
2 —|wPT, 2% + 22T, Jw[*  —2%27
Tofle = 1 <‘|w|2): fwft " Tep

em z = (), encontramos
a - any
7% = —iT5n"0" = 0,

Rﬁdpg - hﬁ&hpﬁ + h‘pdh‘,BE'-

Conseqiientemente,
Rpa- - hp& + 5§hﬁ5 - (n + 1>hp5-,

R=R/=n(n+1).

Para ver que 7* = 0 e que R,z = (n+ 1)h,; em toda esfera, observe que o grupo unitério
U(n+1) age transitivamente sobre S?*! e preserva a estrutura pseudohermitiana 0. Além
disso, o grupo de isotropia em (0,1) é U(n) x U(1) C U(n + 1). Portanto, S**™! pode ser

vista como a variedade homogénea

S =~ U(n+1)/U(n) x U(1)
e, conseqilentemente, como 7 = 0 e Ry = (n+ 1)h,s em (0, 1), segue que 7* = 0 e
R,; = (n+ 1)h,s; em toda esfera.

Definicao 2.4.1. Uma estrutura pseudohermitiana 6 ¢ dita pseudo-FEinstein , se

R
R.5 = —has-

n

Em resumo, temos:

Proposicao 2.4.3. A esfera CR (SQ"+1,é) ¢ uma variedade pseudohermitiana estrita-

mente pseudoconvexa com torcao pseudohermitiana identicamente nula e com curvatura
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2.4 Hipersuperficies em C"*!

escalar constante R = n(n + 1). Além disso, a estrutura pseudohermitiana canonica 0 €

pseudo-Finstein.

2.4.2 O grupo de Heisenberg

O dominio de Siegel ¢ o dominio
Q={(z,w) €C™": 2%2% + L(w — W) < 0}
Sua fronteira 02 é a variedade
M ={(z,w) :r(z,Z,w,w) = 0},

em que 7(z,Z, w,W) = z*2% + £(w — w). Temos

L0 .0 i,0 0
Vr—zﬁ—i—zﬁ%—?%—%)#OemM.

Portanto,

_ _ ’ - - dw — dw
0 =1i(0—0)r=1i(2"d2" — 27dz" — %(dw —dw)) =i(2"dz" — 27d27) + v

2
é uma estrutura pseudohermitiana (canonica) para M. Além disso, observe que podemos
definir

p(z,?) = 2%2° ) Q(w7w> = %(w _w)a
donde

«

Do = Zaa bPa == yPap = 50{5

Guw 22/27 dw = _Z/2 aQwE:O-
Também temos
Q=0, n,=0.

A forma de Levi é dada por
hap = 2047,

que é uma forma nao-degenerada. Portanto, o correferencial admissivel para (M, #) defi-

nido em todo M é

0° = d2°,

com referencial dual



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

e direcao caracteristica

0 0

As 1-formas de conexao e 1-formas de tor¢ao sao identicamente nulas. Portanto, a curva-
tura de Webster Rgs,5 também € identicamente nula.
A fronteira do dominio de Siegel é o modelo plano da geometria pseudohermitiana.

Identificaremos esse modelo com o grupo de Heisenberg H".

Definicao 2.4.2. O grupo de Heisenberg H" ¢é a variedade C" x R munida do produto
(2,8).(2,t) = (2 + 2, t + ' + Im{ 2.2})

em que z,z' € C" e t,t' € R.

Se (z,w) € M, entao 2%2% = Im{w}. Assim, w = Re{w} + 2%z e, portanto, M é
parametrizado por C™ x R via a parametrizacao
f:C"xR — M
(z,8) — (2t +1i2%2%),
cuja inversa €
FUiM s C'xR

w4+ w
2

).

(z,w) = (2

A parametrizacao f é um difeomorfismo suave que permite transportar a estrutura pseu-
dohermitiana de M e sua geometria para H", tornando-o o modelo plano padrao da

geometria pseudohermitiana. Temos

frfdz* =dz*, a=1,...,n,

f (dw;—dw) g

Portanto,
O := [0 = i(2%dz" — 2%dz") + dt

¢é a estrutura pseudohermitiana canoninca de H". O correferencial admissivel canonico

para (H",©) é {§* = dz*} com referencial dual {Z,} caracterizado por
df = Z,07 + Z:0" + Z {9
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para toda funcao suave f : H" — R. Logo,

o .0 9
Za:@—i‘l,z&, Z—a

2.4.3 A transformacao de Cayley

A tranformacao de Cayley C : C*™! — C"*! ¢ definida por

z A —w
C’(z,w) = (1—{—'[1)’2]_—}——11}) .

2.z +z’ 1 —-w 1—-—w 2Z+ww -1
— t+ = t— || — | —t—— =
1+w? 2 1+w 1+w |1+ wl?

Em particular, C' leva a bola unitdria B"*! c C**! biholomorficamente sobre o dominio

Temos,

de Siegel 2. Com CR-estruturas induzidas da estrutura complexa de C*"*! C fornece
um CR-isomorfismo de S?"*! := §?"*1 — {(0, —1)} sobre a fronteira do dominio de Siegel

M = 0f). Usando a parametrizacao f : H" — M, obtemos um CR-isomorfismo
F .St 5 H»

definido como a composta F' = f~! o C. Denominaremos tal CR-isomorfismo também

como transformagao de Cayley. Nas coordenadas (z,w), a expressao de F' é dada por

(2.40) F(z,w):< : 'w_@)

L+w 1+ wp

Como F é um CR-isomorfismo, existe uma funcao n # 0 sobre S2**1 tal que
F*e = né.
Seja T a direcao caracteristica de dé. Entao,
n=nd(T) = F*O(T) = OF,(T).

Para determinar F,T, observe que

.’ L (aa+2¢i),

9z 14wz ow (14 w)? © 9 ow
9, 0 o 10
A 10 _ 10
fs Dz 0z s ow 20t
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Como 9 5 5 5
) _
T = (7 Y ALY =Y
2757 T " o  Van)
encontramos
. - 5 _
C*Tzi z 0 B z_ 87 w i—l— w_ 3_7
2\ (14+w)?20zv (1+w)?027 (1+w)?0w (1+w)?ow
donde - s .
R B 1z B 1z :
Portanto,
1

Denotaremos os elementos de volumes naturais associados as estruturas pseudohermitia-

nas canonicas © e é, respectivamente, por
dVo =OANdO™ ¢ dV;=0AdO".
Temos,

F*dVg = F*ONdO"
= F"OA(F*dO)"
= F'OA(dFO)"
= n"“é A df"
= |14 w[ 2y,

Assim, derivamos

(2.41) FO = [1+w|™2,
(2.42) F*dVe = |1+ w2 qvs;.

Observe, pela identidade (2.41), que a transformacao de Cayley nao é pseudohermitiana.
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Capitulo

3

Analise em variedades CR

3.1 Coordenadas normais pseudohermitianas

Consideramos H"™ com o fibrado H" gerado pelos campos de vetores

0
Zoc:_ ‘_04_7 :17"'a 5
aza—l—zz 9 e« n

e a forma pseudohermitiana
O = dt +i2%dz”" — iz%dz".

Definimos agora a aplicagao

Definigao 3.1.1. A aplicagio 6, : H* — H" dado por §, = (sz, s*t), para toda (z,t) € H",

¢ chamada dilatacao pelo fator s.

Considere o campo de vetores em H"

0 0 0
P =2 — 47—+ 22— =22, + 225+ 2tT.
(2,t) = 7 pyes +z oz + tat Z +z +

Como é facil observar, a norma euclidiana ||z|| em H" nao é homogénea com relagao a
dilatagao d,. Entao para adquirir uma norma com essa propriedade temos a seguinte

definicao.

Definicao 3.1.2. A norma de Heisemberg é
pl=.t) = (12" + )%,

A norma de Heisenberg é homogénea com relacao a dilatagao, isto é

p(0s(z,t)) = sp(z,t).



Anadlise em variedades CR

As 6rbitas das dilatagoes (exceto as orbitas degeneradas onde z = 0 ou ¢ = 0) repousam
em parabolas que passam pela origem. Fixe (W,c¢) € H", considere a curva v : R — H”
dada por y(s) = (sW, s?c). Cujo é a parabola contendo as érbitas de (W, c) e (=W, c). O
vetor tangente em 0 é (I,0), e para s # 0,

. -1
V=5 Py

Usando o fato que a conexao pseudohermitiana em H" satisfaz VZ, = VT = 0, entao

satisfaz a equacao diferencial ordinaria
(3.1) Vi = 2cT.

Uma variedade M, como ja vimos, uma estrutura pseduhermitiana gera uma decom-
posigao natural TM = H @ RT. Esta decomposigao, por sua vez, determina uma familia
natural de dilatacoes parabdlicas em todo espaco tangente 7, M andlogo a aqueles do
grupo de Heisemberg, tomando &, = sW + s?T para W € H, ¢ € R. As curvas em T, M
dadas por ow.(s) = sW + s2cT sao pardbolas analogas & curvas vy descritas acima. A
chave para a construgao de nossa aplicacao exponencial parabdlica é usar a equagao (3.1),
qual faz sentido em toda pseudohermitana variedade, levar estas parabolas em M, do
mesmo modo que que a aplicagao exponencial cléssica leva linhas radiais em geodesicas.

Isto ¢ realizado pelo seguinte teorema de David Jerison and Jhon M. Lee em [29].

Teorema 3.1.1. Seja M uma nondegenerada pseudohermitiana variedade e ¢ € M. Para
todo W € Hy(M) e c € R, seja vy = yw, denote a solugcao para a equagao diferencial
em (3.1) em M com as condi¢oes iniciais v(0) = q e ¥(0) = W. Ndés chamamos a
geodesica parabdlica determinada por W e c. Defina a aplicagao exponential parabolica
U :T,(M)— M por

(3.2) V(W 4 cT') = yw.(1),

onde estd definida. Entao U leva uma vizinhanga da origem de 0 em T,(M) difeomorfi-

camente em uma vizinhanca de g em M, e leva ow,. em Yw.,.

Para proposta de calculo, serda conveniente termos referenciais holomorfos em uma
vizinhanca de ¢ no qual é paralelo ao longo de cada curva vy,.. Para isso, temos o
seguinte lema, cuja prova é bem semelhante ao que é feito em vizinhancas geodésicas

classicas, e tal prova pode ser encontrada também em [29].

Lema 3.1.1. Suponha que X € um campo de vetores definidos em uma vizinhancga de g

em M qual é paralelo a cada curva yw, . Entao X € suave em uma vizinhanga de q.

Desde que a conexao pseudehermitiana é compativel com a estrutura complexa, se W, |, €

H, entao a extencao paralela W, é uma seccao de H. Seja 0 correferenciais admissiveis
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para {WW,}. Sendo VT = 0, daf segue que 6% é paralelo ao longo de cada curva .. N6s
podemos escrever dff = ih,z0" /\93 para alguma matriz de fungoes h,z. Por causa que
V(0) =0, h,5 é uma matriz constante destes correferenciais.

Suponha que M é estritamente pseudoconvexo. Nés definimos referenciais especiais para
ser um referencial holomorfo {IW,} que é paralelo ao longo de cada curva 7y, e para qual
hog = 20,3 (como no grupo de Heisenberg); nés chamamos o dual admissivel correferencial

como correferencial especial. Nos temos o seguinte resultado

Proposicao 3.1.1. Todo referencial holomorfo em g € M para qual b,z = 25a5 podemos
estender suavemente para um referencial especial W, em uma vizinhanca de q. O corre-
ferencial especial dual {0,} € paralelo ao longo da curva yw,., e satisfaz df = 2i6* )\ 0.

Para qualquer duas estensoes que tem o mesmo dominio em comum.

Agora escolha um referencial especial {W,} préxima de ¢, seja {0,} seu correferencial
especial dual. O correferencial determina um isomorfismo A : T,(M) — H" por (2%,t) =
AV) = (0%(V),0(V)). Por sua vez, determina uma carta coordenada T := AoW¥~! em
uma vizinhanca de ¢g. Chamamos essa carta de coordenada normal pseudohermitiana
determinada por {W,}.

3.2 O sub-Laplaciano

Dada uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa (M, @), o elemento

de volume dVjy = 6 A df™ induz um produto interno L? sobre funcoes definido por:

(u,v>9:/ uv dVp.
M

A forma L} também induz um produto interno L? sobre se¢oes de H*(M) definido por:

oy = [ Lyt dva

Ser:T*(M)— H*(M) denota a restrigao e u € C°°(M), podemos definir uma segao dyu
de H*(M) por

dyu := 1 o du.

Definigao 3.2.1. O operador real Ay, definido sobre fungoes u € C§°(M) por
(Apu,v), = (dyu, dyv), ¥V v € C3°(M),
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¢ denominado operador sublaplaciano . Ou seja,
/ Apuv dVy :/ Ly(du, dv) dVy,¥ v e C;° (M),
M M

pois 0| L.

Em relacdo a um correferencial admissivel {#“}, o sublaplaciano possui uma expressao

particularmente simples em termos das derivadas covariantes [30]:

(3.3) Ayu = —(u,” +uy).

3.3 O espaco de Folland-Stein

Seja U uma subconjunto aberto relativamente compacto subconjunto de uma vizinha
coordenada normal pseudohermitiana @ C M. Com a notagao, se X; = Re(W;), X1, =

Im(W;), nos tomamos

X=Xo, ... Xo,, a=(ag,...,05), 1<a; <2n.

Se a = (ay,...,qq) tome [(a) = [. Considere as normas

(3.4) Ifllszy = Y I1X* Fllewy,
l(a)<k

onde

lgllze@) = (/ IglpdVg) .
U

Definicao 3.3.1. O espago de Folland-Stein Sy (U) é o completamento de C§°(U) sobre
a norma (3.4).

Definicao 3.3.2. Seja M uma variedade CR compacta estritamente pseudoconvexa e seja
{U; : 1 < j < s} uma finita cobertura de abertos sobre M. Seja {p;} particao da unidade
subordinada a {U,}. Nds definimos

SR(M) ={f € L'(M) : ¢;f € S{(U), 1<j<s}.

Temos entao o primeiro resultado de mergulho, analago ao classico mergulho de Sobolev

para variedade CR, que foi provado por G.B. Folland e E.M. Stein em [16].

Teorema 3.3.1. S;(M) C L*(M), onde £ =1 — 27&2 el<r<s<oo.

Temos também o anédlogo do teorema de Rellich - Kondrachov para variedade CR. Onde

a prova poder ser encontrada em [29].
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3.4 Principio min-max para operador de Yamabe

Teorema 3.3.2. Sel <r<s<ooe+>1— ﬁ entdo a bola unitdria em S7(M) é

compacta em L*(M).

3.4 Principio min-max para operador de Yamabe

Como pode ser visto em [27], uma mudanga de estrutura pseudohermitiana [

fornece a seguinte transformacao na curvatura escalar
R=e¢2R-2(n+ 1)(u,” + us) — dn(n + Luu?),
que pode ser reescrita como

(3.5) ¢R = R+ 2(n+ 1)Ayu — 2n(n + 1) dull3.

Fazendo a mudanca de varidvel e?* = v%¢, em que ¢ é uma constante e v é uma funcao

positiva, obtemos u = clnv. Como pode-se verificar, temos

1 c?
Ap(Inv) = . Ay e Hduﬂz =2 Hdeg.

Dai,
- A d 2 d 2
v*R = R+ 2c(n+ 1)—bv + 2¢(n + 1)—“ 1}2“9 —2n(n + 1)02—H Uzue
v v v
A dv||?
= R+ 2c(n+ 1)_1,1) + 2¢(n + 1)@(1 —ne).
v v

Tomando ¢ = 1/n, obtemos

~ 2 A
ViR=R+ 2+ )22,
n v

2
Denotando p = 2 4+ — |, temos
n

R=v"P(pAy+ R)v.

Dessa maneira, se 6 é uma estrutura pseudohermitiana fixada e v é uma fungao suave
e positiva de M, entao uma condicao necessaria e suficiente para que a estrutura pseu-

dohermitiana 6 = vP~26 tenha curvatura escalar constante R = \ & que v satisfaca
(3.6) p Ay + Rv = Pt

53



Anadlise em variedades CR

Essa equacao é denominada equagao de Yamabe CR e o operador

(3.7) Lo[v] := (pAy + R)v

¢ denominado operador de Yamabe CR . Considere agora a seguinte equacao

(3.8) pAyw+ Rv =" 2<qg<np.

Considereamos o seguinte problema variacional. Entao, como provado em [27],
A(M) = inf{Ay(v) : Bpy(v) =1},

em que

Ay(0) ::/MUL[U]CM,:/M(p\|dv||§+m?)dw

Byq(v) ;:/Mdm;:/M\v\qu@.

Tal fato acima vem do seguinte teorema, cuja a prova se encontra em [27].

Teorema 3.4.1. Se 2 < q < p entdo eziste uma solugao C* u, > 0 para a equagio (3.8)
satisfazendo Ag(u,) = Aq e By 4(ugy) = 1.

Aplicando o teorema 3.4.1 no caso de ¢ = 2, temos a existéncia do primeiro autovalor
A1(0) do operador de Yamabe (3.7) cujo autovetor é v > 0 € C°(M). Repetindo o mesmos
argumentos da demonstracao do teorema 3.4.1 no caso ¢ = 2, concluimos que existe
uma sequéncia de autovalores Ay < Ay < --- < Ag, ... com os respectivos autovetores
V1, V9, ..., Uk, ... onde fM v;v;dVy =0e By,(v;) =1seid,j=1,2.... Cuja caracterizagao
de )y variacional é dada por

_ it fM Lg[v]vdVy

(3.9) A (0) = o [,

onde By = {v e S}/ [,,vvidVy =0sei=1,...,k—1}. Temos também que limy,_, o0 Ay =

+00 e para todo w € S} (M) w = 3% a;v;. De uma forma mais conveniente temos uma

outra caracterizacao variacional de \g.

Lema 3.4.1.

L dV;
(3.10) A (0) = inf sup IMLZ]UQ.
VESH(M)dimV=k yev 0y [y V2AVo

DEMONSTRAGAO: Sejam U C S7(M) um espago vetorial tal que dimU = k e o S’ fecho

do espaco S =< v, Vi1, >. Consequentemente, existe w # 0 tal que w € S'NU.
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3.4 Principio min-max para operador de Yamabe

Entao I o
sup fM o[v]vdVy

> A
vev/foy Jo v2dVe

Concluimos que

Lg|v|vdV;
inf sup IMLQ]Q > A
UCS (M) dimU=k veujqo} [y V2dVy

Mas como propriedade de aplicagoes lineares auto-adjuntas em espacos de dimensao finita,

temos que
L dVi
A = sup —fM H[Z]U ’
vE<VL,V2,...,V > fMU d‘/@
Consequentemente,
L dV
(3.11) Ai(0) = inf sup M

VESHM)dimV=k pev/op [ V2dVo
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Capitulo

4

O segundo invariante de Yamabe sobre
variedades CR

Seja uma variedade C'R pseudohermitiana (M, 0), compacta, orientdvel e estritamente
pseudoconvexa com dimensao 2n + 1, sendo n > 2.

Neste capitulo, definimos o segundo invariante de Yamabe como o infimo do segundo
autovalor do operador de Yamabe sobre uma classe conforme de estruturas pseudoher-
mitinianas compativel com . Obtemos resultado semelhantes aos obtidos em [2], para o

segundo invariante CR.

4.1 O problema de Yamabe sobre variedades CR

Dada uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa (M, @), o elemento

de volume dVy = 6 A df™ induz um produto interno L? sobre funcoes definido por:

(u,v)az/ uv dVy.
M

A forma L} também induz um produto interno L? sobre se¢oes de H*(M) definido por:

(o, = /M Ly(w.n) Vi,

Ser:T*(M)— H*(M) denota a restrigao e u € C*°(M), podemos definir uma segao dyu
de H*(M) por

dyu = r o du.
Definigao 4.1.1. O operador real Ay, definido sobre fungoes u € C§°(M) por

(Apu,v), = (dyu, dyv), ¥V v € C5°(M),



O segundo invariante de Yamabe sobre variedades CR

¢ denominado operador sublaplaciano . Ou seja,

/ Apuv dVy :/ Ly(du, dv) dVy,¥ v e C;° (M),
M M

pois 0| L.

Em relagdo a um correferencial admissivel {#*}, o sublaplaciano possui uma expressao

particularmente simples em termos das derivadas covariantes [30]:
(4.1) Apu = —(u,” +uy).

Como pode ser visto em [27], uma mudanga de estrutura pseudohermitiana 0 = e2ug

fornece a seguinte transformagao na curvatura escalar
R=e¢2(R—-2(n+ 1) (u,” +uy") — 4n(n + Luu?),

que pode ser reescrita como

(4.2) R = R+2(n+ 1)Ayu —2n(n +1)||dul|2.

Fazendo a mudanca de varidvel e?* = v?, em que ¢ é uma constante e v é uma funcao

positiva, obtemos © = clnv. Como pode-se verificar, temos

1 c?
Ap(Inv) = ;Abv e Hdqu = Hdv||g.

Dali,
~ A dv||? dv||3
v*R = R+ 2c(n+ 1)—bv + 2¢(n + 1)—H U2||9 —2n(n + 1)c? H UQHG
v v v
A dvl|?
= R+ 2c(n+ 1)—bU + 2¢(n + 1)@(1 — ne).
v v
Tomando ¢ = 1/n, obtemos
2 ~ 2 A
viR=R+(2+ 52
n’ w

2
Denotando p = 2 + — | temos
n

R=v"P(pAy+ R)v.

Dessa maneira, se 6 é uma estrutura pseudohermitiana fixada e v é uma funcao suave

e positiva de M, entao uma condicao necessaria e suficiente para que a estrutura pseu-
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dohermitiana § = vP~26 tenha curvatura escalar constante R = \ é que v satisfaca
(4.3) pAW+ Rv = Pt

Essa equacao é denominada equagao de Yamabe CR e o operador

(4.4) Lylv] == (pAy + R)v

¢ denominado operador de Yamabe CR .

Como ocorre no problema de Yamabe classico, a equagao de Yamabe CR é a equacao

de Euler-Lagrange para o problema variacional
AMM) = inf{Ap(v) : By(v) = 1},

em que

Ay(0) ::/MUL[v]dVg:/M(p\|dv|]§+Rv2)d%

By (v) ;:/ d%:/ w[PdV.
M M

Quando M é compacta, a desigualdade de Holder garante que A(M) > —oo. Em [27],

Jerison e Lee provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Seja M uma variedade CR de dimensao 2n+1, CR-integravel, compacta,
orientdvel, estritamente pseudoconvera e seja 6 uma estrutura pseudohermitiana para M.
Entao

(a) \(M) depende somente da CR-estrutura de M, e nao de uma escolha de 6;
(b) (M) < u(S**1), onde S*"*' C C"*! € a esfera CR;

(c) Se u(M) < u(S*h), entao o infimos u(M) ¢é atingido por uma func¢io suave u
positiva, solucdo da equacdo de Yamabe CR. Portanto 6 = uP~20 tem curvatura

pseudohermitiana constante R.

Além desse resultado, Jerison e Lee mostraram em [29] que quando (M, ) nao é local-
mente equivalente CR a esfera e n > 1, entdo u(M) < p(S**). Ou seja, existe uma

estrutura pseudohermitiana apara M tal que (M, 0) tem curvatura escalar pseudohermi-

tiana constante.
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4.2 Autovalores do operador de Yamabe CR

Introduziremos e estudaremos um invariante, no qual chamaremos de segundo invariante

de Yamabe. Para isso, considere o operador
(4.5) Lylv] = (p Ay + R)v.

Como é demonstrado em [27], tal operador admite um primeiro autovalor A;(#). Usando
métodos padrao para mostrar existéncia de sequéncia de autovalores. Temos que £y tem

um espectro distreto
(4.6) SpecLy = {A1(0),2(0), ...},
onde os autovalores

(4.7) lim A\ (0) = oo.

k—o00
A caracterizacao variacional de \; é dada por
Joy uLlu] dVy ' S (2 lldulf + Ru?) dVy

4.8 A (0) = inf _ =
(4.8) 1(0) u;‘éO,ulenCoo(M) Jop 1w 2 dVy u;‘éO,ulenCOO(M) Jop 1w 2 dVy

Seja [0] a classe conforme de §. Assumimos que o invariante de Yamabe satisfaz (M, 0) >

0. Obtemos entao o nosso primeiro resultado.

Proposicao 4.2.1. Seja M uma variedade CR de dimensdao 2n+ 1, CR-integrdvel, com-
pacta, orientdvel, estritamente pseudoconvexa e seja 0 uma estrutura pseudohermitiana

para M. Entao, se u(M,0) > 0, temos que

(4.9) (M, 0) = inf A (0)V.
0e[b]

DEMONSTRACAO: Primeiro, provaremos que

(4.10) w(M,0) < ginf MOV
€lo)

Sendo (M, 0) = (M, ), tomamos u € C(M) tal que

~ [y (pu® + plldu||?)dVy
4.11 = 0 .
(411) A () [ v
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4.2 Autovalores do operador de Yamabe CR

Dali,

w12) MG [ = [ G plddav; = pore [ et

Mas, pela desigualdade de Holder,

(4.13) / w2dVy < ( / upd‘/g)p A
M M

Concluimos entao que

N

(4.14) () ( /M updvg) VT > (M, 0) < /M updV§>ﬁ.

Consequentemente,

(4.15) pu(M,0) < inf )\1(9)1/5"7“.
0e[b]

Agora, para provar a desigualdade contraria, provaremos que existe u > 0 € C*°(M) com
0 = uP~20 tal que

~ 1
(4.16) (M, 0) > inf X (6)V.
0e[b]

Como veremos mais adiante, podemos tomar a seguinte caracterizacao variacional de

)\1 (0)

. | Jys e + pu?) Vi
4.17 A(0) = f M .
(417) 1(6) in T

—2
weC§e (M),uKT w#0

Tomamos u > 0 € C*°(M), tal que u é o minimizador para u(M,d) pelo funcional

p l|dull§ + pu?) dVy
fM lulPdVyp

(4.18) Y(u) = Ju

Pela homogeneidade de Y'(u), podemos tomar u tal que [, |u[PdVy = 1. Entao, para
p—2

w e CP(M),uz w#0, temos
p l|dwl[5 + pw?) dVy

= _ Jul
(4.19) M(0) < T

Tomando w = u, consequentemente temos
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O segundo invariante de Yamabe sobre variedades CR

(4.20) M (G < Ju@ldulls + pu) dVy

= u(M, 8).
< T wdv; (M., 0)

Como [, [ulPdVy = 1, chegamos que M(0) < u(M,0), sendo Vy = Jiy lulPdVy = 1.
Concluimos finalmente que /\1(5)‘/5 < u(M,0).

Provamos entao que

~ 1
(4.21) w(M,0) = inf X\ (0)V0*.

delo) 0
Podemos ampliar agora esta definicao.

Definicao 4.2.1. Seja k € N*. Entao o k-ésimo invariante de Yamabe é definido por

~ _1
(4.22) pe(M,8) = inf A\(B)V

0e(6]

4.3 Caracterizagao variacional de us(M, 0)

Utilizaremos daqui para frente a seguinte notagao

(4.23) LE(M) = {u e LP(M) || u > 0,u # 0}.

Podemos representa os autovalores da seguinte forma

~ JvdVy
(4.24) A(0) = inf S Lalvlvdvy
VCC>®(M),dimV= kaV/{O} fM v dV
Para todo u € L% (M), definimos
(4.25)
Grip(Co(M))={V Cc C*(M)|dmV =k, V =<w,...,v0p > € W, u"T li's}.

Repassando C*(M) por S7(M), definimos Gri(Si(M)). Para todo u € L (M) v €

S2(M), tal que u"z v % 0, tomamos

1

(4.26) Flu,v) = (fM(prdZﬂi;Z@ dve) ( /M updve)nﬂ,
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4.3 Caracterizagao variacional de psy(M, 0)

A seguinte caracterizacao tem uma importancia central na tese.

Proposicao 4.3.1. Temos

(4.27) pr(M,0) = inf sup F(u,v)
ueLl (M),VeGri(ST(M)) vevy/{0}

DEMONSTRAGAO: Considere u € C*°(M) positiva. Definimos entao, para toda f € C*
f # 0 e tomamos 6 = uP~20, a seguinte aplicacao

Jur fLgfdVy

(4.28) F'(u,v) = v

Como pode ser visto em D. Jerison, J. M. Lee [27], se 0=r""20 ¢ p=2+ % temos
(4.29) (pAy + p)r~tu = r' P (pAy + p)u.

Dai temos que

(4.30) L5(r~tu) = r'PLou

Sabendo que dVy = uPdVj e 6 = uP=20 e trocando 0 por 0 em (4.30). Chegamos que

(4.31) Lif = u'"PLy(uf).
Consequentemente
F(u,v) = Jur /3 f ffjp;t‘J/;)dVe _
Sy ufLeluf)dVy

= fM<uf)2up—2dV'e7
trocamos uf por v acima.
Observacao 1. Ao trocar uf por v chegamos na caracterizacdao de )\1(5) dada em (4.17),

chegamos que

~ f vLyvdVy
Ae(B) = f g PROTE
(0) VeGrir(lSQ(M ilelgf v2uP—2dVy,’

Pela defini¢ao de px(M,0), com Vz = [, uPdVp, concluimos que

(4.32) pr(M,0) = inf sup F(u,v).

ueLl (M),VeGry (ST(M)) vev/{0}
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4.4 Equacao de Euler-Lagrange e regularidade

4.4.1 Primeiro resultado de regularidade

Mudando a notagao, por questao de conveniéncia, denotaremos agora mgVu = Vpyu,
onde mp : T(M) — H(M) é a projegao natural associada & decomposigao em soma direta
T(M)=H@RT (T é a direcao caracteristica de (M, 6)).

Nos provaremos o seguinte resultado de regularidade

Lema 4.4.1. Sejau € LP(M) e v € S2(M). Assumimos que
(4.33) Lov = uP%v

no sentido de distribuicao. Entao, v € LPT¢(M) para algum e > 0.

DEMONSTRAGAO: Defina vy = sup(v,0). Tome ¢ € (1, %) fixe um nimero real £ > 0

tao grande que tende a +00. Seja 5 = 2¢ — 1. Definimos as seguintes fungoes para z € R

0 sex <0
Fy(z) =< ¢ se0<z</
i lx —(g—1) sex >/

0 se v <0
Ge(z) =< 2P se0<z</
(gt — (g —1)09)  sex > L.

E f4cil verificar que
L (Fj(x))* < qGi(),
2. (Fi(2))* > 2Gy(w),
3. 2G(x) < BG(z).

Uma vez que F; e Gy sao fungbes continuas uniformemente Lipschitz, Fy(vy) e Go(vy)
pertence a S?(M). Seja o € M um ponto qualquer de M. Denotemos por 7 uma funcao
nao negativa C? com suporte na bola B,,(26) (6 > 0 é um ntimero tao pequeno fixo),
tal que 0 < 1 < 1 e com n(B,,(d)) = 1. Multiplicando a equagao (4.33) por n*G(v,)
e integrando em M. Uma vez que o suporte de v, e Gy(vy) coincide, observando que

G(vy) = Gy(v), conseguimos

(4.34)

p / < Vv, Vi Galoy) > dVy + / pusPGalv2)dVy = / 0,2 Go(v3)dV).
M M M
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Tratemos o primeiro termo da equacao (4.34). Mas antes temos que

/M 04 Goloy) A1) dV = /M < Vi(0sGalv4)), Vir(iP) > dVy =

= / Go(vy) < Vguy, Ven® > dVy +/ v Gy(vy) < Vguy, Vn? > dVy.
M M

Conluimos entao que

/ Go(vy) < Vgve, Van® > dVy = / U+Gg(U+)Ab(n2)d%—2/ v Gy(v)n < Vguy, Vgn > dVy.
M M M

Como consequéncia temos

/ < VH,U+7VH(772G£(U+)) > dVy =
M

= [ Galws) < Varve. V) + [ Gilwon Vv Vs =
M M

—/ U+Gg(v+)Ab(n2)dV9—2/ v Gy(ve)n < Vo, Vgn > dV9+/ Gy (v )PV gvy ||3dVae.
M M M

Tomando C' > 0 tal que Ay(n?) > —C. Sendo que ab < % + %, tome a = 2v||Vgn|le e

b=n|Vunle e aplicando a desigualdade de Schwarz temos que

2/ v Gy(vy)n < Vguy, Vgn > dVy < 2/ v Gy (v )0V v o]V an|ledVe <
M M

1
<2 [ RITmlBGi v+ 5 [ Gl IV, v
M M

Dai chegamos na desigualdade

/ < Vv, Va(n?Ge(vy)) > dVy >
M

y 1
>—C [ wiGilwdVo—2 [ EIValECH eV + 5 [ iR v
M M M

Usando 1., 2. e 3., sendo que por 1. e 2. temos

(4.35) —C/Mmeg(m)dvg > —C’/M(Fg(mr))deg,
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(136) -2 / os 0 IVl BG (03 )dVy > —2 / o IV 268G (03 )dV >
M M

(4.37) > 20k /M (Fu(vy))2dVy,

onde k < [|[Vun||2.
Por abuso de notacao, podemo tomar uma outra constante C' > 0 tal que
(4.38)

/ < VHU+,VH(772G£(U+)) > d‘/g Z —O/
M

1
(Filo)PdVict - [ (Fiw)? 2 7 Vo Ve
M q9Jm

1
> —C [ (Fo)dVe+ o [ P I9aFiws) av
M qJm

1 1
> _C / (Fy(vs)PdVi + — / IV s (1Eo(vs) |24V — — / IV anl2(Fu(os))?dVa.
M 4q M 2q Ju

Tomando uma outra constante C' > 0 (observe que aconstante C' > 0 depende apenas de

n,q, 53,0 e nao de £) e juntamos os termos com (Fy(vy))?, concluimos que

(4.39)
/ < Vv, Ve(n?Gy(vy)) > dVy > —C’/
M

[ (Fios)pave + > /M IV s (nFulvs)) [3Ve.

Usando o mergulho do espaco de Folland-Stein S?(M) em LP(M), existe uma constante
A > 0 dependendo apenas de (M, ) tal que

aw) [ \IVH(nFe(v+))\|§d%2A( I <an<v+>>pdva)’%— | vy,

Junto com (4.39), obtemos
(4.41)

[ < Vuee Vutiee > vz ¢ [ meras L ([ (nFe<v+>>pdve)§ .

Tomamos uma bola pequena o suficiente tal que

A n+1
/ uPdVy < (p—) )
B(z0,26) 8q

Aplicando a desigualdade de Holder, temos

/AJU”_?TIQ(Fe(UJr))QdVe < (/M upd‘/b)p}'72 (/M(UFZ(M))pdVb)i-
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Por 2. temos

| tepGiondve < [ wr i (B Pave
M M

Dai, concluimos que

2
P

(4.42) [ oapconan <l ([ areoran)

Novamente, por 2.

(1.43) [ oot Gitwaiavs = =¢ [ (mon)pav,

onde p > —C.
Usando (4.34), (4.41), (4.42) e (4.43), teremos

Proc ( / <nm<v+>>pdva)z <c [ (Fw) .

(4.44)

Pelo do mergulho do espago de Folland-Stein SZ(M) em L*(M), para 2 < s < p temos
que vy € L*(M). Uma vez que 2¢ < p e C independe de ¢, o lado direito da desigualdade
acima ¢é limitado quando ¢ tende a +o0o. Aplicando o Lema de Fatou reverso, obtemos

que
limsup/ (nFi(vy))PdVy < +o0.
M

{—+00
Isto prova que vy € L%(B,,(6)). Sendo zy arbitrario, chegamos que v, € L%(M).
Fazendo o mesmo com v_ = sup(—v,0) no lugar de vy, concluimos que v € L%(M). O

que prova o lema. |

4.4.2 O k-ésimo autovalor do operador de Yamabe para estruturas pseu-
dohermitianas generalizadas
Em uma variedade pseudohermitiana compacta (M,#), dizemos que 0 = uP=20, u €

LY (M), é uma estrutura pseudohermitiana generalizada conforme a §. Para uma estrutura

pseudohermitiana generalizada 5, podemos definir:

~ ] f vLovdVy
4.45 A (0) = f oM 7 7
(4.45) (0) vwé?sg(m)igg [y v2ur—2dVy

Proposicao 4.4.1. Para toda u € LY (M), 0 = uP=20 existem duas funcoes v, w perten-

centes a SE(M) com v > 0 e tal que no sentido de distribuicdo
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4.46 Lov = M (O
(4.46) 0 1(0)

(4.47) Low = Ay (0)uPw.

Além disso, podemos normalizar v, w por

(4.48) / uP~ 2% dv, :/ WP twidVy =1 e / uP~20wdVy = 0.
M M M

DEMONSTRAGAO: Seja (v,,),, uma sequéncia minimizante para A () isto é v,, € SZ(M)
tal que
p Sur PV avmll§ + pv7,dVy

(4.49) M(0) = lim. T oy,

Mas (|vm|)m é também um sequéncia minizante. Consequentemente podemos assumir
que vp, > 0. Se normalizarmos vy, por [, u?"?v2dVy = 1. Entdo v, > 0 é limitado em
S%(M) e passando a subsequéncia, se nescessario, temos que v, — v em S3(M). Como
temos o mergulho compacto de S7(M) em L*(M) temos que v,, — v q.t.p em L?(M). Se

tomarmos u suave, temos entao que

(4.50) lim uP?[v? — 02 |dVy = 0.

m—+00 M
Consequentemente teremos

(4.51) / u’?v*dVy = lim P22 dVy = 1.
M

m—0o0 M

Queremos que a situcdo acima seja valida para u € L% (M). Para isso, considere A > 0

um ndmero tao grande e tomemos uy = inf(u, A). Sabemos que

(4.52) ' /M uP~2(v? — v2)dVy

: / w2 |o? —op |dVy =
M

(453) = [ = ) = R oV =
M
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4.4 Equacao de Euler-Lagrange e regularidade

(4.54) = [ = b+ [ =R = kv <
(455) < [ =+ [ @ =]+ o)

Aplicando a desigualdade Holder, temos
(4.56)

Dai, teremos que

(4.57)
\

/ uP~2(v? — v2)dVy
M

[\V]

p 2
< A/ \U2—v,2n|dV9—|-(/ (uP~? — uﬁz)prdV})> ’ </ (Jv] + ]vm\)pdVg> ’ .
M M M

Como uy < u para todo A > 0, ug, < ug, com Ay < Ay e limy oo ug = u. Concluimos

que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

(4.58) lim < / (uP~2 —uf;,?)”fdv;,) R

A—o0 M
Sendo (v, ), limitado em S%(M), entao (v,,)n, € limitado em LP(M), pois S?(M) estd
mergulhado em LP(M) . Dai existe C' > 0 tal que [, ([v]+|vn|)PdVy < C. Como vy, — v
q.t.p em L*(M), concluimos, para u € L (M), que

(4.59) lim uP2|v? — 02, |dVy = 0.

m——+00 M

Entao para u € L%,

(4.60) / uP?0?dVy = lim | uP 0 dV, = 1,
M

m— 00 M

onde v é ndo-negativo minizador do funcional associado a A\;(f), v satisfaz

(4.61) Lov = N ()P %0

no sentido de distribuicao.

Definimos agora

Ju @IV aw|l§ + pw?)dVy

4.62 ' (0) = inf
( 6 ) )\2(9) m fM Up_Q'LUQd‘/g )
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onde o infimo ¢ tomado em w tal que u*z w % 0 e Jiy W *vwdVy = 0. Tomando o mesmo

processo, achamos w que satisfaz (4.47) com A;(0) no lugar de A\2(¢) . Usando a leis de

transformagao 4.30 e 4.31 concluimos que A, (6) = A\2(0) e dai concluimos a proposigao. 1

Observagao 2. Para k = 2 o infimo da férmula (4.27) sobre todos os subespagos V' €
Gri(S3(M)) € atingida para V =< v,w > e o supremo sobre todas as fungoes em V\{0}
¢ atingido por w. Utilizando o homogeneidade da func¢ao F(u,v) em u da equagao (4.27),
podemos tomar

0<(0]

4.4.3 FEquacao de Euler-Lagrange de um nimizador de )\QV%H

Lema 4.4.2. Sejo u € L'} (M) com [, uPdVy = 1. Suponha que wy, wy € ST(M)\{0},
wi,wy > 0 satisfazendo

(4.64) / IV unl + pw?)dVs < us(M, ) / P2V
M M

(4.65) / DIV wnl? + pud)dVs < us(M, ) / @ 2uddVi
M M

e suponha que (M\wy") N (M\wy?') tem medida nula. Entdo u é uma combinagdo linear
de wy e ws.

DEMONSTRACAO: Considere u = aw; + bw, onde a,b > 0 sao escolhidos de tal forma que

ar? [y e PwidVy [y whdV

4.66 =

(4.66) w2 [ ur2widVy [, whdVy

e

(4.67) / udVy = ap/ widVy + b”/ whdVy =1
M M M

(basta resolver o sistema em a, b nas duas equagoes acima).

Sabendo que

(4.68) pa(M,0) = inf sup  F(u,v),
ueL! (M),VEGT (ST (M) vev\{0}
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4.4 Equacao de Euler-Lagrange e regularidade

temos que

(4.69) pue(M,0) < sup  F(u, \wy + paws).
(Apn)eR2\{0}

Temos que

Ju IV Qw4+ pws) 13 + p(Awr + pws)?dVy
4.70 F(u, \ = M .
( ) (’LL, wy + /j"wQ) fM()‘wl 4 uw2)2ﬂp_2d\/9

Usando que (M\w;') N (M\w;?') (a medida é nula onde w; e w, sdo simultaneamente

nao nulos). Conseguimos

N [, @IV gwi|lf + pw?)dVy + p? [, (0l V aw:|[5 + pwi)dVe

471) F(a,\ =
(4.71) F(@, Mwy + pws) N2 [, [alr-2widV + 2 [, [alp-2widVy

Aplicando as hipéteses (4.64) e (4.65)

A [ uP P widVy + p? ), uP P widV
A2qr—2 fM widVy + p2bp=2 fM whdVy '

Considere agora

Alz/ up_wadV};,Blzf up_2w§dVb,A2:ap_2/ wlfd‘/};,Bgsz_Q/ whdVy.
M M M M

Substituindo a direita da desigualda (4.72), temos a funcao

/\2141 + IMQBl
4. HM\p) = —F——=
(473) (i) = e,

Derivando H com relagao a A e p

o 2,&2)\(141.82 - AzBl)
(4.74) IO = =

mas, por (4.66), teremos A; By = A3 B;. Concluimos entao que

(4.75) Hy(\, p) = 0.

Analogamente, conseguimos que
(4.76) H,(\ pn) =0.
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Concluimos que H (A, 1) independe de A e p, dai temos que o lado direito da desigualdade
(4.72) independe de A e p. Podemos entdo tomar A = a e p = b, teremos entao que

(4.77)

sup  F (@, \wr+pws) < po(M, 9)/

uP 2 (aPwi+b*w3)dVy = pa(M, 8)/ uP*udVy.
(Am)eR?\{0} M

M

Aplicando a desigualdade de Holder, temos

p—2 2

(4.78) / WP 2G2dVy < ( / upd\/g) ’ ( / apdvg)p — 1.
M M M

Dali,
(4.79)

p—2

N

P

sup  F(u, \wy + pwsy) < us(M,0) (/ updVg) ’ (/ EpdVg) = (M, 0).
M M

() eR2\{0}
Usando (4.69) concluimos que

p—2 2
v o ([em)” ([em) 1
M M M

Como temos a igualdade na desigualdade de Holder, conseguimos que u? = Cu? q.t.p.
Como fM uPdVy = fM uPdVy = 1 temos que C' = 1. Finalmente chegamos que u =

aw; + bws. |

Teorema 4.4.1. Assumimos que pus(M,0) Z 0 e que pus(M,0) € atingida por uma forma
pseudohermitiana generalizada 6 = u?~20 com u € LE (M).Seja v, w como o da proposicao

4.4.1. Entao, u = |w|. Em particular

(4.81) LEyw = pa(M, 0)|w[P~2w.

Além do mais, w muda de sinal e w € C>*(M) (a < p — 2).

DEMONSTRACAO: Sem perda de generalidade, podemos supor que f y U =1 (basta
observar que F'(u,v), definida em (4.26), é homogénea em u). Por hipétese, assumimos
que po(M,0) = )\2(5). Aplicando o lema 4.4.2 para w; := sup(w, 0) e wy := sup(—w, 0),
obtemos a,b > 0 com u = aw; + bwy. Pelo Lema 4.4.1 w € LPT(M). Por argumento
padrao de bootstrap, a equagao (4.47) mostra que que w € C**(M) para todo o € (0, 1).
Como u = aw; + bws, segue que u € C%*(M). Vamos dividir a demonstragao do teorema

4.4.1 em lemas.

Lema 4.4.3. w muda de sinal.
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4.4 Equacao de Euler-Lagrange e regularidade

DEMONSTRACAO: Suponha que w nao muda de sinal, isto é, podemos supor w > 0 como

ja vimos Sabemos que

(4.82) / uP2w?dVy = 1,
M

(4.83) / P 2vwdVy = 0.
M

Sendo u > 0 € C%(M) e w € C**(M) e v >0 € C®(M) ( veja [27]). Temos que, por
(4.82), u"z w # 0. Mas por (4.83) e w > 0, temos que WTwo=0masv>0€ C>(M),
entdo u’ w = 0, absurdo. |

Lema 4.4.4. X\ (0) < X\ (0)

DEMONSTRAGAO: Suponha A (#) = A\y(0). Pela definigao de A;(f), w é um minimizador
do funcional w + F'(u,w) sobre todas as fungoes em S?(M) no qual u' T w % 0. Enquanto

F(u,w) = F(u,|w|), temos que |w| é o minizador do funcional associado a A (#), portanto

teremos que |w| > 0 ( veja [27]), o que é absurdo ,pois w muda de sinal. I
Lema 4.4.5. u = |uw|

DEMONSTRAGAO: Seja n € C°°(M) cujo o suporte estd contido em M\{u='(0)}. Para ¢
préximo de 0, tomesmo u; = |u+th|. Enquanto u > 0 no suporte de u e sendo u continua,
temos que para t proximo de 0 uy = u + th. Com V =< v,w >€ Gry(S(M)). Teremos

que

(4.84) pa (M, 0) < sup F(ug, Ao + pw).
(M) €R\{(0,0)}

Pelas equacoes (4.46), (4.47) e as relagoes (4.48), teremos que
(4.85)

MDA L () =
A2 Jur uf*vdVy + 2\ Jur ufPowdVy + p Jur Uf_QUJ?dVe Mo

F(uy, \o+pw) =

A2\ (6) + p2 Ao (0) T
4. - rq .
(4.56) o T ( [ %)

) ) ) ~
Onde a; = [, u}” " v*dVp, by = 2 [, uf “vwdVy e ¢; = [, uf “w?dVj, sdo suaves com ¢

préximo de 0, além do mais, ag = cg = 1 e by = 0. A funcdo f(t,a) := F(uy,sin(a)v +
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cos(a)w) é suave para t pequeno. Com

o A2M(6) + 12X (6) )
(4.87) ft.0) cos?(a)a; + cos(a) sin(a)b; + sin?(a) e (/M td%) '

Tomando a a derivada parcial de f(t, ) com relagao a segunda varidvel, teremos

(4.88) N N

of (t, a) _ (2sin(a) cos(a) A1 (0) — 2sin(a) cos(a)Xa(8))(cos?(a)a; + cos(a) sin(a)b; + sin®(a)c;)
Oa (cos?(a)a; + cos(a) sin(a)b; + sin?(a) ;)2

(4.89)

—(=2cos(a)sin(a)c + (cos(a) sin(a))'by + 2 cos(a)sin(a)a,)(A2A1(8) + u2ra(6)) 7 T
(cos?(a)a; + cos(a) sin(a)b; + sin?(a) ¢, )2 (/M th(,)) '

Consequentemente

af((a(ll ) _ 2 sin(a)cos(a) (A1 (6) — Az (6)).

(4.90)

Dai, sendo A;(6) < Ay(f), teremos

2f(0,a) T
(4.91) Y 0 ace QZ’
0*£(0, @)
4.92 _ Z
(4.92) 0 < 0,a € 7Z,
02f(0, ) m
(493) W >0,CJ4€7TZ+§.

Aplicamos entao o teorema da funcao implicita para a fun(;ao no ponto (0, 0), teremos

uma vizinhanca de 0, tal que para todo ¢ nesta vizinhanca, a(t) é suave e a(0) =0,

para cada t pequeno fixo

2 f

(4.94) - (t.a(t) <0,

Olhando para a fungao f(a,t) = fi(«), sendo f;(«) periddicca, de periodo 27, os pontos

a(t) para cada t fixo s@o pontos criticos defi(a). Dai, temos entao que

(4.95) f(t,a(t)) =sup f(t,a) = sup F(uy, \v+ pw).
a€R (A\,p)ER?
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Como temos que

(4.96)
d 9 B d 9 d 9 B d . B
S limo sin*(a(t)) = = lico cos?(@(t) - lizo (sin?(at)) ) = = lico (sin(a(t)) cos(a(t))h) = 0

(Basta derivar normalmente e usar o fato que by = 0 e «(0) = 0). Consequentemente

li—o0 £ f(t, ) existe e temos, usando (4.87), que

) sttt = 2008) [~ s i ([ i) ) -
dt t=0 ) — N2 ) dt t=to “t dt t=0 y : ) _

= Xao(M,0)(p - 2) (— / P hw?dVy + / u”%d%) :
M M

Sendo que

(4.97) F(0,0) = sup f(t,0) = sup Flu, Ao+ ) > (M, 0)
a€R (A, p)ER?

e

(4.98) flt,at)) > pue(M,0).

Mas, por hipdtese,

Pela definigao de pip(M, 0), f admite um minimo em ¢ = 0. Como (M, 6) = Ao(M, 8) # 0

e p > 2, temos entao que

% =0 f(t, a(t)) = Aa(M, 0) ( jt =0 Ct+ (/ Iutld%) il) _

= X\ (M,0)(p—2) (—/ P hw?dVy +/ up_lthg) =0
M M
Dai temos
(4.100) / uP P hw?dVy = / uP~ hdVy.
M M

Como h é arbitrdrio tal que o suporte compacto estd contido em M\{u=*(0)}. Conse-
guimos que v?w? = vP~! em M\{u'(0)}. Como u € C%*(M) e u = asup(w,0) +
bsup(—w, 0), concluimos que u = |w| em M. |

Juntando os lemas acima concluimos o Teoremal
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4.5 Propriedades de pus(M, 6) e Teorema Principal

Seja 0 a estrutura hermitiana padrao da esfera. Se 0= uP~20, entao, como pode ser visto
em [27]

. S @IV gullf + pu?)dVy
4.101 M.0) = f M
( ) 1 (M, 0) ot T wdv, ,

onde p é a curvatura escalar pseudohermitianade (M, ).

Podemos provar agora o seguinte resultado.

Teorema 4.5.1. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana compacta, conexa e estri-

tamente pseudoconvexa, entao
pa(M,0) > 275 11y (M, ).
DEMONSTRAGAO: Tomemos u > 0 suave e V € Gry(C®(M)). Sem perda de generali-

/ uPdVy = 1.
M

Se § = uP~26, entdo existem um conjunto discreto A\;(f) < Ao(f)... e correspondentes

dade, podemos supor

fungoes vy, vy, ... suaves, tal que

(pAy + p)v; = NP v,
/ u”*%ivjd‘/g =0 se A\ # ;.
M

Como ja vimos em um dos passos da demonstracao do teorema 4.4.1, concluimos de
forma andloga que A\; < Ay, v; > 0 e vy muda de sinal. Definimos w, := a, sup(0,v,) e

w_ := a_sup(0, —vs), onde escolhemos ay,a_ > 0 tal que

/ uP2w? dVj :/ up’zwidVg =1.
M M

Tomamos 2 = {vy < 0} e Q, = {ve > 0}. Entao aplicando a desigualdade de Holder

2 = / P 2w? dVp + / uP?widVy <
M M

p=2 2 p=2 2
g(/ u”d%) ’ (/ w’id%)p+</ updVg) ’ (/ wﬁdvg)p.
_ M Q. M
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Multiplicamos ambos os lados acima por p; (M, 6) e usando (4.101) teremos que

p—2 P

211 (M, 0) < < / updV@> ’ / ggw_w_dv@Jr( / updv9> ’ / Loww, dV.
_ M Q4 M

Uma vez que w_ resp. w — + sao multiplos de v, em 2_ resp. 2., eles satisfazem a

mesma equacao de vy. Consequentemente temos

p=2 p=2

2 < jn(M,0) " s ( / updVg) ’ / W22 AVt i (M, 0) A ( / updVg) ’ / w22 V.
M Q4 M

Agora, para todo niimero real nao-negativo a,b > 0, temos

p—2

a+b<2p(ap 2 4 hp2 2) P

p—2 p—2

Aplicando a desigualdade acima com a = < fQ, updVg> !

= <fQ+ updVg> " temos

que
p—2 p—2

(/ updVg) ’ +( updV[g> ’
2
< 2» (/ uPdVy + u”dVg)
p=2

2 < (M, 0)02} ( | owavis [ updVe) ”
Q4

IN

Dali, temos que

Como M é conexo e [, uPdVy = 1, temos que

Concluimos entao que

Seja 0 a estrutura hermitiana padrio da esfera S**™!. Se = upfzé, entao, como pode ser

visto em [27]

2 2
() = g Jemn @IVl + p)dvy
ues? (M) Jsonir wPdVy

n(n+1)

onde p, = é a curvatura escalar pseudohermitiana de (S2"1,6). Entao aplicando

0 teorema 4.5.1 temos
M2(SQn+1) > 2”%1#1(82%1)
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Provaremos, a seguir, a existéncia de uma cota para ps(M,0) que serd de extrema im-

portancia para o resultado principal da tese.

Teorema 4.5.2. Seja (M,0) uma variedade CR pseudohermitiana compacta, conexa e
estritamente pseudoconvezra , com dimensio CR igual 2n+1 en > 2. Se pu(M,0) > 0,

entao

:U’2<M7 9) S (Nl(M, Q)n—i—l 4 M1(82n+1)n+1>%+1

DEMONSTRAGAO: Suponha que (z,t) sdao coordenadas normais pseudohermitianas para
a forma hermitiana ¢ em uma vizinhanga de ¢ € M, definida por |w| < 2k para alguma

k > 0. Definimos a funcao teste

Ve = w(w)q’s(% t)a

onde ®(z,t) = e"w +ie|™, w = t +i|z|*, e Y € C(M) é suportada no conjunto
{lw| < 2k}, e Y(w) = 1 para |w| < k. Nomalizamos v, tal que [, v2dVy = 1, entao, como
estd provado em [29], existe C'(M) > 0 tal que lim. o Yy(v.) = p1(M,0) e

V(o) — p1(M,0) — C(M)e + O(£°) sen >3
T (M, 0) — C(M)etlog(L) + O(Y)  sen=2

Pelos célculos, que podem ser vistos em [29], concluimos que

1
(4.102) /WM:Q/hmw”GM—%ﬂm+%0wwﬁﬁ)
M n

1
(4.103) / P dVy = CE/ lw + 4|72 (6” - %64(D1 + D2)> dVe + O(?)
M n

onde D; e Dy sao fungoes complexas, C. > 0 com lim._,oC. = Z # 0 e todas as integrais

acima sao finitas. Definimos as seguintes fungoes
(4.104) U = Y(va)ﬁve + 1 (M, Q)P%?v.

Permitimos derivar estimativas para ps(M,0) através de F'(ue, Av. + pv) com (A, u) €
R*\{(0,0)}. Onde v é uma fun¢ao (como provado em [27]) que satisfaz £gv = (M, §)vP~!
e [,,v"dVy = 1. Note que
1
Jos PIAV vz + pV gol|§ 4+ p(Ave + po)?dVy (/ ) > AT
= — aldVy ,
Jag W& (A + pw)2dV M

F(ue, M. + po)
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Usando a definicdo de u. e que [, vPdVy = [, v?dVy =1 junto com Lyv = 1 (M, 0)vP,

chegamos que

1

N2Y (ve) + g2 (M, 0) + 2\ (M, 0) [, vP~2v0.dVy L
utdVp ) .
M

F(ug, A\v.4+pv) =
( o) A2 [, ug_Qvngg + 12 [ U2 202dVy + 201 Sy ul 2 0.0.dV,

Analisando as estimativas para o denominador acima, temos

/\2/ uﬁ‘%?dlfg—l—u?/ ué’_QdeVg%—Q)\u/ ul~?v.0.dVy >
M M M

>y [

Vi + iy (01,0) |
M

vPdVy + ZAM/ w00 dVy =
M

M

— Y () + @2 (M, 6) + 2 / wevvdVy,
M

Se A\u > 0, temos que

2)41/ ul v dVy > 2\ (M, 9)/ VP 200.dVp,
M

M
implicando que

AQY(”&) + :uzlul(Ma 0) + 2/\MM1(M7 ‘9) fM Up_QUUEd‘/@ <1
A2 [, u’;_Qvngg + 12 [ P2 02dVy + 20 Sy W vdVy T

No caso que A < 0 e sendo p — 2 € (0,1), obtemos
u. <Y (v )P + g (M, 0)0P 2,

Assim,

)\2/ uﬁ_QUEdVg—i—,uz/ u§_2v2dV9+2)\u/ ul~?v.0.dVy >
M M M

> N2Y (v.) + pPp (M, 0) + 2\ (,ul(M, 0)/ VP o.dVy + Y(ve)/ vv?‘ldVg) :
M

M

Entao, podemos tomar um C' > 0 tal que

/\2/ uﬁ‘%?d%—f—ﬁ/ ug_QUQdVg—i—Q)\u/ ug_Qv.vedV}; >
M M M

> N?Y (v.) + pPua (M, 0) — C (/ P . dVy —I—/ vvf‘ld%) .
M

M
Utilizando (4.102) e (4.103), concluimos que
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)\2/ u’g_Qv?dVg%—ﬁ/ u’g_2vzd%+2)\u/ ul.0.dVy >
M M M
> MY (v.) + p?pn (M, 0) + o(e),

Consequentemente, temos que

AZY(US) + /~L2/~Ll (M, 9) + 2ANM1(M7 0) fM Up_2vved‘/0
[y ul*02dVy 4 p2 Sy W2 202dVy + 20 S w0 dVy

_ NY (ve) + pPpa (M, 0) + 2Mpups (M, 0) [, vP~20v.dVy
B N (v:) + 2 (M, 0) + o(e)

Onde facilmente podemos concluir que K (g) = o(¢). Dai, temos que

=1+ K(e).

(4.105)
N2Y () + 2000 (M, 0) + 2211y (M., ) [, vP~2v0.dV;
sup (U_Q) 1ol ) — pi( )IMU f;} ’ <1+ o(e).
O eR\[(0,0)) A% [y, uf T 02dVy + 12 [, uf T 02dVy + 20 [, v vv.dVy

Aplicando o seguinte resultado que diz que para todo a > 0 existe C' > 0
(4.106) la+b]* <a®+b*+ C(a® b+ ab™ ), Va,b > 0.

Sendo
Ue = Y(z)g)z’%‘zvE + py (M, Q)P%?v,

e tomando a = Y(UE)P%UE, b= (M, 9)1”%27} e a = p, teremos

/ uPdVy < puy (M, e)ppz/ vPdVy + Y(vg)p”z/ vPdVy 4 C (/ vP oy, + vvfldVg) :
M M M

M

Utilizando novamente (4.102) e (4.103), concluimos

/ @dVy < (M, 0)77 1Y (0)77 + o(e).
M

Resultando que

1

n+1 1
(4.107) (/ u@’d%) < (p (M, 0)" T + Y (v)" )71 + o(e).
M
Utilizando (4.105) e (4.107), chegamos em

pa(M,0) < sup F(ue, \ve + po) <
(M) ER?\{(0,0)}
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< (14 0(£)) (M, 0)" 1 + Y (1)) 757 + o(e)).

Finalmente, ao tomarmos € — 0, chegamos em

pa(M,0) < (py (M, 0)"+ +M1(82n+1>n+1)%ﬂ.

Como consequéncia do teorema 4.5.2; temos o seguinte coroldrio.

Corolario 4.5.1. Seja (S%H,é), onde 0 € a estrutura pseudohermitiana canonica da

esfera. Entao temos
(4.108) fio(S2HY) = 27 gy (S2H).
DEMONSTRACAO: Aplicando o teorema 4.5.2 para M = S?"*! concluimos que

M2<82n+1> < 2”%1,&1(82”“)-

Como ja tinhamos que
u2<S2n+1) > Q%HM(SQ”H),

concluimos a igualdade desejada. |

Agora podemos provar o teorema principal da tese.

Teorema 4.5.3. Seja (M, 0) uma variedade CR pseudohermitiana compacta, conexa e
estritamente pseudoconveza, com dimensao CR 2n+1 en > 2 com pui(M,0) > 0. Entao
po(M,0) < (S, Além do mais, a igualdade ocorre se, e somente se, (M,0) é

localmente CR equivalente a S**** com a estrutura canoénica 0.

DEMONSTRACAO:

Utilizando o teorema 4.5.2 e o corolario 4.5.1 temos que
pa(M,0) < 27 11y (SF1) = pip(S*F1),

o que conclui que s (M, 0) < us(S*F1).
Suponha agora que jus(M,0) = ps(S*1). Aplicando novamente o teorema 4.5.2,
teremos
IUQ(SZnJrl) S (Nl(M; 9)n+1 + u1(82n+1>n+1)%ﬂ.

Consequentemente 1 (S*" 1) < uy (M, 6), o que concluf que 1 (S***1) = py (M, 6). Temos

entao que M e S?"*! sao localmente CR equivalentes.
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Agora suponha que M ¢ localmente CR equivalente a esfera, entao temos que p; (S** 1) =

w1 (M, 0). Utilizando o teorema 4.5.2 junto com o teorema 4.5.1, concluimos que
271 11y (M, 0) < pia(M, 0) < 275 1y (S*1),

Aplicando o coroldrio 4.5.1, chegamos que us(S*" ) = py (M, 6).

4.6 Existéncia de um minizador para ps(M, 0)

Teorema 4.6.1. Seja (M, 0) uma variedade CR pseudohertiana compacta, coneza e es-
tritamente pseudoconvexa , com dimensio CR igual a 2n+1 en > 2 com py(M,0) > 0.

Suponha também que exista Bo(M,0) > 0 tal que

V au||2 + By(M, 0)u?)dV,
(4.109) ety = pp DIVl + Bo(M, 0)u)dVy
ueST(M)\{0} (fM upd‘/e);

Entao, se pa(M,0) < p(S*"Y), existe uma estrutura pseudohermitiana 5, da mesma
classe conforme de 0, que minimiza juy(M,0). Com u(S***1) sendo primeiro invariante

de Yamabe CR da esfera com relacao a estrutura pseudohermitiana canonica 6.

DEMONSTRAGAO:

N6s estudaremos uma sequéncia de estruturas pseudohermitianas (6, )m = (u2;26)m
(Um, > 0, u,, € C®°(M)) que minimiza o infimo na defini¢ao de po(M, ), temos uma

sequencia de estruturas tal que

1
hgln )\Q(Qm)‘/gf:l = MZ(Mv 9)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que Vp, = 1, significa que

(4.110) / ub dVy = 1.
M

Em particular, a sequéncia (), é limitada em LP(M), entao existe u € LP(M), u > 0 tal
que u,, — u fracamente em LP(M). Provaremos que u Z 0 e que a estrutura pseudoher-
mitiana generalizada uP~26 minimiza uo(M, ). Proposi¢ao 4.4.1 implica a existéncia de
Vs Wy € C3(M), vy, > 0 tal que

(4.111) LoVm = MUl v,
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4.6 Existéncia de um minizador para us(M,0)

(4.112) Lowm = AUl 20y,

Cujo Aim = Xi(0,) € tal que
(4.113) / ul 202 dVy = / ul 202 dVy = 1 e/ ul 2 v, w,dVy = 0.
M M M

Com essas notagoes e por (4.110),
lim )\Q’m = /LQ(M, 8)

Além do mais, usando os mesmo argumentos da demontracao do teorema 4.4.1, temos
U, > 0, wy, muda de sinal e A, < Ag,,. Podemos achar v, w € S2(M), v > 0 tal que
U (Tesp.wy,) tende a v (resp. w) fracamente em S?(M). Junto com a convergéncia fraca

de (up,)m para u em LP(M), conseguimo que, no sentido de distribuicao,

(4.114) Lov = fuP v
€
(4.115) Low = (M, 0)uP?w.

No qual iy = lim, Ay, < pa(M, 6).

Levaremos um certo esforgo para provar a seguinte afirmacao.

Afirmacao: As funcoes uP~?v e uP~2w sdo linearmente independentes.

Uma vez que esteja provado, temos que span(v,w) € Gri(S?(M)), isto implica que

sup  F(u, A+ pw) = pe(M,0).
(A1) #(0,0)
Consequentemente, pelas equacoes, (4.113) e (4.114), a estrutura generalizada u?~26 mi-
nimiza po(M,0), o que prova o teorema.
O primeiro passo na prova da afirmagao é uma estimativa que evita concentracao de w,,

€ Upy.

Passo 1. Seja x € M e e € (0,252). Escolhemos uma fungdo teste n € C*(M) tal que

0<n<1, n(By(d) =1 (onded éum dmero pequeno) e n(M\B,(6)) =0, [|[Vanlls < 3.
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O segundo invariante de Yamabe sobre variedades CR

Definimos W,, = n|wy,|*w,,. Entao, temos

(4.116)

T ;
(/ |Wm\pdV9) < po(M, 9)(1—045)’%1(82"“)’1 (/ ufn> (/ |Wm]pdV9) +Cs.
M B (26) M

No qual Cs € uma constante que depende de § mas nao de € e lim,_,ga. = 0. Além do
mais,a mesma conclusao € verdade com Vi, = n|vy,|*vy, no lugar de W,,, consequentemente

teremos p1 (M, 0) no lugar de ps(M,0). .

DEMONSTRAGAO:

A prova usa métodos classicos. Explicaremos a prova de W,,. A prova para V,, usa
exatamente os mesmos argumentos.

Primeiramente, diferenciamos a definicao de W,,, usando o mesmo procendimento da

demonstracao do lema 4.4.1, obtemos

IVaWallo > IV [ winl*winll5n* = IV anllolwm|™*=) (IV a (Jwm|“wm) o) +IV mllg 1w

1
> |1V st Fam 2 — (§|rvH<|wm|fwm>||3n2 ; 2||an|\3|wm|2“€) Il 2.
Isto leva a
(4.117) IV sl Fwom) 2 < 207 2 Winl2 + 2V sl 2o 7.

Agora, queremos derivar uma cota inferior para

(4.118) (Vi |wml#wn), Viawm) = IV aWallg = IV a (0]win]) || wm |

Para o segundo termo do lado direito da igualdade (4.118) temos a cota

IV i (w1 |wml* = IV mnllglwm | **+2(V i, V iz [win| )l w407 | Vi () 5,

< 2V anllglwm|*"* + 20*| Vi ([wm]*) 5w,

< 2||\7Hn||2|w |2 2E+ 277282 HVH(|’UJ |Ew )H2
= 2] m (1 5)2 m m 0
< |2+ : || ||2| m|2 % : H m”2

Usando (4.117) na ultima linha. Voltando para (4.118), obtemos que
(Vi [wm|Fwm), Viwn) > (1= a) [VaWalls — ClIVan|§lwn.|***,

com o, — 0 quando ¢ — 0 e C' > 0 uma constante independente de . Essa relacao
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4.6 Existéncia de um minizador para us(M,0)

mostra que

/ 02| W [ win Lo (Wi )dVe > (1 — ag)/ IV aWnl5dVy — C’/ IV 12w |22 Vs
M M M

+ minp/ W2 dV,.
M

Agora, sendo £ < 22, a sequéncia (wp,)n, ¢ limitada em L***3) (e consequentemente a
sequéncia (W,,),, ¢ limitada em L?(M)). Como consequéncia, existe uma constante Cs,
possivelmente dependendo de § mas nao de ¢, tal que, ao aplicamos a hipétese (4.109) do

teorema, conseguimos
(4.119) / 02| Wi |2 W00 Lo (W) AV > (1 — aa)/ (PIVaWinllg + Bo(M,0)W2)dVy — Cs.
M M

Usando a equagao (4.112) no lado esquerdo de (4.119) e aplicando a hipdtese (4.109) do

teorema no lado direito, conseguimos que

piao(M, 0)/ ulPWEdVy > (1 — o) (S*H) (/ |Wm|pdV9) L4 Gy
M M

Pela desigualdade de Holder, obtemos

(f oy
M

T ’
< pg(M,0)(1 — ) gy (SPHH (/ ufn) </ |Wm|pdV9> + Cs.
B.(26) M

Isto finaliza a prova do passo. |
Passo 2. Se uy(M, 0) < pu1(S*1) entao a estrutura generalizada uP~20 minimiza po(M, 6).

DEMONSTRAGAO: De (4.116) e o fato que po(M, ) < p1(S** 1), conseguimos que para &

sificientemente pequeno, existe um 0 < K < 1, tal que

: . :
([ wapav) < ([ )™ ([ waran) o
M B (26) M

Sendo [ 5. (25) U < 1, a sequéncia Jos Wi [PdVy é limitada. Isso implica que (wp, )y, ¢ limi-
tado em LP*¢(B,(9)), sendo x arbitrério, (w,), é limitado em LPT<(M). Convergéncia

fraca w,, — w em S?(M) implica em w,, — w forte em LP5(M) (a menos de sub-

__ pte
= P,
sando a subsequéncia, w,, — w fortemente em LP(M). Analogamente, conluimos que

sequéncia). A desigualdade de Holder para g = ’%, tendo ¢* implica que, pas-
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O segundo invariante de Yamabe sobre variedades CR

U — v fortemente em LP(M). Isto implica que podemos passar o limite em (4.113) e
consequentemente temos que w7 v e u"T w sdo linearmente independentes. |
1

Finalizando a prova do teorema 4.6.1.
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