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Resumo

Este trabalho apresenta um método numérico rigoroso para calcular a Forma Normal de Floquet X (t) = Q(t)e'?

de uma solu¢do Fundamental de Equagdes Diferenciais Ordindrias Lineares 7—periédicas ' = A(t)z, com
A(t+ 1) = A(t) Vt € R. Este problema pode ser resolvido através da solu¢ao de uma equacao do tipo f(z) =0
em que f: Q° — Q° com Q° um espago de Banach adequadamente definido. Dessa forma, o método apresentado
neste trabalho busca obter uma solugéo aproximada & para f(x) = 0 e r > 0 tal que seja garantida a existéncia
de z* € Bz 0)(r) C ©° com f(z*) = 0. A técnica baseia-se na definicio de um operador 7' : Q° — Q°
cujos pontos fixos sao solugdes da equacao f(z) = 0 e tal que T': Bz o) (r) = B(z,0)(r) seja uma contracao,
possibilitando a aplicagao do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Assim, garante-se a existéncia de ponto
fixo de T' e, consequentemente, a existéncia de uma solugao para f(z) = 0, em Bz g~)(r). Para calcular r
¢ utilizada a técnica dos Polindémios Radii, apresentada em [11], [27] e [5]. Para a realizacdo dos célculos ¢é
aplicada a Aritmética de Intervalos, de forma a garantir que erros de arredondamento ndo comprometam o rigor
do método. Um algoritmo escrito em MATLAB® 2008 foi utilizado para implementacio pratica.

Sao apresentados exemplos de aplicacao da Forma Normal de Floquet no Controle de dois sistemas dindmicos,
o Péndulo Forcado e o Oscilador Duffing. O objetivo é fazer com que 6rbitas desses sistemas se aproximem
assintoticamente de uma trajetdria periédica desejada y : R — R, ou seja, tli>rgo [z (t) —y (¢)] = 0. Esse problema
é constantemente substituido em Engenharia Elétrica por uma versao linearizada, o que conduz a utilizagao da
Forma Normal de Floquet. O algoritmo desenvolvido como implementacao do método demonstrado no Capitulo
2 ¢é utilizado para obter a forma normal de Floquet das matrizes fundamentais das equagoes obtidas no Capitulo
4. Embora trate-se de um problema de controle baseado numa aproximagcao linear, a aplicagao de um algoritmo

rigoroso serve como motivacao de aplicagao.

O Capitulo 1 apresenta uma introducao a Teoria da Floquet e resultados utilizados no restante do trabalho. O
Capitulo 2 contém a descrigdo do método numérico de cdlculo da Forma Normal de Floquet e sua demonstragao.
O Capitulo 3 apresenta detalhes da implementagao do método em um algoritmo computacional. O Capitulo 4
contém a aplicacao da Forma Normal de Floquet ao controle do Péndulo Forcado e do Oscilador Duffing, como
citado anteriormente. Nos apéndices sao apresentados conceitos e demonstragoes auxiliares utilizadas ao longo

do trabalho, inclusive uma generalizacao da Teoria de Floquet para uma classe de sistemas nao lineares

Palavras-chave: Teoria de Floquet, Sistemas Lineares Periédicos, Método Numérico Rigoroso, Polinémios

Radii, Controle.



Abstract

This work presents a rigorous numerical method to compute the Floquet Normal Form X (t) = Q(t)e!® for a
given Fundamental Solution of a 7—periodic Linear Differential Equation. This problem is replaced by solving an
equation f(x) = 0 such that f: Q° — QF is defined in a suitable Banach Space Q°. The Method aims to find an
approximate solution Z to the equation f(z) = 0 and r > 0 such that there exists a point 2* € Bz 9)(r) C Q°,
f(a*) = 0. The technique is based on the definition of an operator T": Q° — Q° whose fixed points are solutions
of the equation f(z) = 0. Thus, the numerical technique allows to calculate r so that T": Bz ge)(1) — Bz 0%)()
is a contraction, providing conditions to applicate the Banach Fixed Point Theorem to ensure the existence of
a fixed point of the operator T', and hence the existence of a solution to the equation f(x) = 0 in Bz g~)(r).
Radii Polinomials, presented in [11], [27] and [5], are used to compute 7. In order to prevent a loss of accuracy
due to rounding errors, we use interval arithmetic for performing the calculations. A MATLAB® 2008 code is

used to implement the numerical method described.

It’s also addressed the application of the Floquet Normal Form in the control of two classical dynamic systems,
Forced Pendulum and Duffing Oscillator. The goal is that the orbits of these systems become asymptotically
close to a desired trajectory y : R — R, tlglélo [z (t) —y(¢)] = 0. This problem is often replaced in Electrical
Engineering by its linearized version, which leads to the use of Floquet Normal Form.

Chapter 1 provides an introduction to the Floquet theory and other results used in the rest of the work.
Chapter 2 contains a description of the numerical method for calculating the Floquet normal form and its proof.
Chapter 3 provides details of the method as a computational algorithm. Chapter 4 contains the application of
Floquet normal form to the control of the Forced Pendulum and the Duffing Oscillator, as previously mentioned.

Appendices present concepts and auxiliary statements used throughout the work.

Key Words: Floquet Theory, Periodic Linear Systems, Rigorous Numerical Method, Radii Polinomials,

Control.
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Notacao

. z(e;tg,z0): Aplicacdo z : R — R™ tal que z(tg) = xo.

F0 () = &L (2)

Ay = Apg + 1Ak = <A (t),eik%t>L2: Coeficiente de e™*37! na série de Fourier Complexa de A(t).
Ak,l = Re(Ak), Ak72 = Im(Ak)

(AQ)k = (AQ)k,l +1 (AQ)/C,Q = zﬂ: kAan = +z/3: i (A(Ll + iAa,Q) (QQJ + iQBQ) coma,f € Z,Vk €Z
a+p= @ =

M (n,K): Matriz quadrada n x n com entradas no corpo K. K=R ou C
M (n,m,K): Matriz n x m com entradas no corpo K. K=R ou C

X = [M(n,K) x M(n,K)]Y: Espaco das sequéncias de duplas de matrizes com entradas no corpo K

indexadas por nimeros naturais. K =R ou C.

X™ = [M (n,K) x M (n,K)]"™: m-tplas ordenadas de pares de matrizes reais n X n com entradas em um
corpo K. K=R ou C.

(,0°) = ((wo1,%0,2),(®1,1,21,2), (T2,1,72,2) s (Tm—1,1,Tm—1,2),(0,0),(0,0),...), em que T =
((z0,1,70,2) s (T1,1,21,2)  (T2,1,22,2) s vy (Tim—1,1, Tm—1,2)) € [M (n,R) x M (n,R)]™.

1;,1>0
sg(l)= —1;1<0

C°(X,Y) ={f:X =Y, f é Continua}. X e Y sido espagos topolégicos.

C([-L, L]): Espaco das fungdes reais continuas definidas no conjunto [—L, L]

CP(|-L, L]): Espago das fungdes reais continuas por partes definidas no conjunto [—L, L]
|A| = |a;j]: Matriz de valores absolutos das entradas da matriz A

|R|

= max (|r;;]): Maior médulo das entradas de R.

||A]|oo: Norma infinito padréo de uma matriz A, definida como || 4| = max ) |a;;|.
00 P e
J

A Lew B: Se A= (ai]') e B= (bij), A <cw B& Q;j < bij7 Vl,j =1,2,...,n.

A< pb: Se A= (aij) ebGR, A <.w b@aij §sz,]:1,2,,n

n
lylz =/ > |ykl?, em que y = (y1,92,...,yn) € C".
k=1

|Allop = sup |Az|s, em que A : R" — R™.

|z|=1

I,,: Matriz n X n que tem todas as entradas iguais a 1.

kl; E#£0
W = ‘| # ik €eZ
1; k=0

ol = sup Qo] (00)') = sup {17l QoL 500 {Qual. (0)" el ()"}
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo serao enunciados e demonstrados alguns resultados importantes sobre a Teoria de Equacgoes
Diferenciais Ordindrias Lineares e, em especial, aquelas cujos coeficientes dependem periodicamente do tempo,
Teoria de Floquet. O tratamento desse tipo de equagdo foi introduzido por Gaston Floquet em 1883, [10]. Os
principais resultados deste Capitulo sdo os Teoremas 1.2 e 1.4. A abordagem apresentada em [6] serd utilizada

como base para este trabalho.

1.1 Resultados Fundamentais sobre EDQO’s nao-autonomas

Seja A : R — M(n,R) uma aplicagdo continua, i.e, as aplicacoes a;; : R = R, ¢,j = 1,2, ...,n correspondentes

as entradas da matriz A(t) sdo continuas. Consideremos a EDO linear nao-auténoma z’ = A(t)z.

Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade de Equagbes Diferenciais Ordindrias Lineares). Seja A : I — M(n,R)
uma aplicagao continua em um intervalo I = [a,b]. Entdo, dados (to,x¢) € I X R™, o Problema de Valor Inicial

Equagao (1.1) tem uma inica solu¢io x : I — R™. Em particular, tomando I = R, a Equagdo (1.1) tem solugao

{x’ =A(t)x 1)

X (to) = X0

unica definida em todo o R.

Proposicao 1.1. O conjunto S de solugoes da equagio x' = A(t)x é um subespago vetorial de dimensao n do

espaco das fungoes continuas C°(R,R™).

Demonstragdo. Segue imediatamente do Teorema 1.1 que toda solugio de ' = A(t)x estd definida em todo
R. Assim, como todos os elementos de .S sao fungoes com mesmo dominio e contradominio, o fato de que S é
um espago vetorial segue imediatamente da linearidade da equacdo ' = A(t)x. Para provar que dim (S) = n,
consideremos tg € R e ¥, : R®™ — S definido por

Wi, (v) = 2 (o510, )

ou seja U, (v) é a solugao de '’ = A(t)x com z(tg) = v. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes,
W, estd bem definido. Dados v,w € R™ e ¢ € R, seja

v(e) = (o;t0,v) + cx (e;t0, w)

1
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entdo v/ (t) = A(t)y(t) e v(to) = v + cw. Pelo Teorema de Existéncia e unicidade ¥y, (v 4+ cw) = (o). Como
x (o5t0,v) = Uy, (v) € x (8;t0, w) = Py, (w), temos que Uy (v + cw) = WUy (v) + ¢Py, (w), provando que ¥y, é
um homomorfismo.

Dado ¢ € S entao ¢ = Uy, (¢(tg)) e logo Uy, é sobrejetivo.
Se a(t) = P, (v) = Uy (w) = B(t) entdo v = alty) = P(tg) = w. Assim, U;, é injetivo e portanto um
isomorfismo entre R™ e S, provando que dim (S) = n. O

Definigao 1.1 (Matriz Fundamental). Seja 8 = {z1, 22, ...x,} uma base de do espago S de solugies da equagio
' = A(t)x. Uma aplicagio X : R — M(n,R) em que X (t) = [ x1(t) x2(t) ... wy (1) } é a matriz cujas
colunas sao os vetores do conjunto 8 é dita Matriz Fundamental de Solugées da equagdo ' = A(t)x. Se X(0) =1
entao X € dita Matriz Fundamental Principal.

Lema 1.1. Sejam x1, 22, ...,x, : R = R™ solugdes da equagio ' = A(t)x e X : R — M(n,R) tal que X(t) € a
matriz cujas colunas sao x1(t), ..., tn(t) € to € R arbitrdrio. Sao equivalentes:

(i) det(X(t5)) 0.

(i) O conjunto {x1(tg), x2(to), .., Tn(to)} € base de R™.
(iii) X € uma matriz fundamental de x’ = A(t)x.

(iv) det(X(t)) # 0 para todo t € R.

z

Além disso, se X é uma matriz fundamental da equagio ¥’ = A(t)xz entdo a solugio do PVI (1.1) é
w(e3t0, ) = X (o) [X (to)] ™" 0.

Demonstracdo. A equivaléncia serd demonstrada da forma (i) = (1) = (iii) = (iv) = (4).

(i) = (i1) : Como existe tg € R tal que det(X(tg)) # 0, temos que z1(to), z2(to), ---, Tn(to) sdo linearmente
independentes formando uma base de R™

(i4) = (4i7) : Suponhamos por absurdo que x1,s,...,z, sejam linearmente dependentes, ou seja, existem
a1, 09, ..., 0, € R tais que aqx1(t) + asxa(t) + ... + anzp(t) = 0 ¥Vt € R com algum «; # 0, o que implica
que z1(tg), z2(to), .., Tn(to) sdo linearmente dependentes, um absurdo. Como pela hipétese geral do Lema

T1, T, ..., Ty sA0 solugdes da equagio x’ = A(t)z, segue que X é uma matriz fundamental da equagao =’ = A(t)z.

(#41) = (iv) : Como X é uma matriz fundamental, suas colunas formam uma base para S. Para provar
essa implicagao consideremos o inverso do isomorfismo definido na demonstragao da Proposi¢ao 1.1. Seja t € R,
entdo W, '(x;) = z;(t). Como {1, y,...,2,} forma uma base para o espago de solugoes da EDO z’ = A(t)x,
{U; (1), ¥ (22), ..., U7 H(z,) } forma uma base de R, provando que det(X(t)) # 0 Vt € R.

(iv) = (¢) : Como det(X (t)) # 0 para todo t € R, det(X (¢y)) # 0.

Para provar a segunda parte do Lema observemos inicialmente que x(t,tg, o) estd bem definido para todo
t € R. Além disso, 2’ (t,tg, x0) = X' ()[X (to)] tzo = AR) X (#)[X (to)] tz0 = A(t)x(t, to, z0) € z(to, to, To) = To,

como queriamos. O
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Lema 1.2. Se X (t) € uma matriz fundamental para a equagio ' = A(t)x entdo:

det (X (t)) = det (X (to)) exp [/t Tr (A (s)) ds}

to

Demonstrag¢do. Como a aplicagao t — X (t) é diferencidvel, temos que
X@t+h)=X#)+ X" (t)h+o(h)
Como X'(t) = A(t)X (t), pode-se escrever que
Xt+h)=X{t)+AR)X@t)h+o0(h)
em que lim @ = 0. Assim,
h—0
X{t+h)=I+hA@)X(t)+o0(h)

utilizando a defini¢do de determinante através de permutagoes o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},

det B = Z <sgn (o) H bw(i))

o i=1

obtemos
det [X (t+ h)] =det [(I + RA () X (t)] + o (h)

Usando a propriedade de que o determinante de um produto é igual ao produto dos determinantes e a definigao

de determinante através de permutagoes, temos que

det [X (t+h)] = (1+ hTrA(t))det [X (t)] + o (h)

e logo
%&ﬂX@ﬂ:g%®uX@+h£_®ﬂX@”:ﬁA@dmmuﬂ
Ou seja det [X (t)] = det [X (to)] eliy TrAG)ds O

Observagao 1.1. Se G, H : R — M (n,R) sao aplicagdes diferencidveis, a aplicagio K : R — M(n,R) definida
por K(t) = G(t)H(t) também o é.

De fato, pela definicdo de derivada temos que

Kupﬁﬂéuququm:nm%@@+mHu+mfG@H@»

h—0

somando e subtraindo G (t 4+ h) H (t) temos que
K (#) = Jim - [G (¢ h) H (t+ ) — G (¢ + b) H (9] + im = [G (¢ + h) H (1) ~ G (1) H (1)
=G (t)H )+ G () H (¢)

Lema 1.3. Se X : R — M(n,R) é uma matriz fundamental para a equacao ' = A(t)x entao Y : R — M(n,R)
definida por Y (t) = X (t)B também o €, para toda matriz B € M(n,R) nao-singular.

Demonstragio. Como Y (t) = X (¢)B, tem-se que Y'(t) = X'(t)B = A(t)X(t)B = A(t)Y (t). Assim, Y também
é solucao da equagdo matricial X’ = A(t)X. Uma vez que X (t) é matriz fundamental, os vetores coluna que
a compoem sao linearmente independentes para cada t € R. Como B é nao-singular, det(B) # 0 e portanto
det(Y(t)) = det(X(¢t)B) = det(X(t)) det(B) # 0. Assim, pelo Lema 1.1 conclui-se que Y (t) também é uma

matriz fundamental para 2’ = A(t)z. O
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Lema 1.4. Sejam XY : I — M(n,R) duas matrizes fundamentais da equacao ' = A(t)x. FEntdo, existe
C € M(n,R) tal que Y(t) = X(t)C Vvt € R.

Demonstrag¢ao. Como X e Y sdo matrizes fundamentais, X (¢) e Y (¢) sdo ndo-singulares para todo ¢ € I, pelo
Lema 1.1. Assim, definamos C(t) = X ~1(¢)Y(¢), ou seja Y (t) = X (¢)C(t). Assim,
Y'(t) = X (¢)C'(¢) + X' (t)C(t)

ou seja, AQ)Y(t) = X@)C'(t) + A)X)C(t) = X@)C'(t) + A(t)Y (t), de onde vem que X (t)C'(t) = 0.
Multiplicando ambos os lados da igualdade por X ~1(¢) segue que C’(t) = 0, ou seja C nao depende de t, o que

completa a demonstragao. O

1.2 Fundamentos da Teoria de Floquet

Uma vez apresentados resultados genéricos sobre EDQ’s nao-autonomas, esta secao aborda o caso em que
A: R — M(n,R) é uma aplicagdo continua e 7—periddica, definindo a EDO (1.2). A partir deste ponto

A:R — M(n,R) denota uma aplicagdo continua e 7—periédica.
¥ = At)x A(t)=At+71); VteR (1.2)
Proposigao 1.2. Seja X : R — M(n,R) uma matriz fundamental para a Equagdo (1.2). Entao Z : R —

M(n,R) definida por Z(t) = X(t + 7) Yt € R também é uma matriz fundamental para a Equagao (1.2).

Demonstragio. Como A(t+7) = A(t) Vt € R temos que Z'(t) = X'(t+7) = A{t+7)X(t+7) = A(t)Z(t). Além
disso, o fato de que det(Z(t)) # 0 Vt € R segue imediatamente do Lema 1.1. Assim, Z(¢) é matriz fundamental
da Equagao (1.2). O

Proposicao 1.3. Se C € M(n,C) é uma matriz nio singular, exviste uma matriz B € M(n,C) tal que e® = C.
Além disso se C € M(n,R) é nao-singular entdo existe uma matriz ndao singular B € M (n,R) tal que e? = C2.
A demonstracao da Proposicao anterior esta apresentada no Apéndice A.

Teorema 1.2 (Forma Normal de Floquet). Se X(t) € uma matriz fundamental para a equagao =’ = A(t)z,

entao existe uma matriz complexa B € M(n,C) e uma aplicagao T7—periddica P : R — M (n,C) tal que
X({t)=P(t)e? VteR (1.3)

A escrita de X no formato da equagdo anterior é chamada Forma Normal de Floquet Complexa de X .
Eziste ainda uma matriz real R € M(n,R) e uma aplicagao 21— periddica Q : R — M (n,R) tal que

Xt)=Q@)e VvteR (1.4)
A escrita de X no formato da equagdo anterior € chamada Forma Normal de Floquet Real de X. Além disso,

P(t) na Equagdo (1.3) e Q(t) na Equagdo (1.4) sdo ndo-singulares para todo t € R.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.2, se X (t) é uma matriz fundamental de ' = A(¢)z entdo X (¢ + 7) também
0 é. Assim, pelo Lema 1.4, existe uma matriz nao-singular C' € M (n,R) tal que X (¢ + 7) = X (¢)C, e portanto
X (t+27) = X (t)C?. Dessa forma pela Proposicio 1.3 existem matrizes constantes B € M (n,C) e R € M(n,R)
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tais que C' = ™8 e 0? = ¢?"®. Definindo as aplicagdes P e Q por P(t) = X(t)e B e Q(t) = X(t)e tF e
observando que tB comuta com 7B temos que

Pt+7)=X({t+1)e BB =X(t+7)C e B =X(t)e P =P(t) VteR

QUt+27)=X(t+27r)e 2R = X(t 4 21)[C% e = X (1)e ™ = Q(t) VteR

Assim, P é uma aplicagdo 7—periddica e @) é uma aplicagdo 27 —peridédica. Além disso, pelas definigbes de P(t)
e Q(t) segue que

Xt)=Q@)e!F=P(t)e!® VteR
Além disso, como X (t) = Q(t)e!* = P(t)e'P temos que det(X(t)) = det(Q(t)) det(e!f) = det(P(t)) det(e!?).
J& que X (t) é ndo singular por ser uma matriz fundamental, det(Q(¢)) # 0 e det(P(t)) # 0 Vt € R, provando
que ambas sao nao-singulares. E importante observar o Exemplo apresentado na Observacdo A.1, que afirma
que o logaritmo de uma matriz nao-singular pode nao ser tinico. Mais que isso, o logaritmo de uma matriz que

é o quadrado de uma matriz nao-singular também pode nao ser tinico. O

Em termos praticos, o Teorema da Forma Normal de Floquet estabelece que qualquer matriz fundamental da
EDO néao-autoénoma a’ = A(t)x pode ser obtida através da matriz fundamental principal de uma EDO auténoma
via uma mudanca de coordenadas periddica. De fato, definindo Y (t) = [Q(t)] !X (¢) e notando que a matriz
fundamental principal de ¢/ = Ry é Y (t) = e'F temos que X (t) = Q(t)e!. O mesmo procedimento pode ser
aplicado para a Forma Normal de Floquet Complexa. No restante deste trabalho, serd utilizada a denominagao
Forma Normal de Floquet para se referir & Forma Normal de Floquet Real da matriz fundamental principal
da equagdo ' = A(t)z. E possivel generalizar o Teorema de Floquet para uma classe de sistemas nao-lineares

através da chamada Teoria de Floquet Generalizada, assunto brevemente abordado no Apéndice B.

O Exemplo a seguir apresenta um caso em que A(t) foi escolhida de forma que fosse conhecida explicitamente
a Forma Normal de Floquet (Real e Complexa). Apesar de ser um exemplo simples, ele serd utilizado para

comparar resultados numéricos e analiticos no Capitulo 3.

Exemplo 1.1. Seja a equagao ' = A(t)x com

1 0
A(t) = [ 0 2—cos(t)+sin(t) ] (15)

2—cos(t)

Sua Forma Normal de Floquet € dada por

1 0 P 0
X(t):[O 2—cos(t)]eI - [O 2—cos(t)1 (1.6)

E fdcil ver que X'(t) = A(t)X(t) e X(0) = I. Além disso (1.6) corresponde tanto ¢ Forma Normal de Floquet

Real quanto compleza.

Sejam v € R™ e X (t) uma matriz fundamental da EDO 2’ = A(t)z. Entdo v(t) = X (¢)[X(0)] v é a solugao
¥ =A0)x

do Problema de Valor Inicial { 0 (® . Assim v(7) = X (7)[X (0)]~'v corresponde ao fluxo no tempo 7 do
z(0)=wv

vetor v. E importante notar que ~(7) nao depende da matriz fundamental X escolhida, permitindo definir o

Operador de Monodromia .

Defini¢ao 1.2 (Operador de Monodromia). Seja X wma matriz fundamental da Equacao (1.2), T—periddica.
O Operador de Monodromia ® : R™ — R™ € definido por

®(v) = X (1) [X (0)] v (1.7)
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Teorema 1.3 (Teorema de Floquet). Existe u € C tal que a EDO periddica ' = A(t)x admite uma solugdo
nao-trivial y(t) tal que y(t + 1) = py(t).

Demonstragao. Seja X (t) uma matriz fundamental para a equagao 2’ = A(t)z. Entao X (t47) também é matriz
fundamental e existe uma matriz C' ndo-singular tal que X (¢ + 7) = X (¢)C. Como C é nao-singular 0 nao ¢
autovalor de C. Seja p um autovalor de C' e v o autovetor associado a u. Definamos y(t) = X (t)v, solugao da
Equagao (1.2). De fato,

y'(t) = X'(t)o = A(t) X (t)v = A()y(t)

Além disso
Yt +7) = X(t+ 7)o = X()Cv = X (1) () = pX (D)o = py(t)

A solucdo y ndo é trivial, ja que caso y(t) = 0 Vt € R, entao existiria tg € R tal que 0 = y(tp) = X (to)v e como

X é matriz fundamental segue que 0 = v, 0 que é um absurdo pois v é um autovetor (em C"), logo v #0. O

Proposicdo 1.4 (Multiplicadores de Floquet). Os valores de p € C do Teorema 1.3 sao denominados
Multiplicadores de Floquet e independem da matriz fundamental escolhida. Além disso, se p é um Multiplicador

de Floquet entao p é um autovalor do Operador de Monodromia.

Demonstragao. Seja Y (t) outra matriz fundamental para a Equagdo (1.2). Dessa forma pelo Lema 1.4 existe
uma matriz P € M(n) tal que Y(t) = X(¢)P. Assim, Y(t +7) = X(t+ 7)P = X(¢t)CP, o que implica
Y(t+7) = Xt+71)P = X(t)CP = Y(t)P~'CP. Como as matrizes C e P~'CP sio semelhantes, seus
autovalores sao iguais e portanto os valores de p no Teorema 1.3 independem da escolha de uma matriz
fundamental. Para provar que p é autovalor do operador de monodromia basta observar que por construgao u é
autovalor de C tal que X (¢4 7) = X (¢)C para uma matriz fundamental X (¢) escolhida arbitrariamente. Dessa
forma, fazendo t = 0 temos C' = X (7)[X(0)]~! e portanto p é autovalor de ®. O

As nogoes de Estabilidade Assintdtica e Estabilidade no sentido de Lyapunov utilizadas neste trabalho sao

aquelas apresentadas em [28].

Definicao 1.3 (Estabilidade Assintética e Estabilidade de Lyapunov). Uma solugcdo y(t) de uma equagao
diferencial ' = f(t,z) € dita Estdvel no sentido de Lyapunov se para todo € > 0 existe § > 0 tal que para
qualquer solugao z(t) tal que |ly (to) — z (to)|| < 9, |ly (t) — 2 (t)|| < € para t > to, to € R. A solugao y(t) é dita

assintoticamente estdvel se lim ||y (t) — z ()] =0
t—o0

Teorema 1.4 (Estabilidade da Origem). Seja A : R — M(n,R) uma aplicagio continua e T—periddica e
X(t) = Q(t)e!f* Forma Normal de Floquet Real para essa EDO. Entdo, a mudan¢a de coordenadas x = Q(t)y
transforma as solugoes da EDO nao-auténoma x' = A(t)x nas solugées da EDO autonoma y' = Ry. Além

disso:

(i) Se todos os autovalores de R tém parte real negativa, entdo a origem € uma solug¢do assintoticamente

estdvel da equagdo ' = A(t)z.

(ii) Se todos os autovalores de R tém parte real nao positiva, e se as multiplicidades geométrica e algébrica de

cada autovalor imagindrio puro sao iguais entao a origem € estdavel no sentido de Lyapunov da equacao
' = At)z.

(iii) Se existe autovalor com parte real positiva, entdo a origem € uma solugdo instdvel da equacao ' = A(t)x.
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Demonstracdo. Seja x(t) uma solugao de 2’ = A(t)x. Entdo z(t) = Q(t)e!FQ~1(0)z(0). Usando a transformacio
y = Q7 t)r temos que y(t) = eEQ71(0)z(0) que é uma solucio da EDO 3 = Ry. Reciprocamente,
se y(t) é solucio da EDO y' = Ry entdo y(t) = e'f'y(0). Usando a transformacio x = Q(t)y, temos que
z(t) = Q(t)e'y(0), que é uma solugio da EDO 2z’ = A(t)z.

Para provar o ftem (i) seja 9 € R™. A solugdo de 2’ = A(t)z com condi¢do inicial x(0) = zg é
z(t) = Q(t)e!Q~1(0)xo, e dessa forma

_ v _
Iz @)= @@ ™ Q) zof| < max |l 0) 1 \ et [ (0)) o
Como todos os autovalores de R tém parte real negativa entao tlim ||etRon = 0. Além disso, como Q(t) é
— 00
continua e periddica, logo limitada, temos que tlim |z (t)]| = 0, provando o item ().
— 00
Para provar o item (ii) é necessério observar a Forma Canodnica de Jordan de R, uma vez que se R = KJK !
B
entdo e!* = Ke!/ K—'. A matriz J pode ser escrita como J = On B | em que B, é uma matriz diagonal
0

por blocos formada pelos blocos de Jordan de R associados aos autovalores com parte real negativa e By a
matriz diagonal por blocos formada pelos blocos de Jordan associados aos autovalores com parte real nula.
Como as multiplicidades algébrica e geométrica dos autovalores de R com parte real nula sao iguais, os blocos

de Jordan referentes a esses autovalores sdo diagonais. Assim, By é uma matriz diagonal formada cujas entradas

B
"0
tem parte real nula. Dessa forma, et/ = c . Como lim |e'Bn|| = 0 e ||e'Po]| ¢ limitado. Desse
0 etBo t—oc0
modo existe M > 0 tal que M = sup HQ ) Ket K-1[Q (0)] Tl ’ Sejam  (t) = Q (t) Ke/ K1 [Q (0)] 'z e

v#£0
y(t) = Q) Ket! K=1[Q (0)] ' yo as solugdes da EDO &’ = A(t)x com condigdes iniciais 2(0) = zo e 2(0) = yo.
Se ||xo — yo|| < d entdo, definindo € = M,

e () =y ()] = ||Q (1) Ke K [Q ()] (w0 = yo)|| < Mo =

de onde segue o ftem (ii).
O item (7ii) segue imediatamente das argumentagcoes jé utilizadas, pois considerando a matriz diagonal A;I em

il = AT uma matriz diagonal cujos

que A; é um valor caracteristico de R com parte real positiva. Assim, e
termos nao-nulos crescem arbitrariamente. Fixada a matriz que faz a transformagio para a Forma Canonica
de Jordan, K, e argumentando que Q(t) é ndo-singular V¢t € R , temos que [|Q(¢)]] > € > 0, temos que

X (t) = HQ (t) etRH — 00, 0 que completa a demonstragao. O

Para aplicar o Teorema 1.4 é necessario calcular a matriz R o que é, em geral, uma tarefa dificil. Uma pergunta
natural é: é possivel associar os autovalores de A(t) para cada t € R com a estabilidade da origem como solucéao
de o’ = A(t)x?

Exemplo 1.2. Seja a EDO n—periddica ' = A(t)x em que

A(t) = [ —1+3cos?(t)  1—3sin(t)cos(t) ]

—1—3sin(t)cos(t) —1+ 2sin®(t)
Os autovalores de A(t) sdo i (71 + \ﬁz), ambos com parte real negativa. No entanto,

—cos (t)
sin (t)

z(t) =e? [

¢ solugio de ' = A(t)z e || (t)|| € ilimitado quando t cresce. Este exemplo mostra, portanto, que a relagcdo
entre os autovalores de A(t) e a estabilidade de origem ndo € imediata como no caso de equagoes lineares
autonomas. No entanto, a Proposicao 1.5 fornece wma propriedade dos multiplicadores de Floquet wtil para

analisar a estabilidade da origem como solugao de ' = A(t)x.
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Proposicao 1.5. Se uma EDO T—periddica ' = A(t)x tem os multiplicadores de Floquet A1, g, ..., A, entdo:

Ao / Tr[A (1.8)

Em particular, se [j Tr (A(s))ds > 1 entdo a origem € uma solugio instdvel da equagio x’ = A(t)w.

Demonstracdo. Pela forma normal de Floquet dada pelo Teorema 1.2, X (t) = P(t)e'B. Assim, X (0) = P(0) e
X (1) = P()e™8. Mas como P(0) = P(7) temos que X (7) = P(0)e”®. Aplicando o Lema 1.2

det (P (0)e™®) = det (P (0)) exp ( /0 1y (A(s)) ds)

Az A, = det (€7P) = exp (/OT Tr (A (s)) ds>

Se fOT Tr (A (s))ds > 1 temos A Aa...\, > 1. Logo, existe A; multiplicador de Floquet com |A;| > 1. Assim, pelo

Teorema 1.4, a origem é uma solucéo instével de z’ = A(t)x. O

Lema 1.5 (Lema de Gronwall). Sejam I = [to,t1], @ >0 e u,v : I — R duas fungdes positivas continuas tais
que
t
u(t) < a+/ u(s)v(s)ds
to
entdo, para cada t € [tg, t1] vale que
u (t) < Cveftto v(s)ds

Em particular, se « = 0 entdo u(t) = 0 Vt € [to, t1].

Demonstra¢do. Primeito vamos considerar a > 0. Definindo 6 (t) = a+ f:o u (8) v (8) ds temos que pelo Teorema

Fundamental do Célculo 4 % = u(t)v(t). Como por hipdtese u(t) < 6(t), % < O0()v(t). J& que estamos

analisando o caso em que « > 0 e u(t),v(t) > 0 entdo 6(t) > 0 Vt € [tg, t1]. Assim,

1

H(t)fgv(t) (;lt(log(o( :>/ (log (0 ))dsg/tov(s)ds

e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo,

Q| X

logw(t))—log(e(to))</tv<s>ds:»10g(9(f’)</t:v<s>ds

to
como a fungao exponencial é crescente,

0 (t)

S v(s)ds S w(s)ds
< e'to = 0(t) <O (ty)e’to

Mas a = 0(to) e u(t) < (). Dessa forma, u (t) < aelio o) hrovando o resultado para o > 0. Para provar o

resultado para a = 0 basta utilizar o resultado para «,, = %, ja que

' w(s)ds _ leftfﬁ v(s)ds - lim u(t) < lim leftto v(s)ds
n n— o0 n—oo 1

)% ¢ finito, segue que u(t) = 0 Vt € [to, t1]. O

COmo eftto ol
Proposicao 1.6. O fluzo da equagdo x' = A(t)x depende continuamente de A em que || All,,, = sup [[A®)|op

ot
el|[A)|lop = sup |A(t)z|, em que | ®| € a norma usual de R™

z||=1
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Demonstracdo. Seja e > 0, ¢ (e,0,z¢) o fluxo da equagio 2’ = A(t)z e ¢ (9,0, 70) o fluxo da equacio z' = A(t)z.
Entao, temos que

t t
¢(t70ax0) :l’o+/0 A(S)(,b (S,O,l’o) ds (;_S(t,O,xo) :x0+/0 A(S)Q_ﬁ (5707930) ds

dessa forma

(b (tv 07330) - (;3 (tv 0, l‘o) = /0 [A (S) (b (87071'0) - A_‘ (8) (;3 (57071'0)} ds

somando e subtraindo A (s) ¢ (s, 0, xg), temos que

¢ (t7 07 $0) - (;75 (ta Oa 330) = /0 [A (S) ¢ (Sa Oa .73()) —A (5) & (57 Ov Jﬁo) +A (8) (;75 (57 07 .130) - A (8) QB (57 07 $0)] ds

separando a integral

¢(t,o,x0)—(5(t,o,xo)=/ [A(s)qb(s,o,xo)—A(s)q’s(s,o,xo)]dH/O [4() 8 (5,0, 20) — A(s) b (s,0,20)] ds

0

Como Hfot [A(s) & (5,0,20) — A(s)&(s,o,xo)]ds“ < t max {[|(A(s) — A(s))HOP |¢(s,0,20)||}. Definindo o

0<s<t
intervalo I = [0, 27] temos que Vt € T vale

¢ (£,0,20) — ¢ (£,0,20)|| </0 1A (8)lop ||6(s,0,20) — & (s,0,20)|| ds+27 max {H(A(S)_A(S))HOPHQB(S’O’%)H}

0<s<2T

Aplicando oiLema de Gronwall com «a = QToglgaéT{H(A(s)—A(s))HOPH&(S,O,xO)H}, u(t) =
[ (t,0,20) = ¢ (t,0,20)[| e v (t) = A ()l o p-

I6(2,0,20) = 6 (1,0, 0)|| < 27 max {[|(A(s) = A(5))[l |6 (5,0, 20)]|} elo 14or s

0<s<27

Definindo K = 27 nggT {Hq_b (s,0, xO)H} eJs T 1A®llords temos que

6,0.20) — 6 (1,0.20)] < K max {]|(A(5) ~ ()} = K 1A - 4]

0<s<L2T sup

Definindo § = & temos que ||A — AHSHP <é= ||¢ (t,0,20) — ¢ (t, O,xO)H < g, provando que o fluxo da equacao

' = A(t)z é continuo com relagéo a A.
O
Teorema 1.5 (Dependéncia continua dos multiplicadores de Floquet). Os multiplicadores de Floquet da equagao

' = A(t)x dependem continuamente da aplicagio A.

Demonstragao. Seja X (t) a matriz fundamental principal de 2’ = A(¢t)x. Pelo enunciado da Proposi¢ao 1.4, os
Multiplicadores de Floquet sao os autovalores da matriz C tal que X (t + 7) = X (¢)C. Assim, fazendo t = 0
temos que X(7) = X(0)C = C. Se {e1, e2,...,e,} é a base canénica de R™ entéo

X (t) = [ 6(t,0,e1) (t,0,e) .. ¢(t,07en)}

Dessa forma, pela continuidade do fluxo demonstrada na Proposigao anterior e pelo fato de que os autovalores

dependem continuamente da matriz, segue o resultado. O



Capitulo

Calculo Numeérico da Forma Normal de

Floquet

Seja A : R — M (n,R) uma aplicacao continua e 7—periédica. O cdlculo da Forma Normal de Floquet de uma
solucao fundamental X (t) = Q(t)e'® ndo é, em geral, uma tarefa ficil. Este Capitulo apresenta um método
numérico rigoroso para calcular Q(¢) e R da Forma Normal de Floquet real da equagéo «’ = A(t)z, ou seja, a
Forma Normal de Floquet da matriz fundamental principal de 2’ = A(t)z. Os conceitos de Andlise Funcional

utilizados correspondem & abordagem de [4].

Proposigao 2.1. Seja X(t) a Matriz Fundamental Principal da EDO T—periddica ' = A(t)x. Entdo, existem
Q:R— M(n,R) 2r—periédica e R € M(n,R) tais que.

{Q’ (1) =AMQH) - QMR 21)

Além disso, X (t) = Q(t)etF é uma Forma Normal de Floquet para a EDO z' = A(t)x

Demonstrag¢io. O Teorema de Floquet garante a existéncia de @ : R — M (n,R) 27—periédica e R € M(n,R)
tais que X( ) = Q(t)e!®. Como X(t) é Matriz Fundamental Principal temos que X(0) = I logo temos
Q(0)e® Q(0) = I. Além disso, como X' = A(t)X, e R comuta com e vt € R, X'(t) = Q'(t)e!f +
Q()Ret® = A(t)Q(t)et™. Desse modo, como e'f é sempre invertivel pois det(e!®) = edt(tR) £ 0, temos
que Q'(t) = A(#)Q(t) — Q(t)R. Dessa forma, @ é 2r—periddica e a Equacao 2.1 é satisfeita, completando a

demonstracao da proposicao. O

2.1 Estratégia de Solugao do Problema

Como o objetivo é obter R e Q(t) para todo t € R que satisfazem a Equacao 2.1, serd utilizada a decomposigao
de Q(t) em Séries de Fourier. N&o é a primeira vez que uma metodologia semelhante é aplicada para o célculo
da Forma Normal de Floquet. Em [22], é apresentada uma técnica que aplica Polindémios de Chebychev ao invés
de Séries de Fourier para a representagao de Q(t). No presente trabalho serd seguida a abordagem de [27] e [5]
cuja metodologia consiste em transformar o problema de encontrar Q(¢) e R em um problema de solucao de

10
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uma equagao do tipo f(z) = 0, que serd resolvida utilizando um argumento de contrac¢ao via Teorema do Ponto
Fixo de Banach.

Como A(t) é uma aplicagdo continua 7—periédica e Q(t) é uma aplicagdo continua 27 —periddica, é conveniente
tomar as séries de Fourier de perfodo 27 de ambas, de forma que A(t) e Q(t) sdo completamente definidas pelos

coeficientes de sua série de Fourier, dadas por

Alt) = Z AT Q1) = Z Qre't !

k=—0o0 k=—o0

em que Qrp = Q1+ i1Qr2 ¢ Ay = Ay + iAg2 com Qp1,Qr2, Ar1, Ar2 € M(n,R) para k # 0 e
Ap, Qo € M(n,R). Além disso, a aplicacao t — A(¢t)Q(t) também é 27 —periddica, sendo sua série de Fourier
dada pela Equacdo a seguir, em que (AQ)r = (AQ)r,1 + i(AQ)r2 com (AQ)x1,(AQ)r2 € M(n,R) sdo os
coeficientes da série de Fourier dessa aplicagao.

k=—oc0

Embora seja possivel garantir a convergéncia pontual da Série de Fourier com a hipétese de continuidade, vamos
supor que A : R — M(n,R) é de classe C!. Isso nao traz problemas para os cass que se deseja tratar neste
trabalho, conforme serd verificado mais a frente. O Apéndice C apresenta alguns resultados sobre séries de

Fourier, entre os quais a obtencao de (AQ)y através dos termos A; e Q. Derivando termo a termo a série de

Fourier de Q(t), Q' (t) = Y ikg—kaeik%t. Substituindo na Equagao 2.1 temos que

k=—o0

> ikZ—ijei’“%t:Q’@):A<t>Q(t>—Q(t>R: Yo (AQ) e E = YT QIR

k=—o00 k=—o0 k=—oc0

. ik 27 ,
Como o conjunto {e““ 2rt} ¢é ortonormal, para cada k € Z vale que
keZ

2T Qi = (AQ), — Qult = kot Qi+ QiR — (AQ), =0
Portanto, para k£ = 0 a equagao acima fica
QoR — (AQ)O =0
e para k # 0 temos uma equagao para a parte real e outra para a parte imagindria,

{ —kZQk2 + QraR - (AQ);, =0 k40

kZQr1+ Q2R — (AQ); o =0
Além disso, para que seja satisfeita a Equagao 2.1 devemos ter Q(0) = I, ou seja,
oo oo
Q)= > Qu=I=Qu+2> Qui—-I=0
k=—o0 k=1

Embora as equagoes tenham sido apresentadas para k € Z, pelas propriedades da Série de Fourier no Apéndice
C temos Qr1 = Q—_k,1 € Qr2=—Q_k2 Vk # 0. Dessa forma, o problema de obter a Forma Normal de Floquet
consiste em calcular R, Qo, Qr,1 € Q2 para k > 1.

A partir deste ponto vamos utilizar a seguinte notacao para facilitar a apresentacao dos resultados

X = [M(n,R) x M (n,R)]"
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Proposicdo 2.2. Sejam z,y € X dados por x = ((z01,%02),(1,1,21,2)s - (Tk1,Th2)s2), Y =
((90,1,%0,2), (W1.1,Y1,2), s (Y1, Yk2)s ) € A € R As operagées de soma e multiplicacdo por escalares Reais
definidas por

z+y= (o1 +Y0,1,%02 +Y0,2), (T1,1 +Y1,1,Z12 F Y1,2) s oo (Tho,1 + Y15 Th2 + Yk,2) 5 -o-)
AT = (()\éro’l, )\(E(),Q) s ()\151’1, )\(El,g) g eeeny ()\{I?k,l, )\ZL’k72) 5 )

tornam X um espago vetorial de dimensao infinita.

Demonstracdo. Inicialmente, cabe destacar que as operagoes estdo bem definidas. Além disso, o fato de que as
operagoes consistem apenas em soma e multiplicacdo por escalar termo a termo, as propriedades necessérias a
um espago vetorial estdao mantidas. O fato de que a dimensao ¢ infinita pode ser demonstrado através de um
isomorfismo natural entre X e R* definido enumerando as entradas de cada componente de um vetor x € X

como no exemplo abaixo
_ ap a2 as Qg ag Ao a3 aiq
T = ) y ’ yeer | 2 (a17a27a37a47"")
asz a4 ar asg ail a2 ais  aie

Proposi¢ao 2.3. Seja f : X — X definida abaizo. Existe x € X tal que f(x) = 0. Além disso, se
= ((R,Q0),(@Q1,1,Q12), ., (Qr,1,Qk2)) € X com f(x) =0 temos que Q(t)e!ft ¢ Forma Normal de Floquet da
FEquagio ' = A(t)z, em que Q (t) = Qo + > (Qk1 + iQk2) etk 3Tt

k40

O

f=((fs, fo), (fr1: fr2), (fo1, f22), o) (2.2)

fo () = Qo + 22 Qra—1T fra(x) = —ngm + Q1R — (AQ),

k=1 -
fo () = QoR — (AQ), Fr2 (@) = k=Qr1 + Qra R = (AQ), 5

kE>1

Demonstracio. Seja Q(t)e! Forma Normal de Floquet de 2/ = A(t)z e Q(t) = 3. (Qra +iQrz2)e* 5t a

k=—o0

série de Fourier de . Entéo, definindo z = ((R, Qo), (@Q1,1,Q1,2),...) temos que f(x) = 0. Por construcio, a
definicdo de Q faz com que Q(t)e'® seja Forma Normal de Floquet da equacdo ' = A(t)x. O

A Proposicao 2.3 garante que a obtengao de uma Forma Normal de Floquet da equagdo ' = A(t)z pode ser
feita mediante a solucdo de uma equagao do tipo f(z) =0 com f: X — X, X um espago vetorial de dimensao
infinita. A Proposigao 2.3 garante ainda a existéncia de solugao dessa equacao em X. A metodologia que serd
empregada para obté-la consiste em definir um operador linear 7' : X — X cujos pontos fixos sao as solugoes de
f(x) = 0. Um método bastante eficaz de obtengao de pontos fixos de operadores lineares é o Teorema do Ponto
Fixo de Banach. No entanto, para sua aplicacdo, é necessario que o operador seja definido em um espaco de
Banach. Dessa forma, serd definido um subespago vetorial 2* C X que, munido de uma norma || e ||, torna-se
um espago de Banach. Assim, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach sera construido um método
numérico rigoroso para o Cédlculo das solugoes de f(x) = 0 e, consequentemente, uma Forma Normal de Floquet
para ' = A(t)z.
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2.2 Meétodos Quasi-Newton para Solucao de Equacoes em Espacos
de Banach

Lema 2.1. Sejam E um espaco de Banach, J : E — E wma aplicacdo linear invertivel e f : E — E. Defina o
operador T : E — E por T(x) = x — Jf(z). Entao x € E € tal que f(x) =0 se e somente se T(z) = x.

Demonstra¢do. (=): Suponha que f(z) = 0. Entao T(z) =z — JO = x.

(<) SeT(z) =2 —Jf(z) =z entdo Jf(z) = 0. Como J ¢ invertivel é injetiva logo f(z) = 0. O

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X,d) um espago métrico completo e F C X um
conjunto fechado ndao vazio. Se T : F — F € wma contracao, i.e. existe A € R, 0 < XA < 1 tal que
d(T(z), T(y)) < Md(z,y) Vx,y € X. Entao, existe um unico z* € F tal que T(x*) = z*. Além disso, o
ponto fixo x* pode ser obtido como limite da sequéncia definida iterativamente xp41 = T(zy), k=0,1,2,... em
que xg € X € arbitrdrio.

Demonstra¢io. Unicidade: Sejam z,y € F pontos fixos de T com = # y. Assim, d(z,y) = d(T(z),T(y)) <
Ad(z,y) < d(z,y), o que é um absurdo.

Existéncia: Seja z¢p € F e considere xi11 = T(zy), Vk > 1. Assim, usando que T é uma contragdo tem-

se que
m—1 m—1
d(@pm: k) < D d(@mih—is Tmprh—io1) < Y AT (2, 30)
i— i=0

Assim, temos que

e (AT =1 11—
d (Thrm, i) < d (21, 20) [A B (M>] :d(“’QCOMk( [ )

Mas como 0 < 1 — A" < 1,

d (Tppm, zr) < d(x71,20) ( i ) =0
1—)X) ks
Dessa forma () é uma sequéncia de Cauchy. Como X é um espago completo, z; — x* para algum z* € X.
Mas como (xy)k>0 ¢ uma sequéncia no conjunto fechado F, z* € F. Como zy4+1 = T(zx), passando o limite,
uma vez que T é continua em virtude de ser uma contragao, temos que

v’ = lim (zp41) =T ( lim (u)) =T (z")

k—o0
provando a existéncia de ponto fixo para T em F. O
Teorema 2.2. Sejam E um espaco de Banach, f : E — E e g € E. Se existem J : E — E aplicagdo linear

invertivel e F' C E um conjunto fechado com xog € F' tal que o operador T'(x) = x — J f(z) € tal que T(F) C F
eT|p: F— F é uma contragdo entao a sequéncia (xy)k>0 definida recursivamente

Tk+1 = T(l’k) k 2 0

converge para algum & € E tal que f(Z) =0, que independe de xg.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.1, as solugoes da equagdo f(z) = 0 em E sdo os pontos fixos de T'. Se for possivel
definir o operador J e o conjunto F' conforme o enunciado, fica claro, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach
que a sequéncia (zy) converge para algum & € E que é ponto fixo de T, logo f(Z) = 0, completando o
argumento. O
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O Lema 2.1 garante que os pontos fixos do operador T definido por T(x) =  — Jf(x) com J : E = E sdo as
solugoes de f(x) =0 em E. J4 o Teorema 2.2 fornece um esquema iterativo para a obtengao de um ponto fixo
para T, desde que T'|r seja uma contragdo para algum F' C E fechado. Como f do problema é diferencidvel, T

também o é, por sua definicdo. Dessa forma, temos que para z,y € E

T(x) =T (y)=DT (y) (x —y) + p(z,9) |z -yl

com | lir‘rll plx,y) =0. Se || o || é uma norma em E e || ® ||op a norma operatorial cldssica entéo,
z—y||—0

1T () =T WIl < IPT (W)llop = yll + o€z, v)] Iz =yl

Dessa forma,
1T (z) =T ()| < (IDT W)llop + oz, y)l) |z -yl

Assim, se encontrarmos um conjunto fechado F' C E tal que |DT (y)||op + l|p(z,y)|| < a < 1 o0 Teorema de
Banach pode ser aplicado, garantindo a existéncia de um ponto fixo em F. Assim, como p(z,y) é pequeno desde

que ||z — y|| seja pequeno, é necessario um controle sobre || DT (y)||op. Mas,
DT (y) =1—JDf (y)

Assim, se tomarmos J uma aplicacdo linear invertivel tal que JDf (y) =~ I, teremos DT (y) =~ 0 e
consequentemente |[DT (y)||,p ~ 0. Dessa forma, para que seja possivel aplicar o Teorema do Ponto Fixo
de Banach, a escolha de J do Lema 2.1 nao é livre, mas sim uma aproximacao para Df~!(y). No caso do
método de Newton, o esquema iterativo é idéntico ao do Teorema 2.2, porém o operador T varia a cada iteragao
de modo que 1 = T*(xy) em que T*(xy) = xp — Df~'(x1)f(zx). Neste trabalho o operador T é fixo, razio
pela qual essa categoria de métodos recebe o nome de Métodos Quasi-Newton.

2.3 Construgao do Espaco de Banach Utilizado

Definindo a funcéo wy, por (2.3), e fixado s > 0 podemos definir por (2.4) uma norma |je||, : X — RT para
o espaco vetorial X. A escolha de s ndo é livre e esta relacionada ao decaimento dos coeficientes da série de
Fourier da aplicagdo A como pode ser observado no Lema 2.2. Neste trabalho, |R| = max (|r;;|) denota o

maior dentre os mdédulos das entradas da matriz R.

wk_{lkl; k#0 (2.3)
1; k=0
[[#]], = sup {|x| (wi)"} = sup {|Roo 1Qol »SUp {1Qkaly (wi)® Q2] (wk)s}} (2.4)

A motivacao para definir a norma dada pela Equacao anterior é atribuir norma finita apenas a séries de Fourier
com decaimento mais rapido que k® para s especificado. A Proposicao 2.4 prova o fato de que 2° definido por

(2.5) é um subespago normado completo de X e portanto é um Espaco de Banach.
O ={z e X, |z|, < oo} (2.5)

Proposigao 2.4. O subconjunto Q° definido por (2.5) munido da norma definida por (2.4) é um Espaco de
Banach.

Demonstra¢ao. A demonstragao sera dividida em trés partes:
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|le]|, é uma norma: Primeiramente é necessario provar que ||e||, é uma norma. De fato, ||z||, =0 & = =0,
uma vez que se |z||, = 0 entdo ndo pode haver nenhuma entrada de coordenada de x diferente de zero.

|lz]|, > 0 por sua defini¢do. Para provar que vale a desigualdade triangular, sejam z = ((R, Qo), (Q1,1,Q1,2), ---)

ey=((r,q),(q1,1,91,2);---)

[z +yl, =max {|R+ 7|, Qo+ qolo ,s5up {|Qk,1 + qi1l . wis |Qu,2 + qr2| Wi} }
<max {|R|,,|Qol. »5up {|Qr.1l o i, [@ral o wi}} +

+max {|r] , 90l » 5P {Iar.1|c Wi lar2l o Wi} = Nl + Iyl

Se A € R entao

IAz]l, = max {[AR] , [AQol o »5up {[AQ1 | Wi NQk 2] wit}} = Al ]2,

(2* é um subespaco vetorial de X: Se z,y € Q° entdo ||z + y||, < ||z], + ||yll, < o0, logo z +y € Q°. Além
disso, se A € R, [[Az||, = |A|[|z], < oo, provando que ©° é um subespago vetorial normado de X.

Q° & completo: Seja (2,,)m>1 uma sequéncia de Cauchy em Q°. Defina (19),,, (¢4 )m, (q,i{l)m e (q,ij;Q)m as
sequéncias formadas pelas entradas das matrizes R, Qo, Qk,1 € Qk,2, respectivamente, de cada z,,. Afirmamos
que cada entrada converge. De fato, pela definicao da norma ||e||, como um supremo de valores absolutos o fato
de que (2,,)m ¢ uma sequéncia de Cauchy implica imediatamente o fato de que (1), (g8 )m, (q;j Dms (q;j 5)m
forma sequéncias de Cauchy em R. Desse modo, como R é completo cada uma das infinitas sequéncias de
entradas converge para um numero real, fazendo com que z,, — x € X. Resta provar que z € Q°. De fato,
como x,, — x existe Ny € N tal que para todo m > Ny temos z,,, € B,(1) C X. Tome d > Ny e portanto
xq € By(1). Assim z € B, (1) e como x4 € ©° por ser um dos termos da sequéncia (x,,) entdo ||z||s < ||z4||s+1.

Logo x € Q2°, como queriamos. O

Proposicao 2.5. Para cada s > 0 vale que Q° D Qs+1,

Demonstracdo. Seja x € Q1! entdo sup |xk|oowz+1 < 00. Como pela definigao de wy, WZH > Wi Vs > 0 segue
k>0
que ||z|[s11 > ||z|]s. Assim, Q° D QsTL. ‘

O Lema 2.2 estabelece a condi¢ao necessaria sobre a série de Fourier de A para que a solu¢ao da Equagao f(z) =0
esteja em Q°. Observe que se A(t) for analitica Q(¢) também serd e dessa forma os coeficientes da série de Fourier
de Q(t) decairao mais rapidamente que qualquer poténcia, fazendo com que ((R, Qo), (Q1,1,@1,2),...) € Q° para
todo s > 1. No entanto, nao é necessdrio que A(t) seja analitica para concluir que a solugdo de f(z) = 0 seja
um elemento de Q°. Este Lema conduz & escolha de s, que até entdo nao estava definido. Para A(t) analitica
s > 0 pode ser escolhido arbitrario.

Lema 2.2. Seja Ay, o0 k-ésimo termo da série de Fourier de A(t). Se existe C > 0 e s > 0 tais que |Ag|, < Cw;*

entdo para todo x € X solugdo de f(x) =0 tem-se que x € Q°.

Demonstragdo. Considere o termo Qy € M(n,C) da expansdo em série de Fourier de Q(t).

2T 1 27 o
_LQ (t) 6_1k7t:| 4+ Ql (t) e—lk;tdt

1 [ 1{
ik 0 2km Jq

— tye Fridt = —
27 Jo @t)e 2T

Substituindo a condi¢do de que Q(t)e!ft é solucio de Q' = A(t)Q — QR temos que

1 27’ k 1 27' k 1 27‘ k
— Qt)e *Frtdt = — A)Q(t) e *Ftdt — — t) Re~ 7 dt
27 Jo (t)e 2km Jo BQ(t)e 2km Jo () Re
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Assim, tomando a norma |e|__ de ambos os lados fica:

2T 1

o 1 2 o
—ik Tt _ —ikZt
Qt)e dt{ I+2k7TR”OO —2]”/0 A Q(b)e dt‘

0 0o

Denotando A(t) = (ai;(t)) e Q(t) = (qi;(t)) temos que, pela definicio de | @ |,

2T o0 M
/0 A QM e_ik:tdt‘} - H}?i{ /o > i (1) s (t)e*Fdt

r=1

2T
/ At)Q(t) e_ik:tdt’ = max {
0 o)

i,j<n

}

usando a linearidade da integracao,

max
VASL

e pela desigualdade triangular,

max
LN

Dessa forma, é claro que

max
5,JS<n
e logo

n
max
ij<n Z

n

2r n 2T
/ Za" (t) qrj (t)e "7 dt } = max { Z [/ air (t) ¢rj (t) eikztdt}
0 LIS™ 72 Lo

r=1

n

2T 9 n
air (t) gri (t e hTtat < max
S| aras ’} {z_j

r=1

n

Z{/:Tazr()qm() et } < mx { . [

r=1

2T
/ ar (t) e_ik:tdtu }
0

2T n
ikt
[ a0y e dtH} < gggc{z (e 10 01)

r=1 —
definindo G = te[or,gf]),(rgn gy (t)| fica
Y i kIt - T -
mgg{z_; Kté%aé( lgrj (¢ ) ’/ ai (t) e 7 dtH} < Grﬁaf{; [/ as (£) e~ h% dtH}

assim, existe D € R com

n 2T
] —ikZ¢ <
G’I}lgaz({z [/0 air (t) e dtH} \nGLng);{

2T
/ air (t) e”“ftdt‘} < nG |Ag|, <nGCEk™® = Dk™*
r=1 0
Provando que existe D > 0 tal que

2T

Q(t) ek~ tdt[l I+RH < Dk
T oo

0 2km

O passo fundamental da demonstragao é observar que os termos fora da diagonal principal de [%I + 55 R]

aproximam de zero quando k cresce. Passando o limite com k — oo segue que

2T

o 1
wi, Q(t)e *+tat { I+ RH = hm — \kak\ <D

I
oo 0 27 2km k—o0

k—o0

Uma vez que o limite de |Qwj|_ € finito, existe Ky > 0 tal que para todo k > Ky, |Qrw; |, < 27D+ 1. Defina

M:max{|R|oo,|Qo|oo, max {|Qk1| W,

nps2TD+1
1<k< Ko =k} 27 +}

Desse modo, ||(R, Qo, Q1,1,R@1,2,...)|| < M < oo, provando que z € Q°, como querfamos demonstrar. O
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Seja A = (Ag)r>0 a sequéncia formada pelos coeficientes da série de Fourier de A(t). Entéo defina uma extensao

de s-norma, dada por

|[A[|s = sup [Ag|oow};
k>0

Lema 2.3. Se ||A||, < oo para p > 2. Entio f(Q°) C Q7! V2 <s<p.

Demonstragio. Seja 2 < s < p e suponha que x € Q°. Assim, como ||A||s < co tem-se que existe C; > 0 tal
que para todo k > 1, |[A;| < Ciw; ®. Desse modo, pelo Lema 2.1 de [11], [(AQ)x| < £ para algum Cp > 0.
k

Assim usando a definicao de fr = (f,1, fr,2) tem-se que

|fe (2)|o < O3k Q| + Cua|Qrly, + Cawy®

S

Usando e o fato de que |A;y| < Cw.® conclui-se que |Qilocw; < G pala algum G > 0, de modo que
Qkloo < Gwj®. Assim, Csk|Qrloc < C3Gwi 1!, CulQrloe < CuGuwi*t! e Cowp® < Cowp®t'. Tome
C > max(C3G, C4G, Ca), o que conduz a fi,(r) < Cw; *t!, completando a demonstracio. O

2.4 Definicao do Operador T e Condicoes para Existéncia de Ponto

Fixo

O operador T : X — X apresentado na Sec¢ao 2.2 é definido como T'(z) = z — Jf(z) em que J : X — X é
um operador linear invertivel. No entanto, para que seja possivel aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach
é necessario que T(Q°) C Q°f e que ainda que T seja uma contracao quando restrito a um conjunto fechado

F C QF. Esta secao trata da definigdo completa desse operador.

2.4.1 Definicao do Operador T

Seja m € N\ {0} fixo, o conjunto X™ = [M (n,R) x M (n,R)]"™ e a aplicagdo II,, : X — X™ definida por
I (R, Qo) , (Q1,1,Q1,2) -+ (Qi1, Qi2) 5 ) = (R, Qo) , (Q1,1,Q1,2) , -y (Rum—1,1, @m—1,2)) (2.6)

Além disso, defina 0> = ((0,0), (0,0), ...). Dado 2™ € X, pode-se obter um ponto x € X adjuntando zeros, ou
seja, z = (2™,0%°) € X. Uma vez definido X™, define-se a aplicacao f(™ : X™ — X™ por (2.7).

FU (@) = Iy (f ((2™,0))) (2.7)

Dessa forma, um problema aproximado em dimensao finita consiste em obter £ € X™ tal que f (m)(:E) = 0.
No entanto, como o objetivo é utilizar um método numérico para a solucao do problema, serd possivel apenas

aproximar a solucdo do problema em dimenséo finita, ou seja, obter Z € X™ tal que f(") (Z) =~ 0.

Calculando a derivada da aplicacdo f(™) em Z e aplicando a um ponto v € X™ temos que

Df™ (z)v = ((D £ (z) 0, DF™ (7) .v) , (D £ (@) 0, DI (@) .v) . (D £ (@) 0, DFE™L, (7) v))

Para utilizar uma notacao matricial vamoa assumir a correspondéncia biunivoca abaixo

T
(R,Q0),(Q1,1,Q12) s s (Qm—1,1,Qm-1,2)) <> [ R Qo Qi1 Q2 .. Qm-11 @Qm-12 }
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A Equagio 2.9 representa a derivada de f(™) calculada no ponto Z. A notacio dada por (2.8) ¢ utilizada para
a determinacao da derivada

Of
0A (f) _ [ R

% @) 2@ o | # @ He@
9(R,Qo) % (Z) gg; (7) 0@ 3%{01 () ‘9(9@{02 (z) (2.8)
Ofk,1 (—) Ofr (i‘) Ofk1 (:E) O fk,1 (.f) .
il 0= | @ GO s | 350 g2
e o (@) s @ | 7% o2, () ag,; (@)
OA = IA (= OA =
8(15}@0) (Z) 886;%1 () 3%?4 (z)
Dpfom () = | TE@ P o ) 5,5 @) (2.9)
) m; o, m; o m; )
6({%@3) () ngl @ . acfszl ()

Aplicando a derivada de f(™ (%) ao vetor V = (r, qo, @11,01,2, s Gm—1,1, §m—1,2) temos o resultado apresentado
na Equacao 2.10.
At At Ot At
3);37n + 8(50 4o + .+ 6an—1,1 dm—1,1 + aan—l,Q dm—1,2
) E) d
FRT g0+t ag

9fo
T dm-1,1 + 0Qm—1,2 gm—1,2

DF™ (5)V = (2.10)
O fm— O fm— O frm— O fm—
faRLl r + faQ;’l q0 + ... + 35771711"11 Q’rn—l,l + 65”1711‘,12 Qm—1,2
8 m — 8 m — a m—1, a m —
faRl’z’f' + faQol,Z go + ... + SCme,ll’zl dm—1,1 + agmill”z dm—1,2

Uma vez calculada numericamente a matriz jacobiana D f (m)(i), pode-se calcular uma aproximac¢ao numérica
invertivel para [Df(™)]~1, ie, J,, € M(2n?m,R) tal que J,,.Df™ ~ I. Estao definidas as derivadas parciais
de cada componente de f(™ em relacio &s varidveis correspondentes ao espaco de dimensdo finita obtido
apds a projecdo. No entanto, as derivadas de todas as componentes de f = (f«, fo, f1,---, fn,-..) estdo bem

definidas em relacdo a todas as componentes de z = ((R,Qo), (Q1,1,Q1,2),...). Assim, para k > m denote
Ofk,1 (f) Ofk,1 (:f’)

_ Ofk (7) — 9Q aQ
TR I YO
k.1 k.2

A Definigao 2.1 e o Lema 2.4 sao resultados instrumentais, sendo utilizados na demonstracao do Lema 2.5.

Definicao 2.1 (Diagonal dominéancia). Seja A = (a;;) uma matriz n X n com entradas complezas. A € dita
diagonal dominante (ou diagonal dominante por linhas) se

laiil =) ai]
i

Se valer (>) ao invés de > entdo é dita estritamente diagonal dominante (por linhas).

O Teorema 2.3 demonstrado por S. Gerschgorin em [12] estabelece as regides do plano complexo as quais podem

pertencer os autovalores de matrizes complexas.

Teorema 2.3 (de Gerschgorin). Seja A uma matriz compleza n X n com entradas a;;, ¢ = 1,2,...,n. Defina

R; = Y |ai;j|. Entdo, todo valor caracteristico X de A € tal que |A — ay| < R;. para algum i = 1,2,..n. Os
J#i

conjuntos D; = {z € C;|z — ay| < R;} € denominado Disco de Gerschgorin.

Demonstragao. Sejam A € C um valor caracteristico de A e x € C. tal que Az = Az com = = (z1,...,2,) # 0.

n
Denote |z;| = max {|z;|,j =1,2,...,n}. Assim, Y a;;x; = Az, Vi =1,2,...,n. Ouseja, > a;;x; = AT; — Qi ;.
Jj=1 j#i
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Mas z # 0 = x; # 0 e pela definigao de x;, leal < 1. Assim, aplicando a desigualdade triangular temos que

e
> i T

J#i Zj
A —a| = |7——| = E aij—| < E
Li Ly

J#i J#i

= las|

J#i

<Y layl = R

T
J
aij ;"
! J#i

]
T

(3

completando a demonstracao. O

Lema 2.4 (Invertibilidade via Diagonal-dominancia). Sejam A = (a;;) wma matriz n x n estritamente diagonal
dominante e B = (b;;) uma matrizn x m. Entio A € invertivel e vale que
m
Zl |35
A7'B] < max —————
| o < |aiil = > lag]

J#i

, 1« R S
Em particular ’A < max e = Tass]

'l
o i

iz
Demonstracdo. Antes de demonstrar a desigualdade, é necessério argumentar sobre a invertibilidade de A. Uma
matriz diagonal dominante sempre é nao-singular, resultado conhecido como Teorema de Levy-Desplanques.
Para provar que A é ndo-singular basta provar que 0 ndo é autovalor de A. De fato, como A é estritamente
diagonal dominante, |a;;| > R; e portanto 0 nio pertence a nenhum Disco de Gershgorin, de modo que, pelo

Teorema anterior, 0 nao é autovalor de A e, portanto, A é nao-singular.

Consideremos || ® || a norma operatorial definida por ||K||,, = sup |Kz|_. A aplicagio 8 : S™ 1 — R
1

2] o=
definida por 8 (z) = ‘A‘lBa:|oo é contfnua e est4 definida no compacto S™~1. Logo existe x = (x1, T2, ..., T;n)T €
S™~1 tal que
4B = A7 Bl = ol = I

em que y = A™'Bx = (y1,92, ..., ¥n)T. Como y = A~ Bz, tem-se que Ay = Bz, o que implica que

m n
D bigjwy = (Bx), = (Ay); = D Gioj¥j = GigioYio + D _ Gigj¥;
j=1 j=1 Jj#io

Aplicando a desigualdade triangular temos que

m m
max (|250) D biogl = | Y biojws| = |Giviolio + D @igji| = |aigioliol = D aioj¥s
j=1 j=1

1<j<m — —
S J#i0 J#i0

Mas como | Y aiy;¥;| < lyi, | vale que
J#io

2 o

J#io

m
max (|2;1) D bigjl = [ laiiol = | D aios| | il
j=1

1<j<m .
= J#io0

Como A é estritamente diagonal dominante, |a;y;,| —

Z Qigj

> (0 temos que

J#io
m
Zl|bz'oj|
| < J= )
[9io| < (max (|;)
|aioio‘_ Z Qigj
J#io
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. = -1 ’ . = =
Como |y, | = |A~'B e 1%?%”('%') ||, = 1 segue que

> 1bigs] > [bij]
j=1 j=1

|AilB|C>O < < max
‘aio’io| - Z Qigj ‘ai0i0| - Z QAij
Jj#io j#i
m
Se tomarmos B =1 entao ) |b;;| = 1 Vi, o que implica que
j=1
A7 < 1
A7, < max
|aioi0| - Z Qij
J#i
completando a demonstragao. O

Lema 2.5. Seja A = ((Ao,1,A0,2), (A1,1,A12),...). Se||Alls < oo existem K >0 e Cp > 0 tais que para cada
k > K o operador Ay € invertivel e ||(Ag) ™ oo < %

Demonstracdo. Pela definicao

- Qs - Ofk.2 Ofk.2

0Qk,1  OQk,2
Para calcular as derivadas é necessario calcular (AQ)x,1 e (AQ) 2. Assim,

Ofka Ofka
Ap = A fr _ [ 0Qr,1  OQk,2 ‘|

(AQ), = (Aop1 +1A22) (Qr,1 — iQk,2) + Ao (Qr,1 +iQk2) + W
(AQ)y = A2k, 1Qk,1 + AoQr,1 + A2k 2Qk2 + Wi (2.11)
(AQ)y0 = — A2k 1Qp2 + A2k 2Qk,1 + AoQp2 + Wa

de modo que W; e W5 nao dependem de Q1 e Q2.

Ay = (2.12)

M k2T 4 Ay
]{)%Hn2 + )\2’1 /\2)2 ’

em que as entradas A1 e Ag2 sdo combinagbes lineares de R, Ay, Ao, de modo que [A1,1]00s [A2,2]00 <
|R|oo + [Aoloo + [A2k|oo- Além disso, a1 = A2 dependem apenas de As,. Como a invertibilidade de Ay

é equivalente a invertibilidade de Ax dada por:

k21,2 + A2 A22
A1 —kg{ﬂn‘z =+ /\1,2 '

)

A=

Como |>\1,1|ooa |>\2,2|oo < |R|oo + |A0‘oo + ‘A2k|oo € |/\1,2
|Ai,jloo s80 uniformemente limitados em k. Dessa forma existe K tal que A é diagonal dominante por linhas

0o < |Ask|oo, a hipétese de que ||Al|s < oo implica que

para k > K, ji que para k suficientemente grande kT ¢ maior que a soma dos valores absolutos de todos os

elementos de A; 4, 7,5 = 1,2. Assim, det(Ak) = 0, o que implica que Ay é invertivel para todo k > K.
Denote por a;; os elementos da diagonal principal de Ay. Dessa forma, se Ay ¢ diagonal dominante, isto

6, se laii|l > >, |Aw(i,7)| para todo i = 1,...,2n?, dessa forma usando o resultado o 2.4 temos que

n&%xm% 1AH}.
P VJad = 5 Aetio )]
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Dessa forma, para k > K

- A C
145 o = IAT oo < =

para uma constante Cy que depende inicialmente de 7, R, |Ag|oo € |A2k|oo- No entanto, deve-se atentar para o

fato de que |Agg|oo < HMA—H Para o calculo de Cy, afirmamos que existem a > 0 e b > 0 tais que para k > K
k

1 1
- < R
G| | ak=

| <m
<t el = X

J#i

De fato, para k > K temos que
s
jazi ()| 2 k— — Az ()l

o)

> [Ak G )] < @0 = 1) (|R], + Aol + [Aztl.) < (20— 1) (|R|OO + Aol +
J#i

1
2~ [ ()l + @n—1) (|R], + 4ol + Lok )]

em que A; 2 (K) é o termo A; 5 quando k = K. Assim, ficam definidos a e b. Queremos determinar C de modo

1A <

que ﬁ < % para k > K. Mas, veja que ﬁ < % = Ch > ﬁ. Assim, como

lak—-b+b 1 b 1
> - -
CA/a ak —0b a+a<ak—b>

e ﬁ decresce quando k cresce, basta tomar

1 b 1
CA_a+a<aK—b>

em que os termos a e b nao dependem de k O

Uma vez que A é dado, pelo Lema 2.5 existe K tal que para todo k > K Ay é invertivel. Dessa forma, tomando

m > K e definindo o operador J dado pela Equacao 2.13.

(Jmz™)y,, sek=0,.....,m—1
(Ja), = {

(2.13)
A,:lmk, sek>m

A Figura 2.1 representa graficamente a construcao do operador J como uma matriz infinita composta por
quatro blocos, dois nulos, um bloco de dimensao finita formado por J,, =~ [DJ’(T”)(@)}_1 e um bloco diagonal.
Naturalmente, trata-se de uma representacao sem validade matematica, uma vez que uma matriz com uma
quantidade infinita de linhas e colunas ndo é um objeto comumente definido. No entanto, essa interpretagao
ajuda na compreensao da construgao realizada. Uma vez definido o operador J, define-se o operador 7' : X — X
pela Equagao 2.14.

T(x)=a— Jf(x) (2.14)

Teorema 2.4. Seja A = ((Ao,1, Aoz, (A11,412),...)) € X € tal que ||A]|, < oo para p > 2. Entao para cada
2 < s < p tem-se que T(2°) C Q°.

Demonstragdo. Como as condigoes do Lema 2.3 sdo satisfeitas, se x € Q°, f(z) € Q°7!. Pela defini¢io de
T(x) =z — Jf(z). Assim, é suficiente mostrar que para cada y € Q°~! temos Jy € Q°. De fato, se y € Q°~ 1,

tem-se que ||y||s—1 < co. Uma vez que o operador T ji estd definido, ja estd escolhido o valor de m e portanto
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Figura 2.1: Representacao de J : X — X como uma matriz de dimensao infinita.

seja k > m. Assim [(Jy)kloo = AL Wkloo < |[ALY|co|Uk|oo- Como existe K > 0 tal que Yk > K temos

1A oo < % para algum Cp > 0 e existe uma quantidade finita de nimeros entre m e K, pode-se escolher C

convenientemente de modo que ||A} || < & para cada k > m. Mas como |(Jy)x|e < %”5275;1 para k > m,

segue que [(JY)kloo < para k > m. Como y € Q°7! e existe apenas um nimero finito de indices

Cliylls—1
UJ271
menores ou iguais que m segue que existe M > 0 tal que |[(Jy)rwi|o < M, o que significa que ||Jy||s < oo.

Dessa forma, provamos que T(Q2%) C 2%, como querfamos. O

2.4.2 Existéncia de ponto fixo para o operador T'(z)

Esta secao é dedicada a demonstracao do Teorema 2.5, que estabelece condigoes suficientes para a Existéncia
de uma vizinhanca em €° na qual o operador T seja uma contracdo, de modo que seja possivel garantir
através do Teorema 2.1 a existéncia de um ponto fixo. Este resultado segue a metodologia apresentada em [11],
exposta no Lema 3.3. O mesmo procedimento é repetido em [5]. Sejam Y = (Yp1,Y0.2,Y1,1,Y12.., Yi 1, Y 2, -..)
e Z(r) = (Zo1, 202,211,212, Zi 1, Zi 2, ...) (1), Le., Y, Z € X tais que valem as condi¢bes das Equagbes
2.15 e 2.16, em que o simbolo <., tem o seguinte significado: A, B € M(n,R) sdo tais que A >., B se
e somente se a;; > by Vi,j = 1,2,...,n. Para facilitar a notacdo Y e Z serao também denotados como
Y = (Yo, Y1,.Y5...,. Yy, ...) e Z(r) = (Zo,Z1,Z3,..., Zk,...)(r) em que cada Y; e Z; representa uma dupla,
(Yi1,Yi2) e (Zi1, Z; 2) respectivamente. Neste ponto convém lembrar que Z consiste da solugdo obtida para o
problema aproximado em dimenséo finita completada com 0°°, ou seja & = (Zo, Z1, T2, ..., Tm, 0,0,...) em que
z; € M(nR) x M(n,R).

(T(@) - 8l <ew Vi (2.15)

sup (DT (Z + b1) b2) | Scw Zi (1) (2.16)
b1,b2€Bo(r)

As condigbes de 2.15 e 2.16 impde formas de controle sobre o quanto um ponto dista de sua imagem pelo
operador T' em termos de suas coordenadas e o resultado da aplicagao da derivada em um ponto da bola de
centro T e raio r aplicada a um vetor de norma menor que r. O teorema que segue estabelece uma condigao
sobre Y e Z para que o operador T seja uma contragdo em Bgz(r).

Teorema 2.5 (Existéncia de ponto fixo). Fizado s > 2 e sejamY e Z atendendo ds condi¢oes dadas por (2.15)
e (2.16) para todo k > 0. Se existe r > 0 tal que ||Y + Z||s < r entdo T(Bz(r)) C Bz(r) e existe um unico
x* € Bg(r) tal que T(z*) = z*.

Demonstra¢ao. A primeira parte desta demonstracao consiste na adaptagdao do Teorema do Valor Médio para o
problema em questdao. Em [11] é apresentado um argumento sobre uma versio do Teorema do Valor Médio para
fungdes com valores em matrizes, diferente da desigualdade do valor médio demonstrada em [17]. No entanto,
a igualdade nao é necesséaria para os propdsitos deste trabalho, sendo suficiente uma adaptacao do Teorema do
Valor Médio para fungoes reais de varidvel real, conforme o argumento que segue..
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Sejam z,y € X. Considere a funcdo v : [0,1] — M(n,R) definida por v (¢) = Tj (ty + (1 —t)x). Além
disso, defina fy,ij : [0,1] — R como o elemento da linha i e coluna j de 7x(t). Assim, pelo Teorema do Valor

Médio temos que Vi,j = 1,2,...,n existe ¢;; € (0,1) tal que
ij ij d_ij
(1) = (0) = 2 (t) (1 - 0)
Como ;. (t) = DTy, (ty + (1 — t) z) (y — ), segue que existe para cada ¢,j = 1,2,...,n existe t;; € (0,1) tal que
W (1) = (0) = [DT, (tijy + (1 — tig) ) (y — 2)];;

ou seja
[Tk (-T) — Ty (?D]U = [DTk (tijy + (1 - tij) -T) (y - w)]ij

que implica em

T

)[Tk (2) — T )],y = ‘ {DT;C (tijy + (1 — i) ) (r (y — m))]ij

lly — ll,

Mas, por hipétese que para cada entrada i, j vale

‘ [DTk (tijy + (1 — t5) @) (r(y_w))]z

Ty —al, )], | S &y

que pode ser reescrito como
Ly
Tk () = Tie ()] < == lly — ],

Agora, aplicando a desigualdade triangular em cada entrada tem-se que

(T (z) = 2)y| = [Th (2) = Zp| = |Tk () = Ti (7) + Ti (7) — Ti| Scw |Th (x) = T ()] + [T (7) — T
Mas como [T}, (z) — Tk (Z)| <cw Z’“T(T) |z — z||, segue que |T}, () — Tj (Z)| <cw Zk (), 0 que implica que

Ty () — Z| <ew Y+ Zi (1)

Dessa forma, segue que [T} (z) — Ti| < |Yi + Zi (7)| - Seja x € Bz(r). Assim, temos que:

1T (z) — |, = glgﬂTk () = Tp| o Wi} < iglé{lYk + 2 (Nl Wi} = Y + 2 (r)ll,

Por hipétese, |Y + Z (r)||, < r, de modo que Vx € Bz(r) tem-se que ||T(x) — Z||s < r, ou seja Vo € Bz
T(z) € Bz(r), ou seja, T'(Bz(r)) C Bz(r).

Para provar que T é de fato uma contracdo em Bz (r) observe que Yy >, 0, Vk > 0, ou seja, todas as entradas

de Y}, s@o ndo-negativas para todo k. Dessa modo, |Z (r)| < |[Yi + Zi (r)]
12 ()1, = sup {120 () 2} < sup (1Y + 25 ) = Y+ Z 0], < r

Definindo 0 < o = M < % = 1 temos que:

I s
1Ty () = Th (Yl < lz = yll, <ellz -yl

Z (r)ll

Dessa forma, T'(Bz(r)) C Bz(r) e T' é uma contragado. Usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach existe um

unico z* € Bz(r) tal que T(x*) = z*, que consequentemente satisfaz f(x*) = 0. O
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2.5 Polinomios Radz

O Teorema 2.5 garante a existéncia de um ponto fixo do operador T' em uma bola centrada numa aproximagao
para uma solugao de f(x) = 0. No entanto, a condigao suficiente para a garantia de existéncia desse ponto fixo
envolve uma quantidade infinita de testes, ja que para ||Y + Z(r)||s < r significa |Y; + Zx(r)| < WLZ’ VEk > 0,
0 que nao pode ser verificado computacionalmente. Uma alternativa para tornar essa andlise factivel, uma vez
que este trabalho se insere num contexto de Anélise Numérica Rigorosa, é a definicao dos chamados Polinémios
Radii, seguindo a metodologia de [11]. Nesta segdo o simbolo II,, representa uma matriz quadrada de n x n com
todas as entradas iguais a 1.
Suponha que para um dado M, exista Yy e Zp(r) tais que Vk > M tem-se

M* M*

(T(@) ~ Bl < T3 Yo e sup (DT (2 + 1) ba)yl, < F-Zor (1) (2.17)

k bl,bQEB(T‘) k

entdo definimos os Polinémios Radii pela Definigdo (2.2). Como na definigdo de Y e Z, os Polinémios Radii

serao definidos como pi(r), sendo que correspondem a (pg 1, pk.2)(7), ou seja, cada py, : R — M(n,R)%.

Definicao 2.2 (Polinémios Radii). Dada as sequéncias Y = (Yo,Y1,Ys, ... Yu,...) e Z(r) =
(Zo,Z1,Zo, ..., Zag, ... ) (r) Polinémios Radii sao definidos como sendo um conjunto de M + 1 polindmios com

varidvel independente r definidos por:

o (r) = Y + Z1, (1) — wi (I,,IL,), k=0,1,...,M —1

S (2.18)

Py (1) =Yn + Zy — —
Wiy

O Teorema 2.6 fornece uma alternativa que substitui os infinitos testes necesséarios por M testes e a construgao
de Y e Zjp; convenientes de forma que os Y, e Zi para k > M — 1 ficam definidos de forma adequada a
satisfazer automaticamente as condigbes necessarias estabelecidas pelo Teorema 2.5, garantindo a existéncia do
ponto fixo e consequentemente a solucao para a equagio do problema em Bz(r) em que r serd tdo pequeno
quanto possivel para que todos os M Polindémios Radii sejam tais que pi(r) <ew 0, 0 que justifica a definigdo
2.18.

Teorema 2.6 (Testes por Polinémios Radii). Considere M e sejam 'Y e Z tais que Yy, e Zy satisfazem (2.16)
para k =0,1,2,.... M — 1. Defina os demais Yy e Zy, para k > M como:

S S

M
Y, = ?YM [IL,,11,] e Z (r) = =

Zag [T, T0,,] (2.19)

com Yy e Zy satisfazendo as condi¢oes dadas por (2.17). Se ezistir v > 0 tal que py (1) <eu 0 para todo

k=0,1,2,.... M, entdo existe um unico x* € Bz(r) tal que T(z*) = x* e consequentemente f(z*) =0

Demonstragao. As relagoes p(r) <ew 0 implicam que |Y; + Zi(1)|oo < =5, pois Yy >cw 0 € Z >0 0. Como

wi?

por hipétese pr(r) <cw 0 Vk = 0,1,...,M — 1 entdo de fato temos Y, + Zx(r)|co < = para 0 < k < M — 1.

5
W

Para k > M a definicao de Yy; e Zy; faz com que para k > M, Y}, e Z;, acima definidos sejam tais que

(T(@) = 7)) <wYee s (DT (2 +b1) b)) e Zi (1)
bl,bQGB(’r‘)

Além disso,
S S r r

= Yvu+2Z2 ==
oo ks(M+ M)<ksM5 R

Dessa forma temos que ||Y + Z||, < r, como querfamos. O

|Yi + Z (7)] Yk > M
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2.6 Calculode Y e 7

Para a aplicagao do Teorema 2.6 é necessario determinar Yy e Z; para k =0,1,2,..., M — 1, além de Yy, e Zy,.
Para tanto serd necessario relembrar o Lema 2.5. Existem alguns pardmetros a serem definidos. O primeiro
deles é o parametro K do lema 2.5, que garante que para todo k > K o operador Ay é invertivel e existe Cy
tal que ||A,;1Hoo < % Devemos entao supor que a dimensao do espago de projegao, m seja suficientemente
grande para que Ay seja invertivel e ||A,;1HOO < % para k > m, ou seja, deve-se tomar m > K. Uma vez
que o Lema 2.5 demonstra como obter K, pode-se definir uma dimensao de projecao com facilidade. O outro
parametros que também deve ser mais precisamente especificado é M. Escolhendo M > m, T}, fica be definido e
nao depende da aproximacio para a inversa de D f("™) considerada, como pode ser observado em (2.14) e (2.13).
A aproximacio da inversa de Df(™) serd importante, no entanto, para construir Yj para k = 0,1,...,m — 1.

Esta Secao sera divida em duas subsegoes dedicadas a construir Y e Z.

2.6.1 Construgao de Y

Para definir Y é necessario definir Yy, Vk > 0, ou seja, definir Y, VO < k > M — 1 e Y. Considere a defini¢ao
do operador T, T(x) = z — Jf(x), o que implica T'(z) — x = —J f(z). Como queremos que dada uma solugao
aproximada Z tenhamos |(T(Z) — Z)x| <ew Yk, para k = 0,1,2,...m — 1 podemos definir Y; = |(Jp ™ (Z))|.
Recordando que por defini¢ao temos (Jz); = A,;le para k > m, define-se Y; conforme a Equacao 2.20.
Trata-se de uma defini¢do pertinente, ja que |(T(Z) — Z)i| <ew Yr como queremos. E importante ressaltar que

Y = (Yi1,Yk,2) estd bem definido por 2.20, j& que J,, ja foi calculado anteriormente.
(o),
A e ()

A definigao de Yy, deve ser tal que YMI,Z[—; > ’A;l fk(f)’oo, Vk > M. Pela definicao de norma operatorial

,k=0,1,..,.m—1

Y, = (2.20)

Jk=mm+1,....M—1

A (@) < AL ool fr(2)|se- Como m é a dimensdo do espago de projegdo segue que Qp,1 = Qi = 0,
Vk > m. Uma vez que T tem apenas as primeira m componentes, a saber de 0 a m — 1. Assim, tem-se que fj é
dado por (2.21).

S5 G O —kFQ k1R — (AQ
fr (R3Q07Q1‘17-Q1,27-~-) = T k2 + Qi ( Q)m 1 -

kZQu1 + QroR — (AQ),w

: ] (2.21)

Desenvolvendo (AQ)x1 e (AQ)k 2 temos que

m—1
(AQ)M = Ap1Qo + Z (Ak—p1 + Arsp1) Qa1 + (Aryp2 — Ar—p2) Qp2)

b
—_

3

(AQ)W = Ap2Qo + (Aktp2 +Ar—p2) Q1+ (Ak—p1 — Aryp1) Qp2)

®
Il
—

Dessa forma,

m—1

|(4Q) .| Sew |46aQo] + D (Ax-pal + |Akrpal) [ Qo] + (Arrazl - [Ac-pal) [ Qs
B=1

Usando o fato de que |Ay1Qo| < %Hn |Qo| temos que
k

5 1A

(4Q),.,] < 1

m—1
1 1 .
S0, |Qo| + ) 114, T (ws* + o >|Qm!+|A
k k+8

ws”
k B=1

1 1 -
* HH" S% T T sx Q 5
s (wk+5 ‘%5) | B8 2|
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Mas como (wi + = )<( 11 )

ks Wiks wits  Wiig

S 11, |Qo| + Z |All,. IL, ( +
75

w
k B=1

1 _ _
) (@] +12as)

Multiplicando e dividindo por wj, temos que

(4Q),,,] <or 10 S, |@|+Z” 1, (1 n )<|@ﬁ,1|+|@m|>

Wpts  Wrig

Note que como 2 < s < s*

N . ( Lo, ) _
w S % S% = S* ey X
g Wils  Wits (k—B) (k+B)

<k L _F <1+“<1+(M)g
S k-8 k+p)T T (k=B M -3

de onde temos que

‘(AQ)k,l‘ ew ||A||

M N1 A .
e jonl+ 52 et 1+ (57255) ] 000l + 0l
Assim, definindo
I s M \° _ _
W =1L, [Qo| + [H (M—ﬁ) ]Hn (|Qs.a| +@s.2])
B=1

Finalmente, para k > M temos que

_ 1
e (D)oo < — 1Al W]
W
Além disso, considerando o Lema 2.5, podemos definir Y,; pela Equagao 2.22.

1

Yar = |

2.6.2 Construgao de 7

Recapitulando, a construcao de Z consiste em obter Zx(r), k > 0 tal que seja vélido que

sup
b1,b2 EB(’I‘)

(DT + b)ba] | Sew Zu(r), V20

Como by, by € B(r) serd utilizada uma normalizagao que facilita os cdlculos, escrevendo by = ru e by = rv em que
u,v € B(1). Como u e v sdo sequéncias infinitas de matrizes, temos a seguinte notagao: u = [ug, U1, ..., Ug,-. -],

em que cada u = (ug1,ur2) € M(n,R)?, de forma que a notacio utilizada para as Q.1 e Q2 serd mantida,

ou seja, (ug1,urz2) = ug. O fato de que u € B(1) significa pela defini¢do de ||.||s que <ew Wy °
para cada k. Como em geral, o fundamental é calcular maz(|ug 1]oowy, |Uk 2|cow}), POr vezes uk71 e Uj 2 Serdo

denotados apenas por uy.

Como no caso de Y, é suficiente pelo Teorema 2.6 obter Zj para k =0,1,..., M —1 e Z);, de forma a caracterizar
todos os Z;, conforme apresentado por esse Teorema. Para tanto, considere o operador J' : Q51! — Q° definido

(m) . gm = —
(JTx)kz{ (Df x )k k=0,....m—-1 (2.23)

Akl'k, k m,

como
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Como T(Z +ru) = T + ru — Jf(Z + ru) temos que

DT(f—l—ru)rv:tlin(l) [x—l—ru—i—trv—Jf(a:—l—ru—l—ttrv)]—[x—|—ru—Jf(a:—|—7‘u)]
e

tro—J T t -/
:%ir% v [f(x—i—ru—tk rv) = f (@4 ru) =rv—JDf(Z+ru)yrv=[I —JDf (T + ru)|rv
—
Assim, considerando a definigio de JT e somando e subtraindo JJirv temos (2.24). E importante notar
que as construcoes de J e Jt sdo bastante semelhantes. Se .J,,, aproximacao para a derivada de Df(m) for
suficientemente boa, JJ' ~ I. Em 2.24, DT (Z +7ru)rv é separado em duas parcelas, sendo que a primeira reflete
a qualidade da aproximagao da derivada de D f (m) e influenciard os Polinémios Radii e consequentemente o

valor de r, raio da bola em ° no qual o operador T é uma contracao.

DT(Z 4+ ru)yrv = [I — JDf(Z + ru)]rv

[IfJJT} T“”U*J[Df(iﬁ»ru)f{]l”] . (2.24)

Dessa forma, a definicio de Z(r) pode ser feita através das estimativas de |[I—JJT|rv| e
J [Df(a? +ru) — JT] rv Assim, defina as cotas intermedidrias Z9, Z!, Z? de modo que sejam validas as relacoes
dadas pela Equagdes 2.25 e 2.26. A justificativa para a definicdo de Zy, Z; e Z5 é baseada no formato de f. A
derivada de f calculada no ponto Z + ru e aplicada no vetor rv nao produz termos multiplicados por r* com
k > 3, como pode ser visto no Capitulo 3 que traz detalhes de implementacio, entre eles o célculo de D f("),
no qual esse fato fica claro.

\[I =TT 0| <ew Z°, Vv e B(1), (2.25)
|[Df(Z+ ru) — J1] | Sew Z'r + Z°r*, Vu,v € B(1). (2.26)

Com a Equacao 2.24 podemos comparar elemento a elemento das matrizes de valores absolutos para cada

componente k, o que implica que

‘ [DT(z 4 ru)rv], ‘ <ew ’ [(1-JJ%) rv]k ’ + ‘ [J (Df(z +ru) — J) rv}k ‘ (2.27)
De modo que os elementos Z, para k =0,... M — 1 podem ser definidos por (2.28).
A [Jm Zlr + 722 M} . k=0,...,m—1
Ze(r) = § Zer |l (Z o 250 ] m (2.28)
Z9r + A (ZEr + Z2r?), k=m,...,M—1.
Além disso, Z); serao definidos de forma a satisfazer
sup  |[DT(Z 4 b1) b], | < —Zum (r) parak > M
bl,bgeB(’r’) k
Como |vg| <ew wy, °IL, defina Z° como
I — JJH{w; I}t k=0,...,m—1
(Zo)k — |:| |{w] }]70 }k ) , M (229)
0, k>m

de modo que de fato temos a relagao desejada.
[[1 = JJT] ro| <ew Z°r.

Em 2.29 mostra de forma mais clara o fato de que r depende da qualidade da aproximagao para a inversa de
Df(m),

Uma vez apresentadas a cota para Z° deve-se obter a cota para Z' e Z2. Como [(Df(Z +ru) — J) rv], deve
ser cotado por um polinémio quadréatico em r, considere sua expansao como um polinémio quadratico em 7.
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Isso é possivel na medida em que f é composta por produtos de matrizes. Como a derivada de f estd avaliada

no ponto x + ru e aplicada a rv nao podem aparecer termos multiplicados por r? com p > 2.

[(Df(z +7ru) — J) ro], = Z Crar". (2.30)
i=1,2
Para calcular ¢ ; ¢ importante relembrar a notagdo, uma vez que ug = (ug 1, uk,2) para k =0,1,2, ..., inclusive

k =0, assim, up,1 tem o papel de R e ug 2 tem o papel de Qo na notacao original. Como a parte imaginaria de

Q1 é antissimétrica em relacdo a k, i.e Qp 2 = —Q_g,2, e definindo sg(I) = sinal(l), temos que:

2 Zk:>m Uk,
- 0
6071 = — Z (Aj,l — SQ(Z)AJ'72)>U|” R CO,Z = (231)
14+j=0 ugVo + VoUo
[1|>m
parak=1,...,m—1
Aj1—s9()A; 2 vy UKV + ViUg
chi=— Y . Ch2= (2.32)
I+j=k Aj,g + sg(l)AjJ vy UKVo + ViUg
[t]>m
epara k>m
Ajr—sg(D)Aj2 oy ko + Vo
chi=— ) . Ch2= : (2.33)
ek | (Ai2 +sg(D) A1 )y UkVo + VkUo
|U]#k

Mas Z', Z? devem ser definidas de modo que Z,% >ew |kl € Z,f >cw k2| Mas como u e v tem norma
unitéria segue que |ug|, [vg| <cw wy I, e | £ Re(A;) £ Im(A;)| <cw |Re(A;j)|+ |Im(A;)|. Note no entanto que
IL,I1I,, = nll,,, de forma que podemos definir Z' e Z? da seguinte forma

0

=72,
1L, 0

|CO,2| Scw 2n [

2.34
T (2.34)

=272 k>1.
IL,,

lek,2] <ew 2nwy® l

No entanto o argumento néo estd completo em termos numéricos, uma vez que |cg 1|, estd definido em termos
de séries, que nao podem ser calculadas no computador. Uma solucao para esse problema ¢é introduzir uma nova
cota, o que é feito a seguir.

Ly, > max{k, m} (2.35)

Como as séries foram interrompidas em uma quantidade finita de termos é necessdrio incluir as matrizes

denotadas por Hy, de modo que

2500wyt

j=m
eonl Scw | D0 (IReCAD| + [Im(Ay) Jw "M, | + Hy =: 2}
I+5=0
m<[l<Lo (2.36)
Re(A)| + [Im(A;)| )w, °IL,
|ck71\§cw Z | ( j)| | ( J)| l_s +Hk = Zé, k:l,...,mfl

m<|U|Zk, |1 <Ly,

e analogamente para k > m. A definicio de Z' é composta agora por uma soma finita que pode ser calculada
e uma parte que nao pode ser calculada no computador mas pode ser estimada analiticamente usando a teoria

de séries. Defina 1 1 1 1
M =
C(M,s) M1 (Mt2r  s—1(Mt21
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e
2((Lyg, s)IL,, I,
Hy = | 2(E0s) . Hy =y , (2.37)
holl, 11,
em que para cada k > 0 temos
V2n|| Alls-
= - Ly —k,2 Ly, 2s) ).
o A (20

Lema 2.6. A férmula 2.36 vale para Hy, Hy definida em 2.37.

Demonstra¢ao. Note que para todo M >1e s> 2

oo

> <), (2.38)

Devido ao fato de que Y77 )/ 4 == WJFWJFZ?;M% =< ererf;fﬁ k~*dk. Portanto,
2 Z w5 | <ew 2¢(Lo, $)II,,.
j=Lo+1

Para o restante dos termos note que (|Re(A;)|+[Im(A;]) <ew V2IA;] <cw \@%Mn, entao, para todo k > 0,
J

a cauda da serie pode ser limitada por

= 1 1
E <|R6(Aj)| + |Im(Aj)\)wl_s]I]In <cw \/§||A||S* E < — + — ) I, w,; *II,
, wi w
I+j=k I=L;+1 k—l k+l

[1|>Lk+1

2 - > 1 1 _
v2n| Al 3 ( +— )wl STL,,.

>Scw — s —s
(L, +1—k) e \ Wi Wiy

Na ultima passagem usamos o fato de que Ly > k, s* > s e a relagao I, 11, = nll,. O resultado segue aplicando

2.38 uma vez que a ultima série pode ser reescrita como

>, 1 1 . > 1 . > 1 .
z : s + s w; = z : s w; + § : s w;
Wik Weyy Wiy Wiy
l=Lr+1 I=Li+1 l=Lr—k+1

o0 o
<D oWt Wt
I=Lr+1 I=Lr—k+1
O
De [11], temos que

1 - 1
> mwr Sw Pt - ]
a+B=k WaWp =1 l M ( 1) 2k
a2k

onde

k 5+ Alog(k —2) 7 —6 g+18‘2
k 3 k2
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Entao para k > M temos que

ek 1]oo < V2| A5 Z wy w;®

I+j=k
|1k
V2] Alls: - 1 2 V2| Al (2.39)
<22 1242y 4 — = 1| = =", :
- wy + ;ls+M5—1(s—1)+nM wy !
2
lck2lo0 < 77;‘
Wi

Como para k > M o primeiro termo do lado direito da Equagao 2.27 é nulo, vale que

‘ [DT(z + ru)rv),, LO <cw ‘ [J (Df(& +ru) = JT) 1], LO

. (2.40)
< AL oo ek oot + len,2locr?).

Assim, usando HA;lHOO < %;Vk >m e que k> M, tem-se que HA;lHOO < C—A/‘[\, e pode-se definir Z); como

- Merl

Zn (V2| Al| ¢« Cyr 4 2n1?).



Capitulo 3
Detalhes de Implementacao

O método apresentado no Capitulo 2 é composto basicamente por duas etapas: Obter uma solugao aproximada
z € X e calcular r > 0 tal que exista 2* € Bz g-)(r) com f(z*) = 0. Neste Capitulo sdo apresentados de
forma algoritmica todos os passos que compdem a técnica numérica rigorosa e os detalhes de sua implementagao
realizada com o software MATLAB®.

3.1 O Algoritmo para Calculo da Forma Normal de Floquet

Seja uma fungéo t — A(t) periédica de periodo 7. O método numérico descrito no Capitulo 2 retorna como
resultado um numero natural m, um ponto T = (R, Qo,Q1.1,Q1.2,Q2.1,Q2.2, ) € [M (n,R) x M (n,R)]"™ e um
niimero real r > 0 tal que existe um ponto z* € Bz 9)(7), z* = (R, Qo, Q1,1, Q1,2, ...) tal que

o0

X()=1Qo+ > (Qr1+iQka)|e"

k=—o00

é uma matriz fundamental da equagdo diferencial ' = A(t)z, com X (0) = I.

O algoritmo para o calculo da Série de Fourier da aplicagdo A sera omitido por se tratar de um procedimento
padrdo e oferecido pelos pacotes computacionais utilizados neste trabalho, a saber Maple® 14 ¢ MATLAB®
versao 2008. Dessa forma, assume-se que a Série de Fourier de A ja é conhecida. A técnica apresentada
é composta essencialmente de duas grandes etapas: cédlculo de T e aplicaggo dos Polindmios Radii para
determinacao de r. A Figura 3.1 apresenta os principais passos da estratégia adotada para a solugdo do problema,
desde a reformulacdo do problema original como um problema de obtengao de ponto fixo para um operador

definido num espago de dimensao infinita até a utilizagao da técnica de Polinémios Radii.

Para o célculo de J,,, no Algoritmo 1 utilizou-se o software Maple® 14, capaz de calcular analiticamente a inversa
de Df(™). Deve-se observar, no entanto, que é necessario determinar o valor de m, caracterizando o espaco de
projecao X™. Ocorre que m deve ser tal que m > K, determinado apés o célculo de Ay, conforme descrito no
Algoritmo 2. Mas, para o célculo de K é necessério . Assim, é preciso implementar um processo iterativo de
calculo de solugbes aproximadas para diferentes valores de m até que m > K. O céalculo dos Polinomios Radii o
cilculode Y, k=10,1,2,..M —1, Zy, k=0,1,2,..M — 1, Y); e Z;;. Para determinar essas cotas é necessario
uma série de calculos preliminares, como apresentado no Algoritmo 2. Um resumo dos calculos necessarios para
determinar Y, Z e consequentemente os Polinémios Radii é apresentado nas Secoes 3.3.1 e 3.3.2. O processo

iterativo xg4+1 = T — Jmf(m)(:nk) do Algoritmo 1 requer um ponto inicial xg.

31
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Algoritmo 1: Algoritmo para cilculo de Z € X™ tal que f(")(z) ~ 0

Entrada:

xo < Ponto Inicial (Utilizando Algoritmo 3)

{Ak} o < Série de Fourier de A(t)

m < Dimensao do espago de projecao

inicio

A™ « Aproximacao para Inversa de D f(™)(zq)

140

enquanto Condicao de Parada nao for satisfeita faga
Tit+1 = Ty — Jmf(m) (xt)
14 1+1

fim

fim

Saida:

T4 X1

Algoritmo 2: Algoritmo para cédlculo da Forma Normal de Floquet

Entrada:

{Ak}yso < Série de Fourier de A(t)
inicio

s* < Determina s* tal que ||A
s < Escolha de 2 < s < s*
|A|| s« <= Determina [|Al|,. ou uma cota superior

xo < Ponto inicial (R, Qo,Q1,1,Q1,2, s Qm—-1,1,@m—1,2)
m < Inicializa dimensao do espago de projecao X™

or < 00

7 + Calcula solugao o aproximada tal que f™) (z) ~ 0
K+ KeN; A, = gg; é diagonal secunda ria dominante Vk > K
Cp + Cy; tal que HA;lHOO < %; Vk > K
enquanto K > m faga

m<+—m+1

xg < Ponto inicial (R, Qo,Q1,1, Q1,25+, Q@m-1,1,@m—1,2)
m < Inicializa dimensao do espago de projegao X™

7 + Calcula solugao o aproximada tal que f(™) (z) ~ 0

0Qk
Ch + Cy; tal que HA?HOO < %; Vk > K

fim

M < Escolha de M > m

Yy < Célculo de Yy para k=0,1,..M — 1

Y < Célculo de Yy

Z + Célculo de Zj para k=0,1,..M — 1

Zy +— Célculo de Zy

{pk (1) }o<r<as < Polinomios Radii usando Yy, Zy, Y € Zn

fim
Saida:

{z,r} + Retorna resultado do problema

K+ KeN; A, = Ofk & diagonal secundé ria dominante Vk > K

r < Resultado de um algoritmo de busca para determinar r tal que px (r) < 0VO< k< M
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Problema: Calcular
Re Qt)

Aplicagdo daTécnica
(Polinomios Radii)

Definicdode X
ef: X>X

4

Calcularsolugdode
flx)=0

Calcularuma
solugdoaproximada

Definicdode T
e equivaléncia

e

Obter ponto fixo de
T: X=>X

Definirum espago
de Banach
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Figura 3.1: Resumo dos principais passos da estratégia de solucao adotada

3.2 Calculo do Ponto Inicial

Conforme apresentado no Algoritmo 1, a solu¢do aproximada é obtida através de sucessivas iteragoes xjy41 =
T — I f (m) (zx). Dessa forma, é necessdrio determinar um ponto inicial xg. Para determinar um ponto zg
adequado é importante relembrar que calcular a Forma Normal de Floquet consiste originalmente em determinar
t = Q(t) € M(n,R) 27 periédica e R € M(n,R) tais que X (t) = Q(t)e'® seja solugao de ' = A(t)z e X(0) = I,

o que significa obter Q(t) 7-periddica e R tais que
{Q H=AMQMH-QMR 3.1)
Q) =1

3.2.1 Calculo de Rj,;cia

Suponha que obtido Y (¢) € M (n,R) solucao da equagéo matricial X’ = A(¢)X com X (0) = I. Assim, segue que
Y (27) = Q(27)e* ™ = ?™E. Dessa forma, a matriz R da Forma Normal de Floquet é dada pela Equacao 3.2.
A existéncia do logaritmo é garantida pelo fato de que Y (27) é néo singular, o que implica como consequéncia
da Proposicao A.1 do Apéndice A, que Y (27) tem logaritmo em M (n,C). Mais que isso, Y (27)? tem logaritmo
em M (n,R). Dessa forma, como Y (27)° = (62TR)2 = el temos que

R= % log (Y (27’)2)

Embora Y (27) s6 possa ser determinado caso a equagao tenha sido resolvida, é possivel obter uma estimativa

(3.2)

para Y (27) usando métodos numéricos cldssicos para solucao de equagdes diferenciais. O método escolhido para
determinagao de Y (27) foi o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Mais detalhes da aplicagao desse método

para aproximacao de Y'(27) sdo apresentados no Apéndice D. Este método estd implementado em MATLAB®

27
10000 *

Em [29] p.270 hd uma comparagdo de desempenho de métodos numéricos de solucdo de equagoes diferenciais,

e pode ser usado através da funcdo ode5. O valor maximo do passo de integragdo utilizado foi At =

justificando a popularidade do Método Runge-Kutta.

Como se trata de uma aproximacao, nao é possivel garantir a existéncia de log(X(27)) em M (n,R), sendo a
existéncia do logaritmo em M (n,C) garantida pelo Lema 3.1, que corresponde a uma parte do Teorema 1.27
de [14], cuja demonstracao nao serd apresentada neste texto. A referéncia [14] contém ainda a descrigdo de
métodos de calculo do logaritmo de matrizes.

Lema 3.1. (Ezisténcia do Logaritmo Complexo) Toda matriz G € M (n,C) invertivel possui um logaritmo, i.e.
G =eP com E € M(n,C).
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Por continuidade, se X (27) ¢ uma boa aproximacéo de Y (27) entao a parte complexa de 7= log(X (27)?) deve
ser pequena. Dessa forma, para a construcao do ponto inicial do algoritmo sera considerada apenas a parte real
de ﬁ log(X(27)2). Desse modo, o célculo de R do ponto inicial serd feita pela Equacio

Rinicial = Re LET log (X (27)2)} (3.3)

3.2.2 Calculo de Q;nicial

Usando a Equacao 3.1 com R = Rjpciqr calculado na anterior, a obtengao de Q;picia Sera feita como através
de célculo aproximado de Q(t) solugdo da EDO 3.1 pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. Como Q(t)
é periédica de periodo 27 serd calculada uma aproximagao para de Q(t) usando Q(tx) para to = 0, t1 = At,
to = 2At, ..., tx = kAt e uma interpolagao linear, produzindo Q(t) conforme apresentado na Figura 3.2. A
aproximagao para a série de Fourier de Q(t) que serd utilizada na construgao do ponto inicial é a série de Fourier
de Q(t). Como Q(t) € M(n,R), a Figura 3.2 é meramente ilustrativa, sendo a interpolacio linear realizada

em cada uma (Q(%)):j, 4,7 = 1,2,...,n. Os pontos (tg, Q(tx)) serdo calculados através do método de Runge-

'0(1)

v

Ar 3Ar 2r —2Ar 2r 27 +2Ar t

periodo repetigdo

Figura 3.2: Aproximagcao de Q(t) usando interpolagao linear, Q(¢)

Kutta de 4* ordem, como para obter X (27), que segue a mesma ideia descrita na Sec¢do 3.2.1, sendo utilizada
a matriz R, aproximagio calculada pelo procedimento daquela se¢ao. O cdlculo da série de Fourier de Q(¢) foi

realizado utilizando a interpolagao linear apresentada na Figura 3.2. Como em cada intervalo [tg, tg + At] Q(t)

é considerada linear da forma a(t — tg) + b temos que

to+At . to+At . to+At .
h@mAw=/ <wr%@+wa”ﬂﬁ:a/ t(Mﬂﬁ+@_m@/ ikt

to to to
to+At A
—af [ Ty [T Denstary - TO ) g
k;ﬂ' \ \ I€7T ]{771' to
0 0
2 2
_ ikt | T b “ikz(otan |_ TAYD T®) T ikzaeran
‘ [k%r? * kw} e ke hr r2©
= Lo [Ty p) ¢ Tooran [_q(an b ]
k:7re km Top kﬂe a(Af) ke
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Assim, podemos calcular a Série de Fourier de Q(t) utilizando a Equacgao 3.4 e consequentemente obter o ponto
inicial para o algoritmo de calculo da Forma Normal de Floquet.

o i}
~ 1 21 27
Qk:,l = ;Re . I, <JN7 N)
7= - 3.4)
- = or 27\ | ¢
f— 71 I ’7 JR—
Qk,Q o0 m pa k (]N, N)

Uma vez que o ponto calculado utilizando a metodologia descrita nesta secao é apenas a primeira aproximagao
para a aplicacdo do esquema iterativo zpy1 = Tp — Jom f™ (x1), ndo se justifica a utilizacdo de métodos mais

rigorosos de controle de erro, o que tenderia a aumentar significativamente o algoritmo construido.

Algoritmo 3: Algoritmo para cédlculo do Ponto Inicial
Entrada:

{Ak}yso < Série de Fourier de A(?)
m < Inicializa dimensao do espago de projecao X™

N + Numero de intervalos da partigao de [0, 27]

inicio

At=2r

. X' =At)X
X (27) + Resultado da solugao numérica de (Runge - Kutta)
X0)=1I
fim
Rinicial <~ % Re {log (X (27‘)2) }
~ o Q/ =A (t) Q - QRinicial

{Qiniciat (kAt) }ocp< n < Resultado da solugao numérica de Q) =1 (Runge - Kutta)

{Q0, Q1 s Qm—1}iniciar < Série de Fourier de @ (t) calculado usando Qiniciai (kAt)nggN
Saida: Rinicial; (QO? le ooy mel)inicial

3.3 Calculo dos Polinomios Radziz:

O Calculo dos Polindmios Radii é realizado através da determinacao de Cotas Yy e Zi. Nesta segao serao
apresentados quais os calculos necessarios para a determinagao das Cotas do Capitulo 2 e consequentemente,
dos Polinémios Radii.

3.3.1 Calculo de Y

A Equacao 3.5, define Yy para kK = 0,1,...M — 1. Dada a solugao aproximada, Z, essa expressao utiliza J,,,
ja calculado para a obtengao de T e A,;l, que depende apenas de uma quantidade finita de termos da série de
Fourier de A que é uma das entradas do algoritmo.

‘(Jmf(m) (i))k’ k=01,..m—1
A e @) k=mom+1,..M—1

Y, = (3.5)
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Para calcular Y); utiliza-se a Equagao 3.6. W depende apenas de Z, da dimensao de projecao m e de M escolhido
conforme apresentado no Algoritmo 2. Além disso, Cp é calculado conforme indicado no Lema 2.5. Além disso,

é suposto calculado [|A[|,., ou uma cota superior, de modo que a definicao de Y); também esta completa.

1
Yu =357 [A]l 5« CA W]
B m—1 M s B B (36)
W=t ol + 3 (1+ (575 ) )1 (1Qua] + 1@l
a=1

3.3.2 Calculo de 7

Analogamente ao calculo de Y, para determinar Z é necessario calcular Yy, para k =0,1,2...M — 1 e Yj;. Como
a Equagao 3.7 define Zy para k = 0,1,...M — 1 e ja argumentamos sobre o calculo de J,, e A,:l, resta analisar se
o método estd de fato completo em termos do célculo de Z°, Z! e Z2. O problema de definicdes em termos de
séries foi resolvido com a introdugao de Hy na Equagao 2.36, que define Z0 utilizando apenas uma quantidade
finita de termos da série de Fourier de A(t) e de Hy, Hy, definidos pela Equagao 2.37. Assim, Z! pode ser

calculado sem problemas. A Equacio 2.34 define Z? utilizando apenas os valores de n e s.

Z0 Il (ZYr + Z272)m | | 0,....,m—1
zko«:{ i anany’ i (3.7)

Z9r + A (ZEr + Z27?), k=m,...,M—1.

A Equacdo 2.29 define Z° também utilizando uma quantidade finita de ternos ndo nulos de A e A, ambos
definidos por termos disponiveis para célculo. Dessa forma, o calculo de Z°, Z! e Z2 est4 bem definido em
termos computacionais. Para calcular Z);, utiliza-se a Equacao 3.8, introduzida no Capitulo 2.

Ch

Pu =gl

V2|[A|| 4 Crr + 2n?) (3.8)

O termo Cy presente na definigdo de Zj; estd definido através da Equagao 2.39, em cujo termo C7 é dado por

M
1 2
2+2;l3+]\46_1(8_1)+771\/[1‘|

sendo que n;s é dado por

M } [4log(M2) 7r26H2 1}52.

=9 =
M {M—l M 3

+ —
M 2
Assim, o célculo de Z); e portanto de Z estd bem definido em termos computacionais. Esse argumento finaliza

a analise de consisténcia da técnica numérica em termos de factibilidade dos cdlculos a serem realizados.

3.4 Aritmética de Intervalos

Nesta sec¢ao serd realizada uma breve introducao a aritmética de intervalos e como ela serd aplicada para compor
a técnica numérica rigorosa demonstrada no Capitulo 2 e discutida na Segdo 3.1. O livro [18] é a referéncia
utilizada neste trabalho. O Apéncice E apresenta uma introdugao aos principais conceitos da Aritmética de

Intervalos ou Aritmética Intervalar.

Uma vez que neste trabalho é estudado um método numérico rigoroso, é natural que alguns cédlculos sejam
realizados utilizando a aritmética de intervalos. A palavra alguns na ultima frase se justifica pelo fato de que os
célculos da solucao aproximada Z nao serao realizados utilizando a aritmética de intervalos. Pode-se destacar
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pelo menos trés razdes para esta escolha: (i) Haveria um aumento de tempo computacional, uma vez que todas
as operagoOes usariam aritmética de intervalos, (i7) A utilizacdo de aritmética de intervalos no processo iterativo
Tpt1 = Tk — I f (m)(:ck) por si s6 faz com que o comprimento dos intervalos considerados aumente quando k
cresce, (4i¢) Um dos objetivos do método é fornecer uma solucdo z de facil aplicacdo, além de uma vizinhanga na
qual é garantida a presenga do problema original, ndo matrizes de intervalos. No entanto, os cdlculos utilizados
para a determinacao dos Polindémios Radii e consequentemente do valor de r > 0 tal que T : Bz(r) — Bz(r)
é uma contragao devem ser feitos utilizando a aritmética de intervalos, de modo que erros de truncamento nao
invalidem o resultado numérico rigoroso obtido. Assim, o préprio valor de r encontrado serd um intervalo.
Como o calculo da solugao aproximada no espaco de dimensao finita é uma aproximacao e a etapa que envolve
a demonstragao do Capitulo 2 consiste do cédlculo de r > 0, justifica-se a utilizacao obrigatoria de aritmética de

intervalos apenas nessa segunda etapa.

A Aritmética de Intervalos é aplicavel em areas como Andlise Numérica, Engenharia e Projeto Assistido por
computador, como introduzido por [18]. Vérias conjecturas tem sido provadas na atualidade com o auxilio
de Aritmética de Intervalos. O pacote computacional utilizado neste trabalho é o INTerval LABoratory®,
INTLAB® V6. Trata-se de uma toolbox livre para MATLAB® desenvolvida pelo Institute for Reliable
Computing - Hamburg University of Technology. Uma descricao detalhada do pacote, suas funcionalidades

e forma de utilizagdo pode ser encontrada em [21].

Existem ainda alguns métodos eficientes de célculo de solugoes de equagdes f(x) = 0 usando aritmética de
intervalos. Um desses métodos é baseado em intervalos encaixantes. Seja uma solugao inicial 2% = (29,29, ..., 29))

em que cada z é uma matriz cujas entradas sao intervalos. Dessa forma, aplicando o operador Krawczyk obtém-
1

se ¥ = (¥9,49,...,4%) em que y{ é uma matriz de intervalos. Assim, define-se cada z} como z} = z¥ Ny},
ou seja a matriz formada pela intersecgdo dos intervalos correspondentes de z¥ e y?. Em [18] sdo apresentados
algoritmos referentes a essas técnicas de solugao. Uma vantagem do método apresentado neste trabalho é que

nao ha necessidade de defini¢ao de um intervalo inicial no qual devem estar as solugoes.

3.5 Resultados experimentais

O método numérico apresentado baseia-se na ideia de calcular uma solucdo aproximada Z para a equacao
f(m)(av)7 e r > 0 tal que exista uma solugio exata da Equacgdo f(z) = 0 em Bz(r) C Q°. Uma importante
questdo é o fato de que T : Bz(r) — Bz(r) é uma contragdo. Sendo uma contracdo, ao realizar a iteragao
Zr+1 = T(zy), obter-se-ia a solugdo exata do problema seja qual for o ponto inicial zy € Bz(r). No entanto,
nao é possivel implementar um processo iterativo com o operador 7' computacionalmente, apenas com sua
aproximacao, o operador T0™ : X™ — X™_  Assim, o resultado é tdo melhor quanto menor for o valor de r,

uma vez que isso significa que existe uma solugéo do problema original em Bz (r).

Nesta secao serao apresentados resultados experimentais das duas etapas do algoritmo, a saber, o cédlculo da
solugao aproximada e a determinagao de r usando o argumento baseado nos Polinémios Radii. A Equacao 3.9
serd utilizada no Capitulo 4 para a aplicacdo da técnica. A Figura 3.3 apresenta a evolucao de || f(xr)™||s, em
que z}* sdo as iteradas do operador T™ definido por T (z}") = 2} — Jm f(2}) com s = 2. Para a obtencao
da Figura da esquerda foi utilizado o procedimento descrito na Segao 3.2 para obter z§*. Em seguida é utilizado
o esquema x| = o}’ — Jp f(2]), em que J, ~ Dfm) (xp). J4 no grafico da esquerda foi utilizado um ponto

inicial aleatério, de forma que houve divergéncia do algoritmo como pode ser observado.

A(t)zlo13 11]+[ o glcos(Qt)-i-

5 —

0

8 ] sen (2t) (3.9)

Pela Figura 3.3 verifica-se uma répida convergéncia, de forma que a norma-s de f(z) atinge valores da ordem
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de 1071?, sendo a solugao inicial xo obtida utilizando o Método de Runge-Kutta ¢ tal que f(z) é da ordem de
10—3. Deve-se ressaltar que a solucao aproximada foi obtida sem aritmética de intervalos, que serd usada apenas

na etapa rigorosa através do célculo dos Polinémios Radii. Para a validagao do método é preciso verificar se de

Norma-s da fungdo avaliada em x
Norma-s da fungdo avaliada em x

lteracdo

lteracdo

Figura 3.3: Resultados de convergéncia e ndo convergéncia para A(t) da Equagao 3.9

fato X (t) = Q(t)e!? é solugdo de o’ = A(t)z. Para isso foi feita derivagdo numérica usando diferencas finitas e

calculado ¥ pela Equagao 3.10. Para uma solugdo exata do problema, ¥(t) = 0 Vt € R.

V() =Q (1) +QHR-AM)Q() (3.10)

A Figura 3.4 apresenta o gréfico de |¥(t)|s. Verifica-se que o |¥(t)|o é da ordem de 107°, pequeno se comparado
com 0 |A(t)|eo, indicando que a solugao aproximada possa seja aparentemente boa. Para uma andlise mais precisa
da qualidade da solugao é necessario obter o valor de r tal que seja garantida a existéncia de uma solugao exata

em B;z(t)Q2®, em que T denota a solugdo aproximada completada de 0°°. Como a série de Fourier de A(t) em

Figura 3.4: Gréfico de |¥(¢)|o definido pela Equagao 3.10

(3.9) tem uma quantidade finita de termos ndo-nulos, é possivel realizar a etapa numérica rigorosa com o valor
exato de ||A]

superior para

s+ No entanto, vale reforgar que para obter uma cota segura para r é necessario utilizar uma cota

|Al|s«. A Tabela 3.1 apresenta os resultados da etapa rigorosa para aquagdes ' = A(t)x com
A(t) dado pela Equagao 3.9, além dos problemas com A(t) dados pela Equagao 3.11. Como r é um intervalo,
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em virtude da utilizagao da aritmética de intervalos, o resultado que interessa é o supremo do intervalo.

1 1 1
0 0 1
B(t) = 1 0 C = ) ) (3.11)
0 cos(t) S (&e) 01
2o

Em termos praticos, o resultado mostrado na Tabela 3.1 garante a existéncia de uma solugao exata do problema

# | A(t) B(t) C(t)
s* 3 2 2
s 2 2 2
1A+ 24 1 1
K 10 8 21
m 12 10 23
M 19 16 27
sup(Cy) 6.836018990062298 9.096314936625827 1.929777070398553
sup(r) | 6.323592462254095¢-008 | 9.133758561390195¢-010 | 2.784982188670484¢-007

Tabela 3.1: Resultados da execugdo do método numérico rigoroso para A(t), B(t) e C(t) dadas pelas Equagoes
3.9e3.11

em Bz (r). Deve-se ressaltar, porém, que foram utilizadas cotas para a construgao do algoritmo, de forma que
é possivel que existam cotas melhores, capazes de fornecer valores menores de r, garantindo assim melhores
aproximagdes. Os valores de K tais que Ay, é invertivel e ||A;!||o < % Vk > K sdo apresentados, bem como
m > K escolhido sempre igual a K + 2. E importante lembrar que em todos os casos foi possivel obter um valor

s+ € que, nao sendo possivel obté-lo, uma cota superior é suficiente para os calculos rigorosos.

exato para ||A
Além disso, foram escolhidos para teste fungdes cuja série de Fourier j& fosse conhecida para facilitar a execugao

e evitar novos célculos.



Capitulo 4

Aplicacao da Forma Normal de Floquet
no Controle Sistemas Dinamicos

Perioédicos

Este Capitulo tem por objetivo aplicar a Forma Normal de Floquet ao controle de sistemas dinamicos periédicos.
N&o é a primeira vez que essa técnica é utilizada, sendo os trabalhos [23], [24], [19], [25] e [8] relacionados ao
mesmo assunto. No entanto, esses trabalhos utilizam a metodologia de [22] para a determinagido da Forma

Normal de Floquet. Neste trabalho é utilizada a técnica numérica rigorosa abordada nos Capitulos 2 e 3.

4.1 Controle Linear do Oscilador de Duffing

A Equacao de Duffing, (4.1), modela um oscilador largamente utilizada na teoria de Sistemas Nao-Lineares.
A dinamica do oscilador depende dos parametros £, a, 8, v e w € R que tem interpretagoes fisicas especificas
tais como a elasticidade ctibica com coeficiente o que descreve a dureza em mecanica dos sélidos, conforme
descrito em [13] e o termo &, que representa o amortecimento linear do oscilador. A equagdo é forcada pelo

termo ~ cos (wt). O coeficiente 5 controla a amplitude da forga de restauragao.

2"+ &x' — B+ ax® = vy cos (wt) (4.1)

Seja y : R — R? um caminho C*', 7—periédico fixado, em que w = 2777 O objetivo desta segao é determinar uma

aplicacdo u : R x R? — R para que dada uma solugao z(t) da Equacio 4.2 tenhamos tlim (x(t)—y(t)) =0.
— 00

Trata-se de um problema classico de controle de sistemas dinamicos, que serd resolvido utilizando uma

aproximacao linear e a Forma Normal de Floquet.
2" = —&x' + Br — ax® + ycos (wt) +u(t,z,z") (4.2)

Definindo a aplicagio f(t,x,2') = —&x'+ Bz —az® 4+ cos (wt) e u da forma u(t, z’, ") = us(t)+ur (¢, z,z') com
up(t) = y"(t) — f(t,y(t),y'(t)). Assim, vamos calcular u;, de modo que tlggo (x (t) —y(t)) = 0. Substituindo
u=1us+uy em (4.2),

' = f(twa) +y" = f(tyy) Hur (t 2 2”) (4.3)

Rearranjando os termos a equagao fica
o =y = f(tx2) — f(tyy) +ur(t,2',2") (4.4)

40
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Definindo e(t) = z(t) — y(¢) V¢ € R temos que z(t) = e(t) + y(t) Portanto
" =ftetyt), e +y ) —ftety®),e +y () +ur(t,etyt), e +y (1)
Como f é diferencidvel, temos
flte+ryt), e +y @)= ftiety®),e +y () =Df ty(t),y (1) (e.e)+o(ll(e,e))

com lim Oqﬂgﬂ = 0. Definindo ay, (t,e,€e’) = ur (t,e+y (t),e + 4 (t))

t—00 Nl
" =Df(ty ),y (1) (e,;e') +o(ll(e, ) +ur (t,e,¢)

O termo o (||(e, €’)]]) serd desprezado sem maiores preocupagoes tedricas. Embora seja um procedimento bastante
utilizado nas ciéncias aplicadas, trata-se de um argumento matematicamente incompleto. No entanto, esta se¢ao
tem por objetivo apresentar um exemplo de aplicagao da Teoria de Floquet e nao um trabalho rigoroso de controle
de sistemas dinamicos. Para simplificar a notagao a variavel e sera utilizada mesmo apés a simplificacao. Assim,

temos que
e = D.f (ta Y (t) >y/ (t)) (ea 6/) +ur (ta €, el)

Dessa forma, definindo e; = e e e = €' e notando que Df (t,y(t),y' (t)) (e1,e2) = Oof (t,y (¥),y’ (t))e1 +
a3f (tv Yy (t) ) y/ (t)) €2,

+

€1 / - 0 1 €1
[ €2 ] - [ Ouaf Ly 1),y (1) 9sf (t,y(t),y" (1)) ] [ €2
€ A(t) € B

O problema consiste em obter uy tal que 26lim e(t) = 0. No entanto, vamos nos restringir ao caso em que
—00
ar, (t,e) = F(t)e em que F : R — M (1,2,R) é 2r—periédica. Assim, para determinar 4y, basta determinar F.

Dessa forma, a Equacao 4.5 pode ser reescrita como
€ =A(t)e+ BF (t)e (4.6)

com A(t+71) = A(t) Vt € R. Seja X (t) = Q(t)e!!! Forma Normal de Floquet da equacio 2’ = A(t)z e a mudanca
de coordenadas dependente de ¢t dada por € = Q(t)z. Assim, substituindo na Equacao 4.6

Q)z+Q () =A(t)Qt)z+BF()Q(t)2

Mas como Q(t)e!ft é matriz fundamental de 2/ = A(t)r temos que Q'(t) + Q)R = A(t)Q(t), ou seja,
Q'(t) = A(t)Q(t) — Q(t)R. Substituindo Q’(t) na equagdo anterior, fica

Q)" =Q )Rz + BF (1) Q(t) »

pré-multiplicando ambos os lados da equagao anterior por (t)*1 temos que a Equacao 4.6 pode ser reescrita

na varidvel z como

Y =Rz+ Q) 'BF()Q(t) =z (4.7)

Seja K € M(2,R) uma matriz arbitrdria tal que todos os seus autovalores tem parte real negativa. Somando e

subtraindo Kz do lado esquerdo da Equacao 4.7 e reorganizando os termos fica
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Deve-se observar que K + p(t, F, K') é uma matriz 27 —periédica. Dessa forma é suficiente que os multiplicadores
de Floquet de K + p(t, F, K) tenham mddulo menor que 1 para que tliglo z(t) = 0 e consequentemente
tlg(r)lc €(t) = 0. Como os multiplicadores de Floquet dependem continuamente da matriz, conforme enunciado
da Proposicao 1.5, se p(t, F, K) for uma perturbacdo de norma pequena, os multiplicadores de Floquet de
K + p(t, F, K) também terao médulo menor que 1. Entao, fixado K, para cada t € R, F(t) é definido como
sendo a matriz 1 x 2 que minimiza HQ )" BzQ (t) — (K — R)HOP7 ou seja,

F(t)= argmin HQ(t)*leQ (t) — (KfR)H (4.8)
z€M(1,2,R) opr

Deve-se destacar, no entanto, que esse processo nao garante que lim z(¢) = 0, uma vez que trata-se de um
t—o0

argumento de minimizacao, sendo que o ideal seria garantir que HQ (t)f1 BzQ (t) — (K — R)HO =0 . Assim,
apos o cdlculo de F' devem ser calculados os multiplicadores de Floquet de 2’ = (K + p(t, F, K )132, de forma a
garantir que todos tenham parte real negativa para F'(t) calculado. Além disso, como nao é possivel garantir que
p(t, F, K)) = 0, também nao sera possivel que a convergéncia das solugdes de 2’ = (K + p(t, F, K))z & origem
sejam iguais & da equacao z’ = Kz. Para cada matriz K fixada serd calculada uma aplicacao F' diferente. Nao
é possivel com esse argumento garantir a existéncia de K tal que F(t) calculado pela Equagao 4.8 faca com
que a equagao 4.6 seja estdvel. O processo de escolha do par (K, F(t)) é comumente denominado na literatura

técnica como Sintonia do Sistema de Controle.

O célculo de F'(t) usando a Equagao 4.8 é bastante simples e pode ser feito usando a pseudoinversa. A proposigéo
4.1 garante a existéncia da Pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz. A demonstracao desse fato e do
Lema 4.1 pode ser obtida em [2].

Proposicao 4.1 (Pseudoinversa de Moore-Penrose). Seja P € M(n,m,C). FEntdo, existe uma tUnica matriz
Pt e M(m,n,C) tal que

(i) PPTP=P

(ii)) P*PPT = Pt
(iii) (PPT)T = PPt

(iv) (PTP)T = P+p

Pt € chamada Pseudoinversa de Moore-Penrose de P.

Lema 4.1. Sejam P,B € M(n,m,R), e X = PTB. Entao, para todo Y € R™ wvale que ||PX — Bllop <
|PY = Bllop-

Dessa forma, podemos calcular F'(¢) por

F(t) = argmin [Q () B2 () — (K- R = [@@®™ B (K- R)Q) (4.9)

Como exemplo pratico serd considerada a equagao de Duffing com pardmetros £ = i b=a=vy=w=1. A
trajetéria desejada é y(t) = 2cos(t) + sen(t). Como y(t) = 2cos(t) + sen(t) entdo y'(t) = —2sen(t) + cos(t).
Calculando a matriz que representa a derivada de g com respeito a segunda varidvel na base canonica e
substituindo y(t) = 2 cos(t) + sen(t) temos que A(t) é dado por (4.10).

0 1
A = [ 1—3(2cos (t) +sen(t))? —0,25 ] (4.10)
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Com controle Sem controle

Orbita obtida
Orbita desejada

Figura 4.1: Solucao da Equacao de Duffing com parametros £ = i 8 =a =7 =w =1 com controle para
(21(0),22(0)) = (2,3) e sem controle (u = 0).

Usando identidades trigonométricas bésicas é facil ver que

1—3(2cos (t) +sen (t))* = —g - gcos (2t) — 6sen (2t) (4.11)

Assim temos que (4.12)

(1) ur(t,€) (4.12)

% — 5cos(2t) —6sen (2t) —0,25

El(t):l_13 9 O 1 ]e(t)—k

A Figura 4.1 apresenta trajetorias de sistema de Duffing com e sem acdo de controle. Ambas as trajetorias
foram obtidos com o ponto z(0) = zo = (2,3). Para obter os resultados desta figura, foi utilizado o controle
u = uf + us, em que us foi calculado com os pardmetros exatos do oscilador de Duffing. A matriz R dada por
(4.13) foi obtida usando o método numérico do Capitulo 2 e serd utilizada no célculo de u(t).

—0,205661 —0,972286
- [ ] (119)

—2,088110 —0,108474

Além disso, é necessario escolher a matriz K. Para que tlim € (t) = 0 escolheu-se K dada por (4.14), que tem
—00

valores caracteristicos Ay = —2 e Ay = —3.

(4.14)

K | ~3:2408 0,549
| —0,5442 —1,7592

A Figura 4.2 apresenta a acao de controle quando esse é implementado conhecendo-se exatamente os parametros.
Observa-se que para t grande a agdo sobre x; aproxima-se de zero, enquanto a agao sobre xo = '(t) faz com
que a Orbita seja mantida. Isso ocorre porque a érbita escolhida nao é uma orbita do sistema sem controle.
Caso a ¢érbita escolhida fosse uma 6rbita do sistema sem o controle a acao de controle teria baixa amplitude,
com o objetivo de fazer com que eventuais desvios fossem corrigidos. A Figura 4.3 apresenta a 6rbita obtida
x(t) e a drbita desejada y(t) para o Oscilador Duffing controlado. Observa-se que o erro tende a zero & medida
que t cresce, conforme desejado. Em termos praticos é usual estimar os pardmetros de um sistema dinamico,
nao sendo conhecidos os parametros exatos do sistema e por vezes nem mesmo a dindamica do mesmo. Assim,

utiliza-se o conjunto de parametros estimados para a construcao da estratégia de controle.
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Acda de Controle u; Acdo de Controle u,

Acto de Controle u = ugu,

Figura 4.2: Agao de controle para o Oscilador de Duffing para controle implementado conhecendo-se exatamente

os parametros

x(t) obtido e y(t) desejado

1] —— Obtido
— Desejado

Figura 4.3: Gréficos de z(t) e y(t) para o Oscilador Duffing com z(0) = —1,5 e 2/(0) = 2

4.2 Controle Linear do Péndulo Forcado Periodicamente

A Figura 4.4 apresenta um esquema do péndulo forgado verticalmente de forma periddica. Trata-se de uma massa
m acoplada a uma haste de massa nula e comprimento [. A extremidade oposta da haste move-se periodicamente
com d(t) = H cos(wt). Usando o conceito de Lagrangeano da Mecénica Cldssica e o desenvolvimento apresentado
em [19], obtém-se a equagdo (4.15), que rege o comportamento do péndulo forgado periodicamente. Uma andlise
detalhada do péndulo forgado é apresentada em [1].
d?0  2df Huw?
a T ia

cos (wt) sen (0) + %sen (#)=0 (4.15)
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Definindo p = HT‘"Q, 8= % e g = [ obtém-se a Equagao 4.16 que sera utilizada nesta secao.
0" + 30" + [pcos (wt) + 1]sen (§) =0 (4.16)

Como no caso do Oscilador de Duffing, o objetivo é adicionar termo de controle u : R x R? — R & Equacéo 4.16,
dando origem & Equacao 4.17. Deve-se notar que o termo de controle u(t,6,60’) age sobre a segunda derivada

da posicao angular. Em termos fisicos, u age sobre a aceleragao do péndulo, na direcao do movimento.
0" = —B6" — [pcos (wt) + 1] sen (0) + u(t,6,0") (4.17)

Os parametros utilizados nesta aplicacdo sdo f = 0,1, p = 2 e w = 1. A 6rbita desejada neste caso serd

d(t)= Hcos(ex)

Figura 4.4: Diagrama esquematico de um péndulo forcado verticalmente

y(t) = 2cos(t). Seguindo o mesmo desenvolvimento feito para o Oscilador de Duffing, define-se z1(t) = 6(t),
za(t) = 0'(t), y1(t) = y(t) = 2cos(t), y2(t) = y'(t) = —2sen(?t) e (e1,€2) = (¥1 — Y1, 72 — Y2), a matriz A(t) dada
por (4.18).

0 1
At) = 4.18
®) [ —(14+2cos(t))cos(2cos(t)) —0,1 1 (4.18)
Dessa forma, o problema se resume a calcular u, utilizando a metodologia apresentada para o Oscilador Duffing,

ou seja calcular F(t) pela Equagao 4.9, ja que ar (¢, ¢) = —F(t)e.

0 1

€= [ — (14 2cos (t))cos (2cos (t)) —0,1 o

? ‘| uy, (t, 6)

A Figura 4.6 apresenta a solugdo para o péndulo controlado e sem controle (u = 0). Os valores caracteristicos
de K neste caso foram —10 e —12. A Figura 4.5 apresenta o resultado do controle do péndulo forcado com
implementacao realizada utilizando valores exatos para os parametros, com K possuindo valores caracteristicos
em —5 e —6. As Figuras 4.7 apresenta as agoes de controle uy, ur, € u = uy + ur na situagao descrita. Como
o objetivo desta segao é apenas apresentar uma possibilidade de aplicagdo do método demonstrado no Capitulo
2 nao serao apresentados mais estudos referentes ao controle dos sistemas dinamicos aqui abordados. Em
um trabalho que fosse feito no campo de Controle, haveria algumas analises adicionais tais como: Rejeigao
de perturbagoes, Comportamento no caso de erro de parametros (sistema ndo precisamente conhecido),
considerando particularmente perturbages na periodicidade de Q(t). Além disso, uma andlise relevante seria a

comparacao com outras técnicas de controle como PID, por exemplo.
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Péndulo Forgado controlado Péndulo Forgado sem controle

Figura 4.5: Orbita desejada e orbita obtida com o controle implementado para pélos em —5 e —6 para parametros
6=0,1,p=2ew=1.

Péndulo Forgado controlado Péndulo Forcado sem controle

Figura 4.6: Orbita desejada e érbita obtida com o controle implementado para valores caracteristicos em —10
e —12
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Acdo de Controle u,

Acio de Controle us

Acio de Controle u = U,

50

Figura 4.7: Agao de controle para o péndulo com o controle implementado para pdlos em —5 e —6



Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia de calculo numérico rigoroso da Forma Normal de Floquet,
X (t) = Q(t)e!? das solugdes de uma Equagio Diferencial Ordindria com coeficientes periédicos 2’ = A(t)z. O
método foi baseado na obtencdo da série de Fourier de Q(t) e da matriz constante R de modo a fazer com que
X (t) satisfaca a EDO e a condicao inicial, o que conduziu a uma equagdo f(z) = 0 em que f : Q° — Q% Q°
um espago de Banach. Definiu-se uma dimensao m para a construgao de um espago de dimensao finita para
projecao X™, o que conduziu a definicao um operador T : 2° — ° cujos pontos fixos estao em correspondéncia
com as solugoes de f(z) = 0.

Foi obtida uma solucio aproximada para f(z) = 0, denotada por (z,0%) em que & € X™ é tal que f(™)(z) ~ 0
e X™ tem dimensao finita, f (m) : X™ — X™. O passo final consiste na aplicagao dos Polinémios Radii para
calcular 7 > 0 tal que 7' : Bz o (1) C Q° — B 0~)(r) seja uma contracdo. Assim, usando o Teorema do Ponto
Fixo de Banach é possivel garantir a existéncia de x € Bz o~)(r) € Q° tal que f(x) = 0, que corresponde a
Forma Normal de Floquet da equagdo o’ = A(t)z.

Como aplicacao foi apresentada uma técnica de controle de sistemas dindmicos 7—periddicos, da forma
' = f(t,x) em que f(t,z) = f(t + 7,z) Vt € R, através de uma estratégia de controle linear. Foi possivel
fazer com que solugoes de ' = f(t,x) sejam dirigidas para uma 6rbita periédica ou um ponto estaciondrio. O

sistema foi controlado através da inser¢ao de um termo u : R — R™ resultado na equagao ' = f(t,z) + u.

O método numérico abordado neste trabalho pode ser aplicado aos mais diversos tipos de problema em ciéncia
aplicada, nos quais a precisao nos resultados seja essencial. Embora o procedimento seja altamente complexo e
computacionalmente caro, atividades de projeto usualmente nao requerem execugao em tempo real. Dessa forma,
a metodologia descrita pode ser utilizada, por exemplo, em complexos problemas de Engenharia, largamente
abordados nos dias atuais.

Um trabalho futuro interessante é comparar o desempenho em termos computacionais da técnica numérica
rigorosa apresentada e a metodologia utilizada em [19], introduzida por [22], que é baseada na decomposigao de
Q(t) em uma base de polinémios ortogonais. Do ponto de vista computacional, um passo importante é melhorar
o cdlculo de J™, j& que o método numérico apresenta melhores resultados (menor valor de r dada uma solucéao

aproximada Z, indicando que essa solugao é boa aproximagcao) quando J™D f (m) ~ I é uma boa aproximacao.

A utilizagdo da Teoria de Floquet generalizada em controle de sistemas n#o-lineares conduz também a um
trabalho futuro interessante. Trata-se de um resultado matematico potencialmente valioso para a area de
controle de sistemas dinamicos. A construcdo de um método numeérico para calculo da forma Normal de
Floquet pode ser também um problema interessante do ponto de vista matematico e aplicado. Nao foi avaliada
a possibilidade de utilizagao de uma técnica numérica baseada em Polinémios Radii para esse problema, embora
seja possivel cogitar sua aplicagao nesse problema.
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Apeéndice A
Logaritmo de Matrizes

Neste Apéncice serd apresentada uma sequéncia de resultados para demonstragao da Proposicao 1.3. A k—ésima
derivada de uma aplicagdo f : R — M (n,C) é denotada por f (%) como é usual na literatura. Resultados bésicos

sobre exponencial nao serdo demonstrados e serdo utilizados seguindo a abordagem das Secoes 2.1 e 2.2 de [7].

Lema A.1. Sejam Z : R — M(n,C) uma aplicagdo diferencidvel tal que Z(t) e Z'(t) comutam para todo t € R
e f:R— M(n,C) definida por f(t) = e?®). Entio vale que

k—1
FO (1) = Z ( ) @) (£) z*=D (¢) (A1)

=0

Demonstragao. Inicialmente, é importante notar que (ez(t))/ = ez(t)Z'(t), que corresponde ao enunciado da
Proposigéo 2.2 de [7]. A demonstracao deste Lema serd feita por indugdo sobre k. O resultado vale para k = 1,
ja que

0

k=l , . 0 . ,
§:< ; >f“WﬂZ“‘”@%:§:<i )fm(ﬂZ“‘”@)sz)Z%ﬂ
i=0

=0

Assumindo que o resultado seja vélido para k = r, vamos provar que vale para k = r + 1. Como o resultado
vale para k =r,

r—1
f(r) Z < > @ (t )Z(r—i) ()

=0

desse modo

f(r+1) (t) = (f(r) (t))l _ TZ_: ( r — 1 > [f(i+1) (t) Z(r=i) (t) + f(i) () Z(r—i+1) (t)} —

r—1
Z ( r—1 > f(7+1) ( Z(r z) ) + Z < >f(z)( )Z(r+1—z‘) (t)
=0

Definindo j =7 4+ 1 na parcela da esquerda da tdltima equacao, temos que

f(T+1) (t) _ i ( 7".— 1 > f(j) ( ) (r+1 j) + Z ( ) ') (t) Z(T+17i) (t)

PR
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separando as parcelas de j =r e i =0 fica

FUR )y = £ () 20 () +

r—1
O 0 2040 (1) + 3 ( .

i=1
juntando os dois somatérios, fica

r—1

FO (@) = 10 () 2D () + 1O () 20 (1) + Y

i=1

-1 -1 ) )
(’". >+<’f )]ﬂ”(t)Z(”“)(ﬂ
() 1 —1
. r—1 r—1 r r T
Usandoa1gua1dade< . >+< ):( . ) eque( ) ( )zltemos que
) 1—1 ) r 0
r—1

CS IR (N WCS ED T\ 1) () £ D) - (@) (1) 7(r+1—3)
I (t)—<r>f 2 (t)+<0>f°( s +§_j< )f ) 201 ()
_Z( ) Z(r+1 z)(t)

o que completa a demonstragao. O

O Lema a seguir mostra como podemos calcular o logaritmo de uma matriz I + N em que N é nilpotente

oo
Lema A.2. Seja N € M(n,C) uma matriz Nilpotente. FEntdo, definindo G = %N’“, vale que
k=1

=TI+N.

oS k
Demonstragao. Definamos M : R — M(n,C) por M (t) = Z ) = (tN)* e f(t) = eM®. Pela definicio
de exponencial de matrizes temos que existem aq, a1, ..., ag, ... 6 C tais que eM®) = qoI + a1tN + ast?N? +
..+ aptPFN* 4+ ... De fato, essa soma tem uma quantidade finita de termos nao nulos ja que N é uma matriz

nilpotente. Além disso, cabe lembrar que M (¢) é um polindémio em tN, logo comuta com M'(t). Como

f(0) = MO0 = ¢ = T, temos que ag = 1. Além disso, f'(0) = [& (eM®))] _ = MO M’ (0) = N = N.

Por outro lado, f/(0) = a1 N, o que faz com que a; = 1. Queremos provar que a; = 0 Vk > 2.Afirmamos que é
suficiente mostrar que f*)(0) = 0 Vk > 2. De fato, f*)(0) = (k!)a;, N*. Para isso, vamos utilizar um argumento
de indugao sobre k. Inicialmente, vejamos que

£ (t) = 57:2 (eM(t)) — ;lt ( M(t)M/( )) — M) [M/ (t)]2+6M(t)M” )

Como M (0) =0, M'(0) = N e M"(0) = —N? temos que f”(0) = 0. O passo de indugao consiste em supor que
f%*)(0) = 0 para k = 2,3, ...,m. Vamos provar entdo que f™+1)(0) = 0. Usando o Lema A.1 temos que

FrmD(0) = i ( " )f“) (8) MU (1)

i=0

temos que
7 (0) = ( Y >f<°> (0) MO0 (0) + ( v >f<1> (0) MY (0) +fj< " )f“) (0) MO0 (0)

Usando o fato de que pela hipétese de inducao f@ (0),

For(0) = £ (0) MY (0) + mf P (0) M (0)



ol
Como f©(0) = f(0) = I, f1(0) = f'(0) = N, fica
FtD (0) = MY (0) + mNM™ (0)

Além disso, pela definicio de M(t), temos que M™TD (0) = (=1)""(ml)N™ e M™ (0)
(=)™ (m — 1)IN™. Desse modo, £+ (0) = 0, o que implica que e™® = [ 4+ ¢N. Definindo G = M(1

temos que e“ = I + N, como querfamos.

oz

A seguir fixaremos a notagao utilizada para referéncia a forma canénica de Jordan. Sejam r,d € N e as matrizes

nilpotentes N e N definidas por

0 0 0 0 I, 0 0 0
01 0 0 00 I, 0 0
N=|00 0 N=|0 0 0
0 1 0 I
Loo 0o o0 0] L0 0 0 0 0], .

consideremos a seguinte notagdo: J(A,r) = Al + N para A € C. Além disso,para v € R definimos

a =B
ol g

d vezes

F(y,r) =~I.4+ N e para o, 8 € R a matriz R (a, §,d) = diag l ; —p LW
«@

Lema A.3. Sejam A € C\ {0}, v € R\ {0}, (o, B) € R®\ {0} er,d = 1,2, ... entdo

(i) Eziste A € M(r,C) tal que e* = J(\,7)
(ii) Ezistem By € M(r,C) e By € M(r,R) tais que eP* = F(v,7) e B2 = [F(v,7)]%.

(iii) Eziste D € M(2d,R) tal que e = R(a, 3,d).

Demonstragio. Como J = J(A,r) = A + N com N nilpotente temos que J = A (I + $+N). Mas como N é
nilpotente, o Lema A.2 garante a existéncia de G € M (r,C) tal que ¢“ = I + £ N. Definindo A = logAI + G,
temos que e = [e!°8M][e%] = (M)(I + +N) = A + N, completando a prova do item (i). A existéncia de By
no {tem (i¢) é garantida pela existéncia de A no item (i), uma vez que se R C C.

Para garantir a existéncia de By basta notar que F? = [F(v,7)]? = (vI + N)? = 421 + 2yN + N2. Definindo
L =2yN + N? temos que F? = 2T + L =~2I(I + W%L) Como 712L é nilpotente, a definicio de Logaritmo no
Lema A.2 garante a existéncia de uma matriz real G € M(r,R) (é real pelo fato de que é definida como uma
soma de matrizes reais) tal que e = I + 7—12[1. Assim, definindo By = logy?I 4+ G temos a demonstracdo do

item (7).

Para provar o {tem (7i7) denotemos K = diag [ g - ‘| s ey l g = ] . Como a2+ 32 # 0 temos que K é
o o

d vezes

inversivel e K~ = —_dia a B N a p
Ve [/3 a 6«

Dessa forma, R = R(«a, 3,d) = K(I + K~'N).
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Como N e K~ comutam, K ~'N é nilpotente, o que garante que log(I+K_1N) € M(2d,R). Precisamos entao
garantir que log(K) € M (2d,R). Mas como

log (K) = diag logl g _aB ] , ., log l g _(f ]

d vezes

. E facil ver que existe # € R tal que

B
«

. @
precisamos calcular log [

a __ B
e G Rl
B« Vartp2 NZZEE

senf  cos @

cosf) —send ]

Desse modo, temos que

log
8 senf  cosf

; ‘B]=1og(¢m)zz+bg([ww —senﬁD
(0%

cosf) —senf

Como log (\/a2 +52) € R, temos que provar que 1og<

logaritmo serd motivado pela Férmula de Euler para nimeros complexos. Escrevendo

€ M (2,R). O célculo desse
senf  cosf

0

cosf) —senf
senf  cosf

1 = (cosf) I + (senf) l ? ! 1

2
0 -1 0 —1
e notando que a matriz [ 1 0 ] é tal que [ 1 0 ] = —I, (propriedade semelhante ao nimero complexo

1), é natural que uma tentativa para o logaritmo seja [ 7 |. De fato,
0 -6
2 4 3 5 T
. 0 0 B 1—%—!—1—%—... —9—1—%—!—% el cosf —senf
- 3 5 2 4 -
6—%4—%—!—... 1—%—1—%—... senf  cosf
ou seja, )
| cosf) —senf 0 -6
O =
& senf  cosf 6 0
0 que completa a demonstragao. O

Na demonstragao anterior foi utilizada uma analogia entre nimeros complexos e matrizes 2 x 2. Na realidade

nao se trata de uma analogia, mas sim de um isomorfismo entre os niimeros complexos e o seguinte subgrupo

de M(2),
(5 7o)

X (a4 bi) = [Z _b]

esse isomorfismo ¢ trivial e é dado por

a

é facil ver que trata-se de um isomorfismo x : C — X. Um bom livro sobre o assunto [26].
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Proposicao A.1. Se C € M(n,C) é uma matriz ndo singular, existe uma matriz B € M (n,C) tal que e® = C.

Além disso se C € M(n,R) é nao-singular entdo existe uma matriz ndao singular B € M (n,R) tal que e® = C2.

Demonstragdo. Seja T € M(n,C) Forma Canonica de Jordan de C, tal que T' = SCS~! para alguma matriz
S € M(n,C) ndo-singular. Se formos capazes de obter B € M(n,C) tal que e? = T entdo C = S™'TS =
S=1e¢BS = 5 'BS_ Assim, definindo B = S~1BS teremos que e = C. Como T = diag(T1, ..., T},) onde cada
T; é um bloco de Jordan, e pelo Lema A.3 temos que para cada i = 1,2, ...,k existe uma matriz complexa B;

tal que eBi = T;, temos que

T = diag <6B1,6B2, vy eB’“) — ¢diag(B1,Ba,...Br)
Definindo a matriz complexa B = diag (Bl,Bg, ...Bk), temos que eB =T, logo B = S7'BS e ¢? = C como
queriamos.
Para provar a segunda parte, suponhamos que C' € M(n,R). Entdo, pelo Teorema da Forma Canénica de
Jordan, existe P € M (n,C) nao-singular tal que Y = PCP~!. Assim, Y2 = PC?P~!. Como Y ¢é uma matriz
diagonal por blocos F' e R do Lema A.3, Y? admite logaritmo real. Assim, usando a mesma demonstracio

anterior temos o resultado. O

Observagao A.1l. Embora seja possivel garantir a existéncia do logaritmo, ele pode nao ser unico. Seja o € R

e, como exemplo, a matriz C definida por

C_ [ cos () —sen () ]

sen (a)  cos ()

que € tal que C = eBr ¥Yn € Z, em que B,, é dado por

B, = (a+ 2nn) (? _01 )

o2 l cos (2a)) —sen (2a) ]

sen (2a)  cos (2a)

Além disso,

O logaritmo de C? ndo € tnico, pois C?> = ePn ¥n € Z, em que B,, é dado por

Bn_(2a+2nﬂ')< (1) _01 >



Apéndice B
Teoria de Floquet Generalizada

O Teorema da Forma Normal de Floquet, (Teor. 1.2), pode ser generalizado para uma classe de EDQO’s nao-
lineares. A abordagem utilizada neste Apéndice segue o exposto em [30]. Sejam as EDO’s definidas pela
Equacoes B.1 e B2 em que f: R x R” e ¢ : R x R™ sao funcdes de classe C'.

' = f(t,x) (B.1)

y = o(t,y) (B.2)

Definicao B.1. Seja uma funcao continua H : RxR™ — R™. Entao H € dita funcdo homeomdrfica T—periddica

se satisfaz as condigdes:

(i) Ht+7,2) = H(t,x) Vx e R eVt € R
(i) Para cada t € R fizo, a aplicagio H (t,e) : R™ — R™ ¢ um homeomorfismo.

Defini¢ao B.2 (Equivaléncia topoldgica para sistemas periédicos). Seja x : R — R™ solugdo de (B.1). Suponha
que exista uma fungdo homeomdrfica periddica T—periddica H (t,x) tal que y(t) = H(t,z(t)) é solugdo de (B.2).
Entdo, (B.1) é dito topologicamente equivalente a (B.2), e H(t,z) € a funcdo de equivaléncia entre (B.1) e
(B.2).

A Defini¢ao B.2 é uma generalizagao natural de equivaléncia topolégica definida para sistemas auténomos. Além
disso, definindo G (t,8) = H (t,8)"" faz com que G(t,y(t)) seja solucio de (B.1) desde que y(t) seja solucio
de (B.2). Denote X(t,tp,20) a solugdo de 2’ = f(t,z) em que f : R x R™ — R™ é uma fungdo continua e
ft+7,2)=f(t,x) Vt € Re Vo € R", e que X (¢o,t0,20) = xo. Nesta secao X (t,tg, o) serd a solugdo de (B.1)
e Y(t,t0,yo) serd a solugdo de (B.2).

Lema B.1. Para todo t,0 € R e z,y € R™, vale que X (t+1,0+71,2) = X(t,0,2) eY(t+7,04+7,9) =Y (t,0,y)

Demonstragio. Este fato é bastante intuitivo. Defina v(t) = X (¢ + 7,0 + 7, 2). Por sua definigdo, v(t) satisfaz
v (t)=X'(t+7,0+7,2) = ft+7,X{t+7,0+7,2)) = f(t,~(t)) Além disso v(0) = x = X (¢,0, z). Pelo teorema
de existéncia e unicidade de solucdes, uma vez que f € C! temos que X (t + 7,0 + 7,2) = v(t) = X (¢,7, ),
Vvt € R. O mesmo vale para Y pois as hipdteses sobre ¢ sao as mesmas de f. O
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Além disso, suponha que J : R — R" seja um homeomorfismo. Entao, defina H e G por:
H(t,x) =Y (¢,0,JX (0,¢,2))
G(t,y) =X (¢,0,J71(0,t,9))

Lema B.2. Para cadat € R e z,y € R, temos que:

H(taG(tvy)) =Y
G(t,H(t,x)) ==

Demonstra¢io. Como H(t,G(t,y)) = H(t,0,JX(0,t,G(t,y))), vamos calcular X(0,t,G(t,y)). Note que
X(0,t,G(t,y)) é a solucdo da EDO avaliada em 0 com condigdo inicial de que em X (¢,t,G(t,y)) = G(t,y).
Mas G(t,y) é a solucio da EDO avaliada em ¢ com condicdo inicial X(0,0,J71Y(0,t,9)) = J~1Y(0,t,v).
Assim, X (0,t,G(t,y)) = J71Y(0,t,9), o que implica H(¢,G(t,y)) = H(t,0,Y(0,t,y)) = y. O mesmo raciocinio

pode ser aplicado para obter a outra igualdade. O

Lema B.3. Seja J : R™ — R™ um homeomorfismo. Se para cada x € R™, JX(7,0,2) =Y (7,0, Jz), entdo para
cadat € R e x,y € R", temos que

G(t+71y) =G(ty)

H(t+7,2)=H(t,x)

Demonstra¢ido. Ht + 1) = Y(t + 7,0,JX(0,t + 7,z)). Seemt = 0Y = JX(0,t+7,2), emt = 7
Y =Y(r,0,JX(0,t + 7,2)). Logo H(t + ,z) = Y({t+ 7,7,Y(7,0,JX(0,t + 7,2))). Usando a hipStese com
x=X(0,t+ 7,2) temos que H(t + r,z) =Y (t + 7,7, JX (7,0, X(0,t + 7,2))). Usando o mesmo argumento do
Lema B.2, H(t+ 1,2) =Y (t + 7,7, JX(t,t + 7,2)). Usando o deslocamento no tempo de 7, uma vez que f é
periddica, segue que H(t + 7,z = Y (¢,0,JX(0,t,2)) = H(t,z). A outra igualdade pode ser obtida seguindo o

mesmo procedimento. O

Lema B.4. Para cada tg € R e xg,yo € R™.

(i) H(t,X(t,t0,20)) € uma solugao de (B.2), se X(t,t0,20) € uma solugdo de (B.1).

(i) G(t,Y (t,t0,90)) € uma solugao de (B.1), se Y (t, to,y0) € uma solug¢do de (B.2)

Demonstra¢io. Como por definigdo H(t, X (t,t0,20)) = Y (¢,0,JX(0,t, X (¢, to,x0))) e X(0,t, X (t,t0,20)) =
X (0,t0, o), H(t, X(t,t0,20)) =Y (¢,0,JX(0,t0,20)), que é solucao de (B.2). O

Teorema B.1. Suponha que f,¢ € C(R x R™ R™), entao os sistemas (B.1) e (B.2) sao topologicamente

conjugados se e somente se existe um homeomorfismo J : R™ — R” tal que JX(7,0,2) =Y (7,0, Jx)

Demonstragao. (<) Suponha que exista o tal homeomorfismo J : R — R™. As fungoes G e H definidas
por (B.3) sdo continuas e periédicas com respeito a varidvel ¢. Fixado ¢t € R, vamos provar que a aplicacdo
H (t,e) : R™ — R™ é uma bijecdo. De fato, a injetividade é garantida pelo Teorema de Existéncia e Unicidade
de Solugoes de Equagoes Diferenciais, pois H(t,z) = Y (¢,0,7X(0,¢,x)) e sendo t fixado se H(t,z1) = H(t,x2)
entdo Y (¢,0,JX(0,t,z1)) = Y(¢,0,JX(0,¢,22)) que, por J ser um homeomorfismo, implica z; = x3. A
sobrejetividade é garantida pelo Lema B.2.

(=) Se os sistemas (B.1) e (B.2) sdo equivalentes com funcao de equivaléncia H(t,x) entdao H (¢, X (t,0,xzq)) é
uma solugdo de B.2, o que significa que existe yo € R™ tal que H (¢, X (¢,0,20)) = Y (¢,0,y0). Substituindo t =0
fica H(0,X(0,0,20)) = H(0,2z9) = yo, ou seja, H(t, X (t,0,20)) =Y (¢,0, H(0,20)). Defina entdo J = H (0, ).
Assim, JX(1,0,2¢) =Y (7,0, Jx0), 0 que completa a demonstragao. O
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Teorema B.2 (de Floquet Generalizado). Suponha que X(7,0,2) = Cx para alguma matriz C, ou seja,
X (7,0,2) é uma fungao linear de x. Entao x’ = f(t,x) € topologicamente equivalente ao sistema linear auténomo
(B.4), em que B = %log(C) e H(t,z) = e'BX(0,t,) € a funcdio de equivaléncia.

y' = Bz (B.4)

Demonstragdo. Como Y (7,0,2) = ¢"Bx e B = %log(C), temos que Y (7,0,2) = Cx = X(7,0,2). Tomando
entao J como a aplicacao identidade de R™ e aplicando o Teorema B.1, temos que os sistemas sao conjugados.
Além disso, H(t,z) = Y (¢,0, X(0,t,2)) = B X(0,¢,z). O

O Teorema B.2 é uma generalizagdo do Teorema de Floquet. De fato, se A(t) é 7—periddica, considere a Forma
Normal de Floquet X (t) = Q(t)e'®. Assim, X (¢,0,7) = Q(t)e*Rz, fazendo com que X(7,0,2) = Q(7)e 'z
Vo € R". Assim, a matriz C estd bem definida para todos os sistemas do tipo 2’ = A(t)x com A(t) periddica.
Para demonstrar que nao é necessdrio que f(t, ) seja linear em x considere o Exemplo B.1, que trada de uma
funcao f : R x R — R bastante simples e nao-linear.

Exemplo B.1. Um exemplo apresentado em [30] € a equacdo ' = f(t,x) em que f: R xR — R definida por
(B.5).
z(x—1)cos(t); = € (0,1)
ftx) = (B.5)
0; € (—00,0] U[1,00)
Como a EDO B.5 é separavel é possivel encontrar sua solugdo usando integragdo. Assim, a solug¢ao encontrada
¢ dada por B.6. Como o periodo de f é 2 temos que X (2m,0,2) = x Vo € R. Assim, [ satisfaz as hipdteses do
Teorema B.2 com C = 1. Assim, a equacdo x' = f(t,xz) pe topologicamente conjugada no sentido apresentado
pela Definicao B.2 d equacdo y' = By em que B = ﬁ log(C) =0, ou seja, y' = 0.

Zo

— ; XTo € (Oa 1)
X (t,to,z0) = § %o+ (L= zo)eren(tmsentte) (B.6)

Zo; To € (—00,0] U[l,00)

A Fungao de equivaléncia é dada por H (t,z) = X (0,t,x).

Embora a Teoria de Floquet Generalizada seja mais recente e mais forte que a Teoria Classica de Floquet, todo
o restante do trabalho serd dedicado ao célculo e aplicagoes da Forma Normal de Floquet para sistemas Lineares
Periédicos, em razao da dificuldade de calculo de C para fung¢ées mais complicadas que a do Exemplo B.1 e em

dimensoes maiores.



Apéndice C

Séries de Fourier

Este Apéndice contém uma coletédnea de resultados elementares sobre Série de Fourier.

Teorema C.1 (da Base Ortonormal). Sejam G = {e;}, um conjunto ortonormal de um Espago com produto

interno E e x; = (x,e;) para cada x € E. Sdo equivalentes:

(i) Para todo x € E, temos que x = Y, x;€;.
ieN

(#i) Para todo x,y € E, (z,y) = > x;§;, em que §; denota o conjugado complezo de y;.
ieN

(iii) 2| =, |3 lail”.

€N

(iv) O espago gerado pelas combinagées lineares finitas de G é denso em E. Ou seja, para todo x € E e € > 0
N
T — > e

=0

existe N tal que <e.

A demonstracao do Teorema da Base Ortonormal pode ser encontrada em [20]. A Equacao C.1 define um
produto interno para os Espagos de fungoes complexas e reais de varidvel real. Denote por |e],. = \/(e,®) a

norma gerada por esse produto interno.

1 27

(Fr9)p2 =5 | fle)g(e)de (C.1)

2T 0
Definigao C.1 (Espaco L?). Seja [0,27] C R. Defina os conjuntos
L2([0,27],K) = {f : [0,27] = K; || || .2 < o0}
em que K denota R ou C.

Proposigao C.1 (Bases Ortonormais de L?). Os conjuntos L%([0,27],R) e L?([0,27],C) munidos do produto
interno definido pela Equacdao C.1 formam Espacos de Hilbert. O conjunto By e By formam bases ortonormais
para os Espaco de Hilbert L*(]0,27],C) e L*([0,27],R), respectivamente.

1 Lz 1 1 2m 1 2m
m={e  m={ e (k5T ) o (k3 )]
2T kEZ 27 27 27 27 27 keN\{0}
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No caso deste trabalho o interesse é por fungoes g : R — R continuas e periddicas de periodo 27. Dessa forma,
considere f : [0,27] — R definida como a restricdo f = gljo2, temos que f € L?*([0,27],C) e em particular a
L3([0,27],R). Assim, vale a igualdade de (C.2).

— 1 ‘k%t> 1 gzt - k2t
t) =p2 t), ko hart = ke C.2
FO= 3 {50, ) e 3 e (©2)
em que
_ 1 k3Tt _ 1 . —ik3Z
fi= g (.8 = o | f e (C:3)

Como g consiste da extensao periédica de f a série de Fourier de f, define-se a Série de Fourier de g como

s 7 us . . ~ . .
sendo Y fke““%t. O sfmbolo =;> indica que temos uma igualdade entre funcoes em L2, ou seja, a igualdade
k=—o0
pode nao valer em todo t € [0,27]. De fato, o conjunto em que néo vale a igualdade tem medida de Lebesgue

nula.

Seja g : R — R uma funcao 27-periddica e tal que fOQT lg (t)|2 dt < 0o e defina f : [0,27] — R a restrigdo de g
ao intervalo [0,27]. Assim, é possivel representar a Série de Fourier g decompondo f na base By ou By. Vamos
mostrar que elas sao equivalentes. De fato, considere a decomposicao de f na base B

Ft)y=>" fue*%

k=—o0
Usando a férmula de Euler temos que
- 2w - 2w
f@®)=fo+ ];fk coS <k27_t) +1 k;1 frsen (kQTt)

Como f é uma funcao real entao fr = C (f_k)

F)= o+ Y 2Re (i) cos (%ﬁt) —21m (f) sen <k§:t>

k=1
O restante desta sec¢ao serd dedicado a convergéncia uniforme da série de Fourier. Para tanto, considere a soma
parcial da série de Fouriar de uma fungao H : R — R.

Sy (t) = Hy + i H, cos (nT—ﬂ-t) + i Hpsen (gt) (C.4)

Proposicdo C.2 (Convergéncia Uniforme da Série de Fourier). Seja H : R — R uma funcdo continua e
periodica de periodo 2L, com derivada primeira integrdvel e absolutamente integrdvel. Entao, a série de Fourier

de f converge uniformemente para f.

A Proposigao C.2 pede apenas que a derivada primeira de H seja integravel e absolutamente integravel. Se H
for de classe C' ela atender4 & essa condicdo. A demonstracdo completa da proposicio C.2 estd desenvolvida

em [9]. Os dois resultados seguintes demonstram esse caso particular da Proposi¢ao C.2.

Proposicao C.3. Se H for uma funcgao tal que H' € CP(|—L, L]), entdo, a série de Fourier de H' pode ser

obtida através da série de Fourier de H mediante a derivacdo termo a termo.

Demonstra¢ao. A demonstragao é simples, segue da observacao de que A,, pode ser calculado por

1 [ nmw 1L nmw L
i Een (TN~ Ly nm '
H'(t) mrsen(Lt> dt = — _TH (t)sen(Lt) dt

—T
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Deve-se notar no entanto que [ H’ (t)sen (2Xt) dt é o termo B,, da série de Fourier de H'(t), ja que existe a série
de Fourier de H' por pertencer a CP[—L, L]. O mesmo pode ser feito para A,,, completando a demonstracao. [

Proposicao C.4. Seja H € C([-L, L)) com H(—L) = H(L). Suponha que H € C([-L,L]). Entao Sy — H
uniformemente, isto €, existe Ny € N tal que

N>Ny= sup |H(t)—Sy(t)|<e
te[—L,L]

Demonstragao. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1S (£) — Sar (1)] = i [An cos (gt> + B, sin (Ttﬂ|
n=M+1
N
< Ry ‘A cos (—t) + B, sm( t)‘
N
< Y JVA2+B2 (C.6)
n=M+1
N
<Y (= Any)h (Z @)
n=M+1

S (IR T

N 1 o0

Pela desigualdade de Bessel temos que > ([(4,)']* 4 [(Bn)']?)? ¢ limitada. Além disso Y. (%) converge,
n=M+1 n=1

fazendo com que Sy seja uma sequéncia uniformemente de Cauchy em um espago completo, logo converge

uniformemente. ]

O Lema C.1 é um resultado fundamental para a demonstragao do Teorema C.2 e para a derivacao de fungoes
definidas em termos de séries de Fourier que serao realizadas no Capitulo 2. Embora sua demonstracao seja

simples ela requer outros resultados. Uma demonstracao completa é apresentada em [16], p. 160.

Lema C.1 (Derivacio Termo a Termo). Seja (f,,) uma sequéncia de fungées de classe C* no intervalo [0,27]. Se
para t € [0,27] a sequéncia de niumeros reais (fn(t)) converge e se as devidadas (f},) convergem uniformemente
em [0,27] entdo (lim f,)" = lim (f7).

Teorema C.2 (Decaimento dos Coeficientes da Série de Fourier). Seja f : R — R uma fun¢do 27-periddica e
o0

> fke“‘“‘%” sua Série de Fourier. Se f € C"™1 e a r-ésima derivada, f) é continua por partes entio existe
k=—o00
C > 0 tal que para cada k # 0 vale
C

<
|fk?| B |]€|T

Reciprocamente, se existe C > 0 tal que |fi| < |le+& com k>0, a>0 entio f € CF!

Demonstracao. A demonstragao deste fato é uma consequéncia imediata da demonstracao da Proposicao C.3.
O resultado é valido para r = 1. Suponha que seja vélido para r = p. Entdo se f € CP~* com f®) € CP([0,27])
existe C' > 0 tal que para cada k # 0 |f] < ‘k‘p Seja f € CP com fP+1) ¢ CP([0,27]). Pela Proposicao C.3

temos que b b Do
‘(f(p)>k‘ Tk ‘(f(p_l))k’ SE R Rl

completando a primeira parte da demonstragao.
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Considere a série de Fourier de f, f(t) = > frei*37t. Pa cada t € [0, 27] considere a sequéncia numérica
k=—o00
i fre*F = fo + z": 2Re (fi) cos k2£t — 2Im (fx) sen k2—7rt
M — 2T 2T

assim, temos que

2T — 2w 2w
= —Z —2Re(fr)sen [ k—t | —2Im (fx)cos | k=—t
T = 2T 2T

k=1

Como |fi| < k1+a com o > 0 entdo (f;, (t)),,cy converge uniformemente em [0, 27]. Assim,

lim (f;, (1)) = (lm (f, ()" = f" (¢)
Dessa forma temos que

;—: i [ 2Re (f) sen (k;:t) — 2Im (f%) cos <k§:t>}

k=1
Fazendo o mesmo procedimento até k — 2 chegamos a fungao
F=2 (1) = (27r) T k2 i [:|:2 Re (fi) sen (k%t> + 2TIm (f) cos (k%t>}
2T Pt 2T 2T
Definindo novamente para cada ¢ € [0, 27] a sequéncia
FU=2) () = (27T>T_2 k2 i [iQ Re (fx) sen (k%t) + 2Tm (f) cos (k%t>}
" 27 Pt 27 27

temos que sua derivada

r—1 n
FOD () = (;Z) -t Z [ig Re (f3) sen (kz:t> + 2Tm (f) cos (ki:tﬂ

k=1
o0
converge uniformemente pela hipétese de que | fi| < k% Veja a necessidade de o > 0, uma vez que % = 00.
k=1
Isso completa a demonstragao. O

Seja A : R — M(n,R) uma aplicacdo periddica de periodo 7, tal que a;; : R — R possui série de Fourier

2z
al] E ak ik=Et

k=—oc0

com a . € CVk € Z. Entao, a matriz A pode ser escrita como

ST ApettF (C.7)

k=—o0

em que Ag é a matriz em que o termo da linha i e da coluna j é afj.

Definigao C.2 (Série de Fourier de uma aplicagdo matricial). A Equagdo C.7 € dita Série de Fourier de A.

Proposigdo C.5. Sejam A(t) = 5. (Ap1+idr2) et e Q) = S (Qra +iQr2)e* 3t as séres de

k=—oc0 k=—oc0
Fourier de periodo 27 das aplica¢des A, Q : R — M (n,R) periddicas, de periodos T e 27, respectivamente. Entdo

valem as sequintes propriedades:
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() (AQ)y = > AQi.

T=—00

(i1) Qra = Q-p1 e Qra=—Q 2 Vk €L

Demonstragao. Para demonstrar o item (i) calculamos os coeficientes da série de Fourier da aplicagdo t —

A()Q(t) )
(AQ), = 217_/ A)Q(t) e *5Ftat = <Z A, et ) (1) e~ F 35t gy

T=—00

reescrevendo a série como limite de somas parciais e rearranjando os termos

1 ZM ins wazy 1
: 5T —1 i(r—k) 27-t
(AQ), = 27'/ <A/}l_>m°o =M e ) Qe dt = 27 J\4hi>r<l>o Z Are Q(t)dt

Usando o Teorema da Convergéncia dominada para cada entrada das aplicagoes matriciais e, além disso, trocando

as posicoes da integral com a soma finita,

M 2T
1 : 27 . 2n
I [ i(r—k)5xt - i(r—k)3xt
=g g, 3 [T Q= 3 [T R
r=— r=—
Desse modo,
1 M 2T
- zr k)2Zt _ . 7,7‘ k)2Zt
Q= i, 3 ac [T S A [T B0 3 Ao
‘Qr—r
completando a demonstracao do item (i).
Para demonstrar o {tem (i) temos que:
Ak = Ak71 — iAk72 = / A( ) k%tdt A_k - A—k,l + ’L'A_k72

Dessa forma, Ay = A_j1 € Ag2 = —A_j 2 como querfamos. O



Apeéndice D

Método de Runge-Kutta para solucao

aproximada de EDOs

Os métodos de Runge-Kutta formam uma familia consagrada de métodos numéricos para aproximacao de
solugoes de Equagoes Diferenciais Ordinarias. Um membro dessa familia largamente utilizado é o Método
de Runge-Kutta de quarta ordem, frequentemente denominado apenas Método de Runge-Kutta, que serd
apresentado neste Aoéndice. A base tedrica utilizada como referéncia é [15]. A equac@o a ser resolvida é
X' = A(t)X com X (0) = I. Como o objetivo é obter uma aproximagdo X (27) vamos tomar a seguinte partigdo
de [0,27], T = {to = 0, At,2A¢t,3At..., 217 = tx } em que At = QWT Dessa forma, vamos definir o seguinte esquema

iterativo

At
Xk+1 = Xk + ? (Fl + 2F2 + 2F3 + F4>
Xo=1 (D.1)
tr = k (At)

em que os termos Fy, Fy, F3 e Fy sao definidos por

Fy = Al(tg) Xk

At At
F2 =A <tk + 2) (Xk + 2F1>

At At
Fma (o ) (e T)

Fy = A(ty + Ab) (X), + ALF)

Dessa forma, uma aproximacio para X (kAt) de X (kAt) é dada por X (kAt) = Xj, 0 < k < N. Assim, uma

aproximagao para X (27) é Xy.

Originalmente encontra-se na literatura os métodos de Runge-Kutta para solugao de equagoes do tipo 2’ = f(¢, x)
com f: R xR"™ — R". Se definirmos f(¢,z) = A(t)x com x : R — R™ é ficil ver que a forma com que esses

métodos sao apresentados na literatura podem ser facilmente adaptados para equagdes do tipo X' = A(¢)X

62



63

com X : R —€ M(n,R) j& que A(t) atua sobre cada coluna de X (t) em separado, ou seja

) = A(t)xy

x5 = A(t) zo
)y oxh .. xﬁl}zA(t)[xl Ty .. Ty | E

x, =At)x,

A outra equacao cuja solucdo é necessdria para a obtencdo do ponto inicial do algoritmo rigoroso e que foi

resolvida utilizando o método de Runge-Kutta é dada por

{Q’=A(t)Q—QR
Q) =1

Além do calculo do ponto inicial, as solugoes das EDOs que representam o Oscilador Duffing e o Péndulo Forgado
Periodicamente, apresentadas nas Figuras 4.1, 4.1, 4.5 e 4.6 foram obtidas através do método de Runge-Kutta
de 4* ordem. Assim, como as aplicagoes do método neste trabalho nao requerem extrema precisao, nao serao
apresentados resultados sobre os erros de truncamento associados ao método de Runge-Kutta. Deve-se ressaltar
que, por se tratar de um método numérico aproximado, nao é possivel garantir nem mesmo que o método
resulte uma solucdo periddica para Q(t) na equagdo anterior. Para ilustrar esse caso, consideremos a equacao
do péndulo sem amortecimento dada por ,
d-0

ﬁ—i—wQsenQ:O

!
T | Y
y | | —w?senz

As trajetorias dessa equacdo devem satisfazer y2+w? (1 — cos (z)) = Cp, onde Cj € R é obtida através do ponto

Definindo z = 0 e y = 6’ temos que

inicial (z(0),(0)), conforme descrito no capitulo 9 de [3] p.275. Tomando o ponto inicial (x(0),y(0)) = (1,1)
e w = 1, temos que a figura a seguir apresenta a solucao obtida utilizando o método de Runge-Kutta de 4*
ordem e (C(i) — Cp), onde C(i) = 1y(i)* + w? (1 — cos (2(i))), sendo (z(i),y(i)) os valores obtidos pelo método
numérico. Idealmente (C(i) — Cy) = 0, Vi € R. No entanto, quanto maior o valor de i verifica-se uma tendéncia

de aumento dessa diferenga, em virtude de haver um erro em cada iteragao do algoritmo de Runge-Kutta.

Solugdo numérica x 10 Erro em relagdo a constante C

ciil- ¢,

0 100 200 300 400 500

Figura D.1: Solugao pelo método de Runge-Kutta. Diferenca entre C(i) e Cy



Apéndice E
Introducao a Aritmética Intervalar

A Aritmética Intervalar (AI), também conhecida como Aritmética de Intervalos consiste essencialmente na
realizagdo de cédlculos numéricos utilizando intervalos ao invés de numeros Reais. A Aritmética de Ponto
Flutuante (APF) utilizada por algoritmos computacionais possui precisao limitada pela quantidade de bits
utilizados para a representagao de um numero. Dessa forma, é impossivel representar fielmente um nimero
irracional através da APF devido aos erros de arredondamento, produzindo resultados incorretos. Essa
deficiéncia é solucionada utilizando a Al, através da representacdo de numeros Reais por intervalos. Como
exemplo, consideremos que a representagao computacional disponivel para a realizacao de calculos numéricos
para solucao de um determinado problema tem precisao de 14 casas decimais. Assim a representagao de w é
3,14159265358979. Como 7 é um numero irracional hd um erro de truncamento na representacao utilizada.
No entanto, é possivel garantir que © € [3,14159265358978, 3,14159265358980]. Dessa forma, utiliza-se a
representacao de m como esse intervalo, sendo necessario redefinir as operagoes entre nuimeros Reais como

operagoes entre intervalos de ntimeros racionais.

A ideia de representar numeros Reais como intervalos foi introduzida na década de 1950 por diversas pessoas.
No entanto uma abordagem mais precisa sobre a Anélise Intervalar foi apresentada por Moore em 1966. A Al
pode ser aplicada em diversas dreas da Andlise Numérica e utilizada em diversas aplicagbes préticas, tais como
problemas de Engenharia, Projeto Assistido por Computador e principalmente Demonstracoes Assistidas por
Computador. Diversas conjuecturas tem sido recentemente provadas utilizando a Al, sendo a mais famosa delas
a Conjectura de Keppler, que permaneceu em aberto por cerca de 400 anos. Os conceitos apresentados neste

trabalho s@o baseados nas referéncias [18] e [21].

E.1 Aritmética Intervalar Real

Para Aritmética Intervalar utiliza-se comumente intervalos fechados com a seguinte notagao:
X = [@,i‘} :{xeR;géxéj}
Dessa forma, o conjunto de todos os intervalos de nimeros Reais é denotado por IR
IR = {{ag,i‘} jx,x € Ry < :E}
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Antes de definir as operacoes para intervalos Reais é necessario definir a notagao utilizada. O ponto médio de
um intervalo

_ 1
mid(x) =z = 5 <;§ —l—a‘c)
O raio de um intervalo é definido por

1
d(x) = - (- -
rad (x) G
Um intervalo x é dito fino quando rad(x) = 0, ou seja, quando = = Z. O valor absoluto de um intervalo
x| = (x) = max {Jz]; 2 € x}

A mignitude de um intervalo

|x| = mig (x) = min {|z|;z € x}
A distancia entre dois intervalos x e y ¢é definida por
d(x,y) = max(|z -y, |7 — g|)

Definigcao E.1 (Relacgoes de Ordem em IR). Definimos as seguintes relagcées de ordem em IR:

x<y=zr<y
x<y<zT<y (E1)
X>y&sSzr>y
X2yez2>y

Definicao E.2 (Definigdo das operagoes bésicas). Define-se as operagoes elementares para intervalos através

das sequintes erpressoes

Xx+y=[z+yT+7y
Xx-y=[z-9T-y

x X y = [min{ay, 2, 7y, 75}, max{zy, 27, 7y, 77}] (E.2)
1/x=1[1/z,1/z] sex >0 ouz <0
x/y =xx1/y

Se 0 € [z, Z] definimos x/y por

[Z/o0] sez<0eyg=0
[—o00,Z/ylU[Z/y,00] sex<0ey<0<y
[—00,Z/7 sez<0ey=0
;Z [—00, o] sex <0<Z (E.3)
[—o0,z/y sex>0ey=0
[—oo,z/ylU[z/y,00] sex>0ey<0<y
[2/7, <] sex>0ey=0

Como o objetivo é definir diversas aplicagdes besando-se nas operagoes béasicas definidas anteriormente, é
necessario garantir que a adicao e a multiplicagao intervalar tenham propriedades similares as propriedades
elementares da adigdo e multiplicacao de numeros Reais. Isso é feito nas proposi¢bes que seguem, cuja

demonstracao é bastante simples e nao serd apresentada.

Proposigao E.1 (Propriedades da adigao intervalar). Sejam x,y,z € IR. A adi¢do intervalar definina pela

Defini¢ao E.2 tem as sequintes propriedades:
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e Fechamento: x,y € IR — x+y e€IR

e Associatividade: x+ (y +2z) = (x+y) + 2

e Comutatividade: x+y =y +x

e Possui elemento neutro: ([0,0]).
Proposicao E.2 (Propriedades da multiplicagao intervalar). Sejam x,y,z € IR. A multiplicacdo intervalar
definina pela Definicao E.2 tem as sequintes propriedades

e Fechamento: x,y € IR — xxy IR

e Associatividade: x X (y X z) = (x Xy) X z

e Comutatividade: x Xy =y X X

Possui elemento neutro: ([1,1])

Subdistributividade: x X (y+2z) CxX Xy +X X z.

Dada uma fungao f : D C R — R, é preciso definir como aplicar a fungdo a um intervalo. A rigor seria necessario
definir uma extensao da fungao f. Neste trabalho vamos admitir uma abuso de notagao e definir a avaliagao de
uma funcao de varidvel real em um intervalo.

Definicao E.3 (Avaliagdo de uma fungao em um intervalo). Seja f : D C R — R. Define-se a avaliagio da

fungdo f em um intervalo como sendo f(x) = {f (z);z € x}

Uma vez definidas as operacoes elementares e a avaliagdo de uma fungdo em um intervalo pode-se construir
algoritmos implementando as principais fungoes utilizadas em Matematica tais como seno, cosseno, exponencial,
etc. O pacore computacional INTLAB® contém diversas funcoes j4 implementadas internamente, disponiveis
para utilizagao.

E.2 Aritmética Intervalar Complexa

Z= (a,r>

I, Re Re

(a) (b)

Figura E.1: Representagdo de imtervalos complexos na forma retangular (a) e circular (b)
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Vamos utilizar um abuso de linguagem ao fazer referéncia aos chamados intervalos complexos, que tem
objetivos andlogos aos intervalos Reais: eliminar possiveis erros numéricos de truncamento. Um intervalo
complexo corresponde, formalmente, a uma regiao do plano complexo, mais precisamente um conjunto fechado
e simplesmente conexo do plano complexo. Vamos analisar apenas dois tipos de intervalos complexos,

representados da Figura E.1. O tipo de intervalo representado na Figura E.1 (a) pode ser definido como
z=x+iy={z+iy;z €x;y €y} (E4)

Utilizando a definicao de um intervalo complexo como apresentado na equacao acima leva trivialmente a definigao

da multiplicacao de intervalos complexos dada pela equacao a seguir, em que z; = X3 +1y1 € Z2 = X2 + 1y2.
Z1 X Z2 =X1 X X2 —y1 Xy2+i(X1 X y2 +X2 X y1) (E.5)
Analogamente, define-se a multiplicacdo de dois intervalos complexos como
z=([1,2] +4[1,2]) x ([3,4] +¢[3,4])
que resulta no seguinte intervalo complexo
z=[-5,5]+[6, 16]

No entanto, o conjunto {ab;a € [1,2] +i[1,2];b € [3,4] +4[3,4]} ndo é um retdngulo no plano complexo,
mas sim a &drea representada na Figura E.2, que estd contida na regiao definida de acordo com a operagao
de multiplicacdo, que é o retdngulo [—5,5] x [6,16]. Dessa forma, hd uma perda de precisdo do método

desnecessariamente, o que prejudica a técnica de aritmética de intervalos complexa. O segundo tipo de intervalo

Parte Imaginaria

Parte Real

Figura E.2: Regiao correspondente a multiplicacao de dois intervalos complexos

complexo apresentado na Figura E.1 (b), denominado intervalo complexo circular, consiste de uma regido circular

de raio r centrada num ponto a do plano complexo, ou seja,
z=/{a,ry={z2€C;|lz—a| <1} (E.6)

Existem diversas defini¢oes de multiplicagdo de intervalos complexos circulares. Sejam z; = {(ai,71) e
Za = (ag,r9) dois intervalos complexos circulares. Uma das definigoes mais simples para o produto z; X zg

foi introduzida por Gargantini e Henrici, que corresponde a seguinte expressao

21 X 2y = (a1az,|a1|r2 + |as| 71 + rir2) (E.7)
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Proposicao E.3. A defini¢io da multiplicacio de intervalos circulares pela Equagdo (E.7) atende a propriedade
de que a multiplicacdo de quaisquer dois niumeros complexos pertencentes aos intervalos pertence ao intervalo

gerado pela multiplicacdo dos mesmos, ou seja

z1 X 22 C {pg;p € z1;q € 22}

Demonstrag¢igo. Como queremos estimar o |pg — ajas|, temos que
Ipq — aras| = la1 (¢ — az) +az (p —a1) + (p — a1) (¢ — az)|
Aplicando a desigualdade triangular fica
lpg — araz| < |a1||g — az| + |az| |p — a1 + |p — a1 g — az|
Mas |p — a1| < r1 e |g — az| < ro, logo
Ipq — araz| < |ay| re + |ag| r1 4+ 172

que completa a demonstracao. O

E.3 Representacao de Vetores e Matrizes

A representagao de vetores e matrizes através de aritmética de intervalos é imediata a partir da representagao
de nimeros Reais e complexos. Dessa forma, um intervalo matricial consiste simplesmente de uma matriz cujas

entradas sao intervalos Reais ou Complexos.
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