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Introdução

Pretendo, 
om esse trabalho, apresentar algumas propriedades de qua-

driláteros de modo a torná-las mais 
onhe
idas e a
essíveis a professores de

Geometria dos ensinos médio e superior que tenham passado por um 
urso

ini
ial de geometria plana. A beleza dessas propriedades e o fato de serem de-

monstradas por métodos elementares tornam seu estudo relevante do ponto

de vista 
ientí�
o, didáti
o e estéti
o. Estas propriedades não são 
omuns

em livros didáti
os de língua portuguesa. Vamos disponibilizar também um

CD 
om arquivos em GEOGEBRA que utilizamos nos estudos para a pro-

dução deste texto. Nosso trabalho é baseado no 
apítulo 4 do livro College

Geometry: An Introdu
tion to the Modern Geometry of the Triangle and the

Cir
le, de Nathan Altshiler-Court.

4



Capítulo 1

Notação e Resultados

Elementares

Dado dois pontos A e B, denotaremos indistintamente por AB o seg-

mento, o 
omprimento desse segmento, a reta ou a semirreta (de origem

A) determinados por esses pontos; o 
ontexto tornará 
laro de qual objeto

se trata. Os símbolos ≡ e ∼ serão usados para denotar, respe
tivamente,


ongruên
ia e semelhança.

Figura 1.1: Notação geral

Denotaremos por ABCD o quadrilátero de lados AB = a, BC = b,
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CD = c e DA = d; e por P , Q, R, e S os pontos médios destes lados,

respe
tivamente. As diagonais serão denotadas por AC = f e BD = g,

e seus pontos médios por V e U , respe
tivamente; além disso, 
olo
amos

UV = m, 
omo na �gura 1.1, que usaremos para �xar notação ao longo do

trabalho.

A interseção de PR e QS, denotada por J , é dita o 
entróide (ver


apítulo 2) do quadrilátero. Quando o quadrilátero for 
ir
uns
ritível, de-

notaremos por O o 
entro do 
ír
ulo 
ir
uns
rito. O ponto simétri
o a O


om relação a J será 
hamado de M (ver seção 3.3 ) é dito o anti
entro do

quadrilátero 
ir
uns
ritível.

Figura 1.2: Notação para quadriláteros ins
ritíveis

No quadrilátero ABCD, o triângulo ABC é dito oposto ao ponto D;

denotaremos por D′
seu in
entro, e analogamente de�nimos A′

, B′
e C ′

. De-

notaremos por A∗
o bari
entro do triângulo BCD; analogamente, de�nimos

B∗
, C∗

e D∗
.
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1.1 Pontos Notáveis de Triângulos

Ini
iaremos essa seção 
om os seguintes resultados elementares que serão

usados durante o texto; demonstrações não apresentadas podem ser en
on-

tradas na referên
ia [1℄. Lembramos que, em um triângulo, apare
em os

seguintes pontos notáveis:

In
entro: en
ontro das três bissetrizes. O in
entro é o 
entro do 
ír
ulo

ins
rito.

Bari
entro: en
ontro das três medianas.

Cir
un
entro: en
ontro das três mediatrizes. O 
ir
un
entro é o 
entro

do 
ír
ulo 
ir
uns
rito.

Orto
entro: en
ontro das três alturas.

Ex
entros: en
ontros de duas bissetrizes externas.

Dizemos também que um segmento de reta que liga o vérti
e de um

triângulo ao lado oposto ou ao seu prolongamento é uma 
omo 
eviana do

triângulo.

Proposição 1.1 (Base Média). Sejam ABC um triângulo e M , N pontos

médios dos lados AB e BC, respe
tivamente. Então MN//AC e MN =

1

2
AC. ✷

Proposição 1.2 (Medianas). Sejam ABC um triângulo, M o ponto médio

do lado AB e G seu bari
entro. Então AG = 2GM ; analogamente para os

outros lados. ✷

Proposição 1.3. Sejam ABC um triângulo, H seu orto
entro, C seu 
ír
ulo


ir
uns
rito, O o 
entro de C. Sejam também D,A′ ∈ BC tais que AD e

OA′
sejam perpendi
ulares a BC. Então OA′ = 1

2
AH
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Figura 1.3:

Demonstração. Temos que COA′ ∼ CLB e a razão de semelhança é igual a 2,

já que OC é raio da 
ir
unferên
ia e CL é diâmetro; logo OA′ = 1

2
LB. Além

disso, o quadrilátero LBHA é um paralelogramo, pois 
omo CL é diâmetro

então AL é perpendi
ular a AC e, 
omo BE é altura relativa ao lado AC

do triângulo ABC, segue que BE é perpendi
ular a AC. Logo temos que

AL//BH e segue que BL = AH , donde OA′ = 1

2
AH .

A próxima proposição é simples, mas nem sempre é abordada nos 
ursos

de geometria plana.

Proposição 1.4. Dado um triângulo retângulo ABC, o 
omprimento da

mediana relativa à hipotenusa é igual a metade da hipotenusa.

Figura 1.4:
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Demonstração. Como o triângulo ABC é retângulo, a hipotenusa AB é tam-

bém o diâmetro do 
ír
ulo 
ir
uns
rito.Logo o ponto médioD da hipotenusa é

o 
entro desse 
ír
ulo.Segue que AD = BD = CD são raios desse 
ír
ulo.

Proposição 1.5. (Relação de Stewart) Seja ABC um triângulo e 
onsi-

dere a �gura 1.5 abaixo, então b2f + c2e = a(ef + d2).

Figura 1.5:

Demonstração. Pela lei dos 
ossenos, temos b2 = d2 + e2 − 2de cos β e c2 =

d2+f 2−2df cosα.Multipli
ando a primeira igualdade por f , a segunda por e

e somando temos b2f +c2e−ad2 = aef , onde lembramos que cosα = − cos β

uma vez que α+ β = 180o.

Corolário 1.1. Seja o triângulo ABC e d a mediana em relação a BC. Então

b2 + c2 = 2d2 + 2
(

a
2

)2
. ✷

Figura 1.6: 
aso parti
ular da relação de Stewart
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De�nição 1.1. (Ar
o Capaz) Dados P,Q e α, o ar
o 
apaz de PQ 
om

relação a α é o lugar geométri
o dos pontos X tais que P̂XQ = α. Esse

lugar é um ar
o de um 
ír
ulo 
om extremos em P e Q, 
onforme �gura

abaixo, onde O é o 
entro do 
ír
ulo. Observamos que existem, na verdade,

dois desses ar
os, simétri
os 
om relação a AB. ✷

Figura 1.7: ar
o 
apaz

1.2 Homotetias

O termo homotetia é devido ao matemáti
o fran
ês Mi
hel Chasles, em

1827 e é derivado do grego 
omo 
omposto de homo (similar) e tetia (posição).

De�nição 1.2. Sejam O um ponto e k 6= 0. Uma homotetia de 
entro O e

razão k é a transformação do plano no plano que leva um ponto P em um

ponto P ′
na reta OP tal que

OP ′

OP
= k e

1) Se k > 0, P ′
perten
e à semirreta OP

2) Se k < 0, P ′
perten
e à semirreta oposta a OP

Essa homotetia será denotada por ρO, k ou mais simplesmente por ρ

quando não houver possibilidade de 
onfusão. Mostra-se fa
ilmente que uma

10



homotetia preserva ângulos, razões entre segmentos de reta e paralelismo.

Observamos que se k = 1 então ρO, k é a identidade.

Para a
har o 
entro de uma homotetia dada, diferente da identidade,

basta traçar as retas determinadas por dois pontos distintos de uma �gura

e os pontos 
orrespondentes da �gura homotéti
a; o 
entro será o ponto de

interseção das retas.

Figura 1.8:

Teorema 1.1. Sejam α e β homotetias de 
entro A e B e razões a 6= 1 e

b 6= 1, respe
tivamente 
om A 6= B. Então βα é uma (i) translação, se ab = 1

ou (ii) uma homotetia de razão ab, se ab 6= 1.

Demonstração. Sem perda de generalidade, 
onsideraremos a, b > 0 (apenas

para efeito de �gura mais bonita).

Suponhamos primeiro ab = 1; sem perda de generalidade, suponhamos

também a > 1. Consideraremos agora a �gura 1.9 a seguir.

Temos

AP ′

AP
= a e

BP ′′

BP ′
= b = 1

a
, ou seja,

BP ′

BP ′′
= a. Logo AP ′B ∼ PP ′P ′′

,

donde PP ′′
é paralela a AB. Além disso,

PP ′

AP ′
=

AP ′ − AP

AP ′
= 1−

AP

AP ′
= 1−

1

a
=

a− 1

a
;
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Figura 1.9: 
aso ab = 1

Logo

−−→
PP ′′

é um vetor paralelo a AB de módulo

a−1

a
|AB|, que independe da

es
olha de P ; segue que βα é uma translação.

Figura 1.10: 
aso ab 6= 1

Suponhamos agora ab 6= 1, 
om a > 1, b > 1 e 
onsideraremos a �gura

1.10, onde P é ponto qualquer, P ′ = α(P ), P ′′ = β(P ′) = βα(P ), A′ =

α(A) = A, A′′ = β(A′) = βα(A), G = AB ∩ PP ′′
, H = AB ∩ BP e R ∈ AB

é tal que HR//GP ′′
. Vamos mostrar que βα é uma homotetia de 
entro G e
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razão ab.

Temos

BA′′

BA
= BP ′′

BP ′
= b ou seja, BA′′P ′′ ∼ BAP ′

; em parti
ular, AP ′//A′′P ′′

e segue que

BH
BP

= b. Além disso, temos

AP”

AH
= AP ′

AP
= a.

Da semelhança A′′GP ′′ ∼ A′′RH temos que

GP ′′

RH
= A′′P ′′

A′′H
= a. e da

semelhança BGP ∼ BRH temos que

RH
GP

= BH
BP

= b. Logo GP ′′

GP
= GP ′′

RH
RH
GP

=

ab e 
on
luímos que βα é uma homotetia de 
entro G e razão ab.

1.3 Cír
ulo de Nove Pontos

Nesta seção vamos estudar um belo objeto da geometria: o 
ír
ulo de

nove pontos.

Teorema 1.2. Seja ABC um triângulo,K,M,N os pontos médios dos lados,

P,Q,R os pés das alturas e U, V,W os pontos médios dos segmentos que ligam

o orto
entro H aos vérti
es. Esses nove pontos estão em um mesmo 
ír
ulo.

O 
entro deste 
ír
ulo é o ponto médio do segmento que liga o orto
entro ao


ir
un
entro do triângulo ABC. Além disso, o raio do 
ír
ulo de nove pontos

vale a metade do raio do 
ír
ulo 
ir
uns
rito ao triângulo.

Demonstração. Vamos demonstrar primeiro que o 
ír
ulo que passa pelos

pontos médio dos lados passa também pelos pés das alturas.
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Seja C o 
ír
ulo determinado por K,M,N . Vamos mostrar que o qua-

drilátero é MKPN é ins
ritível. O triângulo CPB é retângulo e PN é a

mediana referente a hipotenusa; pela proposição 1.4 temos que PN = BN .

Por outro lado, temos que MK é base média do triângulo ABC, então

MK = BN . Assim MK = PN e nosso quadrilátero é um trapézio isós-


eles, que é ins
ritível. Logo o 
ír
ulo C passa por P ; e analogamente, ele

passa por Q e R.

Agora vamos provar que o 
ír
ulo C passa também pelos pontos médios

dos segmentos determinados pelos vérti
es e pelo orto
entro do triângulo.

Sejam U e V os pontos de interseção do 
ír
ulo C 
om AH e BH , respe
-

tivamente. Temos que MN é base média do triângulo ABC, logo é paralelo

a AB e MN = AB
2
. Temos, também, que V̂ RM = 90o, logo MV é um

diâmetro de C. Analogamente UN é diâmetro. Assim MV e NU são iguais

e paralelos, isto impli
a que MUV N é um retângulo e MN = AB
2
. Então

UV // AB e UV = AB
2
. Com isso 
on
luímos que UV é base média △AHB,

em parti
ular U e V são pontos médios, respe
tivamente de AH e BH .

O 
ír
ulo do teorema 1.2 é dito o 
ír
ulo de nove pontos do triângulo

ABC.

O Cír
ulo de nove pontos e o 
ír
ulo 
ir
uns
rito de um mesmo triângulo

estão rela
ionados de um modo surpreendete, 
omo vemos a seguir.

Teorema 1.3. O 
ír
ulo de nove pontos e o 
ír
ulo 
ir
uns
rito de um tri-

ângulo ABC são homotéti
os por uma homotetia ρ de 
entro H e razão

2.

Demonstração. Temos ρ(T ) = C, ρ(U) = A e ρ(V ) = B. Logo ρ leva o


ír
ulo por T, U, V (o 
ír
ulo de nove pontos) no 
ír
ulo por A,B,C que é o


ír
ulo 
ir
uns
rito.
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Figura 1.11: Figura 1.12:

1.4 Cír
ulo de Apol�nio

Nesta seção vamos estudar um objeto maravilhoso e surpreendente: o


ír
ulo de Apol�nio

Lema 1.1. Dado um segmento AB e 1 6= k ≥ 0, existem e são úni
os os

pontos P , Q na reta AB, 
om P interno e Q externo ao segmento AB, tais

que

PA
PB

= QA

QB
= k.

Figura 1.13:
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Demonstração. Seja AC//BD. Temos ACQ ∼ BDQ, logo

AC
BD

= AQ

BQ
= k.

Por outro lado, o triângulo AEP ∼ BDP , logo

AE
BD

= AP
BP

= k. Então

AP
BP

= AQ

QB
= k. Observação da �gura do lema 1.1: Foi 
onstruída traçando

paralelas a reta AB por A e B, AC = AE = k e BD = 1, assim en
ontra-

mos os 
onjugados harm�ni
os P Q, tais que P = AB
⋂

ED e Q = AB
⋂

CD.Deixamos para o leitor a demonstração da uni
idade de P e Q.

No lema anterior, o número k é dito a razão em que P e Q que dividem

o segmento AB. Para uso posterior, observamos que se X e Y perten
em à

reta AB, então Y está à direita de X se e somente se

Y A
Y B

> XA
XB

. Os pontos

P e Q são ditos os 
onjugados harm�ni
os de A e B 
om relação a k.

Observamos que ponto médio M do segmento AB é o úni
o ponto que o

divide na razão k = 1.

Teorema 1.4. Se k > 0 e P , Q são os 
onjugados harm�ni
os de A e B


om relação a k então o lugar geométri
o dos pontos X tais que

AX
BX

= k é

a mediatriz de AB se k = 1 e é o 
ír
ulo de apol�nio C, de diâmetro PQ se

k 6= 1.

Figura 1.14: 1.4a Figura 1.15: 1.4b
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Demonstração. Para k = 1 é imediato que o lugar des
rito pelo ponto P é a

mediatriz do segmento AB. Suponhamos agora k 6= 1 e seja X tal que

AX
BX

=

k. Temos

AP
BP

= AX
BX

e o pelo teorema da bissetriz que diz:

AP
BP

= AX
BX

= AQ

BQ
,

donde

AP
BP

= AQ

BQ
= k, temos que XP é bissetriz de AXB. Analogamente

XQ é bissetriz externa logo P̂XQ = 90o o que impli
a que X perten
e ao


ír
ulo C de diâmetro PQ. Re
ipro
amente, seja X perten
ente ao 
ír
ulo

C, temos então que P̂XQ = 90o. Traçamos por B paralelas a XP e s

XQ, que inter
eptam AX em D e E respe
tivamente. Então

AP
BP

= AX
DX

e

AQ

BQ
= AX

EX
; 
omo

AP
BP

= AQ

BQ
obtemos XD = XE. Logo, X é o ponto médio

da hipotenusa do triângulo retângulo DBE e obtemos XD = XB. Assim,

AX
BX

= AX
DX

= AP
BP

= k.

O 
ír
ulo do teorema anterior é 
onhe
ido 
omo 
ír
ulo de Apol�nio do

segmento AB relativo à razão k e é denotado por A(AB, k).
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Capítulo 2

Quadriláteros

Neste 
apítulo, tratamos de propriedades gerais de quadriláteros 
onvexos

e introduzimos um ponto espe
ial, dito 
entróide de um quadrilátero.

Proposição 2.1. Os pontos médios dos lados de um quadrilátero (não ne-


essariamente 
onvexo) são vérti
es de um paralelogramo.

Figura 2.1:

Demonstração. Pela proposição 1.1, PQ e RS são paralelos, pois são ambos

paralelos a AC; analogamente, PS e QR são paralelos. Segue que PQRS

é um paralelogramo. Um argumento análogo mostra que PURV e QUSV

também são paralelogramos.
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Corolário 2.1. O perímetro do quadrilátero PQRS é igual a e+ f . ✷

Agora vamos apresentar o primeiro ponto mági
o deste trabalho.

Teorema 2.1. Seja J = PR
⋂

QS . Então J é ponto médio de PR,QS e

UV .

Figura 2.2: Centróide do quadrilátero, ponto J

Demonstração. Como PQRS é paralelogramo, J é ponto médio das diago-

nais PR e QS. Além disso, PURV também é paralelogramo, donde J é

ponto médio das suas diagonais PR e e UV .

De�nição 2.1. O ponto J do teorema 2.1 é dito o 
entróide de ABCD. ✷

Para outra apresentação do 
entróide indepedente da anterior, lembramos

que A∗
denota o bari
entro do triângulo BCD, e analogamente para B∗, C∗

e D∗
.
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Teorema 2.2. As retas AA∗
, BB∗

, CC∗
e DD∗


on
orrem em J .

Demonstração. No triângulo ABD, o segmento DP é mediana e C∗
é ba-

ri
entro. Pela proposição 1.2, segue que

PC∗

PD
=

1

3
; analogamente,

PD∗

PC
=

1

3

e pelo teorema de Tales segue que C∗D∗ // CD e

C∗D∗

CD
=

1

3
. O ra
io
ínio

análogo para os segmentos A∗B∗
, B∗C∗

e D∗A∗
mostra que os quadriláteros

ABCD e A∗B∗C∗D∗
têm seus lados respe
tivamente paralelos e em razão

1

3
;

logo esses quadriláteros são homotéti
os. Vamos agora determinar o 
entro

dessa homotetia. Como QS é mediana no triângulo AQD e A∗D∗ // AD,

QS passa pelo ponto médio S ′
de A∗D∗

. Os pontos S e S ′
são homotéti
os

nos dois quadriláteros; segue que a reta SQ passa pelo 
entro da homotetia.

Analogamente, PR passa pelo 
entro da homotetia; 
omo PR ∩ QS = J ,

segue que J é o 
entro dessa homotetia e a razão é −1

3
.

Figura 2.3: Figura 2.4:

Agora apresentaremos algumas propriedades algébri
as dos quadriláteros.

Lembramos que as diagonais de ABCD são AC = f e BD = g e seus pontos

médios são V e U , respe
tivamente; além disso, 
olo
amos UV = m.
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Teorema 2.3. Seja ABCD um quadrilátero. Então

a2 + b2 + c2 + d2 = f 2 + g2 + 4m2.

Demonstração. No triângulo ABD, V é o ponto médio de BD = g. Pela

relação de Stewart (proposição1.5), temos 2AV 2 = a2 + d2 − 1

2
g2. Analoga-

mente, no triângulo BCV , temos 2CV 2 = b2 + c2 − 1

2
g2 e no triângulo ACV

temos 2m2 = AV 2+CV 2− 1

2
f 2
. Logo, 2AV 2+2CV 2 = a2+d2+ b2+ c2−g2

e, substituindo, temos

a2 + b2 + c2 + d2 = f 2 + g2 + 4m2.

Lema 2.1. A soma do quadrados dos lados de um paralelogramo qualquer

PQRS é igual à soma dos quadrados de suas diagonais, isto é,

2(p2 + q2) = PR2 +QS2

Demonstração. Apli
ando a lei dos 
ossenos em 
ada um dos triângulos PQR

e PQS , temos: QS2 = p2+q2−2pq cosα e PR2 = p2+q2−2pq cos β, somando

ambas, e observando que α e β são suplementares, segue que:

2(p2 + q2) = PR2 +QS2

Corolário 2.2. A soma dos quadrados das diagonais de um quadrilátero é

igual ao dobro da soma do quadrado dos dois segmentos que ligam os pontos

médios dos lados opostos aos lados do quadrilátero, isto é:

g2 + f 2 = 2(PR2 +QS2)

✷
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Capítulo 3

Quadriláteros Ins
ritíveis

Nesse 
apítulo estudaremos propriedades espe
iais de quadriláteros ins-


ritíveis. Observamos que essas propriedades de
orrem da rigidez imposta

ao quadrilátero pela 
ondição da soma dos ângulos opostos ser igual a 180◦.

3.1 Preliminares

De�nição 3.1. O quadrilátero que possui seus vérti
es sobre uma 
ir
unfe-

rên
ia é 
hamado de quadrilátero ins
ritível ou 
í
li
o.

Teorema 3.1. As seguintes 
ondições são equivalentes:

(a) O quadrilátero ABCD é ins
ritível;

(b) Os ângulos opostos são suplementares;

(
) O ângulo entre um lado e uma diagonal é igual ao ângulo entre o lado

oposto e a outra diagonal.

Demonstração. (a)⇒(b). Como o ângulo Â é ins
rito, temos que Â = BCD
2

.

Como o ângulo Ĉ é ins
rito, temos Ĉ = DAB
2

. Assim, segue que,

Â+ Ĉ =
BCD

2
+

DAB

2
= 180o.
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Analogamente, B̂ + D̂ = 180o.

(b)⇒(a). Seja ABCD um quadrilátero tal que Â + Ĉ = B̂ + D̂ = 180o.

Suponha, por absurdo, que ABCD não seja ins
ritível. Seja E a interseção

da 
ir
unferên
ia 
ir
uns
rita ao triângulo ABD 
om o lado BC. No qua-

drilátero ABED, temos, por hipótese, que Â + Ê = 180o. Absurdo pela

propriedade do ângulo externo. Logo, o quadrilátero ABCD é ins
ritível.

(a)⇒(
). Os ângulos DÂC e DB̂C enxergam o mesmo ar
o, logo, são

iguais.

(
)⇒(a). Seja ABCD quadrilátero tal que AD̂B = AĈB. Suponha, por

absurdo, que ABCD não é ins
ritível. Seja E a interseção da 
ir
unferên-


ia 
ir
uns
rita ao triângulo ABD e o lado BC. No quadrilátero ABED

temos, por hipótese, AÊB = AD̂B e, 
om isso, teremos AÊB = AĈB, 
on-

tradizendo novamente a propriedade do ângulo externo. Portanto ABCD é

ins
ritível.

Figura 3.1:

Lembramos que ABCD é um quadrilátero, A′
o in
entro do triângulo

BCD; e analogamente, para B′
, C ′

e D′
, 
omo na seção de notação.

Veremos a partir de agora uma série de resultados inesperados que mos-

tram que quadriláteros (em parti
ular, os ins
ritíveis) possuem, assim 
omo
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s triângulos, belas propriedades de rigidez.

Teorema 3.2. Seja ABCD um quadrilátero. Então A′B′C ′D′
é um quadri-

látero ins
ritível.

Figura 3.2:

Demonstração. No triângulo AA′D temos ÂA′D = 180o − Â+D̂
2

. Analoga-

mente, para os triângulos DB′C, BC ′C e AD′B. Como Â′
e Ĉ ′

são ângulos

opostos, logo Â′ + Ĉ ′ = 180o. ÂA′D = 180 − Â+D̂
2

. Analogamente para

B̂′ + D̂′ = 180o

3.2 Propriedades dos quadriláteros ins
ritíveis

Nessa seção, ABCD será sempre um quadrilátero ins
ritível. Chamare-

mos de E, F , G, H os pontos médios dos ar
os AB, BC, CD, DA, respe
-

tivamente, e de L o ponto de interseção das diagonais AC e BD.
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Teorema 3.3. EG e FH são perpendi
ulares.

Demonstração. Seja S a interseção de BD e FH . Temos ÂLD = AD+BC
2

.

Como HD = AD
2

e BF = BC
2
, temos ĤSD = HD+BF

2
= ÂLD

2
. Logo HF

é paralelo à bissetriz de ÂLD; analogamente, EG é paralelo à bissetriz de

ÂLB e segue que HF e EG são perpendi
ulares.

Figura 3.3:

Uma nota históri
a para 
ontextualizar nosso próximo resultado. Sabe-

mos de grandes matemáti
os do passado e de suas variadas 
ontribuições para

os 
ampos da álgebra, trigonometria, geometria e demais áreas da matemá-

ti
a, 
omo Pitágoras, Arquimedes, Pas
al, Heron de Alexandria e outros.

Claudius Ptolomeu também foi um desses grandes matemáti
os, além de as-

tr�nomo e geógrafo. Ptolomeu nas
eu por volta do ano de 85 no Egito e

morreu, aproximadamente, no ano de 165 em Alexandria, também no Egito.

Foi Ptolomeu quem prop�s a teoria do geo
entrismo, que perdurou por 
er
a

de 1400 anos.
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Além de suas 
ontribuições na astronomia e na geogra�a, Ptolomeu in�u-

en
iou a matemáti
a (em parti
ular, a trigonometria) propondo um teorema

que leva seu nome: Teorema de Ptolomeu. Vejamos o que diz esse teorema.

Teorema 3.4. Em um quadrilátero ins
ritível temos ac + bd = fg.

Figura 3.4:

Demonstração. Sejam r a re�exão da semirreta AD 
om relação à bissetriz de

BÂC e Z = r∩BC; notamos que BÂZ = CÂD. Como ABCD é ins
ritível,

temos AB̂Z = AD̂C e segue que AẐB = AĈD; segue imediatamente que

os triângulos AZB e ACD são semelhantes, donde

ZB
c

= a
d
. Da semelhança

dos triângulos AZC e ABD segue que

ZC
g

= f

d
. Logo

f

d
=

ZC

g
=

ZB

g
=

ac
d
+ b

g
=

ac+ bd

dg

donde ac+ bd = fg.

Observação 1. Se o quadrilátero não for ins
ritível, o ponto Z não preten
e

à reta suporte de BC. Nesse 
aso, 
onsideremos o triângulo ZBC. Pela
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desigualdade triangular, ZC < ZB + BC e 
omo no 
aso anterior, temos

que o triângulo AZB é semelhante ao triângulo ACD, o que impli
a que

AZ
AC

= ZB
CD

= AB
AD

−→ ZB = ac
d
, ZC = ac

d
+ b =⇒ ZC < ac+ bd.

Como apli
ação do teorema de Ptolomeu, vamos mostrar 
omo 
onstruir

um quadrilátero ABCD ins
ritível, dados os lados a, b, c e d, nessa ordem,

sendo b o maior lado. A 
ondição para essa 
onstrução é b < a + c + d, que

é 
laramente ne
essária, sendo verdadeira para qualquer quadrilátero.

Suponhamos agora b < a + c+ d. Seja Z tal que BZ = ac
d
, 
om B entre

Z e C, A = C(B, a) ∩A(ZC, a
d
).

Figura 3.5:

Finalmente, 
hamamos de D a interseção do 
ír
ulo 
irs
uns
rito ao tri-

ângulo ABC e A(AC, d
c
).

Devemos mostrar que as interseções a
ima, ou seja, os pontos A e D,

existem. Começamos 
om C(B, a) ∪ A(ZC, a
d
). Seja P = ZC ∩ A(ZC, a

d
).

Para que A exista, devemos mostrar que P está à direita de (ou 
oin
ide


om) B e que BP < a.
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Para mostrar que P está à direita de ou 
oin
ide 
om B, basta mostrar

que

PZ
PC

≥ BZ
BC

. Como P ∈ A(ZC, a
d
), isto é o mesmo que

a
d
≥

ac

d

b
, ou seja,

b ≥ c, o que é verdade pois supomos que b é o maior lado do quadrilátero.

Vamos agora mostrar que BP < a. Para isso, seja Q ∈ BC tal que

BQ = a; queremos mostrar que P está à esquerda de Q, o que é o mesmo

que

PZ
PC

< QZ

QC
, ou seja,

a
d
<

a+ ac

d

b−a
. Esta desigualdade equivale a b < a+ c+ d,

que é a 
ondição dada. Observamos agora que, 
omo A(ZC, a
d
), temos

AZ
AC

=

Figura 3.6:

a
d
, e segue a razão de semelhança dos triângulos ABZ e ADC é

a
d
. Logo

AD = d
a
AB = d

a
a = d e CD = d

a
BZ = d

a
ac
d
= c.

Observação 2. Na 
onstrução a
ima supomos que d era o lado oposto a

b. Se a ou c são os lados opostos de b, obteremos possivelmente dois outros

quadriláteros ins
ritos de lados a, b, c e d.

Apli
ando o teorema 3.4 aos quadriláteros ABCD,ABCD′
e A′BCD

temos:

xy = ac+ bd,

xz = ad+ bc
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Figura 3.7:

yz = ab = cd

e obtemos

x

y
=

ad+ bc

ab+ cd
, xy = ac+ bd,

o que nos permite determinar as diagonais do quadrilátero. Vemos também

que todos os quadriláteros ins
ritos de lados a, b, c e d têm apenas três me-

didas possíveis para as diagonais. A �gura 3.7 é uma das três possibilidades

de 
onstrução do quadrilátero dado os quatro lados.
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3.3 Anti
entro

Nesta seção vamos estudar um ponto interessante 
hamado de anti
entro,

o segundo ponto mági
o.

Teorema 3.5. Em um quadrilátero ABCD ins
ritível, os segmentos de retas

perpendi
ulares aos lados que passam pelo ponto médio do lado oposto têm

um ponto em 
omum.

Figura 3.8:

Demonstração. Sejam O o 
entro do 
ír
ulo 
ir
uns
rito ao quadrilátero, J

seu 
entróide, S ′
o pé da perpendi
ular traçada por S ao lado BC. A reta

OJ inter
epta SS ′
em um ponto M . Observamos que a reta OQ é paralela

a reta SS ′
, pois ambas são perpendi
ulares a BC. Como J é ponto médio

de QS, segue do teorema 2.1 que J é o ponto médio de OM ; logo, M é o

simétri
o de O 
om respeito a J . Tal 
onstrução não altera 
om a es
olha

da perpendi
ular, ou seja, M perten
e à interseção das retas perpendi
ulares

aos lados passando pelo ponto médio do lado oposto .
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De�nição 3.2. O ponto M do teorema anterior, ou seja, o simétri
o de O


om respeito a J , será 
hamado de anti
entro do quadrilátero ABCD.

Teorema 3.6. Sejam ABCD um quadrilátero e Ha, Hb, Hc e Hd os orto-


entros dos triângulos BCD, ACD, ABD, ABC, respe
tivamente. Então as

retas AHa, BHb, CHc e DHd são 
on
orrentes e seu ponto de en
ontro é o

anti
entro de ABCD.

Figura 3.9:

Demonstração. Pelo lema 1.3, temos AHd = 2OQ = DHa; além disso, AHd

e DHa são ambas perpendi
ulares a BC, donde AHdDHa é um paralelo-

gramo. Seja X = AHa ∩DHd; então X é o anti
entro. De fato a reta SX é

paralela à reta AHd e, portanto, SX é perpendi
ular a BC. Logo X ∈ SS ′

e, analogamente, X ∈ PP ′
, donde X = M pelo teorema 3.6.
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Observação 3. a demonstração mostra que M é também o ponto médio de

AHa, BHb, CHc e DHd.

Corolário 3.1. Seja ABCD ins
ritível. Então os pontos Ha, Hb, Hc, Hd for-

mam um quadrilátero homotéti
o a ABCD, por uma homotetia de 
entro

M e razão −1.

Demonstração. Basta notar que AHaDHd é um paralelogramo eM é o ponto

de en
ontro das diagonais, ou seja, é o ponto médio das diagonais AHd e

DHa. Logo a homotetia de 
entro M e razão −1 leva A em Ha e D em Hd;

analogamente para B e C.

Figura 3.10:

Teorema 3.7. Os 
ír
ulos de nove pontos dos quatro triângulos determi-

nados pelos vérti
es de um quadrilátero 
í
li
o se inter
eptam no anti
entro

M .

Demonstração. Seja Hd o orto
entro do triângulo ABC. Pelo teorema 3.6,

M é ponto médio de DHd. Pelo lema 1.3, a homotetia de 
entro Hd e razão
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1

2
leva o 
ír
ulo 
ir
uns
rito do triângulo ABC no 
ír
ulo de nove pontos

do triângulo ABC. Segue então que M perten
e ao 
ír
ulo de nove pontos

do triângulo ABC e analogamente para os outros triângulos. Logo M é

interseção dos quatro 
ír
ulos de nove pontos.

Figura 3.11: Figura 3.12:

3.4 Outras Propriedades

De�nimos agora um objeto importante para a sequên
ia de nosso traba-

lho.

De�nição 3.3. Seja ABC um triângulo, C seu 
ír
ulo 
ir
uns
rito, D′
seu

in
entro e Da seu ex
entro oposto a A. Denotaremos por CBD′C o 
ír
ulo que

passa por B, D′
e C.
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Lema 3.1. O 
entro de CBD′C é o ponto médio F do ar
o BC oposto a A

no 
ír
ulo C. Além disso, D′Da é um diâmetro.

Demonstração. Vamos provar que F é o 
entro de CBD′C . Como AD′
é

bissetriz de BAC, ela passa por F , que é ponto médio do ar
o BC. Basta

agora mostrar que o triângulo D′FC é isós
eles.

Figura 3.13:

Temos que F̂CB = B̂AF = α, ambos esses ângulos enxergam o segmento

BF e ACD′ = BCD′ = β pois a reta D′C é bissetriz. Então, pelo teorema

do ângulo externo, temos que ĈD′F = α+ β e, 
omo F̂CD′ = α+ β, temos

que o triângulo D′FC é isós
eles.
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Agora vamos provar que D′Da é diâmetro. Como as bissetrizes interna e

externa de um ângulo de um triângulo são perpendi
ulares, segue que B e C

enxergam D′Da por um ângulo reto. Logo B, C, D′
e Da perten
em a um


ír
ulo de diâmetro D′Da.

Lema 3.2. Sejam ABCD um quadrilátero ins
ritível, E, F , G e H pontos

médios dos ar
os AB, BC, CD, DA, respe
tivamente. Então FH é perpen-

di
ular a EG.

Demonstração. Observando a �gura 3.14, temos que ĜKF = ĜKH pois

subentendem ar
os de mesma medida; além disso, ĜKF + ĜKF = 180o;


omo ĜKF = ĜKF 
on
luímos que FH é perpendi
ular a EG.

Figura 3.14:

Teorema 3.8. Os in
entros dos quatro triângulos determinados pelos vérti-


es de um quadrilátero 
í
li
o são vérti
es de um retângulo.

Demonstração. Pelo lema anterior, temos que A′D′
e B′C ′

são perpendi-


ulares a HF , logo A′D′
e B′C ′

são paralelos; analogamente, A′B′C ′D′
é
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Figura 3.15: Figura 3.16:

um paralelogramo. Como HF e EG são perpendi
ulares, 
on
luímos que

A′B′C ′D′
é um retângulo.

No quadrilátero ins
ritível ABCD, denotaremos por Da o ex
entro do

triângulo ABC oposto ao vérti
e A. Analogamente, de�niremos Da, Db e Dc

os ex
entros do triângulo ABC oposto, respe
tivamente, aos vérti
es A,B e

C, e analogamente para os triângulos BCD,ABD e ACD.
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Na �gura abaixo vemos esses pontos e também o enun
iado do teorema

que fe
ha esse trabalho, 
uja demonstração ini
iamos 
om o lema a seguir.

Figura 3.17: 16 pontos, 4 a 4 alinhados e perpendi
ulares

Lema 3.3. Sejam Ba, Ca e Da os ex
entros opostos ao vérti
e A dos triângu-

los CDA, DAB e ABC, respe
tivamente. Então A′D′AdDa é um retângulo.

Demonstração. Pelo teorema 3.8, A′B′C ′D′
é um retângulo. Temos CBD′C =

CBA′C ; pelo lema 3.1, os pontos A′
e Ad são diametralmente opostos, bem


omo D′
e Da. Logo A′D′AdDa é um retângulo e Ad, D

′, C ′
e Bc estão

alinhados.

Com ra
io
ínio análogo, temos as quadrúplas de pontos alinhados 
omo

na �gura 3.18.
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Figura 3.18:

Teorema 3.9. Os dezesseis ex
entros dos quatro triângulos formados pelos

vérti
es de um quadrilátero 
i
lí
o formam dois grupos distintos de retas

organizadas quatro a quatro, perpendi
ulares ou paralelas.

Figura 3.19:

Demonstração. Tendo em vista os teoremas 3.8 e o lema 3.3, basta mos-

trar que o quadrilátero C ′AdCaAb, formado por um in
entro e três ex
entros
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(assim 
omo seus análogos) é um retângulo.

Figura 3.20:

Para isso, basta mostrar que o 
ír
ulo CBC′D passa por Ad. Observamos

que Â′AdB = Â′CB := α, pois ambos enxergam a 
orda A′B em C(BCD).

Como CA′
é bissetriz, segue que B̂CD = 2α. Isso mostra que B̂CD é o

ar
o 
apaz de 2α 
om respeito à 
orda BD da 
i
unferên
ia 
ir
uns
rita ao

quadrilátero ABCD. Como o 
entro F de CBC′D está nesta 
ir
unferên
ia,

segue que B̂FD = 2α; e 
omo B̂AdD = α, segue que Ad perten
e a CBC′D.

Ra
io
ínio análogo para Bd, Ac e Db termina a demonstração.
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