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Introducao

Pretendo, com esse trabalho, apresentar algumas propriedades de qua-
drilateros de modo a torné-las mais conhecidas e acessiveis a professores de
Geometria dos ensinos médio e superior que tenham passado por um curso
inicial de geometria plana. A beleza dessas propriedades e o fato de serem de-
monstradas por métodos elementares tornam seu estudo relevante do ponto
de vista cientifico, didatico e estético. Estas propriedades nao sao comuns
em livros didaticos de lingua portuguesa. Vamos disponibilizar também um
CD com arquivos em GEOGEBRA que utilizamos nos estudos para a pro-
ducao deste texto. Nosso trabalho é baseado no capitulo 4 do livro College
Geometry: An Introduction to the Modern Geometry of the Triangle and the
Circle, de Nathan Altshiler-Court.



Capitulo 1

Notacao e Resultados

Elementares

Dado dois pontos A e B, denotaremos indistintamente por AB o seg-
mento, o comprimento desse segmento, a reta ou a semirreta (de origem
A) determinados por esses pontos; o contexto tornara claro de qual objeto
se trata. Os simbolos = e ~ serao usados para denotar, respectivamente,

congruéncia e semelhanca.

Figura 1.1: Notagao geral

Denotaremos por ABCD o quadrilatero de lados AB = a, BC = b,



CD =ce DA = d; e por P, Q, R, e S os pontos médios destes lados,
respectivamente. As diagonais serao denotadas por AC = f e BD = g,
e seus pontos médios por V e U, respectivamente; além disso, colocamos
UV = m, como na figura 1.1, que usaremos para fixar notacao ao longo do
trabalho.

A intersegdo de PR e S, denotada por J, é dita o centrdide (ver
capitulo 2) do quadrilatero. Quando o quadrilatero for circunscritivel, de-
notaremos por O o centro do circulo circunscrito. O ponto simétrico a O
com relacao a J serd chamado de M (ver secao 3.3 ) é dito o anticentro do

quadrilatero circunscritivel.

Figura 1.2: Notagao para quadrilateros inscritiveis

No quadrilatero ABCD, o triangulo ABC' é dito oposto ao ponto D;
denotaremos por D’ seu incentro, e analogamente definimos A’, B’ e C’. De-
notaremos por A* o baricentro do triangulo BC'D; analogamente, definimos

B*, C* e D*.



1.1 Pontos Notaveis de Triangulos

Iniciaremos essa secao com os seguintes resultados elementares que serao
usados durante o texto; demonstracoes nao apresentadas podem ser encon-
tradas na referéncia [1]. Lembramos que, em um tridngulo, aparecem os
seguintes pontos notaveis:

Incentro: encontro das trés bissetrizes. O incentro é o centro do circulo
inscrito.

Baricentro: encontro das trés medianas.

Circuncentro: encontro das trés mediatrizes. O circuncentro é o centro
do circulo circunscrito.

Ortocentro: encontro das trés alturas.

FExcentros: encontros de duas bissetrizes externas.

Dizemos também que um segmento de reta que liga o vértice de um
triangulo ao lado oposto ou ao seu prolongamento é uma como ceviana do

triangulo.

Proposigao 1.1 (Base Média). Sejam ABC um triangulo e M, N pontos
médios dos lados AB e BC, respectivamente. Entdao MN//AC e MN =
TAC. O

Proposicao 1.2 (Medianas). Sejam ABC um triangulo, M o ponto médio
do lado AB e G seu baricentro. Entao AG = 2G M; analogamente para os

outros lados. O

Proposigao 1.3. Sejam ABC um triangulo, H seu ortocentro, C seu circulo
circunscrito, O o centro de C. Sejam também D, A" € BC tais que AD e
OA’ sejam perpendiculares a BC. Entao OA’' = %AH



Figura 1.3:

Demonstracao. Temos que COA’ ~ C LB e arazao de semelhanca é igual a 2,
ja que OC' é raio da circunferéncia e C'L é diametro; logo OA" = %LB. Além
disso, o quadrilatero LBH A é um paralelogramo, pois como C'L é diametro
entao AL é perpendicular a AC' e, como BFE é altura relativa ao lado AC
do triangulo ABC, segue que BE é perpendicular a AC. Logo temos que
ALJ/BH e segue que BL = AH, donde OA’ = AH. O

A proxima proposicao é simples, mas nem sempre é abordada nos cursos

de geometria plana.

Proposigao 1.4. Dado um triangulo retangulo ABC, o comprimento da

mediana relativa a hipotenusa é igual a metade da hipotenusa.

/\

c A

Figura 1.4:



Demonstracao. Como o tridngulo ABC' é retangulo, a hipotenusa AB é tam-
bém o diametro do circulo circunscrito.Logo o ponto médio D da hipotenusa é

o centro desse circulo.Segue que AD = BD = C'D sao raios desse circulo. [

Proposicao 1.5. (Relagao de Stewart) Seja ABC um triangulo e consi-
dere a figura 1.5 abaixo, entdao V?f + c?e = a(ef + d?).

Figura 1.5:

Demonstracao. Pela lei dos cossenos, temos b = d? + e? — 2decos S e ¢? =
d*>+ f%—2df cos . Multiplicando a primeira igualdade por f, a segunda por e
e somando temos b f +c?e —ad? = aef, onde lembramos que cosa = — cos 3

uma vez que o + [ = 180°. O

Corolario 1.1. Seja o triangulo ABC' e d a mediana em relagao a BC. Entao

P+ =242 +2(2)". O

al2 T al2

Figura 1.6: caso particular da relagao de Stewart



Definigao 1.1. (Arco Capaz) Dados P, e «, o arco capaz de P(Q) com
relacao a «a é o lugar geométrico dos pontos X tais que m = «. Esse
lugar é um arco de um circulo com extremos em P e (), conforme figura

abaixo, onde O é o centro do circulo. Observamos que existem, na verdade,

dois desses arcos, simétricos com relacao a AB. a
X
0
2a
F
P Q

Figura 1.7: arco capaz

1.2 Homotetias

O termo homotetia é devido ao mateméatico francés Michel Chasles, em

1827 e & derivado do grego como composto de homo (similar) e tetia (posi¢ao).

Defini¢cao 1.2. Sejam O um ponto e k£ # 0. Uma homotetia de centro O e
razao k é a transformacao do plano no plano que leva um ponto P em um
ponto P’ na reta OP tal que %_];/ =ke

1) Se k > 0, P’ pertence a semirreta O P

2) Se k < 0, P’ pertence a semirreta oposta a OP

Essa homotetia serd4 denotada por po j, ou mais simplesmente por p

quando nao houver possibilidade de confusao. Mostra-se facilmente que uma
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homotetia preserva angulos, razoes entre segmentos de reta e paralelismo.
Observamos que se k = 1 entao po,i ¢ a identidade.

Para achar o centro de uma homotetia dada, diferente da identidade,
basta tragar as retas determinadas por dois pontos distintos de uma figura
e os pontos correspondentes da figura homotética; o centro serd o ponto de

intersecao das retas.

PO .k

k<0

Figura 1.8:

Teorema 1.1. Sejam « e  homotetias de centro A e B e razoes a # 1 e
b # 1, respectivamente com A # B. Entao Sa é uma (i) translagao, se ab = 1

ou (ii) uma homotetia de razao ab, se ab # 1.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, consideraremos a,b > 0 (apenas
para efeito de figura mais bonita).
Suponhamos primeiro ab = 1; sem perda de generalidade, suponhamos

também a > 1. Consideraremos agora a figura 1.9 a seguir.

Temos i—]; =ae gl;l,/ =b= %, ou seja, g—l]j,l, =a. Logo AP'B ~ PP'P",
donde PP" é paralela a AB. Além disso,
PP’ _AP - AP AP 1 _a-1
AP AP AP a a

11



P" =B(P") = Ba (P)

B
/ A\
Figura 1.9: caso ab =1

Logo PP” é um vetor paralelo a AB de modulo ‘%1|AB|, que independe da

escolha de P; segue que Sa é uma translacao.

Figura 1.10: caso ab # 1

Suponhamos agora ab # 1, com a > 1, b > 1 e consideraremos a figura
1.10, onde P é ponto qualquer, P’ = «(P), P" = B(P') = pa(P), A" =
a(A)=A A" =p(A)=pFa(A), G=ABNPP",H=ABNBPe Re AB

é tal que HR//GP”. Vamos mostrar que Sa é uma homotetia de centro G e

12



razao ab.

Temos 847 = B2 — | ou seja, BA"P" ~ BAP'; em particular, AP’/ /A" P"

BA BP'
. 2 /
e segue que % = b. Além disso, temos % = ’;‘5) =
1" 1" plr

Da semelhanca A"GP"” ~ A”RH temos que %1;{ = % = a. e da
RH _ BH _ GP" _ GP"RH __
semelhanga BGP ~ BRH temos que &5 = 5p = b. Logo 5y = %565 =
ab e concluimos que Ba é uma homotetia de centro G e razao ab. O

1.3 Circulo de Nove Pontos

Nesta secao vamos estudar um belo objeto da geometria: o circulo de

nove pontos.

Teorema 1.2. Seja ABC um triangulo, K, M, N os pontos médios dos lados,
P, Q), R os pés das alturas e U, V, W os pontos médios dos segmentos que ligam
o ortocentro H aos vértices. Esses nove pontos estao em um mesmo circulo.
O centro deste circulo é o ponto médio do segmento que liga o ortocentro ao
circuncentro do triangulo ABC'. Além disso, o raio do circulo de nove pontos

vale a metade do raio do circulo circunscrito ao triangulo.

Demonstracao. Vamos demonstrar primeiro que o circulo que passa pelos

pontos médio dos lados passa também pelos pés das alturas.

13



Seja  C o circulo determinado por K, M, N. Vamos mostrar que o qua-
drilatero ¢ MK PN é inscritivel. O triangulo CPB é retangulo e PN ¢é a
mediana referente a hipotenusa; pela proposicao 1.4 temos que PN = BN.
Por outro lado, temos que MK ¢é base média do triangulo ABC', entao
MK = BN. Assim MK = PN e nosso quadrilatero é um trapézio isos-
celes, que é inscritivel. Logo o circulo C passa por P; e analogamente, ele
passa por () e R.

Agora vamos provar que o circulo C passa também pelos pontos médios
dos segmentos determinados pelos vértices e pelo ortocentro do triangulo.

Sejam U e V' os pontos de intersecao do circulo C com AH e BH, respec-
tivamente. Temos que M N é base média do triangulo ABC, logo é paralelo
a ABe MN = ATB. Temos, também, que VRM = 90°, logo MV é um
diametro de C. Analogamente UN é diametro. Assim MV e NU sao iguais
e paralelos, isto implica que MUV N é um retangulo e MN = ATB. Entao

UV /| ABe UV = 4B, Com isso concluimos que UV é base média AAH B,

em particular U e V sao pontos médios, respectivamente de AH e BH. [

O circulo do teorema 1.2 é dito o circulo de nove pontos do triangulo
ABC.
O Circulo de nove pontos e o circulo circunscrito de um mesmo triangulo

estao relacionados de um modo surpreendete, como vemos a seguir.

Teorema 1.3. O circulo de nove pontos e o circulo circunscrito de um tri-

angulo ABC' sao homotéticos por uma homotetia p de centro H e razao

2.

Demonstragao. Temos p(T) = C, p(U) = A e p(V) = B. Logo p leva o
circulo por T, U,V (o circulo de nove pontos) no circulo por A, B, C' que é o

circulo circunscrito. ]
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Figura 1.11: Figura 1.12:
1.4 Circulo de Apoldnio

Nesta secao vamos estudar um objeto maravilhoso e surpreendente: o

circulo de Apolonio

Lema 1.1. Dado um segmento AB e 1 # k > 0, existem e sao tinicos os

pontos P, () na reta AB, com P interno e () externo ao segmento AB, tais

LA =82 — k.

que 55 = 0B =

Figura 1.13:
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Demonstragao. Seja AC//BD. Temos ACQ ~ BDQ, logo % = % = k.

Por outro lado, o triAngulo AEP ~ BDP, logo g—lE) = % = k. Entao

AP _ AQ _
BP — QB
paralelas a reta AB por Ae B, AC = AE =k e BD = 1, assim encontra-

mos os conjugados harmonicos P @, tais que P = AB(| ED e Q = AB()

k. Observagao da figura do lema 1.1: Foi construida tracando

C'D.Deixamos para o leitor a demonstracao da unicidade de P e Q. O

No lema anterior, o numero k é dito a razao em que P e () que dividem
o segmento AB. Para uso posterior, observamos que se X e Y pertencem a
AB, entdo Y estd a direita de X 4 >X2.0
reta , entao Y estd a direita de se e somente se -5 > $5. Us pontos
P e @ sao ditos os conjugados harmonicos de A e B com relagao a k.
Observamos que ponto médio M do segmento AB é o tnico ponto que o

divide na razao k£ = 1.

Teorema 1.4. Se k > 0 e P, () sao os conjugados harmonicos de A e B

com relacao a k entao o lugar geométrico dos pontos X tais que g—‘;{( =ké

a mediatriz de AB se k =1 e é o circulo de apolénio C, de diametro PQ se

k1.

K
N~~ ’
N~~ l'
~~~ 4 D
~~~ X 'I
N“\ 4
~
; LR
'S .'
~~~~ ¥ M
M S~ lQ .
= A I\P B
~. ’
’
/ ’
’
’
’
’
’
’
Figura 1.14: 1.4a Figura 1.15: 1.4b
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Demonstracao. Para k =1 é imediato que o lugar descrito pelo ponto P é a

L . AX _
mediatriz do segmento AB. Suponhamos agora k # 1 e seja X tal que % =

AP _ AX i i i, AP AX _ AQ
k. Temos 5 = % e o pelo teorema da bissetriz que diz: 55 = 5% = 5O

donde % = % = k, temos que X P é bissetriz de AXB. Analogamente

X (@ é bissetriz externa logo PX(@ = 90° o que implica que X pertence ao

circulo C de diametro P(). Reciprocamente, seja X pertencente ao circulo

C, temos entao que m = 90°. Tracamos por B paralelas a XP e s
AP

XQ, que interceptam AX em D e E respectivamente. Entao 55 = g—))g e

A AX . AP _ A _ . PR
% = Zy; COmo Fp = % obtemos XD = XFE. Logo, X é o ponto médio

da hipotenusa do triangulo retangulo DBE e obtemos XD = X B. Assim,

AX _ AX _ AP _

BX = bx —B5p = M -
O circulo do teorema anterior é conhecido como circulo de Apolénio do

segmento AB relativo a razao k e é denotado por A(AB, k).
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Capitulo 2

Quadrilateros

Neste capitulo, tratamos de propriedades gerais de quadrilateros convexos

e introduzimos um ponto especial, dito centréide de um quadrilatero.

Proposigao 2.1. Os pontos médios dos lados de um quadrilatero (nao ne-

cessariamente convexo) sao vértices de um paralelogramo.

Figura 2.1:

Demonstracao. Pela proposicao 1.1, PQ) e RS sao paralelos, pois sao ambos
paralelos a AC; analogamente, PS e QR sao paralelos. Segue que PQRS
¢ um paralelogramo. Um argumento analogo mostra que PURV e QUSV

também sao paralelogramos. O

18



Corolario 2.1. O perimetro do quadrilatero PQRS é igual a e 4 f. O
Agora vamos apresentar o primeiro ponto magico deste trabalho.

Teorema 2.1. Seja J = PR\ QS . Entao J é ponto médio de PR, QS e
Uuv.

Figura 2.2: Centroide do quadrilatero, ponto J

Demonstracao. Como PQRS é paralelogramo, J é ponto médio das diago-
nais PR e QS. Além disso, PURV também é paralelogramo, donde J é
ponto médio das suas diagonais PR ee UV. O

Definicao 2.1. O ponto J do teorema 2.1 é dito o centroide de ABC'D. O

Para outra apresentacao do centroide indepedente da anterior, lembramos
que A* denota o baricentro do triangulo BCD, e analogamente para B*, C*

e D*.

19



Teorema 2.2. As retas AA*, BB*, CC* e DD* concorrem em .J.

Demonstrag¢ao. No triangulo ABD, o segmento DP é mediana e C* é ba-

: 5 pc* 1. PD* 1
ricentro. Pela proposi¢ao 1.2, segue que 55 — 3; analogamente, 755 — 3
e pelo teorema de Tales segue que C*D* // CD e ch = % O raciocinio

analogo para os segmentos A*B*, B*C* e D*A* mostra que os quadrilateros
ABCD e A*B*C*D* tém seus lados respectivamente paralelos e em razao %;
logo esses quadrilateros sao homotéticos. Vamos agora determinar o centro
dessa homotetia. Como QS é mediana no triangulo AQD e A*D* // AD,
QS passa pelo ponto médio S" de A*D*. Os pontos S e S’ sd0 homotéticos
nos dois quadrilateros; segue que a reta S() passa pelo centro da homotetia.
Analogamente, PR passa pelo centro da homotetia; como PRN QS = J,

segue que J é o centro dessa homotetia e a razao é —%. O

Figura 2.3: Figura 2.4:

Agora apresentaremos algumas propriedades algébricas dos quadrilateros.
Lembramos que as diagonais de ABCD sao AC' = f e BD = g e seus pontos

médios sao V' e U, respectivamente; além disso, colocamos UV = m.

20



Teorema 2.3. Seja ABC'D um quadrilatero. Entao
A+ 0+ +dP =P+ g +AmP
Demonstrag¢ao. No triangulo ABD, V' é o ponto médio de BD = g. Pela

1

19°. Analoga-

relagdo de Stewart (proposi¢aol.5), temos 2AV? = a? + d? —
mente, no triangulo BCV, temos 20V? = b? 4 ¢ — %gQ e no triangulo ACV
temos 2m? = AV2+CV?2—1f2 Logo, 24V +2CV? = a®> + d* + V> + * — ¢*

e, substituindo, temos
A+ 0+ +d = f7+ g+ am’
O

Lema 2.1. A soma do quadrados dos lados de um paralelogramo qualquer

PQRS é igual a soma dos quadrados de suas diagonais, isto é,
2(p* 4+ ¢*) = PR* + QS?

Demonstrag¢ao. Aplicando a lei dos cossenos em cada um dos triangulos PQR
e PQS , temos: QS? = p?>+¢*—2pqcosa e PR? = p*+q¢*>—2pq cos 3, somando

ambas, e observando que « e (§ sao suplementares, segue que:
2(p* 4+ ¢*) = PR? + QS?
O

Corolario 2.2. A soma dos quadrados das diagonais de um quadrilatero é
igual ao dobro da soma do quadrado dos dois segmentos que ligam os pontos

médios dos lados opostos aos lados do quadrilatero, isto é:

¢+ 2 =2(PR?+QS?
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Capitulo 3

Quadrilateros Inscritiveis

Nesse capitulo estudaremos propriedades especiais de quadrilateros ins-
critiveis. Observamos que essas propriedades decorrem da rigidez imposta

ao quadrilatero pela condicao da soma dos angulos opostos ser igual a 180°.

3.1 Preliminares

Definicao 3.1. O quadrilatero que possui seus vértices sobre uma circunfe-

réncia ¢ chamado de quadrilatero inscritivel ou ciclico.
Teorema 3.1. As seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) O quadrilatero ABC'D é inscritivel;
(b) Os angulos opostos sao suplementares;

(¢) O angulo entre um lado e uma diagonal é igual ao angulo entre o lado

oposto e a outra diagonal.

. . AT i _ BCD
Demonstragao. (a)=>(b). Como o angulo A é inscrito, temos que A = =5=.

m angu ¢ inscri m = =2, im ue qu
Como o angulo C' é inscrito, temos C' Dg‘B Assim, segue que,

~ . BCD DAB
A+C = 5 + 5 = 180°.

22



Analogamente, B 4+ D = 180°.

(b)=(a). Seja ABCD um quadrildtero tal que A+ C = B+ D = 180°.
Suponha, por absurdo, que ABC'D nao seja inscritivel. Seja E a intersecao
da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABD com o lado BC. No qua-
drilatero ABED, temos, por hipotese, que A + F = 180°. Absurdo pela
propriedade do angulo externo. Logo, o quadrilatero ABC'D é inscritivel.

(a)=(c). Os angulos DAC e DBC enxergam o mesmo arco, logo, sio
iguais.

(c)=(a). Seja ABCD quadrilatero tal que ADB = ACB. Suponha, por
absurdo, que ABCD nao é inscritivel. Seja E a intersecao da circunferén-
cia circunscrita ao triangulo ABD e o lado BC. No quadrilatero ABED
temos, por hipotese, AEB = ADB e, com isso, teremos AEB = ACB, con-
tradizendo novamente a propriedade do angulo externo. Portanto ABCD é

inscritivel. ]

Figura 3.1:

Lembramos que ABCD ¢é um quadrilatero, A" o incentro do tridngulo
BCD; e analogamente, para B’, C' e D', como na se¢ao de notacao.
Veremos a partir de agora uma série de resultados inesperados que mos-

tram que quadrilateros (em particular, os inscritiveis) possuem, assim como

23



s triangulos, belas propriedades de rigidez.

Teorema 3.2. Seja ABC'D um quadrilatero. Entao A’B'C'D’ é um quadri-

latero inscritivel.

Figura 3.2:

Demonstragao. No triangulo AA’D temos AAD — 180° — %. Analoga-
mente, para os triangulos DB'C, BC'C' e AD'B. Como A’ e C' sdo angulos
opostos, logo A+ ¢ = 180°. AAD = 180 — ALQLA). Analogamente para
B+ D' =180° [

3.2 Propriedades dos quadrilateros inscritiveis

Nessa secao, ABC'D sera sempre um quadrilatero inscritivel. Chamare-
mos de F, F', G, H os pontos médios dos arcos AB, BC', CD, DA, respec-

tivamente, e de L o ponto de intersecao das diagonais AC' e BD.
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Teorema 3.3. EG e 'H sao perpendiculares.

Demonstracao. Seja S a intersecao de BD e FH. Temos ALD = %.

Como HD = 42 e BF = 22/ temos HSD = HDABE — XS\D. Logo HF

é paralelo a bissetriz de A/LT); analogamente, K G é paralelo a bissetriz de

ALB e segue que HF' e EG sao perpendiculares. O
H
D
A
G
E
B
C
F
Figura 3.3:

Uma nota historica para contextualizar nosso proximo resultado. Sabe-
mos de grandes mateméaticos do passado e de suas variadas contribuicoes para
os campos da algebra, trigonometria, geometria e demais dreas da matema-
tica, como Pitagoras, Arquimedes, Pascal, Heron de Alexandria e outros.
Claudius Ptolomeu também foi um desses grandes matematicos, além de as-
tronomo e geografo. Ptolomeu nasceu por volta do ano de 85 no Egito e
morreu, aproximadamente, no ano de 165 em Alexandria, também no Egito.
Foi Ptolomeu quem propos a teoria do geocentrismo, que perdurou por cerca

de 1400 anos.
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Além de suas contribui¢oes na astronomia e na geografia, Ptolomeu influ-
enciou a matematica (em particular, a trigonometria) propondo um teorema

que leva seu nome: Teorema de Ptolomeu. Vejamos o que diz esse teorema.

Teorema 3.4. Em um quadrilatero inscritivel temos ac + bd = fg.

Figura 3.4:

Demonstra¢ao. Sejam r a reflexao da semirreta AD com relagao a bissetriz de
BAC e Z = rN BC,; notamos que BAZ = CAD. Como ABCD é inscritivel,
temos ABZ = ADC e segue que AZB = ACD; segue imediatamente que
os triangulos AZB e AC'D sao semelhantes, donde Z—CB = 2. Da semelhanca

dos triangulos AZC e ABD segue que % = g. Logo

d g g g dg
donde ac+bd = fg. O

f_ZC _ZB _%§+b _ac+bd

Observacao 1. Se o quadrilatero nao for inscritivel, o ponto Z nao pretence

a reta suporte de BC'. Nesse caso, consideremos o triangulo ZBC. Pela
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desigualdade triangular, ZC' < ZB 4 BC e como no caso anterior, temos
que o tridangulo AZB é semelhante ao tridngulo AC'D, o que implica que

%:%Zﬁ—g—>ZB=%,ZC=%+b:>ZC<ac+bd.

Como aplicacao do teorema de Ptolomeu, vamos mostrar como construir
um quadrilatero ABC'D inscritivel, dados os lados a, b, ¢ e d, nessa ordem,
sendo b o maior lado. A condicao para essa construcao é b < a + ¢ + d, que
é claramente necessaria, sendo verdadeira para qualquer quadrilatero.

Suponhamos agora b < a + ¢+ d. Seja Z tal que BZ = %, com B entre
ZeC, A=C(B,a)NA(ZC,%).

Figura 3.5:

Finalmente, chamamos de D a interse¢ao do circulo cirscunscrito ao tri-
angulo ABC' e A(AC,2).

Devemos mostrar que as intersecoes acima, ou seja, os pontos A e D,
existem. Comegamos com C(B,a) U A(ZC,9). Seja P = ZC N A(ZC,9).
Para que A exista, devemos mostrar que P esta a direita de (ou coincide

com) B e que BP < a.
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Para mostrar que P esti a direita de ou coincide com B, basta mostrar

ac

que I};—g > %. Como P € A(ZC,5), isto & o mesmo que % > -, ou seja,
b > ¢, o que é verdade pois supomos que b é o maior lado do quadrilatero.
Vamos agora mostrar que BP < a. Para isso, seja () € BC tal que

B(Q) = a; queremos mostrar que P estia a esquerda de (), o que é 0 mesmo

QZ
Qe
AZ _

que & a condicdo dada. Observamos agora que, como A(ZC, 3), temos 47 =

ou seja, 5 < a:_? Esta desigualdade equivale a b < a+ c+d,

PZ
que PC <

Figura 3.6:
%, e segue a razao de semelhanga dos triangulos ABZ e ADC ¢ 9. Logo
AD=9AB=%a=deCD=49BZ =4%% =

Observagao 2. Na construgao acima supomos que d era o lado oposto a
b. Se a ou c sao os lados opostos de b, obteremos possivelmente dois outros

quadrilateros inscritos de lados a, b, c e d.

Aplicando o teorema 3.4 aos quadrilateros ABCD, ABCD' e A’BCD
temos:

xy = ac+ bd,
rz = ad + be
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Figura 3.7:

yz =ab=cd
e obtemos
z ad+bc
- = bd
y abted YTt

0 que nos permite determinar as diagonais do quadrilatero. Vemos também
que todos os quadrilateros inscritos de lados a, b, c e d tém apenas trés me-
didas possiveis para as diagonais. A figura 3.7 é uma das trés possibilidades

de construcao do quadrilatero dado os quatro lados.
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3.3 Anticentro

Nesta secao vamos estudar um ponto interessante chamado de anticentro,

o segundo ponto magico.

Teorema 3.5. Em um quadrilatero ABC'D inscritivel, os segmentos de retas
perpendiculares aos lados que passam pelo ponto médio do lado oposto tém

um ponto em comuin.

Figura 3.8:

Demonstrag¢ao. Sejam O o centro do circulo circunscrito ao quadrilatero, J
seu centroide, S’ o pé da perpendicular tracada por S ao lado BC. A reta
OJ intercepta SS” em um ponto M. Observamos que a reta OQ) é paralela
a reta S.S’, pois ambas sao perpendiculares a BC. Como J é ponto médio
de @S, segue do teorema 2.1 que J é o ponto médio de OM; logo, M é o
simétrico de O com respeito a J. Tal constru¢ao nao altera com a escolha
da perpendicular, ou seja, M pertence a intersecao das retas perpendiculares

aos lados passando pelo ponto médio do lado oposto . O
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Definicao 3.2. O ponto M do teorema anterior, ou seja, o simétrico de O

com respeito a J, serd chamado de anticentro do quadrilatero ABCD.

Teorema 3.6. Sejam ABC'D um quadrilatero e H,, H,, H. e Hy os orto-
centros dos triangulos BC'D, ACD, ABD, ABC respectivamente. Entao as
retas AH,, BH,, CH. e DH, sao concorrentes e seu ponto de encontro é o

anticentro de ABCD.

Figura 3.9:

Demonstragao. Pelo lema 1.3, temos AH; = 20Q = DH,; além disso, AH,
e DH, sao ambas perpendiculares a BC', donde AH;DH, é um paralelo-
gramo. Seja X = AH, N DHy; entao X é o anticentro. De fato a reta SX é
paralela a reta AH, e, portanto, SX é perpendicular a BC. Logo X € S5’
e, analogamente, X € PP’, donde X = M pelo teorema 3.6. 0
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Observacgao 3. a demonstragao mostra que M é também o ponto médio de

AH,,BH,,CH.e DH,.

Corolario 3.1. Seja ABCD inscritivel. Entao os pontos H,, Hy, H., Hy for-
mam um quadrilatero homotético a ABC'D, por uma homotetia de centro

M e razao —1.

Demonstra¢ao. Basta notar que AH, D Hy é um paralelogramo e M é o ponto
de encontro das diagonais, ou seja, é o ponto médio das diagonais AH, e
DH,. Logo a homotetia de centro M e razao —1 leva A em H, e D em Hy;

analogamente para B e C. O

Figura 3.10:

Teorema 3.7. Os circulos de nove pontos dos quatro triangulos determi-
nados pelos vértices de um quadrilatero ciclico se interceptam no anticentro

M.

Demonstragao. Seja Hy o ortocentro do triangulo ABC'. Pelo teorema 3.6,

M é ponto médio de DH,. Pelo lema 1.3, a homotetia de centro Hy e razao
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% leva o circulo circunscrito do triangulo ABC no circulo de nove pontos
do triangulo ABC'. Segue entao que M pertence ao circulo de nove pontos
do triangulo ABC' e analogamente para os outros triangulos. Logo M ¢é

intersecao dos quatro circulos de nove pontos. O

Figura 3.11: Figura 3.12:

3.4 QOutras Propriedades

Definimos agora um objeto importante para a sequéncia de nosso traba-

lho.

Defini¢ao 3.3. Seja ABC um triangulo, C seu circulo circunscrito, D’ seu
incentro e D, seu excentro oposto a A. Denotaremos por Cgpr¢ o circulo que

passa por B, D' e C.
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Lema 3.1. O centro de Cgp/¢ é o ponto médio F' do arco BC' oposto a A

no circulo C. Além disso, D' D, é um diametro.

Demonstra¢ao. Vamos provar que F é o centro de Cgpc. Como AD' é
bissetriz de BAC, ela passa por F, que é ponto médio do arco BC. Basta

agora mostrar que o triangulo D'FC' é isosceles.

Figura 3.13:

Temos que FCB = BAF = a, ambos esses angulos enxergam o segmento

BF e ACD' = BCD' = 3 pois a reta D'C' é bissetriz. Entao, pelo teorema
do angulo externo, temos que CD'F = a + (e, como FCD = a + [, temos

que o triangulo D'F'C' é isosceles.
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Agora vamos provar que D'D, é diametro. Como as bissetrizes interna e
externa de um angulo de um triangulo sao perpendiculares, segue que B e C'
enxergam D’D, por um angulo reto. Logo B, C, D' e D, pertencem a um

circulo de diametro D'D,. O

Lema 3.2. Sejam ABC'D um quadrilatero inscritivel, F, F', G e H pontos
médios dos arcos AB, BC, C'D, DA, respectivamente. Entao F'H é perpen-
dicular a FG.

Demonstracao. Observando a figura 3.14, temos que GKF = GKH pois
subentendem arcos de mesma medida; além disso, GKF + GKF = 180°;

como GKF = GKF concluimos que F'H é perpendicular a EG. O

Figura 3.14:

Teorema 3.8. Os incentros dos quatro triangulos determinados pelos vérti-

ces de um quadrilatero ciclico sao vértices de um retangulo.

Demonstracao. Pelo lema anterior, temos que A’D’ e B'C’ sao perpendi-

culares a HF, logo A'D’ e B'C’ sao paralelos; analogamente, A'B'C'D’ é
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Figura 3.15: Figura 3.16:

um paralelogramo. Como HF' e EG sao perpendiculares, concluimos que

A'B'C'D’ é um retangulo. O

No quadrilatero inscritivel ABCD, denotaremos por D, o excentro do
triangulo ABC' oposto ao vértice A. Analogamente, definiremos D,, Dy e D,
os excentros do triangulo ABC' oposto, respectivamente, aos vértices A, B e

C, e analogamente para os triangulos BC'D, ABD e ACD.
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Na figura abaixo vemos esses pontos e também o enunciado do teorema

que fecha esse trabalho, cuja demonstragao iniciamos com o lema a seguir.

Figura 3.17: 16 pontos, 4 a 4 alinhados e perpendiculares

Lema 3.3. Sejam B,, C, e D, os excentros opostos ao vértice A dos triangu-

los CDA, DAB e ABC, respectivamente. Entao A’'D'A;D, é um retangulo.

Demonstragao. Pelo teorema 3.8, A’B’C’'D’ é um retangulo. Temos Cgpc =
Cparc; pelo lema 3.1, os pontos A" e Ay sdo diametralmente opostos, bem
como D' e D,. Logo A'D'A4D, & um retangulo e Ay, D', C" e B, estao
alinhados. O

Com raciocinio analogo, temos as quadriuplas de pontos alinhados como

na figura 3.18.
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Figura 3.18:

Teorema 3.9. Os dezesseis excentros dos quatro triangulos formados pelos
vértices de um quadrilatero ciclico formam dois grupos distintos de retas

organizadas quatro a quatro, perpendiculares ou paralelas.

Figura 3.19:

Demonstracao. Tendo em vista os teoremas 3.8 e o lema 3.3, basta mos-

trar que o quadrilatero C'A;C, Ay, formado por um incentro e trés excentros
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(assim como seus analogos) é um retangulo.

Cpc'.p

Figura 3.20:

Para isso, basta mostrar que o circulo Cgcrp passa por Ay. Observamos
que m — ACB = «, pois ambos enxergam a corda A'B em C(BCD).
Como CA’ é bissetriz, segue que B/C'B = 2a. Isso mostra que B/CB é o
arco capaz de 2a com respeito a corda BD da cicunferéncia circunscrita ao
quadrilatero ABC'D. Como o centro F' de Cgerp esta nesta circunferéncia,
segue que BFD = 2a; € como B/Ad\D = «, segue que Ay pertence a Cpoip.

Raciocinio analogo para By, A. e D, termina a demonstracao. O
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