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Resumo

Neste trabalho apresentaremos cotas ki e ky para o primeiro autovalor A, do p-
Laplaciano em um dominio Q@ C RY, com k; < A\, < k2 e N > 1. Em um caso especial,
tais cotas serao explicitamente calculadas e seu comportamento assintotico descrito nos
casos p — 1T e p — oo. Isso possibilita a obtencao de resultados relativos a constante

de Cheeger h(2) do dominio Q2: provamos que lim,,_,;+ = h(2) = lim,_1+

1 1
llgplle llopll ™"
em que ¢, denota a solucao do problemaA,¢, = w em € com condigoes de fronteira de

Dirichlet.
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Abstract

In this work we present bounds ki, ks for the first eigenvalue A, of the p-Laplacian
operator in a domain 2 C RY with Dirichlet boundary conditions, with k; < )\, < ko and
N > 1. These bounds are explicitely calculated in a special case and their asymptotics

as p — 17 and p — +o0 is also studied. This allows the obtention of results concerning

the Cheeger constant h(2) of the domain 2: we prove that lim, ,;+ = h(Q) =

_ 1
=1
618

lim,, 1+ where ¢, stands for the solution of the problem A,¢p, = w in Q with

1
—1
lépll? ™"’

Dirichlet boundary conditions.
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Capitulo 1

Introducao

O primeiro objetivo desta dissertagao consiste em apresentar cotas para o primeiro
autovalor )\, do p-Laplaciano no RN, N > 1. Como se sabe, este primeiro autovalor ¢
caracterizado variacionalmente (veja [29]), de modo que a obtencao de cotas superiores
resulta dessa prépria caracterizacao variacional. Por outro lado, cotas inferiores nao sao
simples de serem obtidas.

Obteremos cotas inferiores e superiores para A, utilizando um procedimento unificado,

resultante do estudo do problema nao linear

—Ayu = w(z)f(u(z)) em 9, (1.1)

u=>0 em O0f,

em que a nao linearidade f satisfaz hipéteses adequadas, w é uma funcao peso e Q C RY
é um dominio suave (N > 1). Na verdade, examinando as hip6teses (2.13), — que apresen-
taremos posteriormente — percebemos que essas nada mencionam sobre o comportamento
assintotico de f, tanto na origem quanto no infinito. Assim, as hipdteses utilizadas na
solugao desse problema (1.1) nao sdo usuais na literatura.

Essas hipteses sao baseadas na existéncia de duas constantes, k; e ky (veja as equagoes
(2.8) e (2.10)), que podem ser explicitamente calculadas no caso de termos w = 1 no
problema (2.1) e que oferecem as cotas desejadas para \,.

Obtidas essas cotas, passamos a estudar o comportamento assintético de A, quando
p — 17 e quando p — oco. Esse estudo nos leva a recuperar resultados classicos sobre
esses comportamentos assintéticos.

Mas o procedimento utilizado revela-se proficuo: além de também conduzir a resulta-

dos ja conhecidos sobre a constante de Cheeger, ele é capaz de produzir novos resultados,



que respondem a suposicoes antigas sobre o comportamento dessa constante. Por exem-

plo, lim, ,1+ A\, (Q) = 2(£2). Como se sabe, a constante de Cheeger do dominio 2 C RY,

= in @
= j ( D )

¢é definida por

- DCO
em que D varia no conjunto de todos os subdominios suaves de {2 cujas fronteiras nao
tocam 9. Como ¢ usual, |0D| e |D| denotam as medidas de Lebesgue de 9D (em RV ~1)
e D (em RY), respectivamente.

Provaremos, no Capitulo 3 desta dissertacao, que

1 1

=1 |y et gl

em que ¢, ¢ a funcao de torcao de €2, isto ¢, a solucao de

Ay, =1 em
»0 (1.2)

¢p =0 em Of),
e || - || denota a norma de L;(€2).
Para isso, faremos uso do principio da comparacao, de técnicas associadas a sime-
trizacao de Schwarz de um dominio e de estimativas baseadas em conjuntos de nivel, da
férmula da co-drea e do principio de Cavalieri (Teorema de Fubini).

Essa dissertagao ¢ baseada nos artigos

e H. Bueno, G. Ercole e A. Zumpano, Positive solutions for the p-Laplacian and

bounds for its first eigenvalue, Advanced Nonlinear Studies 9 (2009), no 2, 313-338;

e H. Bueno e G. Ercole, Solutions of the Cheeger problem via torsion functions, J.

Math. Anal. Appl. 388 (2011), 263-279.



Capitulo 2

Existéncia de solucao positiva

2.1 Consideracoes iniciais

Neste capitulo provaremos um resultado de existéncia e localizagao de solugoes posi-

tivas para o seguinte problema de Dirichlet

—Apu=w(z)f(u(r)) em Q,
u=>0 em OS2,

Onde o p-Laplaciano A, é o operador definido por:
Ayu = div(|VulP2Vu), 1 < p < .

Apesar de nao ser um operador linear se p # 2, o p-Laplaciano tem muitas carac-
teristicas semelhantes ao operador Laplaciano (p = 2). Nesta segdo resumiremos algumas
destas propriedades para o problema de Dirichlet (2.1) para simplificar a escrita faremos
h() = w(x) f(u(x))

—Ayu=h(x) em £, 22)

u=0 em Of)

Consideraremos inicialmente o caso em que 2 = Bgr(zg) e h: [0, R] — R ¢é continua.

O problema de Dirichlet

—Ayu=h(|lzr —x0|) em Bgr(xg),

P

(2.3)
u=20 em OBg(xg)



tem solugao unica radial u, dada por

1

ullz — zo) = /|R_| ( / ' (;)”_1 h(s)ds) ) (2.4)

(Ver Apéndice A)
Essa solugio é quase classica, no sentido que |Vu|P~2Vu é diferencidvel. Temos que
u € C?(Bgr(zo) \ {z0}) €, se r = |x — x|, calculando explicitamente u'(r)|,—o por meio

do quociente de Newton, verificamos que u € C'# para p > 2 com 8 = % No caso em
p

que 1 < p < 2, podemos mostrar que u € C?.

Defini¢ao 2.1. Uma fun¢iao u € WP é uma solugdo fraca do problema de Dirichlet (2.1)
se:

/Q|Vu]p_2Vu Vo dr = /ngzﬁ dz, para toda ¢ € WyP(Q). (2.5)

Lema 2.2. Para cada w € L™(Q) existe uma tinica solu¢do fraca u € Wy (Q) de (2.1),
a qual também pertence a C'? para algum 0 < B < 1.

Além disso, o operador (—A,)~1 : C(Q) — C(Q) que associa a cada h € C(Q) C L™
a tnica solugio u = (—A,) " (h) € Wy? UCY C C(Q) de (2.2) € continuo e compacto.

Demonstracdo. A prova deste resultado pode ser feita seguindo o roteiro proposto em
Azizieh e Clément [4, Lema 1.1, p. 217]. A partir da teoria das equagoes elipticas (veja
[14, 23]), obtemos que o operador inverso (—A,)~": W1 — W,* estd bem definido ,
sendo W~ o dual de W,?. Portanto, este fato também é verdadeiro se restringirmos
esse operador ao espaco L>®(Q). A regularidade de C'¥ segue dos resultados em DiBene-
detto [10] e Tolksdorf [31] (para estimativas interiores) e Lieberman [22] (para estimativas
de fronteira); veja também [25, Lema 2]. A continuidade e compacidade do operador
(—A,)~! sdo consequéncias das estimativas feitas por Lieberman [22] e Tolksdorf [31],

juntamente com as estimativas L de Anane [2]. O

Uma outra caracteristica do p-Laplaciano é sua monotonicidade, o que proporciona um
principio de comparacao util. Utilizaremos uma versao simples deste principio. Versoes

mais gerais sdo encontradas em [8, 9, 11, 25].

Lema 2.3. Parai € {1,2} e h; € C(), sejam u; € CYP(Q) solugdes fracas dos problemas

—Apu; =h; em Q. Se hy < hy em Q euy <uy em 0N, entdao uy < ug em Q.



Demonstragao. Consideraremos (u; — uz)t = max {ul — Ug, 0} > 0. Entao (u; —ug)™ €
WhP(Q) e (ug — ug)T = 0 em 09 tal que u; < uy em Q. Portanto (u; — up)* € Wy,
Temos também que:

V(u1 — UQ) se Up > Usg,

V(Ul — U2)+ =
0 se u; < us.

Dessa maneira, tomando ¢ = (u; —ug) em 2.5 uma vez que hy —hy > 0 em €2, obtemos

0 > /Q(hl—hg)(ul—UQ)J“dx

- /Q (Vur]P2Vuy — Vsl 2Vus)V (uy — us)da,

ou seja,

0> (|Vu [P2Vuy — |Vu[P*Vuy) (Vuy — Vug)dz.

ul>u2

Agora, seja a funcao continua H: RY x RY — R definida por:

(ly|P~2y — x|P22)(y — ), se x #ylz|+ |y| >0,
H(z,y) =

0, se T =1y.
Observe que H(x,y) > 0, para todo (z,y) € RY x RY e H(z,y) > 0 se xz # y.
Portanto,

0< H(Vug, Vuy)dx <0

UL >uUg

Conclui-se entao que o conjunto
Qo ={z € Q:u(z) > us(x)}

é vazio ou Vuy = Vuy em 5. E a tltima condi¢ao nao pode ocorrer pelas condi¢oes dada

no bordo do conjunto. O

2.2 As constantes k; e ks

Primeiramente vamos definir duas constantes que serdo muito tteis em nosso trabalho.
Sejam © um conjunto aberto e limitado de RY (N > 1) e w: Q — [0, 4-00) uma funcio
continua com zeros isolados, isto é: se w(x1) = 0, entdo existe € > 0 tal que w(x) > 0 se

0 < |x — 21| < e. Chamaremos uma tal func¢ao de peso.

bt



Seja o um ponto qualquer de 2. Tome R > 0 de modo que a bola centrada em zq e
de raio R, representada por Bg(zy), esteja contida em 2. Definimos a simetrizagao radial
w de w por

(s) = min{w(y) : |y —xo| = s} se 0<s<R (26)
w(xo) se s = 0.
Dessa maneira, a fun¢ao w é continua (pois w é continua) e satisfaz w(|z — xo|) < w(x)
para todo x € Br(x).
Agora definimos o ntcleo continuo K': [0, R] x (0, R] — (0, 00) por

K(s,0) = (e)nlw(s) (2.7)

e a func¢ao nao negativa

r € [0, R] —>/TR </OTK(S,8)ds>plld0: </TR6;>_TILd9> (/Orsn_lw(s)ds)pll.

Essa funcao se anula em 7 = 0 e r = R. Como essa funcao é continua, atinge um valor

maximo em algum p € (0, R). Assim,

/pR </OPK(5,9)ds)plld9:Or£Ta§XR/rR (/OTK(S,H)ds>plld0>0,

Agora estamos em condigoes de definir a constante que denotaremos por ka(xg, R) e

sera fundamental em nosso trabalho:

1-p

ko (20, R) = VpR (/jK(s,@)ds)pil d@] | (2.8)

A constante k1(€) serd definida a partir da tnica solucdo ¢ € C*#(Q) do problema

—A,p = Q
pP=w em 2.9)

=0 em Of2.

A regularidade de ¢ é garantida pelo Lema 2.2. Como consequéncia do Lema 2.3,
temos ¢ > 0. Como ¢ = 0 nao pode ser solugao de (2.9), temos que ¢ > 0 para algum
x € . A fungdo ¢ é chamada funcdo de tor¢do associada ao peso w.

Dessa forma a constante ki(Q2) é definida por:
k1(Q) = |gllec” (2.10)

em que || - || denota a norma do sup em (.

6



Teorema 2.4. Sejam 0 um dominio suave no RY (N > 1), Br(zg) C Q e ki (Q) e

ko(xo, R) as constantes definidas, respectivamente, por (2.10) e (2.8). Entao vale
I{I1<Q) < ]{32(1'0, R)

Demonstracao. Para x € Br(xg) definimos

dr(T) = /lR_ (/09 K(s, 9)d5> & do.

Observe que ¢r(x) < ¢r(zg) para todo x € Bg(zg), de modo que ||¢r|lcc = dr(xo).

Além disso, de acordo com (2.4), ¢r satisfaz

—A,pr(x) = w(|x — x0|) para todo = € Br(xg)

or =0 em OBgr(xg).

De acordo com (2.6), temos w < w em Bg(xg) € ¢ = 0 < ¢ em IBg(x). Decorre

entdo do Lema 2.3 que ¢ < ¢ em Bg(zg). Por isso temos

k()7 = lolEst > llorltst = (/OR (/09 K(:s,H)cls)p11 d@)p
> (/{)R (/OPK(S,Q)ds)pil d@)pl — ko(wo, R) .

1 1
LOgO, concluimos que > , COMo queriamos. L]
]fl (Q) kg (I,Eo, R)

-1

2.3 Existéncia

Agora vamos definir duas fungoes continuas Wg(z) e ®)/(x) de modo a deixar o sub-

conjunto F' C C(2) definido por

F =gty ={veC(@Q): Vs <v< dyl (2.11)

invariante por um operador compacto A que definiremos posteriormente.

Assim fixamos § > 0 e definimos a funcdo continua WUg: 0 — R por:

0, se 0<|z— x| <p,
R 1
Up(z) = (5/| | (kg /Op K(s,@)ds) df, se p<l|r—ux9] <R, (2.12)
T—x0
0, se |z — x| > R.



Observe que 0 < Wi < § em Bg(zg). De fato, se p < |x — zg| < R, temos:

/|me0| <k:2 /OPK(S,H)ds)pll do < /pR <k‘2 /OpK(s,Q)ds>pll do— 1.

Também definimos

Bus(x) = MET "6(z), e Q. (2.13)

Claramente temos ||®P/]|c < M, em que || - || denota a norma do sup em §.

Teorema 2.5. Seja f uma funcgao satisfazendo

0< flu) <kMP1 se 0<u< M,
(2.14)

kodP~t < f(u) se 6<u<M,
em que 0 < 0 < M e ki e ky sao as constantes definidas respectivamente em (2.10) e

(2.8). Entdo o problema (2.1) possui uma solugdo u tal que
Up<u<dy em Q (2.15)

e, consequentemente,

5 < JJulloo < M. (2.16)

A demonstracao do resultado serd obtida por meio da aplicacao do Teorema do Ponto

Fixo de Schauder. Relembramos:

Teorema 2.6. Teorema do Ponto Firo de Schauder
Sejam ) um espaco de Banach e F C  um conjunto ndo vazio, fechado, limitado e

convero. Se A: F'— F for wuma aplicacao compacta, entdo A possui um ponto fizo.

Demonstragdo. Assim, definimos o subconjunto limitado, fechado e convexo F' C C(Q)
por:
F =gty ={veC(Q): Vs <v< dyl (2.17)

em que Vi € C(Q) foi definida em (2.12) e @), foi definida em (2.13).

Para cada v € C(f), seja u solu¢do do problema de Dirichlet

—Apu=w(x)f(u(z)) em Q (2.18)
u=0 em Of).

A correspondéncia v — u define um operador A.

8



Pelo Lema (2.2) , este operador estd bem definido, pois a solugdo do problema (2.18)
é tinica. Além disso, o mesmo resultado garante que A: C'(Q) — C#(Q) é continuo e
compacto na norma do sup em C(Q) .

Assim, precisamos apenas mostrar que A(F) C F. As desigualdades (2.15) e (2.16)
sao consequéncias imediatas desse resultado.

Como A,(ou) = o? 'y temos —A, Py = MP'kiw e 0 < v < &y, nossa hipdtese
P P

sobre a func¢ao f garante que
—Ayju=wf) < MP hw=-A,®) em

u=® =0 em N

Decorre entdao do Lema 2.3 (isto é, do Principio da Comparagao) que u < @), em ).

Para provar que u > Vi em (), notamos inicialmente que o Lema 2.3 implica que
A(v) = 0 para todo v € C(2). Assim, de acordo com (2.12), basta mostrar que u(x) > §
para todo x € Bg(zo).

Para isto, consideramos a simetrizacao radial de f(v(y)):

Jr) = min{ f(v(y)) : |y —xo| <7} se 0<r <R,

f(v(zo)) se r=0.
Temos que v é continua e v(|x — zo|) < f(v(x)) para todo x € Bg(xo).

Seja w a funcao definida em (2.6). Entao a solucao de

—Ay,z=wr em Bpg(zo),
z = 0 em 83}3(1’0)

é a fungao (veja a equagao (2.4))

1

0 "
(/0 K(s,0)v(s) ds) dae, (ZE € BR(%)), (2.19)

R
(e = xol) = [
|z—x0|
que é nao negativa em Bg(zg). A aplicagdo do Lema 2.3 mostra que z < u em Bgr(x),
pois
—Apz=wrv <wv <wf(v)=—-Apu em Bg(z)

0=z<u em OBg(xg).

Assim, de acordo com (2.12), para provarmos que u > Vg em €, basta provarmos que

z > 0 em Bpg(xo).



Vamos mostrar inicialmente que § < u(z) para todo x € B,(x¢). De fato, temos

’ (/09 K (s, 0)v(s) ds) o> /pR ([ 56, e)u(s)>pi1 do.  (2.20)

Mas, se 0 < s < p, decorre da defini¢do de v que existe y € B,(xg) C B,(zo) tal que

o —aol) = [

p

v(s) = f(v(y)). Além disso, uma vez que v € F, temos que v(y) > Vg(y) = 0 em B,(zo).
Nossas hip6teses sobre f implicam entdo que f(v(y)) > k20P~1. Assim, v(s) > kydP~!
para todo 0 < s < p. Combinando esses resultados com (2.20), concluimos que, para

todo z € B,(x() vale
R P p%l
2(|z — xo|) > / <k25p_1/ K(s,@)ds) df =6 = Ug(z),
p 0

em que a primeira igualdade é consequéncia da definicao de ky. Com isto finalizamos a
prova de que u(xz) > § = Wp(z) para todo z € B,(zo).

Agora, se p < | — 29| < R, temos

1

() > (| — z0|) = /|R| (/OOK(S,Q)V(S) d5> o
> /lR (/OPK(S,Q)V(S) ds>”‘1 40 > Wp(z).

x—xo|

A dltima desigualdade é consequéncia do fato de termos s € [0, p|, 0 que garante, como
antes, que v(s) > kodP~ L.

Logo, temos que u(z) > Wg(z) para todo @ € Br(zg), como querfamos. Dessa ma-
neira, provamos que A(F) C F e como A é compacto a existéncia do ponto fixo do

operador A decorre do Teorema do Ponto Fixo de Schauder. A prova esta completa. []

Observagao 2.7. Geometricamente, as hipoteses feitas sobre a fungdo f em (2.14) cor-

respondem a exigéncia de que seu grafico passe pelo “ttinel” I' dado por:

I'= {(u,v):kgép_l Svgk‘lMp_l,égugM},

e permaneca abaixo da reta v = k; MP~1, para 0 < v < M.

kiuP—
R kgu? _A} up—1 R kot kyu B J\'z‘lipfl‘-‘" /
Joy MY ———ly’ / |
PZZAV i WMo f M AT
I 2. /NS REAS] i A 178574 R ] - A
#] 17 21 ‘[‘,20 o= I 2 \‘ 7
;1‘ /"/ - / \ / e
A Ak
.‘l‘"’f‘ _ _ ;&':f/ N
4§ o= M u 5 8 M u 00 M u

Figura 2.1: As figuras representam os casos p < 2, p = 2 e p > 2, respectivamente.
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Para a construcao de um tinel como I' fixamos M > 0 arbitrario e determinamos

a imagem de M pela funcao kjuP~!. Dessa forma, obtemos a parte superior do tinel.
1

Para a parte inferior, determinamos a imagem de §* := (%) =1 M pela funcio kyuP~! e

tomamos 6 < J*.

11



Capitulo 3

Cotas para o primeiro autovalor do

p-Laplaciano

3.1 Introducao
Vamos denotar por A, = A,(£,w) o primeiro autovalor do p-Laplaciano para o pro-
blema de Dirichlet com dominio Q C RY (N > 1) e peso w, isto &,
—Apu, = Mwlup[P~?u, em £,
em OS2,

u, =0

em que u, € Wol () é chamada autofuncao associada ao autovalor \,. As propriedades

de existéncia, simplicidade e isolamento de A, estdo provadas em [2, 3]. O primeiro

autovalor do p-Laplaciano é caracterizado variacionalmente por (veja [29])

A, = Ay(€, w) = min {/Q VulPd : u € Wol’p(Q),/Qw\u|pdx — 1} .

Podemos tomar a autofuncao u, como positiva e normalizada, isto é, de modo que

Jo wluy|Pde = 1.

3.2 Generalizando £,

Nesta se¢ao vamos estudar a variagdo de ko com o ponto zg € €2 e raio R tal que

Br(zo) C 2. Conforme definido em (2.8), temos

ko(xo, R) == l/pR (/OPK(S, 9)ds>pll dé’] - = [orgragXR /TR (/Or K(s, Q)ds)p11 d@} l_p.

12



Se fixarmos xy € 2 e Br(xg) C €, de acordo com o Teorema 2.4 temos k1(2) <

ko(Br(zo)) para todo Bg(xg) € €. Portanto,
k1 (Q) < A = inf {ky (o, R)) : B(wo, R) C Q.

No caso especial em que w = w = 1, a constante A pode ser obtida explicitamente:

ka(zo, R) = loglrag% (/ = 1d9> (/ N_1d8>pll] 1_p. (3.1)

Célculos simples nos mostram que

1 N
T —1 p—1
(/ SN_lds> = 7‘#' (3.2)
0 prl

No caso especial em que N = p, temos

R . »n R
/eﬁdez/ 0-'d0 = In R — Inr

e, portanto, nesse caso,

p 1-p
ko(xo, R) = 012132% pT [lnR In r]] .
Definindo a fung¢ao
f(r) = . [lnR Inr],
pp_l

verificamos que lim, o+ f(r) = f(R) = 0 e, além disso,

1 p— —1
f'ir)= - lprjrp%l InR—Inr] —r 1pp T,

ou seja,

1 p— —1
f(r)= T (p — lprj InR—1Inr] —ppl> :
Igualando f'(r) a zero

1 e
1pPT$[lnR —Inr] = p_ﬁ

p_l[lnR—lnr]zl

p—1

lnr—lnR—i
p

1—
Concluimos entao que o maximo de f é dado por f (eTpR).

Sendo assim, se N = p, temos

kQ(an R) =



Agora consideremos o caso N # p. Temos

R | _n p—1 p—N p—N
6 p—1 de = R p—1 — p—1
/'r p—N ( " ) ’

de modo que

Ll 1 1-p
pP— — p—N p—N
ko (o, R) = | max R (Rp—l — el )] :

0<r<R Nyt p— N

Definindo

verificamos que

N MR%_ p Tp%lz 1 Tp%l {NT]HRﬂ_p}7
p—1 p—1 p—1

p—1
0 que nos permite concluir que o maximo de g é atingido em r = (%) 7" R. Observe que,

se 0 < p < N, entao (%) <le ]%ilp > (. Por outro lado, se 0 < N < p, entao ]{’,;fp < 0.
b=
Em ambos os casos temos (%) PR <R.
Portanto,
p—1 N_ N 1-p
F)VPT R 1 [ T e
kQ(x(]?R) - (N) p (RP—JY — (p)N ppt Rp—zf)
N1 p—N N
Simplificando, obtemos
1N =
k R=——-—— (= .
2(3:07 ) Rp (p _ 1)1,,1 (N
Sintetizando nossos resultados, temos que
Ch,
]{72(1’0, R) = Rppa
em que
pP p—1 N =
B p—1)p—1€ se =D
CN,p - N ) p(p—1) (33)
(p_1)p71(ﬁ> N se N#p
Decorre dai que
C
A R”;;”, (3.4)

em que R, =sup{R; Br(zo) C Q,x¢ € Q}.
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3.3 Localizagao para ),

Neste se¢do mostraremos uma estimativa para A,(€2,w) em termos das constantes k;
e ko. Notamos que sua caracterizagao variacional nos permite encontrar cotas superiores
para A\, (€2, w). A obtengao de cotas inferiores, em geral, nao é simples.

Para salientar sua dependéncia do peso w, passamos a denotar ki(£2) por k; (2, w).

Vamos demonstrar que, para toda bola Bg(xg) C €, temos
k1(Q,w) < A\p(Q,w) < koo, R), (3.5)

o que nos fornece uma forma simples de localizar o primeiro autovalor \,(€2,w) do p-
Laplaciano. Para isso, vamos utilizar um lema de existéncia de solucao para o problema

nao homogéneo, que é uma versao mais fraca do Teorema 2.4 em [1].

Lema 3.1. Seja Q C RY wma regidgo suave limitada e sejam w,h € C(Q) funcdes nio
negativas. Entdo, o problema nao homogéneo

—Ayu = NwlulP2u+h em Q,
(3.6)

u>0 em Of

tem uma solugdo u se, e somente se, h=0 em Q eu =0 em Of).

Observacao 3.2. Se u = 0 em 0€2, o Lema 3.1 é também valido para h < 0 e w > 0,
com a mesma conclusdo. Para isto, é suficiente multiplicar (3.6) por -1 e aplicar o Lema

para —u.

Passamos a demonstracao de (3.5). Suponhamos que ki(2,w) > A,. Decorre da

definicao de k;, dada em (2.10), que
—App =w=wN" "+ 1=\ ") = N’ w + h,

em que h = (1 — N\, ¢ w.

Logo teriamos

B B o\
APt < BypP Tt = | <1,
pO = ! <u¢|roo> :

concluimos que h > 0. Uma vez que o Lema 3.1 garante que h = 0 em quase todo
ponto de €2, temos que concluir que ¢ é constante, o que é um absurdo, pois implicaria
—Ap,¢p = w = 0. Assim, a primeira desigualdade estd provada. (No préximo capitulo

veremos que a fungdo de torgao ¢ produz também cotas superiores para A,(€2,1).)
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Utilizando a Observagao 3.2 podemos provar a segunda desigualdade em (3.5). Para

f\ 7
0= — 1.
e (B)7 <

Para e positivo e suficientemente pequeno, defina 6 = §* — e. Consideramos entao a

isto, definimos ¢*:

funcao
0, se 0<u<d—e
kodP~1
g(u) = 2 (u—d+e€), se 6—e<u<o

€

kooP~ 1, se § <.

R L‘Q'up_{;‘ -lnl Il.pl‘;— 1

ky MPY p
Fig 0P L ot et g (11)

/.

e 000 M u

Figura 3.1: A figura representam o grafico de g(u).

A fungéo g(u) é continua e satisfaz as hipdteses (2.14) do Teorema 2.5 para é e M =1
e, ainda g(u) < kouP~! para todo u > 0 . Entdo, decorre daquele teorema a existéncia de
@ € CHP(Q) satisfazendo @ > 0 em Q, § < ||| <1 e
—A,u=wg(a) em £,

(3.7)
=0 em Of).

Tomando h(z) = w(z) [g(a(x)) — \pya(z)P~!], notamos que @ satisfaz

—A,u = \waP '+ h(z) em Q,
=0 em Of).

Se fosse ko < Ay, como g(@t) < kouP™t < A\,aP~ !, terfamos h(z) < 0. De acordo com
a Observagao 3.2, concluiriamos que h = 0. Mas entao @ seria uma autofunc¢ao associada
ao primeiro autovalor do p-Laplaciano. Como @ é nula na fronteira de €2, a definicao de
g implicaria que @ deveria ser identicamente nula em uma vizinhanca da fronteira pois
g(@) = NaPt e g(a) =0se0 <@ <d—e Masisso é uma contradi¢ao, pois sabemos
que a primeira autofuncao tem sinal definido, apenas se anulando em 0f).

Provamos assim que A, é um limite inferior para o conjunto
{]{?Q(ZE(),R) : BR<JIO) - Q}
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Portanto, no caso em que w = w = 1, podemos concluir que

Ky,
A(92,1) < Ri,p

em que Ky, e R, foram definidos em (3.3) e (3.4), respectivamente.

3.4 Comportamento Assintotico de )\,

3.4.1 Comportamento de )\, quando p — o

Agora vamos dirigir nossa atencdo para o comportamento assintético de A, quando
p — 0.

Para salientar a dependéncia da funcao de tor¢do ¢ com p, vamos passar a denota-la
por ¢, e considerd-la inicialmente no caso em que 2 = By (sendo Bg a bola de raio R

centrada na origem). O dominio radial permite uma descricao explicita de ¢,:

bp(x) = /j (/09 <;>n1 w(s)ds) = do (3.8)

Observe que, no caso especial em que w = w = 1, temos

QSN—I 0
ds = —
0o ON-1 N
€ 1
R Hpj _1 p p
/ —d = L [Re*T — [o 7] (3.9)
lz| Np-T pN»=1T

p—1 __»
[pllo0 = —— R
pNw=
A defini¢ao de ki nos déa
p—1
P N
ki(Bgr,1) = | —— — 1
1( Ry ) <p_1) Rpa (3 O)
de modo que a desigualdade (3.5) é escrita como
p—1
P N KN,p

em que Ky, é dado por (3.3). Elevando a 1/p e passando ao limite, obtemos

1 p—1
. KN,p P . N . 1 P p—N . 1 . 1 P:l . 1
i () - % e () ~win o -y @12




l P p—1 (N) P B 1
pbo p—1 Rp R
Concluimos que
. 11
Jim [A,(Bg, 1)]7 = . (3.13)

Consideremos agora o caso do dominio limitado Q C RY. De acordo com [18], temos

phﬁngo ¢p(z) = dist(x,0Q2) uniformemente em €,

em que dist(z,02) denota a funcdo distancia de x até 0€2. Além disso, denotando por
Br,(x¢) a maior bola contida em €2, temos
. 1p 1
. T 7 . -1 _
i a7 = Jim 6,18 = s, 0915 = 7 (3.14)

Decorre entao de (3.13), (3.14) e (3.5) que

lim [\, (Q))F = —.

p—r00 R*

3.4.2 Comportamento de )\, quando p — 17

Agora vamos demonstrar que

N
lim A\, (B = —.
A M Bred) = 5
Para isto, utilizamos novamente a desigualdade (3.11), passando ao limite. Obtemos
D p(p A}) 1
li N,p — lim () P
pl)I{l+ Rp pi>17L N

li 1+ L N N
im _ —_— = —
p—1t p— 1 Rp R ’
de onde decorre imediatamente o afirmado.

Observe que

9Bal  NRYlwy N
|Br]  RNwxy R
em que wy denota o volume da bola de raio 1 e centro na origem em RY, |0Bg| e | Bg|

denotam as medidas de Lebesgue de 9By (em RY~!) e Br (em RY), respectivamente.
|0Bs|
| Bs|
tratada mais detalhadamente no proximo capitulo. Procuraremos verificar se é possivel

O infimo do quociente

para S < R é a constante de Cheeger de Bg, que sera

obter a constante de Cheeger para um dominio 2 C RY utilizando, como fizemos no caso

da bola Bpg, a fun¢ao de torcao.
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Capitulo 4

A constante de Cheeger via funcao

de torcao

4.1 Introducao

A constante de Cheeger h(£2) de um dominio limitado Q C RY, N > 1 é definida por

_ e (19D
M) = jnf, (rm
em que os quocientes %3" sao avaliados entre todos os subdominios D de €2 tais que

0D NI = . Os ntimeros reais positivos [0D| e |D| sdo, respectivamente, o perimetro
e o volume de D (medidas no sentido de Lebesgue). Subdominios que minimizam o
quociente % sao denominados conjuntos de Cheeger e sao importantes na modelagem
de desmoronamentos (veja [30, 26]) ou fraturas mecénicas (veja [19]). A constante de
Cheeger, além de exercer um papel de parametro critico nos modelos acima mencionados,
tem aplicacao especial como uma cota inferior para o primeiro autovalor A,(£2) do operador

p-Laplaciano A,u, p > 1, com condi¢oes homogéneas de Dirichlet (veja [15, 24]). Isto é,
H(Q) < M(9)

Neste capitulo vamos dar uma caracteriza¢ao variacional de h(£2) utilizando a func¢ao de

torcio de Q@ C RN (N > 1), isto ¢, a solugio de

—A¢,=1 em (),
¢p =10 em OS2,

e || - ||; denota a norma de L1(€2).
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4.2 Simetrizacao de Schwarz

Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-mensuravel qualquer. Denotaremos por A* a bola
de centro na origem que possui a mesma medida de Lebesgue de A.
Seja u: © — R uma funcdo continua ndo negativa no dominio Q C RY. A simetrizacdo

de Schwarz u* de u é a funcdo definida em * que satisfaz (veja [17])
{reQ:ulx)>t}={reQ u(x) >t}

para todo ¢t > 0.

Seja R o raio da bola Q*. A funcdo u* é radialmente simétrica e decrescente em ),
isto é, u*(z) = u*(r) em que r = |z| < R e u*(ry) < u*(r1),se 0 <r; <ry < R. Além
disso, [[u*]|co = ||t co-

Assumiremos os seguintes resultados e propriedades (veja [17])
Proposicao 4.1. Seja u € Wy?(Q), com 1 < p < oo. Entio u* € Wy(Q¥),

/ ]Vu*]pdxg/ \VulPdx (4.2)
o8 Q

/Q* |u*|Pdx = /Q |u|Pdx. (4.3)

Proposigcao 4.2 (Principio de Comparacao de Talenti).
Seja Q um dominio suave limitado em RN, com N > 1. Seu e U denotam, respecti-

vamente, as solugoes dos problemas de Dirichlet
—Apu=f em Q, -AU = f* em QF,
u=">0 em Of) U=0 em O,

em que f* € a simetrizacdao de Schwarz de f, entao a simetrizacdo de Schwarz u* de u é

limitada superiormente por U | isto €,
< U em QF.

Corolario 4.3. Sejam ¢, e ®, as fungoes de tor¢ao dos dominios € e Q*, respectivamente.

Entao vale

[@pllse < [Pl
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Demonstracdo. Considere os problemas

—Apu=1 em €, AU =1 em F,
u=>0 em 0f) U=0 em O€*.

A solugao do primeiro problema é a funcao de torcdo em (2, enquanto a solucao do
segundo problema é a funcao de torcao em €2*. Pelo Principio de Comparacgao de Talenti
temos

g < ®, em Q.

Uma vez que a simetrizacio de Schwarz preserva norma, temos |[¢plloc = [|¢)|lco-

Assim, concluimos que

[@plloe < [Pyl

]

Proposicao 4.4. Seja ux a simetrizacao de Schwarz de u > 0 e o > 0 uma constante.

Entao
(w')* = (u)" (4.4)

4.3 Caracterizacao da constante de Cheeger

A constante de Cheeger , apesar ser de dificil obtencao, é conhecida para muitos
dominios. Por exemplo, vimos na se¢ao 3.5 desta dissertacao que a constante de Cheeger
de uma bola N-dimensional By de raio R é atingida pelo quociente formado pela prépria
bola. Assim

h(Br) =

=) =

Para outros valores da constante de Cheeger, veja [16]. Também em [16] os autores provam
a seguinte caracterizagdo para a constante de Cheeger de (2

h(Q) = lim A, ().

p—1t

Entretanto, esta caracterizagao tem alcance restrito do ponto de vista da praticidade
de obtengao de h(€2), uma vez que, \,(€2) ndo é conhecido nem mesmo para regides simples
como quadrado ou uma bola. Sua obtencao é, em geral, mais dificil do que a da prépria

constante h(£2). Por outro lado, no sentido inverso esta caracterizagdo pode ser 1til, isto
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é, ela pode servir para estimar \,(€2) quando p esta perto de 1.

Nesta se¢ao provaremos que

lim 1|p_1 — B(Q) = Tim ——— (4.5)

=1 |y T

em que ¢, é a fungdo de torgao de Q C RY (N > 1), isto é, a solugdo de

—A¢p,=1 em €,
. (4.6)
¢p =10 em OS2,
e || -|l1 denota a norma de L;(2). A vantagem da caracterizagdo da constante de Cheeger

em (4.5) é que a determinacao de ¢, é mais facil do que A\,(w). Por exemplo, para a bola

Bpr a fungao de tor¢ao é dada explicitamente pela expressao

Gp(r) = p? “FT (R — 7)1 = |2 < R. (4.7)
Decorre de (4.1) que
/Q V¢, P2V, - Vodr = /de:c, para todo v € W, 7(Q). (4.8)
Logo, tomando v = ¢,,
[ 1vospdr = [ 6,da. (4.9)

Sabemos que (veja Apéndice B) ¢, minimiza estritamente o funcional convexo de ac¢ao
J,: WoP(Q) — R
dado por
T () = ;/Q Vulrde [ Julds (4.10)

Lema 4.5. Seja Q C RN um dominio limitado e suave. Se p € Wy*(Q) for ndo negativa

em Q e tal que [ |Vyldr >0, entdo

|;19—1 > fQ edx

lim inf ||¢, | (4.11)
p—1t

Demonstragao. Multiplicando (4.9) por 1/p e depois subtraindo [, ¢,dx, decorre de (4.10)

- (p;l) [ oo = Jy(6,)
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Uma vez que ¢, é um minimo do funcional .J, em W, para todo u € W, ?(Q) vale

-1 1
- <p>/¢pdx§ 7/ ]Vu]pdx—/ |uldz,
p Q pJQ Q

ou seja,

1
[¢pll1 = P (10/Q |u|dz — /Q ]Vu|pd$) para todo u € Wy (Q).

(4.12)

Agora seja ¢ € Wy () nio negativa em Q tal que [, [Ve|dz > 0. Fixado 0 < € < 1,

seja ¢, uma constante positiva tal que

p/ odx —cg_l/ |VplPde = e/ edx,
0 0 Q
isto é,
- Jo pdz
A= (p— :
» = Vs

Tomando u = ¢, em (4.12), obtemos

€cp

C
>p</d—p—1/ pd): /d.
||<bp||1_p_1 p | wde = | [Voltde el

Portanto,

1 1 1\ P
. . p— . p_
ittt 2t (1) (e f )

: — Jo pda
=lim & '=(1—¢ - ——
NN

Fazendo € — 0, obtemos (4.11).

]

Teorema 4.6. Seja Q@ C RY um dominio suave e limitado e ¢, sua fungdo de torgdo.

Entao,

)= (HLZL)T

= n(Q).

=1t |y [

(4.13)

(4.14)

Demonstragao. A estimativa (4.13) é consequéncia do Principio de Cavalieri e da férmula

de coérea aplicada a funcio de tor¢io ¢,. De fato, uma vez que ¢, € C*(Q), e

Ay ={z€Q:¢,(x)>t}.

temos

l#plloo
/%M:/ |Ay|dt
Q 0
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Observem que na ultima igualdade A; representa uma secao transversal de ¢,. Desse
modo a integral [, ¢,dx pode ser calculada somando as dreas da segao transversal de 0
até o maximo de ¢, isto €, ||¢p|]co-

Da férmula de codrea temos

o P D

|0A]
[Adl

I6lloe Ionlloe DA I6lloe
[ 19ayldz = [ oAt = [T |4l ] hO) | 1Adat = h(@) [ éyde

Portanto, decorre da desigualdade de Holder e de (4.9) que

o< oot (fow sy

Lotz = [ g [ pir o0l

uma vez que ¢, > 0. Provamos assim

Q] \7
M) < <||¢p||1>

Elevando essa desigualdade a p e passando ao limite quando p — 17, obtemos

, temos

Uma vez que h(§2) <

liminf A(Q)? < liminf |QP~" lim inf ———|
p—1+ p—1+ p—1+ ||¢ “p

ou seja,

1
h(€2) < lim inf

o1t gl
Para completar a prova, mostraremos que limsup,,_,;+ W é uma cota inferior para
qualquer quociente W formado por um subdominio suave F CC (2, cuja fronteira OF
nao intercepta 0f). Seja E um tal dominio. Aproximamos a func¢io caracteristica de
E por uma funcao nao negativa . € Wol P tal que p. = 1 em E, o, = 0 fora de uma
e-vizinhan¢a de E com [V | = 1 em uma e-camada fora de E. (¢ pode ser tomada
Lipschitz). Entéo, para cada t € [0, €], denotando por I'; a t-camada exterior de E (de tal

modo que 'y U E' = E), segue de (4.11) que

. 1 /|V‘p€|dx //FUE A5wdt
lim sup

p—1+ H(bp”]l?_l B /goedx \E|+/ p.d

1
) (L)
€ \Jo d(TUE) _ Jar.uE)

- |E] B
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Por esta razao, fazendo ¢ — 0 encontramos;

oF
lim sup T S | ’
=1t [l |E|

No caso em que F toca 02, aproximamos E por uma sequéncia {t,, £} de subdominios
toF CC Qtal que t, — 17, [t,E| =tN|E| e |0(t,E)| =t 7'|OF|. Temos entdo que:
0@t E)| _ 1 |0E]

lim sup

it lopllit T Bl ta |E]
Dessa maneira, ao fazermos t,, — 1=, obtemos:
lim sup ! — < |6E|
p—1+ ([ épllT |E]

]

Observagao 4.7. Na prova de (4.14) outra estimativa como (4.13) poderia ser obtida
aplicando a caracterizacao variacional de A,(2) a partir da cota inferior de A,(£2) em

termos da constante de Cheeger h(2) (para p # 2 e p > 1, veja [21] ).
h(2)\”
<U> < A (Q).
p

Na verdade, também ¢é consequéncia da caracterizacao variacional de A,(£2) que A\, (2) <

-1 5
(7”5"1)]) , como veremos na Proposicao 4.11. Portanto (@)p < (IIs‘zﬁf\lh)p . A escolha

da estimativa (4.13) enfatiza a conexao entre a fungao de torgao e a constante de Cheeger

h(©2). Além disso, decorre da ultima desigualdade que

h(9)§p< i )p,

16plh

uma estimativa que é pior do que (4.13), pois

1 p—1

o\ o \"
h(m§<||¢p||1> <p<||¢p||1> ’

El
|E]

para p > 1.

Definicao 4.8. Um conjunto E que minimiza o quociente

¢ chamado de conjunto

de Cheeger.

Observagao 4.9. O argumento de aproximacao utilizado no final da demonstracao an-
terior pode ser aplicado para mostrar que um conjunto de Cheeger toca 0€2. Na verdade,
se um conjunto de Cheeger nao tocasse 0f), entdo poderiamos tomar t. = 1 + ¢ > 1 tal

que t.E C Q com t.F tocando a fronteira 9. Mas isso conduziria a um absurdo, pois

ot.E)|  1]0E 1
Q) < _ 295 L) < no).
MY < =g =g~ i <MY
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Lema 4.10. Seja Q C RY um dominio limitado e suave. Entdo vale
KN7P|Q|_W < ||¢’p||<1>o_p,
em que
2 P p-1
e wy = | By| denota o volume da bola unitdiria em R .

Demonstracdo. Como o Lema 4.3 garante que
12pll56” < lléplloc”

oo

obtemos o afirmado ao verificar que
P —
EnplQI™~ = [|®p 15"

Seja * = Bg. Decorre da igualdade (3.10) que o valor de k1(Bg, 1) da bola de raio

= (2 )N
> p—1 Rpr’

R é dado por

o que implica que

p—1
Nwy D
ot = (L N — Kn,|Ba| ¥
H HOO <p_1> ( N,p‘ R| N’

wNRN)%
uma vez que || = |Q*| = | Bg|.
O
Proposicao 4.11. Se Q C RY for um dominio limitado e suave, entdo vale
KnplQ ™% < [ 6plli” < Ap() < 2P [yl 77 (4.16)

com Ky, definido anteriormente.
7p

Demonstracao. A ultima desigualdade em (4.16) é consequéncia da caracteriza¢ao varia-

cional de A\, (9):
/ |Vul|Pdx

R .
/ |ulPdx
Q

De fato, decorre da desigualdade de Holder que

907 ([ opde)” < 10 [( / e’ |Q|1—ir = | ohde.
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A caracterizagdo variacional de \,(£2) e (4.9) garantem que

M) < fyvodrds  [ovde [ o _( 2| )
= [6,l)

/Q¢g;dx /Q¢gdx T (/Q ¢pdx>p -

mostrando a cota superior para A, (£2).

A primeira desigualdade em (4.16) foi demonstrada no Lema 4.10. A segunda desi-

gualdade foi mostrada em (3.5).

[l
Corolario 4.12. Seja Q C RY um dominio suave e limitado. Entdo
Q b
/\u|pdx < ||N/ |Vul|Pdx
Q Ky, Jo
para todo u € Wy*(Q) \ {0}, onde Ky, ¢ dado por (4.15).
Demonstragao. Decorre de (4.16) e da caracterizacao variacional de A,(€2) que
_p Jo [VulPdz
Ky |2 <A\ < =
vl < @) < BT
[l

Teorema 4.13. Seja ¢, a fungdo de tor¢ao de um dominio suave e limitado Q C RY.

Entao N
o ¢ N
lim inf / P g > wn | 417
o Tou ™ =V \ (4.17)
e
¢ -
lim< b dx) =1 (4.18)
p—1+ \Jo [|¢p]o
Como consequéncia,
1
lim ——— = h(Q). (4.19)

=1t |yl

Demonstragao. Defina, para cada 0 < k < ||¢p]|o,
Ay={zeQ:¢,> k.

A funcao
Op—k se ¢, >k,

(¢p — k)" = max{¢p, — k,0} =
0, se ¢, <k
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pertence a Wy (Q). Portanto, tomando v = (¢, — k)™ em (4.8) obtemos

/A |Vl = /A (6~ k). (4.20)

(Note que Ay é um conjunto aberto e portanto V(¢, — k) = V¢, em Ay).
Agora estimamos [, [V¢,[Pdz por baixo. Para isto aplicamos a desigualdade de

Holder e o Corolario 4.12:

At
K k

(/Ak(ﬁbp - k‘)dx>p < APt /AK(% — kYPdr < ’ IV, [Pd.

N,p
Portanto,

Kij‘Akr%Jrl*p (/
A

o que resulta de (4.20)

(0= Rdz)" < [ Vo,

k

Koy | A 317 (/A (b — k)dx)p < /Ak(gbp — k)de.

Dai, obtemos

Ryde) < A, P
([, (0= Rr) < oA

desigualdade que pode ser reescrita como

FNGD _ e
(/ (¢p — k)d:c) T S KT Ay, (4.21)
Ay ’
Definimos
J) = [ (op—R)de = [~ |Adat
Ay k
em que a ultima igualdade decorre do Principio de Cavalieri. Como f'(k) := —| A, a

desigualdade (4.21) implica que:
- N N(p—1)
1< =K\ 20 f(k) 7 8e=D (k). (4.22)
Portanto, uma vez que f(k) >0 e

£(0) = [ oy,

a integracao de (4.22) produz uma cota superior para k quando |Ax| > 0

N _ 1 __ N P ___p
b PENE D) e [yt o]
p J.
— S A NG
< WKN?N@_U (/ ¢pdx> e 1)'
p ’ @
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Observem que o segundo membro da ultima desigualdade nao depende de k. Isto significa

p+N(p—1 p+Np 1)
ool < ZEEEZ 47T ([ 6,0)

que

0 que equivale a

0 p T Ne-n
o o, 2 K5 <p+zv<p—1>> Iéplloc ™ - (4.23)
Agora, tomando o liminf, 1+ em (4.23), obtemos (4.17). De fato, de (4.15) obtemos
PN (1)
N P - N
Jim K <p+N(p_1)> — wyN (4.24)

e também vale

N N(p—1)
hrnmf“d) HOO(I;_I) > 1 ||¢PH1 P _ h(Q)fN
p—1t p |Q| ’

uma vez que a primeira desigualdade decorre de (4.16), enquanto a igualdade é con-
sequéncia de (4.14).

Fazendo p — 17 em (4.17) obtemos (4.18), uma vez que

1=l AN
~ o [N <h(Q)>

Finalmente, de (4.18) e (4.14) decorre que

1
lim ——— = lim O dx hm ( / ¢pdx)
=1+ [ dp 5 p=17 \J [|dp]|oo P17t

1
— lim = h(Q),

=1t el

p—1
Sliminf( il dm) < lim Q7' =1.

ot o gl ™) = oot

como queriamos demonstrar. O

4.4 Dominio convexo

A finalidade desta secao é apresentar uma demonstracao simples de que
. 1

=1 | éplle

no caso em que {2 é convexo, bem como demonstrar as estimativas

1
T S A(Q) < -
Igpllot — 77 ppl[5" 1 (g, NP~
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Ogmgﬁw>plgk“9)§<wgh>pi

=N / )" dt

em que

Para isto, consideramos
1
= N/ (1 —t)*tN"at
0
para cada « > 0 e cada inteiro positivo N.

Lema 4.14. Para cada inteiro positivo N e a > 0 wvale

N+1
Ila, N +1 ——I(a, N). 4.25
(0N +1) = =1, N) (4.25)
Além disso,
lim (o, N)& = 1. (4.26)

Demonstracao. Integragao por partes nos mostra que

(a+1)/01(1—t)°‘tth = [~ -tV +/ — )T NNt
= N/Ol(l—ta“tN‘ldt
= N/ll— aN=lar — N/ — )N dt
— N/ )tV dt.
Dai decorre que
(oz—l—l)W:I(a,N)—NW,

o que implica (4.25).
A demonstracao de (4.26) é feita por indugao. Para N = 1 temos

Q=
Q=

lim T(a, 1)3 = lim (/01(1—t)adt) — lim ( ! ) _ 1.

a—oo \ (@ 4+ 1

Supondo que lim, o I(a, N) = 1, decorre de (4.25) que

Q=

1
N+1 o
lim I(c, N—I—l)% = lim <+) lim I(a,N)= =1,

a—00 a0 \ N +a+1 a—r00

como queriamos demonstrar. O
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Lema 4.15. Se a > 0, entao

1 AW
— l1-——| dr=1(a,N).

Demonstragao. Seja wy = |Bi| o volume da bola de raio unitario. Entao, fazendo a

mudanca de variavel y = z/R, vem

1 |z ¢ 1 N
— 1= g = / 1— [y)*RNd

1 1
- 1 — [y
e / /331< ly])* dS, dr
1 1

= — [ (1=r)] dS.d
(L=r)* |, dSedr

WN JO
1
— N/ (1 — )N "1dr = I(a, N).
0

O
Agora vamos apresentar uma demonstragdo mais simples para (4.18).
Teorema 4.16. Se ) for convexo, entdo
1
€9 Ja l¢plloc
em que q = Ll Além disso, temos
L o< ! (4.28)
lopllE = 77 T llgpliB 1 (g, Nyt |
P

(W) = M= (Hlbf\|ll> 71 2

e também
li 1 h(2) li 1 (4.30)
im —— = = lim — )
=1+ ||y |55

T

Demonstragao. A segunda desigualdade em (4.27) é imediata, pois ¢, < ||¢,]|o em €2.

Para cada p > 1, tome z, tal que ¢,(z,) = ||yl e considere a funcéo ¢, € C(Q)

cujo grafico em RY x R ¢ o cone de base Q e altura 1 atingida em z,. (Dessa maneira,

Yp=0em Qe [P0 = Vp(zp) =1.)

Sendo © convexo, decorre de [27, Teorema 2] que ¢; e concava. Entdo temos:

6\
Q.
<||¢p||oo> = vy em

Agora, seja R > 0 tal que |Bg| = [Q] e sejam ¢} e 1) as simetrizagdes de Schwarz de

: . . . ~ o .
®p € 1y, Tespectivamente. Assim, ¢y e 1) sao ambas positivas e radialmente decrescentes,

em BR.
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Além disso,

e ¢, =0=17 em JBg;

p

[0plloc = lI#5ll00 = ¢5(0);

9ol = 150 = 1
(08) = (o) (vg)" = ()"

Jo ppdr = fBR ¢;dx e Jo Ypdr = IBR w;dx

Da definicao da simetrizagao de Schwarz decorre que

s =(1-1), Li<r

Como a simetrizacao de Schwarz preserva ordem e poténcias positivas, temos também

que

¢, () . B m .
o 2 (5@)' = (1 R) . kIR

Portanto, (4.27) é consequéncia do Lema 4.15, pois:

1 Op 1 (o
= dx :7/ P dx
Q Ja ¢yl Br JBr |05l

1 (1 _ 'g)qu ~ I(g, N).

o |BR| Bgr

Decorre de (4.26) e (4.25) que

lim
p*“( H¢pHoo )

> lim QP! lim I(g, N)P!
p—1t

T op—lTt

P . 1\P
= lim 1(g.N)% = lim (lim Zg, V)P ) =1

Logo, provamos (4.18). Da tltima estimativa e de (4.16) obtemos (4.28), (4.29) e (4.30).
[l
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Apéndice A

Solucoes radiais para o Problema de

Dirichlet

Nesta se¢ao queremos transformar o problema geral do p-Laplaciano (2.3) em um
problema radial. Queremos entdo, encontrar solugoes radiais u(|z — xo|) = u(r), onde
r = | — xzo| do problema (2.1). Seja h(z) = w(x)f(u(x)), logo —A,u = h(z) e assim
—Ayu = h(|x — x9]) = h(r). Sem perda de generalidade e para simplificar a notagao
faremos xo = 0.

Sendo —Ayu = div(|Vu[P~2Vu) e

r=lz|=\ri+... +2%
temos que % = %‘ Desse modo,
k2
ou N
=u(r)—.

) x .
Segue que, Vu = u (T)H e assim,

Vu = ()

VP2 Vu = [ (r) P2 (1)
.

Se u'(r) > 0, entdo |Vul[P~>Vu = (u/(r))?~"'2 Disso,

N o T
Apu = div(|[VulP?Vu) = (u'(r)p—“>
0

— Ox; r
1

£ [ v or ()

i=1 r
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=(p- 1)u’(r)p*2u”(r)% 4 ()P <~77\f B |i‘l )
Logo, como |z| = r, temos que
Apu — ul<r)p—2 {(p . 1)1/’(7“) I u/(T)N; 1}

= ()72 [0 = D) + ()]

Analogamente, se u/(r) > 0 chegamos em

Apu = (—u'(r))"~? [(P — Du"(r) + U'(T)N - 1]

r

N—1

— [0/ () (0 = D) ') = .
r

Assim, se u é radial, resolver o problema (2.1) é equivalente a resolver a EDO:

N -1
r

(2 [ = D7) + o/ (1) = = h(1) (A1)

Como na fronteira do problema (2.1), u é nula, para a bola de centro na origem e raio 1,
temos que u(1) = 0. Observemos que,

O .
lim 2% = lim o' (r) lim T
=0 Ox; =0 z—0 |x|

Dessa forma, como % ¢ limitado deve-se ter v’ (0) = 0.

Supondo u/(r) < 0, da equacao (A.1) obtemos:

—(=d' (M) {(p = Du"(r) +/(r) = h(r).

Assim,

(= ()2 p — () +
reordenando,
((=u'(r))P =) +

Fazendo y(r) = (—u/(r))P~! a equagdo acima pode ser escrita como

N -1
r

y'(r) + y(r) = h(r),
cujo o fator integrante ¢ V! logo,

(r¥ly(r)) =" h(r).
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Integrando de 0 a r, temos que:

Logo,

dessa forma integrando de r a R temos

utr) = [ " < / ' (j)N_l h(s)ds) .

1

(0) = lim o/ (r) = — <1im /0 ’ (S)N_l h(s)ds>p_l .

Além disso,

r—0 r—0 r

N-1
Como (é) <1 e f é continua, temos que:
T

r g\ N-1
lim () h(s)ds — 0.
0o \0

r—0

Portanto, v/(0) = 0 e u € C'([0,1],R). Desse modo, se u é radial, resolver o problema de

Dirichlet (2.3) é equivalente resolver:

/()72 [(p = D (r) + o/ (r) V] = hr)

u(l) =u/(0) = 0.
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Apéndice B

Existéncia de Minimizadores para
Funcionais Fracamente

Semicontinuos Inferiormente

Definicao B.1. Seja E um espacgo vetorial normado. Dizemos que um funcional J : E —

R é fracamente semicontinuo inferiormente se x, — x implicar
J(z) <liminf J(x,)

Definicao B.2. Seja E um espacgo vetorial normado. Dizemos que um funcional J : E —
R é coercivo se

lim J(z) = +o0

Tr—00
Lema B.3. Sejam E um espacgo de Banach reflexivo e M C E um subconjunto fracamente
fechado. Se Jy : M — R U {oo} é um funcional coercivo e fracamente semicontinuo

inferiormente, entao o seu infimo € atingido em M.
Demonstragao. Denote Jy = infy, J. Seja u(x,) C M uma sequéncia tal que
J(Un) — Jo

A coercividade de J implica que a sequéncia (u,,) é limitada. Portanto, a menos de uma
subsequéncia, podemos assumir que u, — u; como M é fracamente fechado, temos que

u € M. Da semi continuidade fraca inferior de J segue que
J(u) <liminf J(u,) = Jo,
logo J(u) = Jy O

36



Para provar que o funcional

1
= — p —
J(u) p/Q]Vu] dx /Qudx

tem um minimizante, mostraremos que ele satisfaz as condi¢ées do Lema B.3. Observe

que, podemos escrever o funcional J na forma

1
T = Sl < Lu >

onde < 1,u >= [, l.udz é um funcional linear no espago dual W Lp (Q). A coercividade

de J segue das desigualdades de Holder e de Poincaré:

1
) < Zlulyr = W@l

1
< lullyas = iyl

Lot
~ el oy 0l = M|

Observe que J é coercivo sempre que p > 1. A semi continuidade fraca inferior de J segue
da semi continuidade fraca inferior da norma e da continuidade fraca de qualquer funcional
linear limitado. Portanto, pelo Lema B.3, temos que J possui um minimizante u € Wol P,
Agora observe que a derivada direcional de J em uma dire¢cdo qualquer v € Wol P ¢ dado

por

J’(u).v:/ |Vu|p_2Vu.Vvdx—/ vdzx.
Q Q

Tomando J'(u).v = 0 e como ¢, é solucao fraca do problema

—A¢, =1em Q

¢p =0 em 00

Temos que se v = ¢, entdo ¢, minimiza o funcional J.
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