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temática.
Orientador: Prof Hamilton Prado
Bueno
Co-orientador: Grey Ercole

Belo Horizonte
2013



Agradecimentos

Agradeço primeiramente a Deus pela vida e por todas as bençãos que me concedeu.
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E finalmente aos meus orientadores, Hamilton Prado Bueno e Grey Ercole, pela

paciência, dedicação e principalmente pelos puxões de orelha nas horas merecidas.

A todos o meu muito obrigado!

i



Resumo

Neste trabalho apresentaremos cotas k1 e k2 para o primeiro autovalor λp do p-

Laplaciano em um domı́nio Ω ⊂ RN , com k1 < λp < k2 e N > 1. Em um caso especial,

tais cotas serão explicitamente calculadas e seu comportamento assintótico descrito nos

casos p → 1+ e p → ∞. Isso possibilita a obtenção de resultados relativos à constante

de Cheeger h(Ω) do domı́nio Ω: provamos que limp→1+
1

‖φp‖p−1
∞

= h(Ω) = limp→1+
1

‖φp‖p−1
1

,

em que φp denota a solução do problema∆pφp = w em Ω com condições de fronteira de

Dirichlet.
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Abstract

In this work we present bounds k1, k2 for the first eigenvalue λp of the p-Laplacian

operator in a domain Ω ⊂ RN with Dirichlet boundary conditions, with k1 < λp < k2 and

N > 1. These bounds are explicitely calculated in a special case and their asymptotics

as p → 1+ and p → +∞ is also studied. This allows the obtention of results concerning

the Cheeger constant h(Ω) of the domain Ω: we prove that limp→1+
1

‖φp‖p−1
∞

= h(Ω) =

limp→1+
1

‖φp‖p−1
1

, where φp stands for the solution of the problem ∆pφp = w in Ω with

Dirichlet boundary conditions.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O primeiro objetivo desta dissertação consiste em apresentar cotas para o primeiro

autovalor λp do p-Laplaciano no RN , N > 1. Como se sabe, este primeiro autovalor é

caracterizado variacionalmente (veja [29]), de modo que a obtenção de cotas superiores

resulta dessa própria caracterização variacional. Por outro lado, cotas inferiores não são

simples de serem obtidas.

Obteremos cotas inferiores e superiores para λp utilizando um procedimento unificado,

resultante do estudo do problema não linear
−∆pu = w(x)f(u(x)) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.1)

em que a não linearidade f satisfaz hipóteses adequadas, w é uma função peso e Ω ⊂ RN

é um domı́nio suave (N > 1). Na verdade, examinando as hipóteses (2.13), – que apresen-

taremos posteriormente – percebemos que essas nada mencionam sobre o comportamento

assintótico de f , tanto na origem quanto no infinito. Assim, as hipóteses utilizadas na

solução desse problema (1.1) não são usuais na literatura.

Essas hipóteses são baseadas na existência de duas constantes, k1 e k2 (veja as equações

(2.8) e (2.10)), que podem ser explicitamente calculadas no caso de termos w ≡ 1 no

problema (2.1) e que oferecem as cotas desejadas para λp.

Obtidas essas cotas, passamos a estudar o comportamento assintótico de λp quando

p → 1+ e quando p → ∞. Esse estudo nos leva a recuperar resultados clássicos sobre

esses comportamentos assintóticos.

Mas o procedimento utilizado revela-se prof́ıcuo: além de também conduzir a resulta-

dos já conhecidos sobre a constante de Cheeger, ele é capaz de produzir novos resultados,
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que respondem a suposições antigas sobre o comportamento dessa constante. Por exem-

plo, limp→1+ λp(Ω) = h(Ω). Como se sabe, a constante de Cheeger do domı́nio Ω ⊂ RN ,

é definida por

h(Ω) = inf
D⊂Ω

(
|∂D|
|D|

)
em que D varia no conjunto de todos os subdomı́nios suaves de Ω cujas fronteiras não

tocam ∂Ω. Como é usual, |∂D| e |D| denotam as medidas de Lebesgue de ∂D (em RN−1)

e D (em RN), respectivamente.

Provaremos, no Caṕıtulo 3 desta dissertação, que

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

∞
= h(Ω) = lim

p→1+

1
‖φp‖p−1

1

em que φp é a função de torção de Ω, isto é, a solução de
−∆pφp = 1 em Ω,

φp = 0 em ∂Ω,
(1.2)

e ‖ · ‖1 denota a norma de L1(Ω).

Para isso, faremos uso do prinćıpio da comparação, de técnicas associadas à sime-

trização de Schwarz de um domı́nio e de estimativas baseadas em conjuntos de ńıvel, da

fórmula da co-área e do prinćıpio de Cavalieri (Teorema de Fubini).

Essa dissertação é baseada nos artigos

• H. Bueno, G. Ercole e A. Zumpano, Positive solutions for the p-Laplacian and

bounds for its first eigenvalue, Advanced Nonlinear Studies 9 (2009), no 2, 313-338;

• H. Bueno e G. Ercole, Solutions of the Cheeger problem via torsion functions, J.

Math. Anal. Appl. 388 (2011), 263-279.
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Caṕıtulo 2

Existência de solução positiva

2.1 Considerações iniciais

Neste caṕıtulo provaremos um resultado de existência e localização de soluções posi-

tivas para o seguinte problema de Dirichlet


−∆pu = w(x)f(u(x)) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.1)

Onde o p-Laplaciano ∆p é o operador definido por:

∆pu = div(|∇u|p−2∇u), 1 < p <∞.

Apesar de não ser um operador linear se p 6= 2, o p-Laplaciano tem muitas carac-

teŕısticas semelhantes ao operador Laplaciano (p = 2). Nesta seção resumiremos algumas

destas propriedades para o problema de Dirichlet (2.1) para simplificar a escrita faremos

h(x) = w(x)f(u(x)) 
−∆pu = h(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω
(2.2)

Consideraremos inicialmente o caso em que Ω = BR(x0) e h : [0, R] −→ R é cont́ınua.

O problema de Dirichlet

−∆pu = h(|x− x0|) em BR(x0),

u = 0 em ∂BR(x0)
(2.3)

3



tem solução única radial u, dada por

u(|x− x0|) =
∫ R

|x−x0|

(∫ θ

0

(
s

θ

)n−1
h(s)ds

) 1
p−1

dθ. (2.4)

(Ver Apêndice A)

Essa solução é quase clássica, no sentido que |∇u|p−2∇u é diferenciável. Temos que

u ∈ C2 (BR(x0) \ {x0}) e, se r = |x − x0|, calculando explicitamente u′(r)|r=0 por meio

do quociente de Newton, verificamos que u ∈ C1,β para p > 2 com β = 1
p−1 . No caso em

que 1 < p ≤ 2, podemos mostrar que u ∈ C2.

Definição 2.1. Uma função u ∈ W 1,p é uma solução fraca do problema de Dirichlet (2.1)

se: ∫
Ω
|∇u|p−2∇u · ∇φ dx =

∫
Ω
wφ dx, para toda φ ∈ W 1,p

0 (Ω). (2.5)

Lema 2.2. Para cada w ∈ L∞(Ω) existe uma única solução fraca u ∈ W 1,p
0 (Ω) de (2.1),

a qual também pertence a C1,β para algum 0 < β < 1.

Além disso, o operador (−∆p)−1 : C(Ω) −→ C(Ω) que associa a cada h ∈ C(Ω) ⊂ L∞

a única solução u = (−∆p)−1(h) ∈ W 1,p
0 ∪ C1,β ⊂ C(Ω) de (2.2) é cont́ınuo e compacto.

Demonstração. A prova deste resultado pode ser feita seguindo o roteiro proposto em

Azizieh e Clément [4, Lema 1.1, p. 217]. A partir da teoria das equações eĺıpticas (veja

[14, 23]), obtemos que o operador inverso (−∆p)−1 : W−1,p → W 1,p
0 está bem definido ,

sendo W−1,p o dual de W 1,p
0 . Portanto, este fato também é verdadeiro se restringirmos

esse operador ao espaço L∞(Ω). A regularidade de C1,β segue dos resultados em DiBene-

detto [10] e Tolksdorf [31] (para estimativas interiores) e Lieberman [22] (para estimativas

de fronteira); veja também [25, Lema 2]. A continuidade e compacidade do operador

(−∆p)−1 são consequências das estimativas feitas por Lieberman [22] e Tolksdorf [31],

juntamente com as estimativas L∞ de Anane [2].

Uma outra caracteŕıstica do p-Laplaciano é sua monotonicidade, o que proporciona um

prinćıpio de comparação útil. Utilizaremos uma versão simples deste prinćıpio. Versões

mais gerais são encontradas em [8, 9, 11, 25].

Lema 2.3. Para i ∈ {1, 2} e hi ∈ C(Ω), sejam ui ∈ C1,β(Ω) soluções fracas dos problemas

−∆pui = hi em Ω. Se h1 ≤ h2 em Ω e u1 ≤ u2 em ∂Ω, então u1 ≤ u2 em Ω.

4



Demonstração. Consideraremos (u1 − u2)+ = max
{
u1 − u2, 0

}
≥ 0. Então (u1 − u2)+ ∈

W 1,p(Ω) e (u1 − u2)+ = 0 em ∂Ω tal que u1 ≤ u2 em ∂Ω. Portanto (u1 − u2)+ ∈ W 1,p
0 .

Temos também que:

∇(u1 − u2)+ =


∇(u1 − u2) se u1 > u2,

0 se u1 ≤ u2.

Dessa maneira, tomando φ = (u1−u2) em 2.5 uma vez que h1−h2 > 0 em Ω, obtemos

0 ≥
∫

Ω
(h1 − h2)(u1 − u2)+dx

=
∫

Ω
(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2)∇(u1 − u2)dx,

ou seja,

0 ≥
∫
u1>u2

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2)(∇u1 −∇u2)dx.

Agora, seja a função cont́ınua H : RN × RN −→ R definida por:

H(x, y) =


(|y|p−2y − |x|p−2x)(y − x), se x 6= y|x|+ |y| > 0,

0, se x = y.

Observe que H(x, y) ≥ 0, para todo (x, y) ∈ RN × RN e H(x, y) > 0 se x 6= y.

Portanto,

0 ≤
∫
u1>u2

H(∇u2,∇u1)dx ≤ 0

Conclui-se então que o conjunto

Ω0 = {x ∈ Ω : u1(x) > u2(x)}

é vazio ou ∇u2 = ∇u1 em Ω0. E a última condição não pode ocorrer pelas condições dada

no bordo do conjunto.

2.2 As constantes k1 e k2

Primeiramente vamos definir duas constantes que serão muito úteis em nosso trabalho.

Sejam Ω um conjunto aberto e limitado de RN (N > 1) e w : Ω̄→ [0,+∞) uma função

cont́ınua com zeros isolados, isto é: se w(x1) = 0, então existe ε > 0 tal que w(x) > 0 se

0 < |x− x1| < ε. Chamaremos uma tal função de peso.
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Seja x0 um ponto qualquer de Ω. Tome R > 0 de modo que a bola centrada em x0 e

de raio R, representada por BR(x0), esteja contida em Ω. Definimos a simetrização radial

ω de w por

ω(s) =


min{w(y) : |y − x0| = s} se 0 < s ≤ R

w(x0) se s = 0.
(2.6)

Dessa maneira, a função ω é cont́ınua (pois w é cont́ınua) e satisfaz ω(|x − x0|) ≤ w(x)

para todo x ∈ BR(x0).

Agora definimos o núcleo cont́ınuo K : [0, R]× (0, R]→ (0,∞) por

K(s, θ) =
(
s

θ

)n−1
ω(s) (2.7)

e a função não negativa

r ∈ [0, R]→
∫ R

r

(∫ r

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ =
(∫ R

r
θ

1−n
p−1 dθ

)(∫ r

0
sn−1ω(s)ds

) 1
p−1

.

Essa função se anula em r = 0 e r = R. Como essa função é cont́ınua, atinge um valor

máximo em algum ρ ∈ (0, R). Assim,
∫ R

ρ

(∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ = max
0≤r≤R

∫ R

r

(∫ r

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ > 0.

Agora estamos em condições de definir a constante que denotaremos por k2(x0, R) e

será fundamental em nosso trabalho:

k2(x0, R) =
[∫ R

ρ

(∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]1−p

. (2.8)

A constante k1(Ω) será definida a partir da única solução φ ∈ C1,β(Ω) do problema
−∆pφ = w em Ω

φ = 0 em ∂Ω.
(2.9)

A regularidade de φ é garantida pelo Lema 2.2. Como consequência do Lema 2.3,

temos φ ≥ 0. Como φ = 0 não pode ser solução de (2.9), temos que φ > 0 para algum

x ∈ Ω. A função φ é chamada função de torção associada ao peso w.

Dessa forma a constante k1(Ω) é definida por:

k1(Ω) := |φ‖1−p
∞ (2.10)

em que ‖ · ‖∞ denota a norma do sup em Ω.
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Teorema 2.4. Sejam Ω um domı́nio suave no RN (N > 1), BR(x0) ⊂ Ω e k1(Ω) e

k2(x0, R) as constantes definidas, respectivamente, por (2.10) e (2.8). Então vale

k1(Ω) < k2(x0, R).

Demonstração. Para x ∈ BR(x0) definimos

φR(x) :=
∫ R

|x−x0|

(∫ θ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ.

Observe que φR(x) ≤ φR(x0) para todo x ∈ BR(x0), de modo que ‖φR‖∞ = φR(x0).

Além disso, de acordo com (2.4), φR satisfaz

−∆pφR(x) = ω(|x− x0|) para todo x ∈ BR(x0)

e

φR = 0 em ∂BR(x0).

De acordo com (2.6), temos ω ≤ w em BR(x0) e φR = 0 ≤ φ em ∂BR(x0). Decorre

então do Lema 2.3 que φR ≤ φ em BR(x0). Por isso temos

k1(Ω)−1 = ‖φ‖p−1
∞ ≥ ‖φR‖p−1

∞ =
∫ R

0

(∫ θ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

p−1

>

(∫ R

ρ

(∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

)p−1

= k2(x0, R)−1.

Logo, conclúımos que 1
k1(Ω) >

1
k2(x0, R) , como queŕıamos.

2.3 Existência

Agora vamos definir duas funções cont́ınuas ΨR(x) e ΦM(x) de modo a deixar o sub-

conjunto F ⊂ C(Ω) definido por

F = [ΨR,ΦM ] =
{
v ∈ C(Ω) : ΨR ≤ v ≤ ΦM

}
(2.11)

invariante por um operador compacto A que definiremos posteriormente.

Assim fixamos δ > 0 e definimos a função cont́ınua ΨR : Ω −→ R por:

ΨR(x) =



δ, se 0 ≤ |x− x0| ≤ ρ,

δ
∫ R

|x−x0|

(
k2

∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ, se ρ ≤ |x− x0| ≤ R,

0, se |x− x0| ≥ R.

(2.12)
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Observe que 0 ≤ ΨR ≤ δ em BR(x0). De fato, se ρ ≤ |x− x0| ≤ R, temos:
∫ R

|x−x0|

(
k2

∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ ≤
∫ R

ρ

(
k2

∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ = 1.

Também definimos

ΦM(x) = Mk
1
p−1
1 φ(x), x ∈ Ω. (2.13)

Claramente temos ‖ΦM‖∞ ≤M , em que ‖ · ‖∞ denota a norma do sup em Ω.

Teorema 2.5. Seja f uma função satisfazendo
0 ≤ f(u) ≤ k1M

p−1 se 0 ≤ u ≤M,

k2δ
p−1 ≤ f(u) se δ ≤ u ≤M,

(2.14)

em que 0 < δ < M e k1 e k2 são as constantes definidas respectivamente em (2.10) e

(2.8). Então o problema (2.1) possui uma solução u tal que

ΨR ≤ u ≤ ΦM em Ω (2.15)

e, consequentemente,

δ ≤ ‖u‖∞ ≤M. (2.16)

A demonstração do resultado será obtida por meio da aplicação do Teorema do Ponto

Fixo de Schauder. Relembramos:

Teorema 2.6. Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Sejam Ω um espaço de Banach e F ⊂ Ω um conjunto não vazio, fechado, limitado e

convexo. Se A : F → F for uma aplicação compacta, então A possui um ponto fixo.

Demonstração. Assim, definimos o subconjunto limitado, fechado e convexo F ⊂ C(Ω)

por:

F = [ΨR,ΦM ] =
{
v ∈ C(Ω) : ΨR ≤ v ≤ ΦM

}
(2.17)

em que ΨR ∈ C(Ω) foi definida em (2.12) e ΦM foi definida em (2.13).

Para cada v ∈ C(Ω), seja u solução do problema de Dirichlet
−∆pu = w(x)f(v(x)) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(2.18)

A correspondência v → u define um operador A.
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Pelo Lema (2.2) , este operador está bem definido, pois a solução do problema (2.18)

é única. Além disso, o mesmo resultado garante que A : C(Ω) → C1,β(Ω) é cont́ınuo e

compacto na norma do sup em C(Ω) .

Assim, precisamos apenas mostrar que A(F ) ⊂ F . As desigualdades (2.15) e (2.16)

são consequências imediatas desse resultado.

Como ∆p(αu) = αp−1u temos −∆pΦM = Mp−1k1w e 0 ≤ v ≤ ΦM , nossa hipótese

sobre a função f garante que

−∆pu = wf(v) ≤Mp−1k1w = −∆pΦM em Ω,

u = ΦM = 0 em ∂Ω.

Decorre então do Lema 2.3 (isto é, do Prinćıpio da Comparação) que u ≤ ΦM em Ω.

Para provar que u ≥ ΨR em Ω, notamos inicialmente que o Lema 2.3 implica que

A(v) > 0 para todo v ∈ C(Ω). Assim, de acordo com (2.12), basta mostrar que u(x) ≥ δ

para todo x ∈ BR(x0).

Para isto, consideramos a simetrização radial de f(v(y)):

ν(r) =


min{f(v(y)) : |y − x0| ≤ r} se 0 < r ≤ R,

f(v(x0)) se r = 0.

Temos que ν é cont́ınua e ν(|x− x0|) ≤ f(v(x)) para todo x ∈ BR(x0).

Seja ω a função definida em (2.6). Então a solução de
−∆pz = ων em BR(x0),

z = 0 em ∂BR(x0)

é a função (veja a equação (2.4))

z(|x− x0|) =
∫ R

|x−x0|

(∫ θ

0
K(s, θ)ν(s) ds

) 1
p−1

dθ,
(
x ∈ BR(x0)

)
, (2.19)

que é não negativa em BR(x0). A aplicação do Lema 2.3 mostra que z ≤ u em BR(x0),

pois 
−∆pz = ων ≤ wν ≤ wf(v) = −∆pu em BR(x0)

0 = z ≤ u em ∂BR(x0).

Assim, de acordo com (2.12), para provarmos que u ≥ ΨR em Ω, basta provarmos que

z ≥ δ em BR(x0).
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Vamos mostrar inicialmente que δ ≤ u(x) para todo x ∈ Bρ(x0). De fato, temos

z(|x− x0|) ≥
∫ R

ρ

(∫ θ

0
K(s, θ)ν(s) ds

) 1
p−1

dθ ≥
∫ R

ρ

(∫ ρ

0
K(s, θ)ν(s)

) 1
p−1

dθ. (2.20)

Mas, se 0 ≤ s ≤ ρ, decorre da definição de ν que existe y ∈ Bs(x0) ⊂ Bρ(x0) tal que

ν(s) = f(v(y)). Além disso, uma vez que v ∈ F , temos que v(y) ≥ ΨR(y) = δ em Bρ(x0).

Nossas hipóteses sobre f implicam então que f(v(y)) ≥ k2δ
p−1. Assim, ν(s) ≥ k2δ

p−1

para todo 0 ≤ s ≤ ρ. Combinando esses resultados com (2.20), conclúımos que, para

todo x ∈ Bρ(x0) vale

z(|x− x0|) ≥
∫ R

ρ

(
k2δ

p−1
∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ = δ = ΨR(x),

em que a primeira igualdade é consequência da definição de k2. Com isto finalizamos a

prova de que u(x) ≥ δ = ΨR(x) para todo x ∈ Bρ(x0).

Agora, se ρ ≤ |x− x0| ≤ R, temos

u(x) ≥ z(|x− x0|) =
∫ R

|x−x0|

(∫ θ

0
K(s, θ)ν(s) ds

) 1
p−1

dθ

≥
∫ R

|x−x0|

(∫ ρ

0
K(s, θ)ν(s) ds

) 1
p−1

dθ ≥ ΨR(x).

A última desigualdade é consequência do fato de termos s ∈ [0, ρ], o que garante, como

antes, que ν(s) ≥ k2δ
p−1.

Logo, temos que u(x) ≥ ΨR(x) para todo x ∈ BR(x0), como queŕıamos. Dessa ma-

neira, provamos que A(F ) ⊂ F e como A é compacto a existência do ponto fixo do

operador A decorre do Teorema do Ponto Fixo de Schauder. A prova está completa.

Observação 2.7. Geometricamente, as hipóteses feitas sobre a função f em (2.14) cor-

respondem à exigência de que seu gráfico passe pelo “túnel” Γ dado por:

Γ =
{

(u, v) : k2δ
p−1 ≤ v ≤ k1M

p−1, δ ≤ u ≤M
}
,

e permaneça abaixo da reta v ≡ k1M
p−1, para 0 ≤ v ≤M .

Figura 2.1: As figuras representam os casos p < 2, p = 2 e p > 2, respectivamente.
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Para a construção de um túnel como Γ fixamos M > 0 arbitrário e determinamos

a imagem de M pela função k1u
p−1. Dessa forma, obtemos a parte superior do túnel.

Para a parte inferior, determinamos a imagem de δ∗ :=
(
k1
k2

) 1
p−1 M pela função k2u

p−1 e

tomamos δ < δ∗.
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Caṕıtulo 3

Cotas para o primeiro autovalor do

p-Laplaciano

3.1 Introdução

Vamos denotar por λp = λp(Ω, w) o primeiro autovalor do p-Laplaciano para o pro-

blema de Dirichlet com domı́nio Ω ⊂ RN (N > 1) e peso w, isto é,
−∆pup = λpw|up|p−2up em Ω,

up = 0 em ∂Ω,

em que up ∈ W 1,p
0 (Ω) é chamada autofunção associada ao autovalor λp. As propriedades

de existência, simplicidade e isolamento de λp estão provadas em [2, 3]. O primeiro

autovalor do p-Laplaciano é caracterizado variacionalmente por (veja [29])

λp = λp(Ω, w) = min
{∫

Ω
|∇u|pdx : u ∈ W 1,p

0 (Ω),
∫

Ω
w|u|pdx = 1

}
.

Podemos tomar a autofunção up como positiva e normalizada, isto é, de modo que∫
Ωw|up|pdx = 1.

3.2 Generalizando k2

Nesta seção vamos estudar a variação de k2 com o ponto x0 ∈ Ω e raio R tal que

BR(x0) ⊂ Ω. Conforme definido em (2.8), temos

k2(x0, R) :=
[∫ R

ρ

(∫ ρ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]1−p

=
[

max
0≤r≤R

∫ R

r

(∫ r

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]1−p

.
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Se fixarmos x0 ∈ Ω e BR(x0) ⊂ Ω, de acordo com o Teorema 2.4 temos k1(Ω) <

k2(BR(x0)) para todo BR(x0) ∈ Ω. Portanto,

k1(Ω) ≤ Λ := inf {k2(x0, R)) : B(x0, R) ⊂ Ω} .

No caso especial em que w = ω = 1, a constante Λ pode ser obtida explicitamente:

k2(x0, R) =
[

max
0≤r≤R

(∫ R

r
θ

1−N
p−1 dθ

)(∫ r

0
sN−1ds

) 1
p−1
]1−p

. (3.1)

Cálculos simples nos mostram que
(∫ r

0
sN−1ds

) 1
p−1

= r
N
p−1

N
1
p−1

. (3.2)

No caso especial em que N = p, temos∫ R

r
θ

1−N
p−1 dθ =

∫ R

r
θ−1dθ = lnR− ln r

e, portanto, nesse caso,

k2(x0, R) =
 max

0≤r≤R

r
p
p−1

p
1
p−1

[lnR− ln r]
1−p

.

Definindo a função

f(r) = r
p
p−1

p
1
p−1

[lnR− ln r] ,

verificamos que limr→0+ f(r) = f(R) = 0 e, além disso,

f ′(r) = 1
p− 1p

p−2
p−1 r

1
p−1 [lnR− ln r]− r

1
p−1p

−1
p−1 ,

ou seja,

f ′(r) = r
1
p−1

(
1

p− 1p
p−2
p−1 [lnR− ln r]− p

−1
p−1

)
.

Igualando f ′(r) a zero
1

p− 1p
p−2
p−1 [lnR− ln r] = p−

1
p−1

p

p− 1[lnR− ln r] = 1

ln r = lnR− p− 1
p

Conclúımos então que o máximo de f é dado por f(e
1−p
p R).

Sendo assim, se N = p, temos

k2(x0, R) = 1
Rp

pp

(p− 1)p−1 e
p−1.
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Agora consideremos o caso N 6= p. Temos

∫ R

r
θ

1−N
p−1 dθ = p− 1

p−N

(
R

p−N
p−1 − r

p−N
p−1

)
,

de modo que

k2(x0, R) =
 max

0≤r≤R

r
N
p−1

N
1
p−1

p− 1
p−N

(
R

p−N
p−1 − r

p−N
p−1

)1−p

.

Definindo

g(r) = r
N
p−1

(
R

p−N
p−1 − r

p−N
p−1

)
,

verificamos que

g′(r) = N

p− 1r
N−p+1
p−1 R

p−N
p−1 − p

p− 1r
1
p−1 = 1

p− 1r
1
p−1

[
Nr

N−p
p−1 R

p−N
p−1 − p

]
,

o que nos permite concluir que o máximo de g é atingido em r =
(
p
N

) p−1
N−p R. Observe que,

se 0 < p < N , então
(
p
N

)
< 1 e p−1

N−p > 0. Por outro lado, se 0 < N < p, então p−1
N−p < 0.

Em ambos os casos temos
(
p
N

) p−1
N−p R < R.

Portanto,

k2(x0, R) =


(
p
N

) p−1
N−p

N
p−1 R

N
p−1

N
1
p−1

p− 1
p−N

R p−N
p−1 −

(
p

N

) p−1
N−p

p−N
p−1

R
p−N
p−1




1−p

.

Simplificando, obtemos

k2(x0, R) = 1
Rp

Np

(p− 1)p−1

(
p

N

) p(p−1)
p−N

.

Sintetizando nossos resultados, temos que

k2(x0, R) = CN,p
Rp

,

em que

CN,p =


pp

(p−1)p−1 e
p−1 se N = p,

Np

(p−1)p−1 ( p
N

)
p(p−1)
p−N se N 6= p

(3.3)

Decorre dáı que

Λ = CN,p
Rp
∗
, (3.4)

em que R∗ = sup {R;BR(x0) ⊂ Ω, x0 ∈ Ω}.
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3.3 Localização para λp

Neste seção mostraremos uma estimativa para λp(Ω, w) em termos das constantes k1

e k2. Notamos que sua caracterização variacional nos permite encontrar cotas superiores

para λp(Ω, w). A obtenção de cotas inferiores, em geral, não é simples.

Para salientar sua dependência do peso w, passamos a denotar k1(Ω) por k1(Ω, w).

Vamos demonstrar que, para toda bola BR(x0) ⊂ Ω, temos

k1(Ω, w) < λp(Ω, w) < k2(x0, R), (3.5)

o que nos fornece uma forma simples de localizar o primeiro autovalor λp(Ω, w) do p-

Laplaciano. Para isso, vamos utilizar um lema de existência de solução para o problema

não homogêneo, que é uma versão mais fraca do Teorema 2.4 em [1].

Lema 3.1. Seja Ω ⊂ RN uma região suave limitada e sejam w, h ∈ C(Ω) funções não

negativas. Então, o problema não homogêneo
−∆pu = λpw|u|p−2u+ h em Ω,

u ≥ 0 em ∂Ω
(3.6)

tem uma solução u se, e somente se, h = 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω.

Observação 3.2. Se u = 0 em ∂Ω, o Lema 3.1 é também válido para h ≤ 0 e w ≥ 0,

com a mesma conclusão. Para isto, é suficiente multiplicar (3.6) por -1 e aplicar o Lema

para −u.

Passamos à demonstração de (3.5). Suponhamos que k1(Ω, w) ≥ λp. Decorre da

definição de k1, dada em (2.10), que

−∆pφ = w = w(λpφp−1 + 1− λpφp−1) = λpφ
p−1w + h,

em que h = (1− λpφp−1)w.

Logo teŕıamos

λpφ
p−1 ≤ k1φ

p−1 =
(

φ

‖φ‖∞

)p−1

≤ 1,

conclúımos que h ≥ 0. Uma vez que o Lema 3.1 garante que h = 0 em quase todo

ponto de Ω, temos que concluir que φ é constante, o que é um absurdo, pois implicaria

−∆pφ = w = 0. Assim, a primeira desigualdade está provada. (No próximo caṕıtulo

veremos que a função de torção φ produz também cotas superiores para λp(Ω, 1).)
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Utilizando a Observação 3.2 podemos provar a segunda desigualdade em (3.5). Para

isto, definimos δ∗:

0 < δ∗ :=
(
k1

k2

) 1
p−1

< 1.

Para ε positivo e suficientemente pequeno, defina δ = δ∗ − ε. Consideramos então a

função

g(u) =


0, se 0 ≤ u ≤ δ − ε
k2δ

p−1

ε
(u− δ + ε), se δ − ε ≤ u ≤ δ

k2δ
p−1, se δ ≤ u.

Figura 3.1: A figura representam o gráfico de g(u).

A função g(u) é cont́ınua e satisfaz as hipóteses (2.14) do Teorema 2.5 para δ e M = 1

e, ainda g(u) ≤ k2u
p−1 para todo u ≥ 0 . Então, decorre daquele teorema a existência de

ũ ∈ C1,β(Ω) satisfazendo ũ > 0 em Ω, δ ≤ ‖ũ‖∞ ≤ 1 e
−∆pũ = wg(ũ) em Ω,

ũ = 0 em ∂Ω.
(3.7)

Tomando h(x) = w(x) [g(ũ(x))− λpũ(x)p−1], notamos que ũ satisfaz
−∆pũ = λpwũ

p−1 + h(x) em Ω,

ũ = 0 em ∂Ω.

Se fosse k2 ≤ λp, como g(ũ) ≤ k2ũ
p−1 ≤ λpũ

p−1, teŕıamos h(x) ≤ 0. De acordo com

a Observação 3.2, concluiŕıamos que h ≡ 0. Mas então ũ seria uma autofunção associada

ao primeiro autovalor do p-Laplaciano. Como ũ é nula na fronteira de Ω, a definição de

g implicaria que ũ deveria ser identicamente nula em uma vizinhança da fronteira pois

g(ũ) = λpũ
p−1 e g(ũ) = 0 se 0 < ũ ≤ δ − ε. Mas isso é uma contradição, pois sabemos

que a primeira autofunção tem sinal definido, apenas se anulando em ∂Ω.

Provamos assim que λp é um limite inferior para o conjunto

{k2(x0, R) : BR(x0) ⊂ Ω}.
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Portanto, no caso em que w = ω = 1, podemos concluir que

λp(Ω, 1) ≤ KN,p

Rp
∗

em que KN,p e R∗ foram definidos em (3.3) e (3.4), respectivamente.

3.4 Comportamento Assintótico de λp

3.4.1 Comportamento de λp quando p→∞

Agora vamos dirigir nossa atenção para o comportamento assintótico de λp quando

p→∞.

Para salientar a dependência da função de torção φ com p, vamos passar a denotá-la

por φp e considerá-la inicialmente no caso em que Ω = BR (sendo BR a bola de raio R

centrada na origem). O domı́nio radial permite uma descrição expĺıcita de φp:

φp(x) =
∫ R

|x|

(∫ θ

0

(
s

θ

)n−1
ω(s)ds

) 1
p−1

dθ (3.8)

Observe que, no caso especial em que w = ω = 1, temos∫ θ

0

sN−1

θN−1ds = θ

N

e ∫ R

|x|

θ
1
p−1

N
1
p−1

dθ = p− 1
pN

1
p−1

[
R

p
p−1 − |x|

p
p−1
]
. (3.9)

Decorre imediatamente que

‖φp‖∞ = p− 1
pN

1
p−1

R
p
p−1 .

A definição de k1 nos dá

k1(BR, 1) =
(

p

p− 1

)p−1
N

Rp
, (3.10)

de modo que a desigualdade (3.5) é escrita como(
p

p− 1

)p−1
N

Rp
≤ λp(BR, 1) ≤ KN,p

Rp
, (3.11)

em que KN,p é dado por (3.3). Elevando a 1/p e passando ao limite, obtemos

lim
p→∞

(
KN,p

Rp

) 1
p

= N

R
lim
p→∞

1
(p− 1)

p−1
p

(
p

N

) p−1
p−N

= 1
R

lim
p→∞

1
(p− 1)

p−1
p

p
p−1
p−N = 1

R
(3.12)
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e

lim
p→∞

( p

p− 1

)p−1 (
N

Rp

) 1
p

= 1
R
.

Conclúımos que

lim
p→∞

[λp(BR, 1)]
1
p = 1

R
. (3.13)

Consideremos agora o caso do domı́nio limitado Ω ⊂ RN . De acordo com [18], temos

lim
p→∞

φp(x) = dist(x, ∂Ω) uniformemente em Ω,

em que dist(x, ∂Ω) denota a função distância de x até ∂Ω. Além disso, denotando por

BR∗(x0) a maior bola contida em Ω, temos

lim
p→∞

[k1(Ω)]
1
p = lim

p→∞
‖φp‖

1−p
p
∞ = |dist(x, ∂Ω)|−1

∞ = 1
R∗
. (3.14)

Decorre então de (3.13), (3.14) e (3.5) que

lim
p→∞

[λp(Ω)]
1
p = 1

R∗
.

3.4.2 Comportamento de λp quando p→ 1+

Agora vamos demonstrar que

lim
p→1+

λp(BR, 1) = N

R
.

Para isto, utilizamos novamente a desigualdade (3.11), passando ao limite. Obtemos

lim
p→1+

KN,p

Rp
= lim

p→1+

Np

(p− 1)p
(
p

N

) p(p−1)
p−N 1

Rp
= N

R

e

lim
p→1+

(
1 + 1

p− 1

)p−1
N

Rp
= N

R
,

de onde decorre imediatamente o afirmado.

Observe que
|∂BR|
|BR|

= NRN−1ωN
RNωN

= N

R

em que ωN denota o volume da bola de raio 1 e centro na origem em RN , |∂BR| e |BR|

denotam as medidas de Lebesgue de ∂BR (em RN−1) e BR (em RN), respectivamente.

O ı́nfimo do quociente |∂BS|
|BS|

para S ≤ R é a constante de Cheeger de BR, que será

tratada mais detalhadamente no próximo caṕıtulo. Procuraremos verificar se é posśıvel

obter a constante de Cheeger para um domı́nio Ω ⊂ RN utilizando, como fizemos no caso

da bola BR, a função de torção.
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Caṕıtulo 4

A constante de Cheeger via função

de torção

4.1 Introdução

A constante de Cheeger h(Ω) de um domı́nio limitado Ω ⊂ RN , N > 1 é definida por

h(Ω) = inf
D⊂Ω

(
|∂D|
|D|

)

em que os quocientes |∂D||D| são avaliados entre todos os subdomı́nios D de Ω tais que

∂D ∩ ∂Ω = ∅. Os números reais positivos |∂D| e |D| são, respectivamente, o peŕımetro

e o volume de D (medidas no sentido de Lebesgue). Subdomı́nios que minimizam o

quociente |∂D||D| são denominados conjuntos de Cheeger e são importantes na modelagem

de desmoronamentos (veja [30, 26]) ou fraturas mecânicas (veja [19]). A constante de

Cheeger, além de exercer um papel de parâmetro cŕıtico nos modelos acima mencionados,

tem aplicação especial como uma cota inferior para o primeiro autovalor λp(Ω) do operador

p-Laplaciano ∆pu, p > 1, com condições homogêneas de Dirichlet (veja [15, 24]). Isto é,

h(Ω) ≤ λp(Ω)

Neste caṕıtulo vamos dar uma caracterização variacional de h(Ω) utilizando a função de

torção de Ω ⊂ RN (N > 1), isto é, a solução de
−∆φp = 1 em Ω,

φp = 0 em ∂Ω,
(4.1)

e ‖ · ‖1 denota a norma de L1(Ω).
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4.2 Simetrização de Schwarz

Seja A ⊂ Rn um conjunto Lebesgue-mensurável qualquer. Denotaremos por A∗ a bola

de centro na origem que possui a mesma medida de Lebesgue de A.

Seja u : Ω→ R uma função cont́ınua não negativa no domı́nio Ω ⊂ RN . A simetrização

de Schwarz u∗ de u é a função definida em Ω∗ que satisfaz (veja [17])

{x ∈ Ω : u(x) > t} = {x ∈ Ω∗ : u∗(x) > t}

para todo t > 0.

Seja R o raio da bola Ω∗. A função u∗ é radialmente simétrica e decrescente em Ω∗,

isto é, u∗(x) = u∗(r) em que r = |x| ≤ R e u∗(r2) ≤ u∗(r1), se 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ R. Além

disso, ‖u∗‖∞ = ‖u‖∞.

Assumiremos os seguintes resultados e propriedades (veja [17])

Proposição 4.1. Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω), com 1 ≤ p <∞. Então u∗ ∈ W 1,p

0 (Ω∗),
∫

Ω∗
|∇u∗|pdx ≤

∫
Ω
|∇u|pdx (4.2)

e ∫
Ω∗
|u∗|pdx =

∫
Ω
|u|pdx. (4.3)

Proposição 4.2 (Prinćıpio de Comparação de Talenti).

Seja Ω um domı́nio suave limitado em RN , com N > 1. Se u e U denotam, respecti-

vamente, as soluções dos problemas de Dirichlet
−∆pu = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω
e


−∆pU = f ∗ em Ω∗,

U = 0 em ∂Ω∗,

em que f ∗ é a simetrização de Schwarz de f , então a simetrização de Schwarz u∗ de u é

limitada superiormente por U , isto é,

u∗ ≤ U em Ω∗.

Corolário 4.3. Sejam φp e Φp as funções de torção dos domı́nios Ω e Ω∗, respectivamente.

Então vale

‖φp‖∞ ≤ ‖Φp‖∞.
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Demonstração. Considere os problemas −∆pu = 1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω
e

 −∆pU = 1 em Ω∗,

U = 0 em ∂Ω∗.

A solução do primeiro problema é a função de torção em Ω, enquanto a solução do

segundo problema é a função de torção em Ω∗. Pelo Prinćıpio de Comparação de Talenti

temos

φ∗p ≤ Φp em Ω∗.

Uma vez que a simetrização de Schwarz preserva norma, temos ‖φp‖∞ = ‖φ∗p‖∞.

Assim, conclúımos que

‖φp‖∞ ≤ ‖Φp‖∞.

Proposição 4.4. Seja u∗ a simetrização de Schwarz de u > 0 e α > 0 uma constante.

Então

(u∗)α = (uα)∗ (4.4)

4.3 Caracterização da constante de Cheeger

A constante de Cheeger , apesar ser de dif́ıcil obtenção, é conhecida para muitos

domı́nios. Por exemplo, vimos na seção 3.5 desta dissertação que a constante de Cheeger

de uma bola N-dimensional BR de raio R é atingida pelo quociente formado pela própria

bola. Assim

h(BR) = N

R

Para outros valores da constante de Cheeger, veja [16]. Também em [16] os autores provam

a seguinte caracterização para a constante de Cheeger de Ω

h(Ω) = lim
p→1+

λp(Ω).

Entretanto, esta caracterização tem alcance restrito do ponto de vista da praticidade

de obtenção de h(Ω), uma vez que, λp(Ω) não é conhecido nem mesmo para regiões simples

como quadrado ou uma bola. Sua obtenção é, em geral, mais dif́ıcil do que a da própria

constante h(Ω). Por outro lado, no sentido inverso esta caracterização pode ser útil, isto
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é, ela pode servir para estimar λp(Ω) quando p está perto de 1.

Nesta seção provaremos que

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

∞
= h(Ω) = lim

p→1+

1
‖φp‖p−1

1
(4.5)

em que φp é a função de torção de Ω ⊂ RN (N > 1), isto é, a solução de

−∆φp = 1 em Ω,

φp = 0 em ∂Ω,
(4.6)

e ‖ · ‖1 denota a norma de L1(Ω). A vantagem da caracterização da constante de Cheeger

em (4.5) é que a determinação de φp é mais fácil do que λp(ω). Por exemplo, para a bola

BR a função de torção é dada explicitamente pela expressão

φp(r) = p− 1
p

N−
1
p−1 (R

p
p−1 − r

p
p−1 ), r = |x| ≤ R. (4.7)

Decorre de (4.1) que
∫

Ω
|∇φp|p−2∇φp · ∇vdx =

∫
Ω
vdx, para todo v ∈ W 1,p

0 (Ω). (4.8)

Logo, tomando v = φp, ∫
Ω
|∇φp|pdx =

∫
Ω
φpdx. (4.9)

Sabemos que (veja Apêndice B) φp minimiza estritamente o funcional convexo de ação

Jp : W 1,p
0 (Ω) −→ R

dado por

Jp(u) = 1
p

∫
Ω
|∇u|pdx−

∫
Ω
|u|dx (4.10)

Lema 4.5. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave. Se ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) for não negativa

em Ω e tal que
∫

Ω |∇ϕ|dx > 0, então

lim inf
p→1+

‖φp‖p−1
1 ≥

∫
Ω ϕdx∫

Ω |∇ϕ|dx
. (4.11)

Demonstração. Multiplicando (4.9) por 1/p e depois subtraindo
∫

Ω φpdx, decorre de (4.10)

que

−
(
p− 1
p

)∫
Ω
φpdx = Jp(φp)

22



Uma vez que φp é um mı́nimo do funcional Jp em W 1,p
0 , para todo u ∈ W 1,p

0 (Ω) vale

−
(
p− 1
p

)∫
Ω
φpdx ≤

1
p

∫
Ω
|∇u|pdx−

∫
Ω
|u|dx,

ou seja,

‖φp‖1 ≥
1

p− 1

(
p
∫

Ω
|u|dx−

∫
Ω
|∇u|pdx

)
para todo u ∈ W 1,p

0 (Ω). (4.12)

Agora seja ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) não negativa em Ω tal que

∫
Ω |∇ϕ|dx > 0. Fixado 0 < ε < 1,

seja cp uma constante positiva tal que

p
∫

Ω
ϕdx− cp−1

p

∫
Ω
|∇ϕ|pdx = ε

∫
Ω
ϕdx,

isto é,

cp−1
p = (p− ε)

∫
Ω ϕdx∫

Ω |∇ϕ|pdx
.

Tomando u = cpϕ em (4.12), obtemos

‖φp‖1 ≥
cp

p− 1

(
p
∫

Ω
ϕdx− cp−1

p

∫
Ω
|∇ϕ|pdx

)
= εcp
p− 1

∫
Ω
ϕdx.

Portanto,

lim inf
p→1+

‖φp‖p−1
1 ≥ lim

p→1+
cp−1
p

(
1

p− 1

)p−1 (
ε
∫

Ω
ϕdx

)p−1

= lim
p→1+

cp−1
p = (1− ε)

∫
Ω ϕdx∫

Ω |∇ϕ|dx

Fazendo ε→ 0, obtemos (4.11).

Teorema 4.6. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio suave e limitado e φp sua função de torção.

Então,

h(Ω) ≤
(
|Ω|
‖φp‖1

) p−1
p

(4.13)

e

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
= h(Ω). (4.14)

Demonstração. A estimativa (4.13) é consequência do Prinćıpio de Cavalieri e da fórmula

de coárea aplicada à função de torção φp. De fato, uma vez que φp ∈ C1,β(Ω), e

At = {x ∈ Ω : φp(x) > t} .

temos ∫
Ω
φpdx =

∫ ‖φp‖∞
0

|At|dt
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Observem que na última igualdade At representa uma seção transversal de φp. Desse

modo a integral
∫

Ω φpdx pode ser calculada somando as áreas da seção transversal de 0

até o máximo de φp, isto é, ||φp||∞.

Da fórmula de coárea temos ∫
Ω
|∇φp|dx =

∫ ‖φp‖∞
0

|∂At|dt,

Uma vez que h(Ω) ≤ |∂At|
|At|

, temos

∫
Ω
|∇φp|dx =

∫ ‖φp‖∞
0

|∂At|dt =
∫ ‖φp‖∞

0
|At|
|∂At|
|At|

dt ≥ h(Ω)
∫ ‖φp‖∞

0
|At|dt = h(Ω)

∫
Ω
φpdx.

Portanto, decorre da desigualdade de Hölder e de (4.9) que

h(Ω) ≤

∫
Ω
|∇φp|dx∫
Ω
φpdx

≤

(∫
Ω
|∇φp|pdx

) 1
p

|Ω|1−
1
p∫

Ω
φpdx

=

(∫
Ω
φpdx

) 1
p

|Ω|1−
1
p∫

Ω
φpdx

=
(
|Ω|
‖φp‖1

) p−1
p

,

uma vez que φp ≥ 0. Provamos assim

h(Ω) ≤
(
|Ω|
‖φp‖1

) p−1
p

Elevando essa desigualdade a p e passando ao limite quando p→ 1+, obtemos

lim inf
p→1+

h(Ω)p ≤ lim inf
p→1+

|Ω|p−1 lim inf
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
,

ou seja,

h(Ω) ≤ lim inf
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
.

Para completar a prova, mostraremos que lim supp→1+
1

‖φp‖p−1
1

é uma cota inferior para

qualquer quociente |∂E||E| formado por um subdomı́nio suave E ⊂⊂ Ω, cuja fronteira ∂E

não intercepta ∂Ω. Seja E um tal domı́nio. Aproximamos a função caracteŕıstica de

E por uma função não negativa ϕε ∈ W 1,p
0 tal que ϕε ≡ 1 em E, ϕε ≡ 0 fora de uma

ε-vizinhança de E com |∇ϕε| = 1
ε

em uma ε-camada fora de E. (ϕ pode ser tomada

Lipschitz). Então, para cada t ∈ [0, ε], denotando por Γt a t-camada exterior de E (de tal

modo que Γ0 ∪ E = E), segue de (4.11) que

lim sup
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
≤

∫
Ω
|∇ϕε|dx∫
Ω
ϕεdx

=

∫ ε

0

∫
∂(Γt∪E)

1
ε
dSxdt

|E|+
∫

Γε
ϕεdx

≤

1
ε

(∫ ε

0
dt
)(∫

∂(Γε∪E)
dSx

)
|E|

=

∫
∂(Γε∪E)

dSx

|E|
.
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Por esta razão, fazendo ε −→ 0+ encontramos;

lim sup
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
≤ |∂E|
|E|

.

No caso em que E toca ∂Ω, aproximamos E por uma sequência {tnE} de subdomı́nios

tnE ⊂⊂ Ω tal que tn −→ 1−, |tnE| = tNn |E| e |∂(tnE)| = tN−1
n |∂E|. Temos então que:

lim sup
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
≤ |∂(tnE)|
|tnE|

= 1
tn

|∂E|
|E|

.

Dessa maneira, ao fazermos tn → 1−, obtemos:

lim sup
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
≤ |∂E|
|E|

.

Observação 4.7. Na prova de (4.14) outra estimativa como (4.13) poderia ser obtida

aplicando a caracterização variacional de λp(Ω) a partir da cota inferior de λp(Ω) em

termos da constante de Cheeger h(Ω) (para p 6= 2 e p > 1, veja [21] ).(
h(Ω)
p

)p
≤ λp(Ω).

Na verdade, também é consequência da caracterização variacional de λp(Ω) que λp(Ω) ≤(
|Ω|
‖φp‖1

)p−1
, como veremos na Proposição 4.11. Portanto

(
h(Ω)
p

)p
≤
(
|Ω|
‖φp‖1

)p−1
. A escolha

da estimativa (4.13) enfatiza a conexão entre a função de torção e a constante de Cheeger

h(Ω). Além disso, decorre da última desigualdade que

h(Ω) ≤ p

(
|Ω|
‖φp‖1

) p−1
p

,

uma estimativa que é pior do que (4.13), pois

h(Ω) ≤
(
|Ω|
‖φp‖1

) p−1
p

< p

(
|Ω|
‖φp‖1

) p−1
p

,

para p > 1.

Definição 4.8. Um conjunto E que minimiza o quociente |∂E|
|E|

é chamado de conjunto

de Cheeger.

Observação 4.9. O argumento de aproximação utilizado no final da demonstração an-

terior pode ser aplicado para mostrar que um conjunto de Cheeger toca ∂Ω. Na verdade,

se um conjunto de Cheeger não tocasse ∂Ω, então podeŕıamos tomar tε = 1 + ε > 1 tal

que tεE ⊂ Ω com tεE tocando a fronteira ∂Ω. Mas isso conduziria a um absurdo, pois

h(Ω) ≤ |∂(tεE)|
|tεE|

= 1
tε

|∂E|
|E|

= 1
tε
h(Ω) < h(Ω).
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Lema 4.10. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave. Então vale

KN,p|Ω|−
p
N ≤ ‖φp‖1−p

∞ ,

em que

KN,p = Nω
p
N
N

(
p

p− 1

)p−1

(4.15)

e ωN = |B1| denota o volume da bola unitária em RN .

Demonstração. Como o Lema 4.3 garante que

‖Φp‖1−p
∞ ≤ ‖φp‖1−p

∞ ,

obtemos o afirmado ao verificar que

KN,p|Ω|−
p
N = ‖Φp‖1−p

∞ .

Seja Ω∗ = BR. Decorre da igualdade (3.10) que o valor de k1(BR, 1) da bola de raio

R é dado por

‖Φ‖p−1
∞ =

(
p

p− 1

)p−1
N

Rp
,

o que implica que

‖Φ‖p−1
∞ =

(
p

p− 1

)p−1
Nω

p
N
N

(ωNRN) p
N

= KN,p|BR|−
p
N ,

uma vez que |Ω| = |Ω∗| = |BR|.

Proposição 4.11. Se Ω ⊂ RN for um domı́nio limitado e suave, então vale

KN,p|Ω|−
p
N ≤ ‖φp‖1−p

∞ ≤ λp(Ω) ≤ |Ω|p−1‖φp‖1−p
1 , (4.16)

com KN,p definido anteriormente.

Demonstração. A última desigualdade em (4.16) é consequência da caracterização varia-

cional de λp(Ω):

λp(Ω) = inf


∫

Ω
|∇u|pdx∫

Ω
|u|pdx

: u ∈ W 1,p
0 (Ω)\ {0}

 .
De fato, decorre da desigualdade de Hölder que

|Ω|1−p
(∫

Ω
φpdx

)p
≤ |Ω|1−p

[(∫
p
φppdx

) 1
p

|Ω|1−
1
p

]p
=
∫

Ω
φppdx.
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A caracterização variacional de λp(Ω) e (4.9) garantem que

λp(Ω) ≤

∫
Ω
|∇φp|pdx∫
Ω
φppdx

=

∫
Ω
φpdx∫

Ω
φppdx

≤

∫
Ω
φpdx

|Ω|1−p
(∫

Ω
φpdx

)p =
(
|Ω|
‖φp‖1

)p−1

,

mostrando a cota superior para λp(Ω).

A primeira desigualdade em (4.16) foi demonstrada no Lema 4.10. A segunda desi-

gualdade foi mostrada em (3.5).

Corolário 4.12. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio suave e limitado. Então
∫

Ω
|u|pdx ≤ |Ω|

p
N

KN,p

∫
Ω
|∇u|pdx

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}, onde KN,p é dado por (4.15).

Demonstração. Decorre de (4.16) e da caracterização variacional de λp(Ω) que

KN,p|Ω|−
p
N ≤ λp(Ω) ≤

∫
Ω |∇u|pdx∫

Ω |u|pdx
.

Teorema 4.13. Seja φp a função de torção de um domı́nio suave e limitado Ω ⊂ RN .

Então

lim inf
p→1+

∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx ≥ ωN

(
N

h(Ω)

)N
(4.17)

e

lim
p→1+

(∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx

)p−1

= 1. (4.18)

Como consequência,

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

∞
= h(Ω). (4.19)

Demonstração. Defina, para cada 0 < k < ‖φp‖∞,

Ak = {x ∈ Ω : φp > k}.

A função

(φp − k)+ = max{φp − k, 0} =


φp − k se φp > k,

0, se φp ≤ k
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pertence a W 1,p
0 (Ω). Portanto, tomando v = (φp − k)+ em (4.8) obtemos

∫
Ak

|∇φp|pdx =
∫
Ak

(φp − k)dx. (4.20)

(Note que Ak é um conjunto aberto e portanto ∇(φp − k) = ∇φp em Ak).

Agora estimamos
∫
Ak
|∇φp|pdx por baixo. Para isto aplicamos a desigualdade de

Hölder e o Corolário 4.12:
(∫

Ak

(φp − k)dx
)p
≤ |Ak|p−1

∫
AK

(φp − k)pdx ≤ |Ak|
p−1|Ak|

p
N

KN,p

∫
Ak

|∇φp|pdx.

Portanto,

KN,p|Ak|−
p
N

+1−p
(∫

Ak

(φp − k)dx
)p
≤
∫
Ak

|∇φp|pdx,

o que resulta de (4.20)

KN,p|Ak|−
p
N

+1−p
(∫

Ak

(φp − k)dx
)p
≤
∫
Ak

(φp − k)dx.

Dáı, obtemos (∫
Ak

(φp − k)dx
)p−1

≤ 1
KN,p

|Ak|
p+N(p−1)

N ,

desigualdade que pode ser reescrita como

(∫
Ak

(φp − k)dx
) N(p−1)
p+N(p−1)

≤ K
− N
p+N(p−1)

N,p |Ak|. (4.21)

Definimos

f(k) :=
∫
Ak

(φp − k)dx =
∫ ∞
k
|At|dt,

em que a última igualdade decorre do Prinćıpio de Cavalieri. Como f ′(k) := −|Ak|, a

desigualdade (4.21) implica que:

1 ≤ −K
− N
p+N(p−1)

N,p f(k)−
N(p−1)
p+N(p−1)f ′(k). (4.22)

Portanto, uma vez que f(k) > 0 e

f(0) =
∫

Ω
φpdx,

a integração de (4.22) produz uma cota superior para k quando |Ak| > 0

k ≤ p+N(p− 1)
p

K
− N
p+N(p−1)

N,p

[
f(0)

p
p+N(p−1) − f(k)

p
p+N(p−1)

]
≤ p+N(p− 1)

p
K
− N
p+N(p−1)

N,p

(∫
Ω
φpdx

) p
p+N(p−1)

.
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Observem que o segundo membro da última desigualdade não depende de k. Isto significa

que

‖φp‖∞ ≤
p+N(p− 1)

p
K
− N
p+N(p−1)

N,p

(∫
Ω
φpdx

) p
p+N(p−1)

,

o que equivale a

∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx ≥ K
N
p

N,p

(
p

p+N(p− 1)

) p+N(p−1)
p

‖φp‖
N(p−1)

p
∞ . (4.23)

Agora, tomando o lim infp→1+ em (4.23), obtemos (4.17). De fato, de (4.15) obtemos

lim
p→1+

K
N
p

N,p

(
p

p+N(p− 1)

) p+N(p−1)
p

= ωNN
N (4.24)

e também vale

lim inf
p→1+

‖φp‖
N(p−1)

p
∞ ≥ lim

p→1+

(
‖φp‖1

|Ω|

)N(p−1)
p

= h(Ω)−N ,

uma vez que a primeira desigualdade decorre de (4.16), enquanto a igualdade é con-

sequência de (4.14).

Fazendo p→ 1+ em (4.17) obtemos (4.18), uma vez que

1 = lim
p→1+

ωN
(

N

h(Ω)

)Np−1

≤ lim inf
p→1+

(∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx

)
≤ lim

p→1+
|Ω|p−1 = 1.

Finalmente, de (4.18) e (4.14) decorre que

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

∞
= lim

p→1+

(∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx

)p−1

lim
p→1+

(∫
Ω
φpdx

)1−p

= lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

1
= h(Ω),

como queŕıamos demonstrar.

4.4 Domı́nio convexo

A finalidade desta seção é apresentar uma demonstração simples de que

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

∞
= h(Ω)

no caso em que Ω é convexo, bem como demonstrar as estimativas

1
‖φp‖p−1

∞
≤ λp(Ω) ≤ 1

‖φp‖p−1
∞ I(q,N)p−1
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e (
|Ω|I(q,N)
‖φp‖1

)p−1

≤ λp(Ω) ≤
(
|Ω|
‖φp‖1

)p−1

,

em que

I(q,N) = N
∫ 1

0
(1− t)qtn−1dt

e

q = p

p− 1 .

Para isto, consideramos

I(α,N) := N
∫ 1

0
(1− t)αtN−1dt

para cada α > 0 e cada inteiro positivo N .

Lema 4.14. Para cada inteiro positivo N e α > 0 vale

I(α,N + 1) = N + 1
N + α + 1I(α,N). (4.25)

Além disso,

lim
α→∞

I(α,N) 1
α = 1. (4.26)

Demonstração. Integração por partes nos mostra que

(α + 1)
∫ 1

0
(1− t)αtNdt =

[
−(1− t)α+1tN

]1
0

+
∫ 1

0
(1− t)α+1NtN−1dt

= N
∫ 1

0
(1− t)α+1tN−1dt

= N
∫ 1

0
(1− t)αtN−1dt−N

∫ 1

0
(1− t)αtNdt

= I(α,N)−N
∫ 1

0
(1− t)αtNdt.

Dáı decorre que

(α + 1)I(α,N + 1)
N + 1 = I(α,N)−N I(α,N + 1)

N + 1 ,

o que implica (4.25).

A demonstração de (4.26) é feita por indução. Para N = 1 temos

lim
α→∞

I(α, 1) 1
α = lim

α→∞

(∫ 1

0
(1− t)αdt

) 1
α

= lim
α→∞

( 1
α + 1

) 1
α

= 1.

Supondo que limα→∞ I(α,N) = 1, decorre de (4.25) que

lim
α→∞

I(α,N + 1) 1
α = lim

α→∞

(
N + 1

N + α + 1

) 1
α

lim
α→∞

I(α,N) 1
α = 1,

como queŕıamos demonstrar.
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Lema 4.15. Se α > 0, então
1
BR

∫
BR

(
1− |x|

R

)α
dx = I(α,N).

Demonstração. Seja ωN = |B1| o volume da bola de raio unitário. Então, fazendo a

mudança de variável y = x/R, vem
1
BR

∫
BR

(
1− |x|

R

)α
dx = 1

RNωN

∫
B1

(1− |y|)αRNdy

= 1
ωN

∫ 1

0

∫
∂B1

(1− |y|)α dSydr

= 1
ωN

∫ 1

0
(1− r)α

∫
∂B1

dSxdr

= N
∫ 1

0
(1− r)αrN−1dr = I(α,N).

Agora vamos apresentar uma demonstração mais simples para (4.18).

Teorema 4.16. Se Ω for convexo, então

I(q,N) ≤ 1
|Ω|

∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx ≤ 1, (4.27)

em que q = p

p− 1 . Além disso, temos

1
‖φp‖p−1

∞
≤ λp(Ω) ≤ 1

‖φp‖p−1
∞ I(q,N)p−1

, (4.28)
(
|Ω|I(q,N)
‖φ‖p−1

∞

)p−1

≤ λp(Ω) ≤
(
|Ω|
‖φp‖1

)p−1

(4.29)

e também

lim
p→1+

1
‖φp‖p−1

∞
= h(Ω) = lim

p→1+

1
‖φp‖p−1

1
. (4.30)

Demonstração. A segunda desigualdade em (4.27) é imediata, pois φp ≤ ‖φp‖∞ em Ω.

Para cada p > 1, tome xp tal que φp(xp) = ‖φp‖∞ e considere a função ψp ∈ C(Ω)

cujo gráfico em RN × R é o cone de base Ω e altura 1 atingida em xp. (Dessa maneira,

ψp = 0 em Ω e ‖ψp‖∞ = ψp(xp) = 1.)

Sendo Ω convexo, decorre de [27, Teorema 2] que φ
1
q
p e côncava. Então temos:(

φp
‖φp‖∞

) 1
q

≥ ψp em Ω.

Agora, seja R > 0 tal que |BR| = |Ω| e sejam φ∗p e ψ∗p as simetrizações de Schwarz de

φp e ψp, respectivamente. Assim, φ∗p e ψ∗p são ambas positivas e radialmente decrescentes,

em BR.
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Além disso,

• φ∗p = 0 = ψ∗p em ∂BR;

• ‖φp‖∞ = ‖φ∗p‖∞ = φ∗p(0);

• ‖ψp‖∞ = ‖ψ∗p‖∞ = 1;

•
(
φ

1
q
p

)∗
=
(
φ∗p
) 1
q ,

(
ψqp
)∗

=
(
ψ∗p
)q

;

•
∫

Ω φpdx =
∫
BR
φ∗pdx e

∫
Ω ψpdx =

∫
BR
ψ∗pdx.

Da definição da simetrização de Schwarz decorre que

ψ∗p(x) =
(

1− |x|
R

)
, |x| ≤ R.

Como a simetrização de Schwarz preserva ordem e potências positivas, temos também

que
φ∗p(x)
‖φ∗p‖∞

≥
(
ψ∗p(x)

)q
=
(

1− |x|
R

)q
, |x| ≤ R.

Portanto, (4.27) é consequência do Lema 4.15, pois:

1
Ω

∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx = 1
BR

∫
BR

φ∗p
‖φ∗p‖∞

dx

≥ 1
|BR|

∫
BR

(
1− |x|

R

)q
dx = I(q,N).

Decorre de (4.26) e (4.25) que

1 ≥ lim
p→1+

(∫
Ω

φp
‖φp‖∞

dx

)p−1

≥ lim
p→1+

|Ω|p−1 lim
p→1+

I(q,N)p−1

= lim
p→1+

I(q,N)
p
q = lim

p→1+

(
lim
q→∞

I(q,N)
1
q

)p
= 1.

Logo, provamos (4.18). Da última estimativa e de (4.16) obtemos (4.28), (4.29) e (4.30).
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Apêndice A

Soluções radiais para o Problema de

Dirichlet

Nesta seção queremos transformar o problema geral do p-Laplaciano (2.3) em um

problema radial. Queremos então, encontrar soluções radiais u(|x − x0|) = u(r), onde

r = |x − x0| do problema (2.1). Seja h(x) = w(x)f(u(x)), logo −∆pu = h(x) e assim

−∆pu = h(|x − x0|) = h(r). Sem perda de generalidade e para simplificar a notação

faremos x0 = 0.

Sendo −∆pu = div(|∇u|p−2∇u) e

r = |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
N

temos que ∂r
∂xi

= xi
|x| . Desse modo,

∂u

∂xi
= u′(r) xi

|x|
.

Segue que, ∇u = u′(r) x
|x| e assim,

|∇u|p−2 = |u′(r) x
|x|
|p−2 = |u′(r)|p−2

e

|∇u|p−2∇u = |u′(r)|p−2u′(r)x
r

Se u′(r) > 0, então |∇u|p−2∇u = (u′(r))p−1 x
r
.Disso,

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) =
N∑
i=1

∂

∂xi

(
u′(r)p−1xi

r

)

=
N∑
i=1

[
(p− 1)u′(r)p−2u′′(r)x

2
i

r2 + u′(r)p−1 ∂

∂xi

(
xi
r

)]
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=
N∑
i=1

[
(p− 1)u′(r)p−2u′′(r)x

2
i

r2 + u′(r)p−1
(

1
r
− x2

i

r3

)]

= (p− 1)u′(r)p−2u′′(r)x
2
i

r2 + u′(r)p−1
(
N

r
− |x|

2

r3

)
.

Logo, como |x| = r, temos que

∆pu = u′(r)p−2
[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N − 1

r

]

= |u′(r)|p−2
[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N − 1

r

]
Analogamente, se u′(r) ≥ 0 chegamos em

∆pu = (−u′(r))p−2
[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N − 1

r

]

= |u′(r)|p−2
[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N − 1

r

]
.

Assim, se u é radial, resolver o problema (2.1) é equivalente a resolver a EDO:

−|u′(r)|p−2
[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N − 1

r

]
= h(r) (A.1)

Como na fronteira do problema (2.1), u é nula, para a bola de centro na origem e raio 1,

temos que u(1) = 0. Observemos que,

lim
x→0

∂u

∂xi
= lim

r→0
u′(r) lim

x→0

xi
|x|
.

Dessa forma, como xi
|x| é limitado deve-se ter u′(0) = 0.

Supondo u′(r) ≤ 0, da equação (A.1) obtemos:

−(−u′(r))p−2
[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N − 1

r

]
= h(r).

Assim,

−(−u′(r))p−2(p− 1)u′′(r) + N − 1
r

(−u′(r))p−2(−u′(r)) = h(r),

reordenando,

((−u′(r))p−1)′ + N − 1
r

(−u′(r))p−1 = h(r).

Fazendo y(r) = (−u′(r))p−1 a equação acima pode ser escrita como

y′(r) + N − 1
r

y(r) = h(r),

cujo o fator integrante é rN−1 logo,

(rN−1y(r))′ = rN−1h(r).
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Integrando de 0 a r, temos que:

y(r) =
∫ r

0

(
s

r

)N−1
h(s)ds.

Logo,

u′(r) = −
(∫ r

0

(
s

θ

)N−1
h(s)ds

) 1
p−1

dessa forma integrando de r a R temos

u(r) = −
∫ R

r

(∫ θ

0

(
s

r

)N−1
h(s)ds

) 1
p−1

dr.

Além disso,

u′(0) = lim
r→0

u′(r) = −
(

lim
r→0

∫ θ

0

(
s

r

)N−1
h(s)ds

) 1
p−1

.

Como
(
s
r

)N−1
≤ 1 e f é cont́ınua, temos que:

lim
r→0

∫ r

0

(
s

θ

)N−1
h(s)ds→ 0.

Portanto, u′(0) = 0 e u ∈ C1([0, 1],R). Desse modo, se u é radial, resolver o problema de

Dirichlet (2.3) é equivalente resolver:
−|u′(r)|p−2

[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)N−1

r

]
= h(r)

u(1) = u′(0) = 0.
(A.2)
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Apêndice B

Existência de Minimizadores para

Funcionais Fracamente

Semicont́ınuos Inferiormente

Definição B.1. Seja E um espaço vetorial normado. Dizemos que um funcional J : E →

R é fracamente semicont́ınuo inferiormente se xn ⇀ x implicar

J(x) ≤ lim inf J(xn)

Definição B.2. Seja E um espaço vetorial normado. Dizemos que um funcional J : E →

R é coercivo se

lim
x→∞

J(x) = +∞

Lema B.3. Sejam E um espaço de Banach reflexivo e M ⊂ E um subconjunto fracamente

fechado. Se JM : M → R ∪ {∞} é um funcional coercivo e fracamente semicont́ınuo

inferiormente, então o seu ı́nfimo é atingido em M.

Demonstração. Denote J0 = infM J . Seja u(xn) ⊂M uma sequência tal que

J(un)→ J0

A coercividade de J implica que a sequência (un) é limitada. Portanto, a menos de uma

subsequência, podemos assumir que un ⇀ u; como M é fracamente fechado, temos que

u ∈M . Da semi continuidade fraca inferior de J segue que

J(u) ≤ lim inf J(un) = J0,

logo J(u) = J0
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Para provar que o funcional

J(u) = 1
p

∫
Ω
|∇u|pdx−

∫
Ω
udx

tem um minimizante, mostraremos que ele satisfaz as condições do Lema B.3. Observe

que, podemos escrever o funcional J na forma

J(u) = 1
p
‖u‖p

W 1,p
0
− < 1, u >

onde < 1, u >=
∫

Ω 1.udx é um funcional linear no espaço dual W−1,p
0 (Ω). A coercividade

de J segue das desigualdades de Hölder e de Poincaré:

J(u) ≤ 1
p
‖u‖p

W 1,p
0
− ‖1‖Lp′ (Ω)‖u‖Lp(Ω)

≤ 1
p
‖u‖p

W 1,p
0
− C‖1‖Lp′ (Ω)‖u‖W 1,p

0 (Ω)

= ‖u‖p
W 1,p

0 (Ω)

(
1
p
‖u‖p−1

W 1,p
0
− C‖1‖Lp′ (Ω)

)
Observe que J é coercivo sempre que p > 1. A semi continuidade fraca inferior de J segue

da semi continuidade fraca inferior da norma e da continuidade fraca de qualquer funcional

linear limitado. Portanto, pelo Lema B.3, temos que J possui um minimizante u ∈ W 1,p
0 .

Agora observe que a derivada direcional de J em uma direção qualquer v ∈ W 1,p
0 é dado

por

J ′(u).v =
∫

Ω
|∇u|p−2∇u.∇vdx−

∫
Ω
vdx.

Tomando J ′(u).v = 0 e como φp é solução fraca do problema
−∆φp = 1 em Ω

φp = 0 em ∂Ω

Temos que se v = φp então φp minimiza o funcional J .
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[3] A. Anane, Simplicité et isolation de la première valeur propre du p-Laplacien avec

poids, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math. 305 (1987), 725–728.

[4] C. Azizieh and P. Clément, A priori estimates and continuation methods for positive

solutions of p-Laplace equations, J. Diff. Eqs. 179 (2002), 213–245.
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