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Resumo

A simulacao do escoamento multicomponente de fluidos em meios porosos requer o trata-
mento de fendomenos localizados, tais como frentes de concentracao e gradientes de pressao,
assim como a consideragao da geometria do meio. O fato de serem localizados nos sugere
a utilizacdo de uma malha adaptativa, altamente refinada nas regides onde é necessaria
uma melhor resolugao, e pouco refinada onde o fluxo de massa é menor. O presente traba-
lho tem como objetivo a utilizacdo da metodologia conhecida como Autonomous Leaves
Graph (ALG) na simulacao do escoamento de fluidos em meios porosos. A estrutura ALG
tem se mostrado eficiente em problemas que envolvem refinamento adaptativo da malha,
permitindo um refinamento local e a coexisténcia de regides vizinhas com niveis de refi-
namento arbitrariamente diferentes. Utilizaremos o método misto-hibrido de elementos
finitos para a solucao da Equagao Diferencial Parcial eliptica dada pela Lei de Darcy, e o
método donor cell upwind scheme de volumes finitos para avangar no tempo a concentra-
¢ao do tracer (marcador) em cada célula. Aplicamos a técnica de refinamento adaptativo
a simulacao do escoamento monofasico bicomponente em um meio poroso. Sao discutidos

os resultados numéricos obtidos na simulacao do escoamento bidimensional.

Palavras-chave: Escoamento em meios porosos. Refinamento adaptativo da malha
(AMR). Autonomous Leaves Graphs (ALG). Método Misto-Hibrido. Donor cell upwind

scheme.



Abstract

Multicomponent flow through porous media simulation involves the treatment of localized
phenomena, such as concentration fronts, pressure gradients or geometry of the media.
This suggests the use of an adaptive mesh, that is highly refined in the regions on which
a better resolution is needed and less refined where the mass flow is small. The present
work intends to use the methodology known as Autonomous Leaves Graph (ALG) to
simulate fluid flow through porous media. The ALG structure have been showing being
efficient on problems that involve adaptive mesh refinement, allowing local refining and
the coexistence of neighbor regions with arbitrarily different refinement levels. We use
a mixed-hybrid finite element method to solve the elliptic Partial Differential Equation
given by Darcy’s Law, and the donor cell upwind scheme finite volume method to update
tracer concentrations within each cell. The adaptive refinement technique is applied to
monofasic bicomponent flow through a porous medium and numerical results of the bidi-

mensional flow simulation are discussed.

Keywords: Flow through porous media. Adaptive mesh refinement (AMR). Autono-
mous Leaves Graphs (ALG). Hybrid mixed method. Donor cell upwind scheme.
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velocidade de Darcy, dada por v = ¢u, em que u ¢ a velocidade do fluido

fracdo volumétrica, em geral, do tracer
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200 < RS
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3

p  densidade em g cm™
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Introducao

O processo de escoamento em meios porosos € de interesse de uma grande variedade de
engenheiros e cientistas, bem como de politicos e economistas que reconhecem a impor-
tancia dos lencdis freaticos e de uma variedade de processos de extracao de petroleo. A
lei unidimensional descoberta empiricamente em 1856 por Darcy serviu como ponto de
partida para numerosas aplica¢oes praticas e como um desafio constante para os tedricos.
Enquanto as condigoes originais estudadas por Darcy sao encontradas em varias situacoes
praticas, suas extensoes para casos mais gerais necessitam de uma analise tedrica especial,

por se tratarem de situagoes nas quais experimentos sao dificeis de se realizar [55].

Além disso, o escoamento multicomponente em meios porosos envolve fendmenos locali-
zados, tais como frentes de concentragao, gradientes de pressao e mesmo a geometria do
meio. Ja as frentes de concentracao podem se dispersar por meio de transporte convectivo
ou difusdo na matriz sélida. Em [52], vemos uma abordagem que utiliza o refinamento
adaptativo da malha (AMR) para estudar o escoamento em meios porosos em um meio
de permeabilidade (possivelmente) heterogénea, levando em conta os efeitos convectivos
e difusivos existentes. Nesse artigo, métodos de alta resolugao para as frentes de concen-
tracao sao utlizados, de forma a tratar os fendomenos localizados, com grande énfase nas

técnicas de algebra linear utilizadas.

Utilizando ideias de [52], temos como objetivo neste trabalho a utilizagdo da estrutura
de dados Autonomous Leaves Graphs (ALG) na simulagao do escoamento de fluidos em
meios porosos. Essa estrutura foi proposta em [11], e pode ser utilizada em problemas
que envolvem refinamento adaptativo da malha. Devido a eficiencia e a flexibilidade do
ALG no tocante ao refinamento e desrefinamento, o resultado esperado é uma melhora

significativa no esfor¢co computacional para o cdlculo da conveccao.

A fim de estabelecer o background teodrico, relembraremos no Capitulo 1 alguns conceitos
fundamentais da mecanica dos fluidos, como a viscosidade de um fluido e a permeabilidade

de um meio, e introduziremos as equagoes que regem o escoamento em meios porosos (Lei

14



de Darcy e Equagao da Continuidade).

O Capitulo 2 é voltado para os conceitos de métodos numéricos, especialmente os Métodos
dos Elementos Finitos e dos Volumes Finitos, bem como a parte de algebra linear esparsa,

que serao necessarios para as simulagoes.

Reservamos o Capitulo 3 para a apresentacao e discussao das formulac¢oes mista e hibrida-
mista do sistema eliptico que surge da Lei de Darcy e da Equacao da Continuidade,

incluindo teoremas de existéncia, unicidade e aproximacao.

A discretizacao da Equagao da Continuidade para o transporte de massa convectivo serd
vista no Capitulo 4. L&, apresentamos a forma discreta dos fluxos difusivo e convectivo,

levando também em conta a estabilidade do esquema.
O Capitulo 5 apresenta a estrutura de dados Autonomous Leaves Graph (ALG), como
proposto em [11]. Descrevemos como se dé o refinamento e o desrefinamento, bem como

a ordenacao das células da malha.

Os resultados dos testes numéricos sao apresentados no Capitulo 6, e a conclusao se da

no Capitulo 7, juntamente com as perspectivas futuras para o trabalho.
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Capitulo 1

Mecanica dos Fluidos

Um fluido pode ser definido, informalmente, como uma substancia que nao possui forma
definida, e que assume o formato do recipiente que o contém. Do ponto de vista mecéanico,
um fluido é uma substancia que se deforma continuamente sob a acao de uma tensao
cisalhante (i.e., o efeito de uma forga paralela a superficie). Assim, os fluidos compreendem
as fases liquida e gasosa (ou vapor) nas quais a matéria existe. A diferenga principal
entre um sélido e um fluido é a seguinte: um sélido deforma-se quando uma tensao de
cisalhamento lhe é aplicada, mas nao continuamente [27]. Relembraremos aqui alguns

conceitos e equagoes fundamentais no estudo do escoamento.

1.1 Viscosidade

Um fluido cuja taxa de deformacao varia linearmente com as tensoes de cisalhamento é
chamado Fluido Newtoniano. Em termos um pouco mais precisos: tomando coordenadas
cartesianas, se 7;; representa a componente da tensao cisalhante perpendicular a e; e na

direcao e;j, um fluido newtoniano incompressivel satisfaz, para i # j [9]:

o 8’02' + an
Ty = H aZL‘j 6@

A constante de proporcionalidade p é chamada de wviscosidade, e assume-se que varia

apenas com a temperatura do fluido.
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1.2 Hipo6tese do continuo

Fisicamente falando, os fluidos s@o compostos por moléculas em constante movimento.
Porém, na maioria das aplicacoes, em especial na Engenharia, estamos interessados apenas
nas propriedades macroscopicas de muitas moléculas. Estamos interessados, portanto, em
propriedades médias: sao essas propriedades que geralmente podemos medir. Tratamos,
portanto, um fluido como algo arbitrariamente divisivel, algo continuo, e deixamos de

lado o comportamento das moléculas individuais.

Essa é a chamada Hipdtese do Continuo. E a base da mecanica dos fluidos cléssica, e
serd usada nesse texto, implicitamente, em todas as equacoes relacionadas ao movimento
de fluidos. Porém, devemos estar atentos as condigoes nas quais a Hipotese é valida.
S6 podemos assumi-la quando a ordem de grandeza da menor dimensao significativa do
problema é superior & trajetéria média livre das moleculas (cerca de 6 x 107® m nas
condigoes normais de temperatura e pressio (CNTP) [27]). Caso contréario, métodos que
estudam fluidos a nivel molecular devem ser utilizados, area conhecida como Mecanica

Estatisitica .

1.3 Meios Porosos

Em nossas simulacoes, assumiremos a existéncia de um meio poroso e rigido, de tal forma
que o escoamento se dé apenas por meio dos poros. Definimos, entao, a porosidade ¢

como a razao entre o volume total dos poros e o volume total do meio.

Outro conceito importante é a permeabilidade K do meio poroso. Essa grandeza tensorial
corresponde a resisténcia oferecida pelo meio a passagem do fluido. No caso de escoamento
unidirecional em um meio homogéneo, a permeabilidade é uma grandeza escalar e podemos

escrever

K dP

Pu = —gay

em que u € a velocidade do fluido e P a pressao do fluido. Essa equagao é conhecida como
Lei de Darcy, e nos diz que a forca motriz do escoamento em meios porosos é o gradiente

de pressao.
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Quando se trata de meios porosos, normalmente se utiliza a chamada velocidade de Darcy

no lugar da velocidade usual. A relagdo entre as duas velocidades é dada pela equacao:

vV = ¢u, (1.1)

onde v é a velocidade de Darcy e u ¢ a velocidade de fluido. De agora em diante, a menos

que dito expressamente o contrario, trabalharemos apenas com a velocidade de Darcy.

1.4 Lei de Darcy

No caso mais geral, K é uma matriz simétrica positivo-definida, chamada matriz de

permeabilidades, e a equacao que rege o escoamento pode ser escrita como:

/K_lv,udV: —/ pnds. (1.2)
Q o0

E importante ressaltar que essa equacio s6 ¢ valida para o escoamento laminar; para
velocidades muito altas do fluido, devem ser usadas as equagoes de Navier-Stokes. De fato,
a Lei de Darcy é derivada das equacoes de Navier-Stokes sob as hipoteses de escoamento
laminar, incompressivel, permanente e de uma relacao linear entre as forcas viscosas e a
velocidade do fluido. Os interessados encontrarao a dedugao da Lei de Darcy a partir de
Navier-Stokes em [55].

Adicionalmente, convém notar que a expressao “a permeabilidade em um determinado
ponto” nao possui sentido fisico: K s6 tem sentido em regides mensuraveis do dominio
que sejam grandes comparadas com o volume dos poros, e possivelmente menores que
o dominio total do escoamento (de maneira andloga a Hipétese do Continuo). Porém,
ignorando essas observagoes, ¢ comum usar o teorema da divergéncia e escrever a equacao

(1.2) na forma diferencial:
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1.5 Equacao da Continuidade

Como estamos trabalhando com um modelo do mundo fisico, a massa deve ser conservada.
Essa conservacao da origem a uma equagao conhecida como Equac¢io da Continuidade.

Podemos escrevé-la como:

d
—/p(:(de—i-/ F‘nds:/pcwdv (1.3)
dt Jo 89 Q

Na equacao acima, p representa a densidade do componente em questao, ¢ a sua concen-
tracao volumétrica, F o fluxo de massa pela fronteira do dominio €2, n o vetor normal

exterior unitario e w o termo de fonte (ou sorvedouro) de massa.

Consideraremos o escoamento incompressivel de uma mistura de agua e um soluto mis-
civel, que chamaremos tracer. Esses componentes serao indicados pelos subindices w e
t, respectivamente. Dessa forma, as equagoes da continuidade para os componentes em

uma regiao €2 sao:

d
7/ ptctgb dV + / Ft . ndS = / PtCtWy dV
dt Jo o0 Q

d
—/ PuwCw®dV  + / F, nds = /pwcwww dV
dt Jo o0 Q

Devido a incompressibilidade do escoamento, p; e p,, sdo considerados constantes.

1.6 Fluxo Massico

Os fluxos de massa envolvem, principalmente, dois efeitos: o transporte convectivo pelo
fluido e a difusao. Porém, em muitas aplicagoes, a contribui¢ao difusiva é desprezivel com
relacao a convectiva. Desse modo, desprezando-se a difusao, os fluxos de massa F podem

ser escritos como:
Os fluxos de massa F; envolvem trés efeitos: o transporte convectivo pelo fluido, a dis-

persao devida as conexoes aleatérias entre poros e a difusao molecular. Se n é o vetor

normal unitario a 02, assumiremos que os vetores de fluxos de massa F; e F, satisfazem:
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v-n

F;nds = / ev-n———(q—a)v-Ve — | ||v]| oy + 0 n- Vads
o0 o0 lv]] T (1.5)

v-n

)
/ Fwnds:/ oV -n———(a—ay)v-Ve, — ||V||aw—|—¢— n- Ve,ds
o9 o9 vl T

Aqui, «; e a4 sdo constantes fisicas, a saber: os coeficientes de dispersao longitudinal e
transversal, parte do modelo de dispersao Fickiana. A difusdo molecular é representada

pela difusividade ¢ e tortuosidade 7.

1.7 Conservacao do Volume

Por defini¢ao, as soma das concentracoes dos componentes é um:

¢+ ey =1 (1.6)

Podemos substituir os fluxos de massa em (1.5) nas equagoes (1.4), dividir pelas respec-

tivas densidades (p; e py) € somar sobre os dois componentes para obter:

/ V-nd8:/de (1.7)
o9 Q

Uma vez que v - n representa a componente normal do fluxo de fluido, essa equagao

representa a conservagao do volume.

Comumente, fazemos o volume de 2 tender a zero e, utilizando o teorema da divergéncia,

obtemos:

V-v=w (1.8)

Longe de pogos (fontes ou sorvedouros de fluido), essa equacao diz que a velocidade de
Darcy v possui divergente nulo. Em 1D, isso significa que o campo de velocidades é

constante entre pogos.
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Capitulo 2

Métodos Numéricos para a resolucao
de EDPs

Vimos, no Capitulo 1, as equacoes que descrevem o comportamento de um fluido num
meio poroso. Agora precisamos de ferramentas para realizar a simulacao numérica. Temos
dois problemas aqui envolvidos: o primeiro deles envolve a determinacao do campo de
velocidades, pela Lei de Darcy (Eq. 1.2) e pela continuidade do volume (Eq. 1.7).
Veremos mais adiante (Capitulo 3) que essa é uma EDP eliptica. Uma vez estabelecido o
escoamento do fluido, o segundo problema é computar o transporte convectivo do tracer,
pela Equagao da Continuidade (Eq. 1.4). Problemas de convecgao sao bastante conhecidos

por seu carater hiperbélico.

Dessa forma, precisamos de métodos tanto para equagcoes elipticas quanto para hiper-
bélicas. Seguindo o procedimento descrito em [52], utilizaremos o método de Elementos
Finitos (que é baseado no método de Galerkin) para o problema eliptico, e Volumes

Finitos para o problema hiperbdlico. Vejamos como funciona cada um desses métodos.

2.1 O Método de Galerkin

Dada uma EDP na sua formulagao variacional, introduziremos um método para encontrar
uma solucdo aproximada, que posteriormente sera utilizado no método dos Elementos

Finitos.
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Dado um espago de Hilbert V', uma forma bilinear B(-,-) : V x V' — R (procedente da
formulagao variacional da EDP) e [ € V' (I representando o termo independente da EDP

e V' o dual de V), queremos encontrar u € V' tal que:

B(u,v) =1l(v) Yve V. (2.1)

Assumiremos também que a forma B(-,-) é limitada e coerciva. Ou seja, existem cons-
tantes k e « tais que
| B(u, v)| < Ellullvllv]ly VveV (2.2)

B(v,v) > alv||}y Vv eV. (2.3)

A ideia do método de Galerkin é muito simples. A dificuldade de resolver (2.1) vem do
fato que V' é um espago muito grande (em geral, tem dimensao infinita!), impedindo a
criacdo de um procedimento para calcular a solucao exata. O método de Galerkin se
baseia, entdo, em uma familia enumerdvel de subespagos de dimensao finita {V,,}52, C V,

tais que

3

V,=V (2.4)

n=1

e que satisfazem V,, C V1 e dim(V,,) = N,, < oo para todo n € N. Cada espago V,, é
obtido selecionando-se funcoes linearmente independentes {¢;}27 em V. Por serem de

dimensao finita (portanto, fechados), os V;, sao também espagos de Hilbert.

Temos em maos, portanto, o seguinte problema: para cada n € N, encontrar u,, satisfa-

zendo

B(uy,v) =1l(v) Yvel, (2.5)

Esse problema normalmente é chamado de aproximacio de Galerkin. Mostraremos que,
sob hipoteses apropriadas, a sequéncia de solugoes obtidas converge para a solugao exata

do problema (2.1). Comecemos com um lema de unicidade:

Lema 1. O problema variacional discreto (2.5) possui solugdo unica u,, € Vy,, para todo n €
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Demonstragio. A restrigao da forma B(-,-) a V,, x V,, é eliptica e coerciva. Da mesma
forma, a restrigdo do funcional [ a V,, continua sendo linear e limitada, portanto [ € V.
Assim, as hipéteses do teorema de Lax-Milgram sao satisfeitas, mostrando que a solugao

de (2.5) existe e é unica. O

A esséncia do método de Galerkin se deve ao fato de que a solugao u, € V, pode ser
escrita como uma combinacao linear finita de elementos da base de V,,. Portanto, existem

escalares a; e, para qualquer v € V,,, escalares b; que satisfazem

Ny, Np,
Uy = Z a;p;, v= sz@ (2.6)
j=1 i=1

Substituindo (2.6) em (2.5), e usando a linearidade de B(-, ), obtemos

anz‘ (Zn B(¢;, ¢i)a; — l(¢i)) =0, (2.7)

ou, de forma mais clara:

N, Nn,
=1 j=1

em que

Kij = B(¢;,¢i) e F;, == 1(¢) (2.9)

sdo, respectivamente, uma matriz N,, X N,, (chamada de matriz de rigidez) e um vetor de
dimensao N,, (chamado de vetor de carga). Note que podem-se calcular explicitamente K,

e F;, posto que as fungoes ¢; sao conhecidas e tanto B quanto [ sao dados explicitamente.

Uma vez que os coeficientes b; sao arbitrarios, segue que o termo entre parénteses da

equagao (2.8) deve ser zero, o que reduz a equagao a um sistema linear:
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Ka=F. (2.10)

Uma vez resolvido esse sistema de equagoes, pode-se escrever a solugao aproximada wu,

pela equagao (2.6).

Notemos, por curiosidade, uma propriedade inerente aos wu,. Caso B seja uma forma
simétrica (e coerciva, por hipdtese), podemos definir um produto interno (-,:)p como
(u,v)p = B(u,v). Esse produto interno induz uma norma || - || g, chamada de norma da

energia. Subtraindo as equagoes (2.1) e (2.5), obtemos

B(u —u,,v) =0 Yv € V,. (2.11)
Assim, no produto interno definido por B, u—u,, é ortogonal a V,,, o que nos leva a concluir

que u,, ¢ uma espécie de projegao ortogonal de u em V,,. De fato, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.

u—uyllpg = Inf [|lu—v|g.
lu = unlls = it | I
Em outras palavras, na norma da energia, u, é a melhor aprorimagdo de u em V.

Demonstracao. Temos:

Blu—v,u—v)=B(u—tup +u, —v,u — Uy + up — )

= B(u — Up,u — uy) + 2B(u — Up, up — v) + B(up — v, uy, — v)

Como B(u — uy, u, —v) =0, por (2.11), temos

lu = vl = llu = wnll5 + [ — vl

Fixando u e u,, vemos que ||u — v||p assume um minimo (global) quando u,, = v, isto é
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=l = inf = vl

como queriamos demonstrar.

Procuraremos, agora, cotas para u — u, usando a norma de V. Isso nos dara respaldo

para concluir sobre a convergéncia da sequéncia {u,, }.

2.1.1 Propriedades da aproximacao de Galerkin

Provaremos nesta se¢ao os teoremas que faltam para estabelecer a convergéncia de {u,}

para a solucao exata u. Comegaremos pelo:

Teorema 2 (Lema de Céa). Se B satisfaz (2.2) e (2.3), entdo

k
— < 25 _
lu = unllv < = inf [lu—vfly

Demonstrag¢io. Usando (2.11), obtemos:

B(u — up,u—uy,) = B(u — up,u —v) + B(u — Up, uy, — v)

= B(u — up,u — v).

Ora, temos
Bt — Up,u — uyp) > alu — u,|3
e
B(u — tp,u — up) < kljlu —uy||v||u—vly Yo eV,
donde
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k
e —wlly < = vly VoeV,
0 que completa a prova. O

Estamos, finalmente, prontos para provar a convergéncia das solugoes ,,:

Teorema 3. Seja V' um espaco de Hilbert e Vi C Vo C V3 -+ uma familia enumerdvel de

espacos de dimensdo finita que cumpra

V,=V. (2.12)

s

1

~— S

Adicionalmente, suponhamos que B(-,-) : V XV — R seja uma forma bilinear limitada e

coerciva e que | € V'. Entdo

Jim Ju gl =0 (213

Ou seja, o método de Galerkin para o problema (2.1) é convergente.

Demonstrag¢io. Dada uma solugao u de (2.1), por (2.12) é possivel encontrar uma sequén-

cia tal que {v,} € V,, para todon € N e

Jim [lu = vnlly =0

O resultado segue pelo Lema de Céa.

2.2 O Método dos Elementos Finitos (FEM)

Uma vez compreendida a esséncia do método de aproximacao de Galerkin, precisamos

encontrar os espagos V,, apropriados para que se ponha em prética a simulagdo. Um
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procedimento simples e sistematico para tal é o Método dos Elementos Finitos. FEste
consiste em dividir o dominio {2 em uma colegao de poligonos €2 (chamados de elementos).
A colegao desses elementos é chamada de malha. Definimos, entao, a base do espago V,,
usando fungdes suaves (em geral, polindmios) em cada €. Esses elementos devem cobrir
todo o espaco €2, e a intersecdo de dois elementos deve ser um vértice, uma aresta ou o

conjunto vazio. Além disso, a base de V,, definida dessa maneira deve pertencer ao espaco
V (pois V,, C V).

A dltima afirmativa causa certa dificuldade em aplicar o FEM: em geral, as fungoes de
V,, devem ser continuas em (). Como um vértice pode pertencer a mais de um elemento,
se ¢ € V,, satisfaz ¢(xg) # 0 para algum x¢ € ; N€2;, entdo as restrigoes de ¢ ao interior
de €; e de €; nao podem ser identicamente nulas. Dessa forma, faz sentido definir as
fungoes-base por meio dos seus valores nos vértices, com cada fungao-base possuindo o
valor 1 em um vértice e 0 em todos os outros. Também podem ser usados pontos das
arestas, faces ou células [18]. Uma tipica fungao base linear por partes em uma malha

triangular é mostrada na Fig. 2.1.

P =1

._

Figura 2.1: Funcao base.
Fonte: GTIACCHINI (2012, p. 13) [2§]

A restricao quanto a continuidade das func¢oes-base acaba por introduzir um acoplamento

entre as células. Retomando o método de Galerkin, precisamos calcular os valores de

Kij = B(¢j7 ¢z>

Em geral, a forma bilinear B ¢ dada por uma integral envolvendo ¢;, ¢; e suas derivadas.
Assim, se ¢; e ¢; nao sao identicamente nulas em uma determinada célula, o termo Kj;
nao sera necessariamente igual a zero. De modo a evitar essa dificuldade, gostariamos de
trabalhar em espacos de fungoes possivelmente descontinuas, que nos permitam zerar o
maximo de elementos da matriz K. Um dos trunfos da Formulacao Mista-Hibrida para
a solucao da Lei de Darcy, que sera apresentada no Capitulo 3, sera a possibilidade de

trabalhar em espagos descontinuos (ndo sendo, porém, o tnico método com essa carac-
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teristica: ha também os métodos de Galerkin descontinuos [30]). Métodos de Elementos

Finitos que trabalham com fung¢oes-base descontinuas sao chamados de nao-conformes.

2.3 O Método dos Volumes Finitos (FVM)

O método dos Volumes Finitos é um método de discretizacao utilizado para a simulacao
numérica de leis de conservagio (sejam elas elipticas, hiperbdlicas ou parabdlicas). Tem
sido usado extensivamente em varios campos da engenharia, como a mecanica dos fluidos,
a transferéncia de calor e massa e a engenharia de petréleo [25]. Alguns aspectos impor-
tantes do método dos Volumes Finitos sdo similares aos dos Elementos Finitos [40]: pode
ser usado em geometrias arbitrarias e gera esquemas robustos. Um aspecto adicional é a
conservacao local dos fluxos numéricos, i.e, o fluxo numérico é conservado de uma célula
da discretizacao para outra. Essa tltima caracteristica torna o FVM bastante atraente
na modelagem de problemas para os quais o fluxo é importante, como na transferéncia de
calor, massa e na mecanica dos fluidos. O FVM é localmente conservativo por ser baseado
numa abordagem de balancos: um balango local é escrito em cada célula da discretizacao,
normalmente chamada de volume de controle; pelo teorema da divergéncia, uma formu-
lacao integral dos fluxos na fronteira do volume de controle é entdao obtida. Para uma

abordagem completa, veja por exemplo [37], [51], [49], [25] ou [26].

2.4 Métodos numéricos para a resolucao de Sistemas

Lineares

Vimos que, em nossas simulagoes, precisaremos resolver sistemas lineares. Veremos tam-
bém que esses sistemas serao de grande porte e esparsos. Para tal, métodos convencionais
de resolucao de sistemas densos nao sao efetivos, pois o grande porte do sistema causa
uma vasta utilizagdo de memoéria. Além disso, o extenso nimero de célculos feitos implica
na necessidade de uma grande capacidade de processamento. Surgem, entao, os métodos

iterativos, adaptados aos sistemas esparsos e de grande porte.

2.4.1 O Método do Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado (CG) é efetivo na resolugdo de sistemas da forma
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Ax

I
S8

(2.14)

nos quais A é simétrica e positivo-definida. O método surge pela definicao da forma

bilinear:

flz) = ;xtAx — b
cuja derivada é
f(z) = ;Atx - ;Ax —b. (2.15)
Se A for simétrica, sistema (2.15) se torna

f(z) = Az —b. (2.16)

Assim, encontrar as solugoes do sistema (2.14) equivale a encontrar os pontos criticos de

f. Agora, se x é tal que Ax = b, temos:

1
flx+h)= §(x +h)'A(x + h) — V' (x + h)
1 1
= ixtAx —b'x+ h' Az + ihtAh —bh (pois A ¢é simétrica)
= f(x) + h'b — b'h + h' Ah (pois Az = b)
— f(z) + htAh (' =b'h).

Adicionalmente, se A for positivo-definida, vale f(x + h) > f(x) Vh, e o ponto x é o
minimo do funcional f. Portanto, podemos utilizar uma técnica de minimizacao para

encontrar a solucao do sistema (2.14).

29



O Método da Maxima Descida

Vimos que a solugao do sistema (2.14) pode ser visto como um problema de minimizagao de
uma forma bilinear. Para resové-lo, comeg¢amos com uma estimativa inicial zy e criamos
uma sequéncia {x,} que esperamos que convirja para a solugdo. Para tal, em cada
iteragao, escolhemos a direcao na qual f decresce mais rapidamente. Essa direcao é a
oposta a f’(x,). De acordo com a equagao (2.15), a diregdo desejada é — f'(z,,) = b— Ax,.
Se denotarmos o residuo na enésima iteracao por r,, = b— Ax,, temos que o vetor buscado

para a préxima iteracdo tem a forma z,., = z, + ar,.

Falta-nos determinar «. Isso é feito de forma a minimizar o valor de f(z,41) = f(z, +

anry). Um célculo simples nos mostra que

t
rhr,

- :
rt Ar,

oy =

(2.17)

Para o método da maxima descida, pode-se mostrar (vide [48]) que, se x é a solucao de
(2.14), vale:

flx,) = flx) _ (k—1\"
Flno) — fw) = (k n 1) (218)

em que k = ||A]| |A7'|| é o ntimero de condigdo da matriz A.

Vemos que o método da maxima descida é convergente, embora para niimeros de condi¢ao
altos essa convergéncia possa ser lenta. Gostariamos, portanto, de alterar um pouco o

método de forma a melhorar a convergéncia.

Trabalharemos com diregcoes de busca p,, de forma que x,.1 = x, + o, p,. No método da
maxima descida, tinhamos p,, = r,. Generalizaremos esse método, construindo os p,, de
tal forma que x, 1 seja o minimo de f restrita ao espaco gerado pelas dire¢oes de busca
ja tomadas {p1,p2, -+ ,pn}. Assim, caso trabalhemos com aritmética de precisao infinita
(ou seja: apenas teoricamente), apds no maximo n iteragoes, atinge-se o minimo de f em

todo o espaco.

Esse é o Método do Gradiente Conjugado, proposto originalmente por Hestenes e Stiefel
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[33]. Sao construidas sequéncias de vetores

Tn+1 =Tn — anApn

Prnt1 =Tn + BiPn

que satisfazem as condigoes de ortogonalidade e conjugacao

rfrj =0
piAp; =0
rip; =0

para todo i # j.

Os escalares ay, e 05 sao dados por

t
TE—1Tk—1
t
PeApr
t
_ Te=1Tk—1

Be= 45— (2.20)

: .
Tp—oTk—2

ay, = (2.19)

Assim, como proposto por Reid [42], o algoritmo fica na forma
T estimativa inicial

€ tolerancia

ro = b — Axg

k=1

P1=To

ar = (rgro) \ (P1Aps)

T =X+ oy

=19 — Ap:

while ||r|| > € do
k=k+1

B = (ri1me-0)\(Th_oTk—2)

— =
= o
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12: Pk = Th—1+ BrPr—1

13 oy = (- me-1) \(P)Apr)
14: T = Tp—1 + QiPk

15: TE = Tr—1 — o Apy

16: end while

17 x = g

Notemos que esse método requer apenas uma multiplicagdo matriz-vetor por iteracao.

Note também que somente 4 vetores sdo armazenados: x,7,p e Ap.

Analisemos, agora, a convergéncia. Caso nao haja erros de arredondamento, o método se
encerra em exatamente n iteracoes, sendo n a ordem da matriz A. Porém, em simulagoes,

esse nunca é o caso. Definindo ||z|| , = V2t Az, pode-se mostrar (vide [48]) que

vE-1\"
o =l <2 (V1) o =l 221)

Assim, o Gradiente Conjugado é mais eficiente que o da maxima descida. Porém, em

qualquer um dos dois métodos, a convergéncia depende do niimero de condi¢ao da matriz

A.

2.4.2 0O Método do Gradiente Biconjugado Estabilizado

Uma generalizagdo do Método do Gradiente Conjugado aplicdvel a matrizes nao-simétricas
foi proposta em 1992 por H. A. Van der Vorst [54]. E chamado de Gradiente Biconjugado
Estabilizado (normalmente abreviado como BiCGSTAB), e pertence a classe de métodos

numéricos conhecidos como Metddos de Krylov.

Dado um precondicionador K = K1 K5 ~ A, o método do BICGSTAB ¢é descrito abaixo:
1: xo estimativa inicial
2: € > 0 tolerancia
3 rg=0b— Axg
4: o =Tg
5: po =09 =wp = 1
6: po =119 =0
k=1
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8: while ||| > € do

9: k=k+1

10: Pk =TT -1

11: Bre = (pr/pr—1) (k-1 /wWr—1)

12: Pk = Th—1 + Be(Pr—1 — Wr—1Vk-1)
13: Resolver Ky = py

14: v = Ay

15: ar = pr/(Phv;)

16: Sk = Tkp—1 — QUL
17: Resolver Kz, = sy

18: t, = Az

100w = (K ) (K s/ B |
20: T = Tp—1 + QpYr + Wi 2k

21: T = Sp — Wilk

22: end while

23: x = T},

Como esperado, esse método tem um maior custo computacional que o CG.

2.4.3 A fatoracao LU incompleta

A fatoragdo LU incompleta (abreviada como iLLU) é uma alternativa dentre os varios
possiveis precondicionadores de um sistema. Consiste em realizar uma eliminacao gaus-
ssiana aprorimada na matriz, de forma que apenas a diagonal e termos significativos
mantenham-se nao-nulos. Dessa forma, se a matriz é esparsa, podemos tomar sua fa-
toragao iLU (composta de uma matriz triangular inferior L e uma triangular superior
U) composta de matrizes esparsas, mantendo assim a eficiéncia na resolugao de sistemas

esparsos e de grande porte.

Para um estudo mais completo sobre a escolha de precondicionadores ou sobre fatoracoes

de matrizes aplicadas & solugdo de equagdes, pode-se consultar, por exemplo, [7] e [50].
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Capitulo 3

Discretizacao da Lei de Darcy

Este capitulo é dedicado ao estudo do sistema associado a Lei de Darcy e a equagao da
conservacao do volume. Relembrando o capitulo 1, essas equagoes podem ser descritas,

na forma forte, como

— _K
v = qu
Vov=0 (3.1)
P=Dp em D
v.n=vn-n em N

Aqui, D é a parte da fronteira onde é especificada a pressao pp, e N a parte onde é
especificada a componente normal da velocidade vy - n. Essas equagoes sdo, na verdade,

um caso particular de equagoes da forma:

T v+Vp=g

Vv (3.2)
p = pp(z) em D

vV-n=vN-Dh em N

na qual T := % é simétrica e positivo-definida.
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Fisicamente, podemos atribuir o termo g a acao da gravidade, por exemplo, e o termo
w a uma fonte ou sorvedouro de fluido. Para um tratamento completo, mostraremos os
resultados vélidos no caso geral (3.2). Veremos agora, maneiras de tratar esse problema,

que culminardao no método hibrido-misto, o qual sera utilizado nas simulagoes.

3.1 Formulacoes do problema eliptico

A primeira vista, parece interessante substituir a primeira das equagdes (3.2) na segunda,

obtendo uma equagao somente em p:

V. (TVp) =w— V- (Tg)

p=pp em D (3:3)
(TVp) n=(vw—Tg) -n em N
ou simplesmente:
V- (TVp) = f
p=pp em D (3.4)

(TVp) n=Vn-n em N

Essa formulagao é a famosa forma divergente de um problema eliptico, e é uma variacao
da conhecida FEquagao de Laplace (que corresponde ao caso T = I). Sabemos que esse
problema tem soluc¢do tnica (supondo a regularidade necessaria, vide [29], [24]), e que
pode ser visto como um problema de minimizagdo de um certo funcional. Porém, estamos
interessados no campo de velocidades, obtido por meio do gradiente de p. Computacional-
mente, essa abordagem ¢ pouco interessante, pois derivagao numérica implica em perda
de precisao. Dessa forma, precisamos de uma maneira de obter o campo de velocidades

diretamente. Surge, entao, o método misto para a solugao do problema.

35



3.2 A formulacao mista

Podemos tentar resolver diretamente o sistema (3.2). Porém, o tratamento das equagoes
pode ser mais facil em espagos de fungoes que requerem menor regularidade. Faz sentido,
entao, tentar reduzir a exigéncia de suavidade das fungoes e buscar solugoes num espaco

mais geral. Essa ¢ a esséncia da formulacao fraca das EDP’s.

Consideraremos, por ora, vy -n = 0. Multipliquemos a primeira das equagoes de (3.2)
por uma fungdo arbitraria u € U e a segunda por ¢ € @) (em que U e @ serdao definidos

posteriormente), e integremos em 2. Entao, se (u, p) satisfazem (3.2), também satisfazem

/uTv—l—/qu /ug YueU
vv_/ Vg e
/q qw qeQ (3.5)
P=Dpb em D
v-n=20 em N

Se tomarmos U = Hy y(div, Q) := {u € L*(Q) : V-u € L*(Q) e u-n|y = 0} , podemos

aplicar o teorema da divergéncia a funcao F = up para obter

/u T’V—/(V u)p /Qu‘g—/m(u~n)pp Vu € Hy n(div, Q)
/qV v—/qw Vg € L*(Q)

p € L*(Q)
Vv € H07N(div, Q)

(3.6)

Note que agora podemos buscar uma solugao (u, p) € Ho y(div, Q) x L*(Q). E mais: se p
for suficientemente suave, pelo teorema de Hahn-Banach, o problema (3.6) é equivalente
ao problema (3.2) em Hy n(div, Q) x L*(Q2) com condigdes de Neumann homogéneas em
N.

A vantagem desse método é obter o campo de velocidades v diretamente, resultando numa
maior precisdo numérica. Resta, portanto, mostrar a existéncia e unicidade da solucao
do problema (3.6), obtendo com eles os teoremas de convergéncia usados para estimar o

erro da simulagao.
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Antes disso, porém, retiremos a homogeneidade da condi¢do de Neumann. Seja v qualquer

funcao que satisfaga v-n = v -n. Isso pode ser feito, por exemplo, tomando uma solucao
classica (veja [29] ou [24]) de

V- (TVp) =0
p=20 em D (3.7)

(TVD) n=¥n-n em N

Tomando a solugao (vg,p) do problema

/uTV+/Vu /ug/unpD—/QuTv‘v’ueHoN(de)
/qV v—/qw /qV % Vg € HL(Q)

p € L*(Q)
v € Ho n(div, Q)

(3.8)

e definindo v = ¥ 4 vq, vemos que (v,p) é a solugdo procurada. Isso nos diz que, em
N, condigoes de contorno nao homogéneas significam, simplesmente, uma mudanca no
lado direito das equacgoes (3.5). Vejamos agora um tratamento mais formal da formulagao

mista.

3.2.1 Existéncia, unicidade e convergéncia

Trabalharemos, nesta se¢ao, com um problema mais abstrato. Seja V' um espaco de
Hilbert com a norma |-||,,, produto interno (-,-)y e dual V’. Consideraremos uma forma

linear limitada em V x V

|au, )| < lal lully [l - (3.9)

Essa forma define um operador continuo A : V — V'
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(Au,v)yrwy = a(u,v) Yu,v € V.

(3.10)

Seja outro espago de Hilbert @ com norma |[-[|,, produto interno (-,)q e dual Q". Seja

também uma forma bilinear continua em V' x

[bCu, )| < b lully llgllq, -

(3.11)

Novamente, introduzimos um operador linear B : V' — @’ e o operador transposto B’ :

Q — V', definidos por

(BU7Q)Q’><Q - (’LL, th)VXV' = b(U,Q) Vu € qu € Q

Sejam f € V', g € Q). Queremos encontrar u € V,p € () tais que

ou

Av+B'p=f emV’
Bv=yg em @'

Por exemplo, para o problema (3.6), temos as seguintes formas bilineares:

a : Ho y(div, Q) x Ho y(div,Q2) - R
(v,u) — / T 'v-u
Q

b: Hon(div,Q) x L*(Q) - R
(u,p) — —/(V-u)p

Q

38

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



Supondo que o operador T : Hy y(div, Q) — Ho n(div, Q) seja continuo, temos

e, )| < |77 12l 1oy 101 oy (3.17)

[6(u, D) < Null gy (i) 1P/l 20 (3.18)
Lema 2. Se g € Im B e a forma bilinear a(-,-) é coerciva em Ker B, i.e., existe ay tal

que

a(uo, ug) > g |Juoll> Vuo € Ker B, (3.19)

entdo existe um unico u € V solugao de

a(u,vg) = f(vg) Yvg € Ker B (3.20)

que satisfaca
Bu=g em V' (3.21)

Demonstracao. Tomemos u, € V tal que Bu, = g. Pela coercividade de a em Ker B,

podemos encontrar uy € Ker B satisfazendo

a(ug,vo) = f(vo) — a(ug, vo) Vv € Ker B. (3.22)

Escrevendo u = ug + u,4, concluimos a existéncia. Tomemos, entao, u; e uy solugoes de
(3.20) e (3.21). Temos
a(uy — ug,v9) Yvg € Ker B. (3.23)

Como u; — us € Ker B, a coercividade de a em Ker B implica u; = us.

]

E claro que, se (3.13) tem uma solucdo (u,p), entdo u serd solucio de (3.20) e (3.21).

O lema acima implica, entdo, que o primeiro componente da solugao (u,p) de (3.13) (se
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existir) é inico. Notemos também que, pela prova do lema:

lull < gl + — (Hf”V’ +llall flugll) - (3.24)

Assim, se encontrarmos uma cota superior para ||uyl|, teremos feito o mesmo para |jul|.
Notemos também que a coercividade de a pode ocorrer apenas em Ker B, sem que ocorra
em todo V.

Temos agora o problema de encontrar p. Para tal, mais hipdteses tém de ser feitas sobre
o operador B. Mais precisamente, precisaremos que Im B seja fechada em @)'. A razao

para tal estd no seguinte resultado da andlise funcional, cuja prova pode ser vista em [56].

Lema 3. As afirmagoes abairo sio equivalentes:

Im B € fechada em Q.

Im Bt € fechada em V'.

o (Ker B)* = Im B'.

e (Ker BH)* = Im B.

o [Lxiste ko > 0 tal que, para todo g € Im B, existe vy, € V com Bvy, =g e
[oglly, < 1/kollgllg -

e Eriste ko > 0 tal que, para todo f € Im B, existe qf € Q com Blqs = f e

lasllg < 1/ko [LF 11y

Se qualquer uma das condi¢oes acima acontecer, dizemos que B admite um levantamento
continuo de V' a Q.

Podemos, finalmente, provar a existéncia da solugao de (3.13).

Teorema 4. Seja g € Im B e seja u a solugio do problema (3.20) e (3.21). Se Im B é
fechada em @', existe p € Q tal que (u,p) € solugio de (3.13). Além disso, as sequintes

cotas sdo validas:

ey < o 11+ 5 (1420 ol (529
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Lyl H) la H( o e H>
<= , . 3.26
Pl rer 5 k()( [Flly + R lgllq (3.26)

Demonstragio. Para obter (3.25), podemos tomar u, satisfazendo (3.20), (3.21) e

1
lugll < 7 llgller

portanto (3.24) nos da (3.25).

Considere o funcional em V':

Temos entao que L(vg) = 0Vvy € Ker B. Logo, pelo lema (3), L € Im B*, mostrando que
existe p € () que satisfaz
L(v) = b(v,p) Yo € V.

ou seja:

a(u,v) +b(v,p) = f(v) Yv e V.

Por meio de projegdes ortogonais, podemos tomar p € (Ker BY)*. Se py € Ker BY, o lema

(3) ainda nos diz

b(U,p +p0) b(vap) L(U) :
sup —————= = = su >  inf K + =k )
UE\[/) HUH veV “/U” veV HUH po€ Ker B? 0 ”p pOHQ 0 ||p||Q/ Ker B

v#0 v#0 v#£0

Das desigualdades acima, e do fato que b(v,p) = L(v) = f(v) — a(u,v) Yo € V, obtemos
a desigualdade (3.26). O

Note que nao concluimos a unicidade de p. De fato, pela primeira equagao de (3.13), vemos
que p estd definida a menos de um elemento de Ker BY. A unicidade estard garantida se,

e somente se, Ker B! = 0, ou seja, se B for sobrejetiva.
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Resta-nos verificar se as hipoteses do teorema sao satisfeitas no caso da Lei de Darcy.

Basta verificar que o operador B ¢ igual a -div restrito a Hy y(div, 2) e que

—div : Ho y(div, Q) — L*(Q)

é sobrejetivo se D # (). Para tal, dado f € L?(Q), basta utilizar a existéncia da solucao

([29], [24]) de

A= f
dlp =0 (3.27)
oaln =0

e tomar ¢ = V¢, obtendo ¢ € Hy y(div, Q) com dive) = —f. No caso em que D = (), a

solucao estara definida a menos de uma constante arbitraria.

Vejamos como utilizar o Método dos Elementos Finitos para construir uma aproxima-
¢ao para o problema. Trabalharemos num dominio quadrado 2, dividido em quadrados

abertos disjuntos 2;; tais que

U, =9. (3.28)
i,J

Denotemos, num elemento €2;; da partigao,

Py(€2;5) : o espaco de funcoes constantes em €;;

RT5(945) - {(ax +b,cy +d) : a,b,c,d € Py} .

Denotemos por h o supremo dos didmetros (i.e, dos didmetros dos circulos circunscritos)

desses quadrados e

Vi = {un € How(div, ) : vyl € RTo(y) Vi, j}
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Qn = {ph € L*(div, Q) : prla,, € Po(Qj) WJ}-

Note que div V}, = Q. Procuramos entao (vy, pp) satisfazendo

a(u,vp) + b(u,pp) = f(u) Yu €V,

(3.29)
b(vn, q) = 9(q) Vg € Qn

ou mesmo

Apu+ Blp = em V/
h wp=f h (3'30)
Byu=g em Q).

Aqui, o operador By, é a restricao de B a V},. Como B = —div, pela igualdade div V}, = Qy,
vemos que By é sobrejetiva e Ker B, C Ker B. Além disso, como a(-,-) é coerciva em

Ker B, também o serd em Ker Bj,. Assim, o problema discreto 3.29 tem solugao tnica.

Pode ser visto, também, em [10]:

Teorema 5. Sejam (v, p) solugio de (3.13) e (vp, pr) solugdo de (3.29). Entao, existe K

independende de h tal que as sequintes estimativas sao vdlidas:

v — UhHHO,N(dz‘v,Q) +p - thL2(Q) < Kh (3.31)

Isso significa que temos uma aproximacao de primeira ordem ao utilizar o método misto.

Vimos que o método misto ¢ uma alternativa interessante por permitir a computacao
direta do campo de velocidades. Porém, pode-se mostrar ([10]) que a formulagao mista
envolve a determinacao de um ponto de sela. Computacionalmente, problemas de ponto de
sela sdo mais dificeis que problemas de minimizagao. Além disso, o espaco V} é composto
de fungoes continuas, o que gera um certo acoplamento no sistema associado, de forma
que a matriz de rigidez tenha menos zeros. Procuramos (se possivel) um método que nos
leve a um problema de minimizacao, preferencialmente que envolva fung¢oes descontinuas.

Esse método é o chamado método misto-hibrido, tema da proxima segao.
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3.3 A formulacao mista-hibrida

A ideia desta segao é trabalhar em um espaco menos restritivo que Ho n(div, ). Come-

cemos definindo

X(Q) ={v:vea;H(div,Q;)}.

E claro que Hyy(div, Q) C X(Q). Para trabalhar nesse espaco, precisamos saber sob

quais condi¢oes uma fungao em X () pertence a Hy y(div, Q).

Seja E o conjunto das arestas dos ;; e Ag p as fungdes em L*(E) que se anulam em D

(a parte da fronteira com condigoes de Dirichlet). Definimos a seguinte forma bilinear:

CX(Q) XA(]’D—)R
— -nd
(v, 1) Z]:/BQMV nds

]

(3.32)

-

Como usual, denotaremos por C': X(Q2) — A p o operador linear definido por c(-,-). E

imediato ver que

Cu=)> v

/L'7j

Esse operador é sobrejetivo. De fato, dado pt € Ay p podemos resolver em cada €2;;:

—Ag;; =0
wij =0 em 8QZ] NnD
%:IMQU em 0Q;; N N

e escrever v como uma soma (direta) dos ;.

Em [10], temos as seguintes caracterizagoes:
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Lema 4. Seja ve X(Q2). Entao
(C(’U, ,U,) =0 Vu € A07D) = (’U S HO’N(d’L'U, Q)) (333)

Lema 5. Sepc Agp e
c(v,u) =0 Vo e X(Q) (3.34)

entao p = 0.

Podemos ver, entdo, a condi¢do “v € Ho ny(div,2)” como uma restricio em X (€2) dada

por ¢(v, ) =0 Yu € Ay p.

Vejamos como uma nova formulacao do problema pode ser apresentada. Escreveremos,
em Xon(Q), v

0 mapa

, = Vij e, em L*(Q), p

., = Pij- Seja (v, p) solucdo de (3.13) e considere

¢:u— f(u) —a(v,u) — Zb(uij,pij). (3.35)

E claro que ¢(u) = 0 para todo u € Hy y(div, Q) = Ker C. Pelo lema (3), isso implica na

existéncia de um )\ tal que

c(u, N\g) = ¢(u) Yu € X (). (3.36)

Ou seja, temos
a(v,u) + ) b(wj,pij) + c(u, Xo) = f(u). (3.37)
ij
Para ver que \g ¢ unico, basta usar o lema (5).

Podemos resumir os resultados obtidos no seguinte teorema:

Teorema 6. [Formula¢io mista-hibrida] Sejam (v,p) solugcao de (3.13) e Ny definido

por (3.36). Entdao o terno ordenado (v,p, o) € a unica solugio do sequinte problema:
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encontrar (v, p, \o) € X(Q) x L*(Q) x Ao p tais que

a(’U, ’U,) + Zi,j b(umapzj) + C(“’? /\0) = f(u) Vu e H(Q)
2ij b(vij, ¢ij) = 9(q) Vq € L*(Q) (3.38)
(v, 1) = 0 i € Aop.

Denotaremos por Vj, = {V € X(Q) : v|a,, € RTp(S;) W,j}, P, = {p € L*(Q) : pla, € PO(Q)‘V’i,j}
e A, = {\ € Agn; A é constante em cada aresta de E'}. Esses espacos sdo normados (e de
Hilbert): V}, e P, herdam a norma natural de X (Q) e L*(2). Além disso:

2 2
ills, = - lel llelza s -

eckE

Podemos, entao, estender nosso resultado para o problema discreto:

Teorema 7. [Formulagio mista-hibrida discreta] Existe um tunico terno (vn,pn, A\n) €

Vi, X P, x Ay, solugdo de

a(v, u) + >ij b(wij, pij) + c(u, A) = f(u) YueV,
> i b(vija %j) =9(q) Vg € P, (3.39)
clo,u) =0 Vi e Ay.

Finalmente, em [10], encontramos o seguinte teorema para a convergéncia do Método dos

Elementos Finitos:

Teorema 8. [Convergéncia dos multiplicadores de Lagrange] Seja (v,p,\) solugao de
(3.38), (vn, pn, \n) solugio de (3.39) e 11 a projecio de L*(2) em Ay. Entdio existe uma

constante K independente de h tal que

T — Anll,, < K (3.40)

Assim, vemos que A, converge para a projecdo de p nas arestas das células. E mais:
Ap € uma aproximagdo de segunda ordem de p, enquanto ||p — ppl|p, ¢ somente O(h)
(vide Equacao (3.31)). Assim, os multiplicadores de Lagrange serdo identificados com as

pressoes nas arestas.

As préximas secoes sao devotadas a estabelecer a implementacao numérica da formulagao
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mista-hibrida no escoamento de fluidos em meios porosos.

3.4 A formulacao mista-hibrida e o escoamento em

meios porosos

Utilizaremos a abordagem descrita em [52] para a solu¢ao da equagao de Darcy. Seja
o dominio do problema uma colecao de retangulos 2 = U, ;{;; e seja E o conjunto dos
lados desses retangulos interiores a 0€2. De acordo com a se¢do anterior, a formulacao
mista-hibrida consiste em encontrar v € @®q, H(div, Q;;),p € L*(Q) e A € Agp (fungoes

em L*(E) que se anulam em D) tais que:

/Qu-T_lv—Z

i3

ewp [ wew| = e [ oy

Yu € @QUH<dZU, QU) (341)

I

ij

Z/Q CJV-V:/qu Vg € L*(Q) (3.42)
i,j ©°0
> - puv-n=0 VYue Ay (3.43)

Os multiplicadores de lagrange \ serao associados as pressoes nos lados das células. De
fato, para solugoes fortes, o teorema da divergéncia nos diz que o somatério na equacao
(3.41) deve ser igual a [, uVp, implicando em p|g = A. Essa hipdtese vai ao encontro
do teorema de convergéncia (8), e assim passaremos a identificar os multiplicadores de

Lagrange com as pressdes nas arestas das células.

Para encontrar uma solucao aproximada, trabalharemos em subespacos Vj, C @©q,, H (div, Q;;),
P, C L*(Q) e A, C L*(E). Assim, procuramos vy, € Vi, pr, € Py, e A\, € Ay, tais que
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(owp [ e = [ [ e
Yu eV, (3.44)

Z/Q qgV.v = /qu Vq € P, (3.45)
i 7S

Z/@Q pv-n=0 Yue A, (3.46)
i i

Retomando a se¢ao anterior, escolhemos Vj, = {V € ©q,, H(div, Q) 1 v

o, € RTo(;) Vi, j},
P, = {p € L*(Q) : pla, € PO(Q)W,j} e N, = {\ € Ag v; A é constante em cada aresta de E}.

Veremos agora o formato do sistema linear associado as equagoes do método misto-hibrido

3.5 Construcao do sistema linear

Seja {u;} uma base para o espaco Vj, {¢;} uma base para P, e {y;} uma base para A;.
Definimos a;; = [oui- T uy, b = [ Vi gy, ¢ = [p i (win)+ 5o p(wirn), g = [oui-g
e w; = [o ¢ w . Definamos, entdo, as matrizes A = (a;;), B = (bi;), C = (¢45), 8 = (gi) e
w = (w;). As equacoes (3.44)-(3.46) se tornam, entao:

Av+Bp+Cl=g (3.47)
Bfv =w (3.48)
Ctv =0 (3.49)

Notemos que sao permitidas fun¢oes descontinuas nos espagos Vj, e P,. A vantagem disso

é o desacoplamento das fungoes em cada célula.

Mostraremos agora que o sistema de equagoes para os multiplicadores de lagrange ¢é
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positivo-definido.

3.6 Positividade definida do sistema linear

Examinando as equagoes (3.47) - (3.49), vemos que o sistema linear associado ¢ da seguinte

forma:

A B \% g
Bt 0 0 Pp|l=|WwW (3.50)
ct 0 A 0

Sabemos que a matriz A é diagonal em blocos e positivo-definida. Sendo assim, resolvendo

a primeira linha de blocos da equagio (3.50) para v, obtemos:

v=A"g— Bp—-C\)
Substituindo nas outras linhas, obtemos o seguinte sistema em p e A:

-

~B'AT'B —B'A”'C
~C'AT'B —CtATIC

w— B'A-lg
_CtA—lg

[solamos p na primeira linha:

p=(B'AB) |[-B'ATCA+ B'ATg — w

Substituimos p na segunda linha, obtendo um sistema na forma H\ = R, no qual:
H=C'A"'C-C'A'B(B'A™'B)"'B'A™'C.

Ou seja:
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H=C'A"[I-B(B'A7'B)"'B'A™!| C.

A quantidade entre colchetes é uma projegao ortogonal (pois é simétrica e idempotente),
o que nos mostra que H ¢é nao-negativa. Invocando a unicidade da solucao do sistema
de equagoes do método hibrido misto (Teorema 6), concluimos que o sistema é positivo-
definido.

3.7 Implementacao numérica do método hibrido-misto

No caso em que temos as pressoes especificadas em toda a fronteira (ou seja, N = (),
obtemos uma grande simplificacdo do problema. Vejamos mais a fundo o formato do
sistema nesse caso. Para fixar as ideias, consideremos a célula [0, Az] x [0, Ay]. Podemos
tomar uma base de Vj, na qual cada elemento ¢ nulo exceto em uma célula ;. Em

[0, Az] x [0, Ay] h4 quatro elementos que nao sao identicamente nulos. Sao eles:

ug, (t,s) = (1—&,0)
ug (t,s) = (ﬁ,())
uy (t,s) = (0,1- )
up (t,s) = (0,5)

Dessa forma, podemos escrever, nessa célula, a velocidade na forma v = vpuy, + vgur +
vyuy + vpUup, em que vy, Vg, vy € vp indicam, respectivamente, a velocidade na aresta
esquerda, direita, superior e inferior da célula. Analogamente, denotaremos os multipli-

cadores de lagrange por pr, pr, Pu € Pp-

Tomaremos como base de P, os elementos que valem 1 em apenas uma célula, e 0 nas
demais células. A base de Aj, é obtida de forma andloga. Definimos o tensor transmissi-

bilidade T = K/u e a matriz auxiliar S:

-1

Ar 0
0 Ay

Az 0
0 Ay

Ty T
Ty T

1
AxAy

Nessas condigoes, a as equagoes (3.47) e (3.48) tém o seguinte formato:
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%511 éSn isu islz i v Ay _ _ bL _
%511 %Sn islz isw -1 vRAY —Pr
i521 ism %522 %522 1 vyAzx by

iSZI i521 %522 %522 1 vpAz —PpD
1 -1 1 -1 0] pr | 0]

Simularemos o caso em que K é uma matriz diagonal. Nessa situacao, temos um sistema

ainda mais simples, pois S é diagonal:

S

v Ay ]

%511 6 0 0 1 DI
éSn %511 0 0 -1 vrAy —PRr
0 0 3S5» §S» 1 vy A pu (3.51)
0 0 %522 %522 1 UDAZE —PbD
1 -1 1 —1 0 D 0
O sistema (3.51) pode ser invertido, de forma a obter
i v Ay My My My M; my pL
vrRAY My Mz Ms Mg my —PR
UUAI’ M4 M5 M6 Mg ms Pu (352)
vpAx My Mg Mg My my —PbD
| P ] | T My Mg My —f ]| 0 ]
Agora, (3.49) nos da:
(vi)ivr; = (vR)ig (3.53)
(vw)igr1 = (vb)iy

em que os indices ¢, 7 indicam, respectivamente, a posicao horizontal e vertical da célula.
As equagdes (3.53) nos dizem que o fluxo volumétrico é continuo entre células, i.e., todo

o fluido que vem de uma célula é transportado para a célula vizinha.
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Combinando (3.52), (3.53) e (3.53), podemos eliminar as velocidades do sistema linear,
resultando num sistema que envolve apenas as pressoes nas arestas das células. Além disso,
como vimos na se¢ao anterior, esse sistema é positivo-definido, permitindo a utilizacao do
método do gradiente conjugado para sua resolucao. O método sera ainda mais eficiente
por se acoplar a matriz de rigidez a malha, pois aquela é esparsa e requer alguns cuidados

no armazenamento de forma a garantir a otimizagao dos recursos computacionais.

Uma vez obtidas as pressoes, podemos usar as equagoes (3.52) para obter as velocidades
em cada célula, e proceder para o calculo do transporte de massa convectivo, que sera

visto na préxima secao.

No caso em que as condigbes de fronteira determinam a pressao (condigdo do tipo de
Dirichlet) em uma parte, e da velocidade (que pode ser vista como condi¢do do tipo
de Neumann, pois v é proporcional ao gradiente de p) na outra parte da fronteira, o
sistema nao envolve apenas as pressoes, e o método acima nao é mais utilizavel. Também
nao podemos garantir que o sistema seja simétrico ou positivo-definido. Dessa forma,
um método diferente para a resolugao do problema deve ser utilizado. Como a matriz de
rigidez ainda ¢ esparsa, escolhemos aqui o método do Gradiente Biconjugado Estabilizado.
As experiéncias feitas indicaram a necessidade de um precondicionamento do sistema e,
para tal, utilizamos a decomposicao LU incompleta. Assim, em qualquer tipo de condi¢ao
de fronteira, ja sabemos como obter as velocidades, e assim resta-nos apenas resolver as

equacoes convectivas.
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Capitulo 4

Discretizacao das equacoes

convectivo-difusivas

Apés integrar a Eq.(1.4) no tempo, podemos escrever a conservagao da massa do tracer

em uma célula 2 da malha por

.tn+1

/Qc(x,t’”l) pdV = /Q c(x,t")pdV + /m/t F - ndtds. (4.1)

n

Definimos

*AQ:/ngdv (4.2)

= { /Q oz, 1) dV] AlQ. (4.3)

Nas faces S da célula, temos as integrais no tempo para o fluxo volumétrico

25n+1

V;% = /S/t v - ndtds. (4.4)

n
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A equagao da diferenca conservativa para o tracer, Eq.(4.1) toma a forma

n n 1 n+i
CQ+1 = CQ + TQ Z fS 2 (45)
Scon

2

em que f;+ é a integral no tempo do fluxo do tracer na face S da célula. Vejamos como

se d4 o célculo desse fluxo.

Dividiremos o fluxo em uma parcela hiperbélica (correspondente a contribuigdo convec-

tiva) e em uma parcela difusiva:

nt+i Hn+2 Dn+2
o 2= fo 24 fg 2 (4.6)
A parcela convectiva é definida por:
1 1 1 gt
fg’nﬂ = cng?V;JrQ = // cv.ndtds. (4.7)
s Jin

. ~ , nti . .
Aqui, a concentracao do tracer na face S da célula, cg *, é calculada de diferentes manei-
ras, dependendo do nimero de dimensoes espaciais. Ja o fluxo difusivo sera calculado por
diferengas finitas explicitas. Trataremos do fluxo convectivo na secao seguinte. A parcela

difusiva sera tratada numa segao posterior.

4.1 Fluxo convectivo em 1D

Por razoes ilustrativas, exibimos o calculo dos fluxos convectivos em 1D. Esse calculo sera
feito utilizando uma variagao do conhecido MUSCL Scheme, que consiste em uma recons-
trugao linear por partes da concentracao do tracer, seguido do uso das retas caracteristicas

para obter as concentracoes nas faces da célula. A reconstrucao é detalhada a seguir.

Definimos
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sign (a)min {2 |al,2|b|,|la + b| /2} se ab> 0
sy — | Fiom (@ min2lal 2l fa + 01 /2) "
0 se ab <0

Aci = muscl(c] — ¢}y, ¢y —cf). (4.9)

A reconstrucao tem a forma

T — x;
" _ n n 7
c(z) = cf + Ac; As T € (1’1%7%7%) (4.10)
ity toi-g
em que Ax; = Tipl =Tl ex = -
Se aproximarmos
nt3 n+i
VH%J ~ (vg)i A"z (4.11)

(com wvg definido no Capitulo 3, no caso bidimensional, sendo a restricdo para o caso

unidimensional imediata), computamos as concentragoes nas faces da célula:

+l
1 V:_ 12 n_;’_l
n 1 _ 2 n 2
a+s5|1 Py Ac] se VH% >0
nid
G4l = ity (4.12)
n 111 i+3 Ach V"Jr% 0

1

Note que essa equagao necessariamente difere do "MUSCL Scheme” padrao, no qual V;T?
2

é substituido pela velocidade caracteristica vezes o intervalo de tempo.

Completamos os calculos para o fluxo puramente convectivo usando:
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e (4.13)

E possivel determinar as circunstancias nas quais esse método serd estdvel e convergente.
Lembramos que, na auséncia1 de pogos em 1D, a velocidade é independente de x (j& que
div v = w = 0), e assim V:; — v"At"*z. Utilizando o Lema de Harten [32], vemos que
esse método serd TVD (Total Variation Diminishing) se:

Vi At < At =

(4.14)

Fisicamente, isso significa que o fluxo de fluido (i.e., vAt) se restrinja a, no maximo, o
volume de vazio da célula (i.e., pAz;). E fato conhecido que os métodos TVD sao estaveis

e convergentes [32].

4.2 Fluxo convectivo em 2D

Em 2D, usaremos uma versao do donor cell upwind scheme ([53]). Nesse método, a massa
do tracer na célula apdés um intervalo de tempo ¢ igual ao valor no tempo anterior mais
ou menos corregoes nas regioes trapezoidais associadas as arestas das células.

Como no caso unidimensional, utilizamos uma reconstrucao linear por partes. Em cada

célula, calculamos os incrementos:

n oo n n n n
Acy;; = muscl(cjy — 'y j, ¢y — )

n n

no__ n n
Acy;; = muscl(c; — ¢y, ¢ — )

além do volume dos poros na célula:
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Definindo a aproximagao

v

i+3.

1

~ (vR)i;Axyj At

(4.15)

(4.16)

~ ’ n+s .
e equacoes analogas para ‘/ij f; (lembrando que vy, vg, vy e vp foram definidos no
’ 2

Capitulo 3), computamos as concentragoes nas arestas:

n+2
&+ 1 1—%*%4 Ac? se V2 >0
1] 2 Ai]' 1,ij 7,4-27
U —
Cf¥%J o ntj
n 1 it35.d n 2
Cihig— o [ L+ Air1, At se V+§7 <0

(¢!, 1 ésimilar) e proceder para calcular o fluxo numérico

’.7+2

H—

n+2
] Z+27]

=V

(com f , i _similar). Agora, corrigimos os A ;e afins:
2’ 27
fn 1_f.n. 1
n _ _bity bi-g +3 >
Cn+% Ci-i—%,J 245 ’ 5€ V Q,J 2 0,
i+3. el iy
c? — 2 —2 . se t3
i+1.,j 2Ai4i,5 ’ V +3.4 <0,

1
~ , n+s
com uma equacgao analoga para G Jf

e
i+3.J  it3.d z+

1

n+s
computando f; ; !
% 2

1. Calculamos os fluxos corrigidos
2

n+2 n+2

o7

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

de maneira analoga. Finalmente, aplicamos a diferenca conservativa



1 n+i n+i n+i n+i
ij iy TZ] fi+;j - fif;j + fi,j; _ fi,j—Q% . (421)
As equagoes (4.15) - (4.21) constituem o esquema 2D para o calculo das concentragdes
em cada instante de tempo. De acordo com [52], o esquema serd estivel e de segunda

ordem caso

n+3+ ntz— ntit n+3—
Viery ~Virs Vi Vi
max 2 2 2 —— 5 <1 (4.22)
Aij Ajj

em que VT e V™ sdo as partes positiva e negativa de V:

VT =max{V,0} e V- =min{V,0}. (4.23)

No caso de uma malha uniforme, podemos equivalentemente definir os incrementos tem-

porais direcionais

Vn+%+ B Vn+%—
| Y i+5. 494
L1, Gij Az
e
ntgt ndg—
L Tiges — Vi (4.25)
Aty Pij Ay
restringindo o incremento de tempo At"2 de forma que
1 1
At"imax{-—— —— b < 1. 4.26

Note que nao exigimos que o método bidimensional seja TVD, pois é fato conhecido que

os esquemas TVD sdo, no méximo, de primeira ordem [31].
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4.3 Fluxo difusivo

Espera-se que a difusdo desempenhe um papel pequeno no fluxo méssico, sendo uma
pequena correcao do fluxo convectivo. Dessa forma, utilizaremos integracdo explicita
no tempo. Um tratamento mais acurado exigiria um método implicito, mas os custos

computacionais extras seriam grandes comparados ao efeito esperado da difusao.

No escoamento unidimensional, aproximamos o fluxo difusivo por:

¢n+1 o6\ Oc D+l
— - . ’1 42
/BQ /t” [(al vl + T ) 817L f’+§ (4.27)
itd
ntl ¢5At"+% AC?+l
= oy |V"2 z 4.28
(Oq it+3 + T AxiJr% ( )

. ~ n — n 7
Aqui usamos a notagao ACH_% =cp g —cf e Ax,

Ha uma restricdo quanto aos incrementos temporais na utilizagdo do fluxo difusivo jun-

tamente com o convectivo. Seguindo [52], caso a desigualdade

QALCH% A:CF%

o KL
! AJ]iJr%—i-A%ii%

(4.29)

seja verdadeira, o tratamento da difusdo nao implicard em uma restricao adicional signi-
ficativa no incremento temporal. Nas nossas simulacoes, verificamos que uma reducao de

5% é suficiente para garantir a estabilidade do método.

O tratamento da difusdo em miltiplas dimensoes é andlogo. Obtemos as velocidades de
Darcy pela solucao do sistema linear, como visto no capitulo anterior. A partir delas, e
com as concentragoes de cada célula, obtemos as derivadas necessarias para o calculo do

fluxo difusivo, de forma a atualizar as concentracoes de cada célula.
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Capitulo 5

Refinamento Adaptativo da Malha

5.1 Malhas Adaptativas

A solugao numérica de EDPs pode muitas vezes exigir uma malha nao-uniforme, que se
adapte ao problema, sendo mais refinada onde a solucao ou as suas derivadas variem mais
rapidamente e menos refinada onde essa variacao ocorra menos abruptamente. Em siste-
mas dependentes do tempo, essa necessidade é mais expressiva, uma vez que a natureza

dindmica desses problemas pode produzir regioes de rapida variagao na solugao.

Ha essencialmente dois métodos de se modificar malhas. A primeira é mové-las juntamente
com as frentes de onda (vide [4, 14, 15, 38]). O segundo método ndo movimenta a malha
no tempo, mas refina as regioes de grande variacao da solucao. Nessa situacdo, a cada
instante de tempo, a malha deve ser atualizada de forma a refletir a dinamica do problema
(veja [3, 5, 8,19, 39, 41, 43, 44, 45]). Alguns autores, inclusive, preferem combinar os dois

métodos, como pode ser visto em [2].

Uma malha é formada por células que cobrem todo o dominio estudado, cada uma delas
associada a um né da estrutura de dados. Dada uma malha inicial, que é representada
como a raiz de uma arvore, nds-filho com graus crescentes de refinamento podem ser
criados. Cada no6 pode agora ser um no-pai para os refinamentos seguintes. Esse procedi-
mento pode ser executado em regides que atendam a um certo critério de refinamento de
acordo com o problema em questao. Dessa forma, diferentes graus de refinamento podem

ser encontrados em regides adjacentes do dominio estudado [12].
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De acordo com [47], esse procedimento é conhecido como quadiree, uma classe de es-
truturas de dados hierarquica cuja propriedade em comum a todas é serem baseadas no
principio da decomposi¢ao recursiva do espago. Em [36], uma nova estrutura de dados,
chamada de fully threaded tree (FTT), é apresentada e aplicada a simula¢do do escoa-
mento de fluidos. FFT representa um avanco comparado as abordagens baseadas em
arvores mencionadas. Cada né (seja ele uma folha ou ndo) possui facil acesso a seus
filhos, vizinhos e pais, por meio de ponteiros especiais. Mais ainda, no FFT, o acesso a

células vizinhas e mais rapido, pois nao é necessario percorrer toda a arvore para tal.

Implementagoes do tipo quadtrees permitem que regioes adjacentes do dominio possuam
diferentes niveis de refinamento. Como consequéncia, para alcancar células vizinhas, o
algoritmo realiza uma busca na arvore. FF'T consegue evitar esses custos permitindo a
diferenca de apenas um nivel de refinamento entre células vizinhas. No entanto, essa
restricao impoe um efeito de médio alcance na malha: se uma célula necessita de mais
refinamento, seus vizinhos terao de ser refinados também. Ha, entao, uma perda de

localidade no refinamento, impondo um custo computacional adicional.

Nesse trabalho, sera utilizada a estrutura de dados Autonomous Leaves Graph (ALG),
descrita em [12]. Trata-se de uma estrutura simples, embora flexivel, que nos propor-
ciona um refinamento local da malha, a um baixo custo computacional. Nele, em vez
da estrutura quadtree convencional, é criado um grafo no qual os nés filho (os quais se-
rao chamados folhas) tornam-se autéonomos quando os respectivos nos pai sao deletados.
Além disso, essa estrutura permite a coexisténcia de vizinhos com graus de refinamento
(arbitrariamente) diferentes — por meio dos chamados nds de transi¢io — bem como a

comunicagao rapida entre esses vizinhos ([12]).

O ordenamento das células é feito por meio de uma space-filling curve. A vantagem desse
tipo de curva ¢é a utilizagao de um método simples e sistematico para visitar todas as células
da malha. Além disso, space-filling curves possuem um alto grau de localidade (vide [46,
47]). Nesse trabalho, serd utilizada a chamada Curva de Hilbert Modificada, uma versao da
curva de Hilbert tradicional, mas adaptada a malhas de diferentes niveis de refinamento.
Essa curva foi proposta em [13] e descrita em detalhes em [15]. Apresentaremos agora o

funcionamento do ALG.
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5.2 A estrutura de dados Autonomous Leaves Graph
(ALG)

A explicagao e as ilustragoes dessa se¢ao até o fim do capitulo foram retirados de [12]. A
estrutura de grafo utilizada no ALG é constituida por dois tipos de nés: os cell nodes, que
correspondem as células da malha, e os transition nodes, que sao usados para conectar

cell nodes de diferentes niveis de refinamento.

No caso bidimensional, cada cell node possui quatro ponteiros, chamados norte, sul, leste
e oeste, orientados respectivamente na direcao do eixo y positivo, y negativo, x positivo e
x negativo. Esses ponteiros podem apontar tanto para cell nodes quanto para transition
nodes. Cada transition node possui apenas trés ponteiros, para conectar cell ou transition

nodes.

Os cell nodes possuem variaveis adicionais correspondentes as coordenadas espaciais dos
seus centros e as propriedades fisicas pertinentes. Ambos os nés possuem informagao sobre
o seu tipo (cell ou transition node) e sobre o seu nivel de refinamento. Por convengéo,

representaremos os cell nodes por pontos negros, e os transition nodes por pontos brancos.

5.2.1 A estrutura da malha

Para descrever a malha, mostraremos o caso do quadrado unitério (embora a generaliza-
¢ao possa ser feita para malhas com poligonos arbitrarios, em duas ou mais dimensoes
espaciais). Comecemos com uma malha constituida por quatro células, cada uma delas
identificadas pelo seu centro: (0.25,0.25), (0.75,0.25), (0.75,0.25) e (0.75,0.75). Cada
um dos quatro cell nodes possuem elos orientados nas quatro diregoes: norte, sul, leste e

oeste. Como resultado, temos o diagrama representado na Figura 5.1.

Figura 5.1: Malha de 4 células

Os elos restantes, que nao apontam para um dos quatro nés no quadrado sdo entao
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conectados aos quatro transition nodes mostrados na Figura 5.2.

O

O

Figura 5.2: Definindo os nds de transicao

Finalmente, como mostrado na Figura 5.3, esses transition nodes sao “aterrados” (ou seja,

apontam para um ponteiro nulo).

Figura 5.3: Esquema completo

De forma a simplificar a representacao grafica, cada par de setas conectando dois nés serd

substituidos por uma tnica linha, como mostrado na Figura 5.4.
Quatro células com o mesmo nivel de refinamento e originadas do mesmo verticé v sao

chamadas de cacho (bunch), com pai v. O né pai é deletado, mas cada célula é munida de

um identificador de forma a determinar que as quatro células pertencem ao mesmo cacho.

5.3 Refinamento da malha

Para mostrar como se realiza o refinamento da malha, suponha que a célula centrada em
(0.25,0.75) seja escolhida para ser refinada. Nesse caso, a configuracdo mostrada em na

Figura 5.5(a) sera criada:
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Figura 5.4: Esquema nao-direcional

€Y (b) (©)

Figura 5.5: Sucessao de refinamentos

Esse refinamento é implementado substituindo a estrutura basica representando os elos do
n6 em questao (parte esquerda da Fig 5.6) pela estrutura desenvolvida para o quadrado
unitario (parte direita da Fig 5.7). Cada né (a,b) no centro da célula de lado ¢ a ser
refinada é substituido pelos nés (a — ¢/4,b — ¢/4), (a — ¢/4,b+ c¢/4),(a + ¢/4,b+ c/4) e
(a+c/4,b—c/4). Os quatro elos partindo dos transition nodes sdo entdo conectados aos
vizinhos do n6 que esta sendo substituido. O grafo resultante é exibido na figura 5.7; o

numero préoximo a cada né indica o seu nivel de refinamento.

Figura 5.6: Elos de um né e estrutura basica de refinamento

Consideremos agora um nivel a mais de refinamento, como mostrado na Figura 5.5(b). A

aplicacao do mesmo principio para o refinamento resulta no grafo da Figura 5.8:
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1

Figura 5.7: Refinando a célula noroeste

Figura 5.8: Mais um nivel de refinamento

5.4 Desrefino da malha

Antes de entrar em detalhes sobre o processo de desrefino, devemos ter em mente que,
para manter a estrutura béasica de blocos do grafo, é necessario que todas as quatro
células que serdo desrefinadas pertencam ao mesmo bunch, permitindo a recuperacao da
configuragao anterior. Essa condi¢ao garante que configuragoes antigas da malha possam
ser recuperadas executando-se mudancas locais mutuamente independentes, mesmo apés
um numero arbitrariamente grade de refinos e desrefinos. O procedimento de derrefino

pode ser esquematizado da seguinte forma:

1. Transformacao do cacho a ser desrefinado em um tnico né

2. Alimentagao desse né com as variaveis pertinentes (coordenadas espaciais, nivel e

parametros fisicos relativos ao problema)
3. Conexdo do novo né com seus vizinhos

4. Simplificagdo da malha, eliminando nés desnecessarios
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A conexao do novo né com seus vizinhos é feita com a criagdo de quatro transition no-
des, com o mesmo nivel de refinamento do bunch original. Ilustremos a sequéncia de

desrefinamento com as figuras abaixo:

(c) Criagao dos nés de transigao (d) Configuracao final apds simplificagao

Figura 5.9: Sequéncia de desrefinamento

Adotando as estratégias acima, a configuragdo mostrada na Figura 5.9a torna-se aquela

mostrada na Figura 5.9d. Note as trés simplificagoes que ocorreram nesse exemplo.

5.5 Ordenacao Total da Malha

A ordenacao das células da malha é feita utilizando uma Curva de Hilbert Modificada
(MHC). Trata-se de um algoritmo baseado na curva de Hilbert original, mas adaptado
a divisao do dominio em uma malha nao-uniforme. Essa ordenacao é implementada por
meio de uma lista, e a cada vez que um refinamento é executado, as novas células sao
inseridas nessa lista. O procedimento detalhado para a construcao da MHC pode ser

encontrado em [12]. Podemos ver um exemplo da MHC na Figura 5.10 abaixo.

66



T
fa &

e
\;F [ ==y gy

H

A
[EEpgEE

Figura 5.10: Exemplo de ordenagao pela Curva de Hilbert Modificada

5.6 Refinando e Desrefinando

Descreveremos aqui como se da o refinamento e o desrefinamento da malha em termos

das propriedades fisicas armazenadas nas células.

Temos, no problema, um campo de velocidades estatico, em regime estacionario. Esse
campo causa o transporte convectivo do tracer de célula para célula. Utilizamos como
critério de refinamento a norma (da soma) do gradiente de concentracao; caso o seu valor

fosse superior a um limite predeterminado, a célula seria refinada.

Resta-nos saber como calcular os valores de pressao e velocidade nas células refinadas.
Nossa primeira abordagem foi realizar um célculo local, resolvendo a Equacao de Darcy
com condigoes de contorno iguais as propriedades da célula a ser refinada. Esse pro-
cedimento mostrou-se ineficaz, pois a solugao obtida se afastava muito daquela obtida
com a malha uniforme (como nosso problema nao tem solugao analitica, a alternativa é a

comparagao com os resultados da aplicacdo do mesmo método a uma malha uniforme).

Dessa forma, apelamos para um método diferente. No inicio da simulacdo, resolve-se a
Equacao de Darcy no maior nivel de refinamento permitido. Armazenamos esse resultado
a parte na meméria (numa malha auziliar), e buscamos informagao ali sempre que ne-
cessario. Ao refinar uma célula da malha, percorremos essa malha auxiliar (que contém
a melhor informagao fisica disponivel), e calculamos as médias necessarias para definir as
propriedades das células refinadas. Denotaremos por I e J a posicao espacial de uma cé-
lula da malha do problema e por i e j a posi¢ao de uma célula na malha auxiliar. Quando

a aresta da malha auxiliar S; 1 ; estd contida na aresta S; 1 ;, calculamos as médias da
2 27

7j
seguinte maneira:
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— > i1 Ay (5.2)
Ayry Si10CSraty ’

Prylg =

e se a célula §2;; estd contida em €Q;:

1

AZE[JAyIJQiZ Py =ty (5:3)

iCQry

Pry

Essas equagoes garantem a conservagao da massa do fluido. A Eq. (5.1) diz que o fluxo
volumétrico na aresta de uma célula menos refinada é a soma dos fluxos volumétricos nas
arestas das células mais refinadas. Equacoes (5.2) e (5.3) nos dizem que as pressoes, tanto
nas faces quanto nos centros das células, sdo médias das pressdes nas respectivas células
mais refinadas. Quanto a concentragao do tracer, as células refinadas recebem o mesmo
valor da célula menos refinada original, pois nao hé como se determinar qual a proporcao

de tracer que deve ir para cada nova célula.

O procedimento de resolver a Equacao de Darcy inicialmente para toda a malha no nivel
de refinamento maximo requer um certo esforco computacional. Porém, lembramos que
o sistema linear sera resolvido apenas uma vez: os cdlculos para a atualizagao da concen-
tragdo do tracer nas células usam um método explicito. Assim, esse custo computacional
inicial é compensado por nao termos que resolver um novo sistema para determinar o

campo de velocidades a cada iteragao na malha nao-uniforme.

O desrefinamento é inteiramente analogo: caso um grupo de células com o mesmo nivel de
refinamento e pertencentes ao mesmo cacho tenham um gradiente de concentragao menor
que um valor limite, efetuamos o desrefinamento, como visto na secao 5.2. Nesse caso,
para esse grupo de células, calculamos as médias pelas equagoes (5.1) - (5.3). Além disso,

calculamos a concentracao média do tracer:

1

Cll = N A
Az Ayrs g,

§Cr g

Esses valores médios serdo as propriedades fisicas da célula desrefinada. Note que a
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Equacao (5.4) conserva a massa em cada célula, como era de se esperar.

Podemos resumir, entao, o procedimento adotado

e O S Y
AR I S

Definir o nivel méximo de refinamento

Definir as condigoes de contorno

Montar a matriz de rigidez da malha

if Pressao especificada em toda a fronteira then
Resolucao do sistema pelo CG

else
Fatoracao LU incompleta
Resolugao do sistema pelo BICGSTAB

end if

Definir condi¢ao inicial das concentragoes

: while Massa total for positiva do

Refinar\Desrefinar a malha
Calcular At para esta iteracao

Atualizar as concentragoes nas células

. end while
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Capitulo 6

Implementacao e resultados

numericos

Mostraremos nesta se¢ao os resultados numéricos obtidos com a abordagem computacional
descrita nos capitulos anteriores. O simulador foi programado na linguagem C++, com
graficos produzidos via OpenGL e compilado com o Dev Cpp 4.9.9.3, e todos os testes
foram executados num Intel(R) Core(TM) i5 2.50 GHz equipado com Windows 7 Home

Premium (C).

Vimos nos capitulos anteriores que o programa pode ser dividido, grosso modo, em duas
partes: na primeira, o calculo dos campos de pressao e de velocidades é feito, por meio
da resolucao de um sistema linear. Na segunda parte, com os campos de velocidades em
maos, realiza-se o calculo da transferéncia de massa entre as células da malha. Vejamos

primeiro os resultados obtidos na resolucao do sistema linear.

6.1 Calculo do campo de pressoes e de velocidades

Como vimos no Capitulo 3, foram utilizadas duas abordagens diferentes: uma para o caso
de pressoes especificadas no contorno, e outra para a condicao de contorno mista, na qual
p era especificada em uma parte do contorno e v na outra. Essas abordagens nos levam
a sistemas diferentes, e veremos agora alguns exemplos do resultado obtido em cada um

desses casos.
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6.1.1 Exemplo Numérico 1

Para ilustrar a aplicacao do método ao caso de pressoes especificadas, utilizamos uma
pressao igual a 2 atm nas fronteiras norte e oeste, e igual a 1 atm nas fronteiras sul e
leste de um dominio quadrado, de lado 1m. Foi utilizado um campo de permeabilidades
uniforme e isotropico igual a 1000 milidarcy, e uma porosidade igual a 0,27. O fluido

simulado foi a dgua, com viscosidade igual a 1cP.

Para a solugdo do sistema, aplicamos o Gradiente Conjugado (CG) ao sistema linear
obtido. Por envolver apenas multiplicagoes matriz-vetor, uma forma bastante eficiente de
se aplicar o CG é utilizar a prépria malha para o armazenamento da matriz e para realizar
as operagoes necessarias. Dessa forma, nenhum pacote extra de algebra linear precisa ser

utilizado, otimizando o uso de memoéria e de processamento.

Exibimos na Figura 6.1 o campo de pressoes obtido em diferentes niveis de refinamento.

6.1.2 Exemplo Numérico 2

Gostariamos de verificar a exatiddao do método empregado. No caso geral, nao existe
solugao analitica para a Lei de Darcy. Porém, condi¢oes de contorno bem-escolhidas nos
levam a um resultado conhecido. Sendo assim, realizamos a simulag¢ao com condicao de
contorno mista: v = 0 (no-flow) nas fronteiras norte e sul, p = 2 atm na fronteira oeste e

p = 1 atm na fronteira leste.

Os testes iniciais indicaram a necessidade de um precondicionamento: o solver nao con-
vergia utilizando simplesmente o BICGSTAB aplicado a esse sistema. Buscamos, entao,
alternativas que fossem satisfatorias em termos de eficiéncia e praticidade. Ha varias bibli-
otecas para C'+-+ especializadas em algebra linear, como por exemplo LAPACK, Amadillo
e Figen. Existem também aplicagdes como o SciLab e MATLAB(R) que possuem médulos

para a resolucao de sistemas.

O programa que demonstrou melhor eficiéncia na resolugao do sistema, além de oferecer
as ferramentas necessarias para seu uso, foi o MATLAB(R). Sendo assim, utilizamos
uma aplicagao desenvolvida em MATLAB(R) e compilada (via MATLAB(R) Compiler)
num arquivo executavel standalone, que pode ser executado mesmo em méaquinas que
nao possuem MATLAB(R) instalado. Esse arquivo executével 1¢& a matriz de rigidez e o

vetor de cargas, realiza a fatoracdo LU incompleta (iLU) e resolve o sistema utilizando
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2 atm 2 atm
1atm 1atm

) Nivel 4 (b) Nivel 6

2 atm 2 atm
1atm 1atm

) Nivel 7 (d) Nivel 8

Figura 6.1: Campo de pressoes em diferentes niveis de refinamento
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o BiCGSTAB. Os arquivos gerados pelo MATLAB(R) Compiler gozam de livre uso e

distribuicao, nao implicando em problemas de licenca na utilizacao do simulador.

Utilizando esse programa “misto”, podemos resolver o sistema desse exemplo (e todos os
que utilizam uma condicao de fronteira mista). Mostramos na Figura 6.2 abaixo o campo

de pressoes obtido em varios niveis de refinamento.

2 atm 2 atm
1atm 1atm

) Nivel 4 ) Nivel 6

2 atm 2atm
1atm 1atm

) Nivel 7 ) Nivel 8

Figura 6.2: Campo de pressdes em diferentes niveis de refinamento

Para essas condigoes de contorno, ¢ facil ver que a solucao analitica é:
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p(z,y) = 2—xatm
e = (500)

= (1000,0
( ? ) CP—m
~ (8.64,0) m/dia.

mD-atm

Dessa forma, podemos comparar a solu¢ao obtida na simulacdo com a solucao analitica.
Realizamos a simulacdo em diversos niveis de refinamento, obtendo valores exatos para
as velocidades, pressoes nas arestas e pressoes no centro das células. O gréfico p versus x

(Figura 6.3) no nivel 4 de refinamento (256 células) ilustra esse resultado.

Pressdo versus posicao

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x (m)

Figura 6.3: Pressao versus posi¢ao x

Na figura acima, a linha reta indica a solugao analitica, enquanto os circulos denotam a

solugdo numeérica.

6.1.3 Exemplo Numérico 3

Simulamos também o caso em que a permeabilidade nao é igual para todas as células.
Isso pode acontecer, por exemplo, quando ha rochas diferentes compondo o meio poroso.
Nesse caso, ao se desrefinar um cacho que possui células de diferentes permeabilidades, é

necessario calcular uma determinada média das permeabilidades dessa células. Ha varias
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maneiras de se definir a permeabilidade média, sendo notorias as técnicas de renorma-
lizacao ([16, 17, 21, 22, 23]), as médias volumétricas ([34, 35, 55]) e a homogeneizacao
([1, 6, 20]). Porém, por estar fora do escopo dessa dissertacao, simplesmente tomamos o

cuidado de nao desrefinar cachos de células que possuem permeabilidades diferentes.

Nesse exemplo, colocamos a permeabilidade igual a zero em um certo conjunto das células.
Se isso acontece, a velocidade na célula deve ser nula. Nesse caso, certo cuidado deve ser
tomado para evitar a divisao por zero na resolucao do sistema. Simulamos um dominio
quadrado, em cujo centro hd um disco de células impermeéveis. Abaixo (Figura 6.4)
podemos ver o campo de pressoes nos centros das células obtido numa malha de 16384

células.

2 atm

1 atm

Figura 6.4: Presenca de células impermeaveis

Podemos notar uma regiao circular central no qual a pressdo varia de forma diferenci-
ada: o gradiente de pressao é maior nas regioes de maior permeabilidade, resultando num
maior fluxo de fluido. J& esperavamos esse resultado, pela propria definicao de permea-
bilidade. Esse comportamento serd mais claramente observado na se¢ao seguinte, onde

serdo mostrados mais detalhes do escoamento.
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6.2 Transporte de massa e refinamento adaptativo

Exibiremos aqui os resultados obtidos no calculo da transferéncia de massa entre as células,
evoluindo a concentragao do tracer com relacao ao tempo. Retomaremos, para tal, os

exemplos da secao anterior.
6.2.1 Exemplo Numérico 1

Utilizaremos nesse exemplo uma concentracao inicial igual a 0.8 em um circulo de raio
0.3 centrado na origem. A evolugao da concentragao do tracer ao longo do tempo pode

ser vista na Figura 6.5 a seguir.

Podemos notar regides de maior refinamento onde ha maior fluxo de massa, e regides
pouco refinadas onde esse fluxo é baixo. Essa propriedade das malhas adaptativas nos
permite reduzir custos computacionais, desde que as regides de interesse ocupem uma
porcao relativamente pequena do dominio a cada instante de tempo. A comparagao
entre os tempos necessarios para atualizar as concentragbes em malha uniforme e malha

adaptativa pode ser vista na tabela abaixo (Tabela 6.1).

Nivel Numero de Células Malha Uniforme(s) ALG(s)

2 16 6.3E-2 0.84E-2
3 64 0.26 0.22
4 256 1.45 0.31
) 1024 10.28 1.94
6 4096 193.99 12.79
7 16384 2937.59 109.79

Tabela 6.1: Tempo gasto para atualizar as concentragoes

Vemos uma clara vantagem na utilizacao de uma malha adaptativa: no nivel 7, por
exemplo, o tempo gasto em malha adaptativa para atualizar as concentragoes foi menos
de 4% do tempo gasto em malha uniforme, com uma diferenca de 2827.8s. Essa diferenca
tende a aumentar com o aumento do niimero de células, pois enquanto a malha uniforme
sempre trabalha no nivel mais refinado, a malha adaptativa rapidamente desrefina as
células nas quais o fluxo de massa é baixo, realizando menos calculos desnecesséarios e

reduzindo o custo computacional.

Podemos notar também a coexisténcia de regioes vizinhas com niveis distintos de refina-
mento. Essa é uma das caracteristicas do ALG que o coloca em vantagem com relagao a

outras estruturas de dados, como quadtrees e FTT.
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Figura 6.5: Campo de concentracdes em diferentes intervalos de tempo
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6.2.2 Exemplo Numérico 2

Utilizaremos o mesmo campo de concentragoes do exemplo anterior. Como vimos na se¢ao
anterior, esse problema é analogo a um escoamento unidimensional. Essa caracteristica

pode ser vista na Figura 6.6 abaixo.

c=1

(c) 600s (d) 800s

Figura 6.6: Campo de concentracoes em diferentes intervalos de tempo

Podemos também ver a vantagem da malha adaptativa sobre a malha uniforme compa-

rando os tempos gastos na atualizacdo das concentragoes, na tabela a seguir (Tabela 6.2).

Aqui também notamos a vantagem da utilizacdo da malha adaptativa. No nivel 8, por
exemplo, o tempo gasto em malha adaptativa para atualizar as concentracoes foi pouco

mais do que 50% do tempo gasto em malha uniforme, com uma diferenca de 24, 59s.
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Nivel Numero de Células Malha Uniforme(s) ALG(s)

2 16 1.11E-2 4.37E-3
3 64 7.36E-3 4.00E-3
4 256 2.82E-2 2.73E-2
) 1024 0.14 0.11
6 4096 1.04 0.62
7 16384 9.11 4.88
8 65536 49.93 25.34

Tabela 6.2: Tempo gasto para atualizar as concentragoes

6.2.3 Exemplo Numérico 3

Nesse exemplo podemos ver o efeito de células com permeabilidade nula. Utilizamos uma
concentracao inicial de 0.8 em uma faixa vertical na parte oeste do dominio. Abaixo

(Figura 6.7) exibimos o campo de concentragoes em diferentes intervalos de tempo.

Agora podemos ver claramente que nao ha transferéncia de massa para as células de
permeabilidade nula. Em vez disso, o campo de concentragoes sofre um desvio ao redor
dessas células. Convém notar que essa condi¢ao ocorre naturalmente: a solugao do sistema
linear nessas células produz um fluxo nulo na regiao. Assim, apesar de ser um obstaculo
ao escoamento do fluido, ndo tratamos essas células como contorno, mas sim como uma

célula qualquer interna a malha.
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(a) 80s (b) 300s

(d) 600s

(g} [g]
n n
o =

(e) 700s (f) 800s

c=1

c=0 .
() 1000s (h) 1200s

Figura 6.7: Campo de concentracdes em diferentes intervalos de tempo
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Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Perspectivas

7.1.1 Permeabilidade Heterogénea

Nesse trabalho, utilizamos (salvo no ltimo exemplo) uma permeabilidade constante. Nor-
malmente, porém, o tensor de permeabilidade é uma funcao das coordenadas espaciais.
Uma abordagem comum ¢é modelar a permeabilidade como uma variavel aleatéria na
escala mais fina permitida no problema. Apesar de ser aleatoria, ha uma correlacao es-
pacial (que leva em conta as permeabilidades das células vizinhas) como também estao

correlacionadas a permeabilidades e a porosidades da células.

Ao se trabalhar com uma permeablidade heterogénea, surge a dificuldade de definir a
média das permeabilidades no desrefino das células. Como citado no Exemplo 3 da secédo
6.1.3, existem diversos métodos de se definir a permeabilidade média. Porém, de forma
geral, todos envolvem uma média harmoénica das permeabilidades de cada célula. Em 1D,
ou no caso de fluxo unidirecional, a média é de fato a média harmonica, ponderada pelo
tamanho da célula. Em situagdes mais gerais, porém, calculos mais complexos devem
ser feitos para encontrar a média. Esses calculos podem envolver, inclusive, a solugao de

outra equacao diferencial, como ocorre na homogeneizagao.
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7.1.2 Pocgos (wells)

Em simulagoes voltadas para a industria de petréleo, é comum a presenca de termos fonte,
chamados de pogos (wells, no original em inglés). Derivam das perfuragoes feitas no meio
poroso, de forma a caracterizar o terreno (pogos exploratérios) e eventualmente produzir

petrdleo (utilizando pogos injetores ou produtores).

Os pogos devem ser levados em conta tanto na resolucao da Lei de Darcy (por terem uma,
pressdao de trabalho) quanto na Equagao da Continuidade (pois efetivamente alteram o
balango de massa do sistema). Além disso, por terem um cardter semelhante a uma
condi¢do de contorno (ji que temos massa injetada ou removida diretamente em uma
determinada regiao), necessitam de uma atencao especial quanto a refinamentos, ja que

a comunicagao na vizinhanga de pogos é mais rapida que no restante do dominio.

A variedade de pocos existentes, bem como o tratamento especial que requerem, adiciona
um grau extra de complexidade ao problema. Agrega, em contrapartida, uma vasta gama

de aplicagoes ao simulador, especializadas principalmente na industria de petroéleo.

7.1.3 Escoamento Multifasico

Algumas aplicagoes requerem a simulagdo de varios fluidos imisciveis num mesmo meio
poroso. Novamente, a industria de petroleo nos da uma aplicagao imediata: nao raro hé

a presenga de dgua e dleo (eventualmente, gds) quando se trata de extragao de petrdleo.

Alguns pocgos de petréleo ndo produzem naturalmente, devido a pressdo na rocha ser
menor que a pressao externa. Nesse caso, é necessaria uma injecdo, em geral de C'O,, para
que o pogo comece a produzir. O gas carbonico penetra, entdao, na rocha, expulsando o 6leo
14 contido. H& também pogos que produzem gas (principalmente metano), juntamente
com o 6leo. Esses tipos de pogos geram a necessidade de entender melhor o escoamento

com varias fases em um meio poroso.

Para a simulacao, uma versao multifasica da Lei de Darcy deve ser utilizada, mas tam-
bém devem-se levar em conta outros fatores importantes, como as tensoes superficiais, as
interagdes que ocorrem entre cada fase e o meio, e mesmo a morfologia e saturacao da

matriz.
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7.1.4 Escoamento Tridimensional

Foram realizadas nesse trabalho simulagoes bidimensionais. Porém, em algumas aplica-
coes, fazem-se necessarias (naturalmente) as simulagoes em 3D. A formulagao teérica da
Lei de Darcy (inclusive em sua forma hibrida-mista) apresentada no Capitulo 3 pode ser
aplicada em qualquer nimero de dimensoes. No entanto, uma modificagdo no tratamento
da convecgao deve ser feita, utilizando-se (por exemplo) uma generalizagdo do donor cell

upwind scheme para o caso tridimensional [52].

7.2 Principais Contribuicoes

Desenvolveu-se um simulador do escoamento em meios porosos unifasico bidimensional.
Este se caracteriza pela solugao numérica da Lei de Darcy, que por sua vez é usada para a
simulagao do transporte de massa de um tracer miscivel. No contexto de aplicabilidade, a
simulagao do escoamento em meios porosos permite a compreensao da dinamica de filtros,

de agua subterranea e até mesmo da extracao de petréleo em reservatorios.

Para a solugdo da Lei de Darcy, foi utilizada a formulacao mista-hibrida em elementos
finitos, gerando um sistema linear esparso que é resolvido por métodos iterativos. Para
a conveccao, utilizou-se o donor cell upwind scheme, um método explicito em volumes

finitos para a atualizacao do campo de concentracao do tracer no tempo.

Com relagao a malha, utilizou-se a estrutura de dados ALG, uma estrutura adaptativa que
possui uma série de vantagens. Em especial, permite refinamentos locais e a coexisténcia
de regides proximas com niveis de refinamento arbitrariamente diferentes, sem perder a

eficiéncia computacional.

As células da malha foram ordenadas com uma Curva de Hilbert Modificada (MHC), que
generaliza a Curva de Hilbert classica, e que pode ser aplicada no caso de refinamentos
nao-uniformes. Obteve-se um bom desempenho computacional ao se acoplar a matriz de
rigidez a malha; desempenho esse possibilitado pela eficéncia da ordenacao pela MHC.
No caso em que a condi¢ao de fronteira é mista, recorreu-se ao emprego de um aplicacao
gerada via MATLAB(R) e dotada de livre uso e distribuigao.

Dessa forma, esse trabalho cria mais uma alternativa para a simulacao do escoamento em

meios porosos, possibilitando futuramente sua adaptagao para utilizacao em problemas

especificos, em especial na Matematica Aplicada e na Engenharia.
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