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Resumo

Consideraremos uma curva simples, fechada e geodesicamente estritamente convexa na
esfera ou no plano hiperbélico e uma particula em movimento livre geodésico dentro da
regiao limitada por essa curva sofrendo colisoes elasticas com a curva no pontos de choque.
Mostraremos que a aplicacao de bilhar nessas superficies im difeomorfismo conservativo
do tipo twist, estabeleceremos condicoes suficientes para nao persisténcia de curvas resso-
nantes no bilhar circular geodésico perturabado. Também mostramos que bilhares nessas
regioes possuem genericamente uma quantidade finita de 6rbitas periddicas de periodo ne
ela sao todas hiperbolicas. Estabelecemos também que o conjunto das 6rbitas de periodo
trés tem dimensao de Hausdorff entre zero e um, tendo nesse tltimo caso reta tangente

em quase todo ponto.



Abstract

We consider a simple closed and geodesically strictly convex curve on hemisphere or
hyperbolic plane and a moving particle free geodesic within the region bounded by this
curve suffering elastic collisions with the curve at the points of shock. We show that the
billiard map on these curves in these surfaces are a conservative diffeomorphism twist-like,
we will establish sufficient conditions for non-persistence of resonant curves in perturbed
gedesic circular billiards. We also show that billiards in these regions generically have
a finite number of periodic orbits of any period n and they are all hyperbolic. We also
established that the set of orbits of period three has Hausdorff dimension between zero

and one, and in the latter case the tangent line at almost every point.
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Capitulo 1

Introducao

Nosso objeto de estudo nesse trabalho é o problema do bilhar em superficies de cur-
vatura Gaussiana constante. O problema do bilhar no plano Euclideano introduzido por
Birkhoff [(1})] no comego do século XX, consiste no estudo do movimento retilineo livre
de uma particula dentro de uma regiao plana limitada por uma curva fechada, refletindo

elasticamente nos impactos com o bordo.

e

Seja S uma superficie Riemanniana, completa e de curvatura gaussiana constante K.
Ou seja, S ¢, ou o plano hyperbolico H? se K = —1 ou a esfera unitaria S? se K = 1, ou o
plano Euclideano M = E? se K = 0. Dada uma curva fechada I' em S, o bilhar consiste
do movimento livre de uma particula na regiao limitada por essa curva. Tal movimento
é realizado através de geodésicas e as colisoes com a I' seguem a lei dngulo de incidéncia
tgual ao dngulo de reflexao.

Quando o bordo I" é uma oval (i.e. uma curva, fechada, regular, simples, orientada,
pelo menos C?, e estritamente convexa, este problema define uma classe de difeomorfismos
conservativos bidimensionais que sao matematicamente simples, no sentido de que a geo-
metria do espago de configuragoes permite simplificar muitas das questoes da dinamica, e

que sao numericamente trataveis, permitindo uma exploracao computacional importante
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na compreensao da dinamica.

Estas caracteristicas permitem que sejam usados como modelos simplificados no estudo
de geodésicas, em Otica, actstica, mecanica estatistica, fisica de particulas, astrofisica e
sirvam de terreno ideal para comparacoes entre mecanica classica e mecanica quantica.
Além disto, os fendémenos que ocorrem nos bilhares, aparecem na classe maior dos sistemas
dindmicos conservativos e portanto, o sucesso na compreensao da dindmica dos bilhares
possui valor intrinseco para a area e contribui para a solugao de problemas mais gerais de
sistemas dinamicos.

Denotaremos por S uma das trés superficies: o plano Euclidiano E, um hemisfério da
esfera unitaria S3 ou o plano hiperbolico H®. Esse problema ¢ modelado da seguinte
forma: Seja I uma oval contida em S, isto é, uma curva simples, fechada, pelo menos C?,
geodesicamente estritamente convexa e com curvatura geodésica estritamente positiva.
Sendo S uma superficie completa temos que dado I'(sg) no trago da curva I' e um vetor
Vo unitario em Tt S apontando para dentro da regiao limitada por I, existe uma tinica
geodésica vy que parte de y(sg) tem vy como vetor tangente. Sendo I" uma curva fechada,
a geodésica v interceptara I em um novo ponto I'(s1) que é tinico pela convexidade geodé-
sica de T'. Sejam 0 < 9y < m 0 angulo do vetor tangente 7'(sg) ao vetor Vo e 0 < 1)1 < 70
angulo, entre o vetor tangente I”(s1) e o vetor tangente a geodésica v em «(sy), denotado
por 7/(s1). Dizemos que s; e 1 sdo, respectivamente, ponto de saida e angulo de saida
e dizemos que 1y é o angulo de batida (ou angulo de incidéncia) da particula em I'(ss).
Definimos a trajetoria da particula apos a reflexdo como sendo a geodésica que parte de
a(s1) na diregao dada pelo vetor ¥, que é a reflexdo de 7/(s1) pelo vetor tangente IV(sq).
Assim, por construcdo, temos que o angulo de o/(sy) a vy, dito angulo de reflexdo, é 1.
Como no caso do problema originalde Birkhoff, temos assim definida a aplicacao do bilhar
F:[0,1) x (0,7) — [0,1) x (0,7), F(s0,%0) = (S1,%1).

Nesse trabalho, seguindo a tradigdo iniciada por Birkhoff, no capitulo Bjmostramos que
aplicacao de bilhar admite um tratamento variacional, o que significa que relacionamos
orbitas da aplicacao a pontos criticos de um determinado funcional, a acao associada ao
problema. A partir dessa descricao podemos explorar vérios aspectos da dinamica do
bilhar como, propriedade de twist, trajet6 rias periddicas, curvas invariantes, etc.

As trajetorias do bilhar sao poligonais geodésicas dentro da regiao do movimento, com
vértices na curva ['. Trajetorias periodicas, com periodo n > 2, por voltarem ao ponto ini-
cial depois de n batidas, serao poligonos inscritos, com exatamente n vértices. Chamamos
de (k,n)-trajetoria a trajetoria de periodo n que da k voltas em I', antes de fechar. Mos-
traremos no capitulo [3|que para bilhares em S, assim como Birkhoff em [(I])] para o plano
Euclideano, se T' é uma oval entdo para cada par (k,n), 0 < k/n < 1 e mdc(k,n) = 1,

existem pelo menos duas (k, n)-trajetorias, correspondendo a poligonos distintos. No es-
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tudo do caso esférico encontramos um exemplo de bilhar que possui apenas orbitas de
periodo dois: o bilhar em um equador. Tal exemplo é impossivel em bilhares planos e se
deve a existéncia de pontos conjugados na esfera.

Apresentamos, ainda nesse capitulo, propriedades dindmicas do bilhar circular como in-
tegrabilidade, existéncia de causticas, orbitas periddicas e propriedade twist. Tais pro-
priedades, conhecidas para o bilhar no circulo plano foram provadas aqui. Utilizamos
um programa de geometria nao euclideana, noneuclid (6), para uma visualizacdo de tais
propriedades no espaco de configur¢ao do bilhar no circulo hiperboélico e 0 maple para o
caso esférico.

Ja no capitulo 4, demonstraremos para bilhares em S o seguinte resultado: Em E? e
H? é aberto e denso o conjunto das ovais C™ para as quais existe apenas uma quantidade
finita de o6rbitas periddicas da aplicacdao do bilhar para cada periodo n e elas sao todas
hiperbolicas. Para o caso do bilhar na esfera Si esse conjunto é apenas aberto. Tal prova
serd consturida baseada em idéias usadas para provar um resultado similar desenvolvido
em [(7)], contudo algumas adaptacoes foram necessérias.

No capitulo |5 construimos o Potencial Radial de Melnikov para perturbacoes do
bilhar circular geodésico em S. Dada uma perturbacao do circulo em E, Ramirez-Ros
em [(22))|determina condigbes para que uma reta ressonante, nao seja preservada e além
disso nao exista toro invariante com o mesmo numero de rotacao da reta. A principal
ferramenta utilizada é o Potencial Radial de Melnikov. Usando as mesmas técnicas,
obtivemos condicoes sobre as perturbacoes de circulos geodésicos que garantem a quebra
de curvas ressonantes.

No capitulo [6] estudamos o conjunto P,, de todas orbitas periodicas de periodo n da
aplicagdo do bilhar em E?, S e H?. significativo ¢ esse conjunto do ponto de vista da
medida de Lebesgue, ou seja, teria esse conjunto medida de Lebesgue nula? Para tra-
balharmos essa questao podemos considerar cada periodo separadamente. O conjunto
P, possui medida de Lebesgue nula em E e H2. No caso esférico, entretanto, podemos
ter medida de Lebesgue de P, positiva. Em (24]), Richlik, mostrou que o conjunto das
orbitas de periodo trés possui também medida de Lebesgue nula, utilizando-se de infor-
magoes adquiridas por algumas simulag¢oes numericas. Em [(34)] esse mesmo resultado
foi demonstrado por Wojtkowski para bilhares no plano Euclideano utilizando dessa vez
uma abordagem via campos de Jacobi. Utilizando a abordagem via campos de Jacobi
introduzida por Wojtkowisk, [(5)], Blumen, Kim, Nance e Zharnitsky mostram que Pj
também possui medida de Lebesgue nula para bilhares estritamente geodesicamente con-
vexos. Além disso, eles conseguiram construir um bilhar apenas geodesicamente convexo
onde Pj3 tem interior nao vazio, mostrando com isso que a condicao de convexidade geodé-

sica estrita é necessaria. Outra questao possivel, abordada em [(32])] para bilhares planos



por Zharnitsky e Merenkov, é qual a "forma'"possivel para esse conjunto? No plano Eu-
clideano, eles demonstraram que esse conjunto tem medida de Hausdorff no maximo 1 e
se esse valor extremo for atingido o conjunto de 6rbitas de periodo 3 possui reta tangente
em quase todo ponto no sentido da medida de Hausdorff. Essa conclusao é interessante e
a estenderemos para bilhares em S? e H?. Isso serd feito utilizando os resultados de [(5))]

e as ferramentas desenvolvidas nos caitulos anteriores.



Capitulo 2
Modelos de Geometria

Nosso objetivo nesse capitulo é listar resultados sobre a geometria de curvas parametri-
zadas em uma superficie S completa de curvatura constante K. E demonstrado em [(9)]
que ser completa e de curvatura gaussiana constante implica que S é isometrica ao plano
Euclideano E?, & esfera unitaria S? ou ao plano hiperbélico H? se respectivamente K = 0,
K =1ou K = —1. Assim, daqui por diante S = E2, S = S? ou S = H2.

Esse estudo sera concentrado nas propriedades geométricas e diferenciais de curvas nas
respectivas superficies. Apenas para fins de analogia com os casos esférico e hiperbolico
apresentaremos para o caso FEuclideano o que também sera descrito para os outros dois

Casos.

2.1 Plano Euclideano

Consideremos o espaco R? munido com a métrica Euclideana, que denotaremos por <,>.
Denotemos por E? essa superficie de R3.

As coordenadas polares em R?
x(r,0) = (rcosf,rsend,0)

com 0 <re0 <0 <27 definem uma parametrizacio de E2.
Denotaremos por < -,- > para denotar a métrica Euclideana em E? que é o produto
interno canonico de R? dado por < (1,1, 21), (T2, Yo, 22) > = X1 To + Y1 Yo + 21 29 restrito

ao plano.

Observagao: Um vetor tangente V a E? em um ponto P é um vetor de V e R que
satisfazem < V,(0,0,1) >= 0.



O seguinte resultado caracteriza geodésicas em [E2.

Lema 1. 1. Dados um ponto A € E? e um vetor T tangente unitdrio em A, a geodésica

v(t) que passa por A na diregao T POSSUL eqUacao:
y(t) = A+ Tt
2. A distancia geodésica g(A, B) é:
¢?(A,B) =< A—-B,A-B> (2.1)
Sobre as isometrias de E? temos:

Proposicao 1. As isometrias de E? sao as transformacoes lineares ortogonais de R® que
preservam o plano.

Sobre angulos em E? temos

Definicao 1. Dados dois vetores V e U unitdrios tangentes em um ponto P € E? qualquer,

temos que o dngulo, 4(‘77 (7), entre eles é:
cos Z(V,U0) =< V,U >
Como um exemplo de aplicacao do lema anterior temos:

Proposigao 2. Seja o tridngulo geodésico em S* com vértices A, B e C, os lados AB,
BC e CA medindo respectivamente a, b e c. Denotando por fl, BeC os angulos dos

respectivos vértices A, B e C' temos as relagoes:

o Lei dos cossenos
a’> =0+ — 2bccos A

o Lei dos senos . . .
sin A sin B sinC'

a b c

A propriedade abaixo,é consequéncia dessa proposicao, e vale também para S? e H?

Corolario 1. Triangulos geodésicos isosceles possuem dngulos da base iguais.



2.1.1 Sobre curvas em [E?2

Definicao 2. Uma curva parametrizada em E? é uma aplicacio T' : I — R? de classe
C1, q > 0 dada por:

L(t) :=x(r(t),6(1))
onde r(t) e 0(t) sao fungdes diferencidveis de classe C9.

Observagao: Sera ttil, para fins de analogia, considerar I'(s) uma curva em R? acrescentando-

se a ela a terceira coordenada nula.

Definicao 3. Uma curva em E? ¢ dita parametrizada pelo comprimento de arco,s , se
<I'(s),I"(s) >=1, onde I''(s) € o vetor tangente a I' em s e’ € a derivada com relacdo

as.

Se I' esta parametrizada pelo comprimento de arco temos
<TIM(s),T'(s) >=0

Dessa forma, obtemos que

—

I'(s) = k(s)N(s)

onde N(s) = (0,0,1)xI"(s) e k siio respectivamente o vetor normal (na orientacio positiva

de R?) e a curvatura geodésica de I em s. Dai:
k(s) =<T"(s),(0,0,1) x I'(s) > (2.2)
Nosso proximo objetivo dbordar a nocao de curva convexa.

Definigao 4 (Convexidade Geodésica). Uma curva regular T' € dita geodesicamente es-
tritamente convexa se qualquer geodésica tangente a I' a intercepta em no mdzrimo um

ponto.

O seguinte resultado nos cuja prova pode ser encontrada em [(2))] nos diz que curva-
tura geodésica positiva é uma condiaco suficiente para uma curvas simples fechadas ser

geodesicamente estritamente convexa.

Lema 2. Uma curva regular I' simples e fechada cuja curvatura geodésica é positiva é

geodesicamente estritamente conveza.



2.2 Esfera

Consideremos o espaco R munido com a métrica Euclideana, que denotaremos por <,>.
Denotemos por Si o subconjunto dos vetores V = i + y_f+ 2k em R3 satisfazendo
2+t 4 22 =1L
A aplicagao

x(¢,0) = (sen ¢ cosf, sen gpsen b, cos ¢)

com 0 < ¢ <pie0<0 <2, torna S? uma superficie de R* com primeira forma funda-
mental

(V) = d® + sen2¢b?
onde V = ax, + bxg ¢ um vetor no plano tangente a ST em x(¢,0) e x4, Xy s30 as

diregoes principais no plano tangente.

Sem chance de confusao vamos escrever < -,- > também para denotar a métrica in-

duzida em S2.

Observagao: Um vetor tangente V a S? em um ponto P é um vetor de V e R3 que
satisfazem < ‘7, P>=0.
O seguinte resultado caracteriza geodésicas em S?.

Lema 3. 1. As geodésicas de Si sa0 0s circulos mdrimos, curvas obtidas pela interse-

cio de S? por planos de R® que passam pela origem;

2. Dados um ponto A € S? e um vetor T tangente unitdrio & esfera em A, a geodésica

v(t) que passa por A na diregio T possui equagao:

v(t) = Acost + T'sint

3. A distdncia geodésica g(A, B) é:
cosg(A,B) =< A, B > (2.3)
Sobre as isométrias de S? temos:

Proposicao 3. As isometrias de S? sio as transformacoes lineares ortogonais de R® que

a preservaim.
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Sobre angulos em S? temos

Definicao 5. Dados dois vetores V e U unitdrios tangentes a S em um ponto P € S?

qualquer, temos que o dngulo, 4(\7, (7), entre eles é:
cos Z(V,U) =< V.U >
Como um exemplo de aplicacao do lema anterior temos:

Proposicao 4. Seja o triangulo geodésico em S* com vértices A, B e C, os lados AB,
BC e CA medindo respectivamente a, b e c. Denotando por /l, BeC os angulos dos

respectivos vértices A, B e C temos as relagoes:

e Lei dos cossenos 1

cos(fl) _ cosbcosc — cosa

sen bsen ¢

e Lei dos cossenos 2 R R .
cos BcosC — cos A

cosa = - -
sen Bsen C

e Lei dos senos . . .
sin A sin B sinC'

sen a sen b sen ¢

E consequéncia dessa proposi¢ao acima:

Corolario 2. Tridngulos geodésicos isosceles possuem angulos da base iguais.

2.2.1 Sobre curvas em S?

Essa secao esta baseada em [(9)].

Definicdo 6. Uma curva parametrizada em S5 € uma aplicagio T : 1T — R? de classe
C1, g > 0 satisfazendo
<I(t),T({t) >=1

e serd dada por:
I(t) == x(o(t),0(t))

onde ¢(t) e 6(t) sao fungoes diferencidveis de classe CI.

Observagao: Visto como vetor, I'(s), é normal & esfera no ponto I'(s).
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Definicao 7. Uma curva em S? € dita parametrizada pelo comprimento de arco,s , se
<I"(s),I"(s) >=1, onde I''(s) € o vetor tangente a I' em s e’ é a derivada com relacdo

as.

Se I' esta parametrizada pela comprimento de arco temos

DI
< E(SLF,(S) >= 0

onde % ¢ a derivada covariante em Si. Dessa forma, obtemos que

DI’

—(5) = s(5)N(s)

onde N(s) = I'(s) xI[’(s) é o vetor normal unitario de I' em s e k ¢ a curvatura geodésica.
Dai:

/

K(s) =< ]Z—l;,f‘(s) x T'(s) > (2.4)

Nosso proximo objetivo dbordar a nocao de curva convexa para a superficie esférica.

De acordo com Santal6 [(20)] temos a seguinte definicao de curvas convexas na esfera:

Definig¢ao 8. /Converidade Geodésical] Uma curva regular T' na esfera é dita geodesica-
mente estritamente convexa se qualquer geodésica tangente a I' a intercepta em no mdxrimo

um ponto.

Lembrando que as geodésicas de S? sao os circulos maximos, segue dessa definicao que
a area de uma curva I' geodesicamente convexa é menor que 27 além do fato de que ela
deve estar contida em um hemisfério.

O seguinte resultado nos fornece uma caracterizacao para curvas simples fechadas

geodesicamente estritamente convexas.

Lema 4. Uma curva reqular I' simples e fechada cuja curvatura geodésica é positiva é

geodesicamente estritamente convera.

Apesar de ainda nao termos encontrado a demonstracdo desse fato existem na lite-
ratura, [(29)] pag. 170, afirmativas que nos levam a crer que existe uma demonstracao.
Podemos no entanto mostrar um resultado mais fraco:

Curvatura geodésica positiva em todo ponto implica que I' € localmente estritamente

geodesicamente convera.
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2.3 Plano Hiperboélico

O modelo do plano hiperboélico objeto de trabalho aqui é o da folha do hiperboloide essa
seqao esta baseada em [(23)], [(18)] e [(30)].

Denotemos por M3 o espaco vetorial real R* munido com a forma quadratica q(z,y,2) =
22 + y? — 22, O espaco R? com essa métrica e conhecido com espago de Minkowski. Se
V = (v1,v9,v3) € U= (uy,u9,u3) sao vetores em R3 definimos, o produto

- 1 - - . .
<V, U>= §Q(U+V)—Q(V)—Q(U>

, L.e,
< V, U>= ViU + VaUg — V3Us3

Esse produto é conhecido com métrica de Lorentz e aparece naturalmente em relatividade.
Ele possui as seguintes propriedades: E bilinear, simétrico e nao degenerado, ou seja se
< ﬁ,\? >= (0 para todo U entdao V = 0. Mesmo definindo uma métrica que nao é
positiva definida o espago de Minkowski possui também as nocgoes de conexao, derivada
covariante, geodésicas, isométrias, etc. Um estudo detalhado desse espaco pode ser en-
contrado em [(I8])].

Cada vetor em M pode ser trés tipos causais:

1. Tipo espago: Se <K 17, V>>0
2. Tipo tempo: Se K ‘7, Vi ><0
3. Tipo luz: Se < ‘7, V>=0

Denotemos por H? o subconjunto dos vetores V = xi + y}—k 2k em MP satisfazendo
¢(V) = —1e z > 0 com a métrica induzida de M®. Graficamente, H? corresponde a folha
do hiperboloide de duas folhas dada por z = \/m
A aplicacao

x(p,0) = (senh pcosf,senh psen 6, cosh p)

com 0 < pe0 < 6 < 2m, torna H? uma superficie de M? com primeira forma fundamental

I(V) = a® 4 senh ?pb?

onde V = ax, + bxg ¢ um vetor no plano tangente a H? em x(p,0) e X,, Xy 530 as
direcoes principais no plano tangente.
Sem chance de confusao vamos escrever < -, - > também para denotar a métrica induzida

em HZ.
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Observacao: Vetores tangentes a H? em um ponto p sdo os vetores de V e B3 que
satisfazem < V,p >= 0 e eles sao do tipo espago, isto é, I(-) é definida positiva.
Com tudo isso temos que H? ¢ um superficie Riemanniana do espaco de Minkowski. Esse

¢ o modelo de Klein para o plano Hiperbolico.

Lema 5 ((23)). 1. As geodésicas de H? sio curvas obtidas pela intersecao de H? por

planos de R® que passam pela origem;

2. Dados um ponto A € H? e um vetor T tangente unitdrio a H?> em A, a geodésica

v(t) que passa por A na diregcao T possui equa¢io:

v(t) = Acosht + T'sinh ¢

3. A distdncia geodésica g(A, B) é:
coshg(A,B) = —< A, B> (2.5)
Sobre angulos em H? temos

Definicdo 9 ((23)). Dados dois vetores V e U tangentes a H? em um ponto P € H?2

qualquer, temos que o dngulo, 4(‘7, [j), entre eles é:
COSZ(V,[?) =<K ‘7,[7 >
Como um exemplo de aplicacao do clalculo de angulo em H? temos:

Proposicao 5 ((29)). Considere um triangulo geodésico em H? com vértices A, B e C,
0s lados AB, BC e CA medindo respectivamente a, b e c. Denotando por A, BeC os
angulos dos respectivos vértices A, B e C temos as relagoes:

o Lei dos cossenos 1
cosh bcosh ¢ — cosh a

A) =
cos(A) senh bsenh ¢

o Lei dos cossenos 2 R . R
cosh B cosC — cos A

sen Bsen C

cosha =

o Lei dos senos . . )
sin A sin B sin C

senha  senhbd - senh ¢
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2.3.1 Sobre curvas em H?

Essa se¢ao esta baseada no livro [(18)] e em [(30)].

Definicao 10. Uma curva parametrizada em H? é uma aplicacao I' : 1 — M? de classe
C1, q > 0 satisfazendo
<T@®),0(t) >=—1

e serd dada por:
L(t) := x(p(t), 0(t))
onde p(t) e 0(t) sao fungoes diferencidveis de classe CA.

Observagao: Curvas em H? sao do tipo tempo. O vetor I'(s) é o vetor normal unitério
ao hiperboloide no ponto I'(s).

Definicao 11. Uma curva em H? é dita parametrizada pelo comprimento de arco, s, se
< I'(s),I"(s) >=1, onde I"(s) é o vetor tangente a I' em s e’ € a derivada com relacao

as.

Se I' estd parametrizada pela comprimento de arco temos

DI’

<
ds

(5),I(s) >=0

onde % ¢ a derivada covariante em H?2. Dessa forma, obtemos que

DI’

——(5) = 5(s) N ()

onde N(s) = I'(s) AT"(s) & o vetor normal unitario de I' em s e & é a curvatura geodésica.
Dai:

DI
K(s) =< - JL(s) AT (s) > (2.6)
Onde A é o produto exterior em M?3.
Uma demontragao para essa caracterizagdo de curvas geodesicamente (estritamente)
convexas no plano hiperbolico pode ser encontrada em |[(4)].
Nosso proximo objetivo dbordar a nocao de curva convexa para o plano hiperbolico.

De acordo com Santalé [(27)] temos a seguinte definicdo de curvas convexas na esfera:

Definicao 12 (Convexidade Geodésica). Uma curva regular T' no plano hiperbdlico é dita
geodesicamente estritamente convexa se qualquer geodésica tangente a I' a intercepta em
no mdxrimo um ponto.
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O seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em [(4)], nos fornece uma condi-
cao suficiente para que curvas simples fechadas sejam geodesicamente estritamente con-

vexas.

Lema 6. Uma curva reqular I' simples e fechada cuja curvatura geodésica é positiva em

todo ponto é geodesicamente estritamente conveza.
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Capitulo 3

Bilhares

Bilhares planos tém sido amplamente estudados desde o inicio do século XX. Na li-
teratura existem vérias referéncias sobre tais bilhares por exemplo [(I6)], [(I3))], [(28)],
[(12)] entre outras. Nosso objetivo nesse capitulo e estudar um caso especial de bilhares
na esfera unitaria S* e no Plano Hiperbolico H2. Constriremos e demonstraremos versoes
de alguns resultados de bilhares no plano euclideano para bilhares em S e em H?. Com
a finalidade e enxugar a escrita e visando a celeridade textual utilizaremos o simbolo S
para representar o plano Euclideano E?, a esfera unitaria S3 e o plano hiperbolico H?
cujos modelos foram apresentados no capitulo

Um dos primeiros e fundamental resultado para para o estudo da aplicacao do bilhar é

0 seguinte:

A aplicagao do bilhar em uma regiao limitada B convera do plano Euclideano € um
difeomorfismo Twist que preserva a medida de Lebesque e possui classe de diferenciabili-

dade uma a menos que a classe da fornteira de B.

Este resultado foi primeiro provado por Birkhoff, para bilhares em E?. Esse sera
também nosso primeiro e inédito objetivo para bilhares convexos em S

A aplicacdo do bilhar em uma regiio limitada B com bordo pelo menos C? geode-

sicamente convero convexa em S € um difeomorfismo Twist que preserva a medida de

Lebesgue e possui classe de diferenciabilidade pelo menos C1.

Na literatura [(5)] e [(3])] esse resultado é afirmado mas nenhuma prova é conhecida.
No trabalho [(3])], visando a extensdo de um resultado de Wojtkowski sobre a caracteri-
zagao de circulos geodésicos, Bialy utiliza as equacoes do lema (10| que s ao fundamentais

no nosso resultados. O nosso lemma [10] é demonstrado utilizando o estudo dos modelos
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de geometria desenvolvido no capitulo

Como nosso objeto de trabalho serao os bilhares geodesicamente convexos, em vista da
definigao 8, o estudo de bilhares na esfera sera feito considerando-se apenas um hemisfério
que serd denotado por S = S2.

Teminamos essa introdugao com uma nota de organizagao. Na secao(3.1|construiremos
a aplicacao de bilhar e demonstraremos que bilhares geodesicamente convexos em S sao
difeomorfismos twist conservativos e obteremos a expressao para a derivada da aplicacao
do bilhar em S, de forma inédita para S%, H?. Apresentaremos na se¢ao 3.2/ um primeiro
exemplo de aplicagao de bilhar: O bilhar em circulos geodésicos juntamente com a de-
monstracao de suas principais propriedades dinamicas. Finalizaremos esse capitulo com
a extensao de alguns resultados de bilhares planos para bilhares na semiesfera e no plano

hiperbdlico que derivam da propriedade de twist.

3.1 Aplicacao do Bilhar

Sejam S = E% ' S% ou H? e " uma oval em S, isto &, de classe C? com ¢ > 2, simples, fe-
chada, orientada positivamente e com curvatura geodésica positiva (k > 0). Denotaremos
por |I'| o comprimento total da curva I'.

Suponhamos I' parametrizada pelo comprimento de arco, i.e, ||['(s)|] = 1, onde || - ||
representa a norma Buclideana se S = E?2, a Hiperbolica no caso S = H? e a esférica
para S = S%. Aqui’ ¢ a derivada com relagdo a s. Da parametriza¢do pelo comprimento
de arco temos que sem risco de confusdo podemos nos referir a um ponto I'(s) apenas
como S.

Vamos construir uma aplicagao a tempo discreto que nos ajudaré a estudar o seguinte
fenémeno:

Uma particula se move sobre a superficie S sequindo uma trajetéria geodésica com
velocidade constante igual a um, no interior de uma regiao limitada, com bordo suave e
sofrendo colisées eldsticas com tal bordo.

Podemos descrever esse problema da forma seguinte: Como S uma superficie completa
temos que dado s; na curva I' e um vetor v; unitario em 7, S apontando para dentro
da regiao limitada por I', existe uma unica geodésica v que parte de s; tem v, como
vetor tangente. Sendo I" uma curva fechada, a geodésica ~ interceptara I' em um novo
ponto s, que é tnico pela convexidade geodésica de I'. Sejam 0 < ¢y < 7 o angulo do
vetor tangente IV(s1) ao vetor v, e 0 < 1)y < 7 o angulo, entre o vetor tangente I"(ss)

e o vetor tangente a geodésica 7 em s, denotado por 7/(sy). Dizemos que s; e ¥ sdo,
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respectivamente, ponto de saida e angulo de saida e dizemos que 15 é o angulo de batida
(ou angulo de incidéncia) da particula em s,. Definimos a trajetoria da particula apos a
reflexdo como sendo a geodésica que parte de s; na direcdo dada pelo vetor v, que é a
reflexdo de 7/(s2) pelo vetor tangente I'(sy). Assim, por construgao, temos que o angulo
de T"(s2) a vy, dito angulo de reflexdo, é 1.

Seja T = R/||T'||Ze M = T x(0,7). Dados s; € T e ¢; € (0,7) temos uma aplicagao,

que denotaremos por F
F: M — M
(s1,91) = (s2(s1,¥1), ¥a(s1,91))

que modela o problema do Bilhar. Ao conjunto M denominamos espaco de fase do bilhar.

T

Figura 3.1: Aplicacao do Bilhar

Definicao 13. O conjunto {(so,%0), (s1,%1), (S2,%2), -+, (s5,%;), --- } € dito orbita de
bilhar se (sj, ;) = F(sj_1,%;_1) ou equivalentemente (s;,;) = F/(so,t0) com j =
1,2,---. A poligonal na mesa cujos vértices sio os s; que definem a orbita denominamos

trajetoria do bilhar.

3.1.1 Funcgao geradora e Diferenciabilidade do Bilhar

Primeiramente relembremos dois resultados vistos no capitulo [2] lemas e [f] sobre
a funcao distancia geodésica g e geodésicas ligando dois pontos. Sem risco de confusao,
utilizaremos a mesma letra g para a distancia geodésica em S = E?, H? S7. Assim se s;

e s sao dois pontos em I temos:
\/< F(Sl) — F(Sg), F(Sl) — F(Sg) > em [E?
g(s1,89) = arccos(< I'(s1),T'(s2) >) em S% (3.1)

arccosh(— < I'(s1),T'(s9) >) em H?
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E também podemos escrever

( F(SQ) +ﬁ2 g(81782) em E2
[(s1) = [(s9) cosg(sy, s2) + Toseng(sy, s2)  em  S2 (3.2)
| D(sy) coshg(sy, s5) + Ussenhg(sy, s5) em H2
ou .
( ['(s1) + Ry g(s1, 52) em §%
[(sy) = ['(s1)cosg(sy,se) + T\ sen g(s1, 82) em S% (3.3)

| I'(s1) coshg(sy, s5) + Upsenh g(sy,s5) em H2

onde R;,T7 e Uy sao vetores tangentes unitarios em Ty, .S & geodésica orientada de s; a so,

e Ry, T, e Uy sao vetores tangentes unitarios em 75,5 a geodésica orientada de sy a s;.

Lema 7. Seja F(s1,11) = (s9,%9). A distdncia geodésica g = g(s1,52) em S satisfaz:

0
8_51(81’52) = —cosy a_i(31,32> = cos Yy
Prova
e Caso S = E?
Derivando g*(s1,52) =< I'(s2) — I'(s1),T'(s2) — I'(s1) > com relacio a s, temos

0 — < I r -T >
_g(sh S2) = (1), L (s2) () (3.4)
881 g(817 82)

Por outro lado em 3.3 temos
[(s2) = I'(s1) + élg(sla S2)

e, por definigao, temos também que cosy; =< I'(sq), R, >. Isolando B, em 1}

e substituindo nessa equagao temos

["(s1),T(s2) = T
<TI"(s1),I'(s2) (1) > portanto %(81732) = —cosy
g(s1,52) Os1

cosy; =

Para a segunda igualdade, derivemos g*(s1,s2) =< I'(s3) — I'(s1),T(s1) — I'(s2) >

com relagao ss:
< F(SQ), F(SQ) — F<81> >

g(s1, 52)

0
a—i(sl,sz) =
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Por outro lado em [B.2] temos
[(s1) = I'(s2) + R, g(s1, 52)

e, por defini¢do temos também cosipy =< I'(sy), —]%2 >. Aqui aparece o sinal
negativo pois 1, € o angulo entre a geodésica orientada de s; a sp e o vetor IV(sy),
nessa orintacao tal geodésico possui vetor tangente —ﬁg, vetor esse que ¢ o trans-
porte paralelo no plano de R, ao longo da geodésica.

Isolando — R, em e substituindo nessa tdltima equagao temos

<I ['(s2) —I'(s1) >
cosy = (s2),['(s2) (51) portanto _g(51782> — cosiy
g(s1, 82) Jsy
Caso S = S%
Derivando cos g(sy, s2) =< I'(s1),I'(s2) > com relacao a s; temos
g — <I'(s1),I'(s2) >
o = 3.5
851(81’ 52) sen g(sq, $2) (3.5)

Por outro lado em 3.3 temos
[(s2) = I'(s1) cosg(s1, 52) + flseng(sly S2)

e, por defini¢do, temos também que cosyy, =< I"(sy), T, >. Isolando T} em 1) e

substituindo nessa equacao temos

< IV r > 0
(31)7 (82) portanto _g(Sb 32) = —cos
sen g(s1,2) 051

cosyy =

Para a segunda igualdade, derivemos cosg(si, s2) =< I'(s1),I'(s2) > com relacao

S9.
95 - <T(s1),[(s0) >

3_82(81782) B seng(sl,SQ)

Por outro lado em 3.2 temos
['(s1) = I'(s2) cosg(s1, s2) + fgseng(sl, 52)

e, por definicdo temos também costy =< TV(s3), —Ty >. Aqui aparece o sinal
negativo pois ¢, é o angulo entre a geodésica orientada de s; a sy e o vetor IV(s3),
nessa orintagao tal geodésico possui vetor tangente —7:2, vetor esse que é 0 transporte
paralelo esférico de T} ao longo da geodésica.

Isolando —T} em e substituindo nessa tltima equacao temos

B < F(Sl), F/(Sg) >

sen g(sy, o)

portanto S1,82) = COS s

cont - &,
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Caso S = H2:

Derivando coshg(sy, s2) = — < I'(s1),[(s2) > com relagdo a s; temos
0 - r
8 (s1,50) = —S 0Tl > 3:6)
0s1 senh g(s1, $2)

Por outro lado em [3.3] temos
[(sy) = D(s1)coshg(s, s2) + Tisenh g(sq, s2)

e, por defini¢do, temos também que cosp; =< IV(s1), U, >. Tsolando U, em (13.3))
e substituindo nessa equagao temos

< I(s1),I'(s2) > g

= tanto —= = —
cos Yy - p— portanto 35, (s1,52) cos
Para a segunda igualdade, derivemos cosh g(sy,s2) = — < I'(s1),'(s2) > com re-
lacao so:
Jg — < I'(51),"(s2) >

8—82(81,32) =

Por outro lado em 3.2 temos

senh g(s1, s2)

['(s1) = ['(sq)coshg(sy, ) + ﬁgsenh g(s1, 52)

e, por definigdo temos também cos vy =< IV(s9), —U, >. Como no caso esférico,
aqui aparece o sinal negativo pois ¥y é o angulo entre a geodésica orientada de s; a
S9 e o vetor I”(sq), nessa orintagao tal geodésico possui vetor tangente —(72, vetor
esse que é o transporte paralelo no plano hiprbélico de U, ao longo da geodésica.
Isolando —[72 em e substituindo nessa tltima equacgao temos

< [(s1),"(s9) >

oSy = portanto
sen g(s1, Sg2)

0
a—i(sl, S9) = €OS 1y

Considerando a notacao introduzida acima temos o seguinte lema:

Lema 8. [Principio de Maupertuis| Sejam so, s1 e sy pontos distintos em I'. Denotemos

por 11 o dngulo entre a geodésica de sy a 51 e o vetor I'(sy) em T, S e 1 o dngulo entre

a geodésica de sy a sy e o vetor I'(sy). Seja W(s1) = g(so,51) +g(s1,52). As afirmativas

abaizro sao equivalentes:

e s, ¢ ponto critico de W,
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® 50,51 € Sy correspondem a pontos em uma trajetoria do bilhar, nessa ordem.

Prova: Com efeito

aw og Joy

— = —(80,51) + =— (51,8

d81 881( 0 1> 881( ! 2)

e pelo lema [7] temos
dW _
——(81) = cosY; — cos
ds ( 1) ¢1 ¢1
Essa expressdo é nula, i.e, s; é ponto critico se e somente se ¢; = 1)1, ou seja, se e

somente se a sequéncia de pontos sg, 1 € Sy corresponde a uma trajetoéria de bilhar.
O

O lema anterior nos da uma importante caracterizacao das trajetoérias de bilhar como
pontos criticos do funcional W, também denominado acao. Tal caracterizacao ja era
conhecida para bilhares planos e agora pelos lemas [7| e |8 temos demonstrado que bilhares

em Si e H? também admitem tal tratamento variacional. Resumindo temos:

F(s1,91) = (82,12) se e somente se _g(51,32) = —cos _g(31,32) = Cos s
881 882
(3.7)
Numa terminologia classica, a equacdo [3.7, nos mostra que a distancia geodésica g ¢é
uma funcao geradora para a aplicacao do bilhar F. Tal caracterizacao constitui o ponto
de partida para obtencao de muitas propriedades relevantes satisfeitas pela aplicacao do

bilhar, que serao enunciadas ao final deste capitulo.

Primeiramente estabeleceremos a diferenciabilidade da aplicagao F.

Proposicao 6. A funcao distincia geodésica satisfaz

sen Y1 sen Yo em E2

52 g(s1,52)
o & _ 1sen 2
O128(81, 82) = 951055 S;igtzf?s; em S%

sen 1)1 sen g em H2
senh g(s1,52)

Prova

e Caso S = E
Da prova do lema [7] temos na equagao [3.4
g — <I"(s1),I'(s2) = I'(s1) >

Org(s1,52) 1= 5> (s1,52) = 8051, 52)

23



Derivando essa equacao com relacao a so e simplificando, temos:

— < I"(s1),["(s2) > + cos 1y cos i)y
g(slv 82)

O128(51, 82) =
Nao é dificil ver que

<T'(s1),I"(s2) >= —sentsen by + cos 1y cos
pois

I(s1) = cos(1) Ry + sen (1)Q; e I'(s3) = cos(ths)(—Rs) + sen 1hsQs

onde R; e (1 sao respectivamente os vetores tangente e normal unitarios da geo-
désica orientada de s; a s, no ponto s; e —Ry e Q7 sao respectivamente os vetores
tangente e normal unitarios da geodésica orientada de s; a s, no ponto ss.

Fazendo o produto temos:
<T'(s1),T"(s2) >= costhy cos )y < ]%1, —Ry > —sen Ysen iy < Ql,ég >
Mas < ﬁq,—l% >=1le< @1,@2 >= 1 e assim

< T'(s1),T"(s2) >= coshy cos g — sen yysen iy

Caso S = SZ:
Da prova do lema [7] temos na equagao [3.4
— < F/(Sl>,F(Sg) >

sen g(sy, o)

0
81g(81,32) = @_Sg(51,82) =
1

Derivando essa equacao com relacao a ss, temos:

— < I(s1),I"(s2) > + cos g cos 1y cos i)y

sen g(sy, Sg)

D128(51,82) =
Nao é dificil ver que

<T'(s1),T"(s9) >= —sen ) sen by + cos g cos 1)y cos Py
pois

I'(s1) = cos(y)T) +sen (1) Ny e T'(s2) = cos(¢)y)(—T5) + sen by Ny,

onde 77 e N7 sao respectivamente os vetores tangente e normal unitarios da geodésica
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orientada de s; a so no ponto s; e —7T5 e Ny sao respectivamente os vetores tangente
e normal unitarios da geodésica orientada de s; a s, no ponto s,.

Fazendo o produto temos:
<T'(s1),T"(s2) >= costhy cos )y < T;, Ty > —sen Ysen iy < Nl, N, >
Mas < T:,—T; >= cosge< Nl,ﬁz >= 1 e assim
<T'(s1),T"(s9) > = cos 1y cosycosg — sen yysen vy

A igualdade < ]\71,]\72 >= 1 vem do fato que ]\71 = ]\72 = vetor normal ao plano

que originou a geodésica.
Caso S = HZ:
Da prova do lema [7] temos na equacao [3.6

- ag . < F/(81)7F(82) >
01g(s1,52) = D51 (s1,82) = senh g(s1, s9)

Derivando essa equacao com relacao a so, temos:

— < I(s1),I"(s2) > + cos g cos 1y cos
senh g(s1, s2)

D128 (81, 82) =
Nao é dificil ver que:

< T'(s1),T"(s2) > = —sensen 1y + cosh g cos 1y cos
pois

I'(s1) = cos(i1)U; + sen (1) Ve I'(s5) = cos(ths)(—Us) + sen 1), Vs,

onde U; e Vj sao respectivamente os vetores tangente e normal unitarios da geodésica
orientada de s; a s, no ponto s; e —Us e V5 sao respectivamente os vetores tangente
e normal unitarios da geodésica orientada de s; a s, no ponto s,.

Fazendo o produto temos:
< T'(51),T"(s2) > = costhy coshy K [71, —(72 > —senisen vy K ‘71, ‘72 >
Mas < ﬁl,—ﬁg > = coshge < 171,172 >= 1 e assim
< T(s1),"(s2) > = cosy costhy cosh g — sen 1hysen 1)y

A igualdade < ‘71, ‘72 > = 1 vem do fato que ‘71 = 172 = vetor normal ao plano que
originou a geodésica.
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Definigao 14 (Propriedade Twist). Seja f : C — C um difeomorfismo, onde C =
T x I € um cilindro finito, se I = (a,b) ou infinito se I = R. Dizemos que f € uma
aplicag¢io do tipo twist se para um levantamento F : R? — R? de f dado por F(z,y) =
(f1($7y)7f2($7y)) tivermos %_J;l(xuy) >0

Proposicao 7. Seja I'(s) uma oval em S parametrizada pelo comprimento de arco. A
aplicacio do bilhar em T', F é um difeomorfismo global de classe C1~1 no espaco de fase

e possut a propriedade Twist.

Prova: Definamos p; = cos ;. Pela equagio[3.7, temos que F(s1,p1) = (s2(s1,p1), p2(s1,01))
se e somente se 01g(s1,S2(s1,p1)) = —p1 € 028(s1,82(s1,p1)) = po. Utilizando esse fato
vamos primeiramente mostrar que ss = $3(s1,p1) € uma funcao diferenciavel de classe
C91. Definimos a funcao G : V; x Vo x (—=1,1) — R por G(s1, 82, p1) = 018(s1, S2) + p1-
Onde V] e V5 sao vizinhancas disjuntas de s; e s, respectivamente. Derivando G com re-
lacao a s, obtemos g—g = 0128(s1, S2) que é nao nula pela proposi¢ao @ Assim, o teorema,
da fungdo implicita implica que s, ¢ uma fungao de s; e p; de classe C77!, pois dg; (s, $2)
possui essa classe de diferenciabilidade. A mesma conclusao vale para ps = ps(s1,p1) uma
vez que pelo lema pa(s1,p1) = Oag(s1, S2(s1,p1)) e ja sabemos que s é diferenciavel de
classe C971L,

Para finalizar a prova basta verificarmos que F é bijecao. De fato a aplicacao do bilhar
é invertivel uma vez que se (s1,1) e (S2,15) sado dois pontos consecutivos de uma orbita,
podemos "reverter"a trajetoria fazendo F(sqe, m —1)9) donde obtemos (s1,4). Mais espe-
cificamente, seja Z : M — M a involugao Z(s,) = (s,7 —1). Assim, sendo F ! a
inversa de F, temos Zo F! = FoZ. ComoZ =27Z"', F~!é& dada por:

Fl1=T0FoT

Portanto F & inversivel e F~! difere de F pela mudanca de coordenadas Z. Com
efeito, 71, dada por Zo F~! = F oZ,¢ também de classe C¢~! temos assim que F é
difeomorfismo de classe CI71, g > 2.

Sendo F(s1,vY1) = (s2(s1,%1),12(s1,1)), para verificarmos a propriedade Twist basta

95y » _ . . .. dg .
mostrarmos que ﬁ é positiva. Mas sendo sy definida implicitamente por %(31732> =

— cos 11 obtemos, ao derivar essa expressao com relacao a :

g 0So

m(sh 52)—(317 52) = sen 1/)1

oA

% _ ~ () segue a propriedade Twist.

881 882

como seny; >0 e
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3.1.2 A derivada da aplicacao do bilhar

Como vimos na proposicao [/, F é uma aplicacao diferenciavel. Nosso objetivo nessa
secdo é obter a expressdo dessa derivada nos trés casos E2, Si e H? e mostrar que F
preserva a medida sen 1diyds. Isso sera conseguido utilizando a expressao de F em termos

de sua funcao geradora, a distancia geodésica g.

Proposicao 8. Sejam F(s1,1¥1) = (s2,12), g = g(s1,82) a distdncia geodésica e k; a
curvatura geodésica de I' em s;, 1 = 1,2. A derivada do bilhar D, »)F em I' geodesica-
mente convexra e parametrizada pelo comprimento de arco € dada por

o Em E2:
1 gr1 — sen g
seng | ko(gky —senty) — Kysenty g ko — sen iy
2.
o Em S7.
1 K1seng — cos gsen Y seng
senty | ko(k1seng — cosgsen)y) — sen gsen )y sen by — cos gsen s k1 Ko Sen g — cos g sin iy
o Em H2:
1 k1 senh g — cosh g sen vy senh g
sen Yo ka2(r1 senh g — cosh gsen 1) + senh gsen ) sen g — coshgsens k1 Ko senhg — coshg sin
Prova

A prova dessa proposigao utilizara os lemas [9] e [10] abaixo:

Lema 9. Seja F(s1,91) = (s2(s1,91),¥2(s1,41)) denotemos 08 = %(51,82) com
1=1,2. Entao:

O0ss _ _ Oug Osy __ seniy

(951 5‘12g 81/11 012g

O __ __senths Opog O __ 01180228 — (9128)*
681 sen wg algg 8w1 sen ’L/)Qalgg

Prova

A demonstracao desse lema, como perceberemos, nao depende da superficie S.

Pela equacao temos g(s1, $2(s1,11)) = — cosiy.
Derivando essa equacao implicitamente com relagao a s; obtemos

0s
ong + a—zalzg = 0.
S1
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Assim 5 5
52 ong
L 3.8
0s1 3128; ( )

Novamente, para o calculo de 2 v w , derivamos implicitamente com relagao a 1 a equacao

g(s1,82(s1,11)) = — cosiy e obtemos

0s
81;1 D128 = sen ;.
Dai: 9
S9o _ 66I1’¢1 (39)
oYy 0128
Para o calculo de Wf e gf, utilizaremos a equacao
g(s1, s2(s1,¢1)) = —costha(s1,¢1).
Derivando implicitamente com relacao a 1); obtemos
0sy Oy
Ogpg—— = —sen
228 P 2/}1 Ny —= R
Substituindo nessa expressao temos
sen wl Oy
10,
228 O1a en o —— R
Logo
Oy __senyy D228
O sen g O128
Para calcular % derivaremos implicitamente a equagao g(s1, s2(s1,%1)) = — cosa(s1, Y1)
com relacao a sy. 5
s
0128 + Oaag—— 2 = —sen Py Le:
8 S1 881
Substituindo [3.8 nessa expressao temos
ong Oty
0108 — O = —se
128 22g812 ny——— D1
Dai, apos simplificacoes:
Oy _ 01180208 — (612g)2
0sy sen 120128
(Il

Lema 10. Em E2:
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Em S :

Em H?

Prova:

e Caso E%

; g —
Derivando g&(s1,s2) =

11o0Ss

0%g

881881 (81’ 82)

0%g 1

sen e, — Kysen iy

B g<sla 82)
9%’g  sentsenty
051057 g(s1,82)

sen 21y — Kosen iy
g(51752)

g cosg(si, s2)

S1,89) = —————"%sen — Kisen
351851( 1,52) sen g(sy, S2) ¥ 1sen ¢
0%g sen 1)1 sen 1y
———(51,8) = ———

881882 sen g(Sl, SQ)
0*g cosg(sy, 82) o
832832 (81,82) = msen ¢2 — KoS€n ¢2

0*g coshg(sy, sa)
681881 (81782) - Senhg(sl,sg)sen wl - K/lsenwl
0%g sen 1y sen o
—(51,8) = —/——F——=
051059 senh g(s1, $2)
d*g coshg(sy, s2) 2
882832(81752) N senhg(sl,SQ)Sen Y2 — Kasen

—<F/(sl),r(82)—r(81)>
g(s1,52)

_ (— <TI"(s1),[(s2) —(s1) > +1)g(s1,52) + g—i

com relacao a s; e simplificando, obte-

< F’(Sl),F(SQ) — F(Sl) >

g2(s1, 52)

Calculo de < T"(s1),T'(s2)—],T'(s1) >:
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Lembremo-nos primeiramente que I'(s2) = I'(s1)+R1 g(s1, s2). Substituindo na expressao

acima obtemos
<T"(s1),T(s9) = ['(s1) >=<T"(s1), R1 > g(s1, 52) (3.11)
Lembremos que da equacao
I'(s1) = k1N (s1) (3.12)

onde N(s1) é o vetor normal a curva I' em s7.

Substituindo em|3.11} < T"(s1),[(s2) —'(s1) >= k1 g(s1,52)sen ).
Finalmente substituindo essa expressdao em e simplificando obtemos

0%g 1

[ — 2 J—
881881 (817 82) )sen @ZJl K1sen '¢1

g(s1, 52
As cont Pg o identi
s contas para g A—(s1,s2) sdo idénticas.

Caso S2:
. o < (s1)T(s2)>
Derivando 52 (s1,82) = — 0 50—

seng(s1s5)  Com relacao a s, obtemos

0%g [<T"(s1),T(s2) > sen (g(s1, 52)) — cosg(sy, s2) 28 < ["(s1),T(s3) >
7(81752) = - - \0.13
0510571 sen 2g(sq, s2)

_ < ["(s1),[(s2) > cos? 11 cos g(s1, $2) (3.14)
a sen g(s1, s2) sen g(s1, 52) '

Calculo de < T"(s1),T(s2) >:
Lembremo-nos primeiramente que I'(sy) = I'(s1)cosg(si,s2) + Tiseng(sy, s2). Substi-
tuindo na expressao acima obtemos

<T"(s1),T(s2) > = <T"(s1),[(s1) > cosg(s1,s2)+ < T"(s1),T1 > seng(sy,4H15)

Observemos que na base ortonormal {I'(s1),I"(s1),['(s1) X I'(s1)} temos: ( ver capitulo
1)

IM(s1) = =T'(s1) + k(s1)(T(s1) x I'(s1)) (3.16)
pois

< F/(Sl),r‘(sl) >=0=< F//(Sl),r(sl) >=—<< F/(Sl),rl(sl) >= —1

e por definicdo da curvatura geodésica: k1 =< I'"(s1), (I'(s1) x I'(s1)) >.
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Substituindo em [3.15} < I"(s1),T'(s2) >= —cosg(s1, s2) + kisenrseng(sy, s2).

Finalmente substituindo essa expressao em e simplificando obtemos

0g cos g(s1,52)
(s1,82) = —————=
881881 Seng(sl,SQ)

sen 21/11 — Kisen

82g .
As contas para z_3—(s2,s2) sdo idénticas.

Caso H?:
Derivando g—i(sl, S2) = W com relagao a sp, obtemos

&g ( ) [ < I"(s1),T(s2) 3> senh g(s1, s3) — coshg(s1, s2) 55 < I"(s1), (2 e
——(s1,82) = — 3.17
ds10sy 7 senh %g(sy, s9) '

<« ["(s1),[(s2) >  cos?4y coshg(sy,s2)
_ _ (3.18)
senh (L) senh g(s1, s2)

Calculo de < T"(s1),T'(s2) >

Lembremo-nos primeiramente que I'(s2) = I'(s1) cosh g(s1, s2) + Ursenh g(si, s2). Substi-

tuindo na expressao acima obtemos
< TIM(s1),T(s2) > = < TI"(s1),T(s1) > coshg(sy,s2)+ < I(s1),T1 > senh g(s(3.49)

Observemos que na base ortonormal {I'(s1),I"(s1), N} onde N é o vetor normal da geo-
désica, temos:
F”(Sl) = —F(Sl) + k1N (320)

pois

<TI(s1),T(s1) >= 0=<T"(s51),I(51) >=— < IV(s1),"(51) >= —1

e por definicao da curvatura geodésica: k1 =< I (s1), N >.

Substituindo em < I"(s1),T(s2) >= —coshg(sy,s2) + risentisenh g(sy, s2).

Finalmente substituindo essa expressao em e simplificando obtemos

d%g cosh g(s1, s2)

— h2y; —
051051 (51, 52) senh g(Sl,SQ)Sen Y1 — msent

82g e qa e
As contas para z_~(s1,52) sdo identicas.
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O

Prova da Proposicao: A expressao para a derivada da aplicacdo bilhar segue da

substitui¢do das equagoes obtidas no lema [I0] nas equagoes do lema [0

Corolario 3. A aplicacao do Bilhar F preserva a medida sen di) ds

Prova:Com efeito, sendo F difeomorfismo C9~! temos pelo teorema da mudanca de

variaveis que

/ sendsidip; = /sen¢1|detD(s7w)}_\d$dw
F(A) A

= / sen dsdy)
! (3.21)
Na dltima igualdade usamos o fato
det Dy, ) F = 222 ZT (3.22)
que segue a partir do corolario
O

3.1.3 Conclusao
Resumindo nossos resultados provamos o seguinte teorema:

Teorema 1. Seja S = E2 H? e Si, onde E? ¢ o espaco Euclideano, H? plano hiperbolico
e S% wm hemisfério da esfera unitdria. Seja I' C S uma oval, i.e., uma curva simples,
fechada, de classe C q > 2 e com curvatura geodésica estritamente positiva e comprimento
IU|. Consideremos I' parametrizada pelo comprimento de arco. Seja ainda, F : M —
M, a aplicagao de bilhar definida em T, onde M =T x (0,7) e T = R/|T'|Z. A aplicagao
F € um difeomorfismo de classe C17' que preserva a medida sinydipds no espaco de fase
M. Além disso F € uma aplicacdo do tipo twist, possui a funcao distdncia geodésica como
Jungao geradora e possui derivada D, ) F dada por

o Em E2:
1 gr1 — senn g
senty | ko(gky —sent) — kysenty g ko — sen by

32



o I'm S%r:

1 K18en g — cos g sen i seng

senty | ko(k1seng — cosgsen)) — sen gsen )y sen by — coS gSen Py k1 Ko Sen g — cos g sin oy

e Fm H2:

1 k1 senh g — cosh g sen ¢y senh g

sent2 | Kok senhg — coshgsen ) + senh gsen 1y senhy — coshgsenhs k1 ko senhg — cosh g sin

3.2 Um exemplo interessante

O bilhar cujo bordo é um circulo Fuclideano é apresentado na literatura de bilhares
planos como o primeiro exemplo de bilhar com bordo estritamente convexo. A aplicagao
do bilhar em tal curva, além de ser um difeomorfismo C'*°, possui a propriedades: Twist,
preservacao de uma medida absolutamente continua com relagao a de Lebesgue, é inte-
gravel pois possui catsticas e o espaco de fase folheado por retas invariantes, nas quais
a dindmica restrita é uma rotacao rigida da circunferéncia. Numa busca por estender
resultados do bilhar Euclideano, Veselov [(31)], estudando bilhares em elipses e circulos
geodésicos mostrou, através da construcao de integrais primeiras, que tanto para a semi-
esfera Si quanto para o plano hiperbolico H? o bilhar em circulos geodésicos é integréavel.

Nessa secao ilustraremos algumas propriedades dos bilhares circulares Fuclideanos para
bilhares em circulos geodésicos na semi-esfera e no plano hiperbolico.

Conforme visto no capitulo 1, circulos geodésicos em S sao ovais, i.e. sao curvas fecha-
das, simples, suaves e possuem curvatura geodésica positiva tanto em E? quanto H? para
qualquer raio positivo. Para a esfera apenas circulos geodésico com raio menor ou igual
a 4 serao considerados pois sao os 1nicos geodesicamente convexos.

Denotemos por I'g um circulo geodésico de raio fixo ro em E?, pg em H?, ¢y em S7, orien-
tado positivamente e parametrizado pelo comprimento de arco. A aplicacao do bilhar em
[y esta bem definida e a denotaremos por Fo(s1,%1) = (s2(81,%1),¥2(81,11)). Determi-
naremos explicitamente as fungoes so(s1, 1) e 19(s1, 1) para estudarmos as propriedades
do bilhar Fj. Na figura [3.2] esta esbogada a situacao geométrica a ser considerada.

Considerando a trajetoria de bilhar orientada com s; como ponto de saida e s, ponto
de batida, denotaremos por a o angulo central que determina o arco de extremos s; € So
(vide figura . Nao é dificil ver, que o comprimento [ desse arco em termos do angulo
a definido acima é:

ary em E?

() = ¢ asengy em S%

asenhpy, em H?
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Figura 3.2: Bilhar em circulos geodésicos

Assim, s = s1+1(«). Mas, sendo 11 o angulo de saida, utilizamos as leis dos cossenos
para mostrar que « em funcao de ¢; é dada por:

cos 29 em [E?

cos? g — tan? i1

COS Ol(wl) = [ ——" I em S?i- (323)

cosh? po — tan? Py 2
senh 2 pg + sec2 i1 em H

Portanto () = {(a(v1)) e com isso so(s1,91) = s1+ L(a(iy)).

Para determinarmos 1)y é suficiente observarmos que, da mesma forma que na geometria
Euclideana, as geometrias esférica e hiperbélica gozam da propriedade de que triangulos
isosceles possuem angulos da base iguais. Assim temos 1y(s1, Y1) = 5.

Finalmente:
Fo: M — M
(3.24)
(s1,91) = (s1+1(a(yr)) mod 27h, 1))
onde:
ro em E?
h=q sen¢y em S%

senh py em H>

Seja Fy dada por Fo(si,11) = (s1+1(a(ty)), 1) um levantamento de F,. Ja sabemos
que Fy é um twist conservativo. Podemos no entanto confirmar esses resultados com
os calculos abaixo. Para a condigao de twist, pela definicao devemos verificar que

g—ffl > 0. Derivando s; 4+ I(«(¢1)) com relagdo a ¢, obtemos:
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270 em 2

059 do
_ _ 2 cos ¢o 2
8wl - dwl h = cos? g cos? 11 +sen 291 sen ¢0 em S-f—
2 cosh po

senhpy em H?

cosh? pg cos? 11 +sen 211
Essa expressao é positiva para qualquer raio de circulo geodésico e qualquer ;. Segue
a(1)) é difeomorfismo portanto Fy também é.

A aplicagao Fy preserva medida uma vez que a sua derivada D4, ,)F0

L o'(gn) b

D(Sl,wl)‘/—-b =
0 1

possui determinante 1.

Outra propriedade de Fy é que, sendo 1;(s1, 1) = 11 , suas Orbitas estao contidas nas
retas ¢ = constante com 0 < ¢ < 7. Temos enta que seu espaco de fase é folheado por
essas retas invariantes e tais retas sao JF-invariante. Além disso pela lei dos cossenos é
facil ver que o comprimento da geodésica que liga duas batidas consecutivas ¢ constante
e dado por:

2sin “—f em [E?
g(s1,52) = { 2(cos? g + sin® ¢ cos ZZ£) em S%

2(cosh? py — sinh? pg cos Z%) em H?

n

A dinamica da aplicaca restrita a cada reta invariante é um difeomorfismo de T =
R/|T"|Z. Associamos a cada curva invariante no espaco de fase um ntiimero que caracteriza

a dinamica desta aplicacao restrita a tal curva.

Defini¢ao 15 (Numero de rotagdo de um homeomorfismo). Seja h : T — T um ho-
meomorfismo em T, que preserva orienta¢ao. Definimos o nimero de rotacao G(h) de h

por

B(h) = B(k) = tm 72

[n]—o0 n
onde h : R —s R ¢ um levantamento qualquer de h.
Defini¢ao 16 (Numero de rotacao de uma curva invariante). Seja f : C — C um ho-
meomorfismo do cilindro finito ou infinito. Dizemos que uma curva v que é f—invariante

possut numero de rotag¢ao « se, [ restrita a vy possui numero de rotag¢ao a. Se « € racional

dizemos que a curva invariante é ressonante.
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Seja (sg, o) € Fo respectivamente um ponto na reta invariante ¢ = 1)y e o levanta-
mento de F, dado por Fo(s,v)) = (s + a(y)) h, ). Iterando Fy temos que F™(0,,) =

(s + na(ig) h, 1y). Pela equagdo que define niimero de rotacao temos:

BUY = ¥n)) = Jim —m(F"(s, o) 5 = aldu)h

Como vimos anteriormente que a(t) é difeomorfismo temos que para cada niamero real

em (0, 27) existe uma reta invariante com esse nimero de rotagao.

Algumas o6rbitas da aplicagdo do bilhar tém um papel importante no estabelecimento
de certas propriedades dinamicas desse sistema. Tal defini¢ao é feita para bilhares mais

gerais e nao apenas para Jy.

Defini¢ao 17. Dado n > 2 o conjunto {(so,%o), (S1,%1), ** , (Sn_1,%n-1)} € dito ser
uma drbita periddica de periodo n se é uma drbita do bilhar com F"(so,Y0) = (Sn, ¥n) =
(50,%0) € Fi(s0,10) # (s0,%0) parai = 0,1--- . n— 1. Orbitas periddicas determinam,
univocamente, poligonais fechadas na mesa de Bilhar.

Dado m, 0 < ™ < 1 m.d.c(m,n) = 1 dizemos que uma orbita de periodo n é do tipo
(m,n) se ela tem periodo n e s, = so+2mm, quando s é tomado no recobrimento universal
R de T. Cada ponto (s;,1;) em uma drbita periddica do tipo (m,n) é um ponto periodico
do tipo (m,n).

Para o bilhar circular, dados n, m € N é facil ver que se o angulo de saida 1= satisfaz

m m

a(ipn) = 2 entdo Fi (s, ) = (s1,97n) e Fo(s1,9n) # (s1,¢n ). Essa orbita possui
periodo n e se fecha depois de m voltas. Estao apresentadas na figura|3.2| exemplos desses
orbitas paran=5m=1 e en=7m=1 e m = 2. As poligonais geradas por 6rbitas

do tipo (n, 1) sdo poligonos regulares inscritos no circulo geodésico.
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(a) Orbita tipo (1,5) e sua caustica (b) Orbita tipo (2,5)

(c) Orbita tipo (1,5) (d) Orbita tipo (2,5)

Figura 3.3: Orbitas periodicas do bilhar circular geodésico no plano hiperbolico

Definicao 18. Uma curva v, na mesa de bilhar, € uma caistica do bilhar se uma trajetoria

que € tangente a v entre duas batidas for sempre tangente apds as colisoes com a curva

bordo.

Tomemos s; e sy pontos consecutivos de uma trajetoria de bilhar no circulo geodésico e
seja v a geodésica ligando esse dois pontos. Seja (' o tnico circulo geodésico concéntrico
ao circulo bordo e que tangencia 7. Aplicando uma rotacao do angulo central o supra
definido é facil ver que o proximo segmento da trajetéria continua tangenciando o circulo
C:. Dessa forma (' é uma caustica do bilhar. Todas as orbitas do bilhar circular possui
como caistica em circulo geodésico concéntrico ao circulo bordo.

Observagao: Se considerarmos o bilhar num circulo geodésico esférico de raio ¢ = 7,
que em particular é também geodésica, temos uma dindmica muito simples. De fato, dado
s1 e um angulo ¢ de saida temos que o ponto de batida s, serd o ponto antipoda de s1,

uma vez que So é definido como sendo a intersecao de duas geodésicas na esfera. O angulo
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de batida sera vy = 11, por simetria. Assim, no proximo passo, teremos, por semelhante
justificativa, s3 = s; e 13 = 11 (vide figura acima). Dessa forma esse processo se repete
a cada iterada e concluimos que o bilhar em tal circulo geodésico possui apenas orbitas
de periodo 2. Tal fendmeno nao acontece em bilhares em E? ou H? e estd intimamente

. A . 2
ligado a existéncia de pontos conjugados em S< .

Na figura ilustramos o desvio, decorrente da condicao de twist, da reta vertical
{(s,v) € M|s = 0} pela aplicagdo do Bilhar F. Cada figura foi obtida esbocando-se
no mesmo grafico o desvio da vertical alterando-se o valor do raio do circulo geodésico.
Em (a) temos os desvios do caso esférico, em (b) temos o do caso hiperbdlico e na
figura (c) o Euclideano. Observemos que em (c) o desvio é linear e nao depende do raio
do circulo geodésico. Ja em (a) e (b) os desvios dependem do raio. Nesses dois casos
quanto mais proximo de zero é o raio mais proximo de linear é o desvio uma vez que o0s
circulos geodésicos ficam muito parecidos com os Euclideanos. Por outro lado, em Si
quando o raio se aproxima de %i temos que a vertical tende a ser desviada para a reta

{(m,9)|0 < ¢ < w}, ilustrando assim o exposto na observa¢ao acima.

(a) Esfera (b) Plano Hiperbdlico

(c) Plano Euclideano

Figura 3.4:

Para finalizarmos essa secao resumimos nossos resultados:
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Teorema 2. Seja F a aplicacao do bilhar no circulo geodésico de raios rg, ¢g, po em
E2,S2,H? respectivamente, onde 0 < ¢y < 5 € To,po 840 numeros reais positivos. O

bilhar no circulo geodésico de respectivo raio, satisfaz:

1. F é uma aplicagao twist que preserva drea.
2. As retas b = constante sdao F-invariantes.
3. Ezistem retas invariantes com qualquer niumero de rotacao [ € R.

4. Toda orbita tem como caistica um circulo geodésico concéntrico ao circulo bordo;

3.3 Propriedades Twist

Nessa secao apresentaremos a extensao de alguns resultados classicos do bilhar em ovais
no plano Euclideano para bilhares em ovais na semi-esfera S2 e no plano hiperbolico H?.
Para isso utilizaremos o teorema [1| demonstrado nas se¢oes anteriores.

Uma orbita {s;,1;}icz € de Birkhoff se a sequéncia s; preserva a ordem ciclica em
T = R/|I'|Z. Tais 6rbitas também sdo ditas ordenadas. Dizemos que uma orbita é de
Birkhoff do tipo (m,n) se ela ¢ ordenada e possui tipo (m,n) (vide defini¢ao [17).

Um dos primeiros resultados no estudo bilhares em ovais é o teorema de Birkhoff:

Sejam F a aplicacao do bilhar em uma oval CY com q > 2 e m < n inteiros positivos,
com m en primos entre si. Entao existem, pelo menos, duas orbitas de Birkhoff do tipo
(m,n), isto €, duas drbitas de periodo n geometricamente distintas.

A demonstracao desse resultado para bilhares em ovais no plano Euclideano pode ser
encontrada em [(12)], secdo 9.3. Tal demonstragao se estende para bilhares em ovais em
Si e H? uma vez que utiliza apenas a propriedade twist da aplicacio F mostrada no
teorema [I] Assim o teorema de Birkhoff vale também para bilhares na esfera e no plano
hiperbélico.

Na secao anterior definimos o nimero de rotacao S de uma orbita do bilhar. Vamos
utilizar esse ntiimero para estender a classificagao de conjuntos fechados invariantes mini-
mais no espaco de fase do bilhar Euclideano, que se projetam injetivamente em T, para
bilhares em S% e H? dado um ntumero de rotagao (8 no intervalo de torgao (0,1). Essa
classificacao estd baseada em [(12))], secao 13.2.

Vimos na secao que o espaco de fase do bilhar em circulos geodésico é folheado por
retas invariantes com todos os possiveis nimeros de rotagdo § € (0,1). Além disso em

cada uma dessas retas Fy ¢ basicamente uma rotacao rigida da circunferéncia do angulo
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2mf3. Apesar dessa estrutura do espaco de fase do bilhar circular representar um caso
muito atipico nos bilhares Euclideanos, ele representa um bom exemplo para a classifica-
€40 que procuramos.

Consideremos O C M um conjunto fechado, invariante, minimal e ordenado e que se
projeta injetivamente em T com nimero de rotacao 5. Esse conjunto é nao vazio para
todo 5 € (0,1). De fato Op com /3 racional é nao vazio pelo teorema de Birkhoff. Para
irracional |(21))], pag.: 68 mostra que Op é ndo vazio, utilizando a propriedade twist.

No bilhar circular geodésico temos que se 3 = ™ racional, Og é uma curva (reta) rota-
cional invariante formada por orbitas do tipo (m,n). Se § ¢é irracional, Oz ¢é ainda uma
curva rotacional invariante e a orbita de qualquer ponto nessa curva é densa.

Da propriedade twist e preservacao de area segue que para bilhares em outras ovais
no plano Euclideano o conjunto Og é ou uma orbita periédica, ou uma curva rotacional
invariante ou um conjunto de Aubry-Mather.

Uma curva rotacional invariante é uma curva continua fechada e homotopicamente nao
trivial no espaco de fase M. As retas invariantes no espago de fase do bilhar circular
geodésico sao curvas rotacionais.

Um conjunto de Aubry-Mather em M é um conjunto invariante minimal,i.e que nao
possui subconjunto proprios fechados, que se projeta injetivamente num conjunto de Can-
tor de T que nao ¢ denso em aberto algum.

No que se segue, baseamos nosso estudo em [(12))] capitulo 13, onde tal classific cao é
feita para aplicacoes twist mais gerais e uma demonstracao dos resultados utilizados pode
ser encontrada.

Dado f racional, o conjunto Og, ou é uma curva rotacional invariante formada por
orbitas periodicas ou contém pontos nao periddicos. Nesse ultimo caso as orbitas dos
pontos nao peridédicos formam conexoes heteroclinicas a 6rbitas periédicas cuja existéncia
segue do teorema de Birkhoff.

Para qualquer nimero irracional 5 no intervalo de tor¢ ao temos duas possibilidades:
ou existe um conjunto de Aubry-Mather ou uma curva rotacional invariante ambos com
numero de rotacao f3.

Outra propriedade importante das transformacoes twist é que se duas orbitas possuem
fechos disjuntos entao seus ntimeros de rotacao sao distintos. Dessa forma como um ana-
logo para numero de rotacao irracional, do teorema de Birkhoff, temos que a aplicacao
do bilhar em uma oval tem no maximo uma curva rotacional invariante com ntmero de
rotagao B. Além disso se existir uma tal curva invariante entdao F nao tem conjuntos de
Aubry-Mather com nimero de rotacao [ fora dessa curva e portanto tem no maximo um
conjunto Aubry-Mather com nimero de rotacao .

Dado B racional, existem pelo menos dois conjuntos invariantes com esse numero de ro-
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tacao. Se B € irracional existe no mdxrimo um conjunto invariante no espaco de fase da
aplicacao do Bilhar com esse numero de rotacao. Para fins de diferenciabilidade, os
conjuntos invariantes estudados acima possuem a propriedade de estarem contidos em
graficos de fungoes Lipschitz o que significa que F restrita a cada um deles é uma aplica-
cao direfenciavel em quase todo ponto.

Para finalizar, também como consequéncia da condi¢ao de twist e preservacao de area
demonstradas no teorema (1} temos o teorema da curva invariante de Birkhoff valido para
bilhares em ovais em Si e H?, isto é O bordo de uma faiza horizontal aberta composta por
pontos nao errantes € composto por duas curvas invariante que sao grdaficos de funcoes

Lipschtiz. Resumimos essa se¢ao com o seguinte teorema:

Teorema 3. Seja S = E? H? e S2, onde E? ¢ 0 espago Euclideano, H? plano hiperbdlico
e S3 um hemisfério da esfera unitdria. Seja I' C S wma oval, i.c., uma curva simples,
fechada, de classe C? q > 2 e com curvatura geodésica estritamente positiva. Considere-
mos I' parametrizada pelo comprimento de arco. Seja ainda, F : M — M, a aplicacao
de bilhar definida em T', onde M =T x (0,7) e T = R/|I'|Z.

1. Dado 8 =" existem pelo menos duas orbitas de periodo n geometricamente distin-
tas. Para B irracional existe no mdzimo um subconjunto de M invariante por F

com niumero de rotacao [3.

2. Seja E C M subconjunto fechado, ordenado, minimal, invariante que se projeta
injetivamente em T. Se o numero de rotacao de E € racional entao E é uma curva
rotacitonal composta por drbitas periodicas ou que contém pontos ndao periodicos. Se
o numero de rotacao € irracional E dma curva rotactonal sem pontos periodicos ou

um conjunto de Aubry Mather.

3. Orbitas com fechos disjuntos possuem nimeros de rotacdo distintos.

4. O bordo de uma faiza horizontal aberta composta por pontos nao errantes é composto

por duas curvas invariantes que sao grdaficos de funcoes Lipschtiz.

41



Capitulo 4
Orbitas Periodicas

Vimos no capitulo anterior, teorema [3| que a aplicacao do bilhar em numa oval I" de .S
possui pelo menos duas 6rbitas perié dicas de qualquer periodo n > 2. Podemos formular

as duas seguintes questoes em torno das quais serd desenvolvido esse capitulo:

E possivel estabelecer uma classificacdo de tais orbitas? E o que se pode sobre a quantidade
delas para cada periodo n dado?

Nesse capitulo, usando a formula de Mackay-Meiss, vamos mostrar que uma das o6rbitas
perriddicas do teorema |3| é hiperbolica ou parabdlica, resultado ja conhecido para o caso

S = E?, ver [(13))]. Com relagao a segunda questao, mostraremos para S que:

Em E? e H? € aberto e denso o conjunto das ovais C para as quais existe apenas uma
quantidade finita de orbitas periodicas da aplicagcao do bilhar para cada periodo n e elas
sao todas hiperbolicas. Para o caso do bilhar na esfera Si esse conjunto € apenas aberto.

Demonstraremos tal resultado utilizando as idéias desenvolvidas em [(7))], para S = E?,
por Pinto-de-Carvalho, Kamphorst e Dias Carneiro para o caso planar, cabe ressaltar no

entanto que algumas adaptacoes serao necessarias.

4.1 Propriedades gerais

Seja I'(s) uma oval, i.e, uma curva suave, fechada, simples com curvatura geodésica
estritamente positiva, em S = EQ,Si,HZ, parametrizada pelo parametro comprimento
de arco s.

Relembremos que a distancia geodésica g(-,-) em S ¢ uma func¢ao diferenciavel dada

42



por:

V< TD(s1) = T(s2),[(s1) = [(s2) > em [E?
g(s1,82) = { arccos(< I'(s1),(s2) >) em S% (4.1)
arccosh(— < T'(s1), ['(sq9) >) em H?

Seja {(s;,%;) = F'(s0,%0)|i € Z}, uma o6rbita periddica de periodo n, isto é (sg, 1) =
F™(s0,%0) € (s0,%0) # F'(s0,%0) para 0 < i < n. Dizemos que essa orbita ¢ hiperbdlica
se os autovalores, A; e A, de Dy, 4,)F" sao reais e diferentes de um. Se A\; e Ay nao forem
reais a Orbita é dita eliptica. Caso A1 e Ay sejam reais e iguais a orbita é dita parabdlica.

Poligonos geodésicos sao poligonos cujos lados sao formados por segmentos de geodési-
cas. Assim trajetorias periddicas do bilhar correspondem a poligonos geodésicos inscritos
na curva fechada I'. Dado n € N e uma sequéncia sg, sy, -+ 5,1 de pontos em I', um

poligono geodésico com n lados e vértices em sg, S1,- -+, S,_1 tem perimetro
Wi(50,51,- -+, Sn—1) = g(80,51) + g(51,52) + -+ &(8n-1, 50)
R

ITz-
Uma orbita periddica de periodo n do bilhar define um poligono geodésico cujos vérti-

W,, é um funcional continuo no n-toro T" = TX T x --- x Tcom T =

ces definem a n-upla (sg,s1, -+ ,Sn—1) em T". Seja D,, = {(so, 51, ,8n—1) € T"|s; #
sit1 para 0 <1i < n—1}. As orbitas periodicas de periodo n da aplicagao de bilhar estao
contidas em D,, uma vez que a aplicacao de bilhar nao tem ponto fixo.

Lema 11. O funcional W, : T — E ¢é continuo em T" e diferencidvel apenas em D,,.
Prova: De fato, das equagao [4.1] temos que:

<I(s;),['(s;)—T(si41)> em ]E2
g(sis8i+1)
01g(si, Si41) = % em S% (4.2)

—<I(s1),I
< (91), (82)>> em H2
senh g(s;,8i4+1)

Dessa forma 01g(s;, s;11) esta definida se e somente se g(s;, s;41) # 0 que é equivalente

a s; # S;11, uma vez que g ¢ a distancia geodésica em S.

O

Lema 12. Para que os vértices sg, S1, -+ ,S,—1 de uma poligonal no espaco de configu-
racao definam uma orbita periddica do bilhar no espaco de fase € necessdrio e suficiente

que (So, 81, Sn—1) € Dy, seja um ponto critico de W,.
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Prova: O gradiente de W, é dado por

ag(50,31)+8g(5n—1,80) 88;(50731)+8g(51732) ag(sn—QaSn—l)+ag(3n—1730)
880 880 ’ 881 881 ’ ’ (“)sn_l 880

Pelo principio de Maupertuis cada entrada do gradiente de W,, é igual a zero se e somente

se a poligonal representa uma trajetoria periddica no espago de configuragao.

Lema 13. W, assume mdzimo global em D,,.

Prova: Primeiramente observemos que sendo W, continua no compacto T", pelo crité-

rio de Weierstrass W,, assume maximo e minimo globais em T™. Seja (So, S1," " , Sk—1, Sks Sk+1," * " 5 Sn.
um ponto em T" — D,, onde sx = sxi1. Se definirmos (Sg, S1,+* , Sk—1, Sks Skt1," " > Sn_1)

onde 541 # s;parai =0,1,--+  k, k+1, -+, 8,1, temos que W, (So, S1,* , Sk—1, Sks Ski1s " * 5 Sn—1)
é maior que W, (S0, S1, "+, Sk_1, Sk, Ska1, " ** > Sn—1)- Se ainda (8o, $1, "+, Sk_1, Sk, Skt1,"** , Sn_1)

nao pertencer a D,, procedemos, quantas vezes forem necessarias, dessa mesma forma. As-
sim no final obteremos um ponto (3¢, 81, -+ , §,—1) com W, (8o, 51, , Sp—1) > Wi(S0, 81, , Sn_1),

e o maximo de W,, ocorre em algum ponto de D,.

O

Como em D, o funcional W, é diferenciavel temos que o maximo global ocorre em D,
num ponto critico. Dessa forma pelo lema[12] temos que a poligonal de perimetro maximo

define uma o6rbita periodica do bilhar.

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposicao 9. O funcional W,, € diferencidvel apenas em D, e D, contém um ponto
(80,81, ,8,-1) que define uma drbita periddica do bilhar e uma trajetéria, na mesa
do bilhar, relacionada a esse ponto possui perimetro mdrimo no espaco de configuracao,
mais especificamente, W, assume mdzimo global num ponto critico (So, 81, ,8,-1) em

D,, com §; vértices de uma trajetoria do bilhar.

4.2 Classificacao de érbitas Periodicas

Se {(s4,1:) = F'(s0,%0)|0 < i < n — 1} é uma orbita periodica do bilhar, entao pela
regra da cadeia

D(so,¢o)-7:n = D(Snflawnfl)f D(Sn72,¢n72)]‘— D(Sl,i/il)}- D(Soawo)]:

44



detD(30,¢0)f” = detD(sn—lﬂ/ﬂn—ﬂf detD(sn—zﬂ/)n—z)J—: detD(Sl7¢1)f detD(Soﬂ/}O)]:

Pela equacao temos

Sin Y, _1 sin ¥, _o sin 97 sin Yy
singy sin, sin v, sin Y

detD(80,¢0)f" = =1

e temos que os autovalores de D sg, 19)F" sdo dados por:

—tracD sy o) F" £ ¢(traCD(807wo)F")2 —4
2

Dessa forma podemos reescrever a definicdo de 6rbita hiperbodlica, eliptica e parabdlica

da seguinte forma:

Definicao 19. A drbita de (so,10) é:
e hiperbolica se |trac(D sy F")| > 2 .
o cliptica se |trac(D(sy ) F")| < 2.
e parabolica se |trac(D s,y F")| = 2

Dados (s, s1) temos bem definida a 6rbita do bilhar, que possui sy como ponto de saida
e s; como primeira batida. De fato, seja v a tnica geodésica ligando I'(sg) a I'(sy). O
angulo de saida vy é o angulo entre o vetor tangente a geodésica v e a curva [" em sg.
Seja sy 0 proximo ponto de batida e G : T?> — T? dada por G(sg,s1) = (s1,52). Uma
orbita de periodo n satisfaz G™(sg, s1) = (S0, 51)-

Relacionando essa aplicacao a aplicagao do bilhar temos o seguinte lema, cuja demons-

tracao estd contida na prova da diferenciabilidade do da aplicacao do bilhar.

Lema 14. Sendo M o espaco de fase do bilhar, as aplicagoes F : M — M e G :
T? — T2 sao conjugadas pelo difeomorfismo J : M — T2, J(so,%0) = (0,51), dado

implicitamente por cosy = —g—i(so,sl).

O lema [14]estabelece que F e GG sao conjugadas e, pela regra da cadeia, suas derivadas
também sao conjugadas e possuem os mesmos autovalores. Assim basta classificarmos as

orbitas periddicas de G.
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Lema 15. A expressio de D, . )G é:
0 1
D 5i:) G =
(isitn) bi i
bit1 bi+1
onde
92
i = A Ao (8(Si-1, 8i) + &8, Si
a aSiast_l (g< 1 ) g( +1))
e

0%g
b, = m(si, 3i+1)

Prova: Pelo principio de Maupertui, temos:

0

0841

(8(s4, Sit1) + 8(Si+1, Si42)) = 0

Tomando a diferencial nessa expressao,

a2g an a2g an
i Si+1)dsi + 557 (8, Si+1)ds; =5 (Si41, Sit2)ds; i+15 Sit2)dsip2 = |
05,0541 (51, si1)dsi + 052, (83, Si1)dsit1 + 952, (Sig1, Sipo)dsipr + 951010512 (8it1, Siv2)dSiyo
(4.3)
Fazendo
92
ai = m(g(si—h i) + g(si, Sit1))
e .
g
bi = 5. \Si 5
asiaSiJrl( +1)

Temos de 4.2

asi+2 o bl
e

08i 42 _ _Gin

Isiy1 bit1
Assim obtemos,

0 1
D S§,S4 G =
(o) - bi Qi1
biv1i bin
O
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Numa 6rbita periodica {(s;, ¢;),0 < i < n}, da aplicagao do bilhar F temos que {(s;, $;+1)|0 <
i <n— 1} é periddica para G e pela regra da cadeia

D(So,sl)Gn = D(Sml,So)G : D(Sn72asnfl)G. o D(83,84)G : D(S2783)G ’ D(32731)GD(30751)G

b; .
G = —— temos da equacdo anterior

Como det Dy, 2
i+1

Siy1)

bn—l bn—2 bl bO
..... =1 4.4
bo bn-1  baby (44

Como era de se esperar uma vez que G e F sao conjugadas.

detD(SO’sl)Gn =

Pelo lema [14] podemos classificar as 6rbitas periodicas de F utilizando a aplicacao G.

Para classificarmos as 6rbitas periodicas, vamos utilizar a formula de Hill. A demons-
tracao dessa formula, contida em (I3) nao depende do modelo de geometria adotado e
serd apresentada abaixo. Tal demonstracao depende apenas da suavidade do bordo I' da
mesa de bilhar.

Lema 16 (Formula de Hill). Seja {(s;, $i+1)|0 < i < n—1} uma drbita periddica do bilhar
e P = D, s)G". Entao

det(H,)
det(P — I5) = (—1)"——————
et( 2) = ( )b1b2_“bn
onde H, é a matriz Hessiana de W, (S0, 81, , Sn_1)-

Prova : Essa demonstragao esta contida em [(13)] pag 69 e 70.

Primeiramente, nao é dificil ver que H,, é uma matriz n x n, tridiagonal e simétrica dada

por:
ao bQ 0 0 s 0 bn—l
bo ar by 0 0 0
0 bl (05} bQ 0 0
Qo bo + bl
H2 = Hn = O O b2 as O 0 n > 2
bo + b1 aq
0 0 0 0 " apna by
bn—l 0 0 0 e bn—2 Ap—1
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Seja A um autovalor de P := Dy, s )gn € V = (vo,v1) um auto vetor associado a A, i.e,

Pv = \V. De[4.4] temos que A # 0. Seja entao:

Qo )\_l(bo + bl)
Hy(A) =
)\71<bo +b) @
ag bo 0 0 cee 0 )\_lbn,1
b() aq b1 0 e 0 0
0 bl a9 b2 cee 0 0
Hn = 0 0 bg as 0 0 n>2
0 0 0 0 Ap—2 bn,Q
)\71[)”_1 0 O o --- bn_g Ap—1

Dai Hg(l) = HQ (& Hn(l) = Hn

Denotemos P11 := Dy, s,

Definimos com isso n numeros reais vy, vy, - - - U,,_1 da seguinte forma:
UO = Uo,@l = U

Vit1 U;

= G+l 1>1

Vit2 Vg1

Como vV = (v, v1) é auto vetor de P é imediato de [4.2] que

En = /\UO (& En—&—l = AUl.

A matriz H,(\) é singular. De fato, sejam w o vetor @ = (vg, vy, ,

H,(\)w. E facil verificar que
w; = bj_10;_1 + a;U; + bi@i+17 O<i<n—1.
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Mas de deduzimos v; 1 = —M+” Substituindo em obtemos que, para
O<i<n—1,u; =0.

Para ¢+ =0,
Uy = AgVy + bo’l)l + Ailbnflﬁnfl = Afl(anvn + bnvn+1 + bnfl'l}nfl)

onde a segunda igualdade vem de e do fato de a,, = ag e by = b,. Dai é facil ver que

up = 0. Procedendo de forma analéga mostramos que u,_; = 0. Portanto
detH,(\) =0, (4.8)

se A\ é autovalor de P.
Calculando o determinante de H, (\) desenvolvendo pela primeira coluna temos, apds

simplificagoes:
n—1 n—1
detH,(\) = detH,(1) + (A — 1)(—=1)"* H by + (A= 1)(=1)" H b; = 0.
0 0

Usando e que A~ é também autovalor de P obtemos:

det(H,)

AN = (o)t
* A A

que é equivalente a
det(H,)

det(P — I,) = (—1)"H——""%/
t(P — ) = (~1)"+ S

pelo fato do determinante de P ser 1.

Corolério 4 (Formula de Mackay-Meiss).

1 det(H,)

2 —tracP = (—1) m
192 " Up

Prova: Esse corolario segue da Formula de Hill, no lema anterior, usando que P é
2x2edetP = 1.

Corolario 5. Seja (S0, 51) a drbita periddica obtida no lema (9}
e Se (—1)"det(H,) > 0 ou entdo (3¢, 51) € uma orbita hiperbilica;

o Se (—1)"det(H,) =0 entao (So,51) € uma drbita parabdlica;
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Prova: Suponha (—1)"det(H,) > 0. Assim temos, pela formula de Mackay-Meiss,
que tracP > 2 e da definicao segue que a orbita ¢ hiperbolica. Por outro lado, se
(—1)"det(H,) = 0, temos que tracP = 2 e também pela definigao 19| temos que, esse é o

caso de a oOrbita ser parabolica.

O

Corolario 6. Se a drbita periodica da proposi¢ao [9] for nao degenerada e um mdzimo

local para a funcao W, entao ela é hiperbolica e assim isolada.

Prova: Pela Formula de Mackay-Meiss deduzimos que det(P — I,) < 0. Como
det(P — AI,) vale 1 para A = 0 temos que, por continuidade, existe A € (0, 1) tal que
det(P — AI,,) = 0. Assim a oOrbita é hiperbélica. Que essa orbita é isolada segue do

teorema de Hartman-Grobman |[(12)].

Assim o resultado citado no inicio da secao segue desses dois tltimos resultados.
Exemplo: Na secao estudamos o bilhar em circulos geodésicos em S2, H? e verifi-
camos que para o angulo 1 de saida satisfazendo (1) = 27" temos uma 6bita periddica
do tipo (m,n) e como todas érbitas periodicas com esse nimero de rotagdo definem po-
ligonos geodésicos com mesmo perimetro temos que todas essas Orbitas sao parabdlicas.
Tal propriedade dos bilhares circulares geodésicos ¢ bem atipica no conjunto dos bilhares
em ovais. De fato como veremos na proxima secao, possuir 6rbita periddica hiperbodlica é

uma propriedade genérica.

4.3 Orbitas periédicas hiperboélicas

Estudar propriedades genéricas em matematica é uma pedida quase que natural apos
seu estabelecimento. Na secao anterior desse capitulo estabelecemos a existéncia de uma
orbita periddica parabolica ou hiperbolica de qualquer periodo n para a aplicacao do bi-
lhar em uma oval em S. Sendo a aplicagao de bilhar em oval um difeomorfismo sabemos
que se ela possui uma Orbita hiperbdlica entao pequenas perturbacgoes dessa aplicacao
também possuem. De fato na definicao de 6rbita hiperbolica temos a existéncia de auto-
valores, em modulo, diferente de um e essa é uma condicao aberta. Dessa forma possuir
orbita hiperbolica é uma propriedade aberta conjunto dos difeomorfismos. Claramente,
sendo exemplos de difeomorfismos, temos que se perturbarmos uma aplicagao de bilhar

que possui Orbita periodica hiperbolica, o difeomorfismo resultante também possuird. A
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questao que surge é: Essa perturbacao é uma aplicacdo de bilhar em alguma oval? A
resposta é nem sempre! Aplicacoes de bilhar em ovais em S necessariamente sao difeo-
morfismos conservativos e essa propriedade nao é aberta nos difeomorfismos.

Em vista do exposto acima, ao invés de perturbarmos a aplicacao do bilhar perturba-
remos a oval que gerou essa aplicacao. Esse procedimento ja foi adotado para bilhares no
plano Euclideano, como em [(7))], mas nao para para bilhares na semi-esfera ou no plano

hiperbolico.

4.3.1 Perturbagoes normais de ovais

Seja I' : I — S uma oval de classe C'*°, parametrizada pelo comprimento de arco s. E
seja 1(s) € TS seu vetor normal unitario. Uma perturba¢ao normal de I' ¢ uma curva
B(s) dada por

((T'(s) + A(s)n(s) em [E?
M)+ M)
B(s) = /T+ X2(s) + (4.9)
M) A
1 —\2(s)

onde em cada caso A(+) ¢ uma fungdo C'*, peri6 dica de periodo |I'| onde |I'| é o compri-

mento da curva. No que se segue consideraremos |||z = maxseqo,r{A(s), A'(s), \"(s)}.

Proposicao 10. Para ||A||s suficientemente pequeno, [ € uma perturba¢ao de T', C,

fechada, regular e geodesicamente convexa, i.e., possui curvatura geodésica positiva.

Prova: Para o caso S = E? a demonstracio dessa proposicao encontra-se na referéncia
[(20)] e nos a repetiremos aqui com algumas adaptagoes.

Caso S = E*%:

A curva 3 é uma perturbagao de I'. Seja g(I'(s), 3(s)) a distancia geodésica em E? entre

['(s) e B(s).
g'(I(s), B(s)) = <T(s)—B(s).I(s) — B(s) >

Da tltima igualdade temos que se ||\]|, for suficientemente pequeno entao g?(T'(s), 3(s)) ~
0 equivalentemente g(I'(s), 5(s)) ~ 0.

A curva [ é fechada pois a fungdo A(-) é periddica de periodo |I'|. Sendo I' C°, A C™ e
n C* segue que 3 é C™.
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Para verificar a regularidade de /5 devemos verificar que ||5'(s)|| # 0 para todo s. Mas

utilizando expansao em série podemos escrever, a partir da perturbacao:
B(s) = T(s) + O(A(s)) (4.10)
e derivando essa expressao temos
B'(s) = I"(s) + O(A(s), X(s))

Dai a regularidade de (3 segue da regularidade de I' se |A|s for suficientemente pequeno.
Para finalizar verificaremos que a curvatura geodésica de (§ é positiva se a de I" o for e

se ||Al]2 for suficientemente pequeno.

Daqui por diante, onde nao houver risco de confusao, para simplificar a notacao supri-

miremos a variavel s na escrita das expressoes que depende dela. Seja kp(s) a curvatura

geodésica da curva I" em s. Da definicdo de curvatura geodésica no capitulo [2] temos:

_<I"n>

kr(s) = THE (4.11)

onde o vetor normal unitario pode ser escrito comon = (0,0,1) xI” e x é o produto veto-
rial em E3. Nessa tltima igualdade identificamos I'(s) com um vetor em E? acrescentando

a terceira coordenada igual a zero. Assim a equagao torna-se:

<I"(0,0,1) x IV >
[l

Kr = (4.12)
Essa mudanga na escrita da formula é 1til pois tal equacao generaliza-se para a esfera

e para o plano hiperbolico conforme veremos na demonstracao para esses casos.

Observagao: A curvaI' é geodesicamente estritamente convexa se < I, n >=<T" (0,0, 1) x

I° ¢

I[''(s) > for maior que zero uma vez que [|I”(s)||° ¢ sempre positivo. Para a curva 3, sendo

¥ o normal unitario a 3, temos:

< g >

Mas de temos " = I+ O(N N, \") e 5/ = TV + O(\, X'). Substituindo essas duas
equacoes em [£.13] temos

<T"+OMNN, V), Bx B >
18"+ O\ X2

Pela bilinearidade do produto escalar temos

Iiﬂz

<I”,(0,0,1) x B/ > <O X, 2"),(0,0,1) x 8/ >
18" + O(x A1) |13 18" + O A3

Kg =
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Substituindo a expressao para (3’ temos

<T”7,(0,0,1) x [TV + O\ A)] > < OMN, A7), (0,0,1) x [T) + O\, N)] >
" 18"+ O(x AN EECESIIE
<TI”,(0,0,1) x T’ (s) > O A\
It + 0 A3 It + o A3

Na segunda igualdade usamos propriedades de produto vetorial e escalar para simplificar
a expressao.
Finalmente, se ||\||o for suficientemente pequena, a perturbagdo [ é geodésicamente

estritamente convexa se e somente se I' o for.

Caso S = S%:

Observemos primeiramente que o vetor I'(s) é perpendicular em E3 a n(s), i.e., < I'(s),n(s) >=
0.

A curva [ é uma perturbacao de I' na semi-esfera. De fato, como é facil verificar

< B,8 >= 1 assim temos que 3 estd contida em S%. Seja g(I'(s),3(s)) a distancia

geodésica entre I'(s) e B(s) na semiesfera.

cosg(I'(s), B(s)) = <T(s),

1+ 22(s)
= 14+0()\)

Da tltima igualdade temos que se || A]| for suficientemente pequena entdo cos g(I'(s), B(s)) =~
1, ou seja g(I'(s), B(s)) =~ 0.

A curva ( é fechada pois A é periodica de periodo |I'|. Sendo I' C°, XA C*™ e n C™ segue
que B é C*.

Para a regularidade de § devemos verificar que |5’| # 0 para todo s. Mas utilizando série

de poténcias podemos escrever
g =T+0(N (4.14)

e derivando essa expressao temos
g =T"+0(\N)

Dai a regularidade de (3 segue da regularidade de I' se ||A||y for suficientemente pequena.
Para finalizar verificaremos que a curvatura geodésiva de [ é estritamente positiva se a
de T o for.

Seja kr(s) a curvatura geodésica da curva I' no ponto s. Temos, do capitulo 1, que:

DI’
< il >

NE (4.15)

R =
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onde D/ds é a derivada covariante na esfera e o vetor normal unitario a I' em sé dado

porn =TI xTI".
Assim a equacao torna-se:
<I"TxI">
Kp = (4.16)
T[>
Observagao: A curva I' é geodesicamente estritamente convexa se < [;—1;’,7] > =<

/ ..
%,F x IV >> 0 uma vez que |[I'|]*> é positivo. Para a curva 3, sendo ¥ o normal

unitario a 3, temos:

Dg’
<=0 >
g = — &~ (4.17)
18712
Mas de temos 22 = B L O(\, N, \") e 8/ = I+ O(\, V). Substituindo essas duas

expressoes em [£.17], temos

wals) = B F O X, B(s) x B(s) >
T 18"+ O NI
Pela bilinearidade do produto escalar temos
L _SBE XA > <ONNN)BxE >
POV T B OV

Substituindo as expressoes para 8 e 3 temos

< ?TI;', L4+ O] X [V +O0MXNN)]>  <OMNN A, [T+0N)] x [ 4+0 )] >
18" + O\, A3 18" + 0, AN|3

<2 rxr > O\, M, A7)

IT” + O A3 IT + 0, A)|13

Kg =

Na segunda igualdade usamos propriedades de produto vetorial e escalar para simplificar a ex-
pressao.
Finalmente, para ||\||2 suficientemente pequena, a perturbagdo [ ¢ geodésicamente estrita-

mente convexa se e somente se I' o for.

Caso S = H?%:

Observemos primeiramente que o vetor I'(s) é ortogonal no espago de Minkowski a n(s), i.e.,

< T'(s),n(s) >=0.

A curva 8 é uma perturbagao de T' no plano hiperbdlico. De fato, é facil ver que se B(s) =

L(s) + Als)n(s)

Seja g(I'(s), B(s)) a distancia geodésica entre I'(s) e 3(s) em H2.

Dls) + Als)u(s) _
1—X2(s)

entdao < B(s), B(s) >= —1 e assim 3 estd contida em H?2,

coshg(I'(s),B(s)) = <T(s),

_
1—X2%(s)
— 1100
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Da ultima igualdade temos que se ||A||2 for suficientemente pequena entdo cosh g(I'(s), 5(s)) ~ 1,
ou seja g(I'(s), B(s)) =~ 0.

A curva g é fechada pois A é peridodica de periodo 27w. Sendo I' e A fungdes C™ e n C™ segue
que 8 & C.

Para verificar a regularidade de 8 devemos verificar que |8'| # 0 para todo s. Mas utilizando

série de poténcias podemos escrever, a partir da perturbagao, que
g =T+0\) (4.18)
e derivando essa expressao com relagdo s, temos
g =T"+0(\N)

Dai a regularidade de (8 segue da regularidade de I" se ||A||2 for suficientemente pequeno. Para
finalizar verificaremos que a curvatura geodésiva de [ é estritamente positiva se a de I' o for.
Seja kr(s) a curvatura geodésica da curva I' em s. Temos, com visto no capituo 1 que:
<>

ST

onde D/ds é a derivada covariante no plano hiperbolico e o vetor normal unitario a I' é dado

por n = I' AT, onde A é o produto exterior no espago de Minkowski (ver capitulo 1).

Observacao: A curva I’ é geodesicamente convexa se < %—5/, n> =<K %E/,F AT >> 0 uma

vez que ||I||3 ¢ positivo. Para a curva 3, sendo ¥ o normal unitério a 3, temos:
DB’
< v >
Kg = W (4.19)

Mas de temos %f, = DL O N X)) e B/ = TV + O\, X). Substituindo essas duas

expressoes em [£.19] temos

L << HOON N BAB >
o 167+ O\ V)3

Pela bilinearidade do produto <, > temos

< B Bx g > < O N A, BA B (s) >
18" + O A)|I3 18" + 0\, A3

kg =
Substituindo as expressoes para 8 e 3 temos

< B D4 OO A +00 )] > | < OOWN, A, [0+ 0] X [T +0( M) >

rg(s)

18" + O\, A3 18" + O\, A3
<D rxr s O(A, N, )
B It + O\, A3 I + O\, A3

Na segunda igualdade usamos propriedades de produto exterior no espaco de Minkowski e do
produto <, > para simplificar a expressao.
Finalmente, para ||\||2 suficientemente pequena, a perturbagdo [ ¢ geodésicamente estrita-

mente convexa se e somente se I' o for.
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O estudo das propriedades da aplicacdo do bilhar em ovais é invariante por isométricas.
A imagem de uma oval por uma isometria é uma oval a qual estd associada uma aplicacao de
bilhar com mesmas propriedades dindmicas. Diremos que duas ovais I' e 8 s@o equivalentes se

existe uma isometria em S que leva uma na outra.

Seja C o conjunto das classes de equivaléncias das ovais C*° em S. Dado um representante
I’ de uma classe [I'] € C definimos uma vizinhanca tubular , N.(T') de I em S por:
I'(s) + An(s) em [E?
I'(s) + An(s)

Ne(I') = T+ 22(s) em % (4.20)
['(s) + An(s) 2
1—\2(s)

onde 0 < s < || e—e<A(s)<e.

Definigao 20. Uma classe [5] € dita e-prozima de uma classe [I'] se existir um representante T’
em [I'] e um B em [5] tal que a imagem de [3 estd contida em N¢(T') e se projeta difeomorficamente

na tmagem de .

Como consequéncia de 3 se projetar difeomorficamente em I' temos que existe fungao A(s)
de periodo |T'| tal que 8 é escrita em funcao de I' como em

Definigao 21. Uma classe [(] ¢ dita e — C?-prézima de uma classe [T] se [B] ¢ e-prézima de [T
e [A|l2 < e

O préximo lema nos da o fundamento para estabelecermos uma importante relacao entre a

topologia das ovais C> em E2, Si ou H? e dos difeomorfismos C!.

Lema 17. Seja 8 uma perturbagio normal da oval T' em S2, i.e., existe uma fungdo X tal
que B dada por , Se ||A||2 for suficientemente pequena entio as aplicagdes de bilhar Fr e Fg

possuem funcgées geradoras prorimas, ou seja:

g5(s0,51) = gr(so, s1) + O(}) (4.21)
Prova:
Caso S = E2:
g%(so, s1) =< I'(s1) = I'(s0),I'(s1) — I'(s0) >
e

g5 (50, 51) =< B(s1) — B(s0), B(s1) — B(s0) >
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Usando a equagio temos
g%(so, s1) =< I'(s1) + O(A) —T'(so) — O(N),I'(s0) + O(A) = T'(s0) — O(N) >
Simplificando,
#3(s0, 1) =< T(s1) — T(s0), T{s1) — T(s0) > +O(\)

De onde
g%(so, s1) = g%(é’o, s1) + O(A)

Tomando a rafz quadrada e utilizando série de poténcias temos o resultado procurado.
Caso S = S%r:

cosgr(sp, s1) =< I'(s1),[(so) >

cos gg(so,s1) =< B(s1), B(s0) >
Usando a equagao temos
cos gg(so,s1) =< I'(s1) + O(X),I'(s0) + O(A) >
Simplificando,
Ccos gg(SO, 81) =< F(Sl), F(So) > +O(/\)

De onde
cos gg(s0, 81) = cosga(so, s1) + O(N)

Tomando o arccos em ambos os lados dessa expressao e utilizando série de poténcias temos o

resultado procurado.
Caso S = H?*:

cosh gr(sp,s1) = — < I'(s1),T(s0) >

coshgg(so, s1) = — < B(s1), B(s0) >
Usando a equacao temos
coshgg(sg, s1) = — < I'(s1) + O(N),I'(s0) + O(A) >
Simplificando,
coshgg(sg, s1) = — < I'(s1),[(s0) > +0O(N)

De onde
cosh gg(so, s1) = coshgg(so, s1) + O(N)

Tomando o acosh em ambos os lados dessa expressdo e utilizando série de poténcias temos o

resultado procurado.
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Proposicao 11. Se [3] ¢ € — C%-prézima de uma classe [['] existe um representante I' € [[] tal

que as aplicagoes de bilhar Fg e Fr em B e I' resp. sdo prozimas na topologia ct.

Prova: Nessa demonstracao utilizaremos construcao da aplicaciao de bilhar em uma curva estri-
tamente convexa via sua func¢ao geradora.
Vimos no capitulo (3| que, se I' é uma curva estritamente convexa em S e g(-,-) é a distancia

geodésica, temos definida a aplicagdo do bilhar Fp : M — M, por Fr(sg,%o) = (s1,%1) com
9g

8730(80781) = —costp e 6751(80,81) = cos

Essas duas equagoes sao suficientes definirmos a aplicagdo do bilhar em I'. Seja [] uma classe

¢ — C2%-préoxima de [['] e B € [B] um representante. Para simplificarmos a notacio, definimos
gr(so, s1) == g(I'(s0),I'(s1)) e ga(s0,51) :=g(B(s0),B(s1)). Pelo lematemos que

g25(s0,51) = gr(so,51) + O(N) (4.22)

Derivando essa expressao com relacao a sg temos:

agﬁ . dgr /

6780(30781) = 87%(80,81)+0(A,A)
Com relagdo si:

985 (50, 51) = 280 (50, 1) + O\, N)

881 ’ 851 ’ ’
Assim

coswg = cosyppy + O\, N)

e

coswf = cosyl + O\, N)

Utilizando a série de arccos(x) em ambas as expressoes acima, obtemos:

vy = U5 + O\ ) (4.23)

W= b + O\ X) (4.24)

Como I'(s1) e B(s1) sdo proximos por construgao, temos que Fr e Fg sao proximas. Isto é:

Fr(so, 1) = (s1,91) = (s1,97 + O\ X)) = Fa(s0,95))

Para vermos que Dy, ) Fr € Dy, 4,)Fp 820 proximas basta observarmos que a derivada da
aplicacao do bilhar em S, na proposigao |8 depende apenas dos angulos de de saida e batida,
distancia e das curvaturas geodésicas. Dessa forma pelas equacgoes [£.23] [£.24] [4.22] e [10] temos

que para ||A||2 suficientemente pequena as derivadas das aplicagaoes sao proximas.
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Abaixo fazemos uso do Teorema de Gauss-Bonnet em S = E?, S%r ou H2.

Lema 18 ((9)). ,/{I7)] Seja v uma curva em S, simples, suave por partes e fechada. Sejam
k() a fungdo curvatura geodésica de I' e i, 1 < i < 'm o dngulo externo a 7y no i-ésimo vértice.
Entao:

n—1
/ KdA+j{/ids+Zai:27r
i=0

R v

Seja {(Sg,lﬁo), ]:F(So,l/)()) = (81,¢1), ey, ./Tl—\n_l(SO,@DQ) = (Sn_l,l/}n_l)} uma orbita peric’)dica
de periodo n. Seja Uy o conjunto de todas a ovais em C tais que dado n # 1 divisor de N a

aplicagao JFr possui somente 6rbitas periédicas nao degeneradas de perfodo n.

Proposicao 12. Se I' pertence a Uy entdo para cada n # 1 divisor de N existe apenas um
numero finito de drbitas periddicas de periodo n ndo-degeneradas para a aplicagdo do bilhar em
.

Prova: Reescreveremos aqui, a prova de [(6)] para o caso Euclideano, adaptando-a ao plano
hiperbélico. Numa segunda parte trataremos separadamente o caso esférico cuja extensdo tem
uma diferenca a ser considerada.

Seja {(s0,%0), Fr(so,vo) = (s1,¢1), - +- ,ffl_l(so,wo) = (Sp—1,%n—1)} uma orbita de pe-
riodo n para Fr. Entao I'(sg), I'(s1), -+ T'(sn—2), I'(sp—1) s@0 0s n vértices de um poligono ge-
odésico inscrito na oval I'. Seja 7; os angulos internos desse poligono e §; = 1; se 0 < 9p; < /2

oud; = m—1;sen/2 <1 <m. Aplicando o teorema de Gauss-Bonnet ao poligono geodésico

temos:

Em E2:
n—1
Z% = (n—2)m
i=0

Em HZ:
n—1
Z%‘ < (n—=2)7
i=0

Usando que 260; +; = 7 obtemos:
Em E?:

Em H?2:
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Dessa forma, tanto para E? quanto para H? temos que existe 6; > 7, caso contrario nem a
igualdade nem a desigualdade seriam validas.

Dessa forma, da definigao de ¢; temos que, ou 9; > T ou ¢; < ”7_177. Dai

n—1

.

T
— < <
n

Isso significa que toda orbita periddica de periodo n possui uma iterada na faixa compacta acima.

Para a esfera, procedendo da mesma forma, construimos um poligono geodésico com vértices nos

pontos da 6rbita e temos que:
n—1
Z%‘ > (n—2)w
i=0

Também usando que 24; + v; = 7 obtemos:

n—1
Z(SL <7
=0

A partir dessa desigualdade ndo conseguimos deduzir, imediatamente como nos casos planar e
hiperbdlico, a existéncia de uma faixa compacta do espago de fase que contenha pelo menos um
ponto da 6rbita periodica. Como pode ser visto no bilhar em circulos geodésicos as cotas que
obtivemos para E e H? ndo funcionam em Si. De fato é possivel ver na figura que quanto
mais proximo de 7 for o raio do circulo geodésico mais as 6rbitas com niimero de rotagao diferente
de % estarao comprimidas proximas do bordo do espaco de fase.

No entanto, no que se segue mostraremos que é possivel construir uma faixa compacta também
para bilhares gepodesicamente convexos em S%r. Denotemos por A a area da mesa de bilhar.
Sendo I' uma oval temos que A < 27. Tomemos ainda mg € N suficientemente grande tal que A <
2m — 27;:—: Suponhamos que a faixa compacta nao exista, isto é equivalente a existirem sequéncias
de orbitas de periodo n aproximando tanto de ¢» = 0 quanto de ¥» = 7. Vamos abordar apenas
o primeiro caso, o segundo é andlogo. Como existe uma sequéncia de 6rbitas se aproximando de
¢ = 0 tomemos uma 6rbita {(so, %0), Fr(s0,%0) = (s1,%1), -+, Fi *(s0,%0) = (Sn—1,%n-1)}
dessa sequéncia. Por construcdo a varidvel angular satisfaz ¢; < mio para todo 0 < i < n —1.
Seja A, a area limitada pelo poligono geodésico com vértices nos pontos de batidas dessa orbita.

Aplicando o teorema de Gauss Bonnet a esse poligono geodésico temos que

n—1
Ay, =21 — Z Q;
i=0

onde «a; € angulo externo no vértice ¢ do poligono. Sabemos que o; < 2v; e a equacao de Gauss

Bonnet fica:
n—1

Apz%—zzzm

=0
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e assim 5
™n
Ap>2r———> A
mo

Mas isso é um absurdo uma vez que poligono esté inscrito na curva I'.

Portanto existe uma faixa compacta no espaco de fase que contém pelo menos um ponto
de toda orbita periodica de periodo n para S = E2?, H? e SQ+- Desde que por hipoétese todos
os pontos fixos de ]-"év sdo nao-degenerados, existem apenas um namero finito deles no cilindro

compacto e portanto temos um nitmero finito de érbitas periédicas de cada periodo.

O

Observacao: A demonstracao da existéncia da faixa compacta para caso esférico é tambrn
valida para o plano Euclideano e para o hiperbélico, bastando para isso observar que a equagao

n—1

Ap > 2m =2 4,
i=0
segue da versdo do teorema de Gauss Bonnet para E? e H?2.
Para difeomorfismos C! em [0, 27) x (0, 7) possuir uma quantidade finita de pontos periodicos
nao-degenerados ¢ uma propriedade aberta na topologia C'. Desde que ovais € — C2—proximas

geram aplicacoes de bilhar préximas temos:

Proposicao 13. O conjunto Uy € aberto em C.

Dizemos que uma orbita periodica, O = {(80,%0), (51,%1), -+, (Sn—1, ¥n—1)}, tem multiplas
colisoes se existe s; tal que s; = s; para algum j # i.

Para ilustrar o principal resultado desse capitulo o préoximo lema, que é analogo ao lema 7 de
[(20)] para o caso planar considerando 6rbita sem colisdes multiplas, serd demonstrado seguindo

os mesmos passos de [(20)] e utilizando o teorema [1] do capitulo 3|

Lema 19. Seja T uma oval em S = S%,E2 ou H?. E seja O = {(50,%0), (51,%1), -+, (5n_1,%n_1)}
uma orbita periodica de periodo n sem multiplas colisoes degenerada para a aplicacdo do bilhar
Fr associada o . Em H?, Si e B2 existe uma oval T € C € — C2-prozima de T tal que O é uma

orbita periodica nao degenerada para Fi.

Prova:

Denotaremos por g; a distancia geodésica entre I'(s;) e I'(s;j4+1) € k; a curvatura geodésica de

I' em s;.

Relembremos do capitulo [3| que a matriz Jacobiana Dy, 4, Fr € dada por:
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e Em E2:
1 gik; — sen; gi

sen; 1 | Ri41(8i ki —sent;) — Kisentip1 g Kit1 — senviiq

e Ems?i:
1 K;seng; — cosg; sen sen g;
sen ;1 kit1(K1seng; — cosg;senty) — seng; sen Py sen ;L1 — COS g; sen ;41 Ky Kit1seng; —cosg; siny;qq
e Em H2:
1 k; senh g; — cosh g; sen 91 senh g;
sen ;41 Kit1(k1 senhg; — coshg; sen ;) + senh g; sen+); sen ;11 — coshg; sen ;1 Ky K41 senhg — coshg sin; 1
Dessas expressoes é facil ver que detDF(5;,1;) = 1. Assim do fato de O ser degenerada,
temos que Trac(DF(5;,1;)) = £2, onde Trac é o traco da matriz.

Fazemos:

Trac(DFL (85, ¥;)) = TracDFr(8n—1,¥Yn_1)DFr(8n_2,¥n_2) - DFr(51,¥1)DFr(80,%0) = Trac(Ap_14An_2--- A140)

Onde

e Em EZ:
4, = 1t giri — sen gi
K sent; | Rit1(gi ks —sen;) — kisen YLl g K41 —seni
e Emsi:
A; = 1 K;seng; — cosg; sen; sen g;
sen v; Kit1 (ki seng; — cosg;sen;) — seng; sen ; sen ;1 — Cosg; sen i1 Ky Kit1seng; —cosg; siny; g
e Em HZ:
A — 1 k; senh g; — cosh g; senv; senh g;
* 7 sen P k41 (kg senhg; — coshg; sen ;) 4 senh g; sen v; sen ;41 — coshg; senv; 1 K; K;i41 senhg; — coshg; sin; 11

Fazendo o produto Aj Ag e isolando os termos que dependem de segildfﬁ obtemos

A1A0 = 7B1 - CI,O
sen Y1

Onde

e Em EZ:
. k08081 2180
B g1+ sen g sen Yq
1 =
_ ro8psentyay 8180K2K0  B0Sen Y3 | 80812
sen o sen ¥ r2g1 + ooy ) sen ¥Q sen ¥
e Emsi:
r Kpsen g sin g sen ggsen g
—sen g1 cos gg + 207" 8127 80 Scnlw 0 sc?} P !
By = 0 0
_ cosgysenggrgsendy kosengisenggkg ~_ senipsenggcosg) , kosenggsengy
cos g1 cos gpsen Yo — senvo Kgsen gj cos gg + sen %o Sen %0 + Sen %o
e Em HZ:
r he ) kgsenh gy sin gg senh ggsenh gg
B —senh gy cosgo + sen g sen g
1 =
_ cosh gy senh ggrgsen ¢o _ rgsenh gysenh ggrg _ sen o senh g cosh g1 rgsenh gpsenh g
cosh g1 cosh ggsen Y2 sen g rosenh g1 coshgg + son ¥p om0 + sen o
[§]
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e Em E?:

rolgotel) _ 4 gote1
o sen ¥g sen ¥g
o= kg + roro(go+g1) _ rosen o ro(go+g1)—sen ¥
r2 sen g sen P sen g
2,
e Em S+.
- o 20 + St SN
Cl’o = r 3 3, ~OS y se e -
| —cos(go + g1)r2 — sen (g0 + g1)sen vz — COS(gotegr% L;KOOECH ¥2 . sen (gget%/}())KQNO - wb(gls:f?p)gm ¥2 4 son (iontpgol)ﬁ2
e Em H?:
r ¥ senh (g
— cosh(g1 + go) + Nose:e]n(it+g0) bense(:?bggl)
Ci0 = 3
| — cosh(go + g1)k2 — senh (go + g1)sen ¢y — COSh(gO:;ili/)zgosen ¥2 4 conb (ig:ib)*’vzﬁo - COSh(gietgu(;)gsen ¥2 4 sonb ifgj/;il)‘z
Com isso
- T
Trac(D]-'F (SZ', 1/13)) = Trac An_lAn_Q ce A1A0
= Tl"aC(An_lAn_Q R AQ)Bl + Tl"aC(An_lAn_g s AQ)CLO
aal
- M ot (4.25)
sen

onde b e ¢; ndo dependem de k1.
Observacao 1: Se a o6rbita em questao for de periodo 2 temos ¥y = g € Ko = Kg. Assim, no

caso de Si é facil ver que

—(g0 +g1) + HaEpE em  E?
2 Ko sen g1 sen gg
by = Trac B; = —sen (go + g1) + sen g em Si
2 h h
—senh (go + g1) + ROSCRUSISCRAS0  om W2
sen g

Se by # 0, seja I um intervalo tal que s; € I e s; ¢ I para i # 1. Consideremos I, uma
perturbagdo normal de I' com A(s1) = N(s2) =0, \’(s1) # 0 e ||A||2 suficientemente pquena de
forma que T’ continue estritamente geodesicamente convexa.

A curva T coincide com T' exceto na vizinhanca I de s; e em 5, I' e I possuem contato de
ordem 1. Dessa forma O ¢ uma 6rbita periédica de periodo n também para Fr. Com isso g; = g;
e 152 = ; para 0 < i < n. Nao é dificil ver de que
A'(s1)

R1

K1 = K,l(l + )
Procedendo para I' da mesma forma que acima temos

Trac(DF:"(3:,04)) = ——b1 + ¢

Substituindo a expressao para K1 temos

Trac(DF"(5:,¢4)) = —Sen¢fl bi +ca
K1 /\//(81)
= b —_— 4.26
sen Y Lhet K1sen i ! ( )
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Comparando com e sabendo que A\’(s1) € ndo nulo obtemos que Trac(DF;"(5;,¢;)) é dife-
rente de 2, e assim O é nio-degenerada para T

Se by = 0 fazemos
K2

AxCrp = SEI].Q/)QBQ +Cap

Onde
o (5 tem a mesma forma de Ag substituindo gy por go + g1 + g2, ¥1 por ¥z e K1 Por Ks.

Tal relacdo ja foi apontada por [(0)] e nds a verificamos também para os casos esférico e
hiperbélico.

e Bs tem a mesma forma de —Bj substituindo gg por go + g1, g1 por g2, ko Por k3.

Trac(DFF (54, 1)) Trac|Ap—1Ap—2---A342C1

TraC(AnflAn72 oo Ag)BQ + TI‘aC(AnflAn,Q oo A3)0270

K
—2 byt ey

S (4.27)

b1 e ¢1 ndo dependem de ko
Observacao 2: Se a érbita

caso de Si é facil ver que

by = Trac By

nem de k1.

em questdo for de periodo 3 temos Y3 = g e k3 = Kg. Assim, no

(g0 + g1 +82) — 2roes (gote) fgn(%;;gl) em [E?
2 kgsenga sen (go + g1
sen (go + g1 + g2) — on ¢0( ) em S2
2 kg senh g9 senh +
senh (go + g1 +g2) — — gfen o (8o + 1) H?

Se by # 0 procedemos da

mesma forma acima perturbando I' em uma zinhanca de so, obtendo

assim uma I" para a qual O é ndo-degenerada. Se ba = 0 continuamos o processo até encontrarmos
algum b; # 0 ou finalizando com a matriz C),_1 9 que é dada em cada caso por:

e Em E2:
koL 1 L
L—1 sen (g sen Y
Cn—1,0 = (=1)" L
Cng 4 fmr0 L rgsen vy kp L—sen i
2 T Seng sen ¥( sen ¥
e Em Si:
. rgsen (L) sen (L)
c (-nn~! { e g sen g
n—1,0 = (—
) ) 3 3 cos(L)rgsen ¥y | sen (L)kpkq cos(L)sen ¥y | sen (L)rp
—cos(L)kn — sen (L)sen bz — sen ¥ + —=en o T senvg sen ¥
e Em HZ:
) rgsenh (L) senh (L)
. — cosh(L) + Tsentg sen ¥
Cn-1,0 = (=1) h(L ‘ h (L h(L h (L
— cosh(L)ky — senh (L)sen tp, — <22 (Se):g)zen ¥Yn 4 SeR ;in L:Jnho —= S(en)z,e(;] Yn + Se:;,f wi)h'n
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onde L :=gy+g1+ -+ - +gn—1 € 0 comprimento da trajetoria periddica. Assim, como Kk, = Kqg

e sen v, = sen 1y, temos:

2ko L 2

+2 Se’;()% - 1] em [E
TracCp—1,0 = +2 % — cos L] em S%r
+2 % — cosh L] em H2

Para E? e H?, sendo L ndo nulo, fazemos a perturbacio normal em uma vizinhanca de 3¢ e
concluimos a demonstragao.

Para Si, se L nao for multiplo inteiro de 7 temos sen (L) nao nulo e fazemos a perturbacao
normal como nos casos planar e hiperbodlico e finalizamos a prova.
Se L = jm com j inteiro menor que n temos sen L = 0 e assim perturbacao normal de I' na
vizinhanca de sy ndo nos da informacdo nova. Mas observemos que no caso L = jpi nossa
contrugdo ja havia parado no termo b,_1 que, nesse caso da érbita sem colisbes mutiplas é
diferente de zero (veja abaixo) e terfamos ja realizado nossa perturbagao normal numa vizinhanga
de §n,1.
Prova de b,_1 # 0:

Utilizando a regra de construgdo das matrizes B; descrita anteriormente é facil ver que:

2 Ko sen Zn—1S€n (gO +g +---+ gn—Z)
sen g

2 Kosen g, —1sen (go 4+ g1 + - -+ + gn_2)

sen g

bpo1=TracB, 1 = (—1)""![sen L —

|[2ex]

— ("] ] (4.28)

onde usamos na segunda linha que L = jw. Como estamos na semi-esfera 0 < g, 1 < 7 e
G—Dr<go+g1+ - +gn2 < jm. Assim tanto seng,_1 quanto sen (gg+ g1 + -+ gn_2) sao

nao nulos.
O

Trataremos abaixo o caso em que a érbita degenerada admita pontos com colisdes miultiplas.

Lema 20. Seja I’ uma oval em S = E? ou 2. E seja O = {(50,%0), (51,%1), - » (3n—1,Vn—1)}
uma orbita periddica de periodo n, podendo assumir mitiplas colisées, degenerada para a aplica¢do
do bilhar Fr. Eziste uma oval T € C € — C2%-prézima de T tal que O é uma orbita periddica nio

degenerada para Fy.

Prova:
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Suponhamos {(30,%¢), (31,%1) -y (8n—1,%,_1)} uma tal 6rbita degenrada de periodo n para
Jr.Como det(D]—"fL](go 7)) = 1 temos tr(DFp ) = £2.

Vimos que podemos escrever

| 0.0)

Trac(DFE (%o, J]O)) - Df(gn—l7En71)Df(§n—27$n—2)”'Df(g(ha())

1
= = — Ay ... A1A
sin ... sin,,_¢ el 1o

Cada matriz A; = kjw1k;B; + kip1C; + ki D; + E;, onde k; é a curvatura geodésica de I' em s;,
e as entradas das matrizes B;, C;, D;, E; dependem somente dos angulo 1, e 1), 11 e da distancia
geodésica entre I'(s;) e I'(siy1).

Fixando nossa atengdo no primeiro ponto de impacto da trajetoria, digamos I'(s1). Se ti-
vermos mj impactos em I'(s;) entdo de forma andloga a deducdo do caso de colisdo simples
temos

tI‘(D (T;O’Eo)) = pl(kl) = bmlk/{nl + ...+ biki + ¢ = 22

em que os coeficientes b; e ¢; nao dependem k.

Se algum dos b; # 0, n6és podemos tomar uma perturbacao suficientemente pequena Gamma,
como na prova do lema 19, com \ satisfazendo A(s1) = 0, N (s1) = 0,\’(s1) # 0, e A = 0 fora
do intervalo contendo s; e nenhum outro ponto da trajetéria. Portanto preservamos a trajetoria
e mudamos a curvatura geodésica no vértice I'(s1), que implica trac(DpF") # trac(DrF"), i.e,
em I a orbita é ndo degenerada.

Se todos 0s b; = 0 tomamos o préximo impacto s (como o bilhar ndo tem ponto fixo, sy # s1)
e entao:

TraC(D]:(ngO Eo)) = pa(ke) = bmzkgnz + ..+ bk t+ca=c ==%2

onde os coeficientes b; e ca nao dependem de k1 and ko.
Se algum b; # 0 tomamos perturbacao
tildeGamma em s9 com acima. Caso contrario, continuamos o processo até, digamos sg. Obte-

mos entao

trac(D]—"&o Eo)) = p()(k()) = bmokgno 4+ .+ brko + g = 12

onde os coeficientes b; e ¢y nao dependem de qualquer curvatura k;.

Para H? calculamos ¢y obtendo ¢y = (—1)"2coshL # 42 onde L # 0 é o perimetro da
poligonal geodésica fechada.

Entao, nesse caso, existe um j such that b; # 0 e nés podemos aproximar Fr por bilhares
com a trajetéria de periodo n nao degenerada.

Para E? Dias Carneiro, Oliffson Kamphorst and Pinto-de-Carvalho provaram que ter apenas
uma quantidade finita de érbitas de perfodo n todas nao degeneradas é uma propriedade genérica
para ovais C?.

Apesar o resultado ser verdadeiro, eles nao analisaram trajetérias que contenha pontos de

miutiplos impactos. Usando nossas técnicas observamos que se todos os b; sao nulos obteremos
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na etapa final

Trac(D]—'&O %)) = po(ko) = bmok(™® + ... + biko + (—1)"2L = £2

onde L é o perimetro da trajetoria.
Se L # 1, cog # £2 e entao existe b; # 0 e a perturbacao normal detréi a orbita degenerada.
Se L = 1, o primeiro coeficiente by = (—1)"T12(=—— 4+ ... + —2—) # 0 e, de novo, a

sin 1/)0 sin wmo

perturbagao normal resolve o problema.

O

Resultado semelhante ao lema 20 nao pode ser deduzido para Si. Se todos os b; sao nulos
exceto para o ultimo impacto so obtemos Trac(Df(’%Oﬂo)) = po(ko) = bmoky *+...+bi1ko+co = £2
onde, sendo L o perimetro da trajetoria, co = (—1)" 2 cos L e todos os coeficientes b; sao multiplos
de sin L. Logo se L = um, cg = £2 e todos os b; = 0 e ndao conseguimos destruir a degenerecéncia
da érbita.

Como orbitas perié dicas ndo degeneradas sao isoladas, com um nimero finito de perturbagoes
constrimos uma oval Gamma quao perto nds queremos de I' tal que a aplicagao do bilhar tenha
somente um nimero finito de 6rbitas de periodo n nao degeneradas.

Logo temos
Proposicao 14. Em E? ¢ H? Uy € denso.
Usando as proposicoes 13 e 14 temos

Teorema 4. Para cada periodo n > 2, ter somente um ndmero finito de orbitas de periodo, todas
néio degeneradas, é uma propriedade aberta e densa para ovais C>° em H2. Para ovais C>® em

Sa_ ela € apenas aberta.
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Capitulo 5
Bilhar circular perturbado

Em [(22)], Ramirez-Ros estudando bilhares no circulo Euclideano perturbado estabeleceu con-
di¢oes sobre os coeficientes de Fourier dessas perturbacgdes para que a aplicacdo do bilhar nado
possua retas invariantes com dado namero de rotacdo racional. E fato conhecido que tais retas,
também chamadas de toros invariantes, sao detruidas por quase todas perturbacoes do bilhar e
quebram-se numa quantidade finita de 6rbitas peri6 dicas.

Nosso objetivo nesse capitulo é estender esse resultado determinando condi¢bes para persis-
téncia das retas invariantes ressonantes do bilhar no circulo geodésico perturbado tanto em Si
quanto em H?.

Relembremos que entendemos, por uma oval em S = [E2, S%r ou H?, uma curva I, fechada,
com curvatura geodesicamente positiva, orientada positivamente, pelo menos duas vezes dife-
renciavel. Consideraremos aqui, a menos de mencao explicita, I' dada em coordenadas polares
geodésicas.

Consideraremos as seguintes parametrizacoes das superficies:

(pcosb, psinb) em [E? p>0
(sin p cos B, sin psin @, cos p) em S22 0<p<}
(sinh pcos®,sinh psinf,coshp) em H? p>0

onde 0 < 0 < 2.

5.1 Circulos geodésicos perturbados

No capitulo [3| apresentamos um estudo das principais propriedades da aplicacao de bilhar em
circulos geodésicos sejam eles Kuclideanos, esféricos ou hiperbélicos. Iniciamos essa segdo relem-
brando um pouco sobre tais curvas.

Um circulo geodésico com centro em um dado ponto pg é o conjunto de todos os pontos cuja
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distancia geodésica a pg, centro do circulo, é uma constante que chamamos de raio do circulo.

Sabemos que circulos geodésicos na esfera possuem raio ¢g no maximo igual a 7, uma vez que
esse & o maior valor para a distancia entre dois pontos na esfera.

Em nossos modelos para a esfera e o plano hiperbolico H? circulos geodésicos sdo obtidos
fazendo-se a intersecdo dessas superficies por planos de R? e do espaco de Minkowiski respec-
tivamente. FEsse procedimento é semelhante ao procedimento para obtencao das geodésicas da
esfera e de H?, sendo que no caso dos circulos geodésicos o plano em questdo ndo pode conter a
origem.

Como acontece no caso do plano Euclideano circulos geodésicos com mesmo raio sao isomé-
tricos em Si e H2. Dessa forma, utilizaremos em nosso trabalho circulos geodésicos com centro

em (0,0,1) que representa em S o polo norte e em H? o vértice da folha do hiperbolside.

(a) Esfera (b) Plano hiperbélico mergulhado

(c) Plano Euclideano

Figura 5.1: Circulos geodésicos perturbados
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Tais circulos que denotaremos por I'g sdo dados em coordenadas polares geodésicas por:

(po cos @, pgsin ) em RE2
To(f) = ¢ (sin pg cos 6, sin pg sin 0, cos po) em S2
(sinh pg cos 6, sinh pg sin 0, cosh pg) em  H?

onde pg é o raio do circulo geodésico na respectiva superficie.

A curvatura geodésica, em cada caso, é dada por:
L em E2
70

em 82

em H2

_ 1
h= tan(?m)

tanh(d)o)

Onde para S2, temos 0 < py < 5. Assim a curvatura geodésica ¢ positiva nos trés caso e os
respectivo circulo geodésicos sdo geodesicamente convexos.
Da secao deduzimos que, em coordenadas polares geodésicas, a aplicacdo do bilhar no

circulo geodésico é dada por:

.7:0 : M — M
0,v) +— (04 a(¥) mod 2w, 1)

onde:
cos 29 em [E?
2 2
_ cos” pg — tan® ¢ 2
cosa(y) = ¢ — A sy W S

M—;ZZ‘% em H?2
eM=Tx(0,7) com T =R/27Z.

Estudando propriedades da aphcagao Fo, na segao B.2l demonstramos que dados m,n € N
co-primos, cada circulo horizontal 7" := T x Y com a(w*) = 2r" & invariante pela apli-
cagdo do bilhar e a drbita de todo ponto (6,v) nesse circulo é perlodlca do tipo (m,n). Na
faixa horizontal M = R x (0,7) que é levantamento do cilindro M os circulos invariagltes 530

retas horizontais Ty := {(0,¢)}. Sendo Fy um levantamento de Fo vimos que cada Tj* possui

numero de rotacao racional 27”” . As retas T " ou os circulos T " sdo ditos ressonantes.

5.2 Curvas Invariantes ressonantes

As retas ressonantes do espago de fase do bilhar circular geodésico sdo um caso particular

das curvas invariantes rotacionais que sao curvas simples fechadas invariantes no cilindro cujo
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complementar nao contém um disco. Intuitivamente uma curva rotacional é uma curva que da a
volta no cilindro. Genericamente curvas rotacionais ressonantes sao destruidas por pertubacoes
da aplicagfo twist. Essa sensibilidade das curvas rotacionais é e suas ramificagdes foi objeto de
estudo de Kolmogorov, Arnold e Moser na famosa teoria KAM. Nessa teoria fica estabelecida a
robustez das curvas invariantes com namero de rotacao irracional diofantino, a questao das curvas
ressonantes permaneceu aberta. Em 1987, Katok e Bernstein, mostraram que curvas rotacionais
invariantes ressonantes de sistemas completamente integraveis quando quebradas deixam 6rbitas
periodicas numa vizinhanga da curva rotacional ndo perturbada. Em [(22))] e [(19)], Ramirez-
Ros e Pinto-de-Carvalho estabeleceram condigoes suficientes para que uma dada perturbagao
do bilhar circular plano destrua uma curva ressonante. Estudaremos para bilhares em S esse
fenémeno de perda de circulos ressonantes. Utilizando-nos do ji feito para o caso Euclideano,
juntamente com os teoremas [1] e estenderemos as condi¢oes de ndo persisténcia de circulos
ressonantes também para perturbagoes de bilhares em circulos geodésicos na semi-esfera Si e no
plano hiperbélico H?.

Consideraremos perturbagoes I'c(6) (vide figura[5.1]), na diregao do raio polar suficientemente
pequenas de I'g, dadas por:

(pe(0) cos b, pe(0)sin ) em E2?
L(0) = ¢ (sinpe(0) cos,sin pe(6) sin 6, cos pe(6)) em S2 (5.1)
(sinh pc(6) cos 0, sinh p.(#) sin 0, cosh p.(#)) em H?

onde

pe(0) = ro +eri(0) + O(e2)

Como I’y é um circulo geodésico temos que a perturbacao na direcao do raio polar coincide com
a perturbagao na diregdo normal de I'y. Assim o lema abaixo segue da secc¢ao [4.3.1] proposigoes
M0 e IT.

Lema 21. Se € é suficientemente pequeno, a curva I'c(0) é uma oval e a aplicagio do bilhar F.

em I'c e Fy estao C-prozimas.
m

No que se segue fixaremos m,n naturais co-primos com m < n. Seja T;* a curva invariante

ressonante de Fy com nimero de rotagao %Tm

Proposicao 15. Seja Fy a aplica¢io do bilhar em um ciculo geodésico em B2, Si ouH?, e >0

e Fe a aplicagao perturbada. Se € é suficientemente pequeno, entdo:

1. existe um tnico par de fungdes suaves he,he : T —» (0,7) tal que he(8) = ¥ + O(e) e
?LE(H) = ' + O(e) uniformemente em 0 € T e Fo(0, he(0)) = (9,%6(9));

2. Sejam T eI, respectivamente os grdficos he e he. Tais conjuntos possuem interse¢ao ndo

V4210,
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3. Os pontos na intersegao de T, e T, sao pontos periddicos do tipo (m,n) para Fe;
m
4. Os grificos sao iguais se e somente se T)* ¢ curva invariante para F.

Prova:

1. Definamos G(¢,€;0) = II1(F(6,%)) — 0 — 2mm.

Pelo teorematemos G ,0;0) = 0 e O1G(Yp,0;0) = na/(y=) # 0 sendo « difeo-
morfismo. Do Teorema da Funcao Implicita aplicado a G(1), €; 6) no ponto (1, €) = (¢ ,0)
concluimos que dado um parametro § € T existe tnico ¥(€;0) proximo a Y% para €
em uma vizinhanga de zero. Assim podemos definir uma fu¢ao he : T — (0,7) com
he(#) = ¥(e;0) = b= + O(e). A uniformidade em 6 segue da compacidade de T. Para
finalizar a demonstracio desse item definimos h por Fe(6,he(8)) = (6, he(8)). Pela conti-
nuidade de F. he(0) = ¢ + O(e).

2. Sendo I'c uma oval temos pelo teorema [I] que F. é uma aplicacio conservativa e dai segue

facilmente o item 2.

3. Seja (00;¢0) el ﬂfe, ou seja (90,¢0> = (90,h€<90)) e (90,7#0) = (90,};5(90)). Mas

~

F¢ (00, %0) = F (0o, he(00)) = (0o, he(f0)) = (0o, o)

4. Pelo item anterior todos os pontos sdo periodicos do tipo (m,n) para F logo Ty* é inva-

riante.
O

m
Observagao: A proposicao anterior garante que, quando Tj* nao é circulo invariante para F,
com e suficientemente pequeno, ela se quebra em uma quantidade finita de érbitas periédicas do

tipo (m,n).

No proximo lema, temos uma importante informacdo sobre a distancia vertical entre T, e T,. A

demonstracao apresentada abaixo esta contida em [(22)] e ndo depende da superficie.
Lema 22 ((22), Pag.: 4). A distincia vertical he(0) — he(0) entre he e he satisfaz
he(8) = he(6) = [T/ L(6)
onde’ € a derivada com relagio a0, L. : T — R ¢ definida por L.(0) = ng:: ge(0;-1(0,¢€),0;(0,¢))
e 0;(0,¢) =1 (FL(0,h(0))) para j =0,--- ,n —1. "
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Prova
Por questao de simplicidade de notagdo, omitiremos 6 e € nessa demonstracao e fixaremos a
seguinte notagao:

(0,95) := IL(F/(0,h(0))) @ :=6;/94.

Observemos que g = h(0), ¥, = 2(9) e wp = wy = 1. Derivando

n—1
Le(0) =Y _g(0;,0;41)
i=0
obtemos:
L(0) = 01g(00,01)@0 + Y _[028(0;,0;11) + 018(0541,0;12)|@; + 028(On—1, 0 )n
i=0

Mas do teorema |1 a distancia geodésica g é uma fungdo geradora para o bilhar e assim
D28(0;-1,0;) = cosv; 018(0;,0;11) = — cos 1,
Substituindo na expressao para L.(6) temos
Li(0) = 018(6o,01)w0 + 028(0n—1,0n)0n

Pelo observado no inicio da prova:
Yo = h(0), P = E(G) e wp = w; = 1 e finalmente

Li(0) = T'(0)II[2(0) — h(0)]
O

Observagao: Se para algum 6 a distancia vertical entre os graficos é nula temos que eles
se interceptam e pelo lema acima 6 é um ponto critico do funcional L. e além disso temos
determinada uma orbita periodica de tipo (m,n) para Fe. A reciproca também é verdadeira.

Dessa forma temos a seguinte consequéncia:

m
Corolario 7. O circulo ressonante Ty" € invariante para Fe se e somente se LL(0) for identica-

mente nulo.

5.2.1 Potencial Radial de Melnikov

O funcional L. é de periodo 27 e assim temos L, : T — R estd bem definido e é denomi-
nado potencial radial. Em vista do coroldrio [7] temos que no funcional L.(§) uma importante
ferramenta no estabelecimento de condi¢ées para a persisténcia ou nao de curvas ressonantes no

bilhar circular perturbado.
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Dessa forma, se escrevermos a expansao em € do potencial radial da forma
Le(0) = Lo(0) + eL1(8) + O(e?) (5.2)

podemos enunciar a seguinte consequéncia do corolério [7}
m

Corolario 8. Se L1(0) € ndo constante o circulo ressonante T)" ndo € invariante para F.

Definicao 22. O funcional L1(0) é denominada potencial radial de Melnikov da curva ressonante

A proposicao abaixo estende para bilhares na esfera e no plano hiperbélico a proposicdo 9 de

[(22)].

m
n

Proposicao 16. O potencial radial de Melnikov, da curva invariante ressonante Ty™ , do bilhar

circular geodésico perturbado é dado em cada caso por:

7&) i 1(0 + 27rm]) em 2
7=0
2511’1 2 sin T
L(0) = = ZO¢1(9+ ) em §%
J
2sinh(2pp) sin?( ™m,
(Slﬁﬁ(go Z pr(0+2 J) em H?

\

onde gg € a distdncia geodésica ma mesa de bilhar entre duas batida consecutivas no circulo
geodésico.
O termo Lo(60) em[5.4 ¢ dado por:

2n 1o sin ”—k em E?
Lo = ¢ 2n/(cos? ¢g + sin? ¢y cos 27k =) em S
2n (cosh? pg — sinh? pg cos 27Tk) em H?
Observagao: Na expressao de L;(6), obtida aqui, nao realizamos simplifica¢oes com o objetivo

de a compararmos com os outros dois casos. Mas de fato, apos uma simplificacdo essa é a mesma,

expressao obtida em [(22))] por outro método.

Prova da Proposicao: Uma demonstragao desse resultado para o caso Euclideano pode ser
encontrada em [(22)]. Aqui, no entanto, apresentaremos uma demonstragido baseada na expan-

sao em série de poténcias do potencial radial Le para obter Ly(6) e o potencial de Melnikov L1 ().

Caso E:
Tomaremos a perturbacao
Le(0) = (re(0) cosb, r.(f)send)
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r(0) = ro+ er1(0) + O(?)

Logo
T(6) = T+ e(r1(0) cosh, r1(0) sen ) + O(€?)

Temos entdao que Fe(0,he(0)) = Fo(0,ho(0)) + O(e) e

My (Fo(6. o(6))) = 0+~

e logo 6;(0) = I1, (FZ (0, he(6))) se escreve como

2mim

0;(6) = 0+ + €0l (0) + O(?)

(5.3)

(5.4)

Analogamente, g.(8) = go(0) + €g1(0) + O(e?) e substituindo [5.3 na expressio para I'(e) temos

[ge(ea 0)]2 = < Fe(e) - Fe(§)7re(9) - Fe(g) >
= 72(0) + r2(0) — 2r(0)r(0) cos(6 — 0)

0) = 2r2 + 2ro[ri(0) + r1(0)] + O(€?)

re(0)r(0) = r% + erglri1(0) + r(Q_)] + (’)(62)
De 5.4

2 .
9j+1 - 9]' = FTm + e®7 + 0(62)

onde ©7 = 0(0) — 07(6).

2mm

cos(fj1 —6;) = cos( + €07 + O(?))

2mm

n

Substituindo e.8 em ap6s manipulagoes:

2 ,
= cos +oesen @i 4 O(e?)
n

2mm m
[ge(9j+1,9j)]2 = g%—i—e r%sen 7; e’ —4r0(r1(0j+1)—i—rl(ﬁj))senz% +O(62>

2mm

onde g§ = 2r§ — 2r§ cos 2=

Para simplificar a notacao, fazemos

2 ,
B := r2sen 7:”@3 —dro(ri1(641) + Tl(ﬁj))seHQ%

I6)

(5.5)

(5.8)



Tomando a raiz quadrada em [5.9) e expandindo em e obtemos:

ge(0j11,6;) = \/gg + (B4 O(e))e

1
= go+ 5oy O(€%) (5.10)
2 go

Finalmente, substituindo em e simplificando

n—1
L(0) = Z ge(0j+1,05)
=0

n—1
1
= E go—i-*ﬁe-l-(?( )
2 go
7=0

n—1

1
= ngyp+—¢€ + O(€?
g+ 50 ;:05 (€%)

n—1
1 2mm ™n
= ngo+ 20 EJZ_% résen - ©7 — 2ro(r1(641) +r1(6; ))Sen27 + O(e%)
= ng0+ Sen 762 041) +71(0;)] + O(?)
=0
4rgsen?mm L
— ngp+———n ¢ r1(0;) + O(e?)
g0 —
7=0
Assim fica:
4 7qsen 2T nol 9
L () = ngo+ ——€ > ri(6;) +O(€) (5.11)
20 =0
Caso $2:
Tomaremos a perturbagao:
[e(0) = (sen ¢ (0) cos b, sen . (0)send, cos d(0))
com
¢e(0) = do + e (0) + O(%) (5.12)
Logo

T (0) = To(0) + e(sen ¢1 () cos b, sen ¢y (0) sen b, cos ¢1(0)) + O(€?)
Temos entdo que Fc(0, he(0)) = Fo(0, ho(0)) + O(e) e

2
IL(Fo(0: ho(6)) = 6+ =
e logo 6;(0) = I1; (FZ (0, he(6))) se escreve como
21y ;
0;(0) = 0+ 2 4 01(0) + O(2) (5.13)
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Analogamente, g.(6,0) = go(6,0) + €g1(0,0) + O(e?) e substituindo na expressio para
I'¢(#) temos

cosge(0,0) = <T(0),T() >

= sen ¢(0)sen ¢(0) cosd cos @ + sen ¢ (0)sen ¢ (A)sen fsen § 4 cos de(6) cos de ()

= sen ¢.(0)sen ¢.(0) cos(0 — 0) + cos pe(6) cos de () (5.14)

De (.12 obtemos:

sen ¢¢(0)sen ¢ (0) = sen2pg + esen ¢g cos ¢y (¢1(0) + ¢1(0)) + O(€) (5.15)
e

08 ¢ () cos ¢ (A) = cos® ¢y — € cos posen ¢g (¢1(0) + ¢1(8)) + O(e?) (5.16)
Analogamente ao caso plano, temos:

01— 0 = M—FEGV-FO( )
onde ©7 = ¢t1(0) — 07(6). E
cos(0j11 —0;) = cos(27rm + €07 + O(?))
= cos 2mm + esen 2mm 07 + O(e?) (5.17)

n

Substituindo [5.15] [5.16] e [5.17] em [5.14] ap6s manipulagdes, obtemos:

2mm . sen2¢g m
cos ge(8+1,0;) = cosgo+ €|sen - sen 207 — 5 ¢ (P1(0j41) + 1(6 ))senQT + O(e%)
(5.18)
onde
cosgy = sen >¢g cos m + cos? ¢y
¢ a distancia na esfera entre duas batidas consecutivas no circulo geodésico.
No que se segue, para simplificar a notacao, faremos
o = cosgy + €f
com
2mm ; sen2 ™
B = |sen— sen 07 — % (¢1(05) + ¢1(6;- ))SGHQT
Tomando o arccos em e expandindo em €, temos:
g(0;:1,0;) = arccos(a + O(e))
= arccosa + O(€?)
= arccos(cos g + €f) + O(e?) (5.19)
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Para a primeira parcela de temos:
arccos(cos go + €8) = go + €8 arccos’(cos g) + O(€?) (5.20)
Substituindo (.20l em [5.19] ¢ essa em (.18 obtemos:
gc(0j41,0;) = go + eBarccos’ (cosgy) + O(e?) (5.21)

Finalmente, substituindo [5.21] em [5.2] e simplificando

n—1
L(0) = D g(b;11,6;)
5=0
n—1
= Z(go + ¢ arccos’(cos gg) + O(€))
5=0
n—1
= ngo + earccos’ (cos go) B+ O(e?)
5=0
iy 2mm . sen2¢ ™m
= ngy + earccos’(cos gp) sen — sen 2¢©7 — 5 0((;51(0j) + ¢1(9j+1))sen27 + O(€?)
5=0
2sen 2¢gsen 2T s 9
" gy 2O+ O] + O
2sen QQZ)QSGDsz nd 9
= ngo— € d(b;)+0(€)
sen go -
7=0
Assim [5.2] fica:
2sen 2¢ppsen 2 T nd 9
L) = ngo — n 4 22
0) = o~ 2 S 010 + () (5.22)
Caso H?:

Tomaremos a perturbagio:
['e(0) = (senh p(0) cos@, senh p.(6) sen @, cosh p.(0))

pe(8) = po+epi(8) +O(?) (5.23)

Logo
T'(6) = To(8) + e(senh py(8) cos b, sen py(6) sen b, cosh p1(8)) + O(e?)

Temos entao que Fe(0, he(0)) = Fo(0,ho(0)) + Oe) e

My (Fo(6, ho(0))) = 0+ T
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e logo 6;(0) = I1; (F (0, he(6))) se escreve como

2mim

0,(0) = 6+ + €0l (0) + O(?) (5.24)

Analogamente, g.(6,0) = go(6,0) + €g1(0,0) + O(e?) e substituindo na expressao para
I'¢(0) temos

coshg.(0,0) = — <T(6),T(0) >
= —senh p.(#)senh p.(#) cos @ cos f — senh p(6)senh p.(A)sen fsen @ + cosh p,(6) cosh p ()
= —senh p.(#)senh p(6) cos(f — @) + cosh p.(8) cosh p.(A) (5.25)
De [5.23] obtemos:
senh p,(0)senh p. () = senh?py + esenh pg cosh pg (p1(0) + p1(8)) + O(€?) (5.26)
e
cosh pe(6) cosh pe(8) = cosh? pg — € cosh pgsenh po (p1(0) + p1(8)) + O(€?) (5.27)

Analogamente aos casos plano e esférico, temos:

2 .
9j+1 — 9]‘ = % + 693 + 0(62)

onde ©7 = ¢ (0) — 07(6). E

2mm

cos(fj1 —05) = cos( - + €07 + O(e?))

2mm 27

+oesen @iy O(€?) (5.28)

n

Substituindo [5.26] [5.27] e [5.28] em [5.25] ap6s manipulagdes, obtemos:

= COSs

27Tmsenh 2 00— sen 2¢q
n

coshgc(0j41,6;) = coshgo+e|—sen (p1(0j+1)+p1(9j))sen2% +0(€?)

(5.29)

onde

coshgg = cos? pg — senh %pg cos

é a distancia na esfera entre duas batidas consecutivas no circulo geodésico.

No que se segue, para simplificar a notacao, faremos
o = cosgy + €f

com

2mm

. senh?2 ™m
senh ?p©7 — =2 (p1(6) + p1(6;-1))sen >

B := | —sen > -
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Tomando o arccosh em [5.29 e expandindo em e, temos:

g(0jt1,0;) =

arccosh(a 4+ O(€?))

= arccosha + O(€?)

= arccosh(cosh gy + €8) + O(¢?)

Para a primeira parcela de temos:

arccosh(cosh gy + €3) = g + efarccosh’(cosh gg) + O(€?)

Substituindo (.31l em [5.30] e essa em [5.29 obtemos:

ge(0i11,0;) = go + eBarccosh’(cosh gg) + O(e?)

Finalmente, substituindo em e simplificando

L(#) =
n—1
= Z[go

J=0

= ngo+

= ngot+e

= ngo+

= ngo+

Assim (5.2 fica:

n—1
> 8(611,6;)
=0

te +O(2)]

senh gg

n—1

> B +0()
=0

€
senh gg
J

n—1

senh
£0 =0

-1
senh 2ppsen 2T 2

senh
80 =0

—1
2senh 2pgsen 2™ L

senh g

2senh 2ppsen

1 2mm ;
> | —sen . senh ?¢0©7 — senh 2p9(p1(0j41) + p1(65))
e [p1(05) + pr(611)] + O(€2)

ey pi6)) + O()
=0

2mm n—1

L.(0) =
(6) = ngo+ senh gg

E uma consequéncia desse resultado que:

Corolario 9. Se o termo em € na perturbacao

entao

3 pi0) + O()
§=0

( 21Tm
4rgsen < T :
% > CjQZJG em 2
JENZL
2sen 2¢psen 2 n ii0 2
_ T n .al)
=] IR S e o 5
JENZ
2senh 2pgsen 2 T ii0 2
.at]
conbgy > cje em H
JENZ

80

(5.30)

(5.31)

(5.32)

o TN

sen

for dado, em série de Fourier, por ) cje

JEZ

n

(5.33)

i50

+ O(e?)



Resumindo o exposto nessa secdo temos o seguinte teorema:

Teorema 5. Seja To(0) um circulo geodésico em E?, S% e H? de raio ro, 0 < ¢g < 5 € po
respectivamente parametrizado coordenadas polares geodésicas. Seja I'¢(0), para um dado € muito

pequeno, perturbacao radial do circulo geodésico dada por

re(0) = 1o+ eri(0) +O(
dc(0) = o+ epr(6) 4+ O(e?
pe(0) = po+epi(8) + O(€?)

~— ~—

Se o termo em € nessa perturbacao for dado, em série de Fourier, por cjeije e para n > 2
JEZ
existe j € nZ tal que c¢; # 0 entdo o circulo horizontal [0, 2m) x 1!)% nao € invariante pelo bilhar

no circulo geodésico perturbado.
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Capitulo 6

Medida de Hausdorff do conjunto da

orbitas de periodo trés

O conjunto P,, de todas 6rbitas periédicas de periodo n da aplicacdo do bilhar em E?, Si e H?
tem sido objeto de muitas questdes. Uma dessas questoes versa sobre o quao significativo é esse
conjunto do ponto de vista da medida de Lebesgue, ou seja, teria esse conjunto medida de Le-

besgue nula? Para trabalharmos essa questdao podemos considerar cada periodo separadamente.

Se n = 2 temos nos planos Euclideano e hiperbélico, devido ao principio de Maupertuis, que
o conjunto das orbitas de perfodo 2, por estar contido na reta 1) = § possui medida de Lebesgue
nula independente da convexidade do bordo do bilhar. No caso esférico, entretanto, podemos
ter medida de Lebesgue de P positiva. De fato como visto no capitulo 2 se o bordo do bilhar
for o equador existem apenas 6rbitas de periodo 2. Mas como o equador nao é geodesicamente

estritamente convexo esse fenémeno na esfera nao contradiz o seguinte resultado:

O conjunto P das drbitas de periodo 2 A aplicacdo de bilhar em uma oval numa superficie

de curvatura constante S possui medida de Lebesgue nula.

Em (24), Richlik, mostrou que o conjunto das orbitas de periodo trés possui também medida de
Lebesgue nula, utilizando-se de informagoes adquiridas por algumas simulagbes nimericas. Em
(34)) esse mesmo resultado foi demonstrado por Wojtkowski para bilhares no plano Euclideano
utilizando dessa vez uma abordagem via campos de Jacobi. Utilizando a abordagem via campos
de Jacobi introduzida por Wojtkowisk, (5l), Blumen, Kim, Nance e Zharnitsky mostram que
P5; também possui medida de Lebesgue nula para bilhares estritamente geodesicamente conve-
x0s. Além disso, eles conseguiram construir um bilhar apenas geodesicamente convexo onde Pj
tem interior ndo vazio, mostrando com isso que a condicdo de convexidade geodésica estrita é
necessaria.

Outra questao possivel, abordada em (32) para bilhares planos por Zharnitsky e Merenkov,
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é qual a "forma'"possivel para esse conjunto? No plano Euclideano, eles demonstraram que esse
conjunto tem medida de Hausdorff no maximo 1 e se esse valor extremo for atingido o conjunto
de oOrbitas de periodo 3 possui reta tangente em quase todo ponto no sentido da medida de

Hausdorff. Essa conclusdo é interessante e tem similaridade com o seguinte resultado:

Uma curva rotacional invariante pela aplicagdo do bilhar € grdfico de uma funcdo Lipschitz e

assim possut reta tangente em quase todo ponto no sentido de Lebesgue.

Nosso trabalho aqui é estender os resultado Zharnitsky e Merenkov para bilhares em Si e
H2. Tsso serd feito utilizando os resultados de [(5])].
Seja I uma curva geodesicamente convexa em M e F a aplicacdo do bilhar em I'. Sabemos que

pelo principio de Fermat que o perimetro das 6rbitas de periodo trés é constante.

Lema 23. [(5)] Seja F a aplicagdo de bilhar em uma curva suave e geodesicamente estritamente
conveza de |, S?s— ou H?. Se o conjunto das drbitas de periodo 3 tem interior nio vazio entio

valem:

/ﬂ(s)L(S’w) em [E?
sen’y = /{(s)tan(w) em S%

K(S) tanh(@) em H?

onde Kk(s) é a curvatura geodésica de I' e W(s,1) é o perimetro da poligonal geodésica que

representa a orbita de periodo trés.

Usando a primeira linha desse lema, demonstrada por Wojtkowski [(34))], Merenkov e Zhar-

nitsky de monstraram os seguintes resultados:

Teorema 6. Seja I' um oval pelo menos C3 no plano euclideano. A dimensio de Hausdorff do

conjunto de érbitas de periodo trés P? da aplicacdo do bilhar, é no mdzimo um. Isto é
H(P?) =0 se s> 1,
onde H® denota a medida de Hausdorff de dimensdo s.

Teorema 7. Se a oval T € pelos menos C2 e HD(P3) = 1 entdo o conjunto P3 tem reta tangente

fraca em H'-q.t.p.

Nosso objetivo aqui é estender esse dois resultados para bilhares na semi-esfera e no plano

hiperbolico utilizando as duas tltimas linhas do lema [(B))].

6.1 Um bit de teoria da medida de Hausdorff
Se U C R? & um conjunto nao vazio definimos o diametro de U por
U| = sup{llp — gl : p,q € U}
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onde || - || é a distancia Euclideana.

Se E C U U; e 0 < |U;] < 6 para cada indice ¢ num conjunto enumerével, dizemos {U;} é

i
uma d-cobertura de F.

Definicdo 23. Seja E subconjunto de R? e s um nimero nio negativo. Para § > 0 definimos:
H3(E) = inf{)_ |U;[*}
i

onde o infimo € tomado sobre todas as §-coberturas enumerdveis {U;} de E.

E facil ver que H;i é nao decrescente em 0 e assim definimos a medida de Hausdorff de

dimensdo s como

Definicao 24.

Um conjunto é dito H®-mensurével se € mensurdvel com relagdo & medida de Hausdorff. Em
geral o limite na definigdo acima sempre existe e pode assumir inclusive +o0o. Além de todas as

propriedades de uma medida, destacamos as seguintes propriedades de H?°:
Lema 24. 1. Se A C B entio H*(A) < H*(B);

2. H*(AUB) < H*(A) + H*(B);

3. Se E, F sdo subconjuntos de R? com dist(E, F) > 0 entdo

HNEUF) = H(E) + H(F)

4. Todo Boreleano é H*-mensurdveis;
5. H*(E) é nao crescente em s;

6. Se 0 < HY(E) < o para algum t > 0, entdo H*(E) = oo para todo s com 0 < s < t. Se
0 < HYE) < oo para algum t > 0, entio H*(E) = 0 para todo u > t.

O item 6 do lema acima afirma que para cada conjunto mensuravel E pode existir um dnico
namero HD(F) com 0 < HD(FE) < oo tal que
oo se 0<s<HD(E)
H(E) =
0 se HD(E)<s<o

Esse nimero HD(FE) é denominado dimensao de Hausdorff de E.

O seguinte lema nos d& algumas propriedades da dimensdo de Hausdorff.

Lema 25. 1. HD(E) pode ser um wvalor ndo inteiros;
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2. Se Fy e Ey sao dois conjuntos mensurdveis e By C Ey em HD(E1) < HD(E3).
3. Se E C R%, H*-mensurdvel entdo 0 < HD(E) < 2;

Em geral, calcular dimensao de Hausdorff de um conjunto ou até estabelecer cotas para seu
valor nao é uma tarefa facil. O seguinte lema é 1util no cdlculo da dimensao de Hausdorff de

alguns conjuntos.

Lema 26 ((10), pag. 13). Seja E um boreleano de R? com medida de Lebesgque L™(E) entdo

1
H'(E)=—L"(FE) onde n=1,2

Cn

ondeci=1eco=7%

Desse lema podemos deduzir que pedacos compactos de graficos de funcGes da reta na reta

possuem dimensdo de Hausdorff um, uma vez que H' desses conjuntos é finita e nio nula.

Na secao mostramos que a aplicagdo do bilhar no circulo geodésico na semiesfera e no
plano hiperbélico possui uma reta invariante de érbitas de periodo 3, assim do lema acima temos
2 _ _ : fi 2 _ 4 _
H*(P3) = 0, HD(E) = 1. No caso do bilhar no equador esférico temos que H*(E) = n(27)> = 87
e assim HD(E) = 2.

Um conjunto mensuravel E com H*(FE) finita e ndo nula serd denominado um conjunto

s-dimensional.

6.2 Conjuntos s-dimensionais 1 < s < 2

Na secdo precedente vimos que se F é um boreleano de R? entdo a dimensio de de Hausdorff de
E, HD(E), vale no maximo dois. Nesse se¢ao focalizaremos nos conjuntos s-dimensionais com
1 < s < 2, buscando estabelecer condigoes necessarias para a caracterizacdo de um conjunto
dessa forma.

Essa foi uma das idéias de Zharnitsky e Merenkov que possibilitou obter a demonstracdo do
teorema [6] para o caso de bilhares no plano Euclideano. Esta secdo esta baseada tanto em [(10)]
quanto em [(32)] e utiliza os conceitos de densidade de conjuntos, densidade angular e reta tan-
gente fraca a um conjunto, esse utimo introduzido por Besicovitch e muito 1til no estudo da

geometria fractal.

Definicao 25. Seja E uwm conjunto s-dimensional. A densidade superior D*(E,p) num ponto
p € R? ¢ definida por:
_ HS(ENB(p,r))
D*(E,p) :=limsu :
(E,p) nSup Gy
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O sobrescrito s em D*(FE, p) é nescessario para enfatizar a dependéncia com a ‘H® medida de
Hausdorff.

Definicao 26. Se E ¢é um conjunto H*-mensurdvel em R? dizemos que F C E possui medida
total se H*(E'\ F)) = 0. Uma propriedade é dita vilida para quase todos os pontos ou H*-q.t.p.
em FE se existe um subconjunto de medida total F' em E tal que a propriedade valha para todos

0s pontos de F.

Definicdao 27 (Setor Circular). Dados 7 > 0, 7 € R e v € S! denotamos o setor circular com

centro p abertura n, raio central v e rato r como
Wp(yirm) = {p+te” :0<t<1,y—n<0<v+n}
Estendendo o conceito de densidade para o caso de setor angular temos:

Definicao 28. Para v € R en > 0, a densidade angular superior de & em p €

ENW,(v;
DS(E7p77, 77) = limsup %( P(’Yvrn))
r—0 (27’)5

A seguir apresentamos o conceito de tangente fraca a um conjunto H*-mensuravel, devido a
Besicovitch (1928).

Definicao 29. Dizemos que um conjunto E C R?, s-dimensional tem uma tangente fraca em p
na dire¢cio v € R se D*(E,p) >0 e
fi T EN (B, ) \ Wp(yir,m) U Wp(y + m31,1))))

r—0 rs

=0
para todo > 0

Se E é o grafico de uma fungao diferenciavel de R em R é facil ver que E possui tangente

fraca em todo ponto.
Lema 27. Se E é um conjunto s-dimensional entdo:

° 2% < D*(E,p) <1 para H*-q.t.p em E.

e Sel < s <2 entio para H*-q.t.p em E temos D(E,p,~v,n) < 4-10°n°"! para todo v € R
en<73.

o Sel < s<2 entao H®-q.t.p em E ndo possui reta tangente.

o Sel < s <2 entdo para H®-q.t.p em E ndo possui reta tangente e além disso existe n > 0

o 0 < limsup A E L BE) N (Wp(vir,m) U Wy £ mir,m)))

B
r—00 r

< 2°

para todo v € S' também para H® quase todo ponto em E.
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A demonstracao dos dois primeiros itens pode ser encontrada em [(L0]), pag. 25¢ 58]. Ja para

os dois tltimos a prova pode ser vista em [(32), Corolario 3.5 e 3.6].

Por esse lema temos que todo conjunto s-dimensional com 1 < s < 2 possui a propriedade
de nao possuir tangente fraca H®-q.t.p.
Resumindo, para fins futuros, um conjunto com dimensao de Hausdorff, s, entre um e dois

possui reta tangente em no méximo um conjunto de medida H® nula.

6.3 Resultados auxiliares

Os seguintes resultados serdo tteis na demonstragdo dos principais resultados desse capitulo.

Lema 28 ((32),Lema 2.1). Seja E um subconjunto do disco com centro p e raio r. Seja F um
subcongunto fechado do circulo tal que p é um ponto de acumulagiao para E N Cp, onde Cp € o

cone sobre F, isto €,
Cr ={qeB(p,r):q=p+te’, re’ e Ft € [0,7]}

Entao existe um raio R, saindo de p e passando por uma ponto de F, e uma sequéncia {py} com

pr € B\ p, limp, = p, tal que py € assintdtica a R, i.e.,

lim dist(pg, R)

=0
k—o0 |pk' —p‘

Lema 29 ((32),Lema 2.2). Seja U CR? ¢ F: U — R ou R? C'. Para qualquer p € U seja py,

uma sequéncia convergindo para p e assintotica a um rato R com vetor diretor V. Entao:

OF . Flp) = F(p)

%(p) koo ’pk —p|

Prova:

Observacgdo: Na prova o teorema acima é usado que F : U — R? é pelo menos C!.

Teorema 8 ((32),Teorema 3.7). Seja E C R? um conjunto s-dimensional com 1 < s < 2. Entdo
para H?-q.t.p p em E existem dois raios Ry e Ro, emanando de p e nao contidos na mesma reta,

e duas sequéncias pi e q em E\ {p} convergindo para p assintdticas a Ry e Ry respectivamente.

Lema 30. Seja E C R?, fechado com H*(E) = oo. Entdo para todo ¢ > 0 existe um compacto
F C E tal que H*(F) = c¢. Em particular, F tem dimensao de Hausdorff s.

Seja F um difeomorfismo C* do plano. Se p é um ponto fixo de F temos que ou p é hiperbélico,
ou p é eliptico ou p é parabdlico. Tal classificagdo dependendo do traco da matriz Jacobiana de
F. O préximo lema nos diz que existe um subconjunto de pontos fixos parabélicos s-dimensional

para qualquer 1 < s < 2.
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Teorema 9. [(32), Teorema 3.8/

Seja U C R? aberto, e F : U — R? uma aplicacio C'. Seja E C U o subconjunto fechado
que consiste de todos os pontos fixos de F'. Assumimos que a dimensdo de Hausdorff de E € s,
1 < s < 2. Entdo para todo, s', 1 < s < s, existe um subconjunto E' de E s'-dimensional tal

que D,F = id para todo p € E'.

Teorema 10. [(32), Teorema 3.9/

Seja U C R? aberto, e f,g: U — R fungées C'. Seja E C U um subconjunto de dimensao
de Hausdorff s, 1 <s<2e f=gemE. Entdo existe um subconjunto de medida de Hausdorff
total E' C E com a sequinte propriedade: Para cada p € E' existem dois vetores unitdrios

linearmente independentes va e v, tal que fyv,(p) = gv,(p), j =1,2.
O seguinte lemma ¢ uma versao modificada do lema [23| e estd demonstrado em [(5])].

Lema 31. Sejam F a aplicagio de bilhar em uma oval de M e (s,1) um ponto de P3 com
D5 yyF = 1d entao:
KJ(S)M em [E2
sen’y = ¢ k(s) tan(@) em S%
K(s) tanh(@) em H?

Originalmente esse resultado tem como hipfese que o conjunto P3 tenha interior nio vazio.
Essa hipdtese no entanto, pode ser substituida pela hipétese D(s )7 = Id um vez que ela é o

suficiente para demonstra-lo.

6.4 Prova do teorema

Nessa secao utilizaremos os resultados da secdo anterior para deduzir a prova do teorema [6] se-

guindo a mesma idéia da prova do caso Euclideano contida em [(32])].

Observemos entretanto que nossa prova necessita da convexidade geodésica do bordo do bilhar.
Esse fato é necessario uma vez que, sem ele, aplicacdo do bilhar possui derivada descontinua nos
pontos de tangéncia e dessa forma o difeomorfismo nao é pelo menos C? como se necessita na
prova de [(32))].

Assim pelo teorema [I| temos que a aplicacdo do Bilhar é um difeomorfismo pelo menos C?.

Procedamos, com isso, & prova do teorema. Relembremos primeiramente seu enunciado:

Teorema 11. Seja I' uma oval pelo menos C3 em S. A dimensio de Hausdorff do conjunto de

orbitas de periodo trés P3 da aplicacao do bilhar, é no mdximo, um. Isto é
H?(Ps3) =0 se s> 1,

onde H® denota a medida de Hausdorff de dimensdo s.
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Suponhamos que 1 < HD(P3) < 2. Como P ¢ fechado temos pelo teorema [9] que existe um
subconjunto de E' C P3 s-dimensional para todo 1 < s < 2 tal que D yy73 = Id para todo
(s,7) em E. Pelo lema [31] as identidades

K($) L(S’Q’w) em E2
sen®y = { k(s) tan(L(%’w) em S2
K(s) tanh(@) em H?

valem nesse conjunto. Denotando por f(s, ) e g(s, 1) respectivamente o lado esquerdo e direito
das equacbes acima temos que f e g sio C'.Assim aplicando o teorema [10[ao conjunto E temos
que existe um subconjunto E’ de E com medida H® total tal existem dois vetores linearmente
independentes com fy,(p) = gv,(p) j = 1,2. Como f e g sdo C! temos as dervidadas parciais
com relagdo a ¢ também devem ser iguais. Mas isso implica que ¢ deve assumir os valores 0,
/2 ou m, uma vez que f é constante em ¢ (principio de Maupertui). Mas para esses valores de

1) nao existe 6rbita de perfodo 3.

6.5 Prova do teorema [7|

Nessa secao apresentamos a prova do teorema [7| que nos dé4 uma condicao suficiente para que
Ps5 possua reta tangente fraca em quase todo ponto. Para esse fim vamos utilizar os seguintes

resultados cuja demonstracdo pode ser encontrada em [(32))]

Teorema 12. Sejam U C R? um conjunto aberto, F : U — R? uma aplicacio C* ¢ E C U o
subconjunto de todos pontos fizos de F'. Entao D,F = id em todos pontos p € E nos quais E

nao possua reta tangente.

Teorema 13. Seja U C R? aberto, e f,g: U — R fungoes C*. Entio para todo p € E no qual

FE nao possua reta tangente, existem dois vetores unitdrios linearmente independentes vo e vy,

tal que ij(p) = gvj(p)7 J=12

Teorema 14. Se a oval I' ¢ pelos menos C3 ¢ HD(P3) = 1 entdo o conjunto Ps tem reta tangente
fraca em H'-q.t.p.

Seja E’ o subconjunto de E dado pelos pontos onde E nao possui reta tangente. Se H!'(E') =
0 ndo ha nada a ser feito. Suponhamos entdo que 0 < H!(E'). Pelo teorema temos que
D(s,w)]-"?’ =1id em F’. Da mesma forma que na prova do teorema @ utilizamos o lema |31|seguido
do teorema [13| para obter o absurdo necessario. Assim H!(E') = 0.
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