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Introducao

Um campo de vetores homogéneo X em C" é dado por

= 0
X = ]Zl £ ox;’
onde cada P;, 1 < j < n, é um polinomio homogéneo. Tal campo vetorial
X define uma folheagao holomorfa por curvas Fxy em C", onde as folhas
de Fx sao as componentes conexas das érbitas de X. Diremos que dois
campos de vetores X e Y comutam se o colchete de Lie [X,Y] = XY —Y X
¢ identicamente zero.

Nos trabalhos [14] e [15], Henri Poincaré dedicou-se a responder o seguinte
problema:

“E possivel decidir se uma equagao diferencial algébrica em duas varidveis,
admite uma integral primeira racional?”

Recentemente, Alcides Lins Neto, no artigo “Some examples for the Poin-
caré and Painlevé problems” (ver [11]), d4 uma resposta negativa ao problema
acima, usando ferramentas da Teoria de Folheagoes. Lins Neto exibiu uma
familia a um parametro de folheagoes tal que, somente num subconjunto
denso desta familia de parametros, as folheacoes possuem integral primeira
racional de graus arbitrariamente altos. Em [4], Adolfo Guillot fornece ou-
tro contra exemplo para o Problema de Poincaré, construindo um pencil de
campos vetoriais homogéneos em C? que comutam (no sentido de Lie), o que
também serve como contra-exemplo para a seguinte Conjectura de Painlevé
([7]):

“Campos polinomiais em C" com solugoes meromorfas globais sao com-
pletamente integrdveis?”

O exemplo de Guillot sugeriu a Lins Neto o seguinte problema:

“E possivel descrever todos 0s pencils de campos vetoriais homogéneos que
comutam, no sentido de Lie, em C"¢”

Em [7], Lins Neto, da uma classificagdo completa para pencils de campos
vetoriais homogéneos e quasi-homogéneos que comutam em C?; o problema
permanece em aberto para campos polinomiais nao homogéneos em C? e



para campos, homogéneos ou nao, em C", com n maior ou igual a 3 e grau
maior ou igual a 2.

O principal objeto de estudo desta dissertacao é a descricao completa da
classificacao dos pencils de campos vetoriais homogéneos que comutam em
C?, baseado principalmente nos resultados obtidos por A. Lins Neto em [7].
Mais especificamente, serao mostrados os seguintes teoremas:

Teorema 1 Sejam X, Y campos vetoriais nao nulos que comutam em C2,
quasi-homogéneos em relacio a S = px.0,+qy.0,, ondep,q € N emdc(p, q) =
1. Escreva [S,X] =mX, [S,Y]|=nY, X ANY = fO, N0y, SAY = g0, N 0,
e SAY = h0, N\ 0,. Suponha ainda que f Z0, h# 0 e n # 0. Entao:

(a) g£0 e f ¢ uma integral primeira meromorfa para X .
g

(b) Sem #0, entio f, g e h satisfazem

mn.f2.dx Ady = f.dg Adh+ g.dh A df + h.df Adyg (1)
e
af dh dg mn.f
m-—-n).—r—+n——m.— = dxr — px.d 2
( )f " g~ ah (qy pr.dy) (2)

e estas expressoes sao equivalentes.

(c) Se m # 0, entao todos os fatores irredutiveis de f dividem g e h.
Reciprocamente, se p = mdc(g,h), entdao todo fator irredutivel de p
divide f. Além disso, podemos escrever f, g e h em fatores irredutiveis
na sequinte forma:

r lj
f= Hj:1f¢n_ ‘
9= f;" -Hlegg“ (3)
h = H;:lfjj ) H§=1hz‘l

onde r > 0, mj,n; >0, l; > m; +n; —1 para todo j = 1,...,r, e
quaisquer dois polindmios em {fi, ..., fry g1,y sy ooy P1,y ooy he ) SGO TE-
lativamento primos.

(d) Supondo que f, g e h escrevem-se como (3), entdo os campos X, Y
escrevem-se como

T S

X=y [Z(lj =) 5.0, = 5,00 = 3 06 (0.0, = 93,00

fj i—1 7
r

1 1 L1
Y =—h Lz_;(zj - nj)f—j(fjway — £3,0,) — ;bih—i(hizay - hiyar)]
(4)

J=1



Um pencil ou sistema linear a um parametro 7, é uma familia de
polinomios descrita por um parametro A = [a : b] € P! por

Zy=X+ Y =aX + Y.
Ele é dito colinear se X AY = 0.

Teorema 2 Sejam (Z)), A € P! um pencil nao-trivial de campos vetoriais
homogéneos de grau d > 2 que comutam em C?, e X,Y geradores de 7y
conforme descritos acima. Se o pencil for colinear, entio X = a.R, Y =
B.R, para «, B polinomios homogéneos de grau d — 1. Se o pencil for nao-
colinear, entao

(a) f,9,h #0.

(b) / (respectivamente %) ¢ integral primeira ndo constante de X (respec-

tivamente, de 'Y ).
(c) Se s =deg(p), entio 1 < s<d—1.
(d) A decomposicao de f, g e h em fatores irredutiveis é da forma

f = H;:lfgkj—i_tj
9= H;:lfj] I3_19i

T kj S
h = Hj:lfj ) Hi:lhi

onde s + 375 kj = d+ 1 e t; = 25— 2. Os geradores X
e Y podem ser escolhidos de forma que quaisquer dois elementos de
{91, -+, gs, h1, ..., hs} sao relativamente primos.

(e) Para um elemento p; = {f; = 0} de P, temos t; = multy(p;) — 1,
jg=1,..r.

(f) Os geradores de X eY podem ser tomados da forma
=[St it (o, - 000 ~si, L (%, - %,)]

fi \oxz ™" Oy =g \ox Y oy
Y =h |:Zj:1<kj + tj)? (a_;-ay - a_yjax) - 2521 he (a_x'ay - a_yax>}
J i

Reciprocamente, se ¢ : P — P! € um mapa nao constante com grau igual
as>1, eD um divisor em P! da forma

D= Z(Qk(p) + multy(¢) —1) - p

pePl



onde k(p) > (1,multy(¢) — 1) e >  pi k(p) < oo, entdo existe um 1inico
pencil (Zy) de campos vetoriais homogéneos de grau d = Zp K(p)+s—1,
com geradores X e Y dados como em (5), onde os termos f;, g;, h; sdo
dados da sequinte forma: considere {py = |a1,b1], ..., = |a,, b} = {p €
P! tais que 2k(p) + multy(¢) — 1 > 0}, k; = k(p;), t; = mult, () — 1 e
fi(z,y) = ajy — bjx. Escrevendo ¢ : P — P, ¢([z : y]) = [Gi(z,y) :
Hi(x,y)], onde Gy e Hy sao polinomios homogéneos de grau s, temos que os
termos g; e h; sao os fatores lineares de Gy e H.

As principais ferramentas necessarias para a compreensao da dissertacao e ob-
tencao dos resultados abrangem calculo diferencial exterior, derivada de Lie,
Teorema de Divisao de De Rham e Teorema de Riemann-Hurwitz. Também
sao apresentados resultados concernentes a classificacao de pencils de campos
quasi-homogéneos e a descrigao de todos os pencils homogéneos cujo grau é
igual a dois ou tres.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

As discussoes neste capitulo sao de carater contextualizador, cujo forma-
lismo completo pode ser consultado em [1] ou em [9].

1.1 Campos vetoriais em Variedades

Seja M uma variedade diferencidvel (ver [9]) sobre K (diferencidvel de
classe C" ou analitica se K = R, holomorfa se K = C) com dimensao n. O
conjunto das fungoes f : M — K de classe C", analiticas ou holomorfas sera
denotado por §/(M), onde j = r, A, H, respectivamente, para os casos em
que estas fungoes sao diferenciaveis de classe C", analiticas ou holomorfas,
ou simplesmente §F(M) quando independer do contexto. Em cada p € M,
considere o espacgo tangente a M em p, denotado por T,M. Definimos o
fibrado tangente de M como o conjunto

TM ={(p,v) e M xR"|v € T,M}.

O fibrado tangente de M tem estrutura de variedade (diferencidvel de
classe C7, analitica ou holomorfa) de dimensao 2n. A este conjunto esta
associado uma projecao natural

m: TM — M
(p,v) = p.

Considere uma carta local ¢ : U — K", onde U C M é aberto em M

(e neste caso, escreveremos também U % M para denotar U aberto em M).

A carta ¢ estd associada uma base para o espago 1,M em cada p € U, que

0 T
é formada pelos vetores tangentes {—(p)|1 <1 <ny. Para simplificar a

9.

notagao, escreveremos —(p) como 9,,(p) ou apenas 0y,

O,

10
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Um campo de vetores X ¢é uma aplicacao X : M — T'M tal que mo X :
M — M ¢ igual a identidade em M. X é diferencidvel de classe C", analitico
ou holomorfo se o for como aplicagao entre as variedades M e TM. Para
cada p € M, X(p) é um vetor de T,M cuja expressao na base induzida pela
carta local ¢ sera escrita como

X(p) = Z X;(p)Os,

onde X é de classe C", analitico ou holomorfo se e somente se cada X; também
o for. E facil verificar que X/(M), j =r, A, H, o conjunto de todos os campos
vetoriais sobre M, respectivamente de classe C", analiticos ou holomorfos, é
um espaco vetorial sobre K.

Perceba que cada 0,, ¢ um campo vetorial, conforme a definicao dada,
parai = 1,....,n. A estes campos chamaremos campos vetoriais coorde-
nados.

Definigao 1.1 Considere um campo vetorial X € X(M), j =r, A, H, Uma
fungdo ndo constante f € F (M) é uma integral primeira (C*, analitica
ou holomorfa) de X se X(f) =0. Neste caso, se X =" | X;0,,, entdo

X() =YXk <o

1.2 Formas Diferenciais, Produto Interior e
Exterior e Derivada Exterior

Uma 1-forma (de classe C", analitica ou holomorfa) w em M é uma
aplicagao holomorfa
w:TM — C

tal que, para todo p € M, a aplicacao

wy: T,M — C
v = wy(v) = w(p,v)

¢ K-linear. O conjunto de 1-formas de classe C", analiticas ou holomorfas

sobre M sera denotado por Q}(M), j=rAH.

E f4cil ver que, fixado um ponto p € M, w, é um elemento de T, M*, o
espago dual de T, M. Como consequéncia disso, obtemos uma base local para
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o espago das 1-formas sobre M a partir das bases locais {0x;|i = 1,...,n} da
seguinte forma: considere 1-formas dz;, i = 1, ..., n, tais que

< | O,parai#j
)0y ) =3, = { P2
Segue-se que o conjunto {dxy, ...,dz,} é uma base para T,M*. Portanto,

uma 1-forma definida em um conjunto aberto V' Cb M onde temos uma carta
a

local @, escreve-se de forma tnica como w = Y | w;dz;, onde w; € F(V),
1 = 1,...,n. Esta construcao nos permite concluir que o espago dual do

espaco das 1-formas é o conjunto de campos vetoriais holomorfos em M, isto
é, Q;(M)* =X/(M),j=r A H.

Exemplo 1.1 : Como caso particular do que foi feito acima, admita que
w € QL(C?). Entio w = Pdx + Qdy. Podemos calcular o campo X dual a w
através do “determinante”

9, 0,
P Q

De forma andloga, dado um campo vetorial holomorfo X = Ad, + B0, em
C?, o seu dual é uma 1-forma holomorfa w dada por

X:det( ):an—Pay.

A B
w-det(dx dy)——Bd:z:—l—Ady.

Defina o conjunto

(TM)* = {(p,v1, ..., v5)|p € M,v; € T,M,i=1,...k},k € Z".
Este conjunto admite uma estrutura de variedade de dimensdao n**!. Uma
k-forma holomorfa 7 em M ¢é uma aplicagao holomorfa n : (TM)* — C
tal que, para qualquer p € M, a aplicagao 7, : (I,M)* — C dada por
Np(V1, .oy ) = (P, v1, ..., vg) é k-multilinear (linear em todos os seus k argu-
mentos) e alternada, isto é, para todo i = 1, ..., n, vale:

np(vla vy Uiy Uig1y ey U/C) = _np(vla < Vig1, Uiy oeey Uk)'

O conjunto de todas as k-formas suaves de classe C", analiticas ou ho-
lomorfas em M serd denotado por Qf(M), j = r, A H ou apenas por AF
quando o contexto estiver bem definido. Note que QY(M) = §/(M).
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Definigao 1.2 Sejam a € Q5(M) e € QL(M). O produto exterior de o
e €a(k+1)-forma em Q;?HM dada por

a A ﬁ(pa U1, --~7Uk+l) = Qp A ﬂp(vh --~7Uk+l) =

1
B Z e(0)ap(Vs(1), - Vo(k) ) Bp(Vo(h-41)s - Vs(h))

5€Sk+l

onde Sky; € o conjunto de todas as permutagoes § dos indices {1,2,....k +1}
e (0) € o sinal da permutagao.

Proposicao 1.1 [1, pg.5] Sejam o € QF(M) e f € Q4(M). O produto
exterior goza das sequintes propriedades:

(a) aABe Qi (M)
(b) Sek=1c¢feF(M), entio

aAN(fB+7)=flanB)+any

(fB+y)Na=[f(BAa)+y A
(c) anB=(-1)BAa.

Exemplo 1.2 Trabalharemos essencialmente com 1-formas e 2-formas ho-
lomorfas em C%. Admita que w; e wy sejam duas 1-formas holomorfas em
C? cujas representagoes em coordenadas sejam

w1 = aldm + bldy

Wo = CLQd.T + dey

Nestas condicoes, temos que

wi Awy = (ardx + bidy) A (agdx + bady)
= CL16L2d$ A dx + (a11)2 — b1a2)dx VAN dy + (blbg)dy VAN dy

Da Proposicao 1.1, temos que dx N drx = —dx N\ dx, o que implica que
der Ndx =0 edy ANdy = 0. Portanto

w1 A\ wy = (a1b2 — b1a2)d$ A dy
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Definigao 1.3 Sejam o € QF(M) e X € X/(M), com k > 1. O produto
interior de X por w é a (k —1)-forma i, (w) € Qf_l(M) definida por

(13 (w))p(v1, ooy Up—1) = wp(X(p), V1, vy V—1).

Proposigao 1.2 [9, pg.26] Sejam XY € X(M), a € A*, 3 € Al e f €
H(M). Entao valem:

(a) irxsy(a) = f-ix(a) +iy(a),

(b) ix(fa+B) = f-ix() +ix(P),

(c) ix(anB)=ix(a)AB+ (=1 anix(B),
(d) ix(iy(a)) = —iy(ix(@)), k > 2.

Exemplo 1.3 Suponha que X € X(C?) e w € A*(C?). Admita que ambos
sejam representados por X = X,0, + X20, e w = fdx A dy. Entao

ix(w) =ix(fdzAdy)= fix(dz A dy)
= flix(dz) + (=1)tix(dy)) = f(Xidy — Xodz)
_ X, fdr + X, fdy.

Nossa seguinte defini¢ao serd introduzida para as k-formas (de classe C",
analitica ou holomorfa) w definidas globalmente em K", isto é, w admite uma

representacao E ardx; valida em todos os seus pontos, onde oy : K" — K

1
(C", analitica ou holomorfa), cada indice I é uma sequéncia (iy, ..., i) de k

elementos de {1,....,n} com iy < iy < ... <ig, e dr; = dxy Ndxy A ... \Ndx;,.

Definicao 1.4 Seja f : K* — K de classe C", analitica ou holomorfa. A
derivada exterior de f ¢ a 1-forma

df =) 9o, du;
=1

Sew é uma k-forma (de classe C", analitica ou holomorfa) cuja expressdo
em coordenadas w =), ajdx, a deritvada exterior dew é a (k+1)-forma

dw = Zda[/\d:pf
I

Proposigao 1.3 [1, pg.9] Considere w, € A™(K"), wy € A*(K") A derivada
exterior goza das sequintes propriedades:
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(a) Ser =k, entao d(wy + wy) = d(wy) + d(ws),
(b) d(w1 VAN WQ) = dw1 N wa + (—1)k+”w1 N dw2,
(¢) d(dwy) = 0.

Definigao 1.5 Uma k-forma w € Qf(M) ¢ fechada se dw = 0 e exata se
existir n € ng_l)(M) tal que w = dn.

1.3 Derivada de Lie para Campos e Formas

Suponha K = C e seja H(M) = {f : M — C|f é holomorfa}. Considere
X € X(M) holomorfo. O campo X induz uma aplicagao linear

X: HM) — H(M)
f = X(f)

onde

C
(X(f)(p) = dfp(X(p))

af
81‘2-

X(f): M
f

%
H

que, em coordenadas locais, (X (p)) - f = ZX(p) (p). Esta aplicacao
i=1

satisfaz a Regra de Leibniz

X(fg)=X(f)g+ fX(g).

e nesse sentido podem ser entendidas como derivagoes. A seguir, definiremos
a Derivada de Lie (de um campo ou de uma forma) em relagdo a um campo
vetorial. A abordagem utilizada para introduzir estes conceitos sera menos
profunda e mais direta; a construcao minuciosa e a constatacao das proprie-
dades que aqui serdo citadas pode ser consultada em [9] e faz uso do fluxo
de um campo vetorial.

Definigao 1.6 Suponha X,Y derivagoes em § (M), j = r,A,H. O col-
chete de Lie ou comutador de X e Y, € derivacao [X,Y] definida por

[X,Y]= XY - VX,

Em se tratando de campos vetoriais como derivacoes, esta € a Deritvada
de Lie de'Y em relacao a X, e também pode ser denotada por

LyY = [X,Y].

Dizemos que duas derivagoes (em particular, dois campos vetoriais) comu-
tam quando seu comutador € identicamente igual a zero.
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Proposicao 1.4 [1, pg. 48] Sejam A, B,C € X(M) e A € K. O comutador
de campos vetoriais possui a sequintes propriedades:

(a) O comutador € bilinear, isto é,
[A+ B,C|=[A,C)+[B,C],
[C,A+ B]=[C,Al+[C,B] e
(M, B] = [A,\B] = \[A, B],
(b) [A, B] = —[B, 4],
(c) [A,[B,C]] +[B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0 (Identidade de Jacobi).

Proposicao 1.5 [1, pg. 49] Considere um sistema de coordenadas locais

(1, ..., xy) em M e {O0xy,...,0x,} 0s campos vetoriais coordenados. Sejam
f,geF (M) e X, Y € XI(M). Temos:

(a) [0x;,0x;] =0, para todo i,5 € {1,...,n} (Teorema de Schwarz),
(b) [f X, gY] = folX, Y]+ fX(9)Y — gY ()X,
(c) Se X =" X;0x; eY =50 Y;0x;, entdo

n

X,V = (X ()~ V() 3@—2(21‘1@3 aﬁ)ax

=1

A seguinte proposi¢ao apresenta propriedades da Derivada de Lie em
relacao a formas diferenciais.

Proposicao 1.6 [9, pg. 33/ Nas condigoes da proposi¢ao anterior, considere
wy € A"(K"), wy € AR(K™). Valem as sequintes propriedades:

(a) Lx(wi Aws) = Lx(wi) Aws + w2 A Lx(ws);

(b) Lx(wi) = ix(dwr) + d(ix(w1));

(c) Se f€F (M), entio Lx(wi) = fLx(w1) + df Nix(wr);
(d) Lx(dwr) = d(Lx(wr));
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1.4 Germes de Funcoes Holomorfas

Nesta secao, bem como nas secoes posteriores, estaremos supondo M =
C™, n inteiro positivo, K=C, e j = H.

Definigao 1.7 Considere um ponto w € C*, e f € §(Uy), g € §(U,), onde
U, Uy sao abertos de C"* contendo w. Dizemos que f e g sao equivalentes se
ezistir um aberto V- C Uy NU, tal que flv = g|v. A classe de equivaléncia de
uma fungao f em torno de w é chamado o germe de f em w e denotado

o

Usando representantes de dois germes f,, e g,, no mesmo ponto, podemos
definir uma estrutura de anel (comutativo) para o conjunto de germes de
fungoes holomorfas em w. Este anel é denotado por O, ou ,,O,, quando for
necessario explicitar a dimensao do espaco ao qual w pertence.

Proposicao 1.7 [5, pg.66] O anel de germes de fungées holomorfas O, €
isomorfo ao anel de séries de poténcias convergentes com centro em w.

A partir desta definicao de germes, podemos definir, de maneira analoga,
germes de k-formas e de campos vetoriais em um ponto w € C™.

1.5 Teorema de Divisao de De Rham

Definigao 1.8 Uma 1-forma w definida num aberto V-.C C",n > 2, tem

ab
uma singularidade isolada em 0 se w(0) = 0 e w(z) # 0 para todo z # 0
numa vizinhanga U Cb Vecom0OeU.

Proposicao 1.8 (Teorema da Divisao de De Rham) Sejaw uma 1-forma
holomorfa num aberto V- de C", com singularidade isolada em 0 € V. Supo-
nha que exista uma p-forma holomorfa n definida em V, com 1 <p<n-—1
tal que

wAn=20

entdo existe uma (p — 1)-forma holomorfa  em V tal que
n=wAp.

Demonstragao: Ver [8, pg.150] ou [13, pg.177]. O
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1.6 Espacos Projetivos Complexos

Sejam z = (20, 21, ..., 2n) € W = (wo, W1, ..., w,) em C*"* — 0. Considere a
seguinte relacao de equivaléncia em C**! — 0:

z~w <= JX e CF tal que z = \w

Denote por [zp : 21 : ... : 2,] a classe de equivaléncia de z € "'/~
Esta classe de equivaléncia representa todos os pontos colineares a z e a
origem de C"*!, excluindo-se esta. Denotamos o conjunto das classes de
equivaléncia desta relagao por P, chamada o espago projetivo complexo
de dimensao n. Quando n = 1, dé-se o nome de reta projetiva ou linha
projetiva.

O espacgo projetivo P pode ser munido com uma estrutura de variedade
complexa holomorfa de dimensao n. Considere os conjuntos

U={lz0:21:...:2,) €P" tal que z; #0},7=0,...,n

Temos: P = U7_,U;. Além disso, U; é aberto em P", para todo j € {0,...,n}.
Considere as aplicacoes

(I)ji Uj — Cn

20 Zj  Zn
(200t 20] (f, ey Ty
<j <j <j

onde o termo z—j ¢é omitido da expressao. E f4cil constatar que estas aplicagoes
sao bijecoes que fazem de P uma variedade complexa de dimensao n. Espacos
projetivos ainda possuem algumas propriedades 1teis: sdo conexos (pois sao
a unidao de abertos conexos com intersegao nao vazia), sao espagos topolégicos
Hausdorff e sao compactos. A construcao acima é feita com maiores detalhes
em [12].

Em P!, a linha projetiva, é 1til calcular a aplicacao mudanca de varidvel
através das inversas das cartas coordenadas supracitadas. Por exemplo, se

Oyl (2) = [z : 1]
a mudanca de cartas é:

®rodyt: C—{(0,0)}

— C—-{(0,0)}
S L
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1.7 Superficies de Riemann

A Linha Projetiva é um exemplo de uma Superficie de Riemann. De modo
geral, Superficies de Riemann sao variedades conexas de dimensao complexa
1. Toda Superficie de Riemann compacta (como P!) é homeomorfa a um
g-toro, para algum g inteiro nao negativo. A este g chamamos o género de
uma Superficie de Riemann. Como P! é biholomorfa & Esfera de Riemann
S! (ver [12]), temos que o género de P! é igual a 0 (o género é invariante por
isomorfismos), isto é, g(P!) = 0.

Define-se fungoes (holomorfas) de uma Superficie de Riemann X em C
ou entre Superficies de Riemann como em [9] ou [12].

Dada uma Superficie de Riemann X, uma funcao D : X — Z cujo su-
porte Supp(D) = {p € X|D(p) # 0} é discreto é chamada um divisor em
X. Quando X é compacta, o suporte de qualquer divisor D de X ¢é finito.

Proposicao 1.9 (Forma Normal Local) [12, pg.44] Seja F : X — Y
uma aplicagao holomorfa emp € X, onde X eY sao Superficies de Riemann.
Suponha F' nao constante. Entdo existe um unico inteiro m > 1 tal que, para
qualquer carta local ¢y centrada em F(p) (isto é, ¢y (F(p)) = 0), existe uma
carta local ¢x centrada em p tal que

gy o Fogyl(z)=2"

Definicao 1.9 Nas condicoes da Proposicdao anterior, o nimero m € a mul-
tiplicidade de F em P, ou mult,(F) =m.

Quando mult,(F) > 2, dizemos que p ¢ um ponto de ramificagao de
F, e F(p) um ponto ramo.
O grau de F' é o numero deg(F) = deg,(F) = Z mult,(F), e inde-
PEF~1(y)
pende do ponto y considerado (ver [12]). O grau é uma forma de se contar a
quantidade de pré-imagens dos pontos da imagem de F', considerando mul-
tiplicidades.

Teorema 1.1 (Férmula de Riemann-Hurwitz)[12, pg. 52/ Se F : X —
Y € uma aplicacao holomorfa e nao constante entre Superficies de Riemann
compactas, entao

29(X) — 2 =deg(F)(29(Y) — 2) + Y _[mult,(F) — 1].

peX
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1.8 Transformacoes de Mobius na Linha Pro-
jetiva

Definicao 1.10 Uma Transformacao de Mobius é uma funcdao do tipo

f: Pt - P!
az+b
z —>
cz+d

onde a,b,c,d € C e ac —bd # 0.

Se ¢1([1: 2]) = 2 = z é uma carta loca em P' conforme definido anteri-
ormente, uma Transformacao de Mobius pode entao ser representada da sua

maneira mais usual como
az+b

1z) = cz+d

sobre o "plano complexo estendido”C = CU{oo} (uma Esfera de Riemann),
onde ¢é definido

&, sec#0;

oo, sec=0

o) = {

f<_7d):oosec#o.

Transformacgoes de Mobius sao particularmente interessantes pelas proprie-
dades que enunciaremos a seguir.

Proposigao 1.10 [10] O conjunto das Transformagoes de Maobius coincide
com o grupo de transformacoes de C em C gerado por composicoes de

(a) translagoes z — z+ k, k € C;
(b) homotetias z — kz, k € C;
(¢) inversdo z — 1.

Como consequéncia desta proposicao, segue que toda Transformacao de
Mobius ¢ bijetiva sobre C.

Proposicao 1.11 [10] Considere trés pontos distintos, z1, 2,23, em C, e
outros trés pontos distintos wy,wo, w3 € C. Entdo existe uma unica trans-
formagao de Mobius f tal que f(z;) = w;, i =1,2,3.
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1.9 O Teorema de Bertini

Considere dois polindmios complexos homogéneos em C", de mesmo grau,
X e Y. Um pencil ou sistema linear a um parametro 7, é uma familia
de polindomios descrita por um parametro A = [a : b] € P! por

Zy=X+\Y :=aX + Y.

Em particular, temos que Zy = Zjj.o) = X e que Z = Zjp.y =Y.

Seja Z, um pencil de polinomios. Suponha que, para todo A € P!, 7, =
uZy, onde u é um polinémio homogéneo. Neste caso, dizemos que o conjunto
{u =0} é a componente fixa do pencil, e o pencil Z, ¢ o sistema residual
ou pencil residual. Se tomarmos u = mdc(X,Y), entao o sistema residual
¢ o menor possivel. Neste caso, o conjunto {&} N {X} ¢ chamado o lugar
base do pencil, ou apenas ponto base quando se reduz a 0 apenas.

Teorema 1.2 (Teorema de Bertini) /6, pg.137] Se Z, = X + A\Y nao
possui componente fixa (isto €, uw = mde(X,Y) = 1), entdo, o elemento
genérico de Zy obtido firando-se o parametro X nao possui pontos singulares
fora de seu lugar base, isto €,

A(X + AY)
8351

() sy

D(X + AY)(p) = ( M@)

o0z,
— pe{X =0}n{Y =0}.

Esta definicao pode ser estendida para outros contextos. Em particu-
lar, considere X e Y campos vetoriais sobre C", polinomiais homogéneos de
mesmo grau em qualquer sistema de coordenadas (como a mudanga de co-
ordenadas é uma transformacao linear, basta que X e Y sejam polinomiais
homogéneos de mesmo grau em um unico sistema de coordenadas, para que
também o sejam em todos os outros). Entao o pencil Zy gerado por X eY a
um parametro A = [a : b] em P! é a familia de campos vetoriais descrita por

n

=1 =1

Pela defini¢ao anterior, dados n pencils polinomiais homogéneos Z%, i =
1,...,n, podemos definir um pencil de campos vetoriais polinomial pela ex-
pressao acima (bastando que o parametro de todos os pencils polinomiais
coincidam em cada coordenada).



Capitulo 2

Campos Homogéneos e
Quasi-Homogéneos

Os seguintes resultados apresentados neste capitulo serao de vital im-
portancia na demonstragao dos teoremas principais, no préximo capitulo.
Os resultados podem ser adaptados para campos vetoriais quasi-homogéneos.
Apresentaremos algumas propriedades sobre este tipo de campos.

Definicao 2.1 Um campo vetorial S definido em C" é linearmente dia-
gonalizdvel se existe uma mudanca de coordenadas ¢ : C" — C" (isto €,
um biholomorfismo) tal que ¢*S escreve-se como

i—1

onde \; € C, para i = 1,..,n, z = (21,...,2,). Os elementos \; sao os
autovalores de S. Se S € um campo vetorial linearmente diagonalizdvel nas
condigcoes acima, um campo vetorial holomorfo X ¢é quasi-homogéneo em
relagao a S se existir m € C tal que [S, X] = mX

Proposicao 2.1 Seja S um campo linearmente diagonalizdvel em C? cujos
autovalores sao os nimeros inteiros py, pe tais que mde(py, p2) = 1. Suponha
X um campo vetorial quasi-homogéneo em relagio a S, com [S, X] = mX.
Entao:

(a) m e NU{0};

(b) X ¢é polinomial.

22
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Demonstracao: Escreva X = X 0, + X30,, e § = (n1,n2), 2 = (x,y),
20 =gMy™ e
1 9mtn2) X,
Qis =

 nqlng! Oxmioyne

(0,0).

Isso nos permite escrever X em série de Taylor como X (z,y) = Y5 ai52°0,,.
Se p = (p1, p2) sdo os autovalores de S, entdo < p,d >= ping + pang € Z+.
Por hipétese, [S, X] = mX, o que implica a;5(< p,d > —p; —m) = 0,
j = 1,2. Necessariamente algum a;; ¢ ndao nulo (caso contrario, o campo
seria trivial), donde teremos m =< p,0 > —p; € Z, o que prova a primeira
parte da proposicao.
Agora, considere os conjuntos

Aj={0=(n,m) €Y xZ" :< p,d >=m+p;},j =1,2.

Ambos sao finitos, o que implica que as séries de Taylor para X; e X5 sao
somas de finitos termos. Como consequéncia, X é polinomial. 0

Proposicao 2.2 Sejam X, Y, S campos vetoriais em C%. Assuma que S é
linearmente diagonalizdvel com autovalores p, q satisfazendo mdc(p,q) = 1,
e X, Y quasi-homogéneos em relagdo a S, isto €, [S, X|] =mX, [S,Y] =nY.
Mais ainda, suponha X, Y nao identicamente nulos e [X,Y] = 0. Defina
XANY =f0, N0y, SANX =90, N0y e SANY = hd, \O,. Entdo:

(a) S(g) =(m+p+q)g, S(h)=n+p+qheS(f)=m+n+p+q)f.

(b) Qualquer fator irredutivel de f, g ou h € a equagdo de uma drbita de

S.

Demonstragao: Faremos a prova para S(g); as demais s@o obtidas com
computagoes similares. Sabemos que

prXy, +qyXi, = (p+m)Xy

S, X|=mX =
15, X] =m { prXo, + quXs, = (¢ +m)X,.

onde denotamos a derivada parcial de X; em relagao a x; por X, .
J

Como
SANX = (px0, + qyo,) N (X10, + X20,)

= (pxXy — quX1)0y A O,
= g =prXe — qyXy
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temos:

S(g9) = pxd.(prXe — qyX1) + qyo,(prXs — qyX1)
= pr(pXa + prXo, — qyXi,) + qy(prXo, — ¢X1 — qyX1,)
= p*uXs + p?2*Xs, — paryXo, + paryXo, — ¢*yX1 — ¢*y* X,
= pr(prXs, + quXo,) + P*xXo — qy(pr Xy, + qyX1,) — ¢y Xy
= pz(q +m) Xy + p*xXo — qy(p + m) Xy — ¢*yXy
= pgrXs + prmXs + p*rXs — qpyXi — qymXi — ¢*y X,
= prXs(q+m+p) — qyXi(p +m+q)
=(m+p+q)g

o que prova a identidade, sendo os demais similares. O item (b) é con-
sequéncia imediata desta proposicao. ]

2.1 Critério para existéncia de integral pri-
meira meromorfa para Campos Vetoriais
Homogéneos

Considere R = zd, + yd,, o campo vetorial radial em C*. Este campo
admite a funcao meromorfa Y como integral primeira, pois R(¥/z) = 0. As-
x
suma que Xy é um campo vetorial polinomial homogéneo de grau d em C?,
e escreva R A Xy = g0, A 0y. Seja w = ix,(dz A dy). Entao wy = % é uma
1-foram meromorfa fechada. Nesse caso, se a decomposicao de g em fatores
irredutiveis ¢ g = IT7_, g;-cj , entao segue de [2, pg.5] que

! dgj h
w1 = Z )\J— + d (gfl_l k:T—l)

j=1 g] RS 'g'r

onde \; € C, para j € {1,...,7}, e h um polinémio homogéneo cujo grau é

d+1—r:deg(Xd)+1—r:deg( J )
gi---gr

Entao X, possui uma integral primeira meromorfa se, e somente se, vale um
dos casos:

(a) Ay =...= A =0, 0u

(b) Aj #O0para algum j € {1,....r}, h=0e [A ... A =[my .. :my]
(como elementos de um espago projetivo), onde my, ..., m, € Z.
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2.2 Caracterizagao das Integrais Primeiras Me-
romorfas

Doravante trabalharemos com as seguintes condigoes: X, Y, S sao cam-
pos vetoriais holomorfos definidos num aberto U € C?, tais que

(a) [S,X]=mX, [S,Y]=nY, [X,Y] =0, com m, n € NU{0}.
(b) XAY =f-0, N0y, SNX =¢g-0, N0y, SANY =h-0, N0y, com f,g,h

nao identicamente nulas.
(¢) w=1ix(dz Ndy), n=iy(dz Ady).
f

Lema 2.1 As funcoes § e 5 sao integrais primeiras de X e Y, respectiva-

mente. Além disso, temos

= constante <— n=0c¢e % constante <— m = 0.
g

Demonstracao: Suponha que n # 0. Temos

Lx(SAX)=[X,SAX]=[X,SINX+SAX,X]=-mXAX=0

Lx(XAY)=[X,XAY]=XAX,Y]-[X,X]AY =0.

Como X AY = f0, N0, = igaany: iS/\X, temos:
g g
_ f (/) f (/]
£X(X/\Y)—£X ES/\X =X E S/\X—i—;ﬁx(S/\X) =X 5 896/\8y.

Como g # 0, conclui-se que X (f/g) = 0 em U, e disso decorre que £ é

integral primeira de X. Agora, como

Ls(XANY) =[S, XANY] =[S, X]\Y +XA[SY]
=mXAY +nXAY
=(m+n)XAY
= (m+n)fo, N0,
= (m+n)(f/9)90: A0,
= (m+n)(f/g)SNX
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e LS(SANX) =[S, SANY]=SA[S,X]+[S,S]ANX =mSAX. Por outro
lado,

(m+n)XANY =Lg(XAY)
= Ls(f0, N D))
= Ls((f/9)90: N 9y)
=Ls((f/9)S N X)
= S(f/9)S ANX +LLs(S A X)
= (8U/9)+mE)snx

0 que nos permite concluir que

(rent) - snfs(2) ()

Portanto, se f/g é constante, n = 0.
Para demonstrar a reciproca, suponha n = 0. Pelo feito, temos que
S(f/g) =0¢e i ¢ integral primeira de S. J& sabemos que que g é integral
primeira de X. Suponha que seja nao constante. Entdao, em UN{z € C?:
d(f/g)(z) # 0}, a unicidade da integral primeira implica que X = \S, para
algum A complexo nao nulo. Entao X A S =0 = g = 0, uma contradicao.

|

Lema 2.2 Nas mesmas condi¢ées do Lema anterior, suponha n # 0 (res-
pectivamente, m # 0). Entdo

dg df
e
e, respectivamente,
__h {dh df
"=m {7 - 7]

Demonstragao: Como n # 0, do lema anterior temos f/g nao constante
e X(f/g) = 0. Temos:

d<z> ﬁ—%dg (&—%9x>dx+(&—%gy)dy
g 9 9 9 9 9 9

Como w = ix(dz A dy) = X dy — Xodx, temos que

ol = [(5- ) (- )

=-X <i> dz N\ dy = 0.
g
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Isso significa que existe uma funcao k meromorfa em U tal que w =
kd(f/g), pelo Teorema de Divisao de De Rham (k é uma 0-forma).
Por outro lado, se S = 5190, + 520, entao

—is(ix(ddf N dy)) = —iS(dey — XQd[L’) = —X152 + XQSl =g

e portanto ) i)
(s-9)
:_@mm+?M#)
— —E(gxsl + g,5) + %fol + fyS2)
Como
P ()5 (e () 300

e, uma vez que n # 0, temos:

_ gs(i): 9f o, _9
g kf p knfg:>k -

g {dg df

Entao w = = | — — —}, conforme desejado. A demonstragao para 7 é
nLg
andloga. O

Lema 2.3 Nas condi¢coes ja citadas, os polinomios f, g e h satisfazem a

relacao:
mnfidx A dy = fdg A dh + gdh A df + hdf A dg

Demonstragao: Note primeiramente que

gy ) h[dhdf

o[t tut]e g
gh [dgndh dfhdg dhAdf
_mn[ gh - gf " fh }

1
:fm[fdgAdh+hdedg+gdh/\df].
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Portanto
mnfw An= fdg N\ dh+ hdf Ndg+ gdh A df.

Por outro lado,

wAn= (Xidy — Xaodx) A (Y1dy — Yadx)
= (=XoY7 + Yo.Xq)dx A dy
= fdx AN dy

donde conclui-se que
mnfide Ady = fdg A dh + hdf Adg+ gdh A df.
O

Definicao 2.2 Suponha que f; : U Cb Cr - C,1=1,...k, kK # n sdao

a
funcoes meromorfas num aberto conexo U de C™. Dizemos que estas fungoes
sao funcionalmente independendes (ou apenas independentes) se,
para qualquer z = (z1, ..., z,) € U, temos

ondei=1,...k, j=1,....,n.

Lema 2.4 Se X é um campo vetorial holomorfo em U Cb C", n>1, que

a
admite n integrais primeiras fj,7 = 1,...,n funcionalmente independentes
em U, entao X =0 em U.

Demonstragao: Escrevendo X em coordenadas locais {0,,, ..., Ox, }, temos

0
X=>" X af Entao, para cada f;, vale

’L

af;
Z 8zz B

para j = 1,...,n e para todo z € U. Isto significa que

of Oh . Oh

821 (9,22 8,2” X1
RN | =0=X=0
on oh o || x.

821 822 o 8Zn
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uma vez que as fungoes f; sao funcionalmente independentes. OJ

O proximo lema fornece uma maneira de obter campos X e Y que co-
mutam a partir e condicoes sobre as funcoes f, g e h, e serd usado diversas
vezes nas demonstracoes dos resultados principais.

Lema 2.5 Sejam f, g e h funcoes holomorfas num aberto conexo U C C2.
Suponha f /g e f/h meromorfas e nao constantes, linearmente independentes

em U. Defina campos X e Y como os duais das 1-formas ix(dx A dy) =

g {% — %] ely(de Ndy) =h {% — %] Suponha que

Fdg A dh+ gdh A df + hdf A dg = M\f2dz A dy

para algum A # 0 complexo. Entdo [X,Y] = 0.
Demonstragao: Inicialmente, temos que
A(f/9) N (f/m) = (— - Lag)n (- Lan)

(gdf fdg) A (hdf — fdh)

_(fdg A dh + gdh A df + hdf A dg)

donde concluimos d(f/g) Ad(f/h) # 0. Desenvolvendo esta expressao, temos

(2ot + (/by} m (Gt /mide + (i) 0

( 155010 = 2=/ <f/g>) de A dy £ 0.
Isto implica que a matriz
2 (tle) o (Ffa)
So i) S m)

tem determinante nao nulo em todos os pontos de U, e portanto as funcoes
f/g e f/h sao funcionalmente independentes.
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Agora, como
d d
ixtae ndy ndir/a) =g |2~ L)AL - Lag

B dg/\df_fdg/\df
g fg

=0
temos que X (f/g) = 0. Por outro lado,

Y (f/g)dz A dy =iy (dz Ady) Nd(f/g).

Mas iy (dx AdY) = h {% — i{] donde obtemos
dh d h?
ivlde ) nls /o) = |G = F] w1 = <"t natfo)
Escreva
(Y T af — f
AL im A (G /5) = (g - L) n (4= Lay)
/ dg N\d f d S
hg f+ if \dh + thdh/\dg
thz [hdg A df + gdf A dh+ fdh A dg]
)\f3
e ———=dx N\ dy.
) ) )\fQ f2
A partir disso, tem-se que Y (f/g)dx Ndy = —Fdx/\dy =Y(f/g) = —)\?

e logo X(Y(f/g)) =
Conclui-se que

(X, Y](f/9) = X(Y(f/9)) = Y(X(f/9)) =

isto é, f/g é integral primeira do campo [X,Y]. Computagdes andlogas
permitem concluir que f/h também é integral primeira do campo [X,Y] e
como elas sao funcionalmente independentes, pelo Lema anterior segue que

[X,Y] =0. 0



Capitulo 3

Classificacao de campos
homogéeneos e
quasi-homogeéneos que
comutam em C?

Usaremos os resultados dos capitulos anteriores para descrever os cam-
pos vetoriais quasi-homogéneos X, Y em relacao a um campo linearmente
diagonalizavel S, que satisfazem [X,Y] =0 em C2.

Definicao 3.1 Em C?, dois campos vetoriais X e Y sdao chamados colineares
se X A\NY =0. Se X eY sao de mesmo grau, entao o pencil (Z))xept,
Zy =X 4+ \Y gerado por X eY é chamado trivial se X = .Y, para algum
v e C.

Enunciamos o seguinte Teorema de classificacao de campos quasi-homogéneos
que comutam em C?, provado por Alcides Lins Neto em [7].

Teorema 3.1 Sejam X, Y campos vetoriais nio nulos em C2, quasi-homogéneos
em relagao a S = pr.0y + qy.0y, onde p,q € N e mdc(p,q) = 1. Supo-
nha [X,Y] = 0. Escreva [S,X] = mX, [S,)Y] =nY, X AY = f0, A0,
SANX =go, N0y e SANY = hO, N\ 0y. Suponha ainda que f #0, h 0 e

n # 0. Entao:

(a) g£0 e i € uma integral primeira meromorfa de X, nao constante.
g
(b) Sem #0, entio f, g e h satisfazem
mn.f2.dx Ady = f.dg Adh+ g.dh A df + h.df Adyg (3.1)

31
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(m—n)% —I—n.% —m dg _ mn.f

f h g gh

e estas expressoes sao equivalentes.

(qy.dx — pz.dy) (3.2)

(c) Sem # 0, entao todos os fatores irredutiveis de f dividem g e h. Reci-
procamente, se p = mdc(g,h), entao todo fator irredutivel de p divide
f. A partir disso, podemos escrever f, g e h em fatores irredutiveis na
sequinte forma:

f=100 |
g =15 f;" T g (3:3)

h = H;:lffj : nglh?i

onde r > 0, mj,n; >0, l; > m; +n; —1 para todo j = 1,...,r, e
quaisquer dois polindmios em {fi, ..., fryG1y -y Gsy ooy 1,y ooy Ry} 8GO TE-
lativamento primos.

(d) Supondo que f, g e h escrevem-se como (5.3), entdo os campos X, Y
escrevem-se como

1 _ 1 S |
X=—y [Z(lj = )5 (.00 = £3,00) = 3 ai-(93.0y = 9,,0)
j=1 J =1 Ji
1 ! 1 Lo
Y == h > (= 1) (1.0, — £,0,) = bim—(hi, 0, — h; ,)
m []:1 J J fj Jz =Y Jy Y ; hz Y

(3.4)

Demonstragao:

(a) Inicialmente, suponha g = 0. Como S(z,y) =0 <= (z,y) = (0,0),
a origem é uma singularidade isolada de S. Além disso, S A X =
90, A\ 9y = 0, pelo Teorema de Divisao de De Rham, podemos escrever
X = ¢S, para alguma funcao holomorfa ¢ # 0. Pela Proposigao 2.1,
X é polinomial. Como S também é, por defini¢cao, ¢ é um polinomio.
Temos:

0=[X,Y]=[1.5,Y] =¢[S,Y]-Y(¥).S = UnY—Y () = p.nY =Y (1h)S

Como 1p Z 0, n # 0 e Y # 0, conclui-se que Y (¢) # 0. Além disso,
SAY =0, pois
YW).SAY =Y AY =0

Portanto, h = 0, o que contradiz a nossa hipétese. Entao g #Z 0. Pelo
lema (2.1), f/4 é integral primeira meromorfa e nao constante de X.
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(b) Do lema 2.3 segue (3.1). Vamos entdo provar que (3.1) <= (3.2).
Inicialmente, observe que se x é uma 2-forma holomorfa em C? tal que
Ls(u) = Ap, para algum A € C, entao

Ls(p) = is(du) + d(is(p))

e como du = 0, temos
A(ia(1)) = L) = M.

Seja, entdo, u = f.dg Adh+ g.dh Ndf + h.df Ndg e n = mnf?.dx A dy.
Pela 2.2, temos que S(f) = (m+n+p+q)f, S(g) = (m+p+q)ge
S(h) = (n+p+ q)h. Afirmamos que Lg(p) = (2m + 2n + 3(p + q))p.
De fato, temos:

Ls(p) = Ls(f.dgAdh+ g.dh Adf + h.df Adg)
= Ls(f)dgNdh+ f.Ls(dg) Ndh+ f.dg N Ls(dg)+
+ Ls(g)dh Ndf + g.Ls(dh) Adf + g.dh A Ls(df)+
+ Lg(h)df Ndg+ h.Ls(df) Ndg+ h.df N Ls(dg)
onde
o Ls(f) =is(df) =5(f)=(m+n+p+q)f;
e Ls(g) =is(dg) = S(g) = (m+p+4q)y;
o Ls(h) =is(dh) = S(h) = (n+p+qh;
o Ls(dg) = d(Ls(g)) = d(is(dg)) = d(S(g)) = d((m +p+q)g) =
(m +p + q)dg;
o Lg(dh) =d(Ls(h)) = d(is(dh)) = d(S(h)) = (n+p+ q)dh;
o Ls(df)=..=(m+n+p+q)df;
Portanto,

Ls(p) =2m+2n+3(p+q))(f.dg ANdh+ g.dh ANdf + h.df Adg)
=(2m+2n+3(p+q))u= A

Agora, considere em C? a 2-forma 1 = n.m. f?.dx A dy. Vamos mostrar
que Lg(n) = An. Temos que dn = 0, e entdo

Ls(n) =is(dn) +d(is(n)) = d(is(n))
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De posse disso, e sabendo que A = (2m + 2n + 3(p + q)), temos

d(is(n)) = mn.d(is(f*.dz A dy))
= mn.d(f?.is(dz A dy))
= mn.d(f*.(px.dy — qy — dz))
= mn(2f.fopr + f2.p) + (2f.fy-qu + [Pq)dz A dy
=mn(2f.5(f) + f*(p + q))dx A dy
=mn.f?2(m+n+p+q)+p+q)de Ndy

Por outro lado, temos que

is(n) = mn. f*(pr.dy — qy.dx)

is(p) = —n.f.g.dh+m.f.h.dg + (n —m)g.h.df
De fato, como S = pz.0, + qy.0,, entao
is(n) = ig(mn. f2.deAdy) = mn. f*ig(dz Ady) = mn.f?(pr.dy—qy.dz)
e

is(n) =is(f.dg Adh+ gdh Adf + h.df A dg)
S

(dg A dh) + g.is(dh A df) + h.ig(df A dg)
S(g).dh — S(h).dg) + g(S(h).df — S(f).dh)+ h.(S(f).dg — S(g)-df)
S(g) —g.5(f)).dh+ (h.S(f) — f.S(h)).dg + (g.S(h) — h.S(g)).df.

is(
f
f(
= (f

Como S(g) = (m+p+q).g, S(h)=n+p+q)heS(f)=m+n+
p+q).f, temos:

is(p) = —fg.n.dh+ fh.m.dg+ gh.(n —m).df.

Provemos agora a equivaléncia entre (3.1) e (3.2). Admita que (3.1) seja
verdadeira. Imediatamente obtemos 1 = p, e portanto ig(n) = is(u),
o que significa que

mn.f2(pr.dy — qy.dz) = —n.fg.dh +m.fh.dg + (n — m)gh.df <<=

mn.f dh dg
dx —pr.dy) =n— —m—+(m—n)—
h (qu pr.dy) 7 p ( )f

o que prova que (3.1) = (3.2).

Agora, admitindo que (3.2) seja verdadeira, entao
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(3.2) = is(n) —is(u) =0
= is(n—p) =0
= d(is(n —p) =0
= Ls(n—p)=0
= A — )
=n=pn= (3.1)

0 que encerra a prova deste item.

A equagao (3.2) implica que

(m — n)gh.df +n.fg.dh —m.fh.dg = mn.f*(qy.dev — px.dy) (3.5)

De (3.5), se k ¢ um fator irredutivel de g e de h, entdo k também é
fator irredutivel de f? e portanto de f.

Agora, provemos que todo fator de f é fator de g e h simultaneamente.
Do item (a), g # 0 e f/g é integral primeira de X, isto é, X (//g) = 0.
Disso decorre que

_X(N) X)L X(g)
X(/g) = p + [ X(Yo) P f 2 Y (3.6)
e portanto
9-X(f) = f.X(9) (3.7)

Escreva f em fatores irredutiveis como f = II;—; f]l-j , com 1,l; > 0.
Defina F' = 1I1}_, f;. Da equagao (3.6) segue que

X9 = PAL = S e e XU e fe 89

j=1

A equacao (3.8) implica que f; divide g (e, neste caso, a demonstragao
de (c) estd concluida) ou f; divide X(f;), para j = 1,...,7. Neste
caso, temos que X (f;) = k.f)j, para algum polindémio k, e portanto o
conjunto { f; = 0} é invariante sob X. Mas, do item (b) da Proposicao
2.2, o que faz desse conjunto uma érbita comum aos campos X e S.
Neste caso, f; divide S A X = ¢.0, A 0, donde f; divide g, para todo
j=1 ...
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Por hipétese, h # 0 e, do Lema 2.1, f/n é integral primeira de Y. Um
argumento semelhante ao apresentado acima mostra que todo fator
irredutivel de f divide h.

Escreva a decomposicao em fatores irredutiveis de f, g e h como

T lj

f= Hj:lfj
= H;T:lf]% g7
h = nglf;'tj : Hleh?i

onde [;,mj,n; > 0 e quaisquer dois polinémios em {f1, ..., fr, 91, .-,
hi, ..., h} sdo relativamente primos.

Da equacao (3.5), notando os fatores gh.df e f? que figuram nesta,
conclui-se que fmj+n]+l divide f2. Isto implica que, para todo 7,
mj+n;+1; —1 < 2l;, e portanto m; +n; — 1 < 1;, conforme desejado.

(d) Se w =ix(dz A dy), segue, do Lema 2.2, que

d df . dyg; - df;

9 i1 Y j=1

Por outro lado, como ix(dz A dy) = X;.dy = Xs.dx, w é a forma dual
ao campo X. Portanto,

X =w" = Zz 1“19 +ZJ 1( )df]}
[ 891 391
( L) (0f; af;
+Z] 1 f] a dx + ay d
- s 9gi dgi
= [ gi <0y %~ o ay)

e (e o)

que esta na forma desejada. Computagoes similares obtém o desejado
para o campo Y.

O

Este é um momento oportuno para apresentar uma consequéncia dos

resultados vistos acima, embora nao necessariamente relacionado com o ob-
jetivo principal do trabalho.
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Corolario 3.1 Sejam X eY germes de campos vetoriais holomorfos comu-
tativos em 0 € C?. Escreva X em série de poténcias em torno de 0 como
X = Z;’;d X, onde cada X; é polinomial homogéneo de grav 7 > d. Supo-
nha ainda que d > 2 e que X4 nao possua integral primeira em 0 e que 0 seja
singularidade isolada de Xg4. EntaoY = XX, para algum \ € C

Demonstragao: Escreva Y em série de poténcias como Y = » > V], onde
Y; ¢ homogéneo de grau j, r > 0 e Y, # 0. Se R for o campo radial, temos
que [R, X4 =m.Xqe [R,)Y,]=nY,,ondem=d—1#0en=r—1. Note

que [Xg4, Y] =0.

Afirmativa 1 Nas condicoes acima, r = d e Yy = AXg4, para algum \ €

C - {o}.

Demonstracao: Escreva Xq A Y, = f0, N0y, RN Xy = g0x N0, e
RAY, =h.0, N0, onde f,g,h sao germes de func¢oes holomorfas.

Inicialmente, temos necessariamente g # 0. De fato, se ¢ = 0, entao
RA X4 =0e, como 0 é singularidade isolada de R, segue da Proposicao (1.8)
que Xy = ¢.R, onde ¢ é um polinomio homogéneo de grau d — 1 > 0. Neste
caso, o conjunto {¢ = 0} esté contido no conjunto de singularidades de Xy, e
portanto 0 nao é singularidade isolada de X, uma contradi¢ao. Entao g # 0.

Agora, suponha r # d. Neste caso, vamos provar que f e h sdo nao
identicamente nulas. Se f =0, entao X4AY, = 0. Uma vez que X, tem uma
singularidade isolada em 0 € C?, segue da Proposigao (1.8) que Y, = 1.Xy,
onde ¥ é um polinébmio homogéneo de grau r — d > 0. Portanto

0=[X0,Y,] = [Xa, 0. Xa] = Xa(1h). Xa+ .[Xg, Xg] = Xa(¥)) =0

e disso, concluimos que v é uma integral primeira nao constante de X4, uma
contradigao com a hipotese. Entao, f # 0.

Por fim, se h = 0, entao RAY, = 0 = Y, = ®.R, novamente pela
Proposigao (1.8), onde ® é polinomial homogéneo de grau r — 1 e nao equi-
valentemente nulo. Temos:

0=[Xy,Y,] = [Xg, ®.R] = X4(®).R + ®.[Xy, R = X4(®).R — U.(d — 1).X,

e portanto X4(®).R = (d —1).9.X,;. De ® é constante, entdao X4(P) =0
e d = 1, uma contradigao (por hipétese, d > 2). Se ® é nao constante, como
X, nao possui integral primeira, temos X4(®) # 0. Neste caso, utilizando a
igualdade 0 = Xy4(®).R — V.(d — 1).Xy, temos

0=RA(Xg(P).R—T.(d—1).Xy) =X4(P).RAR—-V.(d—1).RANXy
= —\I/.(d— 1).R/\Xd
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e portanto RA Xy = 0, o que implica g = 0, uma contradigao com a hipdtese.

Como temos provado que f, g e h sao nao equivalentemente nulas, po-
demos entao aplicar o Lema (2.1) Como, por hipétese, X, nao possui inte-
gral primeira meromorfa nao constante, necessariamente temos r = 1. Caso
contrario, //¢ é integral primeira meromorfa e nao constante de X, uma con-
tradigdo. Entdo r =1 e n = 0 e, portanto, //g = ¢ constante, isto é, f = c.g,
para algum ¢ € C. Logo,

0=(f—cg)0, NOy=XgAN(Y1+cR)=Y =—-cR#0

como consequéncia da Proposigao (1.8) e do fato de que d = dg(X,) > 1.
Em decorréncia disso,

0= [Xd, }/1] = [Xd, —C.R] = —C.(d - 1)Xd 7& 0

o que é um absurdo. Portanto, r = d.

Mas, r=d=n=m=d—1>0e f =0, pois, se f Z0, o Lema (2.1)
implicaria que f/g é integral primeira de Xy, o que é impossivel. Portanto,
X4 A Yy = 0 implica, pela Proposicao (1.8) que Xy = .Yy, para algum
A e C—{0}. O

Para concluir a prova do corolario, defina o campo Z =Y — A.X, para
A € C—{0}. Entao [X,Z] = 0. Se Z # 0, escreva a série de Taylor de Z
como Z = Z;’; Z;, onde r > d e Z; é um polinomio homogeneo de grau j,
com Z, # 0. Mas, aplicando os resultados da Afirmativa acima demonstrada

para X e Z, temos que r = d, o que contradiz a hipdtese r > d; portanto
Z=0=X=)\Y. O



Capitulo 4

Classificacao dos pencils de
campos vetoriais homogéneos
que comutam em C?

Apresentamos uma classificacao completa de pencils de campos vetoriais
homogeéneos de mesmo grau que comutam em C?. Conforme veremos, um
pencil de campos fica completamente determinado a partir das fungoes f, ¢
e h e do grau do mapa ¢z : y| = 9@¥)/n(z,y).

Vamos determinar nossas condicoes preliminares. Muitas delas ja foram
utilizadas nos capitulos anteriores. Estamos trabalhando com campos veto-
riais polinomiais homogéneos X e Y em C? tais que:

(a) [X,¥] =0
(1) deg(X) = deg(¥) = 1 > 2

(¢) R=1x.0, +y.0, é o campo radial em C?
(d)

XAY = f0, N0,
RAX =g.0, N0,
RAY =h.0, N0,

¢: P! — P!

[z y] = [g(z,y) : h(z,y)].

Esta fungao é meromorfa.

39
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Teorema 4.1 Seja (Z)), A € P! um pencil nao-trivial de campos vetoriais
homogéneos de grau d > 2 que comutam em C?, e X,Y geradores de 7,
conforme descritos acima. Se o pencil for colinear, entao X = a.R, Y =
B.R, para «, [ polinomios homogéneos de grau d — 1. Se o pencil for nao-
colinear, entao

(a) f,9,h #0.

(b) g respectivamente %) ¢ integral primeira nao constante de X (res-
pectivamente, de Y ).

(c) Se s =deg(¢), entao 1 <s<d—1.

(d) A decomposicio de f, g e h em fatores irredutiveis é da forma

f H 1f2k+t

]:1ka]_ I1_,9i
h = H;:lfjj ’ Hf:lhz‘

onde s + 25:1 ki = d+1ce 22:1 t; = 2s — 2. Os geradores X
e Y podem ser escolhidos de forma que quaisquer dois elementos de
{91, -1 gs, P, ..., hs} sdo relativamente primos.

(e) Para um elemento p; = {f; = 0} de P!, temos t; = multy(p;) — 1,
j=1..r

(f) Os geradores de X eY podem ser tomados da forma

— af] af] S agz agz
X—Q[Z (k:+t)fj(8$8—aya> S (0$a_8y6x)]
1 [/of of; ¢ Oh; oh;
reh {Zﬂ by )7 (3.%] =Gy ax) _Zi=% (%'ay‘a_y'aw)]

(4.1)
Reciprocamente, se ¢ : P — P! € um mapa nao constante com grau igual
as>1, eD um divisor em P da forma

D = (2k(p) + mult,(¢) — 1) - p

pePl

onde k(p) > (1,mult,(¢) — 1) e > cp k(p) < oo, entdo existe um 1inico
pencil (Z) de campos vetoriais homogéneos de grau d = 3 K(p) + s — 1,
com geradores X e Y dados como em (4.1), onde os termos fi, g;, h; sao
dados da sequinte forma: considere {py = |a1,b1], ..., = |a,, b} = {p €
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P! tais que 2k(p) + mult,(¢) — 1 > 0}, k; = k(p;), t; = mult, () — 1 e
fi(z,y) = ajy — bjx. Escrevendo ¢ : P — P!, ¢([z : y]) = [Gi(z,y) :
Hi(x,y)], onde Gy e Hy sao polinomios homogéneos de grau s, temos que os
termos g; e h; sao os fatores lineares de G, e Hi.

Demonstracao: Considere (Z))yepr um pencil de campos vetoriais ho-
mogéneos comutativos nao trivial com grau igual a d > 2 em C?, e dois
geradores X e Y de (Z,). Considere as fungoes f, g e h conforme descrito
anteriormente.

Suponha inicialmente que o pencil seja colinear, isto é, X AY = 0. Isso
implica que X = ~.Y, para alguma constante 7y, pois X e Y sao de mesmo
grau. Entdao f = 0 em C2. Considere o o méximo divisor comum dos
componentes de X (isto é, @ = mdc(X;, X»), onde X = X0, + X20,). Note
que « é um polindmio homogéneo. Podemos escrever X = a.Z, para algum
campo vetorial Z em C2.

Como X é homogéneo, X (0) = 0 e portanto «(0).Z(0) = 0. Se Z(0) # 0,

entdo «(0) = 0. Como Z = — ¢é holomorfo, terfamos X(0) # 0, uma

contradigao. Disso, temos necessaoti"iamente que Z(0) = 0 e esta singularidade
é isolada (Z nao pode ser constante igual a zero, e se houvesse conjunto
{f =0} al que Z(f) = 0, com f(0) = 0, entdo « nao seria o m.d.c das
componentes de X). Como Y AX =0, temos a.Y ANZ=0=Y ANZ=0e
da Proposigao (1.8) temos que Y = £.Z, onde 8 é um polinomio homogéneo
em C2. Como X e Y sdo de mesmo grau, X = o.Z e Y = (.7, conclui-se
que « e [ sao de mesmo grau.
Temos:

0=[X,Y]=[a.2 82 = (a.Z(8) — B.2(a)).2 = Z (§> Z =7 (E) =0

Q@ a
Como o pencil é nao trivial, nao existe A € C tal que X = A\.Y. Entao

a.Z # \.B.Z, para todo A € C, e portanto o # A3, donde é é nao constante.
!

Considere
¢o: P — P!
[z:y] — [B(z,y) : alz,y)].
Como os polinémios « e [ sao homogéneos de mesmo grau, a aplicagao
¢ estd bem definida. Portanto, tomando coordenadas locais em P!, temos

o B y)
¢( /55) Oé(iC,Z/)

e entao

0= Z(¢(x)) = ¢/ (4fa) - Z(v/x) = Z(v/x) =0
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pois ¢ £ 0. Isto significa que z.Z(y) — y.Z(x) = 0 = x.Z(y) = y.Z(x).
Escrevendo Z = A.0, + B.0,, a igualdade acima nos d&

v (A(%(y) + B(%(x)) _y (A(%(m) + B%@)) S 2B =y A

Podemos entao escrever A = x.\, B = y.\, para algum polinomio homogéneo
A. Entao Z = 2.M.0, +y.A.0, = A.R. Neste caso, se \; é um fator irredutivel
de A, entao o conjunto {\; = 0} é a equagdo de uma oérbita de Z, e, da
homogeneidade de A, a origem 0 esta nesta orbita. Mas Z tem singularidade
isolada em 0. Portanto, necessariamente, A é constante. Entao X = a;.R,
Y = 51.R, onde a1 = A\.ac e f; = \.[3, ambos homogéneos de grau d — 1. Isso
encerra a prova para o caso em que o pencil é colinear.

Suponha agora que o pencil seja nao-colinear. Por definicao, f # 0.
Vamos provar que isso implica que g # 0. Se tivermos g = 0, entao RA X =
0 = X = a.R, para algum polinomio homogéneo « de grau d — 1. Portanto,

0=[Y, X]=[Y,a.R|=Y(a)R—(d—1).a.Y

pois R(a) = (d — 1).a. Mas (d — 1)a.Y # 0, donde Y («a).R = (d — 1)a.Y.
Isso significa que R e Y sao colineares, isto é, X AY =0 = f =0, um
absurdo. Portanto, g # 0. Este argumento também nos permite concluir que
h #£ 0.

Ja sabemos que deg(f) = 2d, deg(g) = def(h) = d + 1, onde d =
deg(X) = deg(Y), com f, g e h polinomios homogéneos. Note que R =
2.0y + y.0, é linearmente diagonalizdvel, cujos autovalores sao p = ¢ = 1.
Usando a expressao em coordenadas para o Colchete de Lie (ver a Pro-
posigao (1.5)) e o fato de serem X e Y homogéneos de mesmo grau, temos
[R,X]=m.X, [R,Y] =m.Y, onde m = d — 1. Portanto, podemos aplicar o
Teorema (3.1) para concluir que //g (respectivamente //n) é integral primeira
meromorfa e ndo constante de X (respectivamente Y'). Isso prova (b).

Por (¢) do Teorema (3.1), obtemos fatoragoes em irredutiveis de f, g e h
conforme a espressao (3.3):

T lj
f= Hj:lf‘ _ _
9= H;:lfj j 'Hlegg’ (4.2)
h = H;:lfj - Hg:lh/

onde r > 0, mj,n; > 0, [; > m; +n; — 1 para todo j = 1,...,r, e quais-
quer dois polinomios em {f1,..., fr, g1, -, Gsy ---, P1, ..., By} s@o relativamente
primos. Defina k; = min(m;,n;).

Afirmativa 2 Os geradores do pencil podem ser tomados de tal forma que
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(a) mj =n; =kj, paraj=1,..,r.

(b) s=tea;=0b;, parai=1,..,s.

Demonstracao: Considere X, = X + AY, e RA X, = g,.0, A\ 0,, onde
gx = g-+Ah, e o parametro A € C. O Teorema de Bertini (1.2) garante que, se
u = mdc(g, h), entao £ ¢é nao singular fora do conjunto {uy = 0Juy, divide u}
(isto significa que (% (%) ,% (%)) # (0,0)). Portanto, u = H;Zlffj e
gy = H;f:lffj I, gin, com f;, gix lineares para todo 4, j, onde s + 3 k; =
d+1 e quaisquer dois polinémios em { f1, ..., fi, g1x, .-, gsa } 580 relativamente
primos.

Agora, considere A\, A2 € C, distintos e nao nulos, e considere gy,, gx,-
Chame X = X,, eY = X,,. X e Y sao geradores de X, e portanto
Xy =X\, +A.X0,, e ga =gy + Agy,. Em particular, X e Y satisfazem (a)
e (b), conforme desejado. O

No que segue, estaremos supondo que X e Y foram escolhidos conforme
enunciado na afirmativa acima. Vamos provar que a decomposicao de f em
fatores irredutiveis é da forma

=T >0 (4.3)
Temos que m = n = d —1 > 0; usando as expressoes do Teorema (3.1),
temos: o d 2
g m
—— =] = dr — x.d
(- 2) =2 Lt - way

(aqui, p = ¢ = 1). Reescrevendo, temos:

g.dh — h.dg = mf(y.de — x.dy).
Escreva g = ¢.G1, h = ¢.Hy, onde
G=T0_ 7, =T, e Hy =TI A7

Note que H; e G; tem o mesmo grau. Nestes termos, calculemos g.dh — h.dg.
Temos:

g.dh — hdg = ¢.Gy.d(.Hy) — . Hy.d(1.Gy)
= .Gy (d().Hy + b.d(H)) — . H, (d(4).Gy + 0.d(G1))
= ¢2(d(H,).Gy — d(G1).Hy)

que é igual a mf(y.dx — x.dy), e portanto ¥*| f (note aqui que os termos que
aparecem em d(H,).G; —d(G4).Hy) sao polinomiais cujos fatores lineares sao
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relativamente primos aos fatores de f). Disso, temos l; > 2k; = 1; = 2k;+1;,
para t; > 0 onde

G1.d(H,) — H1.d(G4) = m.H;f:lf;j(y.dx — x.dy)
e portanto [ = H;Zlffkﬁtj.

Agora, considere o mapa ¢ : P — P ¢([z : y]) = [g(x,y) : h(z,y)]. Pelo
cancelamento do fator comum entre g e h, ¢ pode ser escrita como ¢([x :
y]) = [Gi(z,y) : Hi(z,y)]. Como G; e H; sao relativamente primos, temos
que deg(¢) = deg(Gy) = deg(H,). Considere {py, ...,p;} C P! o conjunto dos
pontos criticos de ¢ e suponha ¢(p;) = ¢; € P! (estes sdo calculados usando
as coordenadas [1 : ¢] e [t : 1] de P'). Se ¢; # oo = [0 : 1] € P!, defina
K; = Gy —cjH;. Se ¢; = 00, defina K; = H;. Suponha que p; seja um ponto
critico com mult, (¢) = I; > 2. Entao podemos escrever K; = 1/1? A, onde
; é um polinémio linear, A ¢ homogeéneo e 1; nao divide A. Vamos provar
que wé-j ~ divide II7_, ™. De fato isto acontece, pois, de ¢; # 0o, temos

Kjd(Hl) — Hld(KJ) == (G1 — Cj.Hl).d(Hl) - Hl(d<G1) - Cj.d(Hl)
= Gld(Hl) - Cj.Hl.d(Hl) — Hld(Gl) + Cj.Hl.d(Hl)
= Gld(Hl) — Hld(Gl)
=mIl_, f"(y.de — x.dy)

conforme visto anteriormente. Isto significa que, se wj-j_l divide K;.d(H,) —
H,.d(Kj), entao @bé-j*l divide II7_, ™. Mas K; = @b;j.A, e disso temos que
w;.j_l divide K;.d(H,) — Hy.d(K;), e o caso em que ¢; # 0o esta provado.

No caso em que ¢; = oo, entao temos K; = H; = @D;j.A, e portanto
w;-j divide G1.d(H;) — Hy.d(G1). Pelo visto acima, temos que w;-j_l divide
II7_, f". Portanto, para cada j € {1,...,t}, podemos escrever ¢; = A;.fi(;),
onde \; € C* e i(j) € {1,...,r}, donde concluimos que I; — 1 < my(;), e em
particular, ¢t < r.

Reordenando os indices de tal forma que tenhamos i(j) = j, para todo
j€{l,..,r}, efazendo [; = 1 para os indices j em {t+1,...,7} (caso t <),
temos m; — (I; — 1) > 0, para todo j € {1,...,7}.

Provemos agora que m; = [; — 1, para todo j € {1,...,r}. Sabemos que
s+>T ki=d+1, f=T0_,f""" e deg(f) = 2d. Entao

imi:deg (iﬁ”’) :2d—2~iki:2d—2(d+1—s):25—2.
i=1 i=1 i=1
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Por outro lado, usando a Férmula de Riemann-Hurwitz (1.1), temos

2.9(P") — 2 = deg(9).(29(P") — 2) + 3 cpi [multy(6) — 1] =
= —2=-2s+: (l;—1)

= 2s—2= Z;Zl(lj — 1)

=D i ti=2 (i —1)

Como t; — (I; — 1) > 0, para todo i € {1,...,7}, segue que t; = [; — 1.
Assim ficam provados os itens (d) e (e) do Teorema (4.1). Agora, aplicando
o item (d) do Teorema (3.1), prova-se que os geradores X e Y do pencil tem
a expressao desejada e, portanto, (f) também estd provado.

Resta demonstrar que 1 < s <d—-1equel <r <d. Como k; > 1, para
todo j € {1,..,r}, entdo Y ', 2k; > 2r = 377 (2k; + m;) = 2d > 2r, e
disso conclui-se que 1 < r < d. Portanto

s =deg(Gy) = deg ( ) = deg(g) — deg <H§:1ffj) =d+1- Z k;
j=1

k.
I f)°

e disso temos que s < d+ 1 —r, e portando s < d. Mas, por defini¢ao, s > 0.
Se s = 0, entao terfamos ¢ constante e g = \.h, para alguma constante nao
nula A € C, pois g e h sao nao identicamente nulos. Usando isso, temos

RAX—-AY)=(9g—Ah)0, NOy=0=X—-AY =¢.R
onde ? é um polinomio homogéneo de grau d — 1. Portanto,
X =AY, X] = [X,X] = A[Y, X] = 0 = [¢-.R, X] = ¥[R. X] — X(¢).R

donde conclui-se que ¥.m.X = X (¢).R, e portanto X e R sao colineares, o
que contradiz nossa hipotese. Vale entao que s > 1.

Agora, suponha s = d. Neste caso, temos g = f1-91---gq, h = fi-h1---hg
e f=f(poiss+ > ki=d+1,istoé > ki=1=r=1e, como
f=fH#rm onde my = 2s — 2 = 2d — 2, temos f = f2H24°2 = f2d),

Dessa forma, o mapa ¢ = [g1 -+ gq : hy - - - hgl, tem grau d > 0 e apenas um
ponto de ramificagao, { f; = 0}, com multiplicidade 2d — 1. Isto é impossivel,
pois teriamos

multys,—o1(¢) =2d —1>d = Z mult,(¢)

pePt

Com isto, provamos que 1 < s < d — 1, conforme desejado.
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Para encerrar a prova, facamos a reciproca. Inicialmente, note-se que

X e Y sao quasi-homogéneos em relagao ao campo radial, isto é, os campos

obtidos sao da forma (4.1) e sdo quasi-homogéneos em rela¢ao a R (por serem

homogéneos por construgao). Do Teorema 3.1, item (b), fazendo S = R,

temos que as equagoes (3.1) e (3.2) sao satisfeitas por f, g e h. Usando o
Lema (2.5), conclui-se que [X, Y] = 0, conforme desejado.

O

.~ ‘ N N
como no Teorema anterior. Os conjuntos {(x,y) € C*: f;(z,y) = 0}, para
j €{1,...,r} sio chamadas as dire¢ées fizas do pencil gerado por X e Y.

Resgatando a definigao de gy = g + A.h, que figura na demonstragao do
Teorema anterior, as diregoes {g; » = 0} sdo as dire¢oes maoveis do pencil. O
polinomio homogéneo gy exerce o mesmo papel para Zy, = X + \.Y que g
exerce em X e h em Y. Em particular, g, se fatora em termos lineares como

T k; S
gr = Hj:lfj] AL g

O papel desempenhado pela quantidade de direcoes moveis e fixas de um
pencil é fundamental para os dois seguintes colorarios.

Corolario 4.1 Seja (Zy)aepr um pencil de campos vetoriais homogéneos co-
mutativos em C?, de grau 2. Apds um eventual mudanca linear de coorde-
nadas, os geradores X eY escrevem-se como um dos trés sequintes casos:

(a) X =g-R,Y =h-R, onde g e h sio polinomios homogéneos de grau
um e R = 20, + y0,.

(b) X =220, eY = —y?d,, e, neste caso, o pencil tem duas diregoes fizas.

(c) Y = 4?0, e X = 2xyd, + y*0,, e, neste caso, o pencil possui apenas
uma dire¢ao fixa.

Demonstracao: Considere X; e Y; geradores de um pencil de campos
polinomiais homogéneos que comutam e de grau 2. Escreva X; AY; = f10, A
Oy, RANX1 = 10, N0y, e RANY) = hi0; A Oy. Se g1 = hy =0, ja provamos
que, neste caso, X; e Y; sao multiplos do campo radial R, o que prova o item
(a).

Suponha fi, g1 e hy ndo identicamente nulos. Por (¢) do Teorema (4.1),
a aplicacao ¢ : P! — P! ¢([z : y]) = [91(z,y) : hi(z,y)] tem grau 1. Isso
significa que, como deg(g;) = deg(hi) = d+ 1 = 3. Entao

g1 = Hg:1ffi ) H§:191j = H?:Jiki-gz
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onde k; + ko = 2 e f1, fo e go sdo lineares. Podemos ter, entao, f; # fo (e
neste caso, o pencil tem duas diregoes fixas) ou f; = fo (uma direcao fixa).
Suponha que tenhamos duas diregoes fixas; sejam elas {f; = 0} e {fo =
0}. Como f; é linear, para i = 1,2, nas varidveis = e y, existem ay, by e as, by
tais que f; = a1z — by e fo = asx — boy, com (ay,by) # A(ag, by), A € C*.
Isso significa que a1by — byas # 0, e portanto, a transformacao linear cuja
matriz (na base canonica) é

1 bl —ay
a2b1 — albg _b2 a2

leva {fi = 0} e {fo = 0} em {x = 0} e {y = 0}, respectivamente. Neste
caso, g1 = xY.gs € hy = xy.ho, f = 2%y?, com ¢; e hy lineares e relativamente
primos; é possivel, portanto, escolher A; e Ay com [a : b], [c: d] € P! tais que
ags + bhy = x, cgs + dhy = y. Defina, entao, g = 2%y = xy(a.gs +b.hy) e h =
x.y%; ao fazer isso, estamos considerando os novos geradores Zy, = aX + bY
e Zy, = cX +dY do pencil. Neste caso, temos

df = 2xy.dx + 22%y.dy, dg = 2xy.de + 22, e dh = y*.dx + 2zy.dy
Observe agora que
dgANdh = 3z*y*dx Ndy, dhAdf = =22 dx Ady, e df Ndg = —22°y*dx Ady
portanto

f.dgNdh+g.dh Ndf +h.df Ndg = [z*y*(3 -2 —2)|dz Ady = (1) f*.dx Ady.

2.2 fooaty?

Uma vez que = = =y, e ==
q g 1’y e .12

= x sao linearmente independen-

d(//g)

tes, podemos entao aplicar o Lema (2.5) para obter campos X = (g—)

7/q
d(//n)

eY = (h—) (o asterisco denota o dual da 1-forma). Temos:

in
X = (y (d_;)) _ (@.dy)* = 20,

v (o (L)) = e = —ia,

Uma vez que a comutatividade de campos independe de escalares, podemos
tomar Y = y%9,, o que encerra a prova de (b).
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Resta provar (c). Neste caso, temos apenas uma diregao fixa, a qual, via
mudanga de coordenadas, pode ser assumida como {y = 0}. Neste caso,
g1 = Y2g2, h1 = y?*he e f = y*, com g, e hy relativamente primos. Neste caso,
podemos tomar combinagoes lineares, como antes, de forma que ags+bhy = x
e cgs + dhy = y. Defina g = zy? = y*(ags + bhy) e h = y* = y*(cgs + dhs).
Temos:

df = 4y°dy, dg = y*dx + 2xydy, e dh = 3y*dy

dg A dh = 4y*dx A dy, dh ANdf =0 e df Adg = —4y>dx A dy.
Temos entao que
f.dg Adh+ g.dh Ndf + h.df Adg = 3ySdx A dy — 4yBdx A dy = — f2dx A dy.

Podemos entao aplicar novamente o Lema (2.5), para obter campos X e Y
que serao os geradores procurados. Temos

() ()
(o (L )

= (—y?.dz + 2xy.dy)*
= 22y.0, + y*.0,

() - (o)

= (y*.dy)*

0 que encerra a prova do corolério. O

Corolario 4.2 Seja (Z))xepr um pencil de campos polinomiais homogéneos
de comutam em C? com grau igual a 3. Apds uma mudanca linear de
varidaveis, os geradores X e Y do pencil podem ser tomados como:

(a) X =g.ReY =h.R, onde g e h sao polinomios homogéneos de grau 2
e R € o campo radial.

(b)) X =y*.0, eY = 32y*.0,+y>.9,. Neste caso, o pencil tem uma dire¢io
movel e uma fiza.

(c) X =2*y.0, eY = xy*.0,—y>.0,. Neste caso, o pencil tem uma dire¢do
movel e duas direcoes fizas.
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(d) X = (22%y + 2%)0, — 2*y.0, e Y = —xy®.0, + (2zy* + y*)9,. Neste
caso, o pencil tem uma direcao movel e trés direcoes fixas.

(e) X =230, e Y =4>.0,. Neste caso, o pencil tem duas dire¢oes mdveis
e duas firas.

Demonstragao: Sejam f, g e h como no Teorema (4.1). Caso tenhamos
g = h =0, entdao X e Y sdo colineares e, portanto, sdo como em (a) do
Corolério (4.1). Caso contrério, considere o mapa

¢: P! P!
[z :y] = [g9(z,y) : h(x,y)].

Este mapa tem grau s, onde podemos ter s = 1 ou s = 2, conforme (c)
do Teorema (4.1).

Suponha inicialmente que s = 2. Como g(P') = 0, usando a Férmula de
Riemann-Hurwitz, temos:

2(g(P') — 1) = 2.deg(¢)(g(P') — 1) + Y _ (mult,(¢) — 1)

peP!

donde 3= pi (multy(¢) — 1) = 2. Como mult,(¢) < 2 = s, para p € P!,
segue que existem apenas dois pontos de ramificagao, e estes possuem mul-
tiplicidade 2 cada. Chame-os [z : yi], |72 : y2] € PL.

Considere ®; a transformacao de Mébius tal que ®1([0 : 1]) = [z1 : y1] e
O([1:0]) = [z2: ya], € Dy tal que Po(p([z1: 11])) = [0: 1], pa(@([z1 : 22])) =
[1:0]. Escolhendo um ponto arbitrdrio [z3 : y3] € Pt — {[z1 : wi], [z2 : o]},
e fixando @ ([1 : 1]) = [x3 : y3], Pa(d([x3 : ys])) = [1 : 1], temos que P; e Py
ficam unicamente determinadas e, em particular, sao biholomorfismos de P!,
e disso mult,(®;) = 1, para i = 1,2, para todo p € P’

Segue que ® = Py 0 ¢po ®; : P! — P! tem pontos de multiplicidade 2
em [1:0] e [0: 1] apenas, e multiplicidade 1 nos demais. Além disso, esta
aplicagao fixa os pontos [1 : 0] e [0 : 1]. Necessariamente, esta aplicagao é
da forma ®([z : y]) = [z* : ¥?] que, em coordenadas complexas, ¢ da forma

2

O([x:y]) = % Disso, temos que g(x,y) = fi-f2-y%, h(x,y) = fi-fo-2?, onde
f1 e fa sao fatores lineares, g e h polinomiais de grau 4. Como o conjunto dos
pontos criticos de ® ¢ {[0 : 1],[1 : 0]}, e ambos s@o pontos de ramificagao,
escreva G = y?, Hy = 22, ¢; = 0, ¢y = 0o. Defina K; = y> — 0.H, = y® e
K, = z* (estamos reproduzindo o feito na prova do Teorema (4.1)). Entao,
U =x, 0 =ye fi =A.xe fo =Xy, com A, Ay € C*, donde {x =0} e
{y = 0} s@o as diregoes fixas do pencil.
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Do item (d) do Teorema (4.1), temos k; = ks = 1 e do item (e), temos
que t; = t, = 1. Portanto, f = z%.5® (via mudanca linear de coordenadas),

f_ s f

eg=ay®eh = a3. Agora, como =~ = 2, y = y? sdo nao constantes e

meromorfas em C2, e

F.dg Adh + g.dh Adf + hodf A dg
= [23y3(23y® — 323y) + 23 (92°y3 — 32°y®) + 23y(923y® — 323y®)|dx A dy
= [—225y5 + 62595 + 625¢°]dz A dy = 10(23y3)?dx A dy

= 10.f%.dx A dy.

Pelo Lema (2.5), o pencil gerado por

<)

= (y.dx + 3xy*.dy — 3y3.dv — 3xy?dy)*

= (=2y3.dx)*
= 2y3.0,
e
L (dh df\Y
v =(n(%-7))
= (—22%dy)"
= —2230,.

Independento a comutatividade de escalares, podemos tomar X = 39, e
Y = 230,. Isso prova o item (e).

Agora, suponha s = 1. Neste caso, temos apenas uma direcao maével.
Por Riemann-Hurwitz, ¢ nao tem pontos de ramificacao; logo, t; = 0, para
j = 1,2, onde t; é como consta no Teorema (4.1). Como f = H;Zlffkj e
def(f) = 6. Temos trés possibilidades:

(i) r=1, k = 3;
(i) r=2,k=1¢€ky=2;
(111) 7“:361{71:]{52:]{3:1.

No primeiro caso, temos apenas uma direcao fixa. Via uma mudanca
linear de coordenadas, podemos supor f; = y. Assim, temos f = 5, g =
y3.g1, h = y3.hy, onde h; e g sdo lineares e relativamente primos.

Escolha a, b, ¢, d € C tais que ac—bd # 0, a.g1 +b.hy = x, c.g1 +d.h1 = y;
e os geradores Z), e Z,, para o pencil Zy, onde \y = [a : b] e Ay = [c : d].
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Neste caso, gy, = a.g + b.h = y3(a.g1 + b.hy) = y*.x e g), = y*. Considere
3
entao novas fungoes g = gy, ¢ h = gy,. Como = = L = y? sao nao
x

e —
h
constantes, meromorfas e independentes, e como
f.dg ANdh+ g.dh Ndf + h.df Ndg = —4y'2dx A dy + 6y*2dz A dy
= 2yl2dx A dy
= 2.f%dx N dy

entao podemos aplicar o lema (2.5) para concluir que

)
g f
= (4y°.dy — 6y°.dy)*

= (—2y°.dy)*
= —23.0,

dh  df\\"
Y =(h|——-—=
((5-7))
= (y3.dx + 3xy*.dy — 6zy*.dy)*
= (y3.dw — 3zy*.dy)*

= —3xy>.0, — 1.0,

podemos tomar entao X = 4.9, e Y = 32y.9, + y>.9,, 0 que prova o item
(D).

No segundo caso, temos duas direcoes fixas, as quais, via mudanca linear
de coordenadas, podem ser tomadas como f; = z, fo = y. Como k; = 1,
ky = 2, segue do Teorema (4.1) que f = z%y*, g = xy*.91, h = xy?.hy, onde
g1 € hy sao relativamente primos. Conforme feito anteriormente, escolhendo
geradores adequados, podemos escrever a.g; + b.hy = x, c.g1 +d.hy = y, com

ac — bd # 0. Disso, temos que g = 2%y%, h = xzy3. Como =~ = 3% e » =y
g

sao meromorfas, nao constantes e independentes, e como
f.dg Adh+ g.dh Adf + h.df ANdg = (—2)x*yS.de Ady = —2.f*.dx A\ dy
segue do Lema (2.5) que podemos tomar os seguintes geradores:
d d -
< -p2-9)
g f

= (—22%y.dy)’
= —22%y0,
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(7))
h f
= (—y3.dw — xy*.dy)*
= —x.y%0, +y3.0,

Pode-se tomar X = 22%y.0, e Y = 2.42.0, — y*.9,, 0 que prova (c).

No terceiro caso, temos trés direcoes fixas: fi, fo e f3. Via uma trans-
formagao linear, podemos supor f; = x, fo = y e a partir disso temos
fs =ax+by, com a, b € C*. A transformagao T (z,y) = (g, %) faz com que
possamos admitir f3 = z+y. Entao, f = 2%y*(z+y)?, g = vy(x+y).g1 e h =
xy(x + y)hy, onde g; e hy sdo relativamente primos. Tomando combinagoes
lineares adequadas, podemos assumir g = 2?y(z+vy) e h = xy*(z+vy). Como

h
tomar os geradores

S =ylrtvy) e S = x(r + y) sdo meromorfas e independentes, podemos
g

<-p5-2)
g f
= (2%y.dx + (22°%y + 23).dy)*
= (22%y + 23).0, — 2%y.0,
Y s

dh  df\\"
("(F-7))
= ((2zy? + y3)dx + xy*.dy)*
= 2y2.0; — 2zy* + y*)9,

o que prova (d).
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