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UFMG.

Data da defesa:

Banca Examinadora:



2



3
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Aos meus pais, Mércia e Willian, por ensinarem a mim a mais importante
das virtudes: Coragem. Ao meu irmão Guilherme (in memoriam), cuja luz
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Introdução

Um campo de vetores homogêneo X em Cn é dado por

X =
n∑
j=1

Pj
∂

∂xj
,

onde cada Pj, 1 ≤ j ≤ n, é um polinômio homogêneo. Tal campo vetorial
X define uma folheação holomorfa por curvas FX em Cn, onde as folhas
de FX são as componentes conexas das órbitas de X. Diremos que dois
campos de vetores X e Y comutam se o colchete de Lie [X, Y ] = XY − Y X
é identicamente zero.

Nos trabalhos [14] e [15], Henri Poincaré dedicou-se a responder o seguinte
problema:

“É posśıvel decidir se uma equação diferencial algébrica em duas variáveis,
admite uma integral primeira racional?”

Recentemente, Alcides Lins Neto, no artigo “Some examples for the Poin-
caré and Painlevé problems” (ver [11]), dá uma resposta negativa ao problema
acima, usando ferramentas da Teoria de Folheações. Lins Neto exibiu uma
famı́lia a um parâmetro de folheações tal que, somente num subconjunto
denso desta famı́lia de parâmetros, as folheações possuem integral primeira
racional de graus arbitrariamente altos. Em [4], Adolfo Guillot fornece ou-
tro contra exemplo para o Problema de Poincaré, construindo um pencil de
campos vetoriais homogêneos em C3 que comutam (no sentido de Lie), o que
também serve como contra-exemplo para a seguinte Conjectura de Painlevé
([?]):

“Campos polinomiais em Cn com soluções meromorfas globais são com-
pletamente integráveis?”

O exemplo de Guillot sugeriu a Lins Neto o seguinte problema:
“É posśıvel descrever todos os pencils de campos vetoriais homogêneos que

comutam, no sentido de Lie, em Cn?”
Em [7], Lins Neto, dá uma classificação completa para pencils de campos

vetoriais homogêneos e quasi-homogêneos que comutam em C2; o problema
permanece em aberto para campos polinomiais não homogêneos em C2 e
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para campos, homogêneos ou não, em Cn, com n maior ou igual a 3 e grau
maior ou igual a 2.

O principal objeto de estudo desta dissertação é a descrição completa da
classificação dos pencils de campos vetoriais homogêneos que comutam em
C2, baseado principalmente nos resultados obtidos por A. Lins Neto em [7].
Mais especificamente, serão mostrados os seguintes teoremas:

Teorema 1 Sejam X, Y campos vetoriais não nulos que comutam em C2,
quasi-homogêneos em relação a S = px.∂x+qy.∂y, onde p, q ∈ N e mdc(p, q) =
1. Escreva [S,X] = mX, [S, Y ] = nY , X ∧ Y = f∂x ∧ ∂y, S ∧ Y = g∂x ∧ ∂y
e S ∧ Y = h∂x ∧ ∂y. Suponha ainda que f 6≡ 0, h 6≡ 0 e n 6= 0. Então:

(a) g 6≡ 0 e
f

g
é uma integral primeira meromorfa para X.

(b) Se m 6= 0, então f , g e h satisfazem

mn.f 2.dx ∧ dy = f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg (1)

e

(m− n).
df

f
+ n.

dh

h
−m.dg

g
=
mn.f

gh
(qy.dx− px.dy) (2)

e estas expressões são equivalentes.

(c) Se m 6= 0, então todos os fatores irredut́ıveis de f dividem g e h.
Reciprocamente, se p = mdc(g, h), então todo fator irredut́ıvel de p
divide f . Além disso, podemos escrever f , g e h em fatores irredut́ıveis
na seguinte forma:  f = Πr

j=1f
lj
j

g = Πr
j=1f

mj
j · Πs

i=1g
ai
i

h = Πr
j=1f

nj
j · Πt

i=1h
bi
i

(3)

onde r > 0, mj, nj > 0, lj ≥ mj + nj − 1 para todo j = 1, ..., r, e
quaisquer dois polinômios em {f1, ..., fr, g1, ..., gs, ..., h1, ..., ht} são re-
lativamento primos.

(d) Supondo que f , g e h escrevem-se como (3), então os campos X, Y
escrevem-se como

X =
1

n
.g

[
r∑
j=1

(lj −mj)
1

fj
(fjx∂y − fjy∂x)−

s∑
i=1

ai
1

gi
(gix∂y − giy∂x)

]

Y =
1

m
.h

[
r∑
j=1

(lj − nj)
1

fj
(fjx∂y − fjy∂y)−

t∑
i=1

bi
1

hi
(hix∂y − hiy∂x)

]
(4)
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Um pencil ou sistema linear a um parâmetro Zλ é uma famı́lia de
polinômios descrita por um parâmetro λ = [a : b] ∈ P1 por

Zλ = X + λY = aX + bY.

Ele é dito colinear se X ∧ Y = 0.

Teorema 2 Sejam (Zλ), λ ∈ P1 um pencil não-trivial de campos vetoriais
homogêneos de grau d ≥ 2 que comutam em C2, e X, Y geradores de Zλ
conforme descritos acima. Se o pencil for colinear, então X = α.R, Y =
β.R, para α, β polinômios homogêneos de grau d − 1. Se o pencil for não-
colinear, então

(a) f, g, h 6≡ 0.

(b)
f

g
(respectivamente

f

h
) é integral primeira não constante de X (respec-

tivamente, de Y ).

(c) Se s = deg(φ), então 1 ≤ s ≤ d− 1.

(d) A decomposição de f , g e h em fatores irredut́ıveis é da forma
f = Πr

j=1f
2kj+tj
j

g = Πr
j=1f

kj
j · Πs

i=1gi
h = Πr

j=1f
kj
j · Πs

i=1hi

onde s +
∑r

j=1 kj = d + 1 e
∑r

j=1 tj = 2s − 2. Os geradores X
e Y podem ser escolhidos de forma que quaisquer dois elementos de
{g1, ..., gs, h1, ..., hs} são relativamente primos.

(e) Para um elemento pj = {fj = 0} de P1, temos tj = multφ(pj) − 1,
j = 1, ..., r.

(f) Os geradores de X e Y podem ser tomados da forma
X = g

[∑r
j=1(kj + tj)

1

fj

(
∂fj
∂x

.∂y −
∂fj
∂y

.∂x

)
−
∑s

i=1

1

gi

(
∂gi
∂x

.∂y −
∂gi
∂y

.∂x

)]
Y = h

[∑r
j=1(kj + tj)

1

fj

(
∂fj
∂x

.∂y −
∂fj
∂y

.∂x

)
−
∑t

i=1

1

hi

(
∂hi
∂x

.∂y −
∂hi
∂y

.∂x

)]
(5)

Reciprocamente, se φ : P1 → P1 é um mapa não constante com grau igual
a s ≥ 1, e D um divisor em P1 da forma

D =
∑
p∈P1

(2k(p) +multp(φ)− 1) · p
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onde k(p) ≥ (1,multp(φ) − 1) e
∑

p∈P1 k(p) < ∞, então existe um único
pencil (Zλ) de campos vetoriais homogêneos de grau d =

∑
pK(p) + s − 1,

com geradores X e Y dados como em (5), onde os termos fi, gi, hi são
dados da seguinte forma: considere {p1 = [a1, b1], ..., rr = [ar, br]} = {p ∈
P1 tais que 2k(p) + multp(φ) − 1 > 0}, kj = k(pj), tj = multpj(φ) − 1 e
fj(x, y) = ajy − bjx. Escrevendo φ : P1 → P1, φ([x : y]) = [G1(x, y) :
H1(x, y)], onde G1 e H1 são polinômios homogêneos de grau s, temos que os
termos gi e hi são os fatores lineares de G1 e H1.

As principais ferramentas necessárias para a compreensão da dissertação e ob-
tenção dos resultados abrangem cálculo diferencial exterior, derivada de Lie,
Teorema de Divisão de De Rham e Teorema de Riemann-Hurwitz. Também
são apresentados resultados concernentes a classificação de pencils de campos
quasi-homogêneos e a descrição de todos os pencils homogêneos cujo grau é
igual a dois ou três.



Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

As discussões neste caṕıtulo são de caráter contextualizador, cujo forma-
lismo completo pode ser consultado em [1] ou em [9].

1.1 Campos vetoriais em Variedades

Seja M uma variedade diferenciável (ver [9]) sobre K (diferenciável de
classe Cr ou anaĺıtica se K = R, holomorfa se K = C) com dimensão n. O
conjunto das funções f : M → K de classe Cr, anaĺıticas ou holomorfas será
denotado por Fj(M), onde j = r, A,H, respectivamente, para os casos em
que estas funções são diferenciáveis de classe Cr, anaĺıticas ou holomorfas,
ou simplesmente F(M) quando independer do contexto. Em cada p ∈ M ,
considere o espaço tangente a M em p, denotado por TpM . Definimos o
fibrado tangente de M como o conjunto

TM = {(p, v) ∈M × Rn|v ∈ TpM}.
O fibrado tangente de M tem estrutura de variedade (diferenciável de

classe Cr, anaĺıtica ou holomorfa) de dimensão 2n. A este conjunto está
associado uma projeção natural

π : TM → M
(p, v) 7→ p.

Considere uma carta local φ : U → Kn, onde U ⊂ M é aberto em M
(e neste caso, escreveremos também U ⊂

ab
M para denotar U aberto em M).

À carta φ está associada uma base para o espaço TpM em cada p ∈ U , que

é formada pelos vetores tangentes

{
∂

∂xi
(p)|1 ≤ i ≤ n

}
. Para simplificar a

notação, escreveremos
∂

∂xi
(p) como ∂xi(p) ou apenas ∂xi .
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Um campo de vetores X é uma aplicação X : M → TM tal que π ◦X :
M →M é igual à identidade em M . X é diferenciável de classe Cr, anaĺıtico
ou holomorfo se o for como aplicação entre as variedades M e TM . Para
cada p ∈M , X(p) é um vetor de TpM cuja expressão na base induzida pela
carta local φ será escrita como

X(p) =
n∑
i=1

Xi(p)∂xi

ondeX é de classe Cr, anaĺıtico ou holomorfo se e somente se cadaXi também
o for. É fácil verificar que Xj(M), j = r, A,H, o conjunto de todos os campos
vetoriais sobre M , respectivamente de classe Cr, anaĺıticos ou holomorfos, é
um espaço vetorial sobre K.

Perceba que cada ∂xi é um campo vetorial, conforme a definição dada,
para i = 1, ..., n. A estes campos chamaremos campos vetoriais coorde-
nados.

Definição 1.1 Considere um campo vetorial X ∈ Xj(M), j = r, A,H, Uma
função não constante f ∈ Fj(M) é uma integral primeira (Ck, anaĺıtica
ou holomorfa) de X se X(f) ≡ 0. Neste caso, se X =

∑n
i=1Xi∂xi, então

X(f) =
n∑
i=1

Xi(f)
∂f

∂xi
= 0.

1.2 Formas Diferenciais, Produto Interior e

Exterior e Derivada Exterior

Uma 1-forma (de classe Cr, anaĺıtica ou holomorfa) ω em M é uma
aplicação holomorfa

ω : TM → C

tal que, para todo p ∈M , a aplicação

ωp : TpM → C
v 7→ ωp(v) = ω(p, v)

é K-linear. O conjunto de 1-formas de classe Cr, anaĺıticas ou holomorfas
sobre M será denotado por Ω1

j(M), j = r, A,H.

É fácil ver que, fixado um ponto p ∈ M , ωp é um elemento de TpM
∗, o

espaço dual de TpM . Como consequência disso, obtemos uma base local para
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o espaço das 1-formas sobre M a partir das bases locais {∂xi|i = 1, ..., n} da
seguinte forma: considere 1-formas dxi, i = 1, ..., n, tais que

dxi(p)(∂xj(p)) = δij =

{
0, para i 6= j
1, para i = j.

Segue-se que o conjunto {dx1, ..., dxn} é uma base para TpM
∗. Portanto,

uma 1-forma definida em um conjunto aberto V ⊂
ab
M onde temos uma carta

local Φ, escreve-se de forma única como ω =
∑n

i=1 ωidxi, onde ωi ∈ Fj(V ),
i = 1, ..., n. Esta construção nos permite concluir que o espaço dual do
espaço das 1-formas é o conjunto de campos vetoriais holomorfos em M , isto
é, Ω1

j(M)∗ = Xj(M), j = r, A,H.

Exemplo 1.1 : Como caso particular do que foi feito acima, admita que
ω ∈ Ω1

H(C2). Então ω = Pdx+Qdy. Podemos calcular o campo X dual a ω
através do “determinante”

X = det

(
∂x ∂y
P Q

)
= Q∂x − P∂y.

De forma análoga, dado um campo vetorial holomorfo X = A∂x + B∂y em
C2, o seu dual é uma 1-forma holomorfa ω dada por

ω = det

(
A B
dx dy

)
= −Bdx+ Ady.

Defina o conjunto

(TM)k = {(p, v1, ..., vk)|p ∈M, vi ∈ TpM, i = 1, ..., k}, k ∈ Z∗+.

Este conjunto admite uma estrutura de variedade de dimensão nk+1. Uma
k-forma holomorfa η em M é uma aplicação holomorfa η : (TM)k → C
tal que, para qualquer p ∈ M , a aplicação ηp : (TpM)k → C dada por
ηp(v1, ..., vk) = η(p, v1, ..., vk) é k-multilinear (linear em todos os seus k argu-
mentos) e alternada, isto é, para todo i = 1, ..., n, vale:

ηp(v1, ..., vi, vi+1, ..., vk) = −ηp(v1, ...vi+1, vi, ..., vk).

O conjunto de todas as k-formas suaves de classe Cr, anaĺıticas ou ho-
lomorfas em M será denotado por Ωk

j (M), j = r, A,H ou apenas por Λk

quando o contexto estiver bem definido. Note que Ω0
j(M) = Fj(M).
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Definição 1.2 Sejam α ∈ Ωk
j (M) e β ∈ Ωl

j(M). O produto exterior de α

e β é a (k + l)-forma em Ωk+l
j M dada por

α ∧ β(p, v1, ..., vk+l) = αp ∧ βp(v1, ..., vk+l) =

=
1

k!l!

∑
δ∈Sk+l

ε(δ)αp(vδ(1), ..., vδ(k))βp(vδ(k+1), ..., vδ(k+l))

onde Sk+l é o conjunto de todas as permutações δ dos ı́ndices {1, 2, ..., k+ l}
e ε(δ) é o sinal da permutação.

Proposição 1.1 [1, pg.5] Sejam α ∈ Ωk
j (M) e β ∈ Ωl

j(M). O produto
exterior goza das seguintes propriedades:

(a) α ∧ β ∈ Ωk+l
j (M)

(b) Se k = l e f ∈ F(M), então

α ∧ (fβ + γ) = f(α ∧ β) + α ∧ γ

e
(fβ + γ) ∧ α = f(β ∧ α) + γ ∧ α

(c) α ∧ β = (−1)k+lβ ∧ α.

Exemplo 1.2 Trabalharemos essencialmente com 1-formas e 2-formas ho-
lomorfas em C2. Admita que ω1 e ω2 sejam duas 1-formas holomorfas em
C2 cujas representações em coordenadas sejam

ω1 = a1dx+ b1dy

e
ω2 = a2dx+ b2dy.

Nestas condições, temos que

ω1 ∧ ω2 = (a1dx+ b1dy) ∧ (a2dx+ b2dy)
= a1a2dx ∧ dx+ (a1b2 − b1a2)dx ∧ dy + (b1b2)dy ∧ dy.

Da Proposição 1.1, temos que dx ∧ dx = −dx ∧ dx, o que implica que
dx ∧ dx = 0 e dy ∧ dy = 0. Portanto

ω1 ∧ ω2 = (a1b2 − b1a2)dx ∧ dy.
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Definição 1.3 Sejam α ∈ Ωk
j (M) e X ∈ Xj(M), com k ≥ 1. O produto

interior de X por ω é a (k − 1)-forma ix(ω) ∈ Ωk−1
j (M) definida por

(ix(ω))p(v1, ..., vk−1) = ωp(X(p), v1, ..., vk−1).

Proposição 1.2 [9, pg.26] Sejam X, Y ∈ X(M), α ∈ Λk, β ∈ Λl e f ∈
H(M). Então valem:

(a) ifX+Y (α) = f · iX(α) + iY (α),

(b) iX(fα + β) = f · iX(α) + iX(β),

(c) iX(α ∧ β) = iX(α) ∧ β + (−1)kα ∧ iX(β),

(d) iX(iY (α)) = −iY (iX(α)), k ≥ 2.

Exemplo 1.3 Suponha que X ∈ X(C2) e ω ∈ Λ2(C2). Admita que ambos
sejam representados por X = X1∂x +X2∂y e ω = fdx ∧ dy. Então

iX(ω) = iX(fdx ∧ dy) = fiX(dx ∧ dy)
= f(iX(dx) + (−1)1iX(dy)) = f(X1dy −X2dx)
= −X2fdx+X1fdy.

Nossa seguinte definição será introduzida para as k-formas (de classe Cr,
anaĺıtica ou holomorfa) ω definidas globalmente em Kn, isto é, ω admite uma

representação
∑
I

αIdxI válida em todos os seus pontos, onde αI : Kn → K

(Cr, anaĺıtica ou holomorfa), cada ı́ndice I é uma sequência (i1, ..., ik) de k
elementos de {1, ..., n} com i1 < i2 < ... < ik, e dxI = dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik .

Definição 1.4 Seja f : Kn → K de classe Cr, anaĺıtica ou holomorfa. A
derivada exterior de f é a 1-forma

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

Se ω é uma k-forma (de classe Cr, anaĺıtica ou holomorfa) cuja expressão
em coordenadas ω =

∑
I αIdxI , a derivada exterior de ω é a (k+1)-forma

dω =
∑
I

dαI ∧ dxI

Proposição 1.3 [1, pg.9] Considere ω1 ∈ Λr(Kn), ω2 ∈ Λk(Kn) A derivada
exterior goza das seguintes propriedades:
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(a) Se r = k, então d(ω1 + ω2) = d(ω1) + d(ω2),

(b) d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)k+rω1 ∧ dω2,

(c) d(dω1) = 0.

Definição 1.5 Uma k-forma ω ∈ Ωk
j (M) é fechada se dω = 0 e exata se

existir η ∈ Ω
(k−1)
j (M) tal que ω = dη.

1.3 Derivada de Lie para Campos e Formas

Suponha K = C e seja H(M) = {f : M → C|f é holomorfa}. Considere
X ∈ X(M) holomorfo. O campo X induz uma aplicação linear

X : H(M) → H(M)
f 7→ X(f)

onde
X(f) : M → C

f 7→ (X(f))(p) = dfp(X(p))

que, em coordenadas locais, (X(p)) · f =
n∑
i=1

X(p)
∂f

∂xi
(p). Esta aplicação

satisfaz a Regra de Leibniz

X(fg) = X(f)g + fX(g).

e nesse sentido podem ser entendidas como derivações. A seguir, definiremos
a Derivada de Lie (de um campo ou de uma forma) em relação a um campo
vetorial. A abordagem utilizada para introduzir estes conceitos será menos
profunda e mais direta; a construção minuciosa e a constatação das proprie-
dades que aqui serão citadas pode ser consultada em [9] e faz uso do fluxo
de um campo vetorial.

Definição 1.6 Suponha X, Y derivações em Fj(M), j = r, A,H. O col-
chete de Lie ou comutador de X e Y, é derivação [X, Y ] definida por

[X, Y ] = XY − Y X.

Em se tratando de campos vetoriais como derivações, esta é a Derivada
de Lie de Y em relação a X, e também pode ser denotada por

LXY = [X, Y ].

Dizemos que duas derivações (em particular, dois campos vetoriais) comu-
tam quando seu comutador é identicamente igual a zero.
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Proposição 1.4 [1, pg. 48] Sejam A,B,C ∈ X(M) e λ ∈ K. O comutador
de campos vetoriais possui a seguintes propriedades:

(a) O comutador é bilinear, isto é,

[A+B,C] = [A,C] + [B,C],

[C,A+B] = [C,A] + [C,B] e

[λA,B] = [A, λB] = λ[A,B],

(b) [A,B] = −[B,A],

(c) [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (Identidade de Jacobi).

Proposição 1.5 [1, pg. 49] Considere um sistema de coordenadas locais
(x1, ..., xn) em M e {∂x1, ..., ∂xn} os campos vetoriais coordenados. Sejam
f, g ∈ Fj(M) e X, Y ∈ Xj(M). Temos:

(a) [∂xi, ∂xj] = 0, para todo i, j ∈ {1, ..., n} (Teorema de Schwarz),

(b) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X,

(c) Se X =
∑n

i=1Xi∂xi e Y =
∑n

i=1 Yi∂xi, então

[X, Y ] =
n∑
i=1

(X(gi)− Y (fi))∂xi =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

fj
∂gi
∂xj
− gj

∂fi
∂xj

)
∂xi.

A seguinte proposição apresenta propriedades da Derivada de Lie em
relação a formas diferenciais.

Proposição 1.6 [9, pg. 33] Nas condições da proposição anterior, considere
ω1 ∈ Λr(Kn), ω2 ∈ Λk(Kn). Valem as seguintes propriedades:

(a) LX(ω1 ∧ ω2) = LX(ω1) ∧ ω2 + ω2 ∧ LX(ω2);

(b) LX(ω1) = iX(dω1) + d(iX(ω1));

(c) Se f ∈ Fj(M), então LfX(ω1) = fLX(ω1) + df ∧ iX(ω1);

(d) LX(dω1) = d(LX(ω1));
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1.4 Germes de Funções Holomorfas

Nesta seção, bem como nas seções posteriores, estaremos supondo M =
Cn, n inteiro positivo, K = C, e j = H.

Definição 1.7 Considere um ponto w ∈ Cn, e f ∈ F(Uf ), g ∈ F(Ug), onde
Uf , Ug são abertos de Cn contendo w. Dizemos que f e g são equivalentes se
existir um aberto V ⊂ Uf ∩Ug tal que f |V = g|V . A classe de equivalência de
uma função f em torno de w é chamado o germe de f em w e denotado
fw.

Usando representantes de dois germes fw e gw no mesmo ponto, podemos
definir uma estrutura de anel (comutativo) para o conjunto de germes de
funções holomorfas em w. Este anel é denotado por Ow, ou nOw quando for
necessário explicitar a dimensão do espaço ao qual w pertence.

Proposição 1.7 [5, pg.66] O anel de germes de funções holomorfas Ow é
isomorfo ao anel de séries de potências convergentes com centro em w.

A partir desta definição de germes, podemos definir, de maneira análoga,
germes de k-formas e de campos vetoriais em um ponto w ∈ Cn.

1.5 Teorema de Divisão de De Rham

Definição 1.8 Uma 1-forma ω definida num aberto V ⊂
ab

Cn, n ≥ 2, tem

uma singularidade isolada em 0 se w(0) = 0 e w(z) 6= 0 para todo z 6= 0
numa vizinhança U ⊂

ab
V com 0 ∈ U .

Proposição 1.8 (Teorema da Divisão de De Rham) Seja ω uma 1-forma
holomorfa num aberto V de Cn, com singularidade isolada em 0 ∈ V . Supo-
nha que exista uma p-forma holomorfa η definida em V , com 1 ≤ p ≤ n− 1
tal que

ω ∧ η = 0

então existe uma (p− 1)-forma holomorfa β em V tal que

η = ω ∧ β.

Demonstração: Ver [8, pg.150] ou [13, pg.177]. �
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1.6 Espaços Projetivos Complexos

Sejam z = (z0, z1, ..., zn) e w = (w0, w1, ..., wn) em Cn+1 − 0. Considere a
seguinte relação de equivalência em Cn+1 − 0:

z ∼ w ⇐⇒ ∃λ ∈ C∗ tal que z = λw

Denote por [z0 : z1 : ... : zn] a classe de equivalência de z ∈ Cn+1/∼.
Esta classe de equivalência representa todos os pontos colineares a z e à
origem de Cn+1, excluindo-se esta. Denotamos o conjunto das classes de
equivalência desta relação por Pn, chamada o espaço projetivo complexo
de dimensão n. Quando n = 1, dá-se o nome de reta projetiva ou linha
projetiva.

O espaço projetivo Pn pode ser munido com uma estrutura de variedade
complexa holomorfa de dimensão n. Considere os conjuntos

Uj = {[z0 : z1 : ... : zn] ∈ Pn tal que zj 6= 0}, j = 0, ..., n

Temos: Pn = ∪nj=0Uj. Além disso, Uj é aberto em Pn, para todo j ∈ {0, ..., n}.
Considere as aplicações

Φj : Uj → Cn

[z0 : ... : zn] 7→
(
z0
zj
, ...,

ẑj
zj
, ...,

zn
zj

)
onde o termo

ẑj
zj

é omitido da expressão. É fácil constatar que estas aplicações

são bijeções que fazem de Pn uma variedade complexa de dimensão n. Espaços
projetivos ainda possuem algumas propriedades úteis: são conexos (pois são
a união de abertos conexos com interseção não vazia), são espaços topológicos
Hausdorff e são compactos. A construção acima é feita com maiores detalhes
em [12].

Em P1, a linha projetiva, é útil calcular a aplicação mudança de variável
através das inversas das cartas coordenadas supracitadas. Por exemplo, se

Φ−10 (z) = [z : 1]

a mudança de cartas é:

Φ1 ◦ Φ−10 : C− {(0, 0)} → C− {(0, 0)}
s 7→ 1

s
.
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1.7 Superf́ıcies de Riemann

A Linha Projetiva é um exemplo de uma Superf́ıcie de Riemann. De modo
geral, Superf́ıcies de Riemann são variedades conexas de dimensão complexa
1. Toda Superf́ıcie de Riemann compacta (como P1) é homeomorfa a um
g-toro, para algum g inteiro não negativo. A este g chamamos o gênero de
uma Superf́ıcie de Riemann. Como P1 é biholomorfa à Esfera de Riemann
S1 (ver [12]), temos que o gênero de P1 é igual a 0 (o gênero é invariante por
isomorfismos), isto é, g(P1) = 0.

Define-se funções (holomorfas) de uma Superf́ıcie de Riemann X em C
ou entre Superf́ıcies de Riemann como em [9] ou [12].

Dada uma Superf́ıcie de Riemann X, uma função D : X → Z cujo su-
porte Supp(D) = {p ∈ X|D(p) 6= 0} é discreto é chamada um divisor em
X. Quando X é compacta, o suporte de qualquer divisor D de X é finito.

Proposição 1.9 (Forma Normal Local) [12, pg.44] Seja F : X → Y
uma aplicação holomorfa em p ∈ X, onde X e Y são Superf́ıcies de Riemann.
Suponha F não constante. Então existe um único inteiro m ≥ 1 tal que, para
qualquer carta local φY centrada em F (p) (isto é, φY (F (p)) = 0), existe uma
carta local φX centrada em p tal que

φY ◦ F ◦ φ−1X (z) = zm

Definição 1.9 Nas condições da Proposição anterior, o número m é a mul-
tiplicidade de F em P, ou multp(F ) = m.

Quando multp(F ) ≥ 2, dizemos que p é um ponto de ramificação de
F , e F (p) um ponto ramo.

O grau de F é o número deg(F ) = degy(F ) =
∑

p∈F−1(y)

multp(F ), e inde-

pende do ponto y considerado (ver [12]). O grau é uma forma de se contar a
quantidade de pré-imagens dos pontos da imagem de F , considerando mul-
tiplicidades.

Teorema 1.1 (Fórmula de Riemann-Hurwitz)[12, pg. 52] Se F : X →
Y é uma aplicação holomorfa e não constante entre Superf́ıcies de Riemann
compactas, então

2g(X)− 2 = deg(F )(2g(Y )− 2) +
∑
p∈X

[multp(F )− 1].
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1.8 Transformações de Möbius na Linha Pro-

jetiva

Definição 1.10 Uma Transformação de Möbius é uma função do tipo

f : P1 → P1

z 7→ az + b

cz + d

onde a, b, c, d ∈ C e ac− bd 6= 0.

Se φ1([1 : z]) = z
1

= z é uma carta loca em P1 conforme definido anteri-
ormente, uma Transformação de Möbius pode então ser representada da sua
maneira mais usual como

f(z) =
az + b

cz + d

sobre o ”plano complexo estendido”C̄ = C∪{∞} (uma Esfera de Riemann),
onde é definido

f(∞) =

{
a
c
, se c 6= 0;
∞, se c = 0

e

f

(
−d
c

)
=∞ se c 6= 0.

Transformações de Möbius são particularmente interessantes pelas proprie-
dades que enunciaremos a seguir.

Proposição 1.10 [10] O conjunto das Transformações de Möbius coincide
com o grupo de transformações de C̄ em C̄ gerado por composições de

(a) translações z 7→ z + k, k ∈ C;

(b) homotetias z 7→ kz, k ∈ C;

(c) inversão z 7→ 1
z
.

Como consequência desta proposição, segue que toda Transformação de
Möbius é bijetiva sobre C̄.

Proposição 1.11 [10] Considere três pontos distintos, z1, z2, z3, em C̄, e
outros três pontos distintos w1, w2, w3 ∈ C̄. Então existe uma única trans-
formação de Möbius f tal que f(zi) = wi, i = 1, 2, 3.
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1.9 O Teorema de Bertini

Considere dois polinômios complexos homogêneos em Cn, de mesmo grau,
X e Y . Um pencil ou sistema linear a um parâmetro Zλ é uma famı́lia
de polinômios descrita por um parâmetro λ = [a : b] ∈ P1 por

Zλ = X + λY := aX + bY.

Em particular, temos que Z0 = Z[1:0] = X e que Z∞ = Z[0:1] = Y .
Seja Zλ um pencil de polinômios. Suponha que, para todo λ ∈ P1, Zλ =

uZ̃λ, onde u é um polinômio homogêneo. Neste caso, dizemos que o conjunto
{u = 0} é a componente fixa do pencil, e o pencil Z̃λ é o sistema residual
ou pencil residual. Se tomarmos u = mdc(X, Y ), então o sistema residual
é o menor posśıvel. Neste caso, o conjunto {X

u
} ∩ {Y

u
} é chamado o lugar

base do pencil, ou apenas ponto base quando se reduz a 0 apenas.

Teorema 1.2 (Teorema de Bertini) [6, pg.137] Se Zλ = X + λY não
possui componente fixa (isto é, u = mdc(X, Y ) = 1), então, o elemento
genérico de Zλ obtido fixando-se o parâmetro λ não possui pontos singulares
fora de seu lugar base, isto é,

D(X + λY )(p) =

(
∂(X + λY )

∂x1
(p), ...,

∂(X + λY )

∂xn
(p)

)
= 0

⇐⇒ p ∈ {X = 0} ∩ {Y = 0} .

Esta definição pode ser estendida para outros contextos. Em particu-
lar, considere X e Y campos vetoriais sobre Cn, polinomiais homogêneos de
mesmo grau em qualquer sistema de coordenadas (como a mudança de co-
ordenadas é uma transformação linear, basta que X e Y sejam polinomiais
homogêneos de mesmo grau em um único sistema de coordenadas, para que
também o sejam em todos os outros). Então o pencil Zλ gerado por X e Y a
um parâmetro λ = [a : b] em P1 é a famı́lia de campos vetoriais descrita por

Zλ = X + λY =
n∑
i=1

(Xi + λYi)∂xi =
n∑
i=1

(aXi + bYi)∂xi

Pela definição anterior, dados n pencils polinomiais homogêneos Zi
λ, i =

1, ..., n, podemos definir um pencil de campos vetoriais polinomial pela ex-
pressão acima (bastando que o parâmetro de todos os pencils polinomiais
coincidam em cada coordenada).



Caṕıtulo 2

Campos Homogêneos e
Quasi-Homogêneos

Os seguintes resultados apresentados neste caṕıtulo serão de vital im-
portância na demonstração dos teoremas principais, no próximo caṕıtulo.
Os resultados podem ser adaptados para campos vetoriais quasi-homogêneos.
Apresentaremos algumas propriedades sobre este tipo de campos.

Definição 2.1 Um campo vetorial S definido em Cn é linearmente dia-
gonalizável se existe uma mudança de coordenadas φ : Cn → Cn (isto é,
um biholomorfismo) tal que φ∗S escreve-se como

φ∗S(z) =
n∑
i−1

λizi∂zi

onde λi ∈ C, para i = 1, ..., n, z = (z1, ..., zn). Os elementos λi são os
autovalores de S. Se S é um campo vetorial linearmente diagonalizável nas
condições acima, um campo vetorial holomorfo X é quasi-homogêneo em
relação a S se existir m ∈ C tal que [S,X] = mX

Proposição 2.1 Seja S um campo linearmente diagonalizável em C2 cujos
autovalores são os números inteiros p1, p2 tais que mdc(p1, p2) = 1. Suponha
X um campo vetorial quasi-homogêneo em relação a S, com [S,X] = mX.
Então:

(a) m ∈ N ∪ {0};

(b) X é polinomial.

22
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Demonstração: Escreva X = X1∂x + X2∂y, e δ = (n1, n2), z = (x, y),
zδ = xn1yn2 e

aiδ =
1

n1!n2!

∂(n1+n2)Xi

∂xn1∂yn2
(0, 0).

Isso nos permite escrever X em série de Taylor como X(x, y) =
∑∞

δ aiδz
δ∂xi .

Se p = (p1, p2) são os autovalores de S, então < p, δ >= p1n1 + p2n2 ∈ Z+.
Por hipótese, [S,X] = mX, o que implica aiδ(< p, δ > −pi − m) = 0,

j = 1, 2. Necessariamente algum aiδ é não nulo (caso contrário, o campo
seria trivial), donde teremos m =< p, δ > −pj ∈ Z, o que prova a primeira
parte da proposição.

Agora, considere os conjuntos

Aj = {δ = (n1, n2) ∈ Z+ × Z+ :< p, δ >= m+ pj}, j = 1, 2.

Ambos são finitos, o que implica que as séries de Taylor para X1 e X2 são
somas de finitos termos. Como consequência, X é polinomial. �

Proposição 2.2 Sejam X, Y , S campos vetoriais em C2. Assuma que S é
linearmente diagonalizável com autovalores p, q satisfazendo mdc(p, q) = 1,
e X, Y quasi-homogêneos em relação a S, isto é, [S,X] = mX, [S, Y ] = nY .
Mais ainda, suponha X, Y não identicamente nulos e [X, Y ] = 0. Defina
X ∧ Y = f∂x ∧ ∂y, S ∧X = g∂x ∧ ∂y e S ∧ Y = h∂x ∧ ∂y. Então:

(a) S(g) = (m+ p+ q)g, S(h) = (n+ p+ q)h e S(f) = (m+ n+ p+ q)f .

(b) Qualquer fator irredut́ıvel de f , g ou h é a equação de uma órbita de
S.

Demonstração: Faremos a prova para S(g); as demais são obtidas com
computações similares. Sabemos que

[S,X] = mX ⇒
{
pxX1x + qyX1y = (p+m)X1

pxX2x + qyX2y = (q +m)X2.

onde denotamos a derivada parcial de Xi em relação a xj por Xixj
.

Como
S ∧X = (px∂x + qy∂y) ∧ (X1∂x +X2∂y)

= (pxX2 − qyX1)∂x ∧ ∂y
⇒ g = pxX2 − qyX1
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temos:

S(g) = px∂x(pxX2 − qyX1) + qy∂y(pxX2 − qyX1)
= px(pX2 + pxX2x − qyX1x) + qy(pxX2y − qX1 − qyX1y)
= p2xX2 + p2x2X2x − pqxyX2x + pqxyX2y − q2yX1 − q2y2X1y

= px(pxX2x + qyX2y) + p2xX2 − qy(pxX1x + qyX1y)− q2yX1

= px(q +m)X2 + p2xX2 − qy(p+m)X1 − q2yX1

= pqxX2 + pxmX2 + p2xX2 − qpyX1 − qymX1 − q2yX1

= pxX2(q +m+ p)− qyX1(p+m+ q)
= (m+ p+ q)g

o que prova a identidade, sendo os demais similares. O item (b) é con-
sequência imediata desta proposição. �

2.1 Critério para existência de integral pri-

meira meromorfa para Campos Vetoriais

Homogêneos

Considere R = x∂x + y∂y, o campo vetorial radial em C2. Este campo

admite a função meromorfa
y

x
como integral primeira, pois R(y/x) = 0. As-

suma que Xd é um campo vetorial polinomial homogêneo de grau d em C2,
e escreva R ∧ Xd = g∂x ∧ ∂y. Seja ω = iXd(dx ∧ dy). Então ω1 = ω

g
é uma

1-foram meromorfa fechada. Nesse caso, se a decomposição de g em fatores
irredut́ıveis é g = Πr

j=1g
kj
j , então segue de [2, pg.5] que

ω1 =
r∑
j=1

λj
dgj
gj

+ d

(
h

gk1−11 · ... · gkr−1r

)
onde λj ∈ C, para j ∈ {1, ..., r}, e h um polinômio homogêneo cujo grau é

d+ 1− r = deg(Xd) + 1− r = deg

(
g

g1...gr

)
.

Então Xd possui uma integral primeira meromorfa se, e somente se, vale um
dos casos:

(a) λ1 = ... = λr = 0, ou

(b) λj 6= 0 para algum j ∈ {1, ..., r}, h ≡ 0 e [λ1 : ... : λr] = [m1 : ... : mr]
(como elementos de um espaço projetivo), onde m1, ...,mr ∈ Z.
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2.2 Caracterização das Integrais Primeiras Me-

romorfas

Doravante trabalharemos com as seguintes condições: X, Y , S são cam-
pos vetoriais holomorfos definidos num aberto U ∈ C2, tais que

(a) [S,X] = mX, [S, Y ] = nY , [X, Y ] = 0, com m, n ∈ N ∪ {0}.

(b) X ∧Y = f · ∂x ∧ ∂y, S ∧X = g · ∂x ∧ ∂y, S ∧Y = h · ∂x ∧ ∂y, com f, g, h
não identicamente nulas.

(c) ω = iX(dx ∧ dy), η = iY (dx ∧ dy).

Lema 2.1 As funções f
g

e f
h

são integrais primeiras de X e Y , respectiva-
mente. Além disso, temos

f

g
constante ⇐⇒ n = 0 e

f

h
constante ⇐⇒ m = 0.

Demonstração: Suponha que n 6= 0. Temos

LX(S ∧X) = [X,S ∧X] = [X,S] ∧X + S ∧ [X,X] = −mX ∧X = 0

e
LX(X ∧ Y ) = [X,X ∧ Y ] = X ∧ [X, Y ]− [X,X] ∧ Y = 0.

Como X ∧ Y = f∂x ∧ ∂y =
f

g
g∂x ∧ ∂y =

f

g
S ∧X, temos:

LX(X∧Y ) = LX
(
f

g
S ∧X

)
= X

(
f

g

)
S∧X+

f

g
LX(S∧X) = X

(
f

g

)
g∂x∧∂y.

Como g 6≡ 0, conclui-se que X (f/g) = 0 em U , e disso decorre que f
g

é
integral primeira de X. Agora, como

LS(X ∧ Y ) = [S,X ∧ Y ] = [S,X] ∧ Y +X ∧ [S, Y ]
= mX ∧ Y + nX ∧ Y
= (m+ n)X ∧ Y
= (m+ n)f∂x ∧ ∂y
= (m+ n)(f/g)g∂x ∧ ∂y
= (m+ n)(f/g)S ∧X
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e LS(S ∧ X) = [S, S ∧ Y ] = S ∧ [S,X] + [S, S] ∧ X = mS ∧ X. Por outro
lado,

(m+ n)X ∧ Y = LS(X ∧ Y )
= LS(f∂x ∧ ∂y)
= LS((f/g)g∂x ∧ ∂y)
= LS((f/g)S ∧X)

= S(f/g)S ∧X + f
g
LS(S ∧X)

=
(
S(f/g) +mf

g

)
S ∧X

o que nos permite concluir que(
S(f/g) +m

f

g

)
= (m+ n)

f

g
⇒ S

(
f

g

)
= n

(
f

g

)
.

Portanto, se f/g é constante, n = 0.
Para demonstrar a rećıproca, suponha n = 0. Pelo feito, temos que

S(f/g) = 0 e f
g

é integral primeira de S. Já sabemos que que f
g

é integral

primeira de X. Suponha que f
g

seja não constante. Então, em U ∩ {z ∈ C2 :

d(f/g)(z) 6= 0}, a unicidade da integral primeira implica que X = λS, para
algum λ complexo não nulo. Então X ∧ S ≡ 0 ⇒ g ≡ 0, uma contradição.
�

Lema 2.2 Nas mesmas condições do Lema anterior, suponha n 6= 0 (res-
pectivamente, m 6= 0). Então

ω =
g

n

[
dg

g
− df

f

]
e, respectivamente,

η =
h

m

[
dh

h
− df

f

]
.

Demonstração: Como n 6= 0, do lema anterior temos f/g não constante
e X(f/g) = 0. Temos:

d

(
f

g

)
=
df

g
− f

g2
dg =

(
fx
g
− f

g2
gx

)
dx+

(
fy
g
− f

g2
gy

)
dy.

Como ω = iX(dx ∧ dy) = X1dy −X2dx, temos que

ω ∧ d
(
f
g

)
= −

[(
fx
g
− f

g2
gx

)
X1 +

(
fy
g
− f

g2
gy

)
X2

]
dx ∧ dy

= −X
(
f

g

)
dx ∧ dy ≡ 0.
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Isso significa que existe uma função k meromorfa em U tal que ω =
kd(f/g), pelo Teorema de Divisão de De Rham (k é uma 0-forma).

Por outro lado, se S = S1∂x + S2∂y, então

−iS(iX(dx ∧ dy)) = −iS(X1dy −X2dx) = −X1S2 +X2S1 = g

e portanto
g = −iS(ω)

= −kiS
(
dg

g
− df

f

)
= −k

g
iS(dg) +

k

f
iS(df)

= −k
g

(gxS1 + gyS2) +
k

f
(fxS1 + fyS2)

= k

(
S(f)

f
− S(g)

g

)
.

Como

S(f)

f
− S(g)

g
=
S(f)

f
+ gS

(
1

g

)
=
g

f

(
S(f)

g
+ fS

(
1

g

))
=
g

f
S

(
f

g

)
e, uma vez que n 6= 0, temos:

g = k
g

f
S

(
f

g

)
= kn

g

f

f

g
⇒ k =

g

n
.

Então ω =
g

n

[
dg

g
− df

f

]
, conforme desejado. A demonstração para η é

análoga. �

Lema 2.3 Nas condições já citadas, os polinômios f , g e h satisfazem a
relação:

mnf 2dx ∧ dy = fdg ∧ dh+ gdh ∧ df + hdf ∧ dg

Demonstração: Note primeiramente que

ω ∧ η =
g

n

[
dg

g
− df

f

]
∧ h

m

[
dh

h
− df

f

]
=

gh

mn

[
dg ∧ dh
gh

+
df ∧ dg
gf

+
dh ∧ df
fh

]
=

1

fmn
[fdg ∧ dh+ hdf ∧ dg + gdh ∧ df ] .
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Portanto
mnfω ∧ η = fdg ∧ dh+ hdf ∧ dg + gdh ∧ df.

Por outro lado,

ω ∧ η = (X1dy −X2dx) ∧ (Y1dy − Y2dx)
= (−X2Y1 + Y2X1)dx ∧ dy
= fdx ∧ dy

donde conclui-se que

mnf 2dx ∧ dy = fdg ∧ dh+ hdf ∧ dg + gdh ∧ df.

�

Definição 2.2 Suponha que fi : U ⊂
ab

Cn → C, i = 1, ..., k, k 6= n são

funções meromorfas num aberto conexo U de Cn. Dizemos que estas funções
são funcionalmente independendes (ou apenas independentes) se,
para qualquer z = (z1, ..., zn) ∈ U , temos

rank

[
∂fi
∂zj

]
ij

= k

onde i = 1, ..., k, j = 1, ..., n.

Lema 2.4 Se X é um campo vetorial holomorfo em U ⊂
ab

Cn, n > 1, que

admite n integrais primeiras fj, j = 1, ..., n funcionalmente independentes
em U , então X ≡ 0 em U .

Demonstração: Escrevendo X em coordenadas locais {∂x1 , ..., ∂xn}, temos

X =
∑n

i=1Xi
∂fj
∂zi

. Então, para cada fj, vale

X(fj) =
n∑
i=1

Xi
∂fj
∂zi

= 0

para j = 1, ..., n e para todo z ∈ U . Isto significa que
∂f1
∂z1

∂f1
∂z2

· · · ∂f1
∂zn

...
...

. . .
...

∂fn
∂z1

∂fn
∂z2

· · · ∂fn
∂zn


 X1

...
Xn

 = 0⇒ X ≡ 0
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uma vez que as funções fj são funcionalmente independentes. �
O próximo lema fornece uma maneira de obter campos X e Y que co-

mutam a partir e condições sobre as funções f , g e h, e será usado diversas
vezes nas demonstrações dos resultados principais.

Lema 2.5 Sejam f , g e h funções holomorfas num aberto conexo U ⊂ C2.
Suponha f/g e f/h meromorfas e não constantes, linearmente independentes
em U . Defina campos X e Y como os duais das 1-formas iX(dx ∧ dy) =

g

[
dg

g
− df

f

]
e iY (dx ∧ dy) = h

[
dh

h
− df

f

]
. Suponha que

fdg ∧ dh+ gdh ∧ df + hdf ∧ dg = λf 2dx ∧ dy

para algum λ 6= 0 complexo. Então [X, Y ] = 0.

Demonstração: Inicialmente, temos que

d (f/g) ∧ d (f/h) =

(
df

g
− f

g2
dg

)
∧
(
df

h
− f

h2
dh

)
=

1

g2h2
(gdf − fdg) ∧ (hdf − fdh)

=
f

g2h2
(fdg ∧ dh+ gdh ∧ df + hdf ∧ dg)

=
λf 3

g2h2
dx ∧ dy 6≡ 0

donde conclúımos d(f/g)∧d(f/h) 6≡ 0. Desenvolvendo esta expressão, temos(
∂

∂x
(f/g)dx+

∂

∂y
(f/g)dy

)
∧
(
∂

∂x
(f/h)dx+

∂

∂y
(f/h)dy

)
6≡ 0

⇒
(
∂

∂x
(f/g)

∂

∂y
(f/h)− ∂

∂x
(f/h)

∂

∂y
(f/g)

)
dx ∧ dy 6≡ 0.

Isto implica que a matriz
∂

∂x
(f/g)

∂

∂y
(f/g)

∂

∂x
(f/h)

∂

∂y
(f/h)


tem determinante não nulo em todos os pontos de U , e portanto as funções
f/g e f/h são funcionalmente independentes.
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Agora, como

iX(dx ∧ dy) ∧ d(f/g) = g

[
dg

g
− df

f

]
∧
[
df

g
− f

g2
dg

]

=
dg ∧ df

g
− fdg ∧ df

fg
= 0

temos que X(f/g) = 0. Por outro lado,

Y (f/g)dx ∧ dy = iY (dx ∧ dy) ∧ d(f/g).

Mas iY (dx ∧ dY ) = h

[
dh

h
− df

f

]
, donde obtemos

iY (dx ∧ dy) ∧ d(f/g) = h

[
dh

h
− df

f

]
∧ d(f/g) = −h

2

f
d(f/h) ∧ d(f/g).

Escreva

d(f/h) ∧ d(f/g) =

(
df

h
− f

h2
dh

)
∧
(
df

g
− f

g2
dg

)
=

f

g2h
dg ∧ df +

f

h2g
df ∧ dh+

f 2

g2h2
dh ∧ dg

=
f

g2h2
[hdg ∧ df + gdf ∧ dh+ fdh ∧ dg]

=
λf 3

g2h2
dx ∧ dy.

A partir disso, tem-se que Y (f/g)dx∧dy = −λf
2

g2
dx∧dy ⇒ Y (f/g) = −λf

2

g2

e logo X(Y (f/g)) = 0.
Conclui-se que

[X, Y ](f/g) = X(Y (f/g))− Y (X(f/g)) = 0

isto é, f/g é integral primeira do campo [X, Y ]. Computações análogas
permitem concluir que f/h também é integral primeira do campo [X, Y ] e,
como elas são funcionalmente independentes, pelo Lema anterior segue que
[X, Y ] = 0. �



Caṕıtulo 3

Classificação de campos
homogêneos e
quasi-homogêneos que
comutam em C2

Usaremos os resultados dos caṕıtulos anteriores para descrever os cam-
pos vetoriais quasi-homogêneos X, Y em relação a um campo linearmente
diagonalizável S, que satisfazem [X, Y ] = 0 em C2.

Definição 3.1 Em C2, dois campos vetoriais X e Y são chamados colineares
se X ∧ Y = 0. Se X e Y são de mesmo grau, então o pencil (Zλ)λ∈P1,
Zλ = X + λY gerado por X e Y é chamado trivial se X = γ.Y , para algum
γ ∈ C.

Enunciamos o seguinte Teorema de classificação de campos quasi-homogêneos
que comutam em C2, provado por Alcides Lins Neto em [7].

Teorema 3.1 Sejam X, Y campos vetoriais não nulos em C2, quasi-homogêneos
em relação a S = px.∂x + qy.∂y, onde p, q ∈ N e mdc(p, q) = 1. Supo-
nha [X, Y ] = 0. Escreva [S,X] = mX, [S, Y ] = nY , X ∧ Y = f∂x ∧ ∂y,
S ∧ X = g∂x ∧ ∂y e S ∧ Y = h∂x ∧ ∂y. Suponha ainda que f 6≡ 0, h 6≡ 0 e
n 6= 0. Então:

(a) g 6≡ 0 e
f

g
é uma integral primeira meromorfa de X, não constante.

(b) Se m 6= 0, então f , g e h satisfazem

mn.f 2.dx ∧ dy = f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg (3.1)

31
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e

(m− n).
df

f
+ n.

dh

h
−m.dg

g
=
mn.f

gh
(qy.dx− px.dy) (3.2)

e estas expressões são equivalentes.

(c) Se m 6= 0, então todos os fatores irredut́ıveis de f dividem g e h. Reci-
procamente, se p = mdc(g, h), então todo fator irredut́ıvel de p divide
f . A partir disso, podemos escrever f , g e h em fatores irredut́ıveis na
seguinte forma:  f = Πr

j=1f
lj
j

g = Πr
j=1f

mj
j · Πs

i=1g
ai
i

h = Πr
j=1f

nj
j · Πt

i=1h
bi
i

(3.3)

onde r > 0, mj, nj > 0, lj ≥ mj + nj − 1 para todo j = 1, ..., r, e
quaisquer dois polinômios em {f1, ..., fr, g1, ..., gs, ..., h1, ..., ht} são re-
lativamento primos.

(d) Supondo que f , g e h escrevem-se como (3.3), então os campos X, Y
escrevem-se como

X =
1

n
.g

[
r∑
j=1

(lj −mj)
1

fj
(fjx∂y − fjy∂x)−

s∑
i=1

ai
1

gi
(gix∂y − giy∂x)

]

Y =
1

m
.h

[
r∑
j=1

(lj − nj)
1

fj
(fjx∂y − fjy∂y)−

t∑
i=1

bi
1

hi
(hix∂y − hiy∂x)

]
(3.4)

Demonstração:

(a) Inicialmente, suponha g ≡ 0. Como S(x, y) = 0 ⇐⇒ (x, y) = (0, 0),
a origem é uma singularidade isolada de S. Além disso, S ∧ X =
g∂x ∧ ∂y = 0, pelo Teorema de Divisão de De Rham, podemos escrever
X = φS, para alguma função holomorfa φ 6≡ 0. Pela Proposição 2.1,
X é polinomial. Como S também é, por definição, ψ é um polinômio.
Temos:

0 = [X, Y ] = [ψ.S, Y ] = ψ[S, Y ]−Y (ψ).S = Ψ.n.Y−Y (ψ)⇒ ψ.n.Y = Y (ψ)S

Como ψ 6≡ 0, n 6= 0 e Y 6≡ 0, conclui-se que Y (ψ) 6≡ 0. Além disso,
S ∧ Y = 0, pois

Y (ψ).S ∧ Y = ψ.n.Y ∧ Y = 0

Portanto, h ≡ 0, o que contradiz a nossa hipótese. Então g 6≡ 0. Pelo
lema (2.1), f/g é integral primeira meromorfa e não constante de X.
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(b) Do lema 2.3 segue (3.1). Vamos então provar que (3.1) ⇐⇒ (3.2).
Inicialmente, observe que se µ é uma 2-forma holomorfa em C2 tal que
 LS(µ) = λµ, para algum λ ∈ C, então

LS(µ) = iS(dµ) + d(iS(µ))

e como dµ = 0, temos

d(is(µ)) = LS(µ) = λµ.

Seja, então, µ = f.dg ∧ dh+ g.dh∧ df + h.df ∧ dg e η = mnf 2.dx∧ dy.
Pela 2.2, temos que S(f) = (m + n + p + q)f , S(g) = (m + p + q)g e
S(h) = (n + p + q)h. Afirmamos que LS(µ) = (2m + 2n + 3(p + q))µ.
De fato, temos:

LS(µ) = LS(f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg)
= LS(f)dg ∧ dh+ f.LS(dg) ∧ dh+ f.dg ∧ LS(dg)+
+ LS(g)dh ∧ df + g.LS(dh) ∧ df + g.dh ∧ LS(df)+
+ LS(h)df ∧ dg + h.LS(df) ∧ dg + h.df ∧ LS(dg)

onde

• LS(f) = iS(df) = S(f) = (m+ n+ p+ q)f ;

• LS(g) = iS(dg) = S(g) = (m+ p+ q)g;

• LS(h) = iS(dh) = S(h) = (n+ p+ q)h;

• LS(dg) = d(LS(g)) = d(iS(dg)) = d(S(g)) = d((m + p + q)g) =
(m+ p+ q)dg;

• LS(dh) = d(LS(h)) = d(iS(dh)) = d(S(h)) = (n+ p+ q)dh;

• LS(df) = ... = (m+ n+ p+ q)df ;

Portanto,

LS(µ) = (2m+ 2n+ 3(p+ q))(f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg)
= (2m+ 2n+ 3(p+ q))µ = λµ

Agora, considere em C2 a 2-forma η = n.m.f 2.dx∧ dy. Vamos mostrar
que LS(η) = λη. Temos que dη = 0, e então

LS(η) = iS(dη) + d(iS(η)) = d(iS(η))
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De posse disso, e sabendo que λ = (2m+ 2n+ 3(p+ q)), temos

d(iS(η)) = mn.d(iS(f 2.dx ∧ dy))
= mn.d(f 2.iS(dx ∧ dy))
= mn.d(f 2.(px.dy − qy − dx))
= mn(2f.fx.px+ f 2.p) + (2f.fy.qy + f 2q)dx ∧ dy
= mn(2f.S(f) + f 2(p+ q))dx ∧ dy
= mn.f 2(2(m+ n+ p+ q) + p+ q)dx ∧ dy
= λη

Por outro lado, temos que

iS(η) = mn.f 2(px.dy − qy.dx)

e
iS(µ) = −n.f.g.dh+m.f.h.dg + (n−m)g.h.df

De fato, como S = px.∂x + qy.∂y, então

iS(η) = iS(mn.f 2.dx∧dy) = mn.f 2.iS(dx∧dy) = mn.f 2(px.dy−qy.dx)

e

iS(µ) = iS(f.dg ∧ dh+ gdh ∧ df + h.df ∧ dg)
= f.iS(dg ∧ dh) + g.iS(dh ∧ df) + h.iS(df ∧ dg)
= f.(S(g).dh− S(h).dg) + g(S(h).df − S(f).dh) + h.(S(f).dg − S(g).df)
= (f.S(g)− g.S(f)).dh+ (h.S(f)− f.S(h)).dg + (g.S(h)− h.S(g)).df.

Como S(g) = (m + p + q).g, S(h) = (n + p + q).h e S(f) = (m + n +
p+ q).f , temos:

iS(µ) = −fg.n.dh+ fh.m.dg + gh.(n−m).df.

Provemos agora a equivalência entre (3.1) e (3.2). Admita que (3.1) seja
verdadeira. Imediatamente obtemos η = µ, e portanto iS(η) = iS(µ),
o que significa que

mn.f 2(px.dy − qy.dx) = −n.fg.dh+m.fh.dg + (n−m)gh.df ⇐⇒
mn.f

gh
(qy.dx− px.dy) = n

dh

h
−mdg

g
+ (m− n)

df

f

o que prova que (3.1) ⇒ (3.2).

Agora, admitindo que (3.2) seja verdadeira, então
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(3.2) ⇒ iS(η)− iS(µ) = 0
⇒ iS(η − µ) = 0
⇒ d(iS(η − µ) = 0
⇒ LS(η − µ) = 0
⇒ λ(η − µ)
⇒ η = µ⇒ (3.1)

o que encerra a prova deste item.

(c) A equação (3.2) implica que

(m− n)gh.df + n.fg.dh−m.fh.dg = mn.f 2(qy.dx− px.dy) (3.5)

De (3.5), se k é um fator irredut́ıvel de g e de h, então k também é
fator irredut́ıvel de f 2 e portanto de f .

Agora, provemos que todo fator de f é fator de g e h simultaneamente.
Do item (a), g 6≡ 0 e f/g é integral primeira de X, isto é, X(f/g) = 0.
Disso decorre que

X(f/g) =
X(f)

g
+ f.X(1/g) =

X(f)

g
− f.X(g)

g2
= 0 (3.6)

e portanto
g.X(f) = f.X(g) (3.7)

Escreva f em fatores irredut́ıveis como f = Πj=1f
lj
j , com r, lj > 0.

Defina F = Πr
j=1fj. Da equação (3.6) segue que

F.X(g) = F.
X(f)

f
.g = g.

r∑
j=1

ljf1 · · · · · fj−1 ·X(fj) · fj+1 · · · · · fr. (3.8)

A equação (3.8) implica que fj divide g (e, neste caso, a demonstração
de (c) está conclúıda) ou fj divide X(fj), para j = 1, ..., r. Neste
caso, temos que X(fj) = k.f)j, para algum polinômio k, e portanto o
conjunto {fj = 0} é invariante sob X. Mas, do item (b) da Proposição
2.2, o que faz desse conjunto uma órbita comum aos campos X e S.
Neste caso, fj divide S ∧X = g.∂x ∧ ∂y, donde fj divide g, para todo
j = 1, ..., r.
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Por hipótese, h 6≡ 0 e, do Lema 2.1, f/h é integral primeira de Y . Um
argumento semelhante ao apresentado acima mostra que todo fator
irredut́ıvel de f divide h.

Escreva a decomposição em fatores irredut́ıveis de f , g e h como
f = Πr

j=1f
lj
j

g = Πr
j=1f

mj
j · Πs

i=1g
a1
i

h = Πr
j=1f

nj
j · Πt

i=1h
bi
i

onde lj,mj, nj > 0 e quaisquer dois polinômios em {f1, ..., fr, g1, ...,
gs, ..., h1, ..., ht} são relativamente primos.

Da equação (3.5), notando os fatores gh.df e f 2 que figuram nesta,

conclui-se que f
mj+nj+lj−1
j divide f 2. Isto implica que, para todo j,

mj + nj + lj − 1 ≤ 2lj, e portanto mj + nj − 1 ≤ lj, conforme desejado.

(d) Se ω = iX(dx ∧ dy), segue, do Lema 2.2, que

ω =
g

n

[
dg

g
− df

f

]
=
g

n

[
s∑
i=1

ai
dgi
gi
−

r∑
j=1

(lj −mj)
dfj
fj

]
.

Por outro lado, como iX(dx ∧ dy) = X1.dy = X2.dx, ω é a forma dual
ao campo X. Portanto,

X = ω∗ =

[∑s
i=1 ai

dgi
gi

+
∑r

j=1

(mj − lj)
fj

dfj

]∗
=

[∑2
i=1

ai
gi

(
∂gi
∂x

.dx+
∂gi
∂y

.dy

)
+
∑r

j=1

(mj − lj)
fj

(
∂fj
∂x

.dx+
∂fj
∂y

.dy

)]∗
=

[∑s
i=1

ai
gi

(
∂gi
∂y

∂x −
∂gi
∂x

∂y

)
+
∑r

j=1

(mj − lj)
fj

(
∂fj
∂x

∂x −
∂fj
∂x

∂y

)]
que está na forma desejada. Computações similares obtêm o desejado
para o campo Y .

�
Este é um momento oportuno para apresentar uma consequência dos

resultados vistos acima, embora não necessariamente relacionado com o ob-
jetivo principal do trabalho.
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Corolário 3.1 Sejam X e Y germes de campos vetoriais holomorfos comu-
tativos em 0 ∈ C2. Escreva X em série de potências em torno de 0 como
X =

∑∞
j=dXj, onde cada Xj é polinomial homogêneo de grau j ≥ d. Supo-

nha ainda que d ≥ 2 e que Xd não possua integral primeira em 0 e que 0 seja
singularidade isolada de Xd. Então Y = λ.X, para algum λ ∈ C

Demonstração: Escreva Y em série de potências como Y =
∑∞

j=r Yj, onde
Yj é homogêneo de grau j, r ≥ 0 e Yr 6= 0. Se R for o campo radial, temos
que [R,Xd] = m.Xd e [R, Yr] = n.Yr, onde m = d− 1 6= 0 e n = r − 1. Note
que [Xd, Yr] = 0.

Afirmativa 1 Nas condições acima, r = d e Yd = λXd, para algum λ ∈
C− {0}.

Demonstração: Escreva Xd ∧ Yr = f.∂x ∧ ∂y, R ∧ Xd = g.∂X ∧ ∂y e
R ∧ Yr = h.∂x ∧ ∂y, onde f, g, h são germes de funções holomorfas.

Inicialmente, temos necessariamente g 6≡ 0. De fato, se g ≡ 0, então
R∧Xd ≡ 0 e, como 0 é singularidade isolada de R, segue da Proposição (1.8)
que Xd = φ.R, onde φ é um polinômio homogêneo de grau d− 1 > 0. Neste
caso, o conjunto {φ = 0} está contido no conjunto de singularidades de Xd, e
portanto 0 não é singularidade isolada de Xd, uma contradição. Então g 6≡ 0.

Agora, suponha r 6= d. Neste caso, vamos provar que f e h são não
identicamente nulas. Se f ≡ 0, então Xd∧Yr ≡ 0. Uma vez que Xd tem uma
singularidade isolada em 0 ∈ C2, segue da Proposição (1.8) que Yr = ψ.Xd,
onde ψ é um polinômio homogêneo de grau r − d > 0. Portanto

0 = [Xd, Yr] = [Xd, ψ.Xd] = Xd(ψ).Xd + ψ.[Xd, Xd]⇒ Xd(ψ) ≡ 0

e disso, conclúımos que ψ é uma integral primeira não constante de Xd, uma
contradição com a hipótese. Então, f 6≡ 0.

Por fim, se h ≡ 0, então R ∧ Yr ≡ 0 ⇒ Yr = Φ.R, novamente pela
Proposição (1.8), onde Φ é polinomial homogêneo de grau r − 1 e não equi-
valentemente nulo. Temos:

0 = [Xd, Yr] = [Xd,Φ.R] = Xd(Φ).R + Φ.[Xd, R] = Xd(Φ).R−Ψ.(d− 1).Xd

e portanto Xd(Φ).R = (d− 1).Φ.Xd. De Φ é constante, então Xd(Φ) = 0
e d = 1, uma contradição (por hipótese, d ≥ 2). Se Φ é não constante, como
Xd não possui integral primeira, temos Xd(Φ) 6≡ 0. Neste caso, utilizando a
igualdade 0 = Xd(Φ).R−Ψ.(d− 1).Xd, temos

0 = R ∧ (Xd(Φ).R−Ψ.(d− 1).Xd) = Xd(Φ).R ∧R−Ψ.(d− 1).R ∧Xd

= −Ψ.(d− 1).R ∧Xd
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e portanto R∧Xd ≡ 0, o que implica g ≡ 0, uma contradição com a hipótese.
Como temos provado que f , g e h são não equivalentemente nulas, po-

demos então aplicar o Lema (2.1) Como, por hipótese, Xd não possui inte-
gral primeira meromorfa não constante, necessariamente temos r = 1. Caso
contrário, f/g é integral primeira meromorfa e não constante de Xd, uma con-
tradição. Então r = 1 e n = 0 e, portanto, f/g = c constante, isto é, f = c.g,
para algum c ∈ C. Logo,

0 = (f − c.g)∂x ∧ ∂y = Xd ∧ (Y1 + c.R)⇒ Y1 = −c.R 6= 0

como consequência da Proposição (1.8) e do fato de que d = dg(Xd) > 1.
Em decorrência disso,

0 = [Xd, Y1] = [Xd,−c.R] = −c.(d− 1).Xd 6= 0

o que é um absurdo. Portanto, r = d.
Mas, r = d ⇒ n = m = d − 1 > 0 e f ≡ 0, pois, se f 6≡ 0, o Lema (2.1)

implicaria que f/g é integral primeira de Xd, o que é imposśıvel. Portanto,
Xd ∧ Yd = 0 implica, pela Proposição (1.8) que Xd = λ.Yd, para algum
λ ∈ C− {0}. �

Para concluir a prova do corolário, defina o campo Z = Y − λ.X, para
λ ∈ C − {0}. Então [X,Z] = 0. Se Z 6≡ 0, escreva a série de Taylor de Z
como Z =

∑∞
j=r Zj, onde r > d e Zj é um polinômio homogêneo de grau j,

com Zr 6= 0. Mas, aplicando os resultados da Afirmativa acima demonstrada
para X e Z, temos que r = d, o que contradiz a hipótese r > d; portanto
Z ≡ 0⇒ X = λ.Y . �



Caṕıtulo 4

Classificação dos pencils de
campos vetoriais homogêneos
que comutam em C2

Apresentamos uma classificação completa de pencils de campos vetoriais
homogêneos de mesmo grau que comutam em C2. Conforme veremos, um
pencil de campos fica completamente determinado a partir das funções f , g
e h e do grau do mapa φ[x : y] = g(x,y)/h(x,y).

Vamos determinar nossas condições preliminares. Muitas delas já foram
utilizadas nos caṕıtulos anteriores. Estamos trabalhando com campos veto-
riais polinomiais homogêneos X e Y em C2 tais que:

(a) [X, Y ] = 0

(b) deg(X) = deg(Y ) = l ≥ 2;

(c) R = x.∂x + y.∂y é o campo radial em C2

(d) 
X ∧ Y = f.∂x ∧ ∂y
R ∧X = g.∂x ∧ ∂y
R ∧ Y = h.∂x ∧ ∂y

(e)
φ : P1 −→ P1

[x : y] 7−→ [g(x, y) : h(x, y)].

Esta função é meromorfa.

39
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Teorema 4.1 Seja (Zλ), λ ∈ P1 um pencil não-trivial de campos vetoriais
homogêneos de grau d ≥ 2 que comutam em C2, e X, Y geradores de Zλ
conforme descritos acima. Se o pencil for colinear, então X = α.R, Y =
β.R, para α, β polinômios homogêneos de grau d − 1. Se o pencil for não-
colinear, então

(a) f, g, h 6≡ 0.

(b)
f

g

(
respectivamente

f

h

)
é integral primeira não constante de X (res-

pectivamente, de Y ).

(c) Se s = deg(φ), então 1 ≤ s ≤ d− 1.

(d) A decomposição de f , g e h em fatores irredut́ıveis é da forma
f = Πr

j=1f
2kj+tj
j

g = Πr
j=1f

kj
j · Πs

i=1gi
h = Πr

j=1f
kj
j · Πs

i=1hi

onde s +
∑r

j=1 kj = d + 1 e
∑r

j=1 tj = 2s − 2. Os geradores X
e Y podem ser escolhidos de forma que quaisquer dois elementos de
{g1, ..., gs, h1, ..., hs} são relativamente primos.

(e) Para um elemento pj = {fj = 0} de P1, temos tj = multφ(pj) − 1,
j = 1, ..., r.

(f) Os geradores de X e Y podem ser tomados da forma
X = g

[∑r
j=1(kj + tj)

1

fj

(
∂fj
∂x

.∂y −
∂fj
∂y

.∂x

)
−
∑s

i=1

1

gi

(
∂gi
∂x

.∂y −
∂gi
∂y

.∂x

)]
Y = h

[∑r
j=1(kj + tj)

1

fj

(
∂fj
∂x

.∂y −
∂fj
∂y

.∂x

)
−
∑t

i=1

1

hi

(
∂hi
∂x

.∂y −
∂hi
∂y

.∂x

)]
(4.1)

Reciprocamente, se φ : P1 → P1 é um mapa não constante com grau igual
a s ≥ 1, e D um divisor em P1 da forma

D =
∑
p∈P1

(2k(p) +multp(φ)− 1) · p

onde k(p) ≥ (1,multp(φ) − 1) e
∑

p∈P1 k(p) < ∞, então existe um único
pencil (Zλ) de campos vetoriais homogêneos de grau d =

∑
pK(p) + s − 1,

com geradores X e Y dados como em (4.1), onde os termos fi, gi, hi são
dados da seguinte forma: considere {p1 = [a1, b1], ..., rr = [ar, br]} = {p ∈
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P1 tais que 2k(p) + multp(φ) − 1 > 0}, kj = k(pj), tj = multpj(φ) − 1 e
fj(x, y) = ajy − bjx. Escrevendo φ : P1 → P1, φ([x : y]) = [G1(x, y) :
H1(x, y)], onde G1 e H1 são polinômios homogêneos de grau s, temos que os
termos gi e hi são os fatores lineares de G1 e H1.

Demonstração: Considere (Zλ)λ∈P1 um pencil de campos vetoriais ho-
mogêneos comutativos não trivial com grau igual a d ≥ 2 em C2, e dois
geradores X e Y de (Zλ). Considere as funções f , g e h conforme descrito
anteriormente.

Suponha inicialmente que o pencil seja colinear, isto é, X ∧ Y = 0. Isso
implica que X = γ.Y , para alguma constante γ, pois X e Y são de mesmo
grau. Então f ≡ 0 em C2. Considere α o máximo divisor comum dos
componentes de X (isto é, α = mdc(X1, X2), onde X = X1∂x +X2∂y). Note
que α é um polinômio homogêneo. Podemos escrever X = α.Z, para algum
campo vetorial Z em C2.

Como X é homogêneo, X(0) = 0 e portanto α(0).Z(0) = 0. Se Z(0) 6= 0,

então α(0) = 0. Como Z =
X

α
é holomorfo, teŕıamos X(0) 6= 0, uma

contradição. Disso, temos necessariamente que Z(0) = 0 e esta singularidade
é isolada (Z não pode ser constante igual a zero, e se houvesse conjunto
{f = 0} al que Z(f) = 0, com f(0) = 0, então α não seria o m.d.c das
componentes de X). Como Y ∧X = 0, temos α.Y ∧ Z = 0 ⇒ Y ∧ Z = 0 e
da Proposição (1.8) temos que Y = β.Z, onde β é um polinômio homogêneo
em C2. Como X e Y são de mesmo grau, X = α.Z e Y = β.Z, conclui-se
que α e β são de mesmo grau.

Temos:

0 = [X, Y ] = [α.Z, β.Z] = (α.Z(β)− β.Z(α)).Z = Z

(
β

α

)
.Z ⇒ Z

(
β

α

)
= 0

Como o pencil é não trivial, não existe λ ∈ C tal que X = λ.Y . Então

α.Z 6= λ.β.Z, para todo λ ∈ C, e portanto α 6= λβ, donde
β

α
é não constante.

Considere
φ : P1 −→ P1

[x : y] −→ [β(x, y) : α(x, y)].

Como os polinômios α e β são homogêneos de mesmo grau, a aplicação
φ está bem definida. Portanto, tomando coordenadas locais em P1, temos

φ(y/x) =
β(x, y)

α(x, y)

e então
0 = Z(φ(y/x)) = φ′(y/x) · Z(y/x)⇒ Z(y/x) = 0
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pois φ′ 6≡ 0. Isto significa que x.Z(y) − y.Z(x) = 0 ⇒ x.Z(y) = y.Z(x).
Escrevendo Z = A.∂x +B.∂y, a igualdade acima nos dá

x

(
A
∂

∂x
(y) +B

∂

∂y
(x)

)
= y

(
A
∂

∂x
(x) +B

∂

∂y
(x)

)
⇒ x.B = y.A.

Podemos então escrever A = x.λ, B = y.λ, para algum polinômio homogêneo
λ. Então Z = x.λ.∂x + y.λ.∂y = λ.R. Neste caso, se λi é um fator irredut́ıvel
de λ, então o conjunto {λi = 0} é a equação de uma órbita de Z, e, da
homogeneidade de λ, a origem 0 está nesta órbita. Mas Z tem singularidade
isolada em 0. Portanto, necessariamente, λ é constante. Então X = α1.R,
Y = β1.R, onde α1 = λ.α e β1 = λ.β, ambos homogêneos de grau d− 1. Isso
encerra a prova para o caso em que o pencil é colinear.

Suponha agora que o pencil seja não-colinear. Por definição, f 6≡ 0.
Vamos provar que isso implica que g 6≡ 0. Se tivermos g ≡ 0, então R∧X =
0⇒ X = α.R, para algum polinômio homogêneo α de grau d− 1. Portanto,

0 = [Y,X] = [Y, α.R] = Y (α).R− (d− 1).α.Y

pois R(α) = (d − 1).α. Mas (d − 1)α.Y 6≡ 0, donde Y (α).R = (d − 1)α.Y .
Isso significa que R e Y são colineares, isto é, X ∧ Y = 0 ⇒ f ≡ 0, um
absurdo. Portanto, g 6≡ 0. Este argumento também nos permite concluir que
h 6≡ 0.

Já sabemos que deg(f) = 2d, deg(g) = def(h) = d + 1, onde d =
deg(X) = deg(Y ), com f , g e h polinômios homogêneos. Note que R =
x.∂x + y.∂y é linearmente diagonalizável, cujos autovalores são p = q = 1.
Usando a expressão em coordenadas para o Colchete de Lie (ver a Pro-
posição (1.5)) e o fato de serem X e Y homogêneos de mesmo grau, temos
[R,X] = m.X, [R, Y ] = m.Y , onde m = d− 1. Portanto, podemos aplicar o
Teorema (3.1) para concluir que f/g (respectivamente f/h) é integral primeira
meromorfa e não constante de X (respectivamente Y ). Isso prova (b).

Por (c) do Teorema (3.1), obtemos fatorações em irredut́ıveis de f , g e h
conforme a espressão (3.3): f = Πr

j=1f
lj
j

g = Πr
j=1f

mj
j · Πs

i=1g
ai
i

h = Πr
j=1f

nj
j · Πt

i=1h
bi
i

(4.2)

onde r > 0, mj, nj > 0, lj ≥ mj + nj − 1 para todo j = 1, ..., r, e quais-
quer dois polinômios em {f1, ..., fr, g1, ..., gs, ..., h1, ..., ht} são relativamente
primos. Defina kj = min(mj, nj).

Afirmativa 2 Os geradores do pencil podem ser tomados de tal forma que
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(a) mj = nj = kj, para j = 1, ..., r.

(b) s = t e ai = bi, para i = 1, ..., s.

Demonstração: Considere Xλ = X + λY , e R ∧ Xλ = gλ.∂x ∧ ∂y, onde
gλ = g+λh, e o parâmetro λ ∈ C. O Teorema de Bertini (1.2) garante que, se
u = mdc(g, h), então gλ

u
é não singular fora do conjunto {uk = 0|uk divide u}

(isto significa que

(
∂

∂x

(gλ
u

)
,
∂

∂y

(gλ
u

))
6= (0, 0)). Portanto, u = Πr

j=1f
kj
j e

gλ = Πr
j=1f

kj
j ·Πs

i=1giλ, com fj, giλ lineares para todo i, j, onde s+
∑

j kj =
d+1 e quaisquer dois polinômios em {f1, ..., fr, g1λ, ..., gsλ} são relativamente
primos.

Agora, considere λ1, λ2 ∈ C, distintos e não nulos, e considere gλ1 , gλ2 .
Chame X = Xλ1 e Y = Xλ2 . X e Y são geradores de Xλ, e portanto
Xλ = Xλ1 + λ.Xλ2 , e gλ = gλ1 + λ.gλ2 . Em particular, X e Y satisfazem (a)
e (b), conforme desejado. �

No que segue, estaremos supondo que X e Y foram escolhidos conforme
enunciado na afirmativa acima. Vamos provar que a decomposição de f em
fatores irredut́ıveis é da forma

f = Πr
j=1f

2kj+tj
j , tj ≥ 0 (4.3)

Temos que m = n = d − 1 > 0; usando as expressões do Teorema (3.1),
temos:

m

(
dh

h
− dg

g

)
=
m2f

gh
(y.dx− x.dy)

(aqui, p = q = 1). Reescrevendo, temos:

g.dh− h.dg = mf(y.dx− x.dy).

Escreva g = ψ.G1, h = ψ.H1, onde

ψ = Πr
j=1f

kj
j , G1 = Πs

i=1g
ai
i , e H1 = Πt

i=1h
bi
i .

Note que H1 e G1 tem o mesmo grau. Nestes termos, calculemos g.dh−h.dg.
Temos:

g.dh− h.dg = ψ.G1.d(ψ.H1)− ψ.H1.d(ψ.G1)
= ψ.G1(d(ψ).H1 + ψ.d(H1))− ψ.H1(d(ψ).G1 + ψ.d(G1))
= ψ2(d(H1).g1 − d(G1).H1) + ψ.d(ψ)(G1.H1 −H1.G1)
= ψ2(d(H1).G1 − d(G1).H1)

que é igual a mf(y.dx−x.dy), e portanto ψ2|f (note aqui que os termos que
aparecem em d(H1).G1−d(G1).H1) são polinomiais cujos fatores lineares são
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relativamente primos aos fatores de f). Disso, temos lj ≥ 2kj ⇒ lj = 2kj+tj,
para tj ≥ 0 onde

G1.d(H1)−H1.d(G1) = m.Πr
j=1f

tj
j (y.dx− x.dy)

e portanto f = Πr
j=1f

2kj+tj
j .

Agora, considere o mapa φ : P1 → P1, φ([x : y]) = [g(x, y) : h(x, y)]. Pelo
cancelamento do fator comum entre g e h, φ pode ser escrita como φ([x :
y]) = [G1(x, y) : H1(x, y)]. Como G1 e H1 são relativamente primos, temos
que deg(φ) = deg(G1) = deg(H1). Considere {p1, ..., pt} ⊂ P1 o conjunto dos
pontos cŕıticos de φ e suponha φ(pj) = cj ∈ P1 (estes são calculados usando
as coordenadas [1 : t] e [t : 1] de P1). Se cj 6= ∞ = [0 : 1] ∈ P1, defina
Kj = G1− cjH1. Se cj =∞, defina Kj = H1. Suponha que pj seja um ponto

cŕıtico com multpj(φ) = lj ≥ 2. Então podemos escrever Kj = ψ
lj
j .A, onde

ψj é um polinômio linear, A é homogêneo e ψj não divide A. Vamos provar

que ψ
lj−1
j divide Πr

i=1f
mi
i . De fato isto acontece, pois, de cj 6=∞, temos

Kj.d(H1)−H1.d(Kj) = (G1 − cj.H1).d(H1)−H1(d(G1)− cj.d(H1)
= G1.d(H1)− cj.H1.d(H1)−H1.d(G1) + cj.H1.d(H1)
= G1.d(H1)−H1.d(G1)
= m.Πr

i=1f
mi
i (y.dx− x.dy)

conforme visto anteriormente. Isto significa que, se ψ
lj−1
j divide Kj.d(H1)−

H1.d(Kj), então ψ
lj−1
j divide Πr

i=1f
mi
i . Mas Kj = ψ

lj
j .A, e disso temos que

ψ
lj−1
j divide Kj.d(H1)−H1.d(Kj), e o caso em que cj 6=∞ está provado.

No caso em que cj = ∞, então temos Kj = H1 = ψ
lj
j .A, e portanto

ψ
lj
j divide G1.d(H1) − H1.d(G1). Pelo visto acima, temos que ψ

lj−1
j divide

Πr
i=1f

mi
i . Portanto, para cada j ∈ {1, ..., t}, podemos escrever ψj = λj.fi(j),

onde λj ∈ C∗ e i(j) ∈ {1, ..., r}, donde conclúımos que lj − 1 ≤ mi(j), e em
particular, t ≤ r.

Reordenando os ı́ndices de tal forma que tenhamos i(j) = j, para todo
j ∈ {1, ..., r}, e fazendo lj = 1 para os ı́ndices j em {t+ 1, ..., r} (caso t < r),
temos mj − (lj − 1) ≥ 0, para todo j ∈ {1, ..., r}.

Provemos agora que mj = lj − 1, para todo j ∈ {1, ..., r}. Sabemos que
s+

∑r
i=1 ki = d+ 1, f = Πr

i=1f
2ki+ti
i e deg(f) = 2d. Então

r∑
i=1

mi = deg

(
r∑
i=1

fmii

)
= 2d− 2 ·

r∑
i=1

ki = 2d− 2(d+ 1− s) = 2s− 2.
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Por outro lado, usando a Fórmula de Riemann-Hurwitz (1.1), temos

2.g(P1)− 2 = deg(φ).(2g(P1)− 2) +
∑

p∈P1 [multp(φ)− 1]⇒
⇒ −2 = −2s+

∑r
i=1(li − 1)

⇒ 2s− 2 =
∑r

i=1(lj − 1)
⇒
∑r

i=1 ti =
∑r

i=1(li − 1)
⇒
∑r

i=1 ti − (li − 1) = 0

Como ti − (li − 1) ≥ 0, para todo i ∈ {1, ..., r}, segue que ti = li − 1.
Assim ficam provados os itens (d) e (e) do Teorema (4.1). Agora, aplicando
o item (d) do Teorema (3.1), prova-se que os geradores X e Y do pencil tem
a expressão desejada e, portanto, (f) também está provado.

Resta demonstrar que 1 ≤ s ≤ d− 1 e que 1 ≤ r ≤ d. Como kj ≥ 1, para
todo j ∈ {1, ..., r}, então

∑r
j=1 2kj ≥ 2r ⇒

∑r
j=1(2kj + mj) = 2d ≥ 2r, e

disso conclui-se que 1 ≤ r ≤ d. Portanto

s = deg(G1) = deg

(
g

Πr
j=1f

kj
j

)
= deg(g)− deg

(
Πr
j=1f

kj
j

)
= d+ 1−

r∑
j=1

kj

e disso temos que s ≤ d+ 1− r, e portando s ≤ d. Mas, por definição, s ≥ 0.
Se s = 0, então teŕıamos φ constante e g = λ.h, para alguma constante não
nula λ ∈ C, pois g e h são não identicamente nulos. Usando isso, temos

R ∧ (X − λ.Y ) = (g − λ.h)∂x ∧ ∂y = 0⇒ X − λ.Y = ψ.R

onde ψ é um polinômio homogêneo de grau d− 1. Portanto,

[X − λ.Y,X] = [X,X]− λ[Y,X] = 0 = [ψ.R,X] = ψ[R,X]−X(ψ).R

donde conclui-se que ψ.m.X = X(ψ).R, e portanto X e R são colineares, o
que contradiz nossa hipótese. Vale então que s ≥ 1.

Agora, suponha s = d. Neste caso, temos g = f1 ·g1 · · · gd, h = f1 ·h1 · · ·hd
e f = f 2d

1 (pois s +
∑r

i=1 ki = d + 1, isto é,
∑r

i=1 ki = 1 ⇒ r = 1 e, como
f = f 2k1+m1

1 , onde m1 = 2s− 2 = 2d− 2, temos f = f 2+2d−2
1 = f 2d

1 ).
Dessa forma, o mapa φ = [g1 · · · gd : h1 · · ·hd], tem grau d ≥ 0 e apenas um

ponto de ramificação, {f1 = 0}, com multiplicidade 2d−1. Isto é imposśıvel,
pois teŕıamos

mult{f1=0}(φ) = 2d− 1 > d =
∑
p∈P1

multp(φ)

Com isto, provamos que 1 ≤ s ≤ d− 1, conforme desejado.
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Para encerrar a prova, façamos a rećıproca. Inicialmente, note-se que
X e Y são quasi-homogêneos em relação ao campo radial, isto é, os campos
obtidos são da forma (4.1) e são quasi-homogêneos em relação a R (por serem
homogêneos por construção). Do Teorema 3.1, item (b), fazendo S = R,
temos que as equações (3.1) e (3.2) são satisfeitas por f , g e h. Usando o
Lema (2.5), conclui-se que [X, Y ] = 0, conforme desejado.

�

Definição 4.1 Sejam X e Y , g = Πr
j=1f

kj
j · Πs

i=1gi e h = Πr
j=1f

kj
j · Πs

i=1hi
como no Teorema anterior. Os conjuntos {(x, y) ∈ C2 : fj(x, y) = 0}, para
j ∈ {1, ..., r} são chamadas as direções fixas do pencil gerado por X e Y .

Resgatando a definição de gλ = g + λ.h, que figura na demonstração do
Teorema anterior, as direções {gi,λ = 0} são as direções móveis do pencil. O
polinômio homogêneo gλ exerce o mesmo papel para Zλ = X + λ.Y que g
exerce em X e h em Y . Em particular, gλ se fatora em termos lineares como

gλ = Πr
j=1f

kj
j · Πs

i=1gi,λ.

O papel desempenhado pela quantidade de direções móveis e fixas de um
pencil é fundamental para os dois seguintes colorários.

Corolário 4.1 Seja (Zλ)λ∈P1 um pencil de campos vetoriais homogêneos co-
mutativos em C2, de grau 2. Após um eventual mudança linear de coorde-
nadas, os geradores X e Y escrevem-se como um dos três seguintes casos:

(a) X = g · R, Y = h · R, onde g e h são polinômios homogêneos de grau
um e R = x∂x + y∂y.

(b) X = x2∂x e Y = −y2∂y, e, neste caso, o pencil tem duas direções fixas.

(c) Y = y2∂x e X = 2xy∂x + y2∂y, e, neste caso, o pencil possui apenas
uma direção fixa.

Demonstração: Considere X1 e Y1 geradores de um pencil de campos
polinomiais homogêneos que comutam e de grau 2. Escreva X1∧Y1 = f1∂x∧
∂y, R ∧X1 = g1∂x ∧ ∂y, e R ∧ Y1 = h1∂x ∧ ∂y. Se g1 ≡ h1 ≡ 0, já provamos
que, neste caso, X1 e Y1 são múltiplos do campo radial R, o que prova o item
(a).

Suponha f1, g1 e h1 não identicamente nulos. Por (c) do Teorema (4.1),
a aplicação φ : P1 → P1, φ([x : y]) = [g1(x, y) : h1(x, y)] tem grau 1. Isso
significa que, como deg(g1) = deg(h1) = d+ 1 = 3. Então

g1 = Πr
i=1f

ki
i · Πs

j=1g1j = Π2
i=1f

ki
i .g2
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onde k1 + k2 = 2 e f1, f2 e g2 são lineares. Podemos ter, então, f1 6= f2 (e
neste caso, o pencil tem duas direções fixas) ou f1 = f2 (uma direção fixa).

Suponha que tenhamos duas direções fixas; sejam elas {f1 = 0} e {f2 =
0}. Como fi é linear, para i = 1, 2, nas variáveis x e y, existem a1, b1 e a2, b2
tais que f1 = a1x− b1y e f2 = a2x− b2y, com (a1, b1) 6= λ(a2, b2), λ ∈ C∗.

Isso significa que a1b2− b1a2 6= 0, e portanto, a transformação linear cuja
matriz (na base canônica) é

1

a2b1 − a1b2

[
b1 −a1
−b2 a2

]
leva {f1 = 0} e {f2 = 0} em {x = 0} e {y = 0}, respectivamente. Neste
caso, g1 = xy.g2 e h1 = xy.h2, f = x2y2, com g1 e h2 lineares e relativamente
primos; é posśıvel, portanto, escolher λ1 e λ2 com [a : b], [c : d] ∈ P1 tais que
ag2 + bh2 = x, cg2 + dh2 = y. Defina, então, g = x2y = xy(a.g2 + b.h2) e h =
x.y2; ao fazer isso, estamos considerando os novos geradores Zλ1 = aX + bY
e Zλ2 = cX + dY do pencil. Neste caso, temos

df = 2xy.dx+ 2x2y.dy, dg = 2xy.dx+ x2, e dh = y2.dx+ 2xy.dy

Observe agora que

dg∧dh = 3x2y2dx∧dy, dh∧df = −2x2y3dx∧dy, e df ∧dg = −2x3y2dx∧dy

portanto

f.dg∧dh+ g.dh∧df +h.df ∧dg = [x4y4(3−2−2)]dx∧dy = (−1)f 2.dx∧dy.

Uma vez que
f

g
=
x2.y2

x2.y
= y, e

f

h
=
x2.y2

x.y2
= x são linearmente independen-

tes, podemos então aplicar o Lema (2.5) para obter campos X =

(
g
d(f/g)
f/g

)∗
e Y =

(
h
d(f/h)
f/h

)∗
(o asterisco denota o dual da 1-forma). Temos:

X =

(
x2y

(
dy

y

))∗
= (x2.dy)∗ = x2∂x

e

Y =

(
xy2

(
dx

x

))∗
= (y2dx)∗ = −y2∂y.

Uma vez que a comutatividade de campos independe de escalares, podemos
tomar Y = y2∂y, o que encerra a prova de (b).
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Resta provar (c). Neste caso, temos apenas uma direção fixa, a qual, via
mudança de coordenadas, pode ser assumida como {y = 0}. Neste caso,
g1 = y2g2, h1 = y2h2 e f = y4, com g2 e h2 relativamente primos. Neste caso,
podemos tomar combinações lineares, como antes, de forma que ag2+bh2 = x
e cg2 + dh2 = y. Defina g = xy2 = y2(ag2 + bh2) e h = y3 = y2(cg2 + dh2).
Temos:

df = 4y3dy, dg = y2dx+ 2xydy, e dh = 3y2dy

e
dg ∧ dh = 4y3dx ∧ dy, dh ∧ df = 0 e df ∧ dg = −4y3dx ∧ dy.

Temos então que

f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg = 3y8dx ∧ dy − 4y8dx ∧ dy = −f 2dx ∧ dy.

Podemos então aplicar novamente o Lema (2.5), para obter campos X e Y
que serão os geradores procurados. Temos

X =

(
g
d(f/g)
f/g

)∗
=

(
xy2

d(y2/x)
y2/x

)∗
=

(
x2
(
−y2

x2
dx+

2y

x
dy

))∗
= (−y2.dx+ 2xy.dy)∗

= 2xy.∂x + y2.∂y

e

Y =

(
h
d(f/h)
f/h

)∗
=

(
y3.

d(y)

y

)∗
= (y2.dy)∗

= y2.∂x

o que encerra a prova do corolário. �

Corolário 4.2 Seja (Zλ)λ∈P1 um pencil de campos polinomiais homogêneos
de comutam em C2 com grau igual a 3. Após uma mudança linear de
variáveis, os geradores X e Y do pencil podem ser tomados como:

(a) X = g.R e Y = h.R, onde g e h são polinômios homogêneos de grau 2
e R é o campo radial.

(b) X = y3.∂x e Y = 3xy2.∂x+y3.∂y. Neste caso, o pencil tem uma direção
móvel e uma fixa.

(c) X = x2y.∂x e Y = xy2.∂x−y3.∂y. Neste caso, o pencil tem uma direção
móvel e duas direções fixas.
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(d) X = (2x2y + x3)∂x − x2y.∂y e Y = −xy2.∂x + (2xy2 + y3)∂y. Neste
caso, o pencil tem uma direção móvel e três direções fixas.

(e) X = x3.∂x e Y = y3.∂y. Neste caso, o pencil tem duas direções móveis
e duas fixas.

Demonstração: Sejam f , g e h como no Teorema (4.1). Caso tenhamos
g ≡ h ≡ 0, então X e Y são colineares e, portanto, são como em (a) do
Corolário (4.1). Caso contrário, considere o mapa

φ : P1 → P1

[x : y] 7→ [g(x, y) : h(x, y)].

Este mapa tem grau s, onde podemos ter s = 1 ou s = 2, conforme (c)
do Teorema (4.1).

Suponha inicialmente que s = 2. Como g(P1) = 0, usando a Fórmula de
Riemann-Hurwitz, temos:

2(g(P1)− 1) = 2.deg(φ)(g(P1)− 1) +
∑
p∈P1

(multp(φ)− 1)

donde
∑

p∈P1(multp(φ) − 1) = 2. Como multp(φ) ≤ 2 = s, para p ∈ P1,
segue que existem apenas dois pontos de ramificação, e estes possuem mul-
tiplicidade 2 cada. Chame-os [x1 : y1], [x2 : y2] ∈ P1.

Considere Φ1 a transformação de Möbius tal que Φ1([0 : 1]) = [x1 : y1] e
Φ([1 : 0]) = [x2 : y2], e Φ2 tal que Φ2(φ([x1 : y1])) = [0 : 1], φ2(φ([x1 : x2])) =
[1 : 0]. Escolhendo um ponto arbitrário [x3 : y3] ∈ P1 − {[x1 : y1], [x2 : y2]},
e fixando Φ1([1 : 1]) = [x3 : y3], Φ2(φ([x3 : y3])) = [1 : 1], temos que Φ1 e Φ2

ficam unicamente determinadas e, em particular, são biholomorfismos de P1,
e disso multp(Φi) = 1, para i = 1, 2, para todo p ∈ P1.

Segue que Φ = Φ2 ◦ φ ◦ Φ1 : P1 → P1 tem pontos de multiplicidade 2
em [1 : 0] e [0 : 1] apenas, e multiplicidade 1 nos demais. Além disso, esta
aplicação fixa os pontos [1 : 0] e [0 : 1]. Necessariamente, esta aplicação é
da forma Φ([x : y]) = [x2 : y2] que, em coordenadas complexas, é da forma

Φ([x : y]) =
y2

x2
. Disso, temos que g(x, y) = f1 ·f2 ·y2, h(x, y) = f1 ·f2 ·x2, onde

f1 e f2 são fatores lineares, g e h polinomiais de grau 4. Como o conjunto dos
pontos cŕıticos de Φ é {[0 : 1], [1 : 0]}, e ambos são pontos de ramificação,
escreva G1 = y2, H1 = x2, c1 = 0, c2 = ∞. Defina K1 = y2 − 0.H1 = y2 e
K2 = x2 (estamos reproduzindo o feito na prova do Teorema (4.1)). Então,
ψ1 = x, ψ2 = y e f1 = λ1.x e f2 = λ2.y, com λ1, λ2 ∈ C∗, donde {x = 0} e
{y = 0} são as direções fixas do pencil.
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Do item (d) do Teorema (4.1), temos k1 = k2 = 1 e do item (e), temos
que t1 = t2 = 1. Portanto, f = x3.y3 (via mudança linear de coordenadas),

e g = xy3 e h = x3y. Agora, como
f

g
= x2,

f

h
= y2 são não constantes e

meromorfas em C2, e

f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg
= [x3y3(x3y3 − 3x3y) + xy3(9x5y3 − 3x5y3) + x3y(9x3y5 − 3x3y5)]dx ∧ dy
= [−2x6y6 + 6x6y6 + 6x6y6]dx ∧ dy = 10(x3y3)2dx ∧ dy
= 10.f 2.dx ∧ dy.

Pelo Lema (2.5), o pencil gerado por

X =

(
g

(
dg

g
− df

f

))∗
= (y3.dx+ 3xy2.dy − 3y3.dx− 3xy2dy)∗

= (−2y3.dx)∗

= 2y3.∂y

e

Y =

(
h

(
dh

h
− df

f

))∗
= (−2x3dy)∗

= −2x3∂x.

Independento a comutatividade de escalares, podemos tomar X = y3∂y e
Y = x3∂x. Isso prova o item (e).

Agora, suponha s = 1. Neste caso, temos apenas uma direção móvel.
Por Riemann-Hurwitz, φ não tem pontos de ramificação; logo, tj = 0, para

j = 1, 2, onde tj é como consta no Teorema (4.1). Como f = Πr
j=1f

2kj
j e

def(f) = 6. Temos três possibilidades:

(i) r = 1, k1 = 3;

(ii) r = 2, k1 = 1 e k2 = 2;

(iii) r = 3 e k1 = k2 = k3 = 1.

No primeiro caso, temos apenas uma direção fixa. Via uma mudança
linear de coordenadas, podemos supor f1 = y. Assim, temos f = y6, g =
y3.g1, h = y3.h1, onde h1 e g1 são lineares e relativamente primos.

Escolha a, b, c, d ∈ C tais que ac−bd 6= 0, a.g1+b.h1 = x, c.g1+d.h1 = y;
e os geradores Zλ1 e Zλ2 para o pencil Zλ, onde λ1 = [a : b] e λ2 = [c : d].
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Neste caso, gλ1 = a.g + b.h = y3(a.g1 + b.h1) = y3.x e gλ2 = y4. Considere

então novas funções g = gλ2 e h = gλ1 . Como
f

g
=
y3

x
e
f

h
= y2 são não

constantes, meromorfas e independentes, e como

f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg = −4y12dx ∧ dy + 6y12dx ∧ dy
= 2y12dx ∧ dy
= 2.f 2dx ∧ dy

então podemos aplicar o lema (2.5) para concluir que

X =

(
g

(
dg

g
− df

f

))∗
= (4y3.dy − 6y3.dy)∗

= (−2y3.dy)∗

= −2y3.∂x

e

Y =

(
h

(
dh

h
− df

f

))∗
= (y3.dx+ 3xy2.dy − 6xy2.dy)∗

= (y3.dx− 3xy2.dy)∗

= −3xy2.∂x − y3.∂y
podemos tomar então X = y3.∂x e Y = 3xy2.∂x + y3.∂y, o que prova o item
(b).

No segundo caso, temos duas direções fixas, as quais, via mudança linear
de coordenadas, podem ser tomadas como f1 = x, f2 = y. Como k1 = 1,
k2 = 2, segue do Teorema (4.1) que f = x2y4, g = xy2.g1, h = xy2.h1, onde
g1 e h1 são relativamente primos. Conforme feito anteriormente, escolhendo
geradores adequados, podemos escrever a.g1 + b.h1 = x, c.g1 + d.h1 = y, com

ac − bd 6= 0. Disso, temos que g = x2y2, h = xy3. Como
f

g
= y2 e

f

h
= xy.

são meromorfas, não constantes e independentes, e como

f.dg ∧ dh+ g.dh ∧ df + h.df ∧ dg = (−2)x4y8.dx ∧ dy = −2.f 2.dx ∧ dy

segue do Lema (2.5) que podemos tomar os seguintes geradores:

X =

(
g

(
dg

g
− df

f

))∗
= (−2x2y.dy)∗

= −2x2y∂x
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e

Y =

(
h

(
dh

h
− df

f

))∗
= (−y3.dx− xy2.dy)∗

= −x.y2.∂x + y3.∂y

Pode-se tomar X = 2x2y.∂x e Y = x.y2.∂x − y3.∂y, o que prova (c).
No terceiro caso, temos três direções fixas: f1, f2 e f3. Via uma trans-

formação linear, podemos supor f1 = x, f2 = y e a partir disso temos

f3 = ax+ by, com a, b ∈ C∗. A transformação T (x, y) =
(x
a
,
y

b

)
faz com que

possamos admitir f3 = x+y. Então, f = x2y2(x+y)2, g = xy(x+y).g1 e h =
xy(x + y)h1, onde g1 e h1 são relativamente primos. Tomando combinações
lineares adequadas, podemos assumir g = x2y(x+y) e h = xy2(x+y). Como
f

g
= y(x + y) e

f

h
= x(x + y) são meromorfas e independentes, podemos

tomar os geradores

X =

(
g

(
dg

g
− df

f

))∗
= (x2y.dx+ (2x2y + x3).dy)∗

= (2x2y + x3).∂x − x2y.∂y

e

Y =

(
h

(
dh

h
− df

f

))∗
= ((2xy2 + y3)dx+ xy2.dy)∗

= xy2.∂x − (2xy2 + y3)∂y

o que prova (d).
�
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