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Resumo
Neste trabalho, estudaremos a equação de Laplace no semi-espaço RN

+ com condição de

fronteira não linear supercrı́tica tipo Robin ∂u
∂η + λu = u|u|ρ−1 + f (x) em ∂RN

+ = RN−1,

onde N ≥ 3 e λ ≥ 0. A existência da solução u ∈ Ep,q = D1,p(RN
+) ∩ Lq(RN

+) obtém-se pelo

argumento do ponto fixo para f ∈ Ld(RN−1) suficientemente pequena. Os valores para p, q

são escolhidos de modo que a norma ‖ · ‖Ep,q seja invariante por escalonamento do problema

de valores no bordo. A solução u é positiva sempre que f (x) > 0 q.t.p. x ∈ RN−1. Quando

f é radial e simétrica, u é invariante por rotações ao redor do eixo {xN = 0}. Além disso,

para certas normas Lq, mostraremos que a solução depende continuamente do parâmetro

λ ≥ 0.



Abstract
In this work, we study the Laplace equation in the half-space RN

+ with a nonlinear super-

critical Robin boundary condition ∂u
∂η + λu = u|u|ρ−1 + f (x) on ∂RN

+ = RN−1, where N ≥ 3

and λ ≥ 0. Existence of solution u ∈ Ep,q = D1,p(RN
+) ∩ Lq(RN

+) is obtained by means of

a fixed point argument for a small data f ∈ Ld(RN−1). The indexes p, q are chosen for the

norm ‖ · ‖Ep,q to be invariant by scaling of the boundary problem. The solution u is positive

whether f (x) > 0 a.e. x ∈ RN−1. When f is radially symmetric, u is invariant under ro-

tations around the axis {xN = 0}. Moreover, in a certain Lq-norm, we show that solutions

depend continuosly on the parameter λ ≥ 0.



Sumário

1 Funções de Green 1

1.1 Motivação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Função de Green no problema de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Construção da função de Green para o operador de Laplace no semi-espaço

RN
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Explicitando função de Green para o operador de Laplace no semi-espaço RN
+ 10

2 Equação de Laplace com condição não-linear tipo Robin no semi-espaço RN
+ 16

2.1 Introdução ao problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Estimativas integrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 A equação de Laplace com condição de fronteira supercrı́tica tipo Robin . . . 26

3 Identidades de Green para operadores poli-harmônicos e aplicações 36
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Introdução
Um equação geral de EDP eliptica é definido na forma:

Lu(x) = f (x), x ∈ Ω,

onde L é um operador diferencial dado pela expressão

L =
N

∑
i,j=1

ai,j
∂2

∂xi∂xj
+

N

∑
i=1

bi
∂

∂xi
+ c

u é uma função a determinar e f é dada a priori. As quatro equações de EDPs mais conhe-

cidos são provavelmente a equação de Transporte, equação da Onda, equação de Calor e a

equação de Poisson. Desta última um dos casos mais importantes é o caso f ≡ 0 conhecido

como Equação de Laplace

∆u(x) = 0, x ∈ Ω ⊂ RN ,

em que

∆u =
∂2u
∂x2

1
+ · · ·+ ∂2u

∂x2
N

.

Certamente, entre outras, qualquer expressão da forma u(x) = a1x1 + · · ·+ aNxN é solução

desta equação. Na busca de uma única solução começamos impondo condições tanto à

fronteira como a u na fronteira. Uma das mais importantes condições de fronteira é a

condição de tipo Robin, que dá origem ao seguinte problema:∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u
∂η (x) + λu(x) = g(u), x ∈ ∂Ω.

(1)

Dado o problema (1), vamos estudar o caso particular g(u) = (u|u|ρ−1 + f )(x), isto é:∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

∂u
∂η (x) + λu(x) = u|u|ρ−1 + f , x ∈ ∂Ω.

(2)

Neste tipo de problema o valor de ρ é muito importante. O problema (2) com f ≡ 0 já

foi amplamente estudado nos últimos anos, No caso geral f não identicamente nula, para

2 ≤ ρ ≤ 2 N−1
N−2 é possı́vel obter uma solução em espaços de Sobolev por meio de argumentos

variacionais. Por outro lado, no caso de um domı́nio limitado e com 1 < ρ < N−1
N−2 existência

e regularidade de solução para o problema (2) já foram estudados.

Estimulados pelo problema (2) com as diversas restrições de ρ, apresentamos neste trabalho

resultados de existência de solução no caso ρ > N−1
N−2 e f suficientemente pequena.

Em nosso plano para encontrar uma solução para o problema (2) com ρ > N−1
N−2 , vamos

introduzir uma função Gλ chamada função de Green para o problema (1), a qual sugere



que a expressão para u seja da forma:

u(x) =
∫

RN−1

Gλ(x, y)g(y)dy, (3)

ou, equivalentemente, para o nosso caso

u(x) =
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(

u|u|ρ−1 + f (y)
)

dy. (4)

Assim, definindo o operador

H( f )(x) =
∫

RN−1

Gλ(x, y) f (y)dy (5)

e o operador

Ψ(u) = H( f ) + H(u|u|ρ−1) (6)

no espaço

E = Er0,r1 = D1,r0(RN
+), (7)

com r0 = N ρ−1
ρ e r1 = N(ρ − 1), vamos mostrar, pelo argumento de ponto fixo, que o

problema (2) tem solução e, além disso, que a solução satisfaz o seguinte escalonamento

u(x)→ uσ(x) = σ
1

ρ−1 u(σx).

Posteriormente, mostraremos a relação entre a função f e a função u e, finalmente, apresen-

taremos um capı́tulo contendo a dedução de algumas identidades de Green para o operador

poli-harmônico, tendo como objetivo futuro resolver o seguinte problema(−∆)pu = 0, x ∈ RN
+ ,

∂(−∆)tu
∂η + λ(−∆)tu = g(u, f ), t = 1, · · · p− 1, x ∈ ∂RN

+ .



Capı́tulo 1

Funções de Green

Neste primeiro capı́tulo vamos introduzir a função de Green, evidenciar a sua im-

portância no estudo das EDP’s como ferramenta para se resolver equação (1.2),

com diferentes condições de fronteira (Dirichlet, Neumann e Robin) para um con-

junto Ω aberto e limitado. Finalmente vamos deduzir fórmulas explicitas para as

funções de Green e as soluções do problema de Laplace (Equação (1.2) com f ≡ 0)

com as diversas condições de fronteira no semi-espaço RN
+ . Certamente, os resul-

tados neste capı́tulo são válidos para N = 2. Emtretanto, vamos apresentar as

provas somente para N ≥ 3 e apenas explicitar fórmulas no caso N = 2a.

aO caso N = 2 pode ser visto como caso particular dos resultados do capı́tulo final.

1.1 Motivação

Consideremos uma equação na forma:

Lu(x) = f (x), x ∈ Ω, (1.1)

onde L é um operador diferencial linear, u é uma função a determinar e f é dada de an-

temão. A solução da equação pode-se escrever formalmente, assim:

u(x) = L−1 f (x),

onde L−1, o inverso de L, é algum operador integral. A ideia de Green foi construir uma

função G de modo que:

LG(x, y) = δ(x− y),

onde G(x, y) é chamada a função de Green associada com L e δ é a distribução δ (Dirac) a

qual satisfaz ∫
RN

δ(x)dx = 1 e
∫

RN

δ(x− y)h(y)dy = h(x),

1



então, considerando que L comuta com a integral (Por exemplo, L = −∆x ou qualquer

operador linear), obtemos

f (x) =
∫
Ω

δ(x− y) f (y)dy = L
( ∫

Ω

G(x, y) f (y)dy
)

,

portanto, isto sugere que

u(x) = L−1 f (x) =
∫
Ω

G(x, y) f (y)dy, x ∈ Ω.

1.2 Função de Green no problema de Poisson

Nesta seção vamos considerar o problema

−∆u = f , x ∈ Ω. (1.2)

Onde Ω é uma região com fronteira ∂Ω, f uma função continua e ∆ é o operador dado por

(1.3).

Vamos tentar achar uma fórmula para u dependendo da função de Green e finalmente va-

mos explicitar u no caso f ≡ 0.

Definição 1.1 Seja Ω ⊂ RN , uma função u ∈ C2(Ω) é harmônica se

∆u = 0, x ∈ Ω.

Lembrando que

∆u =
∂2u
∂x2

1
+ · · ·+ ∂2u

∂x2
N

. (1.3)

Observação 1 O operador ∆ é chamado operador Laplaciano e a equação ∆u = 0 é chamada equação

de Laplace.

Observação 2 A equação de Laplace é invariante por rotação. Veja [1, Página 21]

Assim, pela Observação 2, tentar achar a solução de ∆u(|x|) = 0 sugere a seguinte definição

Definição 1.2 A função

φ(x) =


|x|2−N

N(N−2)αN
, se N ≥ 3,

− 1
2π ln |x|, se N = 2.

(1.4)

definida para x ∈ RN , x 6= 0 é a solução fundamental da equação de Laplace, onde αN é o volume da

bola unitaria no RN .

Observação 3 Posteriormente vamos denotar NαN =: σN . Assim σN é a área da superficie da

esfera unitaria no RN .
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Observação 4 A função φ satisfaz ∆xφ(x) = 0 para cada x 6= 0. Assim φ é harmônica para

qualquer Ω ⊂ RN − {0}.

Em nosso afam de achar uma expressão explicita para a solução de (1.2) vamos a introduzir

as identidades de Green e resultados que decorrem dessas identidades.

Teorema 1.1 (Fórmulas de Green) Sejam u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), então:

1. ∫
Ω

∆udx =
∫

∂Ω

∂u
∂η

dSx.

2. ∫
Ω

Ou ·Ovdx = −
∫
Ω

u∆vdx +
∫

∂Ω

u
∂v
∂η

dSx.

3. ∫
Ω

u∆v− v∆udx =
∫

∂Ω

u
∂v
∂η
− v

∂u
∂η

dSx.

Prova: Veja [1, Página 628].

Pelas fórmulas de Green temos, para u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)∫
Ω

u(x)∆v(x)− v(x)∆u(x)dx =
∫

∂Ω

u(x)
∂v
∂η

(x)− v(x)
∂u
∂η

(x)dSx. (1.5)

Fixemos y ∈ Ω e ε > 0 com d(y, ∂Ω) > ε. Tomando Vε = Ω− Bε(y) e u ∈ C2(Vε) ∩ C1(Vε),

na equação (1.5), considerando v = φ, pela Observação 4 segue:∫
Vε

u(x)∆xφ(x− y)− φ(x− y)∆xu(x)dx =
∫

∂Vε

u(x)
∂φ

∂η
(x− y)− φ(x− y)

∂u
∂η

(x)dSx,

ou, equivalentemente,

−
∫
Vε

φ(x− y)∆u(x)dx =
∫

∂Ω

u(x)
∂φ

∂η
(x− y)− φ(x− y)

∂u
∂η

(x)dSx

−
∫

∂Bε(y)

u
∂φ

∂η
(x− y)− φ(x− y)

∂u
∂η

(x)dSx.
(1.6)

Assim, fixando y ∈ Ω se escolhemos v(·, y) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) tal que ∆xv(x, y) = 0 obte-

mos:

0 =
∫
Ω

v(x, y)∆xu(x)dx +
∫

∂Ω

u(x)
∂v
∂η

(x, y)− v(x, y)
∂u
∂η

(x)dSx. (1.7)

Lema 1.1 Sejam Vε = Ω− Bε(y) e φ definida como a solução fundamental do operador de Laplace.

As seguintes afirmações são verdadeiras:

3



1.

lim
ε→0

∫
Bε(y)

φ(x− y)∆u(x)dx = 0,

ou, equivalentemente,

lim
ε→0

∫
Vε

φ(x− y)∆u(x)dx =
∫
Ω

φ(x− y)∆u(x)dx.

2. ∫
∂Bε(y)

φ(x− y)
∂u
∂η

(x)dSx = 0.

3.

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

u(x)
∂φ

∂η
(x− y)dSx = −u(y).

Prova de 1:∣∣∣ ∫
Bε(y)

φ(x− y)∆u(x)dx
∣∣∣ ≤ C1

∫
Bε(y)

∣∣φ(x− y)
∣∣dx ≤ C2

∫
Bε(y)

|x− y|2−Ndx

= C2

ε∫
0

∫
∂Bρ(y)

ρ2−NdSxdρ ≤ C3

ε∫
0

ρdρ = C3
ε2

2
,

ou, equivalentemente,

lim
ε→0

∫
Vε

φ(x− y)∆u(x)dx =
∫
Ω

φ(x− y)∆u(x)dx.

Prova de 2:∣∣∣ ∫
∂Bε(y)

φ(x− y)
∂u
∂η

(x)dSx

∣∣∣ ≤ C1

∫
∂Bε(y)

∣∣φ(x− y)
∣∣dSx = C2ε

1
σNεN−1

∫
∂Bε(y)

dSx = C3ε.

Prova de 3:

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

u(x)
∂φ

∂η
(x− y)dSx = lim

ε→0

∫
∂Bε(y)

−|x− y|1−N

σN
u(x)dSx

= lim
ε→0

−1
σNεN−1

∫
∂Bε(y)

u(x)dSx = −u(y).

�

Corolário 1.1 Sejam u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) e φ definida como a solução fundamental do operador de

Laplace. Temos que

u(y) = −
∫
Ω

φ(x− y)∆u(x)dx−
∫

∂Ω

u(x)
∂φ

∂η
(x− y)− φ(x− y)

∂u
∂η

(x)dSx. (1.8)

4



Prova: Sai da aplicação do Lema 1.1 a (1.6).

Corolário 1.2 Sejam u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), φ definida como a solução fundamental do operador de

Laplace, v(·, y) harmônica respeito de x e G(x, y) = φ(x− y)− v(x, y). Temos que

u(y) = −
∫
Ω

G(x, y)∆u(x)dx−
∫

∂Ω

u(x)
∂G
∂η

(x, y)− G(x, y)
∂u
∂η

(x)dSx. (1.9)

Prova: Segue após subtrair (1.7) de (1.8).

Definição 1.3 Dada φ a solução fundamental do operador de Laplace e, v(·, y) harmônica, a função

G definida por

G(x, y) = φ(x− y)− v(x, y), para x 6= y,

é chamada a função de Green associada a Ω e v.

Teorema 1.2 Para cada x, y ∈ Ω, x 6= y, temos

G(x, y) = G(y, x).

Isto é, a função de Green é simétrica.

Prova: Veja [1, Página 35].

�

Dependendo do domı́nio e condição na fronteira teremos que escolher convenientemente

uma função harmônica v para definir G(x, y).

Assim dado um problema do tipo (1.2) encontrar uma solução deste em um conjunto Ω

com fronteira ∂Ω, reduz-se a conhecer alguma informação adicional de u sobre o bordo e

encontrar a função de Green associada ao domı́nio. Tentaremos então encontrar a função

de Green para o problema (1.2) com algumas condições na fronteira (Dirichlet, Neumman

ou Robin).

5



Condição de fronteira do tipo Dirichlet

(PD)Ω =

−∆u = f , x ∈ Ω,

u = g, x ∈ ∂Ω.

Aqui temos informação de u na fronteira. Portanto, se fixado y escolhemos conveniente-

mente v de modo que

v(x, y) = φ(x− y) para x ∈ ∂Ω,

isto é, G(x, y) = 0 para cada x ∈ ∂Ω. Obtemos assim a solução u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω):

u(y) =
∫
Ω

G(x, y) f (x)dx−
∫

∂Ω

g(x)
∂G
∂η

(x, y)dSx. (1.10)

Portanto, encontrar a função de Green para o operador de Laplace com condição de fron-

teira do tipo Dirichlet reduz-se a encontrar (para cada y fixo) a solução do seguinte pro-

blema: ∆xv(x, y) = 0, x ∈ Ω,

v(x, y) = φ(x− y), x ∈ ∂Ω.
(1.11)

Condição de fronteira do tipo Neumann

(PN)Ω =

−∆u = f , x ∈ Ω,

∂u
∂η = g, x ∈ ∂Ω.

A condição de Neumann nos dá uma informação sobre o comportamento de ∂u
∂η . Portanto

se fixado y escolhemos v que satisfaça

∂v
∂η

(x, y) =
∂φ

∂η
(x− y) para x ∈ ∂Ω,

isto é, ∂G
∂η (x, y) = 0, para cada x ∈ Ω. Obtemos assim u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω); onde:

u(y) =
∫
Ω

G(x, y) f (x)dx +
∫

∂Ω

G(x, y)g(x)dSx. (1.12)

Assim, encontrar a função de Green para o operador de Laplace com condição de fronteira

tipo Neumann reduz-se a encontrar (para cada y fixo) a solução do problema seguinte:∆xv(x, y) = 0, x ∈ Ω,

∂v
∂η (x, y) = ∂φ

∂η (x− y), x ∈ ∂Ω.
(1.13)

Condição de fronteira do tipo Robin

(PR)Ω =

−∆u = f , x ∈ Ω,

au + ∂u
∂η = g, x ∈ ∂Ω.

6



Seguindo a ideia dos problemas anteriores, se fixado y escolhemos v tal que

aG +
∂G
∂η

= 0 para x ∈ ∂Ω,

isto é, av + ∂v
∂η = aφ + ∂φ

∂η ). Desta forma

∫
∂Ω

u(x)
∂G
∂η

(x, y)− G(x, y)
∂u
∂η

dSx =
∫

∂Ω

u(x)
∂G
∂η

(x, y) + G(x, y)(au(x)− g(x))dSx

= −
∫

∂Ω

G(x, y)g(x)dSx.

Portanto, de (1.9) obtemos u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) dada por:

u(y) =
∫
Ω

G(x, y) f (x)dx +
∫

∂Ω

G(x, y)g(x)dSx. (1.14)

Assim, encontrar a função de Green para o operador de Laplace com condição de fronteira

do tipo Robin reduz-se a encontrar (para cada y fixo) a solução do seguinte problema:∆xv(x, y) = 0, x ∈ Ω,

av + ∂v
∂η (x, y) = aφ + ∂φ

∂η (x− y), x ∈ ∂Ω.
(1.15)

Ou, equivalentemente, para Ga = φ(x− y)− v(x, y)−∆Ga = δy, x ∈ Ω,
∂Ga
∂η + λGa = 0, x ∈ ∂Ω.

(1.16)

1.3 Construção da função de Green para o operador de Laplace no

semi-espaço RN
+

Nesta seção vamos explicitar as funções de Green para equação de Laplace com

condições de Dirichlet, Neumann e Robin no semi-espaço RN
+ , o que informal-

mente nos levará a uma expressão explı́cita para a solução desses problemas pela

equação (1.9). Uma prova formal deste fato será feita na seção seguinte.

Exemplo 1.1 (Função de Green para (PD) em R2
+) Considere o seguinte problema no semi-espaço

R2
+ = {(x1, x2) : x2 > 0} −∆u = f , x ∈ R2

+,

u = g, x ∈ ∂R2
+.

Fixando y ∈ R2
+ sabemos que ∆xφ(x− y) = 0, para cada x 6= y. Assim, tomando z 6∈ R2

+

temos que ∆xφ(x− z) = 0, para cada x ∈ RN
+ . Portanto, escolhemos z = z(y) que satisfaça

φ(x− z(y)) = φ(x− y), para y ∈ ∂R2
+. Lembremos que em (1.11) temos um dado sobre a

7



fronteira. Assim, para x = (x1, 0) ∈ ∂R2
+ e y = (y1, y2) ∈ R2

+, e definindo y = (y1,−y2),

temos:

φ(x− y) =
−1
2π

ln |x− y| = −1
2π

ln |x− y| = φ(x− y).

Assim, tomando v(x, y) = φ(x− y) temos que v é harmônica e satisfaz

v(x, y) = φ(x− y) = φ(x− y),

para cada x ∈ ∂R2
+. Portanto, a função de Green associada ao exemplo dado, é:

G(x, y) = φ(x− y)− φ(x− y) =
−1
2π

ln |x− y|+ 1
2π
|x− y|. (1.17)

Exemplo 1.2 (Função de Green para (PD) em RN
+) Considere o seguinte problema no semi-espaço

RN
+ = {(x1, x2, · · · , xN) : xN > 0}−∆u = f , x ∈ RN

+ ,

u = g, x ∈ ∂RN
+ .

Fazendo uma analogia ao caso anterior no R2
+, tomando x = (x1, x2, · · · , xN−1, 0) ∈ ∂RN

+ e

y = (y1, y2, · · · , yN) ∈ RN
+ , e tomando y = (y1, y2, · · · , yn−1,−yN)

φ(x− y) =
|x− y|2−N

(N − 2)σN
=
|x− y|2−N

(N − 2)σN
= φ(x− y).

Tomando v(x, y) = φ(x− y) temos que v é harmônica e satisfaz

v(x, y) = φ(x− y) = φ(x− y),

para cada x ∈ ∂RN
+ . Portanto, a função de Green associada ao exemplo (N ≥ 3) é dada por:

G(x, y) = φ(x− y)− φ(x− y) =
|x− y|2−N

(N − 2)σN
− |x− y|2−N

(N − 2)σN
. (1.18)

Exemplo 1.3 (Função de Green para (PN) em R2
+) Considere o seguinte problema no semi-espaço

R2
+ = {(x1, x2) : x2 > 0} −∆u = f , x ∈ R2

+,

∂u
∂η = g, x ∈ ∂R2

+.

Sejam x ∈ ∂R2
+, y = (y1, y2) ∈ R2

+, e y = (y1,−y2), então

∂φ

∂η
(x− y) = −∂φ

x2
(x− y) =

−y2

2π|x− y|2 = −
( y2

2π|x− y|2
)
= −∂φ

∂η
(x− y).

Portanto, escolhendo v(x, y) = −φ(x− y) temos que v é harmônica e, além disso, que para

qualquer x ∈ ∂R2
+

∂v
∂η

(x, y) = −∂φ

∂η
(x− y) =

∂φ

∂η
(x− y).

Logo, a função de Green para (PN) é dada por:

G(x, y) =
−1
2π

ln |x− y| − 1
2π

ln |x− y|. (1.19)
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Exemplo 1.4 (Função de Green para (PN) em RN
+) Considere o seguinte problema no semi-espaço

RN
+ = {(x1, x2, · · · , xN) : xN > 0}−∆u = f , x ∈ RN

+ ,

∂u
∂η = g, x ∈ ∂RN

+ .

Para x ∈ ∂RN , y = (y1, y2, · · · , yN) ∈ RN
+ , tomando y = (y1, y2, · · · , yN−1,−yN) temos que:

∂φ

∂η
(x− y) = − ∂φ

∂xN
(x− y) =

−yN

σN |x− y|N = −
( yN

σN |x− y|N
)
= −∂φ

∂η
(x− y).

Definindo v(x, y) = −φ(x− y), temos que v é harmônica e, além disso, satisfaz

∂v
∂η

(x− y) = −∂φ

∂η
(x− y) =

∂φ

∂η
(x− y).

Logo, para N ≥ 3 a função de Green para (PN) é dada por:

G(x, y) =
1

(N − 2)σN

(
|x− y|2−N + |x− y|2−N

)
. (1.20)

Exemplo 1.5 (Função de Green para (PR) em RN
+) Considere a > 0 e o seguinte problema no

RN
+ = {(x1, x2, · · · , xN) : xN > 0}−∆u = f , x ∈ RN

+ ,

au + ∂u
∂η = g, x ∈ ∂RN

+ .

Sejam

V(x, s, y) = v(x + seN , y)

e

W(x, s, y) = φ(x + seN − y),

onde eN = (0, · · · , 1) ∈ RN . Assim para cada x ∈ ∂RN
+ e y = (y1, y2, · · · , yN) ∈ RN

+ , com

y = (y1, y2, · · · , yN−1,−yN) e fazendo uso dos cálculos nos exemplos anteriores temos que:

av(x, y) +
∂v
∂η

(x, y) = aφ(x− y) +
∂φ

∂η
(x− y) = aφ(x− y)− ∂φ

∂η
(x− y),

isto é,

av(x, y)− ∂v
∂xN

(x, y) = aφ(x− y) +
∂φ

∂xN
(x− y).

Daı́

− d
ds

(
e−asV(x, s, y)

)∣∣∣
s=0

= − d
ds

(
e−asW(x, s, y)

)∣∣∣
s=0

.

Suponha que V e W são tais que a igualdade anterior seja válida para todo s ≥ 0

− d
ds

(
e−asV(x, s, y)

)
= − d

ds

(
e−asW(x, s, y)

)
= ae−asφ(x + seN − y) + e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y).
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Então, integrando desde 0 até ∞

v(x, y) =V(x, 0, y) = −
∞∫

0

d
ds

(e−asV(x, s, y))ds

=

∞∫
0

(
ae−asφ(x + seN − y) + e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y)

)
ds

=− e−asφ(x + seN − y)
∣∣∣∞
0
+

∞∫
0

e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y)ds

+

∞∫
0

e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y)ds

=φ(x− y) + 2
∞∫

0

e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y)ds.

Portanto, a função de Green para (PR) é dada por:

G(x, y) = φ(x− y)− φ(x− y)− 2
∞∫

0

e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y)ds. (1.21)

1.4 Explicitando função de Green para o operador de Laplace no

semi-espaço RN
+

Aqui, para o problema

(PD)RN
+
=

∆u = 0, x ∈ RN
+ ,

u = g, x ∈ ∂RN
+ ,

usando (1.10) e o que foi feito na seção anterior, temos

u(y) = −
∫

∂Rn

g(x)
∂G
∂n

(x, y)dx.

Daı́, de (1.17), (1.18) e cálculando ∂G
∂η obtemos, na fronteira:

∂G
∂η

=



−(−x2+y2)
2π|x−y|2 + −(x2+y2)

2π|x−y|2 = −y2

π

(
(x1−y1)2+y2

2

) , N = 2,

−
(
−xN+yN
σN |x−y|N + xN+yN

σN |x−y|N
)
= −2yN

σN

(
∑N−1

k=1 (xk−yk)2+y2
N

) N
2

, N ≥ 3.

Assim, para N = 2

u(y) =
∫

∂R2

g(x)y2

π|x− y|dx =
y2

π

∞∫
−∞

g(x1)

(x1 − y1)2 + y2
2

dx1, (1.22)
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e para N ≥ 3

u(y) = 2
∫

∂Rn

g(x)yN

σN |x− y|N dx

=
2yN

σN

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

g(x1, · · · , xN−1)(
∑N−1

k=1 (xk − yk)2 + y2
N

) N
2

dx1 · · · dxN−1.
(1.23)

Teorema 1.3 Sejam g ∈ C(RN−1) ∩ L∞(RN−1) e u definida por (1.23). Então u satisfaz as se-

guintes propriedades:

1. u ∈ C∞(RN
+) ∩ L∞(RN

+).

2. ∆u = 0 para y ∈ RN
+ .

3. limy→y0 u(y) = g(y0) para y ∈ RN
+ , y0 ∈ ∂RN

+ .

Prova: Seja K o nucleo dado por

K(x, y) =
2yN

σN

1
|x− y|N = − ∂G

∂xN
(x, y).

Agora, lembrando que ∆xG(x, y) = 0 para x 6= y.

∆yu(y) = ∆y

∫
∂RN

+

∂G
∂xN

(x, y)g(x)dx

=
∫

∂RN
+

∆yOxG(x, y) · η(x)g(x)dx

=
∫

∂RN
+

Ox∆yG(x, y) · η(x)g(x)dx

=
∫

∂RN
+

Ox∆yG(y, x) · η(x)g(x)dx = 0.

Logo, ∆yu(y) = 0 e consequentemente tem-se u ∈ C∞(RN
+). Para mostrar que

lim
y→y0

u(y) = g(y0) para y0 ∈ ∂RN
+ ,

começemos pelo fato que para cada y ∈ RN
+∫

∂RN
+

K(x, y)dx = 1. (1.24)

ver [1, Página 38]. Fixado y0 ∈ ∂RN
+ e ε > 0

|u(y)− g(y0)| =
∣∣∣ ∫
∂RN

+

K(x, y)g(x)dx−
∫

∂RN
+

K(x, y)g(y0)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫
∂RN

+

K(x, y)
(

g(x)− g(y0)
)
dx
∣∣∣.
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Como o núcleo K tem uma sigularidade no ponto x = y0 e considerando K(x, y) com y→ y0

e ainda, quebrando a integral em duas partes, temos∣∣∣ ∫
∂RN

+

K(x, y)
(

g(x)− g(y0)
)
dx
∣∣∣ =∣∣∣ ∫

Bγ(y0)

K(x, y)
(

g(x)− g(y0)
)
dx
∣∣∣

+
∣∣∣ ∫
∂RN

+−Bγ(y0)

K(x, y)
(

g(x)− g(y0)
)
dx
∣∣∣

=I + J.

Na primeira integral I temos, pela continuidade da função g,∣∣g(x)− g(y0)
∣∣

L∞(Bγ(y0))
<

ε

2
para γ suficientemente pequena,

e ∫
Bγ(y0)

K(x, y)dx ≤
∫

RN
+

K(x, y)dx = 1.

Portanto, |I| < ε
2 para γ suficientemente pequena.

Agora, dado esse γ, considerando a segunda integral J, temos

J =
∫

∂RN
+−Bγ(y0)

K(x, y)
(

g(x)− g(y0)
)
dx.

Em J, |x− y0| > γ. Tomando |y− y0| < γ
2 obtemos

|x− y0| ≤ |x− y|+ |y− y0| ≤ |x− y|+ γ

2
≤ |x− y|+ |x− y0|

2
.

Portanto, |x− y| ≥ |x−y0|
2 para |y− y0| < γ

2 . Isto implica que

1
|x− y|N ≤

2N

|x− y0|N
.

Portanto, para y→ y0

|J| ≤ 2|g|L∞

∫
∂RN

+−Bγ(y0)

K(x, y)dx

= 2|g|L∞

∫
∂RN

+−Bγ(y0)

2yN

σN |x− y|N dx

≤ 2|g|L∞

∫
∂RN

+−Bγ(y0)

2N+1yN

σN |x− y|N dx

=
2N+2yN

σN
|g|L∞

∫
∂RN

+−Bγ(y0)

1
|x− y0|N

dx → 0.

Daı́, conclui-se o teorema.
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Considere o problema com condição de Neumann∆u = 0, x ∈ RN
+ ,

∂u
∂η = g, x ∈ ∂RN

+ .

De (1.12) temos que

u(y) =
∫

∂RN
+

G(x, y)g(x)dx.

Daı́ e de (1.19) e (1.20), obtemos a seguinte expressão de G na fronteira

G(x, y) =


−1
π ln |x− y| = −1

2π ln
(
(x1 − y1)

2 + y2
2

)
, N = 2,

2
(N−2)σN

|x− y|2−N =
2
(

∑N−1
k=1 (xk−yk)

2+y2
N

) 2−N
2

(N−2)σN
, N ≥ 3.

Assim, para N = 2

u(y) = − 1
π

∫
∂R2

+

g(x) ln |x− y|dx = − 1
2π

∞∫
−∞

g(x1) ln
(
(x1 − y1)

2 + y2
2

)
dx1. (1.25)

E para N ≥ 3 temos:

u(y) =
2

(N − 2)σN

∫
∂RN

+

g(x)|x− y|2−Ndx

=
2

(N − 2)σN

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

g(x1, · · · , xN−1)
( N−1

∑
k=1

(xk − yk)
2 + y2

N

) 2−N
2

dx1 · · · dxN−1.

(1.26)

Teorema 1.4 Seja g uma função continua com suporte compacto no RN−1. Então a função u dada

por (1.26) satisfaz:

1. u ∈ C2(RN
+) ∩ C1(RN−1).

2. ∆u = 0, para y ∈ RN
+ .

3. limy→y0
∂u
∂η (y) = g(y0) para y ∈ RN

+ , y0 ∈ RN−1.

Prova: Dado que g tem suporte compacto

∆yu(y) = ∆y

∫
∂RN

+

G(x, y)g(x)dx =
∫

∂RN
+

∆yG(x, y)g(x)dx

=
∫

∂RN
+

∆yG(y, x)g(x)dx = 0.
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Para mostrar o resto do teorema, considerarmos

∂u
∂η

(y) = − ∂u
∂yN

(y) =
2yN

σN

∫
∂RN

+

g(x)
|x− y|N dx.

Logo, usando (1.24) e quebrando a integral em duas parcelas temos que∣∣∣∂u
∂η

(y)− g(y0)
∣∣∣ =∣∣∣2yN

σN

∫
∂RN

+

g(x)− g(y0)

|x− y|N dx
∣∣∣

≤2yN

σN

∫
Bγ(y0)

∣∣g(x)− g(y0)
∣∣

|x− y|N dx

+
2yN

σN

∫
∂RN

+−Bγ(y0)

∣∣g(x)− g(y0)
∣∣

|x− y|N dx

=I + J.

Na primeira integral I temos, pela continuidade da função g,∣∣g(x)− g(y0)
∣∣

L∞(Bγ(y0)) <
ε

2
para γ suficientemente pequena,

e ∫
Bγ(y0)

K(x, y)dx ≤
∫

∂RN
+

K(x, y)dx = 1.

Portanto, |I| < ε
2 para γ suficientemente pequena.

Agora, dado esse γ, tomando |y− y0| < γ
2 , |x− y0| ≥ γ, temos

|x− y0| ≤ |x− y|+ |y− y0| ≤ |x− y|+ γ

2
≤ |x− y|+ |x− y0|

2
.

Assim |x − y| ≥ |x−y0|
2 . Logo, desde que g é limitada, seja M > 0 uma constante tal que

|g(x)| ≤ M para cada x ∈ RN−1. Então,

|I2| ≤ 2M
∫

RN
+−Bγ(y0)

2yN

σN |x− y|N dx

≤ 2N+2MyN

σN

∫
RN

+−Bγ(y0)

1
|x− y0|N

dx → 0.

�

Considere o problema com condição de Robin∆u = 0, x ∈ RN
+ ,

au + ∂u
∂η = g, x ∈ ∂RN

+ .
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De (1.14) temos que

u(y) =
∫

∂RN
+

G(x, y)g(x)dx.

Daı́, e de (1.21) obtemos a seguinte expressão de G na fronteira:

G(x, y) = −2
∞∫

0

e−as ∂φ

∂xN
(x + seN − y)ds

=


−2
∫ ∞

0
−e−as

(
y2+s

)
2π

(
(x1−y1)2+(s+y2)2

)ds, N = 2,

−2
∫ ∞

0
−e−as(yN+s)

σN

(
∑N−1

k=1 (xk−yk)2+(s+yN)2

) N
2

ds, N ≥ 3.

Assim, para N = 2 obtemos a seguinte expressão para a função u

u(y) =
∫

∂R2

G(x, y)g(x)dS(x) =
1
π

∞∫
−∞

∞∫
0

g(x1)
(
y2 + s

)
e−as

(x1 − y1)2 + (s + y2)2 dsdx1, (1.27)

e para N ≥ 3 tem-se

u(y) =
2

σN

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

∞∫
0

g(x1, · · · , xN−1)(yN + s)e−as(
∑N−1

k=1 (xk − yk)2 + (s + yN)2
) N

2
dsdx1 · · · dxN−1. (1.28)

Teorema 1.5 Seja g uma função contı́nua com suporte compacto no RN−1, então a função u dada

por (1.28) satisfaz:

1. u ∈ C2(RN
+) ∩ C1(RN−1).

2. ∆u = 0, para y ∈ RN
+ .

3. limy→y0

(
∂u
∂η (y) + au(y)

)
= g(y0) para y ∈ RN

+ , y0 ∈ RN−1.

Observação 5 A prova de 1 e 2 é evidente como nos Teoremas 1.3 e 1.4. A prova de 3 segue-se de

[3, Pag. 121].
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Capı́tulo 2

Equação de Laplace com condição

não-linear tipo Robin no semi-espaço

RN
+

Neste capı́tulo vamos estudar a equação de Laplace no semi-espaço RN
+ com

condição de fronteira supercrı́tica tipo Robin, dada por (2.1). Vamos considerar

o espaço Ep,q = D1,p(RN
+) ∩ Lq(RN

+) e mostrar que nesse espaço, para f ∈ Ld(RN
+)

suficientemente pequena, existe uma única solução para esse problema. Depois,

estudaremos a regularidade da solução e, finalmente, mostraremos como a solução

está relacionada com a função f . Na primeira seção deste capı́tulo faremos a

introdução das ferramentas necessarias. Na segunda seção desenvolvermos al-

gumas estimativas e, finalmente, na última seção mostraremos os resultados prin-

cipais.

2.1 Introdução ao problema

Neste capı́tulo vamos considerar o problema de fronteira não linear tipo Robin dado por:∆u = 0, x ∈ RN
+ ,

∂u
∂η + λu = u|u|ρ−1 + f (x), x ∈ RN−1,

(2.1)

para N ≥ 3 e λ ≥ 0.

A função de Green para a equação de Laplace com condição de fronteira do tipo Robin de-

senvolvida no capı́tulo anterior será uma ferramenta muito importante nesta seção. Lem-

bremos que das equações (1.16) e (1.21) temos que a função de Green para o problema de

16



Laplace com condição de Robin, a qual satisfaz−∆Gλ(·, y) = δ(· − y), x ∈ RN
+ ,

∂Gλ
∂η + λGλ = 0, x ∈ RN−1,

(2.2)

é dada por:

Gλ(x, y) = φ(x− y)− φ(x− y) + Ωλ(x, y), (2.3)

onde y = (y1, · · · , yN−1,−yN) e as funções φ e Ωλ são dadas por:

φ(x) =
1

N(N − 2)αN |x|N−2 ,

e

Ωλ(x, y) = −2
∞∫

0

e−λs ∂

∂xN
φ(x− y + eNs)ds. (2.4)

Observação 6 Note que Gλ(x, y) = Ωλ(x, y) se y ∈ RN−1.

Por outro lado, pelas identidades de Green podemos passar de (2.1) para:

u(x) =
∫

RN
+

δ(x− y)u(y)dy = −
∫

RN
+

∆Gλ(x, y)u(y)dy

=
∫

RN
+

Ou(y) ·OGλ(x, y)dy−
∫

RN−1

u(y)
∂Gλ

∂η
(x, y)dy

= −
∫

RN−1

u(y)
∂Gλ

∂η
(x, y)dSy −

∫
RN

+

Gλ(x, y)∆u(y)dy +
∫

RN−1

Gλ(x, y)
∂u
∂η

(y)dy

= −
∫

RN−1

(
u(y)

∂Gλ

∂η
(x, y)− Gλ(x, y)

∂u
∂η

(y)
)

dy

= −
∫

RN−1

(
u(y)(−λGλ)(x, y)− Gλ(x, y)(u|u|ρ−1 + f (y)− λu)

)
dy.

Donde conclui-se que

u(x) =
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(

u|u|ρ−1 + f (y)
)

dy. (2.5)

Observação 7 A equação (2.5) sugere definir um espaço métrico completo adequado, um operador

Ψ dado por

Ψ : u 7→
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(

u|u|ρ−1 + f (y)
)

dy,

e procurar achar um ponto fixo para essse operador

17



2.2 Estimativas integrais

Definição 2.1 Seja h ∈ Lp(RN−1) e defina-se o operador H por:

H(h)(x) =
∫

RN−1

Gλ(x, y)h(y)dy, (2.6)

onde Gλ(x, y) é a função de Green definida por (2.3)

Note que∫
RN−1

Gλ(x, y)
(

u|u|ρ−1 + f (y)
)

dy =
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(

u|u|ρ−1
)

dy +
∫

RN−1

Gλ(x, y) f (y)dy

= H(u|u|ρ−1)(x) + H( f )(x).

Uma primeira questão natural deve ser: Em qual espaço o operador definido por (2.5) fica

bem definido? Para responder esta questão será necessário deduzir umas estimativas, o

que faremos em seguida.

Fixando ξ = x−y
|x−y| , temos que

Ωλ(x, y) = −2
∞∫

0

e−λs ∂

∂xN
φ(x− y + eNs)ds =

2
σN

∞∫
0

e−λs xN + yN + s
|x− y + seN |N

ds

=
2

σN

∞∫
0

e−λ|x−y|w (xN + yN + |x− y|w)|x− y|
|x− y + |x− y|weN |N

dw

=
2

σN

∞∫
0

e−λ|x−y|w (ξn + w)|x− y|2∣∣∣|x− y|(ξ + weN)
∣∣N dw

=
2

σN |x− y|N−2

∞∫
0

e−λ|x−y|s (ξN + s)∣∣ξ + seN
∣∣N ds,

e como

|ξ + seN |N = (ξ · ξ + 2seN · ξ + seN · seN)
N
2 = (1 + 2sξN + s2)

N
2 ,

obtém-se que

Ωλ(x, y) =
1

|x− y|N−2 θλ(ξN , |x− y|), (2.7)

onde

θλ(ξN , |x− y|) = 2
σN

∞∫
0

e−λ|x−y|s ξN + s

(1 + 2sξN + s2)
N
2

ds. (2.8)

Observação 8 Como ξN+s

(1+2sξN+s2)
N
2

é limitada no intervalo de [0, ∞), temos que

|OkΩλ(x, y)| ≤ C
|x− y|N−2+k . (2.9)
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Observação 9 Como |x− y| ≤ |x− y|, de (2.3) e (2.9) obtemos

0 ≤ Gλ(x, y) ≤ C
|x− y|N−2 e |OΩλ(x, y)| ≤ C

|x− y|N−1 x, y ∈ RN
+ . (2.10)

Também poderı́amos escrever Ωλ(x, y) = Ωλ(x− y) onde

Ωλ(z) =
1

|z|N−2 θλ(zN |z|−1, |z|). (2.11)

Para obter resultados de existência e unicidade da solução começaremos fazendo uma série

de lemas.

Lema 2.1 Seja N ≥ 3. Então existem constantes C1(N, p, q) e C2(N, p, q) satisfazendo

1.

‖H(h)‖Lq(RN
+)
≤ C1‖h‖Lp(RN−1), para

N
N − 2

< q < ∞ e p =
(N − 1)q

N + q
, (2.12)

2.

‖OH(h)‖Lq(RN
+)
≤ C2‖h‖Lp(RN−1), para

N
N − 1

< q < ∞ e p =
(N − 1)q

N
. (2.13)

Prova de 1: Comecemos por escrever x = (x′, xN) ∈ RN
+ com x′ ∈ RN−1 e xN > 0. Assim,

pela definição de H dada por (2.6) tem-se:

‖H(h)‖Lq(RN
+)

=
( ∫

RN
+

∣∣∣ ∫
RN−1

Gλ(x, y)h(y)dy
∣∣∣qdx

) 1
q

=
( ∞∫

0

∫
RN−1

∣∣∣ ∫
RN−1

Gλ(x, y)h(y)dy
∣∣∣qdx′dxN

) 1
q

=
( ∫

RN−1

∞∫
0

∣∣∣ ∫
RN−1

Gλ(x, y)h(y)dy
∣∣∣qdxNdx′

) 1
q

=
∥∥∥‖H(h)‖Lq(dxN)

∥∥∥
Lq(dx′)

.

(2.14)

Por outro lado, pela desigualdade fraca de Minkowsky, tem-se:

‖H(h)‖Lq(dxN) = ‖H(h)(x′, xN)‖Lq(dxN) =
∥∥∥ ∫

RN−1

Gλ(x, y)h(y)dy
∥∥∥

Lq(dxN)

≤
∫

RN−1

‖Gλ((x′, xN), y)‖Lq(dxN)|h(y)|dy.
(2.15)

Assim, usando (2.10) e a equivalência das normas en dimension finita, obtemos

‖G((x′, xN), y)‖q
Lq(dxN)

≤ C
∞∫

0

1
(xN + |x′ − y|)(N−2)q

dxN = C
∞∫

|x′−y|

1
w(N−2)q

dw

=
C

|x′ − y|(N−2)q−1
.

(2.16)
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Portanto, substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14) temos

‖H(h)‖Lq(RN
+)

=
∥∥∥‖H(h)‖Lq(dxN)

∥∥∥
Lq(dx′)

≤ C
∥∥∥ ∫

RN−1

|h(y)|
|x′ − y|(N−2)− 1

q
dy
∥∥∥

Lq(dx′)
≤ C2‖h‖Lp(dx′).

(2.17)

Em (2.17) a última estimativa decorre da desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev para

o pontencial de Riesz com α = 1+ 1
q , de onde obtém-se o resultado. (Ver no Apêndice sobre

as estimativas)

Prova de 2: Com as notações feitas acima temos que, no sentido das distribuções, a derivada

de H é dada por:

OH(h)(x) =
∫

RN−1

OxGλ(x, y)h(y)dy.

Assim,

‖OH(h)‖Lq(RN
+)

=
( ∫

RN
+

∣∣∣ ∫
RN−1

OxGλ(x, y)h(y)dy
∣∣∣qdx

) 1
q

=
( ∞∫

0

∫
RN−1

∣∣∣ ∫
RN−1

OxGλ(x, y)h(y)dy
∣∣∣qdx′dxN

) 1
q

=
( ∫

RN−1

∞∫
0

∣∣∣ ∫
RN−1

OxGλ(x, y)h(y)dy
∣∣∣qdxNdx′

) 1
q

=
∥∥∥‖OH(h)‖Lq(dxN)

∥∥∥
Lq(dx′)

.

(2.18)

Por outro lado, pela desigualdad fraca de Minkowsky, temos que

‖OH(h)‖Lq(dxN) = ‖OH(h)(x′, xN)‖Lq(dxN)

=
∥∥∥ ∫

RN−1

OxG((x′, xN), y)h(y)dy
∥∥∥

Lq(dxN)

≤
∫

RN−1

‖OxG((x′, xN), y)‖Lq(dxN)|h(y)|dy.

(2.19)

Assim, usando (2.10) e a equivalência das normas em dimensão finita, obtemos

‖OxG((x′, xN), y)‖q
Lq(dxN)

≤ C
∞∫

0

1
(xN + |x′ − y|)(N−1)q

dxN = C
∞∫

|x′−y|

1
w(N−1)q

dw

=
C

|x′ − y|(N−1)q−1

(2.20)

Substituindo (2.19) e (2.20) em (2.18) obtemos

‖OH(h)‖Lq(RN
+)

=
∥∥∥‖OH(h)‖Lq(dxN)

∥∥∥
Lq(dx′)

≤ C
∥∥∥ ∫

RN−1

|h(y)|
|x′ − y|(N−1)− 1

q
dy
∥∥∥

Lq(dx′)
≤ C2‖h‖Lp(dx′).

(2.21)
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Em (2.21), a última estimativa foi obtida pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev

para o pontencial de Riesz com α = 1
q , obtendo-se o resultado.

Observação 10 O Lema 2.1 diz onde H fica bem definido, alem de mostrar uma estimativa para

norma ‖OH‖

Lema 2.2 Sejam N ≥ 3, 1 < p < (N − 1) ρ−1
ρ e h ∈ W1,∞(RN−1) ∩W1,p(RN−1). Então

∂
∂xi

H(h) ∈ C(RN
+) ∩ L∞(RN

+), i = 1, · · · , N e existe uma constante C ≥ 0 satisfazendo:

‖H(h)‖W1,∞(RN
+)

+ ‖H(h)‖W1,∞(RN−1) ≤ C
(
‖h‖W1,∞(RN−1) + ‖h‖W1,p(RN−1)

)
. (2.22)

‖H(h)‖W1,pρ(RN−1) ≤ C
(
‖h‖W1,∞(RN−1) + ‖h‖W1,p(RN−1)

)
. (2.23)

Prova: Seja x = (x′, xN) ∈ RN
+ . Das equções (2.7), (2.8) e (2.11) podemos escrever

H(h)(x) =
∫

RN−1

Ω̃λ(xN , x′ − y)h(y)dy =
∫

RN−1

Ω̃λ(xN , y)h(x′ − y)dy,

onde

Ω̃λ(xN , y) =
θ(ξN , (|y|2 + x2

N)
1
2 )

(|y|2 + x2
N)

N−2
2

com ξN =
xN

|(y, xN)|
. (2.24)

Para h ∈W1,∞(RN−1) temos

∂H
∂x′

(h)(x) =
∫

RN−1

Ω̃λ(xN , y)
∂h
∂x′

(x′ − y)dy (2.25)

e
∂H
∂xN

(h)(x) =
∫

RN−1

∂Ω̃λ

∂xN
(xN , x′ − y)h(y)dy. (2.26)

Tomemos a função τ ∈ C∞
0 (RN−1) satisfazendo 0 ≤ τ(x) ≤ 1, com τ(x) = 1 para |x| ≤ 1

2 , e

sup(τ) ⊂ {x ∈ RN−1 : |x| < 1}. Consideremos

Ω̃λ,1 = Ω̃λτ e Ω̃λ,2 = Ω̃λ(1− τ).

Desde que 1 < p < (N − 1) ρ−1
ρ , segue que p′ = p

p−1 > N−1
N−2 . Seja i = 1, · · ·N − 1 já que θλ é

regular. De (2.24) e (2.25) e a desigualdade de Hölder obtemos
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∣∣∣H(h)(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫

RN−1

Ω̃λ,1(xN , y)h(x′ − y)dy
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫

RN−1

Ω̃λ,2(xN , y)h(x′ − y)dy
∣∣∣

≤
∫

RN−1

τ(y)
1

(|y|2 + x2
N)

N−2
2

∣∣h(x′ − y)
∣∣dy

+
∫

RN−1

(1− τ(y))
1

(|y|2 + x2
N)

N−2
2

∣∣h(x′ − y)
∣∣dy

≤
∥∥∥h
∥∥∥

L∞(RN−1)

∫
RN−1

τ(y)
1

|y|N−2 dy

+ C
∥∥∥h
∥∥∥

Lp(RN−1)

( ∫
RN−1

(1− τ(y))p′ 1
|y|(N−2)p′

dy
)

.

Daı́, e pela Afirmação 4 (ver Apêndice sobre as estimativas), conclui-se∣∣∣H(h)(x)
∣∣∣ ≤ C

(∥∥∥h
∥∥∥

L∞(RN−1)
+
∥∥∥h
∥∥∥

Lp(RN−1)

)
. (2.27)

Além disso, de (2.26) e (2.9), temos∣∣∣H(h)(x)
∣∣∣ ≤ ∫

RN−1

∣∣Ω̃λ(x′ − y)
∣∣h(y)dy

≤C‖h‖L∞(RN−1).

(2.28)

Da mesma maneira, temos∣∣∣∂H
∂xi

(h)(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫

RN−1

Ω̃λ,1(xN , y)
∂h
∂xi

(x′ − y)dy
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫

RN−1

Ω̃λ,2(xN , y)
∂h
∂xi

(x′ − y)dy
∣∣∣ (2.29)

≤
∫

RN−1

τ(y)
1

(|y|2 + x2
N)

N−2
2

∣∣ ∂h
∂xi

(x′ − y)
∣∣dy

+
∫

RN−1

(1− τ(y))
1

(|y|2 + x2
N)

N−2
2

∣∣ ∂h
∂xi

(x′ − y)
∣∣dy

(2.30)

≤C
∥∥∥ ∂h

∂xi

∥∥∥
L∞(RN−1)

∫
RN−1

τ(y)
1

|y|N−2 dy

+ C
∥∥∥ ∂h

∂xi

∥∥∥
Lp(RN−1)

( ∫
RN−1

(1− τ(y))p′ 1
|y|(N−2)p′

dy
)

.
(2.31)

Novamente pela Afirmação 4 (ver Apêndice sobre as estimativas), conclui-se∣∣∣∂H
∂xi

(h)(x)
∣∣∣ ≤ C

(∥∥∥ ∂h
∂xi

∥∥∥
L∞(RN−1)

+
∥∥∥ ∂h

∂xi

∥∥∥
Lp(RN−1)

)
. (2.32)

Assim ∂H
∂x′ (h) ∈ L∞(RN

+).
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Por outro lado, note que (2.30-2.32) e o Teorema da Convergencia Dominada implicam
∂H
∂x′ (h) ∈ C(RN

+). Finalmente de (2.26), temos∣∣∣ ∂H
∂xN

(h)(x)
∣∣∣ ≤ ∫

RN−1

∣∣∂Ω̃λ

∂xN
(x′ − y)

∣∣h(y)dy

≤C
∫

RN−1

K(x, y)|h(y)|dy

≤C‖h‖L∞(RN−1),

(2.33)

onde

K(x, y) =
C

(|x′ − y|2 + x2
N)

N−1
2

,

Portanto, segue para h ∈ C(RN−1) ∩ L∞(RN−1) de [1, Pagina 38] que

lim
x→x0

∂H
∂xN

(h)(x) = h(x0)

(ver no Apêndice sobre as estimativas).

De (2.27), (2.28), (2.32) e (2.33) segue-se o resultado.

Lema 2.3 Sejam N−1
N−2 < ρ < ∞, r0 = N(ρ−1)

ρ , N
N−1 < b0 < N e N−2

N < b1 < ∞ tais que:

1
b0
− 1

b1
=

1
N

. (2.34)

Então existem constantes K1 = K1(ρ, N, r0, b0), K2 = K2(ρ, N, r0, b0) tais que

1. ∥∥OH(u|u|ρ−1)−OH(v|v|ρ−1)
∥∥

Lb1 (RN
+)
≤K2‖Ou−Ov‖Lb0 (RN

+)

×
(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN
+)
− ‖Ov‖ρ−1

Lr0 (RN
+)

)
,

(2.35)

2. ∥∥H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)
∥∥

Lb1 (RN
+)
≤K1‖Ou−Ov‖Lb0 (RN

+)

×
(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN
+)
− ‖Ov‖ρ−1

Lr0 (RN
+)

)
.

(2.36)

Prova de 1: Começemos usando a seguinte desigualdade

|a|a|ρ−1 − b|b|ρ−1| ≤ K|a− b|
(
|a|ρ−1 + |b|ρ−1), (2.37)

a qual é válida para quaisquer a, b ∈ R.

Seja 1 < l < b0 satisfazendo
1
b0

=
1
l
− 1

b0(N − 1)
, (2.38)
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a qual é verdadeira pela restrição de b0. Logo, por (2.38) pode-se obter

1
l
=

1
b0

+
1

b0(N − 1)
=

N
(N − 1)b0

=
N − b0 + b0

(N − 1)b0

=
N − b0

(N − 1)b0
+

1
N − 1

=
N − b0

(N − 1)b0
+

Nρ− Nρ + N
(N − 1)N

=
N − b0

(N − 1)b0
+

ρ− 1
N − 1

ρ

N(ρ− 1)
(N − N(ρ− 1)

ρ
)

=
1
z1

+
ρ− 1

z2
,

(2.39)

para z1 e z2 satisfazendo

N − 1
z1

=
N
b0
− 1,

N − 1
z2

=
N
r0
− 1. (2.40)

Note que z1
l e z2

(ρ−1)l são expoentes conjugados. Aplicando (2.13) com q = b0 e p = l, e

usando (2.37) obtemos

‖OH(u|u|ρ−1)−OH(v|v|ρ−1)‖Lb0 (RN
+)

= ‖OH(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖Lb0 (RN
+)

≤ C‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖Ll(RN−1)

≤ C‖(u− v)
(
|u|ρ−1 + |v|ρ−1)‖Ll(RN−1)

= C
( ∫

RN−1

(
|u− v|

(
|u|ρ−1 + |v|ρ−1))l

dy
) 1

l

= C
( ∫

RN−1

|u− v|l
z1
l dy

) l
z1 l
( ∫

RN−1

(
|u|ρ−1 + |v|ρ−1) z2

ρ−1 dy
) ρ−1

z2

≤ C‖u− v‖Lz1 (RN−1)

(
(
∫

RN−1

|u|z2 dy)
1

z2
(ρ−1)

+ (
∫

RN−1

|v|z2 dy)
1

z2
(ρ−1)

)
= C‖u− v‖Lz1 (RN−1)

(
‖u‖ρ−1

Lz2 (RN−1)
+ ‖v‖ρ−1

Lz2 (RN−1)

)
.

(2.41)

Assim, fazendo uso da imersão D1,p(RN
+) ↪→ Lp∗(RN−1) (ver Apêndice sobre o espaço

D1,p(RN
+)) para 1 < p < N e 1 < p∗ < ∞ com

N − 1
p∗

=
N
p
− 1. (2.42)

Assim, por (2.40) com (p∗, p) = (z1, b0) temos

‖u− v‖Lz1 (RN−1) ≤ C1‖Ou−Ov‖Lb0 (RN
+)

, (2.43)

e também por (2.40) com (p∗, p) = (z2, r0) obtém-se

‖u‖ρ−1
Lz2 (RN−1)

+ ‖v‖ρ−1
Lz2 (RN

+)
≤ C2

(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN
+)

+ ‖Ov‖ρ−1
Lr0 (RN−1)

)
. (2.44)
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De (2.41) obtemos

‖OH(u|u|ρ−1)−OH(v|v|ρ−1)‖Lb0 (RN
+)
≤K2‖Ou−Ov‖Lb0 (RN

+)

×
(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN−1)
+ ‖Ov‖ρ−1

Lr0 (RN−1)

)
.

Donde segue-se (2.35).

Prova de 2: Agora seja 1 < l < b1 satisfazendo 1
b1

= 1
l −

b1+1
b1(N−1) . Logo, por (2.34) e (2.39)

podemos escrever

1
l
=

1
b1

+
b1 + 1

b1(N − 1)
=

N − 1 + b1 + 1
b1(N − 1)

=
N + b1

b1(N − 1)

=
N + b0 N

N−b0
b0 N

N−b0
(N − 1)

=
N

b0(N − 1)
=

1
z1

+
ρ− 1

z2
,

para z1 e z2 satisfazendo (2.40).

Aplicando (2.12) com q = b1 e p = l e usando (2.37) obtemos

‖H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)‖Lb1 (RN
+)

= ‖H(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖Lb1 (RN
+)

≤ C‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖Ll(RN−1)

≤ C‖(u− v)
(
|u|ρ−1 + |v|ρ−1)‖Ll(RN−1)

= C
( ∫

RN−1

(
|u− v|

(
|u|ρ−1 + |v|ρ−1))l

dy
) 1

l

= C
( ∫

RN−1

|u− v|l
z1
l dSy

) l
z1 l
( ∫

RN−1

(
|u|ρ−1 + |v|ρ−1) z2

ρ−1 dy
) ρ−1

z2

≤ C‖u− v‖Lz1 (RN−1)

(
(
∫

RN−1

|u|z2 dy)
1

z2
(ρ−1)

+ (
∫

RN−1

|v|z2 dSy)
1

z2
(ρ−1)

)
= C‖u− v‖Lz1 (RN−1)

(
‖u‖ρ−1

Lz2 (RN−1)
+ ‖v‖ρ−1

Lz2 (RN−1)

)
.

(2.45)

Assim por (2.43) e (2.44) obtemos de (2.45)

‖H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)‖Lb1 (RN
+)
≤K1‖Ou−Ov‖Lb0 (RN

+)

×
(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN−1)
+ ‖Ov‖ρ−1

Lr0 (RN−1)

)
.

Donde segue-se (2.36).

Observação 11 O Lema 2.3 será importante para mostrar a contração do operador Ψ dado por

Ψ : u 7→
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(

u|u|ρ−1 + f (y)
)

dy,
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2.3 A equação de Laplace com condição de fronteira supercrı́tica

tipo Robin

As estimativas feitas na seção anterior serão aplicadas na prova dos resultados

desta secção. Fazendo uso do argumento do ponto fixo provaremos a existência

da solução para a equação de Laplace.

Definição 2.2 Sejam p0 > 1 e p1 > 1. Definiremos o espaco Ep0,p1 por

Ep0,p1 = D1,p0(RN
+) ∩ Lp1(RN

+)

com a norma ‖ · ‖Ep0,p1
, isto é:

‖u‖Ep0,p1
= ‖Ou‖Lp0 (RN

+)
+ ‖u‖Lp1 (RN

+)
. (2.46)

Em particular, quando r0 = N(ρ−1)
ρ e r1 = N(ρ− 1), por simplicidade, escrevemos E = Er0,r1 .

O problema dado por (2.1) não é invariante por homotetia quando λ 6= 0. Mas iremos

considerar a seguinte homotetia

u(x)→ uσ(x) = σ
1

ρ−1 u(σx), (2.47)

e procuraremos p0, p1 tais que (2.46) seja invariante por (2.47), isto é:

‖uσ‖p1

Lp1 (RN
+)

=
∫

RN
+

|σ
1

ρ−1 u(σx)|p1 dx =
∫

RN
+

σ
p1

ρ−1 |u(σx)|p1 dx

=
σ

p1
ρ−1

σN

∫
RN

+

|u(x)|p1 dx = σ
p1−N(ρ−1)

ρ−1 ‖u‖p1

Lp1 (RN
+)

,

‖Ouσ‖p0

Lp0 (RN
+)

=
∫

RN
+

|Oσ
1

ρ−1 u(σx)|p0 dx =
∫

RN
+

σ
p0

ρ−1 |Ou(σx)|p0 dx

=
σ

p0
ρ−1 σp0

σN

∫
RN

+

|Ou(x)|p0 dx = σ
p0−(N−p0)(ρ−1)

ρ−1 ‖Ou‖p0

Lp0 (RN
+)

.

Daı́,

‖uσ‖Ep0,p1
= ‖Ouσ‖Lp0 (RN

+)
+ ‖uσ‖Lp1 (RN

+)

= σ
p0−(N−p0)(ρ−1)

(ρ−1)p0 ‖Ou‖Lp0 (RN
+)

+ σ
p1−N(ρ−1)
(ρ−1)p1 ‖u‖Lp1 (RN

+)
.

Logo ‖uσ‖Ep0,p1
= ‖u‖Ep0,p1

se e somente se p0 = N(ρ−1)
ρ e p1 = N(ρ− 1).

Observação 12 Note que os expoentes p0 e p1 são tais que satisfazem p1 = p∗0 e, portanto, E =

Er0,r1 = D1,r0(RN
+).
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Teorema 2.1 Sejam N−1
N−2 < ρ < ∞, r0 = N(ρ−1)

ρ e r1 = N(ρ− 1). Suponha que f ∈ Ld(RN−1)

com d = (N−1)(ρ−1)
ρ .

1. Se existe um ε > 0 de modo que ‖ f ‖Ld(RN−1) ≤ ε
L , então a equação integral (2.5) tem uma

única solução u ∈ E satisfazendo ‖u‖E ≤ 2ε, onde L é dada em (2.50).

2. Sejam 1 < d < N − 1, q0 = dN
N−1 , q1 = q0 N

N−q0
e f ∈ Ld(RN−1) ∩ Ld(RN−1). Se existe

0 < ε ≤ ε de modo que ‖ f ‖Ld(RN−1) ≤ ε, então u ∈ Eq0,q1 .

3. Sejam u1 e u2 soluções de (1) correspondentes a ( f1, ε1) e ( f2, ε2) e ε1 = ε2 = ε respectiva-

mente. Então

‖u1 − u2‖E ≤
L

1− 2pKερ−1 ‖ f1 − f2‖Ld(RN−1). (2.48)

onde K é definida em (2.51).

Prova de 1: Seja a bola B2ε = {u ∈ E : ‖u‖E ≤ 2ε} com a métrica Z(·, ·) dada por

Z(u, v) = ‖u− v‖E.

Para algum ε > 0, vamos mostrar que a aplicação

Ψ(u) : =
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(
u|u|ρ−1 + f

)
dy

= H( f ) + H(u|u|ρ−1),

(2.49)

é uma contração em (B2ε,Z) sempre que 2ρKερ−1 < 1.

Por (2.12) com (q, p) = (r1, d) e (2.13) com (q, p) = (r0, d) obtém-se

‖H( f )‖E = ‖H( f )‖Lr1 (RN
+)

+ ‖OH( f )‖Lr0 (RN
+)

≤
(
C1(N, r1, d) + C2(N, r0, d)

)
‖ f ‖Ld(RN−1)

= L‖ f ‖Ld(RN−1).

(2.50)

Por outro lado, desde que 1
r0
− 1

r1
= 1

N segue do Lema 2.3 para qualquer u, v ∈ B2ε, com

b0 = r0 e b1 = r1,

‖Ψ(u)−Ψ(v)‖E = ‖H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)‖E

= ‖H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)‖Lr1 (RN
+)

+ ‖OH(u|u|ρ−1v|v|ρ−1)‖Lr0 (RN
+)

≤ K1‖Ou−Ov‖Lr0 (RN
+)

(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN
+)

+ ‖Ov‖ρ−1
Lr0 (RN

+)

)
+ K2‖Ou−Ov‖Lr0 (RN

+)

(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN
+)

+ ‖Ov‖ρ−1
Lr0 (RN

+)

)
= (K1 + K2)‖Ou−Ov‖Lr0 (RN

+)

(
‖Ou‖ρ−1

Lr0 (RN
+)

+ ‖Ov‖ρ−1
Lr0 (RN

+)

)
≤ K‖u− v‖E

(
‖u‖ρ−1

E + ‖v‖ρ−1
E
)

≤ 2ρερ−1K‖u− v‖E.

(2.51)
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De (2.51) temos que

‖H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)‖E ≤ K‖u− v‖E
(
‖u‖ρ−1

E + ‖v‖ρ−1
E
)
.

Tomando v = 0 obtemos

‖H(u|u|ρ−1)‖E ≤ K‖u‖ρ
E,

o que juntamente com (2.50) nos dá

‖Ψ(u)‖E ≤ ‖H( f )‖E + ‖H(u|u|ρ−1)‖E

≤ L‖ f ‖Ld(RN−1) + K‖u‖ρ
E

≤ ε + 2ρKερ ≤ 2ε.

(2.52)

De (2.51) e (2.52) temos que Ψ é uma contração e, portanto, existe um ponto fixo em B2ε, o

qual é a única solução da equação (2.5) satisfazendo ‖u‖E ≤ 2ε.

Prova de 2: Pela parte (1) a solução pode ser obtida como o limite da sequência de Picard

dada por

u1 = H( f ) uk+1 = H( f ) + H(uk|uk|ρ−1), k ∈N. (2.53)

Pelas desigualdades (2.12) com o par (q, p) = (q1, d) e (2.13) com (q, p) = (q0, d), temos que

‖H( f )‖E = ‖H( f )‖Lq1 (RN
+)

+ ‖OH( f )‖Lq0 (RN
+)

≤
(
C1(N, q0, d) + C2(N, q1, d)

)
‖ f ‖Ld(RN−1)

≤ Lq0,q1‖ f ‖Ld(RN−1).

(2.54)

Como

‖uk+1‖E ≤ ‖H( f )‖E + ‖H(uk|uk|ρ−1)‖E,

escolhendo 0 ≤ ε ≤ ε satisfazendo 2ρKq0,q1 ερ−1 < 1 e ‖ f ‖Ld(RN−1) ≤ ε
Lq0,q1

e repetindo as

contas como em (2.52) tem-se que a sequência (2.53) é fechada na bola B2ε i.e (‖uk‖E ≤ 2ε).

Considere a sequência (wk)k≥2 dada por wk+1 = uk+1 − uk. Como 1
q0
− 1

q1
= 1

N , pelo Lema

2.3 temos

‖wk+1‖Eq0,q1
=‖wk+1‖Lq1 (RN

+)
+ ‖Owk+1‖Lq0 (RN

+)

=‖H(uk|uk|ρ−1 − uk−1|uk−1|ρ−1)‖Lq1 (RN
+)

+ ‖OH(uk|uk|ρ−1 − uk−1|uk−1|ρ−1)‖Lq0 (RN
+)

≤Kq0,q1‖Ouk −Ouk−1‖Lq0 (RN
+)

(
‖Ouk‖

ρ−1
Lr0 (RN

+)
+ ‖Ouk−1‖

ρ−1
Lr0 (RN

+)

)
≤Kq0,q1‖Ouk −Ouk−1‖Eq0,q1

(
‖uk‖

ρ−1
E + ‖uk−1‖

ρ−1
E

)
≤2ρKq0,q1 ερ−1‖wk‖Eq0,q1

.
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Desde que 2ρKq0,q1 ερ−1 < 1, a sequência (uk)k∈N é uma contração em Eq0,q1 . Portanto, é

convergente a u ∈ Eq0,q1 . Finalmente, da unicidade do limite no sentido das distribuções

segue que u = u.

Prova de 3:

‖u1 − u2‖E ≤ ‖H( f1)− H( f2) + H(u1|u1|ρ−1)− H(u2|u2|ρ−1)‖E

≤ ‖H( f1)− H( f2)‖E + ‖H(u1|u1|ρ−1)− H(u2|u2|ρ−1)‖E

≤ L‖ f1 − f2‖Ld(RN−1) + K‖u1 − u2‖E
(
‖u1‖ρ−1 + ‖u2‖ρ−1)

≤ L‖ f1 − f2‖Ld(RN−1) + (2ρKερ−1)‖u1 − u2‖E.

Daı́, desde que 2ρKερ−1 < 1, obtém-se (2.48), o que conclui a prova do Teorema 2.1.

Definição 2.3 Uma funcão u ∈ D1,p
loc (R

N
+) é a solução fraca de (2.1) se∫

RN
+

OuOϕ +
∫

RN−1

(
λu− u|u|ρ−1 − f (y)

)
ϕ(y)dy = 0, (2.55)

para qualquier φ ∈ C∞(RN
+)

Teorema 2.2 Com as hipóteses do Teorema 2.1, seja u a solução dada pelo Teorema 2.1 parte (1).

1. u ∈ C∞(RN
+) e u é a solução de (2.1) no sentido de (2.55).

2. Seja 1 < p < (N− 1) ρ−1
ρ e suponha que f ∈W1,∞(RN−1)∩W1,p(RN−1) é suficientemente

pequena. Então u ∈W1,∞(RN−1) ∩ C1(RN
+) ∩ C∞(RN

+) e u é uma solução clássica de (2.1).

Prova de 1: Vamos usar a seguinte notação〈
ψ, ϕ

〉
=
∫

RN

ψϕdx

para ψ ∈ D′(RN
+) e ϕ ∈ C∞

0 (RN
+). Assim para qualquer ϕ ∈ C∞

0 (RN
+), temos

〈
OGλ(x, y),Oϕ(x)

〉
=

∫
RN−1

ϕ(z)
∂Gλ

∂η
(z, y)dz−

∫
RN

ϕ∆Gλdx

=
∫

RN−1

ϕ(z)
∂Gλ

∂η
(z, y)dz + 〈δy, ϕ〉
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e, portanto, como ϕ ∈ C∞
0 (RN

+) temos

0 = 〈Ou(x)Oϕ(x)〉 =
〈 ∫

RN−1

OGλ(x, y)(u|u|ρ−1 + f )(y)dy,Oϕ

〉

=
∫

RN−1

〈
OGλ(x, y),Oϕ(x)

〉
(u|u|ρ−1 + f )(y)dy

=
∫

RN−1

〈δy(x), ϕ(x)〉(u|u|ρ−1 + f )(y)dy

+
∫

RN−1

∫
RN−1

(
ϕ(z)

∂Gλ

∂η
(z, y)

)
(u|u|ρ−1 + f )(y)dzdy

=
∫

RN−1

ϕ(y)(u|u|ρ−1 + f )(y)dy

−
∫

RN−1

∫
RN−1

λGλ(z, y)ϕ(z)(u|u|ρ−1 + f )(y)dydz

=
∫

RN−1

ϕ(y)(u|u|ρ−1 + f )(y)dy

−
∫

RN−1

λ
( ∫

RN−1

Gλ(z, y)(u|u|ρ−1 + f )(y)dy
)

ϕ(z)dz

=
∫

RN−1

ϕ(y)(u|u|ρ−1 + f )(y)dy−
∫

RN−1

λu(y)ϕ(y)dy.

(2.56)

Logo u é a solução fraca de (2.1) no sentido da Definição 2.3. Além disso,

〈u(x), ∆ϕ(x)〉 = 〈Ou(x),Oϕ(x)〉 = 0 para ϕ ∈ C∞
0 (RN

+).

Portanto, u é uma distribução harmônica, logo u ∈ C∞(RN
+).

Prova de 2: Suponha que f ∈ W1,∞(RN−1) ∩W1,p(RN−1) com 1 < p < (N − 1) ρ−1
ρ . Sejam

os espaços X e Y definidos assim

Y = W1,∞(RN−1) ∩W1,pρ(RN−1),

com a norma ‖ · ‖Y, isto é:

‖ · ‖Y = ‖ · ‖W1,∞(RN−1) + ‖ · ‖W1,pρ(RN−1)

e

X =
{

u ∈W1,∞(RN
+) ∩ C1(RN

+) : u|RN−1 ∈ Y
}

, (2.57)

com a norma ‖ · ‖X, isto é:

‖ · ‖X = ‖ · ‖W1,∞(RN
+)

+ ‖ · ‖Y.
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Pelo Lema (2.2) e a desigualdade de Hölder temos

‖H(u|u|ρ−1)− H(v|v|ρ−1)‖X =‖H(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖X

=‖H(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖W1,∞(RN
+)

+ ‖H(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖W1,∞(RN−1)

+ ‖H(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖W1,pρ(RN−1)

≤C‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖W1,∞(RN−1)

+ ‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖W1,p(RN−1)

≤C(ε, ρ)‖u− v‖X < ‖u− v‖X.

(2.58)

Sempre que ε satisfaça tal que 2C(ε, ρ) < 1. [Ver Apêndice Sobre as estimativas]

Por outro lado, temos que para Ψ(u) = H( f ) + H(u|u|ρ−1)

‖H( f )‖X = ‖H( f )‖W1,∞(RN
+)

+ ‖H( f )‖W1,∞(RN−1) + ‖H( f )‖W1,pρ(RN−1)

≤ C
(
‖ f ‖W1,∞(RN−1) + ‖ f ‖W1,p(RN−1)

)
≤ ε

e para cada u tal que ‖u‖X < 2ε temos

‖Ψ(u)‖X = ‖H( f ) + H(u|u|ρ−1)‖X

≤ ‖H( f )‖X + ‖H(u|u|ρ−1)‖X

≤ ε + C(ε, ρ)‖u‖X

≤ ε + 2C(ε, ρ)ε

≤ 2ε.

(2.59)

Daı́, para f suficientemente pequena ε tal que 2C(ε, ρ) < 1 e ‖u‖X ≤ 2ε. De (2.58) e (2.59)

temos que Ψ é uma contração e, portanto, tem um único ponto fixo.

Seja a sequência de Picard dada por 2.53:

u1 = H( f ) uk+1 = H( f ) + H(uk|uk|ρ−1), k ∈N.

Temos que a sequência (wk)k≥2 dada por

wk+1 = uk+1 − uk

satisfaz

‖wk+1‖X = ‖uk+1 − uk‖X = ‖H(uk|uk|ρ−1)− H(uk−1|uk−1|ρ−1)‖X

= ‖H(uk|uk|ρ−1 − uk−1|uk−1|ρ−1)‖X

≤ C(ε, ρ)‖uk − uk−1‖X

< ‖uk − uk−1‖X = ‖wk‖X.

Assim, a sequência (uk)k≥1 é contrativa em X. Portanto, converge para u ∈ X. Finalmente,

a unicidade do limite no sentido das distribuções implica u = u ∈ X.
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Teorema 2.3 Com as hipóteses do Teorema 2.1 seja D ⊂ RN−1 um conjunto mensurável com

medida positiva.

1. Se f é não negativa e f > 0 em D, então u é positiva em RN
+ .

2. Se f é não positiva e f < 0 em D, então u é negativa em RN
+ .

3. A função f é radial em RN−1 se, e somente se, u é invariante por rotação ao redor do eixo

{xN = 0}.

Primeiro, note que para x ∈ RN
+ e y ∈ RN−1 temos que Gλ(x, y) = Ωλ(x, y). Donde

Gλ(x, y) = Ωλ(x, y) =
1

|x− y|N−2

∞∫
0

e−λ|x−y|s ξN + s

(1 + 2ξNs + s2)
N
2

ds > 0. (2.60)

Prova de 1: Seja D um conjunto mensurável com medida positiva em RN−1. Como f ≥ 0

q.t.p. para x ∈ RN−1 e f (y) > 0 para y ∈ D, temos

H( f ) =
∫

RN−1

Gλ(x, y) f (y)dy ≥
∫
D

Gλ(x, y) f (y)dy > 0.

Assim, temos que (para k = 1), u1 = H( f ) > 0. Suponha que uk > 0 para todo k ∈ N.

Logo, para k + 1 temos pelas hipóteses de indução que

uk+1 = H( f ) + H(uk|uk|ρ−1) > 0.

Portanto, temos que a sequência (2.53) é positiva. Finalmente, já que u = H( f )+ H(u|u|ρ−1),

por (2.60) conclui-se que u > 0.

Prova de 2: Seja D um conjunto mensurável com medida positiva em RN−1. Como f ≤ 0

q.t.p. para x ∈ RN−1 e f (y) < 0 para y ∈ D, temos

H( f ) =
∫

RN−1

Gλ(x, y) f (y)dy ≤
∫
D

Gλ(x, y) f (y)dy < 0.

Assim, temos que, para k = 1, u1 = H( f ) < 0. Suponha que uk < 0 para todo k ∈N. Logo,

para k + 1, temos pela hipóteses de indução que

uk+1 = H( f ) + H(uk|uk|ρ−1) < 0.

Portanto, temos que a sequência (2.53) é negativa. Finalmente, já que u = H( f )+ H(u|u|ρ−1),

por (2.60) conclui-se que u < 0.

Prova de 3: Desde que y = y quando y ∈ RN−1, temos que Gλ(x, y) = Ωλ(x, y), onde Ωλ

é definda em (2.11). Seja T uma rotação ao redor do {xN = 0} e assuma que f é radial em

RN−1, então temos

u1(Tx) = H( f )(Tx) =
∫

RN−1

Ωλ(Tx− y) f (y)dy =
∫

RN−1

Ωλ

(
T(x− T−1y

)
) f (y)dy

=
∫

RN−1

Ωλ(T(x− w)) f (Tw)dw =
∫

RN−1

Ωλ(x− w) f (w)dw = H( f )(x) = u1(x).
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Daı́, tem-se que u1 é T invariante. Agora suponha que uk é T invariante, logo

H(uk|uk|ρ−1)(Tx) =
∫

RN−1

Ωλ(Tx− y)uk(y)|uk(y)|ρ−1dy

=
∫

RN−1

Ωλ

(
T(x− T−1y)

)
uk(y)|uk(y)|ρ−1dy

=
∫

RN−1

Ωλ

(
T(x− w)

)
uk(Tw)|uk(Tw)|ρ−1dw

=
∫

RN−1

Ωλ(x− w)uk(w)|uk(w)|ρ−1dw = H(uk|uk|ρ−1)(x).

Portanto, para uk+1 temos

uk+1(Tx) = H( f )(Tx) + H(uk|uk|ρ−1)(Tx) = H( f )(x) + H(uk|uk|ρ−1)(x) = uk+1(x),

isto é, uk é T invariante para todo k ∈ N. Agora, como uk → u em E e as normas Lp

preservan a invariância por rotação, então u é T invariante.

Se u é T invariante então

H( f )(Tx) = u(Tx)− H(u|u|ρ−1)(Tx) = u(x)− H(u|u|ρ−1)(x) = H( f )(x),

isto é, H( f ) é T invariante. Desde que yN = 0 se y ∈ RN−1, temos que H( f ) é uma função

radial no RN−1. Consequêntemente, f é radial.

No seguinte teorema estudaremos a continuidade da solução em Lr1(RN
+) com respeito ao

parâmetro λ.

Teorema 2.4 Com as hipóteses do Teorema 2.1. Seja uλ a solução que obtém-se pelo Teorema 2.1

parte (1), correspondente a λ ≥ 0. Então

1.

lim
λ→∞
‖uλ‖Lr1 (RN

+)
= 0. (2.61)

2.

lim
λ→λ0

‖uλ − uλ0‖Lr1 = 0, para λ0 ≥ 0. (2.62)

Prova de 2: Sem perda de generalidade, assumamos que 0 ≤ λ0 < λ. Já que Gλ(x, y) =

Ωλ(x, y), y ∈ RN−1 temos

uλ(x) =
∫

RN−1

Gλ(x, y)
(
u|u|ρ−1 + f

)
dy =

∫
RN−1

Ωλ(x, y)
(
u|u|ρ−1 + f

)
dy. (2.63)
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Se x ∈ RN
+ , então |x− y| > 0 para todo y ∈ RN−1 logo

|uλ(x)− uλ0(x)| ≤
∫

RN−1

|Ωλ(x, y)−Ωλ0(x, y)||
(
u|u|ρ−1 + f

)
|dy

≤ C
∫

RN−1

Rλ(x, y)
1

|x− y|N−2

∣∣(u|u|ρ−1 + f
)∣∣dy

≤ C1

∫
RN−1

1
|x− y|N−2

∣∣(u|u|ρ−1 + f
)∣∣dy,

onde

Rλ(x, y)
|x− y|N−2

∣∣u|u|ρ−1 + f
∣∣ = ∞∫

0

(
e−λ0|x−y|s − e−λ|x−y|s) |ξN + s|

(1 + 2ξNs + s2)
N
2

ds

×
( 1
|x− y|N−2

∣∣u|u|ρ−1 + f
∣∣)

=

∞∫
0

(
e−λ0|x−y|s(1− e−(λ−λ0)|x−y|s)

) |ξN + s|
(1 + 2ξNs + s2)

N
2

ds

×
( 1
|x− y|N−2

∣∣u|u|ρ−1 + f
∣∣)→ 0, (λ→ λ0),

(2.64)

para q.t.p. x ∈ RN
+ e y ∈ RN−1. Agora, defina Nλ(x, y) e N do seguinte modo:

Nλ(x, y) = Rλ(x, y)
1

|x− y|N2

∣∣(u|u|ρ−1 + f )
∣∣

≤ C
1

|x− y|N−2

∣∣(u|u|ρ−1 + f )
∣∣ = N(x, y),

para q.t.p. x ∈ RN
+ e y ∈ RN−1. Notemos que∫

RN−1

N(x, y)dy =
∫

RN−1

1
|x− y|N−2

∣∣u|u|ρ−1 + f
∣∣dy ∈ Lr1(RN

+).

Resulta que N(x, ·) ∈ L1(RN−1) q.t.p. x ∈ RN
+ . Assim, de (2.63), (2.64) e do teorema da

convergência dominada temos

|uλ(x)− uλ0(x)| ≤
∫

RN−1

Nλ(x, y)dy→ 0, q.t.p. x ∈ RN
+ . (2.65)

Alem disso,

|uλ(x)− uλ0(x)| ≤
∫

RN−1

N(x, y)dy = P(x) ∈ Lr1(RN
+). (2.66)

Logo, de (2.65), (2.66), e novamente do teorema da convergência dominada

lim
λ→λ0

‖uλ(x)− uλ0(x)‖Lr1 (RN
+)

= 0.
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Prova de 1: Claramente, das equações (2.7) e (2.8) e do teorema da convergência dominada

temos que Ωλ(x, y)→ 0, λ→ ∞ q.t.p. x ∈ RN
+ e y ∈ RN−1. Assim,

Nλ(x, y) = |Ωλ(x, y)|
∣∣u|u|ρ−1 + f

∣∣ ≤ C
|x− y|N−2

∣∣u|u|ρ−1 + f
∣∣ = N(x, y). (2.67)

Uma vez que Nλ(x, y)→ 0, λ→ ∞ q.t.p. x ∈ RN
+ e y ∈ RN−1, temos∫

RN−1

N(x, y)dy ∈ Lr1(RN
+).

Então N(x, ·) ∈ L1(RN
+) q.t.p. x ∈ RN

+ . Novamente do teorema da convergência dominada

segue que

|uλ(x)| ≤
∫

RN−1

Nλ(x, y)dy→ 0, λ→ ∞ q.t.p. x ∈ RN
+ . (2.68)

E, ainda,

|uλ(x)| ≤
∫

RN−1

N(x, y)dy ∈ Lr1(RN
+). (2.69)

Consequentemente,

lim
λ→∞
‖uλ(x)‖Lr1 (RN

+)
= 0.
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Capı́tulo 3

Identidades de Green para operadores

poli-harmônicos e aplicações

3.1 Preliminares

Nesta seção vamos introduzir resultados importantes com o intuito de conseguir uma ex-

pressão para a função de Green do operador poli-harmônico. Assim como no primeiro

capı́tulo, no qual trabalhamos a questão de obter a função de Green para o problema de

Poisson

−∆u = f , x ∈ RN
+ .

com diversas condições na fronteira (Dirichlet, Neumann e Robin). Agora vamos fazer um

estudo da função de Green para o problema de Navier

NAVIER =

(−∆)pu = f , x ∈ Ω

(−∆)ju = gj , x ∈ ∂Ω, j = 0, 1, · · · , p− 1.

Definição 3.1 Sejam u ∈ C2p(Ω) e p ∈N. Defina-se o operador (−∆)p por

(−∆)pu = (−∆) · · · (−∆)︸ ︷︷ ︸
p veces

u, x ∈ Ω

Observação 13 No caso p = 0, temos (−∆)0 = I, onde I é o operador identidade.

Vamos precisar, basicamente, de uma versão da 2a identidade de Green (1.5) como ferra-

menta principal para conseguir trabalhar no problema (??)

Lema 3.1 Sejam f e g suaves. Para cada p ∈N tem-se:

36



1. ∫
Ω

∆ f (x)∆pg(x)dx =
∫
Ω

f (x)∆p+1g(x) +
∫

∂Ω

{
∆pg(x)

∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆pg

∂η
(x)
}

dSx,

(3.1)

2. ∫
Ω

g(x)∆p f (x)− f (x)∆pg(x)dx =
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)−∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx.

(3.2)

Prova de 1: É imediato para u = ∆pg e v = f na equação (1.5).

Prova de 2: A prova é por indução. Para p = 1 o resultado é satisfeito tomando u = f e

v = g na equação (1.5). Para p = 2 escolhendo u = ∆g e v = f na equação (1.5)∫
Ω

∆g(x)∆ f (x)− f (x)∆2g(x)dx =
∫

∂Ω

∆g(x)
∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆g
∂η

dSx. (3.3)

E, escolhendo u = g e v = ∆ f na equação (1.5) obtemos∫
Ω

g(x)∆2 f (x)− ∆ f (x)∆g(x)dx =
∫

∂Ω

g(x)
∂∆ f
∂η

(x)− ∆ f (x)
∂g
∂η

(x)dSx. (3.4)

Somando (3.3) e (3.4) obtemos o resultado para p = 2; isto é,∫
Ω

g(x)∆2 f (x)− f (x)∆2g(x)dx =
∫

∂Ω

(g(x)
∂∆ f
∂η

(x)− ∆ f (x)
∂g
∂η

(x))dSx

+
∫

∂Ω

(∆g(x)
∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆g
∂η

(x))dSx.

Suponha agora válido o resultado para p− 1, isto é,∫
Ω

∆p−1 f (x)g(x)− f (x)∆p−1g(x)dx =
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−1−kg(x)−∆k−1 f (x)
∂∆p−1−kg

∂η
dSx.

Vamos provar que é valido para p. Trocando g por ∆g em (3.2) e usando a hipótese de

indução temos∫
Ω

∆g(x)∆p−1 f (x)− f (x)∆pg(x)dx =
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−1−k∆g(x)dSx

−
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∆k−1 f (x)
∂∆p−1−k∆g

∂η
(x)dSx.

(3.5)

Trocando f por ∆ f em (3.2) resulta∫
Ω

g(x)∆p f (x)− ∆ f (x)∆p−1g(x)dx =
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1∆ f
∂η

(x)∆p−1−kg(x)dSx

−
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∆k−1∆ f (x)
∂∆p−1−kg

∂η
(x)dSx.

(3.6)
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Somando (3.5) e (3.6) obtemos∫
Ω

g(x)∆p f (x)− f (x)∆pg(x)dx +
∫
Ω

∆g(x)∆p−1 f (x)− ∆ f (x)∆p−1g(x)dx

=
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx

+
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k f
∂η

(x)∆p−1−kg(x)− ∆k f (x)
∂∆p−1−kg

∂η
(x)dSx.

Usando (3.1) nas duas parcelas da segunda integral da esquerda obtemos

∫
Ω

g(x)∆p f (x)− f (x)∆pg(x)dx +
∫
Ω

g(x)∆p f (x)dx +
∫

∂Ω

{
∆p−1 f (x)

∂g
∂η

(x)− g(x)
∂∆p−1 f

∂η

}
dSx

−
∫
Ω

f (x)∆pg(x)dx−
∫

∂Ω

{
∆p−1g(x)

∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆p−1g

∂η

}
dSx

=
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx

+
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

(
(

∂

∂η
∆k f )(∆p−1−kg)− (∆k f )(

∂

∂η
∆p−1−kg)

)
dS(x).

Daı́,

2
∫
Ω

g(x)∆p f (x)− f (x)∆pg(x)dx =
∫

∂Ω

∆p−1g(x)
∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆p−1g

∂η

)
dSx

+
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx

+
p−1

∑
k=1

∫
∂Ω

(
(

∂

∂η
∆k f )(∆p−1−kg)− (∆k f )(

∂

∂η
∆p−1−kg)

)
dSx

+
∫

∂Ω

g(x)
∂∆p−1 f

∂η
(x)− ∆p−1 f (x)

∂g
∂η

(x)dSx
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=
∫

∂Ω

∆p−1g(x)
∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆p−1g

∂η
(x)dSx

+
∫

∂Ω

∆p−1g(x)
∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆p−1g

∂η
(x)dSx

+
p−1

∑
k=2

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx

+
p−2

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k f
∂η

(x)∆p−1−kg(x)∆k f (x)
∂∆p−1−kg

∂η
(x)dSx

+
∫

∂Ω

g(x)
∂∆p−1 f

∂η
(x)− ∆p−1 f (x)

∂g
∂η

(x)dSx

+
∫

∂Ω

g(x)
∂∆p−1 f

∂η
(x)− ∆p−1 f (x)

∂g
∂η

(x)dSx.

Daı́, reindexando o segundo somatório da direita obteremos:

2
∫
Ω

g(x)∆p f (x)− f (x)∆pg(x)dx = 2
∫

∂Ω

∆p−1g(x)
∂ f
∂η

(x)− f (x)
∂∆p−1g

∂η
(x)dSx

+
p−1

∑
k=2

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx

+
p−1

∑
k=2

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx

+ 2
∫

∂Ω

g(x)
∂∆p−1 f

∂η
(x)− ∆p−1 f (x)

∂g
∂η

(x)dSx

= 2
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1 f
∂η

(x)∆p−kg(x)− ∆k−1 f (x)
∂∆p−kg

∂η
(x)dSx.

�

Definição 3.2 Dado p ∈ N a solução harmônica (ou fundamental) para o operador (−∆)p com

condição de Fronteira de Navier, é definida por

φ(x, y) =

CN,p|x− y|2p−N , N > 2p,

Cp ln 1
|x−y| , N = 2p.

(3.7)

Observação 14 1. A solução fundamental para o operador (−∆)p dada por (3.7), coincide com

a solução fundamental do operador de Laplace (1.4) quando p = 1.
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Agora começaremos enunciando uma série de Lemas e Corolários os quais serão impor-

tantes para conseguir algumas propriedades da função de Green para o problema poli-

harmônico com fronteira de Navier

Lema 3.2 Para x 6= y a função φ definida por (3.7) satisfaz:
∆kφ(x, y) = CN,p

{
∏k−1

i=0

(
2p− N − 2i

)}{
∏k

j=1(2p− 2j)
}
|x− y|2p−N−2k, N > 2p, j ≥ 1,

∆kφ(x, y) = 2k−1(k− 1)!Cp

{
∏k

i=1(2i− 2p)
}
|x− y|−2k, N = 2p, j ≥ 1.

(3.8)

CASO 1: Se N > 2p. Por indução sobre k. Para k = 1 obtemos

∂

∂xi
φ(x, y) =

CN,p(2p− N)|x− y|2p−N−1(xi − yi)

|x− y| = CN,p(2p− N)|x− y|2p−N−2(xi − yi)

∂2

∂x2
i

φ(x, y) = CN,p(2p− N)
(
|x− y|2p−N−2 + (2p− N − 2)|x− y|2p−N−3 (xi − yi)

2

|x− y|

)
.

Logo

∆φ(x, y) = CN,p(2p− N)(2p− 2)|x− y|2p−N−2.

Suponha válido para k− 1 ≥ 1, isto é,

∆k−1φ(x, y) = CN,p

{ k−2

∏
i=0

(
2p− N − 2i

)}{ k−1

∏
j=1

(2p− 2j)
}
|x− y|2p−N−2(k−1).

Assim, tem-se o seguinte:

∂

∂xi
∆k−1φ(x, y) =CN,p

{ k−2

∏
i=0

(
2p− N − 2i

)}
×
{ k−1

∏
j=1

(2p− 2j)
}
(2p− N − 2(k− 1))|x− y|2p−N−2(k−1)−1 xi − yi

|x− y|

= CN,p

{ k−1

∏
i=0

(
2p− N − 2i

)}{ k−1

∏
j=1

(2p− 2j)
}
|x− y|2p−N−2(k−1)−2(xi − yi),

∂2

∂x2
i

∆k−1φ(x, y) = CN,p

{ k−1

∏
i=0

(
2p− N − 2i

)}{ k−1

∏
j=1

(2p− 2j)
}(
|x− y|2p−N−2(k−1)−2

+ (xi − yi)
2(2p− N − 2(k− 1)− 2)|x− y|2p−N−2(k−1)−2

)
.

Logo, obtém-se

∆kφ(x, y) = CN,p

{ k−1

∏
i=0

(
2p− N − 2i

)}{ k

∏
j=1

(2p− 2j)
}
|x− y|2p−N−2k.

Portanto, segue a primeira afirmação do lema.
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CASO 2: Se N = 2p. Novamente, por indução sobre k. Para k = 1 temos que

∂

∂xi
φ(x, y) = −Cp

1
|x− y|

xi − yi

|x− y| = −Cp(xi − yi)|x− y|−2

∂2

∂x2
i

φ(x, y) = −Cp

(
|x− y|−2 − 2|x− y|−3(xi − yi)

xi − yi

|x− y|

)
.

Logo,

∆φ(x, y) = {Cp(2− 2p)}|x− y|−2.

Suponha válido para k− 1 ≥ 1, isto é,

∆k−1φ(x, y) = 2k−2(k− 2)!Cp

{ k−1

∏
i=1

(2i− 2p)
}
|x− y|−2(k−1).

Assim, tem-se o seguinte

∂

∂xi
∆k−1φ(x, y) = 2k−2(k− 2)!Cp

{ k−1

∏
i=1

(2i− 2p)
}
(−2(k− 1))|x− y|−2(k−1)−2(xi − yi)

∂2

∂x2
i

∆k−1φ(x, y) =2k−2(k− 2)!Cp

{ k−1

∏
i=1

(2i− 2p)
}
(−2(k− 1))

×
(
|x− y|−2(k−1)−2 + (−2(k− 1)− 2)(xi − yi)

2|x− y|−2(k−1)−4
)

=2k−1(k− 1)!Cp

{ k−1

∏
i=1

(2i− 2p)
}(

2k(xi − yi)
2|x− y|−2k−2 − |x− y|−2k

)
.

Donde obtemos

∆kφ(x, y) = 2k−1(k− 1)!Cp

{ k

∏
i=1

(2i− 2p)
}
|x− y|−2k

Portanto, segue-se a segunda afirmação do lema.

�

Corolário 3.1 Fixado y para cada x 6= y temos que (−∆)pφ(x, y) = 0

É somente aplicar o Lema 3.2 quando k = p
∆pφ(x, y) = CN,p

{
∏

p−1
i=0

(
2p− N − 2i

)}{
∏

p
j=1(2p− 2j)

}
|x− y|−N = 0, N > 2p

∆pφ(x, y) = 2p−1(p− 1)!Cp

{
∏

p
i=1(2i− 2p)

}
|x− y|−2p = 0, N = 2p

e depois multiplicar por (−1)p.

Corolário 3.2 Seja y ∈ Ω fixo, Bε(y) ⊂⊂ Ω, x ∈ ∂Bε(y) e p ∈N, tem-se
∂

∂η ∆kφ(x, y) = CN,p ∏k
i=0

(
2p− N − 2i

)
∏k

j=1(2p− 2j)|x− y|2p−N−2k−1, N > 2p, j ≥ 1,

∂
∂η ∆kφ(x, y) = −2kk!Cp ∏k

i=1(2i− 2p)|x− y|−2k−1, N = 2p, j ≥ 1.
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Prova de 1: Decorre do Lema 3.2 que

∂

∂xi
∆kφ(x, y) = (2p−N− 2k)CN,p

{ k−1

∏
i=0

(
2p−N− 2i

)}{ k

∏
j=1

(2p− 2j)
}
|x− y|2p−N−2k−1 xi − yi

|x− y| .

Logo, como η = x−y
|x−y|

∂

∂η
∆kφ(x, y) = CN,p

{ k

∏
i=0

(
2p− N − 2i

)}{ k

∏
j=1

(2p− 2j)
}
|x− y|2p−N−2k−1.

Prova de 2: Temos, no caso N = 2p, que

∂

∂xi
∆kφ(x, y) = −2kk!Cp

{ k

∏
i=1

(2i− 2p)
}
|x− y|−2k−1 xi − yi

|x− y| .

Assim,
∂

∂η
∆kφ(x, y) = −2kk!Cp

{ k

∏
i=1

(2i− 2p)
}
|x− y|−2k−1.

�

Observação 15 As constantes CN,p e Cp são escolhidas de modo que:

(−1)p
∫

∂Br(0)

∂

∂η
∆p−1φ(x, 0)dSx = 1, (3.9)

isto é

1.

CN,p =
1

22p−1 ∏
p−1
i=0

(
N
2 − p + i

)
(p− 1)!σN

=
2Γ(N

2 − p)
22p(p− 1)!Γ(N

2 )σN
, N > 2p. (3.10)

2.

Cp =
1(

2p−1(p− 1)!
)2

σ2p

, N = 2p. (3.11)

Pelo Corolário 3.2 temos que para N > 2p

∂

∂η
∆p−1φ(x, 0) = CN,p

p−1

∏
i=0

(
2p− N − 2i

) p−1

∏
j=1

(2p− 2j)|x|−N+1

= (−1)p22p−1CN,p

p−1

∏
i=0

(N
2
− p + i

)
(p− 1)!|x|−N+1.
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Logo, substituindo em (3.9) obtemos que

1 = (−1)p
∫

∂Br(0)

∂∆p−1φ

∂η
(x, 0)dSx

= (−1)p
∫

∂Br(0)

(−1)p22p−1CN,p

p−1

∏
i=0

(N
2
− p + i

)
(p− 1)!|x|−N+1dSx

=
∫

∂Br(0)

22p−1CN,p

p−1

∏
i=0

(N
2
− p + i

)
(p− 1)!r−N+1dSx

= 22p−1CN,p

p−1

∏
i=0

(N
2
− p + i

)
(p− 1)!σN .

Portanto,

CN,p =
1

22p−1 ∏
p−1
i=0

(
N
2 − p + i

)
(p− 1)!σN

=
2Γ(N

2 − p)
22p(p− 1)!Γ(N

2 )σN
, N > 2p.

Para N = 2p temos que

∂

∂η
∆p−1φ(x, 0) = −2p−1(p− 1)!Cp

p−1

∏
i=1

(2i− 2p)|x|−2p+1

= (−1)p22(p−1)(p− 1)!Cp

p−1

∏
i=1

(p− i)|x|−2p+1.

Logo, substituindo em (3.9) temos que

1 = (−1)p
∫

∂Br(0)

∂

∂η
∆p−1φ(x, 0)dSx

= (−1)p
∫

∂Br(0)

(−1)p
(

2p−1(p− 1)!
)2

Cp|x|−2p+1dSx

=
∫

∂Br(0)

(
2p−1(p− 1)!

)2
Cpr−2p+1dSx.

Logo

Cp =
1(

2p−1(p− 1)!
)2

σ2p

, N = 2p.
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Agora vamos generalizar o Lema 1.1 tendo como objetivo encontrar uma expressão para

a função u que resolve o problema poli-harmônico com condição de Fronteira tipo Navier.

No Lema 3.1, multiplicando a equação (3.2) por (−1)p obtemos∫
Ω

(−∆)p f (x)g(x)− f (x)(−∆)pg)dx =(−1)
p

∑
k=1

∫
∂Ω

{
∂(−∆)k−1 f

∂η
(−∆)p−kg(x)

− (−∆)k−1 f (x)
∂(−∆)p−kg

∂η
(x)

}
dSx.

(3.12)

Considere agora Vε = Ω�Bε(y), então escolhendo f = u e g = φ na equação (3.12) tem-se

∫
Vε

φ(x, y)(−∆)pu(x)− u(x)(−∆)pφ(x, y)dx =(−1)

{
p

∑
k=1

∫
∂Vε

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)dSx

−
p

∑
k=1

∫
∂Vε

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)dSx

}
.

Ou, equivalentemente,∫
Vε

φ(x, y)(−∆)pu(x)− u(x)(−∆)pφ(x, y)dx =(−1)

{
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(∂(−∆)k−1u(x)
∂η

(−∆)p−kφ(x, y)

− (−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)

)
dSx

−
p

∑
k=1

∫
∂Bε(y)

{∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)

− (−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)

}
dSx

}
.

(3.13)

Lema 3.3 Para p ∈N e N ≥ 2p sejam Vε = Ω�Bε(y) e u ∈ C2p(Ω) ∩ C2p−1(Ω). As seguintes

afirmações são verdadeiras:

1.

lim
ε→0

∫
Bε(y)

φ(x, y)(−∆)pu(x)dx = 0,

ou equivalentemente

lim
ε→0

∫
Vε

φ(x, y)(−∆)pu(x)dx =
∫
Ω

φ(x, y)(−∆)pu(x)dx.

2.

lim
ε→0

p

∑
k=1

∫
∂Bε(y)

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)dSx = 0.
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3.

lim
ε→0

p

∑
k=1

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)dSx = −u(y).

Prova de 1: CASO 1 : Se N > 2p temos que

∣∣∣ ∫
Bε(y)

φ(x, y)(−∆)pu(x)dx
∣∣∣ ≤ C

∫
Bε(y)

|x− y|2p−Ndx = C
ε∫

0

∫
∂Br(y)

|x− y|2p−NdSxdr

= C
ε∫

0

∫
∂Br(y)

r2p−NdSxdr = C2

ε∫
0

r2p−1dr = C3ε2p.

(3.14)

CASO 2 : Se N = 2p temos que∣∣∣ ∫
Bε(y)

φ(x, y)(−∆)pu(x)dx
∣∣∣ ≤ C

∫
Bε(y)

ln |x− y|dx

= C
ε∫

0

∫
∂Br(y)

ln |x− y|dSxdr = C
ε∫

0

∫
∂Br(y)

ln rdSxdr

= C2

ε∫
0

rN−1 ln rdr

= C2

( rN ln r
N

∣∣∣∣∣
ε

0

−
ε∫

0

rN−1

N
dr
)
= C3εN ln ε− C4εN → 0.

(3.15)

Portanto, de (3.14) e (3.15) temos que

lim
ε→0

∫
Bε(y)

φ(x, y)(−∆)pu(x)dx = 0, N ≥ 2p.

Prova de 2: CASO 1 : Se N > 2p, então, pelo Lema 3.2 temos que para k ≥ 1∣∣(−∆)p−kφ(x, y)
∣∣ = Cp

k |x− y|2k−N .

Assim para todo k ≥ 1 tem-se∣∣∣ ∫
∂Bε(y)

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)dSx

∣∣∣ ≤ Cp
1,k

∫
∂Bε(y)

|(−∆)p−kφ(x, y)|dSx

= Cp
2,k

∫
∂Bε(y)

|x− y|2k−NdSx

= Cp
2,kε2k−NσNεN−1 = Cp

3,kε2k−1.
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CASO 2 : Se N = 2p pelo Lema 3.2 temos que para k < p∣∣∣ ∫
∂Bε(y)

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)dSx

∣∣∣ ≤ Cp
1,k

∫
∂Bε(y)

|(−∆)p−kφ(x, y)|dSx

= Cp
2,k

∫
∂Bε(y)

|x− y|2k−NdSx

= Cp
2,kε2k−NσNεN−1 = Cp

3,kε2k−1.

Se k = p, então temos que∣∣∣ ∫
∂Bε(y)

φ(x, y)
∂(−∆)p−1u

∂η
(x)dSx

∣∣∣ ≤ C
∫

∂Bε(y)

ln |x− y|
σN

dSx

= C
∫

∂Bε(y)

εN−1 ln ε

εN−1σN
dSx

= C2εN−1 ln ε.

Portanto

lim
ε→0

p

∑
k=1

∫
∂Bε(y)

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)dSx = 0. (3.16)

Prova de 3: CASO 1 : Se N > 2p, então a primera igualdade em (3.10) pode ser reescrita

como:

CN,p =
(−1)p

∏
p−1
i=0 (2p− N − 2i)∏

p−1
j=1 (2p− 2j)

. (3.17)

Assim,

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
dSx = lim

ε→0
(−1)p−k

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂∆p−kφ

∂η
(x, y)dSx

= lim
ε→0

(−1)p−k
∫

∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
{ p−k

∏
i=0

(2p− N − 2i)
}{ p−k

∏
j=1

(2p− 2j)
}
|x− y|2k−N−1dSx

= lim
ε→0

(−1)p−k
∫

∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)

{
∏

p−k
i=0 (2p− N − 2i)

}{
∏

p−k
j=1 (2p− 2j)

}
|x− y|2k−N−1

(−1)p
{

∏
p−1
i=0 (2p− N − 2i)

}{
∏

p−1
j=1 (2p− 2j)

}
σN

dSx.

Portanto, para k = 1 temos

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)dSx = − lim

ε→0

∫
∂Bε(y)

u(x)
|x− y|−N+1

σN
dSx

= − lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

u
εn−1σn

dS(x) = −u(y).

Para k > 1 temos
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lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
dSx

= lim
ε→0

(−1)k

∏
p−1
j=p+1−k(2p− 2j)∏

p−1
i=1 (2p− N − 2i)

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)|x− y|2k−N−1dSx

= lim
ε→0

(−1)k

∏
p−1
j=p+1−k(2p− 2j)∏

p−1
i=1 (2p− N − 2i)

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)ε2k−N−1dSx

= lim
ε→0

(−1)kε2k−2

∏
p−1
j=p+1−k(2p− 2j)∏

p−1
i=1 (2p− N − 2i)

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
εN−1 dSx = 0.

Portanto,

lim
ε→0

p

∑
k=1

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)dSx = −u(y).

CASO 2 : Se N = 2p, então de (3.11) temos que

Cp =
1(

∏
p−1
i=1 (2i− 2p)

)2
σN

. (3.18)

Assim,

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
dSx

= − lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)

(
∏

p−k
i=1 (2i− 2p)

)2|x− y|2k−2p−1(
∏

p−1
i=1 (2i− 2p)

)2
σN

dSx.

Logo, para k = 1

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
dSx = − lim

ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
|x− y|−N+1σN

dSx

= − lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

u(x)
ε−N+1σN

dSx = −u(y).

Para k > 1

lim
ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
dSx = − lim

ε→0

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)ε2k−N−1(
∏

p−1
i=p−k+1(2i− 2p)

)2
σN

dSx

= − lim
ε→0

ε2k−2(
∏

p−1
i=p−k+1(2i− 2p)

)2

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
εN−1σN

dSx

= lim
ε→0

Cε2k−2 = 0.
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Portanto,

lim
ε→0

p

∑
k=1

∫
∂Bε(y)

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)dSx = −u(y).

�

Corolário 3.3 Se p ∈N, N ≥ 2p, Vε = Ω�Bε(y) e φ é a solução fundamental de (−∆)pu, temos

que:

u(y) =
∫
Ω

φ(−∆)pudx−
p

∑
k=1

{ ∫
∂Ω

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kφ

∂η
(x, y)

−
∫

∂Ω

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kφ(x, y)dSx

} (3.19)

Prova: Basta aplicar o Lema 3.3 a equação (3.13)

�

Da mesma maneira, para cada y fixo, escolhendo f (x) = u(x) e g(x) = H(x, y), onde H é

uma função que satisfaz (−∆x)pH(x, y) = 0 como antes, temos

∫
Ω

H(x, y)(−∆)pu(x)dx =(−1)

{
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−k H(x, y)

−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−k H

∂η
(x, y)dSx

}
.

Ou, equivalentemente,

0 =
∫
Ω

H(x, y)(−∆)pu(x)dx +
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−k H(x, y)dSx

−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−k H

∂η
(x, y)dSx.

(3.20)

Somando (3.19) e (3.20) e pondo G(x, y) = φ(x, y)− H(x, y) obtemos

u(y) =
∫
Ω

G(x, y)(−∆)pu(x)dx−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(−∆)k−1u(x)
∂(−∆)p−kG

∂η
(x, y)

−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂(−∆)k−1u
∂η

(x)(−∆)p−kG(x, y)dSx

=
∫
Ω

G(x, y)(−∆)pu(x)dx−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(−∆)p−ku(x)
∂(−∆)k−1G(x, y)

∂η

−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂(−∆)p−ku
∂η

(x)(−∆)k−1G(x, y)dSx.

(3.21)
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Definição 3.3 Para j = 0, · · · , p− 1 defina a função

Gj(x, y) = (−∆x)
jG(x, y) , j = 0, · · · , p− 1. (3.22)

Claramente, as funções Gj satisfazem:
−∆xGj = Gj+1 , x ∈ Ω, j = 0, · · · , p− 2,

−∆xGp−1 = δy , x ∈ Ω,

Gj = 0 , x ∈ ∂Ω, j = 0, · · · , p− 1.

Substituindo as funções Gj na equação (3.21), temos

u(y) =
∫
Ω

G(x, y)(−∆)pu(x)dx−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(−∆)p−ku(x)
∂Gk−1

∂η
(x, y)− ∂(−∆)p−ku

∂η
(x)Gk−1(x, y)dSx

(3.23)

3.2 Condição de Fronteira Tipo Navier

Nesta seção vamos fazer uso dos resultados na seção anterior para escrever a solução, da

equação de Navier, a partir da função de Green e, finalmente enunciaremos três Lemas

necessarios para na proxima seção provar um Teorema que contem algumas propriedades

dessa função.

A partir da equação (3.23) e dado que (−∆)ju = gj, para j = 0, 1, · · · , p− 1 na fronteira. Fi-

xado y podemos escolher convenientemente H que satisfaça (−∆x)jH(x, y) = (−∆)jφ(x, y)

para j = 0, 1, · · · , p − 1 na fronteira, desta forma, obtemos Gj = 0 para j = 0, · · · , p − 1.

Portanto, u em (3.23) tem a forma

u(y) =
∫
Ω

G(x, y) f (x)dx−
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂Gk−1

∂η
(x, y)gp−k(x)dSx, y ∈ Ω. (3.24)

Assim, encontrar uma função de Green para o operador (−∆)p com a condição de Navier

reduz-se a conseguir (para cada y fixo) a solução do seguinte problema:(−∆)pH(·, y) = 0 , x ∈ Ω,

(−∆)jH(·, y) = (−∆)jφ(·, y), x ∈ ∂Ω, j = 0, · · · , p− 1.

Ou, equivalentemente,(−∆)pG(·, y) = δy, , x ∈ Ω,

(−∆)jG(·, y) = 0, x ∈ ∂Ω, j = 0, · · · , p− 1.
(3.25)

Em particular, quando p = 1, temos o problema de Poisson com condição de Dirichlet

(equações (1.10) e (1.11)).
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Lema 3.4 Para cada j = 0, 1, 2 · · · temos que

∆j(x ·Ou) = 2j∆ju + (x ·O∆ju).

Prova: Por indução. Para j = 0 o resultado é evidente. Para j = 1

∆(x ·Ou) = O ·O(x ·Ou) = O(Ou+(x ·O)Ou) = O ·Ou+O ·Ou+(x ·O)∆u = 2∆u+(x ·O∆u).

Suponha que o Lema seja válido para j− 1, isto é

∆j−1(x ·Ou) = 2(j− 1)∆j−1u + (x ·O∆j−1u).

Para j temos, pela hipótese de indução, que

∆j(x ·Ou) = ∆
(
∆j−1(x ·Ou)

)
= ∆

(
2(j− 1)∆j−1u + (x ·O∆j−1u)

)
= O ·O

(
2(j− 1)∆j−1u + (x ·O∆j−1u)

)
= O

(
2(j− 1)O∆j−1u + (x ·O)O∆j−1u +O∆j−1u

)
= 2(j− 1)O ·O∆j−1u +O ·O∆j−1u + (x ·O)O ·O∆j−1u +O ·O∆j−1u

= 2j∆j + (x ·O∆ju).

�

Lema 3.5 Se f ∈ C1(R; R), u ∈ C2p(Ω) e F(u) =
∫ u

0 f (s)ds, então as seguintes afirmações são

válidas

1.
(

x ·O f (u)
)

u = div
(

x(u f (u)− F(u))
)
+ N(F(u)− u f (u)).

2. f (u)(x ·Ou) = div(xF(u)− NF(u)).

Prova de 1: É suficiente somar e sustrair N(F(u)− u f (u)). De fato,

(
x ·O f (u)

)
u = u

N

∑
i=1

xi f ′(u)
∂

∂xi
u =

N

∑
i=1

xi(u f ′(u)
∂

∂xi
u)

=
N

∑
i=1

(
u f (u)− F(u)

)
+

N

∑
i=1

(
xi

∂

∂xi
(u f (u)− F(u))

)
+ N(F(u)− u f (u))

=
N

∑
i=1

∂

∂xi

(
xi(u f (u)− F(u))

)
+ N(F(u)− u f (u))

= div
(

x(u f (u)− F(u))
)
+ N(F(u)− u f (u)).

Prova de 2: É suficiente somar e subtrair NF(u)

f (u)
(
x ·Ou

)
=

N

∑
i=1

xi f (u)
∂

∂xi
u =

N

∑
i=1

F(u) +
N

∑
i=1

xi f (u)
∂

∂xi
u− NF(u)

=
N

∑
i=1

∂

∂xi

(
xiF(u)

)
− NF(u) = div

(
x · F(u)

)
− NF(u).
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�

Lema 3.6 (Identidade de Pohozáev) Considere a equação (−∆)pu = f (u), x ∈ Ω, u ∈ C2p(Ω)

e f ∈ C1(R; R). Então,

∫
Ω

(
NF(u)−

(N − 2p
2

)
u f (u)

)
dx =

∫
∂Ω

(x · η)
(

F(u)− 1
2

u f (u)
)
dSx

+
(−1)p−1

2

p

∑
k=1

∫
∂Ω

((∂∆k−1u
∂η

)
∆p−k(x ·Ou)− (∆k−1u)

∂∆p−k(x ·Ou)
∂η

)
dSx.

(3.26)

Prova: Pela identidade de Green dada por (3.2) com f = u e g = (x ·Ou) temos∫
Ω

(
(x ·Ou)∆pu− u∆p(x ·Ou)

)
dx

=
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(∂∆k−1u
∂η

∆p−k(x ·Ou)− ∆k−1u
∂∆p−k(x ·Ou)

∂η

)
dSx︸ ︷︷ ︸

Bk

=
p

∑
k=1

Bk.

(3.27)

Pelos Lemas 3.4 e 3.5, temos que∫
Ω

u∆p(x ·Ou)dx = 2p
∫
Ω

u∆pudx +
∫
Ω

u(x ·O∆pu)dx

= 2p(−1)p
∫
Ω

u f (u)dx + (−1)p
∫
Ω

u(x ·O f (u))dx

= (−1)p

(
2p
∫
Ω

u f (u)dx +
∫
Ω

div(x(u f (u)− F(u))) +
∫
Ω

N(F(u)− u f (u))dx

)

= (−1)p
( ∫

Ω

NF(u)− (N − 2p)u f (u)dx +
∫

∂Ω

(x · n)(u f (u)− F(u))dSx

)
.

(3.28)

Por outro lado,∫
Ω

(x ·Ou)∆pudx = (−1)p
∫
Ω

f (u)(x ·Ou)dx

= (−1)p
∫
Ω

(div(xF(u))− NF(u))dx

= (−1)p
( ∫

∂Ω

(x · n)F(u)dS(x)−
∫
Ω

NF(u)dx
)

.

(3.29)
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Substituindo (3.28) e (3.29) em (3.27), obtemos

(−1)p
( ∫

∂Ω

(x · n)F(u)dSx −
∫
Ω

NF(u)dx
)
−

p

∑
k=1

Bk

= (−1)p
( ∫

Ω

NF(u)− (N − 2p)u f (u)dx +
∫

∂Ω

(x · n)(u f (u)− F(u))dSx

)
.

Daı́ segue-se o resultado.

�

3.3 Identidades da função de Green de (−∆)p com condição de

Navier

Definição 3.4 1. Escreve-se f = O(g), r → 0, se existe uma constante C satisfazendo

| f (r)| ≤ C|g(r)|,

para qualquer r próximo de 0.

2. Escreve-se f = o(g), r → 0, se

lim
r→0

| f (r)|
|g(r)| = 0.

Definição 3.5 Considere a função de Green dada por G(x, y) = φ(x, y)−H(x, y). Defina a função

de Robin como

R(y) = H(y, y).

Teorema 3.1 Para qualquer y ∈ Ω e η = η(x) o vetor normal unitário em x ∈ ∂Ω, temos:

1.

p

∑
k=1

∫
∂Ω

(x− y) · η
(∂Gk−1

∂η
(x, y)

)(∂Gp−k

∂η
(x, y)

)
dSx = (N− 2p)R(y), N > 2p. (3.30)

p

∑
k=1

∫
∂Ω

(x− y) · η
(∂Gk−1

∂η
(x, y)

)(∂Gp−k

∂η
(x, y)

)
dSx = Cp, N = 2p. (3.31)

2. Para i = 1, · · · , N e N > 2p

p

∑
k=1

∫
∂Ω

(∂Gk−1

∂η
(x, y)

)(∂Gp−k

∂η
(x, y)

)
ηi(x)dSx =

∂R
∂yi

(y). (3.32)
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3. Para cada i ≤ i, j ≤ N, N > 2p

2
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(∂Gk−1

∂xi
(x, y)

) ∂

∂yi

(∂Gp−k

∂η
(x, y)

)
dSx

= 2
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(∂Gp−k

∂xi
(x, y)

) ∂

∂yi

(∂Gk−1

∂η
(x, y)

)
dSx =

∂2R
∂yi∂yj

(y).

(3.33)

Prova de 1: Primeiro, sem perda da geralidade pode-se assumir que y = 0 e escolher r > 0

e Br = Br(0) ⊂⊂ Ω. Tomando u = G no Lema 3.6 e, como na região Vr = Ω�Br, a partir

da equação (3.25), temos F(G) = f (G) = 0:

0 =
p

∑
k=1

∫
∂Vr

(∂∆k−1G
∂η

)
∆p−k(x ·OG)− ∆k−1G

(∂∆p−k(x ·OG)

∂η

)
dSx.

Portanto,

p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1G
∂η

∆p−k(x ·OG)dSx︸ ︷︷ ︸
LHS

=
p

∑
k=1

∫
∂Br

∂∆k−1G
∂η

∆p−k(x ·OG)− ∆k−1G
∂∆p−k(x ·OG)

∂η
dSx

︸ ︷︷ ︸
RHS

,
(3.34)

em que G = G(x, 0). Pelo Lema 3.4 e equação (3.25) temos que

∆p−k(x ·OG) = 2(p− k)∆p−kG + (x ·O∆p−kG) = x ·O∆p−kG =
∂∆p−kG

∂η
(x · η), x ∈ ∂Ω.

(3.35)

Substituindo no lado esquerdo de (3.34), obtemos

LHS =
p

∑
k=1

∫
∂Ω

(x · η)∂∆k−1G(x, 0)
∂η

∂∆p−kG(x, 0)
∂η

dSx. (3.36)

CASO 1: N > 2p Na parte direita de (3.34), como G(x, 0) = φ(x) − g(x), onde φ(x) =

φ(x, 0), e g(x) = H(x, 0), temos que

RHS =
p

∑
k=1

(I1,k − I2,k − I3,k + I4,k), (3.37)
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em que

I1,k =
∫

∂Br

(
∂∆k−1φ

∂η
)∆p−k(x ·Oφ)− (∆k−1φ)(

∂∆p−k(x ·Oφ)

∂η
)dSx,

I2,k =
∫

∂Br

(
∂∆k−1φ

∂η
)∆p−k(x ·Og)− (∆k−1φ)(

∂∆p−k(x ·Og)
∂η

)dSx,

I3,k =
∫

∂Br

(
∂∆k−1g

∂η
)∆p−k(x ·Oφ)− (∆k−1g)(

∂∆p−k(x ·Oφ)

∂η
)dSx,

I4,k =
∫

∂Br

(
∂∆k−1g

∂η
)∆p−k(x ·Og)− (∆k−1g)(

∂∆p−k(x ·Og)
∂η

)dSx.

Claramente, temos que, para k = 1, · · · , p,

I4,k =
∫

∂Br

(
∂∆k−1g

∂η
)∆p−k(x ·Og)− (∆k−1g)(

∂∆p−k(x ·Og)
∂η

)dSx

= rN−2r1−N
∫

∂Br

x ·O(∆k−1g)∆p−k(x ·Og)− (∆k−1g)x ·O
(
∆p−k(x ·Og)

)
dSx

= o(1), r → 0.

Pelos Lemas 3.2 e 3.4 e Corolário 3.2, aceitando convenientemente as seguintes notações:

i=−1

∏
i=0

(· · · ) = 0 e
j=0

∏
j=1

(· · · ) = 0,

e chamando Ak = CN,p

{
∏k−1

i=0 (2p− N − 2i)
}{

∏k
j=1(2p− 2j)

}
temos que

∂∆kφ

∂η
= (2p− N − 2k)Ak|x|2p−N−2k−1,

(x ·O∆kφ) = (2p− N − 2k)Ak|x|2p−N−2k,

∆k(x ·Oφ) = 2k∆kφ + (x ·O∆kφ) = (2p− N)Ak|x|2p−N−2k

∂∆k(x ·Oφ)

∂η
= (2p− N)(2p− N − 2k)Ak|x|2p−N−2k−1.

(3.38)

Assim por (3.38) temos que

(
∂∆k−1φ

∂η
)∆p−k(x ·Oφ)− (∆k−1φ)(

∂∆p−k(x ·Oφ)

∂η
)

=Ak−1(2p− N − 2k + 2)|x|2p−N−2k+1(2p− N)Ap−k|x|2k−N

− Ak−1|x|2p−N−2k+2Ap−k(2p− N)(2k− N)|x|2k−N−1

=2(2p− N)|x|2p−2N+1Ak−1Ap−k(p− 2k + 1).
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Decorre daı́ que

I1,k =
∫

∂Br

2(2p− N)|x|2p−2N+1Ak−1Ap−k(p− 2k + 1)dSx

= 2σN(2p− N)r2p−N Ak−1Ap−k(p− 2k + 1).

Uma vez que

p

∑
k=1

Ak−1Ap−k(p− 2k + 1) = A0Ap−1(p− 1) + · · ·+ A0Ap−1(1− p) = 0,

Resulta que, para cada p ∈N, temos ∑
p
k=1 I1,k = 0.

De (3.38), na primeira parte de I2,k, temos∫
∂Br

∂∆k−1φ

∂η
∆p−k(x ·Og)dSx = Cr2p−2k · r1−N

∫
∂Br

2(p− k)∆p−kg + (x ·O∆p−kg)dSx

= C1r2p−2kr1−N
∫

∂Br

∆p−kgdSx + C2r2p−2kr1−N
∫

∂Br

x ·O∆p−kgdSx

= o(1), (r → 0), k ∈ {1, · · · , p− 1}.

Quando k = p temos∫
∂Br

∂∆p−1φ

∂η
(x ·Og)dSx = Cr1−N

∫
∂Br

r
∂g
∂η

dSx → 0, (r → 0).

Tambem de (3.38) na segunda parte de I2,k temos∫
∂Br

∆k−1φ
∂∆p−k(x ·Og)

∂η
dSx = Cr2p−2k+1 · r1−N

∫
∂Br

∂

∂η

(
2(p− k)∆p−kg + (x ·O∆p−kg)

)
dSx

= C1r2p−2k · r1−N
∫

∂Br

x ·O∆p−kgdSx + Cr2p−2k · r1−N
∫

∂Br

x ·O(x ·O∆p−kg)dSx

= o(1), (r → 0), k = 1, · · · , p.

Portanto, tem-se que I2,k = o(1), (r → 0) para todo k = 1, · · · , p.

Para I3,k, pela equação (3.9) obtemos

(−1)p =
∫

∂Br

∂∆p−1φ

∂η
dSx =

∫
∂Br

(2− N)Ap−1|x|1−NdSx = (2− N)Ap−1σN . (3.39)

Assim de (3.38), temos∫
∂Br

∂∆k−1g
∂η

∆p−k(x ·Oφ)dSx = Cr2k−1r1−N
∫

∂Br

∂∆k−1g
∂η

dSx

= Cr2k−2r1−N
∫

∂Br

x ·O∆k−1gdSx

= o(1), (r → 0), k = 1, · · · , p.
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∫
∂Br

∆k−1g
∂∆p−k(x ·Oφ)

∂η
dSx = Cr2k−2r1−N

∫
∂Br

∆k−1gdSx

= o(1), (r → 0), k ∈ {2, · · · , p}.

E, quando k = 1∫
∂Br

g
∂∆p−1(x ·Oφ)

∂η
dSx = (2p− N)(2− N)Ap−1r1−N

∫
∂Br

gdSx

→ (2p− N)(2− N)Ap−1σN g(0)

= (2p− N)(−1)pg(0).

Juntando estas igualdades encontramos

−
p

∑
k=1

I3,k =
∫

∂Br

g
∂∆p−1(x ·Oφ)

∂η
dSx + o(1) = (N − 2p)(−1)p−1g(0) + o(1), (r → 0).

Substituindo em (3.36) e (3.37) obtemos

p

∑
k=1

∫
∂Ω

(x · η)∂∆k−1G(x, 0)
∂η

∂∆p−kG(x, 0)
∂η

dSx = (−1)p−1(N − 2p)g(0)

Multiplicando por (−1)p obtemos (3.30).

CASO 2: N=2p Primeiro se p=1(N=2), então de (3.34) e (3.35)

∫
∂Ω

x · η(∂G(x, 0)
∂η

)2dSx = I1,1 − I2,1 − I3,1 + I4,1.

Como φ = −C1 ln |x|, temos x ·Oφ = −C1, de modo que

I1,1 =
∫

∂Br

∂φ

∂η
(x ·Oφ)− φ

∂(x ·Oφ)

∂η
dSx =

∫
∂Br

1
4π2|x|dSx =

1
2π

= C1,

I2,1 =
∫

∂Br

−C1

|x| (x ·Og) + C1 ln |x|∂(x ·Og)
∂η

dSx = −C1

r

∫
∂Br

x ·OgdSx

+ Cr ln r
1
r

∫
∂Br

∂

∂η
(x ·Og) = o(1), (r → 0),

I3,1 =
∫

∂Br

∂g
∂η

(x ·Oφ)− g
∂(x ·Oφ)

∂η
dSx = −C1

∫
∂Br

∂g
∂η

dSx = −C1

r

∫
∂Br

x ·OgdSx = o(1), (r → 0),

I4,k =
∫

∂Br

∂g
∂η

(x ·Og)− g
∂(x ·Og)

∂η
dSx =

1
r

∫
∂Br

(x ·Og)2 − x · gO(x ·Og)dSx = o(1), (r → 0).

Portanto, ∫
∂Ω

x · η(∂G(x, 0)
∂η

)2dSx =
1

2π
= C1.
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Finalmente se p ≥ 2 temos que φ(x) = −Cp ln |x|. Assim pelo Lema 3.2 e Corolário 3.2

temos que, para k ≥ 1, chamando de Bk = 2k−1(k− 1)!Cp ∏k
i=1(2i− 2p),

∂∆kφ

∂η
= (−2k)Bk|x|−2k−1,

(x ·O∆kφ) = (−2k)B|x|−2k,

∆k(x ·Oφ) = 2k∆kφ + (x ·O∆kφ) = 2kBk|x|−2k − 2kBk|x|−2k = 0,

∂∆k(x ·Oφ)

∂η
= 0.

(3.40)

Daı́ ∆p−k(x ·Oφ) = ∂∆p−k(x·Oφ)
∂η = 0, para k 6= p assim, I1,k = 0 para k ∈ {1, · · · , p− 1}; além

disso

x ·Oφ = x ·
−Cpx
|x|2 = −Cp,

∂∆p−1φ

∂n
= Bp−1(2− 2p)|x|1−2p, (p ≥ 2).

Assim, substituindo na equação (3.9), temos

(−1)p =
∫

∂Br

∂∆p−1φ

∂η
dSx =

∫
∂Br

Bp−1(2− 2p)|x|1−2pdSx = 2(p− 1)Bp−1σ2p. (3.41)

Então para k = p e pela equação (3.41) obtemos

I1,p =
∫

∂Br

∂∆p−1φ

∂η
(x ·Oφ)− ∆p−1φ

∂(x ·Oφ)

∂η
dSx

=
∫

∂Br

(−Cp)Bp−1(2− 2p)|x|1−2pdS(x) = Bp−1Cp2(p− 1)σ2p

=(−1)p−1Cp.

Portanto,

I1,k =

0, , k = 1, · · · , p− 1,

(−1)p−1Cp, , k = p.

Para I2,k temos, pelo Lema 3.2 e Corolário 3.2, que para todo k ∈ {2, · · · , p}

I2,k =
∫

∂Br

∂∆k−1φ

∂η
∆p−k(x ·Og)− (∆k−1φ)

∂∆p−k(x ·Og)
∂η

dSx

=Cr1−2k
∫

∂Br

∆p−k(x ·Og)dSx − Cr2−2k
∫

∂Br

∂∆p−k(x ·Og)
∂η

dSx

=C1r2p−2kr1−N
∫

∂Br

∆p−kg + (x ·O∆p−kg)dSx − C2r2p−2kr1−N
∫

∂Br

x ·O∆p−kgdSx

=o(1), (r → 0).
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I2,1 =
∫

∂Br

∂φ

∂η
∆p−1(x ·Og)− φ(

∂∆p−1(x ·Og)
∂η

)dSx

=−
Cp

r

∫
∂Br

∆p−1(x ·Og)dSx + Cp ln r
∫

∂Br

∂∆p−1(x ·Og)
∂η

dSx

=Cpr2p−2r1−N
∫

∂Br

∆p−1(x ·Og)dSx

+ Cpr2p−2 ln r · r1−N
∫

∂Br

x ·O∆p−1(x ·Og)dSx

=o(1), (r → 0).

Portanto, temos que I2,k = o(1) quando r → 0 para todo k = 1, · · · , p.

Por (3.40), temos que I3,k = 0 para k = 1, · · · , p− 1

I3,p =
∫

∂Br

(
∂∆p−1g

∂η
)(x ·Oφ)− (∆p−1g)(

∂(x ·Oφ)

∂η
)dSx

=
∫

∂Br

(
∂∆p−1g

∂η
)(x ·Oφ)dSx = −Cp

∫
∂Br

∂∆p−1g
∂η

dSx

= −Cpr2p−2r1−N
∫

∂Br

x ·O∆p−1gdSx = o(1), (r → 0).

Logo, juntando os termos Im,n com 1 ≤ m ≤ 4 e 1 ≤ n ≤ p, temos que

p

∑
k=1

∫
∂Ω

(x · η)(∂∆k−1G(x, 0)
∂η

)(
∂∆p−kG(x, 0)

∂η
) = (−1)p−1Cp.

Assim, multiplicando por (−1)p−1, obtemos (3.31).

Prova de 2: Peguemos f = G e g = Gx em Ω�Br na equação (3.2) do Lema 3.1 . Como

∆pG = (∆pG)xi = 0 em Ω�Br,

0 =
p

∑
k=1

∫
∂(Ω�Br)

∂∆k−1G
∂η

(∆p−kG)xi − (∆k−1G)
∂(∆p−kG)xi

∂η
dSx,

ou, equivalentemente,

p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1G
∂η

(∆p−kG)xi dSx︸ ︷︷ ︸
LHS

=
p

∑
k=1

∫
∂Br

∂∆k−1G
∂η

(∆p−kG)xi − (∆k−1G)
∂(∆p−kG)xi

∂η
dSx

︸ ︷︷ ︸
RHS

.

Como (∆p−kG)xi =
∂∆p−kG

∂η ηi(x) para x ∈ ∂Ω, temos que

LHS =
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1G(x, 0)
∂η

∂∆p−kG(x, 0)
∂η

ηi(x)dSx. (3.42)
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No lado direito, tomando G(x, 0) = φ(x)− g(x) com g(x) = H(x, 0), temos que

RHS =
p

∑
k=1

(J1,k − J2,k − J3,k + J4,k), (3.43)

onde

J1,k =
∫

∂Br

∂∆k−1φ

∂n
(∆p−kφ)xi − (∆k−1φ)

∂(∆p−kφ)xi

∂η
dSx,

J2,k =
∫

∂Br

∂∆k−1φ

∂η
(∆p−kg)xi − (∆k−1φ)

∂(∆p−kg)xi

∂η
dSx,

J3,k =
∫

∂Br

∂∆k−1g
∂η

(∆p−kφ)xi − (∆k−1g)
∂(∆p−kφ)xi

∂η
dSx,

J4,k =
∫

∂Br

∂∆k−1g
∂η

(∆p−kg)xi − (∆k−1g)
∂(∆p−kg)xi

∂η
dSx.

Claramente, para N > 2p,

J4,k =
∫

∂Br

∂∆k−1g
∂η

(∆p−kg)xi − (∆k−1g)
∂(∆p−kg)xi

∂η
dSx

= rN−2r1−N
∫

∂Br

x ·O(∆k−1g)(∆p−kg)xi − (∆k−1g)x ·O((∆p−kg)xi)dSx

= o(1), r → 0.

(∆kφ)xi = Ak(2p− N − 2k)|x|2p−N−2k−1ηi(x),

∂(∆kφ)xi

∂η
=

x
|x|O(∆

kφ)xi

=
x
|x|Ak(2p− N − 2k)

(
(2p− N − 2k− 2)|x|2p−N−2k−3xi

x
|x| + |x|

2p−N−2k−2ei

)
= Ak(2p− N − 2k)(2p− N − 2k− 1)|x|2p−N−2k−2(ηi(x)).

Como
∫

∂Br
ηi(x)dSx = 0 temos

J1,k =
∫

∂Br

∂∆k−1φ

∂η
(∆p−kφ)xi − (∆k−1φ)

∂(∆p−kφ)xi

∂η
dSx

=C1

∫
∂Br

r2p−N−2k+1r2k−N−1ηi(x)dSx − C2

∫
∂Br

r2p−N−2k+2r2k−N−2ηi(x)dSx

=C3r2p−2N
∫

∂Br

ηi(x)dSx = 0, (k = 1, · · · , p).

Para J2,k, já que ∫
∂Br

∂∆k−1φ

∂η
(∆p−kg)xi dSx = Cr2p−2kr1−N

∫
∂Br

(∆p−kg)xi dSx

= o(1), (r → 0), k = 1, · · · , p− 1,
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temos∫
∂Br

∂∆p−1φ

∂η
gxi dSx = Ap−1(2− N)r1−N

∫
∂Br

gxi dSx → Ap−1(2− N)σN gxi(0) = (−1)pgxi(0).

Por outro lado, para todo k = 1, · · · , p

∫
∂Br

(∆k−1φ)
∂(∆p−kg)xi

∂η
dSx = Cr2p−2k+1r1−N

∫
∂Br

∂(∆p−kg)xi

∂η
dSx

= Cr2p−2kr1−N
∫

∂Br

x ·O(∆p−kg)xi dSx.

Portanto

J2.k =

o(1), k = 1, · · · , p− 1,

(−1)pgxi(0) + o(1), k = p, (r → 0).

Para a estimativa de J3,k, se k = 2, · · · , p, temos que

J3,k =
∫

∂Br

∂∆k−1g
∂η

(∆p−kφ)xi − (∆k−1g)
∂(∆p−kφ)xi

∂η
dSx

= C1r2k−3r1−N
∫

∂Br

x ·O(∆k−1g)ηi(x)dSx − C2r2k−3r1−N
∫

∂Br

(∆k−1g)ηi(x)dSx

= o(1), (r → 0).

Por outro lado, lembrando que

∫
∂Br

ηi(x)ηj(x)dSx =

0, i 6= j,
σN
N rN−1, i = j.

e ∫
∂Br

∂g
∂η

ηi(x)dSx =
∫

∂Br

( N

∑
j=1

∂g
∂xj

ηj(x)
)

ηi(x)dSx

=
N

∑
j=1

∫
∂Br

(
∂g
∂xj

(x)− ∂g
∂xj

(0))ηi(x)ηj(x)dSx +
N

∑
j=1

∫
∂Br

∂g
∂xj

(0)ηi(x)ηj(x)dSx

= O(r)O(rN−1) +
∂g
∂xi

(0)
σN

N
rN−1,

temos que a primeira parcela de I3,1 pode-se estimar assim∫
∂Br

∂g
∂η

(∆p−1φ)xi dSx = Ap−1(2− N)r1−N
∫

∂Br

∂g
∂η

ηi(x)dSx

→ Ap−1(2− N)
σN

N
gxi(0), (r → 0).
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Por outro lado, a segunda parcela de I3,1 pode-se estimar assim∫
∂Br

g
∂(∆p−1φ)xi

∂η
= Ap−1(2− N)(1− N)r−N

∫
∂Br

(
g(0) +Og(0) · x + O(|x|2)

)
ηi(x)dSx.

Como

r−N
∫

∂Br

g(0)ηi(x)dSx = 0

r−N
∫

∂Br

O(|x|2)ηi(x)dSx = O(r2)r−N
∫

∂Br

ηi(x)dSx = O(r2−N)O(rN−1) = O(r)→ 0,

r−N
∫

∂Br

(Og(0) · x)ηi(x)dSx = r1−N
N

∑
j=1

∂g(0)
∂xj

∫
∂Br

ηi(x)ηj(x)dSx =
σN

N
∂g(0)

∂xi
.

Concluı́mos que ∫
∂Br

g
∂(∆p−1φ)xi

∂η
dSx → Ap−1(2− N)(1− N)

σN

N
∂g(0)

∂xi
.

Logo, por (3.39), temos que

J3,k → Ap−1(2− N)
σN

N
gxi − Ap−1(2− N)(1− N)

σN

N
gxi(0)

= Ap−1(2− N)σN gxi(0) = (−1)pgxi(0).

Voltando a (3.42) e (3.43)
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂∆k−1G(x, 0)
∂η

∂∆p−kG(x, 0)
∂η

ηi(x)dSx = 0− J2,p − J3,p + o(1)

= −(−1)pgxi(0)− (−1)pgxi(0) + o(1) = (−1)p−1Rxi(0) + o(1).

A igualdade anterior é válida, pois gxi(0) = ∂
∂xi

H(x, 0)
∣∣

x=0 = 1
2 Rxi(0). Fazendo r → 0,

obtemos (3.32) para N > 2p.

Prova de 3: Por diferenciação de (3.32) com respeito a yj obtemos

∂2R
∂yi∂yj

(y) =
p

∑
k=1

∫
∂Ω

( ∂

∂yj
(

∂Gk−1

∂η
)(

∂Gp−k

∂η
)ηi(x) +

∂Gk−1

∂η
ηi(x)

∂

∂yj
(

∂Gp−k

∂η
)
)

dSx.

Como
(

∂Gj
∂η (x, y)

)
ηi(x) = ∂Gj

∂xi
(x, y), para cada j = 0, 1, · · · , p− 1 e x ∈ Ω, concluı́mos que

∂2R
∂yi∂yj

(y) =
p

∑
k=1

∫
∂Ω

( ∂

∂yj
(

∂Gk−1

∂η
)(

∂Gp−k

∂xi
) +

∂Gk−1

∂xi

∂

∂yj
(

∂Gp−k

∂η
)
)

dSx

= 2
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂

∂yj
(

∂Gk−1

∂η
)(

∂Gp−k

∂xi
)dSx

= 2
p

∑
k=1

∫
∂Ω

∂

∂yj
(

∂Gp−k

∂η
)(

∂Gk−1

∂xi
)dSx.

�
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Apêndice A

Notações

αN Volume da esfera unitária no RN .

σN Área da esfera unitária no RN .

η Vetor unitário exterior.

Br(x) Bola aberta de centro no ponto x e raio r.

Γ Função Gamma.

φ Solução fundamental do operador poliharmônico.

p∗ =
Np

N − p
Expoente supercrı́tico.

p∗ =
(N − 1)p

N − p
Expoente subcrı́tico.

∂u
∂η

Derivada normal de u.

∂Ω Fronteira de Ω.

G Função de Green.

T Rotação ao redor do eixo {xN = 0}.

O Operador nabla o gradiente.

∆ Operador de Laplace.

δ Distribuição de Dirac.

dSx Diferencial de superficie.
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Apêndice B

O Espaço D1,p(RN
+)

As provas dos resultados expostos neste apêndice podem-se ver no artigo Naoum,

Troestler e Willem [7].

Definição B.1 Seja p > 1. Definiremos o espaço D1,p(RN
+) por

D1,p(RN
+) = {u ∈ Lp∗(RN

+) : |Ou| ∈ Lp(RN
+)}

com a norma ‖ · ‖D1,p(RN
+)

, isto é:

‖u‖D1,p(RN
+)

= ‖Ou‖Lp(RN
+)

,

onde p∗ = Np
N−p . Além disso defina

D1,p
0 (RN

+) = C∞
0 (RN

+)
D1,p(RN

+).

Teorema B.1 Dado p > 1 os espaços D1,p(RN
+) e D1,p

0 (RN
+) são espaços de Banach e reflexivos.

Teorema B.2

W1,p(RN
+) ( D1,p(RN

+).

Observação 16 W1,p(RN
+) é um subespaço própio de D1,p(RN

+), para ver isto basta notar que a

função

u(x) =
1

(1 + |x|2) α
2

, α ∈ (
N
p∗

,
N
p
).

pertence a D1,p(RN
+)�W1, p(RN

+)

Teorema B.3 Seja Ω1 ⊆ Ω dois subconjuntos de RN
+ . Se u ∈ D1,p(Ω), então u|Ω1 ∈ D1,p(Ω1) e

∂i(u|Ω1) = (∂iu)|Ω1 .

Além disso, D1,p(Ω)→ D1,p(Ω1) : u→ u|Ω1 é continua.
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Teorema B.4 Seja 1 < p < N e 1 < p∗ < ∞ com

N − 1
p∗

=
N
p
− 1,

então

D1,p(RN
+) ↪→ Lp∗(RN−1).

Vamos montar uma prova no caso que u ≥ 0.

up∗(x, 0) = −
∞∫

0

∂up∗

∂s
(x, s)ds = −

∞∫
0

p∗up∗−1 ∂u
∂s

(x, s)ds ≤
∞∫

0

up∗−1(x, s)
∣∣∣∂u

∂s
(x, s)

∣∣∣ds

≤
( ∞∫

0

u(p∗−1) p
p−1 (x, s)ds

) p−1
p
( ∞∫

0

∣∣∣∂u
∂s

(x, s)
∣∣∣pds

) 1
p

≤ p− 1
p

( ∞∫
0

u(p∗−1) p
p−1 (x, s)ds

) p−1
p
+

1
p

( ∞∫
0

∣∣∣∂u
∂s

(x, s)
∣∣∣pds

) 1
p

Assim

∫
RN−1

up∗(x, 0)dx ≤ C(p)
{ ∫

RN−1

∞∫
0

u(p∗−1) p
p−1 dsdx +

∫
RN−1

∞∫
0

∣∣∣∂u
∂s

∣∣∣pdsdx
}

≤ C(p)
{ ∫

RN
+

up∗dz +
∫

RN
+

|Ou|pdz
}

Daı́ segue-se o resultado.
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Apêndice C

Sobre as estimativas

Afirmação 1 Seja ε > 0 e sejam u e v tais que ‖u‖X ≤ 2ε e ‖v‖X ≤ 2ε, então

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖w1,∞(RN−1) ≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X

Prova:

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖∞ ≤ ρ
∥∥∥|u− v|(|u|ρ−1 + |v|ρ−1)

∥∥∥
∞

≤ ρ‖u− v‖∞(‖u‖ρ−1
∞ + ‖v‖ρ−1

∞ )

≤ ρ‖u− v‖W1,∞(‖u‖ρ−1
W1,∞ + ‖v‖ρ−1

W1,∞)

≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X.

(C.1)

e

‖O(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖∞ = ‖ρ(|u|ρ−1Ou− |v|ρ−1Ov)‖∞

= ρ‖|u|ρ−1Ou− |v|ρ−1Ou + |v|ρ−1(Ou−Ov)‖∞

≤ ρ
(∥∥∥∣∣|u|ρ−1 − |v|ρ−1∣∣|Ou|

∥∥∥
∞
+
∥∥∥|v|ρ−1|Ou−Ov|

∥∥∥
∞

)
≤ C(ρ)

{∥∥∥|u− v|(|u|ρ−2 + |v|ρ−2)|Ou|
∥∥∥

∞

+
∥∥∥|v|ρ−1|Ou−Ov|

∥∥∥
∞

}
≤ C(ρ, ε)‖u− v‖W1,∞ ≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X.

(C.2)

Em consequência

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖W1,∞ = ‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖∞ + ‖O(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖∞

≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X.

Daı́ segue-se o resultado.

Afirmação 2 Seja ε > 0 e sejam u e v tais que ‖u‖X ≤ 2ε e ‖v‖X ≤ 2ε, então

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖w1,p(RN−1) ≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X
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Prova:

‖O(u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖p = ρ
∥∥∥|u|ρ−1Ou− |v|ρ−1Ov

∥∥∥
p

= ρ
∥∥∥|u|ρ−1Ou− |v|ρ−1Ou + |v|ρ−1Ou− |v|ρ−1Ov

∥∥∥
p

≤ ρ
(∥∥∥(|u|ρ−1 − |v|ρ−1)Ou

∥∥∥
p
+
∥∥∥|v|ρ−1(Ou−Ov)

∥∥∥
p

)
≤ ρ(

∥∥∥∥∥∣∣∣|u|ρ−1 − |v|ρ−1
∣∣∣|Ou|

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥|v|ρ−1|Ou−Ov|
∥∥∥∥∥

p

)

≤ C(ρ)
(∥∥∥|u− v|(|u|ρ−2 + |v|ρ−2)|Ou|

∥∥∥
p
+
∥∥∥|v|ρ−1|Ou−Ov|

∥∥∥
p

)
≤ C(ρ)

{∥∥∥|u− v|(|u|ρ−2 + |v|ρ−2)
∥∥∥ pρ

ρ−1

‖Ou‖pρ

+ ‖Ou−Ov‖pρ‖v‖ρ−1
pρ

}
≤ C(ρ)

(
‖u− v‖pρ(‖u‖ρ−2

pρ + ‖v‖ρ−2
pρ )‖Ou‖pρ

+ ‖Ou−Ov‖pρ‖v‖ρ−1
pρ

)
≤ C(ρ, ε)‖u− v‖W1,pρ = C(ρ, ε)‖u− v‖X.

(C.3)

e

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖p ≤ ρ
∥∥∥|u− v|(|u|ρ−1 + |v|ρ−1)

∥∥∥
p

≤ ρ
∥∥∥|u− v||u|ρ−1

∥∥∥
p
+
∥∥∥|u− v||v|ρ−1

∥∥∥
p

≤ ρ‖u− v‖pρ

(
‖u‖ρ−1

pρ + ‖v‖ρ−1
pρ

)
≤ C(ρ, ε)‖u− v‖pρ = C(ρ, ε)‖u− v‖X.

(C.4)

Em consequência

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖W1,p = ‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖p + ‖O
(
u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1)‖p

≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X

(C.5)

Afirmação 3 Seja ε > 0 e sejam u e v tais que ‖u‖X ≤ 2ε e ‖v‖X ≤ 2ε, então

‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖w1,p(RN−1) + ‖u|u|ρ−1 − v|v|ρ−1‖w1,∞(RN−1) ≤ C(ρ, ε)‖u− v‖X

Afirmação 4 Seja τ ∈ C∞
0 (RN−1) satisfazendo 0 ≤ τ(x) ≤ 1, τ(x) = 1 se |x| ≤ 1

2 e além disso

supp(τ) ⊂ {x ∈ RN−1 : |x| < 1}, então para 1 < p < (N − 1) ρ−1
ρ temos que

∫
RN−1

τ(y)
|y|N−2 dy +

∫
RN−1

(1− τ(y))p′

|y|(N−2)p′
dy ≤ C
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Prova: De fato, já que p < N − 1 então:

p < N − 1 =⇒ −2p > −N − p + 1

=⇒ Np− 2p > Np− N − p + 1

=⇒ (N − 2)p > (N − 1)(p− 1)

=⇒ p′ =
p

p− 1
>

N − 1
N − 2

além disso, desde que N − 2 < N − 1 temos∫
RN−1

τ(y)
|y|N−2 dy ≤

∫
B1(0)

1
|y|N−2 dy ≤ C

pois 1
|y|N−2 é integravel em uma vizinhança de zero; e como (N − 2)p′ > N − 1 temos

∫
RN−1

(1− τ(y))p′

|y|(N−2)p′
dy ≤

∫
RN−1−B 1

2
(0)

1
|y|(N−2)p′

dy ≤ C

pois 1
|y|(N−2)p′ é integravel fora de qualquer bola centrada no zero. Daı́ segue-se o resultado.

Teorema C.1 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja 0 < α < N e 1 < p < q < ∞. Seja o potencial

de Riesz

(Iα f )(x) =
1
cα

∫
RN

f (y)
|x− y|N−α

dy,

então para q definido por

q =
Np

N − αp

existe uma constante C = C(p) tal que

‖Iα f ‖Lq(RN) ≤ C‖ f ‖Lp(RN).

Teorema C.2 Seja g ∈ C(RN−1) ∩ L∞(RN−1), e defina u por

u(x) =
2xN

σN

∫
∂RN

+

g(y)
|x− y|N dy,

então limx→x0 u(x) = g(x0), x0 ∈ ∂RN
+ . (Ver [1, Pag. 38] )

Afirmação 5 Seja H como na Definição 2.1, então temos

∂H
∂xN

(h)(x) = h(x0), x0 ∈ RN−1.
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De (2.26) temos

∂H
∂xN

(h)(x) =
∫

RN−1

∂Ω̃λ

∂xN
(xN , x′ − y)h(y)dy.

=
2− N

2

∫
RN−1

2xNθλ(ξN , (|y− x′|2 + x2
N)

1
2 )

(|y− x′|2 + x2
N)

N
2

h(y)dy

+
∫

RN−1

2
∫ ∞

0 e−λs(|x′−y|2+x2
N)

1
2 ds

σN(|y− x′|2 + x2
N)

N−2
2

1 + 2ξNs + s2 − NξNs− Ns2

(1 + 2sξN + s2)
N
2 +1

xN |x′ − y|2
|x′ − y|3 h(y)dy

+
∫

RN−1

2
∫ ∞

0 (−λs)e−λs(|x′−y|2+x2
N)

1
2 ds

σN(|y− x′|2 + x2
N)

N−2
2

ξN + s

(1 + 2sξN + s2)
N
2

xNh(y)

(|x′ − y|2 + x2
N)

1
2

dy

=
2xN

σN

∫
RN−1

(2− N)
∫ ∞

0 e−λs(|y−x′|2+x2
N)

1
2 ξN+s

(1+2sξN+s2)
N
2

ds

(|y− x′|2 + x2
N)

N
2

h(y)dy

+
∫

RN−1

2
∫ ∞

0 e−λs(|x′−y|2+x2
N)

1
2 ds

σN(|y− x′|2 + x2
N)

N−2
2

1 + 2ξNs + s2 − NξNs− Ns2

(1 + 2sξN + s2)
N
2 +1

xN |x′ − y|2
|x′ − y|3 h(y)dy

+
∫

RN−1

2
∫ ∞

0 (−λs)e−λs(|x′−y|2+x2
N)

1
2 ds

σN(|y− x′|2 + x2
N)

N−2
2

ξN + s

(1 + 2sξN + s2)
N
2

xNh(y)

(|x′ − y|2 + x2
N)

1
2

dy

Na primeira parcela temos pelo Teorema C.2:

2xN

σN

∫
RN−1

(2− N)
∫ ∞

0 e−λs(|y−x′|2+x2
N)

1
2 ξN+s

(1+2sξN+s2)
N
2

ds

(|y− x′|2 + x2
N)

N
2

h(y)dy

→ (2− N)

∞∫
0

sh(x0)

(1 + s2)
N
2

ds = h(x0),

pois

(2− N)

∞∫
0

s

(1 + s2)
N
2

ds =
2− N

2

∞∫
0

2s

(1 + s2)
N
2

ds

= − 1

(1 + s2)
N−2

2

∣∣∣∞
0
= 1

Na segunda e terceira parcela tendem para zero diretamente pois x → x0 implicam xN → 0.

Daı́ segue-se o resultado.
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Apêndice D

Os Espaços Lp(RN
+) e Teoria da

Medida

Definição D.1 Seja 1 ≤ p < ∞. Defina o espaço Lp(RN
+) por

Lp(RN
+) = {u : RN

+ → R : u é mensuravel e
∫

RN
+

|u(x)|pdx < ∞}

com a norma ‖u‖Lp(RN
+)

=
( ∫

RN
+
|u(x)|pdx

) 1
p

Teorema D.1 Seja 1 ≤ p < ∞, então o espaço Lp(RN
+) é um espaço de Banach.

Teorema D.2 (Convergência Dominada) Seja ( fn) uma sequência de funções integraveis, tais

que fn → f q.t.p. Se existe uma função integravel g tal que | fn| ≤ g para todo n, então f é

integravel e ∫
f dµ = lim

∫
fndµ.

Teorema D.3 (Hölder) Seja f ∈ Lp(RN
+) e g ∈ Lq(RN

+) onde p > 1 e 1
p + 1

q = 1. Então

f g ∈ L1(RN
+) e

‖ f g‖L1(RN
+)
≤ ‖ f ‖Lp(RN

+)
‖g‖Lq(RN

+)
.

Teorema D.4 (Desigualdade Integral de Minkoswski) Sejam (X, M, µ) e (Y, N, υ) dois espaços

de medida. Se p ≥ 1 e f : X×Y → R é mensuravel, então:( ∫
Y

∣∣∣ ∫
X

f (x, y)dµ(x)
∣∣∣pdυ(y)

) 1
p

≤
∫
X

( ∫
Y

| f (x, y)|pdυ(y)
) 1

p

Ver [8, Teorema 202].
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