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Capitulo 1

Dinamica local de difeomorfismos
tangentes a identidade em C

Sistemas dinamicos discretos holomorfos em (C, 0) tangentes a identidade sao germes
de difeomorfismos locais da forma

f(Z) =z + CLT+IZT+1 + ar+22r+2 + ... ) Ar 1 7£ O’ (11>

onde r+ 1 é chamado de multiplicidade de f. O conjunto desses sistemas serd denotado
por Diff(C,0) e chamaremos seus elementos simplesmente de difeomorfismos tangentes
a identidade. Denotamos por Diff,,;(C,0) o conjuntos dos difeomorfismos tangentes a
identidade com multiplicidade 7 + 1. O conjunto das séries formais do tipo (1.1) s@o os
difeomorfismos formais tangentes a identidade.

Dois difeomorfismos tangentes a identidade f; e f5 sao analiticamente conjugados se
existe um difeomorfismo h tal que h o fi = fs o h numa vizinhanca da origem. Se h é
apenas formal dizemos que os sistemas sao formalmente conjugados. As relagoes de ser
analitica ou formalmente conjugado sao relagoes de equivaléncia em Diff(C,0). Abor-
daremos neste capitulo o problema classico de obter as classes de conjugacgao analitica
e formal.

Outro problema abordado neste capitulo é entender o comportamento das orbitas
em torno da origem. Mais precisamente, dado um difeomorfismo tangente a identidade
f e um ponto zy no dominio de f buscaremos entender como evolui f°"(z;) quando
n — 0o. O resultado geral serd dado pelo teorema da flor ([12]).

As referéncias principais para este capitulo sao [1], [2], [7], [12], [13] e [16]. Resultados
sobre sistemas que nao sio tangentes a identidade podem ser encontrados em [1] e [14].

1.1 A classificacao formal

A classificacao formal de difeomorfismos tangentes a identidade é dada pela seguinte
proposicao:



Proposicao 1.1.1. Seja f € Diff,,1(C,0). Entao f é formalmente conjugado a fungdo
h(z) =z — 2"t 4 B2 (1.2)
onde 3 € um invariante formal (e analitico) dado por
1 dz
po b [
2mi ) z— f(2)
g

sendo v um caminho circular de raio suficientemente pequeno orientado positivamente.
Demonstragao: Se h(z) = z — 2" + 322" entao

1 1 1 I6]

z

z— h(2) - 2 (1 — Bzr) = o1 +

B = Res (Z_;h(z)o) :%m/z_d_z(z)

v

+ ...,

logo

Dado f(z) = z+a, 12" +. .., para provarmos que f e h sao formalmente conjugados,
tomemos a mudanca de coordenadas polinomial

p(z) = 2+ pz? + Oz,
com g # 0 e d > 2. Desta forma, temos que ¢~ 1(2) = z — pu2? + 024, (1) (2) =

1 —duz?'+0(2%) e (1)) = O(2%77) para todo j > 2. Usando a expansao de Taylor
de ¢! temos

profop(z) = ¢ (@(2) + > aj@D(Z)j)

= 2+ (7)) (p(2)) (Z a; 20 (14 pz + O(Zd))j> + 024
= s (- du 4 O() 7 a1+ jp + 0(2%) + O(=)

1 d—1
= z24a 2T+ argidT

Happg + (r+1 = d)pa, ]2 + O,

Se d # r + 1 podemos fazer uma mudanca de coordenadas da forma ¢(z) = z + pz?
para eliminar o termo de grau r + d da série de Taylor de f, sem alterar os termos de
grau menor. Para conjugar formalmente f com h fazemos inicialmente a mudanga de
coordenadas £(z) = ¢z, com ("' = —a,, ;. Posteriormente, utilizamos uma sequéncia
de mudangas de coordenadas polinomiais da forma () = z + pz? para eliminar todos
os termos da expansao de Taylor de f exceto o termo de grau 2r + 1. 0

>



1.1.1 Difeomorfismos tangentes a identidade e campos de ve-
tores formais

Apresentamos nesta secao a classificacao formal na linguagem de campos de vetores.
Para isto, mostremos primeiro a relagao existente entre campos de vetores formais e
difeomorfismos tangentes a identidade.

Seja X um germe de campo de vetores na origem de C,

d
dz’
sendo H um germe de uma funcao holomorfa numa vizinhanca da origem. A base para

a classificacao formal ¢é a existéncia de fluxos locais em vizinhancas de qualquer ponto
do dominio de X (veja [17]):

X =H(z)

Teorema 1.1.2. Sejam 2 um conjunto aberto em C e X um campo de vetores analitico
definido em §). Para qualquer subconjunto compacto K C ) existem 6 > 0, uma vizi-
nhan¢a aberta U de K em ) e uma unica fun¢ao ® : U x (—=9,9) — Q (fluzo local) tal
que z — ®(z,t) € holomorfa para todo t fizado e

QP(z,t) = z

Para um ¢ fixado o mapa ®, : z +— ®(z,t) é chamado de fluzo de X na varidvel t. Mul-
tiplicando o campo de vetores X por §/2 temos o fluxo associado W(z,t) := ®(z,t0/2)
que satisfaz U(z,0) = z e 2U(z,t) = (§/2)X(¥(z,t)). Deste modo, a funcdo ¥ estd
definida no intervalo (—2,2). Concluimos que, a menos de uma constante, sempre pode-
mos assumir que o fluxo para ¢t = 1 esta bem definido. Observ que o fluxo para t = 1
sempre é um germe de uma funcao holomorfa numa vizinhanca da origem. Busque-
mos agora condigoes que caracterizam quando o fluxo é um difeomorfismo tangente a
identidade.

Proposicao 1.1.3. Seja X um germe de campo de vetores holomorfo em (C,0). O
fluxo na variavel t fiza a origem para todo t se, e somente se, X € singular na origem,
isto é, X(0) = 0.

Demonstragao: Se ®(0,t) = 0 para todo ¢, entdo X (0) = X (®(0,t)) = 2&(0,¢) = 0.
Por outro lado, se X (0) = 0 temos que ®(0,%) e 5 = 0 s@o solugdes da equagao diferencial

com condi¢ao inicial
{ J'(t) = X(f(t))
f(0) =0.
O resultado segue da unicidade de solucoes para equacoes diferenciais ordinarias com
condigao inicial ([17]). O

O proximo teorema mostra que o fluxo na varidvel ¢ de um campo de vetores holo-
morfo singular na origem pode ser expresso como exponencial do préoprio campo.
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Teorema 1.1.4. Seja X = H(z)d— um germe de campo de vetores holomorfo em (C,0)
z

singular na origem. Entdo o fluxro de X na varidvel t, ®(z,t), é dado por

[e.9] n

D (2, 1) :z—i—ZmX”-z,

n=1

d

onde X" - z € definido por inducio como X™ -z =X - (X" 1.2) = I—I(,z*)d—(X’““1 - z),
z

com X -z := H(z).

Demonstracao: Observamos que se o(t) = > @;(t)z", com ¢;(t) convergente, sa-
i=0

tisfaz (1.3) entdo os coeficientes ¢;(t) sdo bem determinados. Temos que F (z,t) =

[&.°]

n ~ .

DY %X "z e ®(z,t) possuem expansao em torno de z = 0 com coeficientes conver-
n=1

gentes em ¢ e satisfazem (1.3). Logo F(z,t) = ®(z,1). O

Pela demonstracao anterior a expressao formal do fluxo na variavel ¢ pode ser vista

como a série exponencial de tX. Por isso, denotamos o fluxo de X na variavel ¢ como
exp(tX).

Definigao 1.1.5. Dada uma série formal u = Y b;z7, com [ > 0 e b; # 0 definimos a
i=l
d
ordem de u na origem, v(u), como v(u) :=[. Se o campo X é dado por X = u(z)d—, a
z

ordem de X na origem, v(X), é definida como v(X) := v(u).

Proposicao 1.1.6. A aplicagao exp : X +— exp(X) € uma bije¢ao entre o espago dos
campos de vetores formais de ordem r +1 > 2 e o espago dos difeomorfismos formais
tangentes a identidade com multiplicidade r + 1.

- - d o, ., . .
Demonstragao: Dado X = E A e é facil ver por indugao que v(X"-z) = nr+1
z

j=r+1
para n > 2.
oo
De acordo com o teorema 1.1.4, se escrevermos f(z) = exp(X)(z) = > a;2’ temos
=0

o0 (o) 1
Zajz] :z—l—ZmX”-z.
j=0 n=1 ’

Como r + 2 < nr + 1 para todo n > 2 escrevemos

Z a7 =24+ X 2+ 0(E"?) =24 A2+ O 1?).
=0



Portanto ap =0;a; =1;a;=0paraj=2,...,7 e a1 = A4;. Como v, :=v(X"-2)
¢ estritamente crescente, a;j, com j > r + 2, é bem determinado por um polinomio nas
constantes A,,. Mas as constantes A,,, com m > j+1, nao podem aparecer na expressao
de a; pois sao coeficientes de 2™ com m > j + 1. Dai, f = exp(X)(z) é bem definida
e é um difeomorfismo tangente a identidade de multiplicidade r + 1. Mostramos agora
que a aplicagdo X +— exp(X) pode ser formalmente invertida. Seja

f:Z+ Z (lij7 Qr41 3&07

Jj=r+1

um difeomorfismo formal tangente a identidade. Se

X = f: Aij%,

j=r+1

a identidade exp(X) = f é equivalente a

Amy1 = Am+1+THm+1 (Z ;X%(Z))

j=2 <"

m 9
onde m > r, X, = Z Ajz]a— e TH,,+1(h) é o termo homogéneo de h de ordem
z
j=r+1

m + 1. Estas equacgoes determinam X de maneira Unica. 0
Estendemos a definigao de exp(X) a campos de vetores formais: se X é um campo
de vetores formal de ordem v(X) > 2, o fluxo para t =1 de X é definido como

— 1
exp(X)(z) ==z + Z an - 2,
n=1 """

d
onde X" -z := X - (X" .2) = H(z)d—(X"_1 - z), com X -z = H(z), sendo que a
z
derivacao ¢é feita formalmente termo a termo. Entao, pela proposicao 1.1.6, temos a
defini¢ao que se segue.

Definicao 1.1.7. Dado um difeomorfismo formal tangente a identidade f, o gerador
infinitesimal de f é o tinico campo de vetores formal X (de ordem v(X) > 2) tal que

[ = exp(X).

O teorema 1.1.6 mostra que existe uma bijecao entre difeomorfismos formais tan-
gentes a identidade e campos de vetores formais X de ordem v(X) > 2. Se o campo for
analitico o fluxo para t = 1 associado é também analitico. Mostremos que a reciproca
deste fato ¢ falsa ([2], pag 553).
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Proposigao 1.1.8. Seja f = z+ 224+ 2°+ 3 a;27 uma fungdo inteira. Entao o gerador
j=4

infinitesimal de f nao € analitico.

Demonstragao: Pela proposicao 1.1.6 o gerador infinitesimal de f deve ser da forma
d
X = H(z)d— com H = 2% + a3z® + O(2*). A igualdade exp(X)(z) = f(z) implica que
z
az = 0. Escrevendo
2

H(z) = 22(1 24 ..)= :
(Z) Z( +aqz” + ) 1—|—)\Z—|—O(22)’

temos 14+ Az 4+ O(2?) = 1 logo A = 0. Se X é analitico (veja teorema 1.1.9 e observagao
1.1.10) existe uma mudanca de coordenadas local e analitica tal que nas novas coorde-

d
nadas X (z) é dado por W(z) = zzd—. Isto implica que f e exp(W) sao analiticamente
z
z
1—2
Se existe uma mudanga de coordenadas analitica local ¢ com ¢(0) = 0 tal que

oo fog(e) = 5

gplof"”ogp:( - ) S . Logo para |z| < d,,
—nz

1— 2
f°”osO(Z)=sO( - )

1—nz

conjugados. Como W" - z = nlz" ! temos que exp(W)(z) = Z 2 =
j=1

z
entdo para todo natural n existe d,, > 0 tal que para |z| < d,,
—z

Isto vai ser usado para expandir ¢ na imagem de |z| < § através da aplicacao z +—

1 , pois o lado esquerdo estd bem definido para |z| < § e n arbitrario. Mais pre-

—nz

cisamente, seja Qo = {z € C, |z| < §}. Tome 2, a imagem de 2y na esfera de Riemann
z

através da aplicacao z +— . Para n suficientemente grande §2,, ¢ o complemento na

—nz
z

esfera de Riemann de um disco pequeno A, C . O inverso da aplicacao z —
—nz

z

+nz 1+nz

da origem temos que ¢ = @, logo em todo ponto em Qy — A,, vale a mesma igualdade.

Assim ¢ pode ser expandida (por @) para uma fungao holomorfa na esfera de Riemann.

Pelo teorema de Liouville ¢ deve ser constante, o que é uma contradicao. ([

O préximo teorema fornece a classificagao formal de sistemas tangentes a identidade
usando a correspondéncia formal destes com os campos formais.

é 2z

. Definimos em €, a funcéo ¢(z) = f™ o ( ) Numa vizinhanca



Teorema 1.1.9. Seja f um difeomorfismo formal tangente a identidade. Existemr € N,

e X € C tais que f € formalmente conjugado ao fluxo parat =1 do campo de vetores
Zr—i—l d

T 14 Arde

Xra(2) (1.4)
Mais ainda, v e \ sao invariantes formais determinados unicamente por f.

Demonstragao:  Consideramos f(z) = z+ >, a;z?, com a,41 # 0 e seja X =

Jj=r+1
H (z)diz o gerador infinitesimal de f. Fazendo mudanca linear de coordenadas podemos
considerar H(z) = 2" + O(2"*?). Mostremos que existe uma mudanga formal de

coordenadas de forma que X (z) seja dado por (1.4).
Utilizaremos a dualidade entre campos de vetores e formas diferenciais. Considera-

mos a 1-forma dual w = FZ) caracterizada por w(X) = 1. Transformamos o problema
z

de fazer mudanca de coordenadas em campos de vetores no problema de fazer mudanca
de coordenadas nas 1-formas duais correspondentes.
Primeiro escrevemos

Zr+1

Hiz)=2"1+aiz+...) = T A v

Y

logo

de _ (L b A Vae
e -\t ettt )i

Assim, a forma tem polo de ordem r+1 na origem e residuo A. Estes sao invariantes

dz
H{(z)
formais por pullback. Da dualidade entre campos de vetores formais e formas formais
temos que r, A sdo invariantes por mudanga de coordenadas formais associados a H(z).

Buscamos agora um difeomorfismo formal tangente a identidade ¢ tal que

1+ A" 1
S = — (. 1.
® ( s dw) H(z)dz (1.5)
Escrevendo S )\d_z dM temos
H(z) z 2"

10



Se escrevermos ¢(z) = zu(z) teremos

A, (u'z+u) A g
s (v'z +u)dz + (z) 1 dz = Zdz + d,z”"
g ) (v'z +u)
1

1
Como ¢(0) = 1/r, se consideramos h(z,u) = g(z) +— — AzPlog(u) temos que p = (0, 1)
ru”

é solugao de h(z,u) = 0 e ?(p) # 0. Pelo teorema da fungao implicita (formal) a
u

equagao (1.5) tem uma unica solugao u(z) tal que u(0) = 1, logo existe ¢ formal com
¢©'(0) =1 que satisfaz (1.4). O

Observagao 1.1.10. Dado um difeomorfismo tangente a identidade f com invariantes
formais r e A (como no teorema anterior) e gerador infinitesimal X, a demonstragao do
teorema 1.1.9 garante que se X ¢é analitico entao X e x, ) sao analiticamente conjugados.

1.2 O teorema da flor

Nesta secao mostraremos como se comportam as orbitas de um difeomorfismo tan-
gente a identidade numa vizinhanca da origem.
Consideramos inicialmente um difeomorfismo f da forma

f(z)=z(1+az")

para algum a # 0. Seja v € S' C C tal que av” é real positivo. Entao para qualquer
c¢ > 0 temos
flev) =c(1+av")v € R

e, mais ainda, |f(cv)| > |cv|. Em outras palavras a semirreta RTv é invariante por f e
repelida pela origem. Por outro lado, se av” é real negativo é facil ver que o segmento
[0, |a|~*"]v ¢ invariante por f e atraido pela origem. Este exemplo sugere a definicdo
que se segue.

Seja f € Diff(C, 0) da forma

f(Z) =z+ ar—o—lZH_l + ar+22T+2 +..., Gy ;é 0.

Um vetor unitdrio v € S' é uma direcao atratora (respectivamente, repulsora) para
f na origem se a,;1v" é real negativo (respectivamente, positivo). Claramente, hé r
direcoes atratoras igualmente espacadas separadas por r diregoes repulsoras igualmente

11



espacadas: se a,,1 = |a,41]e®, entdo v = e é atratora (respectivamente, repulsora) se,
e somente se,

2k +1 2k
0 = —+7r _a (respectivamente, 0=—m— g) .
r r r r

Além disso, uma diregao repulsora (atratora) para f é atratora (repulsora) para f~!, que
estd definida numa vizinhanca da origem. O teorema da flor descreve como a dinamica
de f em uma vizinhanga da origem se organiza em torno dessas direcoes.

Teorema 1.2.1. (Teorema da flor) Seja f € Diff,1(C,0). Entao existem 2r regioes
abertas simplesmente conexas, dispostas como pétalas de uma flor em torno da origem,
centradas em direcoes atratoras e repulsoras, de forma que as orbitas de f sao alterna-
tivamente atraidas ou repelidas pela origem.

Mais precisamente, chamamos de Vi,*, para k = 0,...,r — 1 as pétalas centradas
em direcoes atratoras. Fazendo mudanca de coordenadas, estas coincidem com as r
componentes conexas de {z € U; 2" ¢ R*}. Por outro lado, as r pétalas centradas em
direcoes repulsoras, Vi, , com k =0,...,r—1, coincidem com as r componentes conexas
de{z € U;z" ¢ R™}. Além disso para k =0,...,r — 1 temos

- on .
f(vk+) - Vk+ ) nl_lgloo ’f ‘Vﬁ =0 e nl_lgloo W — 'U]—:7
o(~n)
11— —~ . o(—n) _ . _
/ (V;i ) C Ve ’ nl—lgloo ‘f |Vk7 0 ¢ nl—lgloo ’fo(*n)’ A

onde v sdo as diregoes atratoras associadas as respectivas pétalas Vi e v sao as
direcoes repulsoras associadas as respectivas pétalas V.

12



Figura 1.1: Flor de 6 pétalas, ilustrando as 6rbitas para um difeomorfismo tangente a
identidade com multiplicidade 4. Figura retirada de [12], pagina 43.

Demonstragao: A menos de conjugacao linear podemos supor que a,,; = —1. A
principal técnica da demonstracao é fazer uma mudanga de variavel e trabalhar em uma
vizinhanca setorial do infinito.

. . 1 .
Consideramos a variavel w := ¢(z) = —. Quando w ¢ suficientemente grande de
Tz

modo que ¢~ (w) pertenga ao dominio de definicao de f, a composicao F = o fop!
faz sentido e temos

Fw) = w+ 1+ e(w), (1.7)
onde |e(w)| = O(w™'/"). Se Re(w) é suficientemente grande entdo
1
Re(F(w)) > Re(w) + 5

Isto implica que o semiplano Hg = {w € C;Re(w) > R}, com R grande o suficiente, é
invariante por F'. Além disso, temos por indugao que

Ywe Hg, Re(F*(w)) > Re(w) + g,

o que implica que F°*(w) — oo em Hp quando k — oo. Observamos agora que o
argumento de wy, = F°%(w) tende a zero. De fato, (1.7) nos da

O(wl_l/r).



O teorema de Cesaro implica que
Wy
— — 1,
k
logo arg(wg) — 0 quando k — oo.
Consideramos a vizinhanga setorial do infinito D, (a, R) = {w € C; |arg(w — R)| <
a}, com 0 < a < me R > 0. Para ¢ dado podemos escolher a e R suficientemente

grandes tais que em D, (a, R) tenhamos
|F(w) —w—1] <¢g/2

e, além disso, F'(D4(a,R)) C Dy(a,R). Assim, toda érbita que comeca em D, (a, R)
entra em Hp. As pétalas atratoras sao obtidas fazendo ¢~ 1(D,(a, R)). As pétalas
repulsoras sao obtidas fazendo mesmo raciocinio para f~!. Neste tltimo caso elas sao
pré-imagens de vizinhangas setorias do infinito da forma D_(a, R) = {w € C; |arg(w +
R) — 7| < a}. O

Figura 1.2: A vizinhanca setorial do infinito D, (a, R) é construida de modo a ser F-
invariante.

1.3 A classificacao analitica

Apresentamos nesta secao a classificacao analitica dos difeomorfismos tangentes a
identidade. Na classificacao formal vimos que ha um numero finito de invariantes for-
mais. Agora veremos que dado um difeomorfismo tangente a identidade existem infinitos
invariantes analiticos dados pelos coeficientes de uma série de Fourier.

14



Consideramos f € Diff(C, 0) da forma

f(z) :z+22+23+2ajzj.

J=4

Se considerarmos a varidvel w := 1/z, temos que em D, (a, R) o difeomorfismo é dado
por
Fw)=w+ 1+ ¢(w)

onde Res(e(w),0) é nulo. Por simplicidade faremos a classificagdo analitica para difeo-
morfismos pertencentes a classe de conjugacao formal de f que serd chamada de classe
de ordem 2 sem residuos. O resultado geral é anédlogo.

O passo inicial para classificagao analitica é mostrar que em D, (a, R) o sistema é
analiticamente conjugado a uma translacao.

+oo
Teorema 1.3.1. Seja F(w) = w+ 1+ ¢(w), com e(w) = > k,w™™ holomorfa numa
n=2
vizinhanga do infinito. Para a € ]0,7| fizado, e R suficientemente grande existe uma
tinica fungao ® holomorfa em D4 (a, R) = {w € C;|arg(w — R)| < a} possuindo as
sequintes propriedades:

(1) P (w) = w+ YT (w), com Pt (w) — 0 se w — co;
(i1)) Pt o F = go ®F, onde g(w) = w + 1.
Além disso, se k, =0 para n < m entdo Y+ (w) = O(w™™) quando w — co.

A demonstragao serd baseada nos seguintes lemas:

Lema 1.3.2. Se R > 1 eziste ¢ > 0 tal que em D, (a, R) vale

> 1|t c
L _ 1.8
2pvul STl Y

Demonstragao: Consideramos primeiro um w qualquer em D (a, R) tal que Re(w)>
0. Neste caso a fungao
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¢ descrescente em [0, 400). Logo

>

m+1 o] 1

W+ p

— [(Imw)? + (Rew + p)?|(m+1/2

p=0 p
<] L
_ x
™ [(Imw)? 4+ (Rew + x)?](m+1)/2
0
- 1 N /O'O 2(m+1)/2 p
= ™ [|[Imw| + Rew + z|(m+1) v
0
1 2(m+1)/2
<

|| * m(|Imw| + Rew)™

1 1 2(m+1)/2 co
jw]™ \ |w] m |w]

Se w estd em uma das componentes conexas de {Re(w) < 0} N D, (a, R) existe v > 0
tal que
|IRe(w) — R| < y|Im(w)].

Disto, temos que |w| < /72 + 1 |[Im(w)]|, isto é, existe a > 0 tal que |w| < a|Im(w)|.
Além disso, a funcao

(v) :
€Tr) =
Tm(w) + ™
é descrescente em [0, +00). Logo temos
[ee] m—+1 [ee] 1
< 2
dx
|Imw|m+1 0/ |Imw| —|—I (m+1)/2
g
—+2
|ImW|mH+ /(|ImWI+fL’)(m+” ’
0
1 1
- [Tmw|™ ™ m|Imw|
2mt8)/2 (] LY a
arfw™ \alm| ~m/) = Jw[™
O lema fica provado tomando ¢ = méx{cy, c; }. O
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Lema 1.3.3. Ezistem A > 0,0<a <m e R>1 tal que F € definida em Dy(a,R) e
se verifica

/ / A
sup{|e(w’)|; Jw —w'| <1} < |w|—m+1 (1.9)

Demonstracao: Escrevendo v’ = w + p com |p| < 1, tomando a apropriado e R
suficientemente grande, existe uma constante L tal que

w oL oo
wHp| T 1T
Logo
M MLm—H
e(w)| = le(w + p)] < < |
(lw + p)m+t = (lw])™*
O resultado segue, entdao, com A = M L™ O

Observagao 1.3.4. Aumentando possivelmente R, podemos supor ainda, por conta de
(1.8), que

m+1
<1. (1.10)

1
w+p

4y
p=0

Corolario 1.3.5. Em D (a, R), as iteradas F°P estao definidas e existe K > 0 tal que
valem as desiqualdades

S, (w) :=|Fop<w>—<w+p>|s% v p.

Demonstragao: Primeiro mostremos que existe C' tal que

1 m+1

W+ q

p—1
Sp(w) <C Y
q=0

Procederemos fazendo indugao em p. Inicialmente temos que Sy (w) = e(w) = O (W) ,

isto é, existe A’ > 0 tal que Sy(w) < A’/|w|™". Tome entdo C' = max{A, A'}.
Suponhamos agora que a desigualdade vale para p. Temos que

FePt) () = F o FP(w) = FP(w) + 1 + € o FP(w).
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Pela hipétese de indugao e por (1.10) temos |FP(w) — (w + p)| < 1. Disto, concluimos
que F°P(w) € Dy(a,R) e de (1.9):

C
|0 FP(w)] < s
|w +pl
Usando novamente a hipétese de indugao temos
P m+1
[P (w) = (w+ p+ 1) < [FP(w) = (w+p)| +[eo FP(w)| < CY —
v +q
Finalmente, o coroldrio segue de (1.8). O

Demonstragao do Teorema 1.3.1. A equacao ®* o F' = go & se escreve como
o

Yt o F+e=1T. Verificamos que ¢+ = > e o F°P satisfaz formalmente a equacgao. A
p=0

sequéncia das somas parciais da série de fungoes acima é dada por

Sp(w) =Y o FP(w) = F(w) — (w +p).

§=0
Pelo corolario 1.3.5 é possivel escolher a e R de modo que em D, (a, R) vale a estimativa

K
S w S T m

0 que garante a convergéncia de ™.
Para provar a unicidade suponhamos que existem 1), e 1), tais que

ProF+e=11 e 1ol +e=1s.

Entao

(¢1—¢2)0F=@/J1—¢2.

Suponhamos que 1; — 1y satisfaz a condigao acima com ¥ (w) — ¥s(w) — 0 quando
w — o0o. Neste caso, se 1 (wy) — Po(wy) # 0, por iteracdo teriamos que (¢ — 1hy) o
F°P(wg) = 1 (wo) — 12(wp), o que é uma contradi¢do, pois o coroldrio 1.3.5 garante que
se p — oo, F°P(wg) — 00 . O

Mostraremos agora que a fun¢ao ®* definida em D, (a, R) como no teorema anterior
possui no infinito uma aproximacao formal de acordo com a definicao a seguir.
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Definicdo 1.3.6. Seja f : V ¢ C — C uma funcao holomorfa em uma vizinhanca

- o)
setorial do infinito V. Dada uma série formal f(w) = > a,w™, dizemos que [ é
n=0

assintética a f no infinito quando para todo n existe A,, > 0 tal que

< An|w|_n

para w € V. Quando existe a série f com esta propriedade dizemos que f possui
desenvolvimento assintético no infinito.

Proposicao 1.3.7. A funcao ®* do teorema 1.5.1 possui desenvolvimento assintdético
no infinito.

Demonstragao: Por coeficientes indeterminados existe uma tnica série formal P da
A~ o0 A~ ~
forma ®(w) = w+ > c,w™™ tal que se verifica ® o F = g o &, onde g(w) = w + 1.
n=1
Fixado p, para mostrar que

p—1

Ot (w) — Z cpw™"

n=0

< Aplw|™,

observamos primeiro que o teorema 1.3.1 estabelece a desigualdade no caso particular
em que €(w) = F(w) —w — 1 se anula no infinito na ordem p + 2. Para o caso geral

q
basta substituir F' por ®,0 F'o <I>q’1, com &, =w+ > c,w™", eq>>p. [l

n=1

Observacao 1.3.8. Operando da mesma forma com F~!' e ¢! no lugar de F e g¢
encontraremos uma funcado ¢, tnica da forma w + ¢~ (w), holomorfa em D_(a, R) tal
que &~ o F1 = g 1o d™ e ¢~ (w) — 0 quando w — co. Além disso, P~ terd a série
como desenvolvimento assintético no infinito.

Observacao 1.3.9. Toda solucao formal u da equacao u o F' = g o & pode ser obtida a

~ o0
partir de ®(w) =w + > c,w™™. Se  é solugao, entao
n=1

w(w) =w+c+ Z cn(w+c¢)™",

n=1

onde ¢ é um nimero complexo arbitrario. Omitimos a demonstracao, que pode ser feita
por coeficientes indeterminados.
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Invariantes analiticos

A base para a busca de invariantes analiticos estd no fato de que ®* e ®~ nao
coincidem nas duas componentes conexas de D, (a, R) N D_(a, R).

Consideramos a composicio ¥ = &1 o ()" 1(w) = w + X(w). A priori, ¥ estd
definida em 8 = D_(a,R) N ® (D, (a,R)). Este conjunto tem duas componentes
conexas, uma superior e outra inferior, que denominaremos 85" e g (d=(D, (a, R)) é
uma vizinhanga setorial do infinito do mesmo tipo que D (a, R)). Assim, obtemos duas
funcoes analiticas 5% e ™. As relacdes de conjugacio

PToF=dt+1 ¢ ® oF 1= —1
nos dao
Y(w+1) = X(w).

Assim Y5 e ¥ 530 ambas 1-periédicas. Mais ainda, sabemos que estas funcoes tendem
a 0 quando Im(w) — +o00. Obtemos, entao, duas séries de Fourier:

Y (w) =V (w) —w = Z Bpe 2™ Im(w) > Ko, (1.11)
m<—1

Yf(w) = U(w) —w = Z Bpe ™™ Im(w) < —Ko, (1.12)
m>1

que sao convergentes para kg > 0 grande o suficiente. O problema da classificacao
analitica estd resolvido com o seguinte teorema:

Teorema 1.3.10. Dois difeomorfismos tangentes a identidade pertencentes a classe de
ordem 2 sem residuo sdo analiticamente conjugados se, e somente se, eles definem o
mesmo par de séries de Fourier (X, X™) a menos de uma mudanca de varidveis
W W+ C.

Demonstragao: Consideramos os sistemas Fy e Fy satisfazendo 35 (w) = 21" (w +¢)
e Yif(w) = Xinf(w + ¢), com ¢ € C. Em $5% e em ™ temos

-1
Uy =7 "oV 0T,

onde 7(w) =w +c¢, Uy =05 0@, e U; = P o D] .

Sejam ®; o desenvolvimento assintético de Pred e &, 0 desenvolvimento assintético
de &) e ®;. Temos que ®;' o 77! o ; conjuga formalmente Fy e Fy. Isto significa que
as fungoes (®F) o7 o ®f e (®;) o771 o ()t podem ser coladas dando origem
a uma conjugacgao analitica, pois (&5 )~ = (&;) tor lodf o (P;) Lo,

Por outro lado, se existe h € Id + C{w ™'} tal que Fy o h = h o F|, temos que h o Ci)l
estabelece uma conjugacao formal entre F, e w — w + 1. Pela observagao 1.3.9 existe
um ¢ € C tal que d;' = hodlore &y =7 od 0h™!, com 7(w) = w+ ¢. Logo
(@F) ' =ho(®f) toredf =hodfor,edTod =710d] o (d;) o7, comoo
desejado. 0
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Observagao 1.3.11. Os coeficientes B,, das séries (1.11) e (1.12) sdo chamados de
invariantes analiticos de F. Em [§], Ecalle demonstrou que esse conjunto de invariantes
é realizével, isto é, dado um par de séries de Fourier (35U, X2f) como em (1.11) e (1.12)
existe um difeomorfismo cujos invariantes analiticos associados sao os coeficientes dessas
séries.
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Capitulo 2

O teorema de Camacho e Sad

O teorema de Camacho e Sad [4] garante a existéncia de separatrizes sobre singulari-
dades de folheagoes holomorfas de dimensao um em variedades complexas de dimensao
dois. O resultado sera utilizado no préximo capitulo para provar a existéncia de curvas
parabodlicas para difeomorfismos tangentes a identidade em dimensao dois com ponto
fixo isolado. Para demonstrar o teorema utilizaremos o teorema de Seidenberg [15],
também conhecido como teorema da reducao de singularidades. Tomamos [15] e [5]
como referéncias basicas deste capitulo .

2.1 Preliminares

2.1.1 Folheacoes singulares

Seja M uma variedade complexa de dimensao m. Uma folheagao holomorfa de di-
mensao k, F, é um atlas holomorfo A = {(U,, pa); € I} de M tal que toda carta
(Ua, pa) € A satisfaz:

(i) 9a(Uy) = Ay X B, onde A, e B, sdo abertos de CF e C™* respectivamente;

(ii) Para todo (zs,y5) € ¢s(Us NUp), 5 € CFys € C™* a mudanga de cartas
Do © gplgl satisfaz

Yo © 05 (25, Yp) = (fap(25,Ys): Gas(Ys))-

Cada carta (U,, ¢q) é chamada de carta distinguida da folheagao F. Os subconjuntos
de U da forma o, (A, x {b}) sao chamados de placas da carta distinguida (U,, ¢q ).

Consideramos em M a relagao de equivaléncia que identifica dois pontos p,q € M
se, e somente se, existe uma cadeia finita de placas Pi,...,P, de F tal que p € P, q € P,
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e NP # 0,V i. As folhas de F sao as classes de equivaléncia de M por esta relacdo.

Dada M uma variedade complexa de dimensao m e F uma folheacao de dimensao
k sobre M, TF é dita folheacao singular de dimensdo k sobre M se existe um conjunto
analitico Sing(F) C M de dimensao menor ou igual a m — 2 tal que F |\ ging(ry ¢ uma
folheacao de dimensao k sobre M\ Sing(F). O conjunto Sing(FF) é chamado conjunto
singular de F.

Neste texto nos preocuparemos com folheacoes singulares de dimensao 1 em varieda-
des de dimensao 2. Podemos caracteriza-las através de familias de campos de vetores,
conforme o teorema seguinte (veja [15]).

Teorema 2.1.1. Seja M uma variedade complexa de dimensao dois e F uma folheagdo
holomorfa singular sobre M. Erzistem colecoes {Xo}aca, {Uataca € {gaptv.nus20, tais
que

(1) {Us}aca € uma cobertura de M\ Sing(F) por abertos;

(i1) Para todo o, X, € um campo de vetores holomorfo nao identicamente nulo sobre U,;

(1ii) Se Uy NUg # 0, gap € uma fungao holomorfa nao nula em U, N Up tal que
Xo=0ap-Xg em U,NUg;

(iv) Sing(F) = U, 4 Sing(X,), onde Sing(X,) = {p € U, | Xo(p) = 0}.

Nas condigoes do teorema acima, tomando um refinamento da cobertura {Uy }aca,
se necessario, podemos supor que para todo a € A, U, é o dominio de uma carta local

0 0
Yo = (Ta,Ya) : Uy — C% Para todo a, podemos escrever X, = aq=—— + bo=——.

x4 o

Consideramos a 1-forma w, dual de X, definida por:
Wo = —bodxy + a0dy,.

Temos, entao, que w, - X, = 0. Nao ¢é dificil ver que w, = hapwg, onde hog = gopDags,

sendo D, o determinante da matriz jacobiana da mudanca de coordenadas ¢, o (¢5) ™"

Podemos, entao, caracterizar as folheacoes singulares em variedades de dimensao 2 uti-
lizando a linguagem de formas diferenciais de acordo com o seguinte corolério:

Corolario 2.1.2. Sejam M uma variedade complexa de dimensao 2 e F uma folheagao
singular de M. Ezistem cole¢oes {Uqs}aen, {Wataca € {hap}ua.nusz0, tais que:

(i) {Us}aca € uma cobertura aberta de M.
(11) Para todo o, w, € uma 1-forma holomorfa nao identicamente nula sobre U,.
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(iii) Se Uy NUg # 0 entdo hap € uma fungao holomorfa nao nula em U, NUp e
Wo = hapws.

(1v) Sing(F) = Unea Sing(w, ), onde Sing(w,) = {p € Us; wa(p) = 0}.

Neste capitulo vamos estudar folheagoes de dimensao 1 com singularidades isoladas.
Se quisermos estudar uma folheacao numa vizinhanca de um ponto m, os resultados
anteriores permitem escolher uma carta local ((x,y),U) 5 m e trabalhar com um campo
de vetores da forma
0 0

Xm - ) a ) a
p(x y)aw +q(z,y) 3y

ou com a l-forma dual
W = —q(z,y)dx + p(z,y)dy.

Chamaremos X,, e w,, de geradores locais de F em m.

2.1.2 Separatrizes

Dada uma folheagao holomorfa singular F em (C?,0) de dimensao 1 com singulari-
dade isolada na origem, o teorema de Camacho e Sad garante a existéncia de separatrizes
pela origem conforme a defini¢ao a seguir.

Definicao 2.1.3. Seja F folheacao holomorfa singular definida numa variedade M de
dimensao 2. Uma separatriz de IF por m é uma curva h : B. — M analitica, irredutivel
tal que se H é a imagem de h temos m € H e H\{m} é uma folha de F.

Como aplicagao do teorema dos zeros de Hilbert (veja [5]), temos que a curva h é
uma separatriz de F por m se, e somente se, h divide w A dh, onde w é um gerador local
de F em m. Equivalentemente, existe um germe de 2-forma 7 tal que

w A dh = hn.
O resultado acima permite-nos definir separatrizes formais:

Definicao 2.1.4. Seja F uma folheacao singular numa variedade M de dimensao 2. Uma
separatriz formal de F por m é uma curva formal h definida em B. tal que h(0) = m e
h divide (formalmente) a 2-forma w A dh, onde w é um gerador local de F em m.

As separatrizes de uma folheacao singular IF de dimensao 1 podem ser parametrizadas,
de acordo com o seguinte teorema ([4]):
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Teorema 2.1.5. (Puiseux) Consideramos C = {(x,y) € C?% f(x,y) = 0} wma curva
analitica em um aberto U C C* com (0,0) € C. Entdo, a menos de difeomorfismos
locais em C, existe uma unica parametrizagao analitica t € Be — (a(t),b(t)) da forma

o0

alt) =t",  b(t) =) at’,

r=1

Oe

para algum n € N, tal que f(a(t),b(t))

min{vo(a(t)), n(b(t)} = vo(f(z,y)),
onde vy(p) € a ordem de p na origem.

A parametrizagao local (a(t),b(t)) do teorema acima é chamada de parametrizacao
primitiva de C.

2.1.3 Explosoes

Definimos o espago projetivo de dimensdo 1, P§, como

2
p_ = {0.0}

onde ~ é a relacao de equivaléncia definida por (a,b) ~ (¢, d) se existe u € C* tal que
(a,b) = u(c,d). A classe de (a,b) é denotada por (a : b) e pode ser vista como a reta de
C? que passa pela origem e por (a,b). O espago P{ é, entdo, o conjunto de retas de C?
que passam pela origem. Este espago pode, de maneira natural, ser identificado com a
esfera de Riemann C.

Vamos construir agora uma variedade C2 C C2 x P{ que contém o espaco projetivo
PL e uma aplicacio analitica sobrejetiva m : C2 — C? chamada de blow-down.

Definicdo 2.1.6. Seja C? a variedade complexa definida como
C* = {((2,y), (a: b)) € C* x P;ay = ba}.
O blow-down 7 : C? — C2 é definido como a projecio
m((2,y), (a: b)) = (z,y).
Observamos que 7~ '(0,0) ~ P¢. Chamaremos D = 7~ '(0,0) de divisor excepcional
de C%
Vemos claramente que a aplicagao

mgayp : €\ D — C*\ {(0,0)}
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é um biholomorfismo. A tltima coordenada de C2? depende das duas primeiras, entao
podemos cobrir C? utilizando duas cartas, U ~ C? e V ~ C? com coordenadas (z,t)
e (s,y), respectivamente. A primeira carta ((z,t),U) cobre pontos de C? da forma
(x,tx,(1:1)) e asegunda carta ((s,y), V) cobre os pontos da forma (sy,y, (s: 1)). Logo

m(x,t) = (z,tx) em ((z,t),U) e w(s,y)=(sy,y) em ((s,y),V).

Dado um aberto M de C? com 0 € M, a formalizacao feita acima permite-nos
construir uma variedade M; = 7~ }(M) também de dimensao 2 isomorfa a M fora da
origem. Este processo é chamado de explosao de M na origem, denotado por II e pode ser
iterado: comecamos com um aberto M contendo a origem; fazendo a primeira explosao
na origem obtemos uma variedade M; e uma aplicacao de blow-down m : M; — M
com divisor D; = 77 *(0). Em seguida, fixamos q; € M, e da explosio de M; no ponto
¢1 obtemos uma variedade M, e uma aplicacao de blow-down my : My — M; com
divisor D,. Prosseguindo indutivamente, apds n explosoes obteremos uma variedade
M,, e uma aplicagao de blow-down, m, : M,, — M,_1, com divisor D,,. Uma sequéncia
de n explosoes sera denotada por II" e chamada de processo de explosao.

O divisor D™ do processo de explosao II" é definido indutivamente da seguinte
maneira: D' = Dy e D" = D, Un,;}(D"1). Se definirmos ®, = 7m,0...0m : M,, = M
temos que @, |a,\pr: Mp\D™ — M\®,(D") é um biholomorfismo.

Podemos verificar sem grande dificuldade que o divisor D" é, de fato, uma uniao de
n curvas complexas, todas difeomorfas a C. Assim, por exemplo, na segunda explosao,
se ¢ € Dy teremos que D? = Dy U, (D;). Temos ainda que 7, (D;) ~ C e que
D, corta 7, '(D;) transversalmente num tnico ponto, ou seja, D? é a unido de dois
espagos projetivos mergulhados em M, com um tnico ponto em comum. Por abuso
de linguagem, usaremos a mesma notacao para D; e a suas sucessivas pré-imagens por
iy .., . Com esta convengao, podemos dizer que D" = U7_ D;.

No caso em que para todo i = 1,...,n — 1 a i-ésima explosao for feita em um
ponto de D?, o divisor D; corta um outro transversalmente num tnico ponto, o qual
chamaremos de esquina de D", de tal forma que se D;, N Dy, #0,...,D;  ND; #1
entdo D;, N D; = (. Um tal processo serd chamado de processo de explosao da origem.
Se nestas mesmas condicoes, a sequéncia de explosoes for infinita temos um processo
infinito de explosao da origem que sera denotado por II*°.
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™y T2 ™

(0,0)c M

D' c M,

D? C M,

D3 C M,

Figura 2.1: Ilustracao de um processo de explosao da origem. Fazemos, primeiramente,
explosao na origem, que esta contida num aberto M, gerando M; D D;. Posteriormente,
fazemos explosao sobre um ponto ¢; de D' gerando My, D D? = D; U D,. A tltima
explosao é feita sobre a esquina g, de D? gerando Mz D D? = D, U Dy U D3 que contém
duas esquinas.

2.1.4 O efeito de uma explosao sobre uma folheacao

Seja F uma folheagao em (C% 0) com singularidade na origem. Consideramos o

campo X = p(x,y)=— + q(z,y)=— como gerador local de F na origem, ou equivalente-

ox Jy

mente a 1-forma dual w = —q(z, y)dx + p(x, y)dy. Podemos escrever o desenvolvimento
de Taylor de w em (0,0) como:

5

_QJ'<x7 y)dﬂf + pj(x7 y)dy7
j=k

onde p; e g; sao polinomios homogeéneos de grau j, com p; ou g nao identicamente
nulos. Fazendo uma explosao II na origem obtemos a aplicacao de blow-down 7. Ao

27



escrevermos 7*(w) na carta ((z,t),U) temos

(W) = > —g(x,tr)dr + pj(x, ta)d(tz)
=k
= 2F ij_k[(tpj(l, t) — q;(1,t))dx 4 zp;(1,t)dt].

Podemos ainda dividir a forma acima por z* e obter
() & () = (tpe(1L, ) — qe(1, ) + 2pe(L, )t + x0r
onde « é a 1-forma
a(z,t) = > a7 (tp;(1t) — q;(1,8))da + ap;(1, t)dt).
j=k+1
Definindo r(z,y) = ypr(x,y) — xqx(z,y) temos que
7R (w) = r(1,t)dz + zpe(1, t)dt + za.
Analogamente, calculando 7*(w) na carta ((s,y), V'), obtemos:
(xx)  y " (w) = r(s,1)dy — yq(s, 1)ds + yf3

onde  é uma 1-forma. Chamamos o polindémio r de cone tangente de w. Temos dois
casos a considerar:

(I) Caso dicritico: r = 0. A explosao II é chamada de explosao dicritica e o divi-
sor D' é chamado de divisor dicritico. As formas () e (**) ainda podem ser divididas
por z e y respectivamente. Neste caso temos

wi = 27 (W) = pr(1, ) dt + (tpes1(1, 1) — @raa (1, 1)) de + zaq (z,t) em ((z,t),U);
wi = y_k_lﬂ-*(w> = _qk<57 1)d5 + (pk+1(87 1) - qu+1(8, 1))dy + yﬂl(sa t) em ((57 y)7 V)a

expressoes que nao podem mais ser divididas por x ou y, respectivamente. A folheacao
definida em M, dada nas cartas ((z,t),U) e ((s,y), V) por w; e w] é chamada transfor-
mada estrita de F por II e denotada por F!. Ao trabalharmos na primeira carta temos
que fora do divisor D' = 771(0,0) as folhas de F e F! sdo coincidentes. Nos pontos
sobre o divisor (0,%) tais que pi(1,ty) # 0 as folhas de F! sao transversais ao divisor.
Os pontos (0, t) tais que pi(1,ty) = 0 sao os pontos singulares de F!, ou os pontos de
tangéncia das folhas de F! com o divisor. Assim cada folha transversal ao divisor da
origem a uma separatriz local de IF por blow-down. Portanto uma singularidade dicritica
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possui uma infinidade de separatrizes. Na segunda carta temos um raciocinio analogo.

(IT) Caso nao dicritico: r # 0. A explosao II é chamada de explosao nao dicritica
e o divisor D! é chamado de divisor nao dicritico. As formas () e (xx) nao podem
mais ser divididas por = ou y, respectivamente. A folheacao definida em M; dada nas
cartas ((x,t),U) e ((s,y),V) por (x) e (xx) é chamada transformada estrita de F por
IT e denotada por F!. Ao trabalharmos na primeira carta temos que fora do divisor
D' = 7710, 0) as folhas de F e F! sdo coincidentes e o divisor (x = 0) é uma separatriz
de F!. As singularidades sobre o divisor sao as raizes de tpy(1,t) — qx(1,t) = 0, mais a
origem da segunda carta, caso 0 seja raiz de r(s,1). Assim F! possui £+ 1 singularidades,
contadas com multiplicidade, sobre o divisor. Se alguma das singularidades de F! sobre
D' possui uma separatriz h entdao 7 o h serd separatriz de F em (0,0). Por outro lado
se [F possui uma separatriz h pela origem temos que apds explosao a curva h cruzard o
divisor transversalmente em pontos singulares de F'. Logo para buscarmos separatrizes
de F devemos buscar separatrizes de F! sobre as singularidades do divisor D!,

Dado um processo de explosao II" definimos a folhegao F" em M,, chamada de trans-
formada estrita de F por II"™ indutivamente da seguinte maneira: F" é a transformada
estrita de F*~! e F! é a transformada estrita de TF.

2.1.5 O efeito de uma explosao sobre uma curva

Seja (h = 0) uma equagao irredutivel de uma curva I' tal que (0,0) € I". Ao
escrevermos a funcao h como série de Taylor temos

h=hy+hysr + ...,

onde cada h; é homogénea de grau i e v é a ordem de h, ou seja, h, Z 0 . Escrevemos

k k
hy(2,y) = H(y — L), L eC, v= sz‘a
i=1 i=1
e consideramos II a explosao da origem com a aplicagao de blow-down 7. Entao na
primeira carta (y = tx) temos

hor(z,t) =a"h(x,t), hlx,t) =[]t —L)P +ax(.).

i=1

Segue que hor se anula na unido de D' com h = 0. A transformada estrita de T' por 11
é a curva definida por (h = 0).

Dada uma curva I' em (C2,0), se fizermos explosao na origem obtemos a transfor-
mada estrita I'y na variedade M;. Dado um processo de explosao II" definimos a curva
I', em M, chamada de transformada estrita de I' por II" indutivamente da seguinte
maneira: I',, é a transformada estrita de I',,_; e I'; é a transformada estrita de I'.
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Proposigao 2.1.7. Seja F uma folheagiao em (C?,0) e T uma curva irredutivel passando
pela origem de (C%0). Seja 11 a explosao da origem e Ty a transformada estrita de T
por II. Suponhamos que I' seja descrita por (h = 0) e que y(t) = («a(t), B(t)) seja uma
parametrizacao primitiva de I'. Nestas condicoes, as sequintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

(i) T' € uma separatriz de F pela origem.
(i1) v*w = 0.

(1ii) Ty € uma separatriz de F' passando por Ty N D

Demonstragao: Seja w = —q(z,y)dz + p(z,y)dy um gerador local de F. Temos que
h divide w A dh se, e somente se, h divide

{—q(w‘, y)g—;(% y) — p(x, y)%(z, y)] dx A dy,

o que equivale a dizer que h divide

Az, y) = ' —q(z,y)  pl,y) ’

Derivando h(a(t), 8(t)) = 0 temos

<(%(a(t),ﬁ(t)), Z—Z(a(t), ﬁ(t))) (1), 5/(t))> _o.

Como também ((—5'(t),a/(t)), (¢/(t), 8'(t))) = 0, temos que

(%(a(t), B(t)), g—Z(a(t), B(t))) e (—B(1),d(1)

sao proporcionais.
Assim, se vale (i) entao A(a(t), 5(t)) = 0. Logo

o que implica que v*w = 0.

Se vale (if) temos que A(+(£)) = 0, Togo Afa(t), (1)) = h(alt), B(E)n(o(t), B(1)).
sendo 7 uma 2-forma. Portanto A(z,y) = h(z,y)n(z,y) para todo (x,y) tal que
h(z,y) = 0. O teorema dos zeros de Hilbert garante que h(z,y) divide A(z,y).

Para mostrar a equivaléncia entre (iz) e (i7i) basta observarmos que I'; possui uma
parametrizacao 7' tal que m o~/ = 7. OJ
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2.2 O teorema de Seidenberg

Seja F uma folheagao em (C?,0) com singularidade na origem. O teorema de Sein-
denberg mostra que dado um processo infinito de explosao da origem II* tal que toda
explosao é feita sobre uma singularidade, existe um nq tal que todas singularidades em
M, com n > ng sao simples, no sentido da definicao seguinte. No restante do capitulo F
sera uma folheagao singular em uma variedade de dimensao 2 e II*° um processo infinito
de explosao da origem tal que as explosoes sao feitas sobre singularidades.

Defini¢ao 2.2.1. Seja w = —q(x,y)dx + p(z,y)dy um gerador local de uma folheagao
F que possui singularidade na origem. A origem é uma singularidade simples de FF se a
matriz jacobiana

Jo(w; @, y) = [ % (2.1)

possui autovalores A, p tais que A # 0 e u/A ¢ Q.

A definigao anterior nao depende da escolha de coordenadas (x,y) nem da escolha
do gerador w. Assim, dada uma singularidade m sempre podemos fazer uma mudanca
de coordenadas e admitir que m = (0, 0).

Se a singularidade é simples entao é possivel diagonalizar a matriz (2.1), isto é,
podemos fazer uma mudanca linear de coordenadas de modo que o gerador local w seja
da forma

w = [—ay + ¢z, y)ldz + [z + pla, y)ldy (2.2)

com v(p) >2ewv(q) > 2.

A proposicao seguinte mostra que as singularidades simples sao estaveis por explosao,
isto é, explosoes centradas em singularidades simples geram divisores com singularidades
simples. Além disso, as explosoes sobre singularidades simples s@o sempre nao dicriticas.

Proposigao 2.2.2. Seja Il a explosao da origem. Suponhamos que F tenha singulari-

dade simples na origem e sejam {c, 1/a} os quocientes dos autovalores \ e p da matriz
(2.1) (isto é, « = u/\). Entao:

(i) I1 € nao dicritica;
(ii) A folheagao F* possui exatamente duas singularidades em D', ambas simples.

Demonstragao: Por (2.2) podemos escolher coordenadas (x,y) de modo que o gerador
local seja dado por
w = [—ay + pz,y)lde + [x + (2, y)]dy,
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com v(p) > 2 e v(§) > 2. Vemos claramente que o cone tangente nao ¢ identicamente
nulo. Fazendo a explosao y = tx e considerando a primeira carta temos

' (w) = [te+tp(x,tr) — atx + §(x, tx)]dr + z[x + p(z, tx)]dt
= z{[(1 — o)t + zA(x,t)]dx + x[1 + xB(x,t)]dt}.

A folheacao F! é localmente dada por
27" (w) = [(1 — )t + zA(x,t)]dx + 2[1 + xB(z, t)]dt.
Entao, na carta ((x,t),U), (0,0) é a unica singularidade e

1 0

JO(‘I_IW*(w);'IJt) = —A(O O) a—1 ’

logo (0,0) é singularidade simples. Analogamente, a origem sera a unica singularidade
da outra carta e serd simples. O

Definicao 2.2.3. Seja I uma folheagao em M com singularidade na origem. Conside-
ramos w = —q(x,y)dx + p(z,y)dy um gerador local de F. A origem é uma singularidade
pré-simples de F se a matriz

2 (0) 22(0)
W T — ox oy
JO( ) ay) [ %(0) g_g(o) ]

nao é nilpotente, isto €, se existe algum autovalor nao nulo.

A definicdo acima faz sentido pois a condigcao sobre a matriz é independente da
escolha de w e das coordenadas (z,y). Novamente, ao fazermos mudanca de coordenadas
qualquer singularidade pode ser tomada como a origem.

As proximas subsegoes estao dedicadas a demonstrar o teorema de Seidenberg:

Teorema 2.2.4. Seja F uma folheacio em (C?,0) com singularidade na origem. Dado
um processo infinito de explosao 11 existe um ngy tal que para n > ng todo ponto de
Sing(F™) € uma singularidade simples de F".

A demonstracao sera feita em duas etapas. A primeira etapa consiste na reducao a
singularidades pré-simples, nela provaremos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.5. Seja F uma folheagio em (C?,0) com singularidade na origem.
Dado um processo infinito de explosao da origem I1°° existe um ng tal que para n > ng
todo ponto de Sing(F™) é uma singularidade pré-simples de F".

A demonstracao sera feita por absurdo. Para tal precisaremos de invariantes inteiros
locais, de natureza geométrica, associados a uma singularidade, que descrescem a cada
explosao. O teorema de Seidenberg sera consequéncia, entao, da seguinte proposicao:
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Proposigao 2.2.6. Seja F uma folheagio em (C%,0) que possui uma singularidade pré-
simples na origem. Dado um processo infinito de explosao 11 existe um nq tal que para
n > ng todo ponto de Sing(F™) é uma singularidade simples de F™.

Demonstragao: Podemos escolher um gerador w e um sistema de coordenadas (z,y)
tal que
w = [—py + Q(x, y)ldr + [Ax + cy + P(z,y)]dy
com v(Q) > 2, v(P)>2,c€CeX#0oupu#0. Ao fazermos a explosdao na origem
temos, na primeira carta,
T (w)

W= = [t(N — p) + ct? + 2 A(z, t)]dz + [z(\ + ct) + P(z, tz)]dt.

Logo (0,0) é a tnica singularidade sobre o divisor e

A 0
JO(wl;xvt) = |: —A(O 0) HJ_)‘ :

Como A # 0 ou p # 0 segue que A # 0 ou —A+ p # 0. Assim a classe de singularidades
pré-simples ¢é invariante por explosoes. Dada uma singularidade pré-simples m, seja «
um dos quocientes dos autovalores da matriz associada a singularidade. Definimos o
invariante de ressondancia como

0 se a ¢ Qs

RGSS(F» m) = { p+q se a= p/q I~ Q>0 (fragéo irredutivel)

Uma singularidade pré-simples m é simples se, e somente se, Ress(F, m) = 0. Além disso,
o invariante de ressonancia diminui estritamente a cada explosao feita sobre singularida-
des pré-simples que nao sao simples. Assim é possivel obtermos apenas singularidades
simples sobre o divisor fazendo um ntimero finito de explosoes sobre uma singularidade
pré-simples. O

2.2.1 Invariantes inteiros locais por explosoes
Ordem de uma folheagao em um ponto
Consideramos F uma folheacao em uma variedade M e m um ponto de M. Seja
w = —q(z,y)dz + p(z,y)dy
um gerador local em m. A ordem v,,(F) da folheagao F em m é definida como
Vi (F) = min{vn(q), v (p) }

A definicao nao depende da escolha do gerador w. O ponto m é nao singular se, e somente
se, Vm(F) = 0. Notemos também que quando m é uma singularidade pré-simples temos
que v, (F) = 1.

33



Nuimero de Milnor

Consideramos as curvas a(z,y) = 0 e b(z,y) = 0 que se intersectam em m, com a
irredutivel. Seja ®(t) = (x(t),y(t)) uma parametrizacdo primitiva da curva (a = 0).
Definimos a multiplicidade de intersecao de a e b em m como

i(a, bym) = vm (b(x(t), y()))
A multiplicidade de intersecao satisfaz, entre outras, as seguintes propriedades:
e i(a,b;m) =1i(b,a;m);
e i(ac,b;m) =i(a,b;m) +i(c,b;m);
e i(a,b;m) < 400 se, e somente se, a e b nao possuem fator comum;
e i(a,b;m) =1i(a— cb,bym).

Seja II uma explosao em m com aplicacao de blow-down 7. Consideramos um elemento
a € C{x,y} tal que m € (a = 0) e m’ um ponto do divisor D! = 7=!(m). Seja (f = 0)
uma equacao irredutivel de D! em m’. A transformada estrita de a em m’ é definida

como
flaom)

str(a,m’) = @
rvm(a

Lema 2.2.7. (Férmula de Noether) Sejam a e b dois elementos de C{x,y} sem
fator comum. Entao vale a relagao:

i(a,b;m) = vy (a)v,(b) + Z i(str(a,m’), str(b, m’); m’)

Demonstracao: Podemos supor que a ¢ irredutivel em C{x,y}. A menos de uma
mudanca de coordenadas podemos considerar m’ como origem da primeira carta da
explos@o e que a parametrizagao primitiva de (a = 0) é dada por

{5621’(8):5"

y=1y(s) onde 1y(y(s)) >n=uvn(a).

Logo temos

Vi (b(s", y(8))) = 1w (b) + vo(V'(s", ¥/ (5))),
onde

V(x,t) =z Obx,tx), o (s)=y(s)/s"
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Definicao 2.2.8. Se w = —q(z,y)dx + p(x, y)dy ¢ um gerador de F em m, o nimero de
Milnor g, (F) é por definigao

pim(F) = i(—q,pym).
O numero de Milnor esta bem definido pois independe da escolha do gerador w.

Proposicao 2.2.9. Seja Il a explosio em um ponto m e denotemos v = v, (F). Se Il
€ nao dicritica entao
/~Lm<]F) = V2 - (V—‘f_ 1) + Z :um’(IFl)7
m/eD1
e se Il € dicritica entao
() = (04 1) = 2+ 3 ().
m/eD1

Demonstracao: Sejaw = —q(z,y)dz+p(z,y)dy um gerador local de F em m. Fazendo
uma mudanca linear de coordenadas, podemos supor que o ponto oo da primeira carta
nao é um ponto singular de F! e que v,,(q) = v, (p) = v. Além disso, no caso dicritico,
podemos supor que z? nao divide p,(z,y).

No caso nao dicritico temos

wi = —q(z,t)dx + p(z,t)dt = e v dt
= [T(lv t) + Z xjik[tpj(jl? t) - QJ(17 t)] dx + ka:(lv t) + Z xjik+1pj(17 t)] dt.
j=k+1 j=kt1

Assim

i(—=q,p;m) =1i(p, —¢;m) = i(x, —¢;m) + i

¢
p(z,tx) L m)

ok
= ( ~i-z (z oK (1py (1. 1) = 4;(1,1)) ;m> ri (M g P )
Jj=k x x
. _ (v tr) —q(z,tx)
:Z(IE,T(l,t),m)+Z< :L‘k ) :L‘k ,mo) .
Usando a féormula de Noether temos
> ) = > )= Y i(=amm)
m'en! m/€D1\{oc} m’€ D1\ {oo}
: . (p(x, tr) —q(z,tx)
- Z ’L(x,T(l,t),m) + < ok ) ok ,m
m’eD\{oo}

= i(p,—¢,;m) — v+ gry(r(1,t)) = pm(F) — v + (v + 1).
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No caso dicritico temos

wi = —qz, t)dz + p(z, t)dt = (. m;k:lqu’ m)dm + p(zlj@dt
= { > @ e (1,t) — qj(l,t)]} dx + {pk(l,t) + ) :rj"“pj(l,t)} dt.
j=k+1 j=k+1

2

Usando a férmula de Noether e o fato de = dividir p(x,y) mas z* nao, temos

YooY = " i=gmm = Y i(—zgpm) —i(z,gm)

m/eD1 m’eD1\{oo} m’eD1\{oo}
t t t t
x x T
m/eD1\{oo}
, q(z,tx) p(x,tr) .
— Z 2(— et L —i(x,pp(L,t) +x(...);m)
m/e€D1\{oco}

= i(—g,p;m) =V’ = (v = 1) = 1, (F) — (v +1)* + (v + 2).

Ordem de restrigao

Dada uma curva I', escolhemos coordenadas em m tal que I' = (y = 0). Se w =
—q(x,y)dz + p(z,y)dy é um gerador local de F, a ordem de restrigao 7(F,I’;m) de I' em
m é definida como

~(F, T5m) = vy(—q(x,0)).

Desta forma temos que 7(F,[';m) = +o0, isto é, ¢(z,0) = 0 se, e somente se, I' é uma
separatriz de IF.

Proposicao 2.2.10. Seja Il a explosao em m e consideramos I'y a transformada estrita
de T por Il em’ a interse¢io de T'y com o divisor D*. Pondo v = v,,(F) e 7 = 7(F,T;m)
temos

o 7(F'.Ty;m') =7 —v se I é nao dicritica
o 7(FL,Ty;m') =7 —v—1 sell é dicritica.
Demonstragao: Escolhemos coordenadas (z,y) tais que I' = (y = 0) e seja

w = —q(z,y)dz + p(z, y)dy
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um gerador local de F em m. Se o gerador de F! em m/ é dado por w; = —¢/(x,t)dz +
P (x,t)dt, no caso nao dicritico temos que

—¢'(z,y) = 27" (—q(z, tx) + tp(z, Lx)),

logo 7(F*, T'y;m’) = vo(—¢'(z,0)) = 7 — v. No caso dicritico

—q'(z,y) = a7 (—q(z, tx) + tp(, tx)),

logo 7(FYL, Ty;m) =7 —v—1. O

2.2.2 Reducao a singularidades pré-simples

Com os invariantes numéricos ordem, niimero de Milnor e ordem de restri¢ao provare-
mos a proposigao 2.2.5, que juntamente com a proposic¢ao 2.2.6 concluira a demonstracao
do teorema de Seidenberg.

Lema 2.2.11. Seja F = Fy uma folheagio em (C?,0) e Ty uma curva lisa formal em
(C%,0). Consideramos T1°° um processo infinito de explosio de forma que a i-ésima
explosao € feita em m; = I'; N W;I(mi_l), onde I'; € a transformada estrita de I';_1 por
Fi. Suponhamos que m; seja singularidade de F; para todo indice i. Entdo I'y é uma
separatriz formal de F. Além disso, se toda explosao de 11 € nao dicritica, existe um
indice k tal que my, é uma singularidade pré-simples de F*.

Demonstragao: Se 'y nao é uma separatriz formal de F, a ordem de restricao
7(F,T; 0) ¢é finita. Como m; é ponto singular de F* temos que v, (F*) > 1 para todo i.
Logo, pela proposicao 2.2.10 temos que

T(Fi,Fi,mi) < T(Fi_l,Fi_l;mi_l) ) > 1,

o que é uma contradicao, pois 7 nunca é negativo.

Se todas as explosoes sao nao dicriticas podemos supor, a menos de uma explosao,
que o divisor (z = 0) e I'y = (y = 0) sdo separatrizes de F. Um gerador local w de F se
escreve como

w = —yq(z,y)dz + xp(z, y)dy,
onde y nao divide p(x,y) e x nao divide —(z,y). Se v = 1(F) = 1 temos que —j(z,y)
ou p(x,y) tem termo independente ndo nulo, logo a singularidade é pré-simples. Se
v > 2, ap6s a primeira explosao teremos

wy = —t§(x,t))dr + xp(x, t)dt,

com




Se a ordem de F! ndo é menor que a ordem de IF teremos que y divide p, o que é uma
contradicao. Logo apds um numero finito de explosoes a ordem serd 1 e teremos o
resultado. 0

Definigao 2.2.12. Seja F uma folheagao em (C?,0). Consideramos I um processo in-
finito de explosdo tal que a i-ésima explosao ¢ feita sobre m; € Sing(F?). Para cada indice
i > 0, denotamos por e(D?, m;) o niimero de componentes irredutiveis nao dicriticas de
D por m;. O invariante de controle I; de F* em m,; é definido como

Ii = fim, (F) — (D", my).
Nas condigoes acima temos o seguinte lema:

Lema 2.2.13. Para cada v > 1 temos que:

(i) Se e(D',m;) =2 e vy, (F") = 1, o ponto m; é uma singularidade pré-simples de
IFe.

(it) Se vy, (F) = 1 € a explosio em m; € dicritica, o ponto m; é uma singularidade
pré-simples de F.

(ii1) Se m; ndo é pré-simples entao I; > I;1. Além disso, a desigualdade é estrita
se U, (FY) > 2 ou se a explosio em m; € dicritica.

Demonstracgao:

(i) Se e(D',m;) = 2 temos que m; é uma esquina interse¢cio de duas componentes
nao dicriticas. Entdao podemos supor que (z = 0) e (y = 0) sdo separatrizes de F'. Um
gerador local de F* serd dado por

Como v, (F*) = 1 temos que ¢(0,0) # 0 ou p(0,0) # 0. Portanto a matriz Jo(w;; x,y)
possui um autovalor nao nulo.

(77) Se a explosao em m; é dicritica existem duas separatrizes I'y e 'y que sdo tran-
versais a D; 1 em pontos diferentes. Escolhemos um sistema de coordenadas em m; tal
que ;1 (I UT'2) tem equagao xy = 0. Como em (i), o gerador de F serd da forma (2.3),
e como vy, (F') = 1, m; é singularidade pré-simples.

(7i1) Temos

I; — ]i+1 = Hm; (Fl) - e(Di’ ml) — HPmiga (FH—I) + e(Di—H’ mi+1)'
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Denotamos v = v, (F?). Se a explosao em m; ¢é dicritica,

L—Iisn =+ 1=+ 2+ |~ ttmes )+ D) e (B e(D mig1) —e(Dmy) .
A, m'€D; As

A,

Mas pelo item (i7) vale que v > 2. Portanto Ay > 5, Ay > 0e Az > —1, logo I; > I;1.
Se a explosao em m; é nao dicritica,

=Ty =0 =+ D)+ |, B+ D i ()| + (D migr) — e(D',my).
%/_/ ’
91 mGDH_l @3

©2

Mostremos primeiro que O, + O3 > 1. Se e(D',m;) = 0 entao e(D"™ m; ) = 1.
Portanto ©; > 0 e O3 > 1. Se e(D*,m;) = 1 e (D' ' m;,1) = 1 teremos uma esquina
em D;;1 que nao é m;,q, logo O3 =0e Oy > 1. Se e(D',m;) =1 e e(D" m;, 1) = 2
entao ©y > 0 e O3 = 1. Se e(D*,m;) = 2 e e(D m;, ;) = 1 teremos duas esquinas
em D, diferentes de m;. 1, logo Oy > 2 e O3 = —1. Por tltimo, se e(D*,m;) = 2 e
e(D™ m;y1) = 2 hd uma esquina em D, diferente de m; ;, assim Oy > 1 e O3 = 0.

Caso v = 1 segue que ©; = —1 o que implica que ©1 + 6, + O3 > 0. Por outro lado,
se v > 2 entao ©; > 1 o que implica que ©1 + Oy + O3 > 0. Assim [; > [;;; quando
v>2el; > 1, quando v = 1. Ol

Podemos agora demonstrar a proposicao 2.2.5: dada uma folheagao F em (C?,0)
suponhamos que existe um processo infinito de explosao da origem II* tal que para
todo i, a i-ésima explosao é feita sobre uma singularidade m; de F* que nao é pré-
simples. Se uma quantidade infinita das explosoes sao dicriticas o invariante de controle
I; iria decrescer indefinidamente, o que nao é possivel. Se ha uma quantidade finita de
explosoes dicriticas, a partir de um kg todas as explosoes sao nao dicriticas. Supomos,
entao, que todas as explosoes sao nao dicriticas. Como o invariante de controle nao
pode decrescer indefinidamente devera se estabilizar. Portanto I; = I;;; para todo
i o que implica que v,,,(F;) = 1. Como as singularidades m; nao sao pré-simples a
afirmacdo (i) do lema 2.2.13 garante que e(E;,m;) = 1 para todo i. Obtemos, entdo,
uma sequéncia infinita de singularidades sobre componentes nao dicriticas do divisor
que nao sao esquinas, estas determinam uma curva formal nao singular I' nas condigoes
do lema 2.2.11. O lema garante que existe um k tal que m;, é singularidade pré-simples
de F¥, o que é uma contradicao.
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2.3 O teorema de Briot-Bouquet

O teorema de Seidenberg mostra que dada uma folheacio F em (C?,0) podemos
encontrar um processo de explosao da origem II" de modo que todas a singularidades de
F™ em M, sejam simples. Dada uma singularidade simples p que nao é esquina, sobre
uma componente nao dicritica de D", o teorema de Briot-Bouquet nos dara condicoes
para a existéncia de separatrizes por p transversais a D".

Definigao 2.3.1. Consideramos F uma folhegao em (C?,0) com singularidade simples
na origem. Podemos supor que

w=—q(z,y)de + p(z,y)dy = [—py + ¢ (z,y)|dz + [Az + p'(z, y)|dy,

onde v(p') >2ewv(q)>2,e Xe usao os autovalores da matriz Jo(w; x,y). As diregoes
dos autovetores associados a A e u sao chamadas de diregoes proprias de F. A direcao
prépria associada ao autovalor A (respectivamente p) é uma direcao forte se A # 0
(respectivamente p # 0); caso contrario, serd uma direcdo fraca.

Segue da definicao anterior que uma singularidade simples possui pelo menos uma
direcao forte.

Teorema 2.3.2. (Briot-Bouquet) Seja F uma folheacio em (C?,0) com singularidade
simples na origem. Suponhamos que F possui uma separatriz convergente nao singular
D pela origem. Entao F possui unica separatriz formal ' diferente de D pela origem.
Além disso a curva formal I' € lisa, tranversal a D e seu espaco tangente Tyl € uma
direcao propria para F na origem. Se Tol' € uma direcao forte, a curva formal T €
convergente.

Demonstragao: Escolhemos um sistema de coordenadas de modo que D = (x =0) e
o gerador local de F seja dado por

w = [—py + q(z,y)ldz + z[A + p(z, y)|dy, (2.4)

com v(p) > 2 ev(q) > 1. Provemos primeiro a existéncia da curva formal lisa, transver-
sal a D, cujo espaco tangente é uma direcao propria de F.
Consideramos uma curva formal

v(t) = (t,ZaJ”) .

n>2
A condi¢ao v*w = 0 é equivalente as equagoes

(n/\_:u)an :Pn(a27a3a"'>an—l)> n>2
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sendo P, polinomio nas varidveis as,as,...,a,_1 que depende unicamente dos coefi-
cientes de w. Como nA — pu # 0 para todo n, o coeficiente a,, ¢ bem determinado. Temos
ainda que N'(0) = (1,0) é autovetor associado a A. Logo I' é lisa, transversal a D e seu
espago tangente na origem é uma direcao propria de F.

Provemos agora a unicidade. Ao fazermos uma mudanca formal de coordenadas

(x,y) — (m, y— Z anac”>

n>2

podemos supor que I' = (y = 0) é uma separatriz. O gerador local se escreve como

w = —ylp + q(z, y)ldz + z[A + p(z, y)]dy,

com p(0,0) = G(0,0) = 0. Suponhamos que exista uma separatriz I diferente de D e de

(y =0). Entao I' possui uma parametrizacao 4 dada por

r =1tP
y=ai+a, 1t + ..., a,#0

A condicao de T ser separatriz implica que (g\ — pp)ag, = 0, o que é uma contradicao.
A curva I' é, entao, Unica.

Resta provar agora a convergéncia quando A # 0. Se A # 0, o termo A + h(z,y) de
(2.4) possui inverso multiplicativo, logo podemos escrever o gerador w na forma

_ % n,m
w = (—Xy+ Z Qnmx"y )dm+xdy.

n+m>2

Vamos mostrar que a série o(t) = Y a,t" construida anteriormente é convergente.
n>2

Como v*w = 0, temos que

[—%J(t) + 3 Quat™ (o)™ | +to'(t) =0,
n+m>2
ou seja,
Z (—% + n> a,t" + Z Qumt"(a(t))" =0
n>2 n+m>2
Entao
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onde os P, s@o polinomios nas variaveis {as} e { A, } com coeficientes inteiros positivos.
Seja

a:min{‘—g—i—n ;n:2,3,...}>0

e consideramos a equacao implicita real

g(v,u) =0, onde g(v,u)=av+ Z |Qrm |u™ 0™,

n+m>2

0
Temos que g é analitica, g(0,0) =0 e a—g(O, 0) = a # 0. O teorema da fungao implicita
v
garante que existe uma unica funcdo analitica b tal que g(u,b(u)) = 0. Necessariamente

temos também que b(0) = 0. Escrevendo (u) = Z bju’ temos
Jj=2

ab(u) + Y |Qumlu" (b(u))™ = 0

m+n

logo

ab, = P,({|Qij|}itj<n, {bs}s<n-1),

onde P, também tem coeficientes inteiros positivos. Temos entdo que |a,| < b, para
todo n > 2, e segue a convergéncia de o. 0

Corolério 2.3.3. Seja F folheagio em (C%0) com singularidade simples na origem.
Entao F possui exatamente duas separatrizes formais I'y e I's. Elas sao lisas, se cortam
transversalmente e os respectivos espacos tangentes sao direcoes proprias de F. Além
disso, a curva formal T'; serd convergente se corresponder a uma dire¢ao forte.

Demonstragao: Ao fazermos explosao Il na origem teremos duas singularidades
simples em D'. Como a explosao é nao dicritica, D é uma separatriz passando por cada
uma das singularidades. O teorema anterior garante que para cada singularidade existe
uma outra separatriz, lisa, transversal ao divisor e que serd convergente caso a diregao
propria correspondente seja forte. Estas separatrizes se projetam como separatrizes de
F na origem por blow-down. 0

42



ﬂ- \.‘s\ f’
— \J‘I‘(O,D)
s N
D! o

Figura 2.2: As linhas tracejadas sobre D' representam as separatrizes formais que se
projetam por 7 em separatrizes formais pela origem.

2.4 A existéncia de separatrizes

Usaremos nesta se¢ao a redugao de singularidades e o teorema de Briot-Bouquet
para provar o teorema de Camacho e Sad, que é o principal resultado do capitulo. A
demonstragao apresentada ¢ devida a J. Cano (veja [6]).

Teorema 2.4.1. (Camacho e Sad) Toda folheagio F em (C?,0) com singularidade
na origem admite separatriz.

Definigao 2.4.2. Seja I' uma separatriz nao singular de F. Suponhamos que I' = (y =
0). Temos que um gerador de F é dado por

w = —yq(z,y)dz + p(z,y)dy, q(z,y),p(z,y) € C{z,y}.
O indice da separatriz I' relativo a F na origem é definido como:
I(F;T,0) = Res (M,O) :
p(x,0)

Um célculo elementar mostra que I(IF;T',0) ndo depende da escolha de coordenadas
(x,y) e nem do gerador local w.

Proposicao 2.4.3. Seja II uma explosio ndo dicritica da origem de C*, D' C M, o
divisor, F' a transformada estrita de T por II e I'y a transformada estrita por 11 da
separatriz nao singular I'. Entao

e Y I(FLD,m)=-1

m/eD!
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o [(F};T,¢)=I(F;T,0) —1 onde ¢ =T;ND.

Demonstragao: Se m’ nio é singularidade de F! temos que I(F'; D', m') = 0. Esco-
lhemos coordenadas tais que o ponto oo da primeira carta nao seja um ponto singular
de F!. Se

w=—[q(x,y) + qu1(x,y) + .. Jdz + [p,(2,y) + posa(z,y) + .. Jdy,
na primeira carta da explosao temos que D' = (z = 0) e
wy = [r(1,t) + x(...)]de + z[p,(1,t) + z(...)]dt.

Observamos que p,(1,t) é um polinémio de grau v, pois x nao divide p,(x,y), logo (1, 1)
tem grau v + 1 e o coeficiente de # em p,(1,t) é o mesmo que o de t** em r(1,¢).
Dividindo w por uma constante, podemos supor que

p(Lt)y=t"+... e r(lit)=t""+. ..

onde as reticéncias indicam termos de ordem superior. Seja v C C um circulo que
contém todas as raizes de r(1,t) em seu interior. Pelo teorema dos residuos,

1. 1 n o _pl/(17t) o 1 pu(lat) o
Z I(F; D ,m)—zw:Res (W,w) _Q_M/_r(l,t) dt = —1.

m/eD!

Oy

Para a segunda afirmagao, consideramos I' = (y = 0). Um gerador local de F é dado
por

w = —yd(z,y)dx + p(x,y)dy.
Fazendo a explosao da origem temos, na primeira carta,
wy = t[—zq(x, tx) + p(x, tx)|de + zp(z, tr)dt,
desta forma I'y = (t =0) e ¢ =Ty N D' = (0,0). Logo

$q~($, O) B p(l’, 0)
xp(z,0)

[<F1;F17q/):R€S( ,0) = I(F,T,0) — 1.

O

Lema 2.4.4. Seja F uma folheagao em (C?,0) com singularidade simples na origem
e sejam I'y e I'y as duas separatrizes formais tangentes as diregoes proprias L, e Ly,
respectivamente. Entao,

e Se L, é uma dire¢ao fraca, entdo I(F;I",,0) = 0.
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o Se\u#0, entio I(F;I';,0)-I(F;T',,0) = 1.

Demonstracao: Se L, ¢ uma direcao fraca entao L, ¢ uma diregao forte, logo I', é
convergente. Para uma escolha de coordenadas conveniente podemos supor que I'y, =
(y = 0) e que um gerador local de F se escreve como

w = —yq(x,y)dz + p(z,y)dy,

com ¢(0,0) = 0 e p(z,0) = zu(z), u(0) # 0. Como 0 é raiz de ¢(z,0) segue que
i(z,0) = w(z), logo

e portanto I(F;I',,0) = 0.
Se A\ # 0, o teorema de Briot-Bouquet garante a existéncia de duas separatrizes
convergentes transversais. Entao podemos escrever um gerador local de F como

w(z,y) = yl—p+ 4(z,y)]dr + 2[X + p(z, y)]dy,

com ¢(0,0) = p(0,0) = 0. Portanto

A+ p(0 A
I(F;T,,0) = Res (Mo) -2
yu —yq(0,y) It
De maneira andloga I(F;T'y,0) = p/A, logo I(F;I';,0) - I(F;I',,0) = 1. O

Definigao 2.4.5. Dada uma folhecao F em (C?,0), seja F" a transformada estrita de
F em M, por um processo de explosao II". Suponhamos que o divisor D" de M, nao
possui componentes dicriticas. Dizemos que o par (F", D") satisfaz a propriedade (x)
num ponto m de D" se uma das condicoes seguintes é satisfeita:

(%1) O ponto m pertence a exatamente uma componente irredutivel de D", denotada
por D, e
I(F"; Dy, m) & Qs0;

(x2) O ponto m pertence a duas componentes irredutiveis D) e D,  de D™ e existe um
numero real a > 0 tal que

(*271) [(F? D;Za m) € nga

(+22) I(F:Dym) ¢ Qs 1.
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Observacao 2.4.6. Se m é uma singularidade simples que satisfaz a propriedade (%),
pelo lema 2.5.4 m nao é uma esquina e a direcao prépria transversal ao divisor é forte.

Lema 2.4.7. Suponhamos que (F", D™) satisfaz a propriedade (*) em um ponto m da
componente D,, de D"™. Consideramos a explosio em m com aplicagcao de blow-down
Tni1 € suponhamos que a explosdo € nao dicritica. Entdo existe um ponto ¢’ de D, q =
7= (m) tal que (F™*Y, DY) satisfaz a propriedade (x) em ¢'.

Demonstracao: Procederemos por absurdo. Se m nao é esquina, tome m’ = D,, N
Dyyyq (figura 2.3).

Dm+1

41

D m

D‘Tﬂ,

Figura 2.3: Explosao nao dicritica centrada em m gera o divisor D,, 1 e a esquina m/.

Para cada ¢’ de D, distinto de m’ temos que I(F"™: D,.,1,¢') € Qs. Pela proposicao
2.4.3 temos que

L™ Doy, m/) + Y I(E™ 5 Dy, ¢/) = —1.
q'#m/

Entao

](]F‘?’L+1; Dm+17m/) = —1— Z ](]Fn+1, Dm-l—laq,) € QS—I'

q'#Fm

Como (F™*1 D™*1) nao satisfaz a propriedade (x) no ponto m’ e I(F"; D,yi1,m) € Q<y,

entao
I(F"* D,,m’) € Qs_y.
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Portanto
I(F"™; D,,,m) = I(F”“; Dp,m') +1 € Qso,

o que contraria a hipotese.

Suponhamos agora que m é uma esquina sobre as componentes D e D.-. Sejam
D} ., e D, ., as respectivas transformadas estritas de D}, e D,,, m™ = D,,;1 N D},
em” =Dy ND,, ., (figura 2.4).

m

Figura 2.4: Explosao nao dicritica sobre a esquina m dando origem ao dividor D,,,; e
a duas esquinas, m*™ e m™.

Mostraremos que se vale (xq,1) para (F”, D™) em m entao nao vale (%22), o que contradiz
a hipdtese.
Da proposicao 2.4.3 temos que

I(F" Dy y,m™) = I(F" Dy,om) — 1.
Se vale (xg1) para m, temos que I(F"th D} . m") € Q<_(441). Como (%2) nao se
verifica para m™ temos que

I(FnH; S:;;Ha m+) €Q._

1 .
= a+1

Além disso,

I(Fn+1; Dm+17m+> + I(Fn+1; Dm-‘rlam_) =-1- Z I(Fn+17 Dm-i-laq/) € Qg_l'

q'#m*
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Segue que
[(Fn—&-l; Dm+17 m—) — [I(Fn—f—l; Dm+17 m-i—) + I(Fn+1§ Dm+17 m_)] - [(]Fn-‘rl; Dm+17 m+)7

logo [(IFTH-I, Dypaq, m_) S Qg_%ﬂ.
Por outro lado, como (*3) nao é satisfeita para m™,

I(F" D, ..,m")¢€ QZ_QTH.
Usando novamente a proposicao 2.4.3 temos
I(F" Dyym) € Q.
portanto (F", D™) nao satisfaz (x22). O

Dada uma folheagao F em (C? 0) com singularidade isolada na origem, fazemos
explosdo na origem e obtemos o divisor D!. Se a explosao for dicritica teremos uma
infinidade de separatrizes sobre o divisor que se projetam em separatrizes sobre (C2,0)
por blow-down. Se a explosao for nao dicritica, pela prosicao 2.4.3 teremos que

> I(F;D',m)=-1,

meD1

onde F! é a transformada estrita de F. Existe entdao um ponto m; sobre D! tal que o
indice da separatriz em m; é negativo, logo m; é uma singularidade que satisfaz (x).
Pelo lema 2.4.7, podemos fazer uma sequéncia de explosoes em pontos que satisfazem a
propriedade (x). Se alguma dessas explosoes é dicritica segue de imediato que F admite
separatriz. Caso contrario, pelo teorema de Seidenberg apdés um ntmero finito dessas
explosoes todas as singularidades sao simples. Entao pela observacao 2.4.6 existe uma
singularidade simples que nao é esquina e tal que a direcao propria transversal ao divisor
é forte. Pelo teorema de Briot-Bouquet, existe uma separatriz convergente que se projeta
por blow-down em uma separatriz de F.
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Capitulo 3

Dinamica local de difeomorfismos
tangentes a identidade em C?

Neste capitulo consideramos germes de difeomorfismos tangentes a identidade em
C?, ou seja, difeomorfimos da forma

F(z)=z+ P.11(2z) + Pri2(2) + ..., (3.1)

definidos numa vizinhanca da origem de C?, onde P, é uma funcao vetorial de polinomios
homogéneos de grau h, P,y; # 0 e o inteiro r + 1 > 2 é a multiplicidade de F. Como
no caso de dimensao 1, o conjunto dos difeomorfismos tangentes a identidade de C?
serd denotado por Diff(C?,0). O subconjunto dos elementos de Diff(C?,0) com multi-
plicidade r + 1 serd denotado por Diff,,;(C? 0). Uma série formal do tipo (3.1) serd
chamada de difeomorfismo formal tangente & identidade de C?. Estudaremos o com-
portamento das iteradas z, = F°"(z) de pontos proximos da origem: nosso principal
objetivo é encontrar dominios invariantes atraidos pela origem assim como foi feito no
caso de dimensao 1, isto ¢, buscamos dominios andlogos as pétalas atratoras do teorema
da flor. As referéncias para este capitulo sao [9], [10] e [3].

3.1 Preliminares

Seja F' € Diff,,1(C?,0). Uma curva parabdlica de F na origem é um mapa holo-
morfo injetivo ¢ : A — C? satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) A é um dominio simplesmente conexo em C com 0 € 0A;
(ii) ¢ é continua na origem e p(0) = 0;
(iii) ¢(A) é invariante por F' e (F|ya))°™ — 0 quando n — oo.
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Além disso, se [¢(¢)] — [v] quando v — 0, onde [.] denota a proje¢do canénica de
C*\0 em P{, dizemos que ¢ é tangente a [v] na origem.

Uma dire¢ao caracteristica de F' é um ponto [v] € P¢ tal que P, 1(v) = v, para
algum \ € C; v é ndo degenerada se A # 0. Se [v] € P& é uma diregao caracteristica
nao degenerada podemos escolher coordenadas (z,w) em C? tais que v = (1, ug) e

Pop1(v) = Py (1,u0) = (pre1(1,u0), o1 (1, u0)),

com p,y1(1l,ug) # 0. A definigdo e a proposi¢ido seguintes ddo uma interpretacao
geométrica das diregoes caracteristicas.

Definigao 3.1.1. Seja f € Diff(C? 0). Uma trajetéria caracteristica de F' é qualquer
érbita {z,} = {F°"(z)} de um ponto z no dominio de F', tal que

lim z, =0 e lim[z,] = [v],
n—oo n—oo

para algum v € C*\{0}. O vetor v serd chamado de diregao de tangéncia de {z,}.

Proposicao 3.1.2. Se v ¢ a direcao de tangéncia de uma trajetoria caracteristica
{z,} de F, entdo v € uma dire¢io caracteristica de F. Além disso, se P.i1(v) # 0

e se as coordenadas sio escolhidas em C? de modo que v = (1,ug) e Po1(1,up) =
(pr+1<17u0>7qT+1(1au0)) com pr+1(17u0> 7£ 0 entao para z, = (Znawn)f temos
) 1
Zn ~ n— 0o.

" np,11(1,uo)’
Demonstragao: Se P..i(v) = 0 ndo hd o que provar. Supomos que P, 1(v) # 0.
Entao podemos escolher coordenadas (z,w) em C? tais que F é dada por F(z,w) =
(z1,wq), com
21 =z ‘I'pr—i-l(sz) +pr+2(z7w) +..
wy =2+ @ry1(z, W) + @raa(z,w) + ...

)

de forma que v = (1, ug) e p,41(z, w) # 0. Sabemos que {(z,,w,)} converge para zero e

. W,
lim — — wy.
n— oo Zn

Ao fazermos a explosao na origem w = uz temos

21 =2+ pra1(Lu)2"™ + praa(l,u)2" 2 + ..

up = u+ s(u)z" + O(z"1) ; (3.2)
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onde s(u) := ¢r11(1,u) —pry1(1, w)u é uma polindémio de grau r+2. Portanto as dire¢oes
caracteristicas nao degeneradas de F' sdo da forma (1, ug), com ug raiz de s(u). A relagao
(3.2) implica que

1 1
= — —pa(Lu)+0
rzy T2’ Pre(lu) +0(2)
! ! (L, u1) + O(z1)
= — Pr U z
2 2] Pra 1 1
1 1
- - Pr ]-7 n— o n—1/:
o o Pro1(L tn1) + O(2,-1)

Somando estas relacoes e dividindo por n temos

1 _ 1 _ %Z(pr+1(1,uk_1) + O(Zk—l))'

nrz,” nrz" Pt

O teorema de Cesaro garante entdo que 1/rz! converge para —p,,1(1,ug) quando n —
00.

A série
(o)

Z(un—i—l - un)

n=0
é convergente, pois u, — ug, mas se s(ug) # 0 terfamos que
C's(up)

Upt1 — Uy ~ S(Ug)z) ~ —

com C' € C*, o que é impossivel. O

Seja F' € Diff(C?,0) com diregao caracteristica nao degenerada v = (1,ug). Apds
explosao I é da forma (3.2). Podemos fazer uma mudanga linear de coordenadas e supor
que 1y = 0, de forma que 5(0) = 0 e uy = (1 4 az")u+ O(|ul*2", 2 *"), onde a = 5'(0).
Ao trocarmos ainda z por —p,.1(1,0)z transformamos a primeira coordenada de F
em z — 2" 4+ O(Ju|z"1, 2772). O estudo de difeomorfismos tangentes & identidade em
(C?%,0) numa vizinhanga de uma diregao caracteristica nao degenerada v = (1,0) é agora
reduzido ao estudo de transformacoes analiticas do tipo

{ 21 = f(z,u) = 2 — 2" + O(uz"t, 272),

u = g(z,u) = (1 —az")u+ O(u?2",uz")) + 2" () (3.3)

Seja F' € Diff(C?,0) escrita como em (3.3). Entdao v = (1,0) é uma diregao carac-
teristica. Buscamos curvas parabdlicas de F' tangentes a v. Observamos que se existisse

51



uma curva analitica invariante em uma vizinhanca da origem o teorema da flor garan-
tiria a existéncia de curvas parabdlicas. Entretanto este nao é o caso em geral. Seguindo
a mesma ideia que usamos na proposi¢cao 1.1.8 para mostrar que a funcao complexa
b(z) = z/(z + 1) nao pode ser analiticamente conjugada a nenhuma funcao inteira, em
qualquer disco em torno da origem ¢é possivel mostrar que a transformacao

{ o= 2/(2+ 1)

uy = uexp(—az) + 2*

nao possui curva invariante tangente a direcao caracteristica (veja [9]).

3.2 O teorema de Hakim

Apresentamos nesta se¢ao o teorema de Hakim, que nos fornece condigoes para a
existéncia de curvas parabdlicas para um difeomorfismo de C? tangente & identidade:

Teorema 3.2.1. Seja F € Diff,,1(C? 0). Apds explosio da origem assumimos que F
¢ dado por (3.3). Se a ¢ N temos que para cada dire¢do caracteristica nao degenerada
v de F' existem r curvas parabolicas tangentes a v.

Essa é uma versao mais fraca do teorema de Hakim pois o enunciado é valido mesmo
sem a condigao sobre a. Com esta hipétese adicional temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.2. Seja F' uma transformagao analitica do tipo (3.3) com o ¢ N. Entdo
para todo k € N podemos escolher coordenadas locais (z,u) tais que

21 = f(z,u) = 2 — 2" + O(uz", 272),

up = g(z,u) = u(l — az" + O(uz", 2" ™)) + 2Kl (2). (3-4)

Demonstragao: Fixado k& mostremos que existe uma sequéncia {p,}, n=1,...k —1
de polinomios p,, de grau n tal que p,(0) =0 e

9(2,00(2)) = Pa(f(2,00(2))) + 2" 11 (2). (3.5)
Mais ainda,
Pn+1 (Z) - pn(z) + Cn+12n+17
com
c _ (Pn+1<0)
n+1 n+ 1— Oé‘

Fazemos indugao em n. Para obter p;(2z) = ¢z temos que provar que existe ¢; tal que

cif(z,c12) = g(z,c12) + O(2" ). (3.6)
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Como para qualquer constante ¢; temos f(z,c¢12) = z — 2" + O(2"2), de
g(z,c12) = c12(1 — az") + 2", (0) + O(2"1?)
segue que a condicdo (3.6) é satisfeita se

- (0)

1= — 7

1—a
Suponhamos agora que haja um p, tal que a relagao (3.5) é satisfeita. De
flzyu) = 2(1 —2") + 2" (2, u)
temos

Pt (2,1 (2))) = pulF (2:2u(2))) + =™ (1 = (0 + 1)) + O(z"7+2),

e de
9(z,w) = u(l — a2’ +O(uz", 2"1) + 2" (2)
segue que
9(2,Pn(2) + ca12") = 9(2,0(2)) + o121 = az”) + O(2"F7F2).
Entao

9(2, Pn1(2)) = Pur (f (2, P41(2))) = 9(2,00(2)) + Cn1 2" (n+1 - )
_pn(f(zapn(z))) + O(Zn+r+2)'

Da hipétese de inducao,

9(2,Pa(2)) = Pulf (2, pu(2))) = 2" pr1a(2),

temos que p,41 € solugao de (3.5) se

—Pr+1 (O)

Cny1 = .
" n+1—a«

Fixado k£ € N tomando como novas coordenadas

Z =z,
U=u—pr_1(z)

temos o resultado.
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Dado F = (f,g) € Diff,;;(C? 0) como em (3.4), para provarmos a existéncia de r
curvas parabodlicas tangentes a diregao caracteristica nao degenerada (1,0) construiremos
uma funcao u analitica numa regiao da forma

Ds, ={z € C;|z" —§| < 6}
tal que
u(f(z,u(z))) = g(z,u(z2)), (3.7)

e lim, ,ou(z)/z = 0. O dominio Ds, ¢ um dominio com r componentes simplesmente
conexas, todas com a origem na borda. Observamos que dado n € Diff(C,0) podemos
escolher § suficientemente pequeno de modo que, a menos de rotagao, as r componentes
conexas de Ds, estejam contidas nas r pétalas atratoras de 7, dadas pelo teorema da
flor.

Para a demonstragao do teorema de Hakim fixamos k tal que k > 2 e k > Re(a) +1
e consideramos o espacgo

() = {u € O(Ds,.);u(z) = 2" 'h(2), ||h|, < oo}
e o subespaco
H(8) = {u € €(6); [u(2)] < |21*7", [u'(2)] < [2["7}.

O conjunto €(§) é um espago de Banach com norma [lull s = [|k||,, e H(d) é um
subconjuto fechado de €(§). Para u € H(J), denotamos

fU2) = flz,u(z) = 2z — 2"+ O(2"2, 2" u(2)).

O teorema da flor para difeomorfismos tangentes a identidade em C garante que existe
um dy = do(||h||,) tal que se 0 < & < &y entdo cada componente conexa de Ds, é
invariante e atraida pela origem sob a agao de f. Ademais, se z, := (f*)°"(z) temos
que z, ~ 1/n'/"

Se encontramos u € €(d), com § < Jy, que satisfaca (3.7) para todo z € Ds,,
a restricao de ¢(z) := (z,u(z)) a cada componente conexa de D;, serd uma curva
parabolica para F'.

Suponhamos que z e z; pertencem a mesma componente de Ds,, entao definimos

(e

H(z,w) :=w— ——g(z,w) = O(z" " w, 2"w?, 2"+"). (3.8)
2%

Para w € H(d) definimos o operador T dado por
T - u(z) = 2§ Z 27 CH (zn, u(z,)),
n=0
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onde z, = (f*)"(29). Temos que H(zn,u(z,)) estd bem definida para qualquer zy em

vale que

1
Ds,, e como z, =0 [ —
) n}ﬁ

S 2 H (2, ulz0) = ; Ozt =30 (ﬁ) .

n=0 n=0

Como k > Re(a) a série é normalmente convergente. Nos préximos resultados, por
simplicidade, escrevemos zy = z. A proposicao seguinte mostra que podemos buscar a
funcao u como ponto fixo do operador 7.

Proposicao 3.2.3. A condi¢ao u(f(z,u(z))) = g(z,u(z)) € satisfeita se, e somente se,
u € ponto fixo do operador T.

Demonstracao: Se u(f(z,u(z))) = g(z,u(z)) entao

zn°

Tute) =203 5 [uen) — [t o)

Ao escrevermos f(z,,u(z,)) = 211, temos que

logo u é ponto fixo de T'. Por outro lado,

ZO[ [}

Tu(z) = u(z) — —g(z,u(2)) + 2* Z 2 {u(zn) —

21

Zn

(Zn41)™

9(2n, u(zn))

Assim se T - u(z) = u(z) entao

9(z,u(2)) =T u(z) = u(z1) = u(f(z u(2))).
O

Lema 3.2.4. Seja u € H(0). Entdo se § é suficientemente pequeno vale a estimativa

" ||
Zn 3.9
|zl < |1+ nrz| (3.9)
Demonstragao: Pela hipétese em u temos que z; = z — 2" — 2"1d,,(2) com || D, ||
limitado independentemente de u. Entao
1 1
— = — +r+20,(2), (3.10)
21 z"

95



onde
0u(2) = O(2%, Jull) = O(z", 2*"||h]| )

é limitado independentemente de u e holomorfa em z e u(z). Somando de 1 até n temos

n—1
1 z"
- Nl 0,2 |,
zn" z”( +nra) +1+nrsz;OZ] (2)

Tomando ¢ suficientemente pequeno a soma dentro dos colchetes é uniformemente
préxima de 1 (com respeito a u e a z) o que demonstra (3.9). O

Coroléario 3.2.5. Para qualquer s > r existe uma constante Cy = Cs(§) > 1 tal que

>zl < Cul2 (3.11)
n=0

Demonstracao: Do lema anterior temos que
28/T|Z|5

|an|s/7“ S
(1 + |nz“|2)

s/2r”

logo

Dzl < 25”/ il 5 L
=0 s (L[t )s/2r

O
O passo agora é estimarmos as derivadas.
Proposigao 3.2.6. Seja u(z) = 2" 'h(z) € H(5). Entdo vale a estimativa
dz, 2|
— ) 3.12
dz |Z|r+1 ( )

Demonstracao: Nestas condi¢oes temos que ||h/(2)|| < &k e ||6,]|,, ¢ limitado in-
dependentemente de u. Consideramos K = ||(26,(2))’||,.. Diferenciando (3.10) com
respeito a z temos

ol

(0.(2) + 20,/ (2)) ] .

dz, Pas [ STl

dz 2! r
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De (3.11) temos |z|"t! < C\4q]2|. Se escolhermos § < temos que

__r
2KCry1

Procedendo por indugao supomos que

r+1
de

|2
2
dz

= S

para 7 =1,...,n — 1. Diferenciando

1

zn’

-1
1 n
== +nr+ Z 2i0u(25),
j=0
com respeito a z temos

dz a1

" Z(Qu(zj) + Zje;(zj))%

Jj=0

n—1
dz,  z," " [1 P dzj]

A hipétese de indugao e a relagao (3.11) nos dao

de

n—1

2KC,
D (0(z) + 2380, (2) T2 < =
j=0

I

g

novamente se 0 < r/2KC,;; temos (3.12) para j = n. O

Proposicao 3.2.7. Se § € suficientemente pequeno entao T - u € H(J) para todo u €
H(9).

Demonstracao: Escrevemos

T u(z) = i (%")_“ H(zn, u(zn)).

n=0

Fixado ¢ suficientemente pequeno (3.8) e (3.11)
T u(z)] < Kyz*
para alguma constante K. Em particular se § < 1/K; temos que

T - u(z)] < |2
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Analogamente, (3.8), (3.11) e (3.12) nos dao

‘dT-u

)| < Kol

para alguma constante Kj, assim se § < 1/Kj temos |(T - u)(z)| < |2|" 2. O

O teorema do ponto fixo de Banach (veja [11]) garante que se 7" é uma contragao no
espago normado completo H(d) entao existe um tinico ponto fixo u de T. O passo final
para a demonstracao do teorema de Hakim é, entao, mostrar que para § suficientemente
pequeno 7' é uma contragao em H (J).

Lema 3.2.8. Sejam u, @ € H(J), e tome z, = (f*)°"(2) e Z, = (f%)°"(2). Entao existe
uma constante L tal que para todo n,

|20 = 2l < L2 |Ju = ] .
Demonstracao: De (3.4) temos
flzu(2) = f(Za(2) = 2 — 2 = 2" + 270 4+ 02" u(z), 2%) — O(Za(2), 277

= (2= 2) |1 =D 277+ O(1E)™)| + (uz) —a()O(I2)™),

=0

onde |Z| = max{|z|, |Z]}. Em cada componente conexa de Dy, temos que z, ~ Z, ~ —~
quando n — oo, entdo podemos trocar |Z| por |z| nestas estimativas. Assim

wz) —a(z) = u(z) —u(z)+u(2) —a(2)
= [W(2)(z—=24+u"(2)(z =22+ .. ]+ [F " (halZ) — ha(2))]
= (2= 2)0(21"?) + [lu — ll O(l2*),

logo

fzu(z) = f(Z0(2) = (2-2) [1 -y P O(IZI’"“)]

5=0
~ k+r—1 k+r
+ (2= 20" + || hu = ha | LO(|2]").
Para ¢ suficientemente pequeno vale

1= #2774+ 0([™)

Jj=0

<1

Y
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e portanto temos as desigualdades

|§1—21’ < |5_Z|+Cl|2‘k+r“hu_hﬂ”oo7

2=zl < [Zae1 = 2]+ Cilzl T = hall
Somando estas equacoes e fazendo z = Z temos
n—1
20 — 2| < Ch Z |Zj|k+THhﬂ — hull
=0
e pela desigualdade (3.11) temos

|20 = 2al < Llz|"|ha — B

[N

O

Sejam agora u,u € H(J) e denotemos, como no lema anterior, z, = (f*)°"(z) e
Z, = (f%)°"(2). Ao desenvolvermos a diferenca T - u(z) — T - @(z) temos

T-u(z) =T - a(z)=2*3" 2 [H (20 ulz0)) — H Gpii(Z))] + 2% [za ™ = 25 H (o 1(Z0))
n=0 n=0
S %

Usando a desigualdade do valor médio, para constantes Kj, j = 1,2, 3, temos

[ H (20, u(2n)) = H (Zn, u(Z0))| = [H (2, u(z0)) = H (20, U(20)) + H (20, W(20)) = H (%0, U(Z5) )|
< Ky [zl luz) — GG + ol 2 — 2l

e pelo lema 3.2.8,

[u(2n) — a(z,)] U(Zn) — W(2n)| + [W(2n) — u(2y)]
Cl|zn|k_2|2n - Zn| + |Zn|k_1||hﬁ - huHoo

k—2| ik o
(Kalzal "2 + 20l Iha = hull -

VAR VAN VAN

Usando a desigualdade (3.11) segue que
(1] < Kl lha — hul

[con

Para estimar o termo {2y escrevemos

2y Y —Z =20 {1 — exp (—alog @>}
Zn
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A

n

'(1—em3(—ak%fﬁ>>fﬂzwﬂ@w)’._ ool e
Zn

< Kplal ™2 e — Bl

Usando (3.11) temos || < Ky|2[**"||ha — A, -

Concluimos que o termo [€)s| tem ordem maior do que o termo [€2;|. Entdo para §
suficientemente pequeno existe uma constante K tal que

T u(z) =T -] < Kl|2|*|lha = hull -

Pela definicao de norma em Hj isto implica que, para é pequeno o suficiente, existe uma
constante ¢ < 1 tal que |7 @ —T - u| < ¢||t — ul|, logo T' é uma contragao. Isto conclui
a demonstracao do teorema 3.2.1.

3.3 A existéncia de curvas parabdlicas

Nesta secao utilizaremos o teorema de Camacho e Sad e o teorema de Hakim para
mostrarmos a existéncia de curvas parabdlicas para difeomorfismos de C? tangentes &
identidade com ponto fixo isolado:

Teorema 3.3.1. Seja F € Diff,1(C?,0) com ponto fivo isolado na origem. FEntao
existem r curvas parabolicas disjuntas para F' pela origem.

Dado um campo de vetores formal X em (C?,0) o operador exponencial de X é a
aplicacao exp tX : C[[z,w]] — C[[z,w, t]] definido pela férmula:

exptX(g) = 3 L Xi(g),

=

onde X%g) = g e X'(g) = X(X(g)). Notemos que como v(X’(g)) > j + v(g),
podemos substituir ¢ = 1 e obter o elemento exp X(g) € C[[z,w]]. Mais ainda, temos
que

exptX(fg) = exptX(f)exptX(g).

Assim como no caso de dimensao 1, o operador exponencial estebelece uma bijecao
entre o espago dos campos de vetores formais de ordem maior ou igual a 2 e o espaco
dos difeomorfismos formais tangentes & identidade em (C?,0).

Dado um difeomorfismo formal G = (z + > oz, w),w+ > gz, w)), 0 campo
r=1 r=1

de vetores formal X tal que G = exp(X) é chamado de gerador infinitesimal de G.
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As direcoes caracteristicas de G correspodem as raizes do cone tangente de X. Mais
ainda, se X’ = fX, com G = exp(X), temos que exp(X') = (z + f(z,w)p(z,w),w +
f(z,w)q(z,w)). A reciproca deste fato também é verdadeira, isto é, se exp(X')(z,w) =
(z+ fz,w)p(z,w),w+ f(z,w)q(z,w)) e X = (z+p(z,w),w+q(z,w)) entao X' = fX.
Em particular 0 é uma singularidade isolada de X se e somente se 0 é ponto fixo isolado

de G.

Seja IT a explosao de C? na origem com aplicacio de blow-down 7 : (M, D') —
(C%,0) onde D' = 771(0). Como D' ~ P! temos que cada direcdo caracteristica deter-
mina um ponto de D*.

Proposigao 3.3.2. Seja F' € Diff(C?,0). Entao existe um tnico germe de difeomor-
fismo F em (My, D") tal que to F = For e F|p1 = id |p1. Mais ainda, o germe F, tem
multiplicidade mator ou tqual a multiplicidade de F' para qualquer direcao caracteristica
p € D' e, entdo, F, € Diff(M, p).

Demonstragao: Seja F(z,w) = (z+p,11(2, w)+. .., w+g¢41(z, w)+...) € Diff, 1(C?,0).
Definimos F' na primeira carta de M, ((z,u),U), como

F(z,u) = 7r1oFo7r(z,u):(z—l—prﬂ(z,zu)—i—...

2u + ¢y (2, 2u) + . ..
" 24 prga(z2u) + .

= (z+ 2 prpr (L) +2(.)) u+ 2" (g1 (1,u) — uppy 1 (1,u) + 2(..))).

Observamos que F(0,u) = (0,u), entdo todos os pontos do divisor D! sdo fixos. Além
disso, se qry1(1,up) — uop,11(1,up) = 0 temos dF'(0,up) = Id e para qualquer diregao
caracteristica p = (0,up) € D' a multiplicidade de F}, é maior ou igual a multiplicidade
de F. O

Proposigao 3.3.3. Seja X um campo de vetores formal com v(X) =r+1 > 2. Consi-
deramos X o campo de vetores formal em (My, D') tal que Dn - X = X om. Se p é um

ponto do cone tangente de X entao v(X,) > v(X).

Demonstracao: Seja X = a(z,w)% + b(z,w)% com a(z,w) = ap41(z,w) + ... €
b(z,w) = byy1(z,w)+. ... Fazendo explosao na origem X é dado na carta ((z,u), U) por

~ d bz, zu) —ua(z,zu) 0
X(z,u) = a(z,zu)%%— ( ) . ( )%

. 9 - 0
= 2 a1 (1,u) + 2(.. )>@ + 2" ((bpy1(1,u) — uarq(1,u)) + 2(. . ))%
Se p = (0,up) € D é tal que b.41(1,ug) — upa,41(1,ug) = 0, entao v(a(z,zu)) > r+ 1.
Logo v, (b(z, 2u) —Zua(z, zu)) St O

O ponto p é um ponto estritamente singular do campo X se para qualquer f &€
Cl[z,w]] tal que X = fX' tivermos que p é ponto singular de X'.
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Lema 3.3.4. Sejam F' € Diff(C%,0) e X o gerador infinitesinal de F. Consideramos F
e X como nas duas proposicoes anteriores. Entdo para qualquer p € D' temos

E, = exp(X,).

Demonstragao: Seja ((z,u),U) a primeira carta de M; e p € U N D! um ponto sobre
o divisor. Aplicando uma mudanca de coordenadas podemos supor que p = (0,0) € U.
Como F(z,w) = exp(X) = (exp X (z), exp X (w)), usando a definicao de F' temos

~ = (exn X (> exp X (zu) | oxo % (s exp X (zu)
Fle) = (ewix(o), 22050 ( b X >,—eXpX(Z))

= exn X (s epr’(z)epr(w)
B ( pX(2), exp X (z)

= exp(X,)(z,u).

> = (exp X(Z), exp X(u))

O

Dado um campo de vetores formal X (respectivamente um difeomorfismo formal

F) em (C?%0), se fizermos um processo de explosao da origem II" obtemos em D" a

transformada estrita X™ (respectivamente F™) definida de maneira anédloga ao que feito

para folheagoes na linguagem de formas diferenciais na subsecao 2.1.4. Enunciamos o

teorema de Camacho e Sad em sua versao formal. A demonstragao é feita da mesma
forma feita no capitulo 2.

Teorema 3.3.5. Seja X campo de vetores formal em (C?,0) tal que v(X) > 2, com
singularidade isolada na origem. Existe um processo de explosao da origem IT™ tal que
a i-ésima explosdo € feita sobre um ponto estritamente singular de D' para i > 2 e em
D" existe um ponto p sobre a componente D, de D"satisfazendo a sequinte propriedade:
existem coordenadas locais (t,u) em p tal que D, = (t = 0) e um gerador local de X™ é
dado por

X" =m ((At +13(.. .))% + (pu + (... .))%) ,
onde N # 0, £ ¢ Qsp em > v(X) — 1.

Observacgao 3.3.6. A afirmacao acima também é valida quando alguma explosao de 11"
¢é dicritica. Neste caso, basta considerarmos uma das infinitas direcoes caracteristicas
nao degeneradas em um divisor dicritico.

Demonstracao do teorema 3.3.1: dado o difeomorfismo F' com multiplicidade r + 1
tome X seu gerador infinitesimal. Consideramos X" e p como no teorema anterior. Pelo
lema 3.3.4 temos

n n m+1 m+2 m m+1
E'=exp(X)) = (t+ M+ O™ ), u+ pt™u+ O(t™))
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Entao F ¢ um difeomorfismo tangente a identidade com (1, 0) uma diregao caracteristica
nao degenerada. Pelo teorema de Hakim, existem 7 curvas parabodlicas disjuntas ¢; :
Q0 — M,, para F}' tangentes a (1,0) em p. Como esta dire¢ao é tranversal ao divisor,
segue que ¢;(2;) N D™ = {p}. Entao cada ¢, se projeta como curva parabélica de F’
por blow-down.

3.4 A existéncia de dominios invariantes

Apresentamos nesta secao o teorema que nos da condigoes para existéncia de dominios
invariantes para difeomorfismos tangentes & identidade em (C?,0).

Consideramos F'(z,w) € Diff,1(C% 0). Fazendo explosao na origem, w = zu, o
teorema 3.3.5 e a proposi¢ao 3.2.2 garantem que existe um sistema de coordenadas no
qual F' é dado por

2= f(z,u) = z — 2" 4+ O(uz", 27+2),
w1 = o) = w1 — az" + Ofuz", 27+1)) + 2474105, (2

onde k pode ser escolhido arbitrariamente grande. Observamos que v = (1,0) é uma
direcao caracteristica nao degenerada de F'. Nestas condi¢oes temos o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1. Se « possui parte real positiva existem r dominios invariantes nos
quais todo ponto € atraido para a origem ao longo de uma trajetoria tangente a v.

Demonstragao: O teorema 3.3.1 garante a existéncia de r curvas parabdlicas ¢,
obtidas como a restricao de uma fungao ¢ a cada pétala atratora do dominio

Sse={(z,w) e CxC;z € Ds, ={z € C;|z" — 0| <}, |w| <c|z]}.

Fazendo a mudanga de variaveis

obtemos a transformacao

{ 2 = f(z,u) = 5y — rtl + O(u2r+17zr+2), (3 13)

uy = g(z,u) = (1 — 2" a)u+ O(|ul’z", uz"t")

Seja Py uma das pétalas de Ds,. Ao fazermos uma rotagao podemos supor que F, esteja
centrada no semieixo positivo Re(z) > 0. Consideramos A uma constante positiva tal
que Re(a) > X e seja

A={ze€C;|l —az| <1},
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que ¢é o disco centrado em 1/a com raio 1/|a|. Como Re(a) > 0 existem constantes 7 e
p tais que o setor
A, =17 € C;|Im(z)| < yRe(2), |2| < p}

estd contido na intersecao de A e P,. Mostremos primeiro que se 7, p, e ¢ sdo suficien-
temente pequenos, para (z,u) € A, , x {|u| < c} temos

| < Jul (1= Alz]). (3.14)
Para isto, basta mostrarmos que
11— zal® < (1= \z|)%
Temos
|1 — zal]® = 1 — Re(2)[—Re(2)(Re(a))? + 2Re(a) — Re(2)(Im(w))?]
+Im(z)[Im(z)(Im(a))? + 2Im(a) + Im(2)(Re(a))?].
Usando que Re(z) << ¢ e |[Im(z)] < yRe(z) segue que
11 — zal> <1 — Re(2){—Re(2)(Re(a))? + 2(Re(a)) — Re(z)(Im(a))?
—~[Im(z)(Im())? + 2Im(a) + Im(z)Re(a)]}.
Por outro lado, nestas mesmas condicoes temos
(1= Alz])? > 1 —Re(2)(2)\ — A?Re(2)) — [Im(2)[(2X — A*|Im(2)|)
> 1 —Re(2)(2A — MRe(2) — v(2\ — A}Im(2))).
A desigualdade segue entao escolhendo 7 suficientemente pequeno. Segue de imediato

que a segunda coordenada de (3.13) é estavel em A, , x {|u| < c}.
O teorema de Cesaro garante que 2z, = O(1/n). Além disso a desigualdade (3.14)

implica que que {u,} converge para zero. Logo vale que z], ~ .

Tome p constante positiva tal que p < A. De
oM< 2F 4 p2” 4 O(Jul2", 2]
temos que se |z| e |u| sdo suficientemente pequenos entao
[ < 2T+ AL < 271+ Alz)).
Esta desigualdade junto com a desigualdade (3.14) nos da
Jurlza| ™ < full2] (1 4+ O(2%).

Entao existe uma constante C' tal que |u,| < Clz,/". Concluimos que {|u,|} con-
verge para zero mais rapido do que 1/n*" para qualquer constante positiva A < Re(a).
Como w,, = z,u, a trajetéria de {z,,w,} é tangente a direcao caracteristica na origem.
Fazendo o mesmo raciocinio para todas as pétalas atratoras de Dj, obtemos r dominios
invariantes, como o desejado. O
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