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Dissertação de Mestrado
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Caṕıtulo 1

Dinâmica local de difeomorfismos
tangentes à identidade em C

Sistemas dinâmicos discretos holomorfos em (C, 0) tangentes à identidade são germes
de difeomorfismos locais da forma

f(z) = z + ar+1z
r+1 + ar+2z

r+2 + . . . , ar+1 6= 0, (1.1)

onde r+ 1 é chamado de multiplicidade de f . O conjunto desses sistemas será denotado
por Diff(C, 0) e chamaremos seus elementos simplesmente de difeomorfismos tangentes
à identidade. Denotamos por Diffr+1(C, 0) o conjuntos dos difeomorfismos tangentes à
identidade com multiplicidade r + 1. O conjunto das séries formais do tipo (1.1) são os
difeomorfismos formais tangentes à identidade.

Dois difeomorfismos tangentes à identidade f1 e f2 são analiticamente conjugados se
existe um difeomorfismo h tal que h ◦ f1 = f2 ◦ h numa vizinhança da origem. Se h é
apenas formal dizemos que os sistemas são formalmente conjugados. As relações de ser
anaĺıtica ou formalmente conjugado são relações de equivalência em Diff(C, 0). Abor-
daremos neste caṕıtulo o problema clássico de obter as classes de conjugação anaĺıtica
e formal.

Outro problema abordado neste caṕıtulo é entender o comportamento das órbitas
em torno da origem. Mais precisamente, dado um difeomorfismo tangente à identidade
f e um ponto z0 no domı́nio de f buscaremos entender como evolui f ◦n(z0) quando
n→∞. O resultado geral será dado pelo teorema da flor ([12]).

As referências principais para este caṕıtulo são [1], [2], [7], [12], [13] e [16]. Resultados
sobre sistemas que não são tangentes à identidade podem ser encontrados em [1] e [14].

1.1 A classificação formal

A classificação formal de difeomorfismos tangentes à identidade é dada pela seguinte
proposição:
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Proposição 1.1.1. Seja f ∈ Diffr+1(C, 0). Então f é formalmente conjugado à função

h(z) = z − zr+1 + βz2r+1, (1.2)

onde β é um invariante formal (e anaĺıtico) dado por

β =
1

2πi

∫
γ

dz

z − f(z)
,

sendo γ um caminho circular de raio suficientemente pequeno orientado positivamente.

Demonstração: Se h(z) = z − zr+1 + βz2r+1 então

1

z − h(z)
=

1

zr+1(1− βzr)
=

1

zr+1
+
β

z
+ . . . ,

logo

β = Res

(
1

z − h(z)
, 0

)
=

1

2πi

∫
γ

dz

z − h(z)
.

Dado f(z) = z+ar+1z
r+1+. . ., para provarmos que f e h são formalmente conjugados,

tomemos a mudança de coordenadas polinomial

ϕ(z) = z + µzd +O(zd+1),

com µ 6= 0 e d ≥ 2. Desta forma, temos que ϕ−1(z) = z − µzd + O(zd+1), (ϕ−1)′(z) =
1− dµzd−1 +O(zd) e (ϕ−1)(j) = O(zd−j) para todo j ≥ 2. Usando a expansão de Taylor
de ϕ−1 temos

ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ(z) = ϕ−1

(
ϕ(z) +

∑
j≥r+1

ajϕ(z)j

)

= z + (ϕ−1)′(ϕ(z))

( ∑
j≥r+1

ajz
j(1 + µzd−1 +O(zd))j

)
+O(zd+2r)

= z + (1− dµzd−1 +O(zd))
∑
j≥r+1

ajz
j(1 + jµzd−1 +O(zd)) +O(zd+2r)

= z + ar+1z
r+1 + . . .+ ar+d−1z

r+d−1

+[ar+d + (r + 1− d)µar+1]zr+d +O(zr+d+1).

Se d 6= r + 1 podemos fazer uma mudança de coordenadas da forma ϕ(z) = z + µzd

para eliminar o termo de grau r + d da série de Taylor de f , sem alterar os termos de
grau menor. Para conjugar formalmente f com h fazemos inicialmente a mudança de
coordenadas ξ(z) = ζz, com ζr+1 = −ar+1. Posteriormente, utilizamos uma sequência
de mudanças de coordenadas polinomiais da forma ϕ(z) = z + µzd para eliminar todos
os termos da expansão de Taylor de f exceto o termo de grau 2r + 1. �
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1.1.1 Difeomorfismos tangentes à identidade e campos de ve-
tores formais

Apresentamos nesta seção a classificação formal na linguagem de campos de vetores.
Para isto, mostremos primeiro a relação existente entre campos de vetores formais e
difeomorfismos tangentes à identidade.

Seja X um germe de campo de vetores na origem de C,

X = H(z)
d

dz
,

sendo H um germe de uma função holomorfa numa vizinhança da origem. A base para
a classificação formal é a existência de fluxos locais em vizinhanças de qualquer ponto
do domı́nio de X (veja [17]):

Teorema 1.1.2. Sejam Ω um conjunto aberto em C e X um campo de vetores anaĺıtico
definido em Ω. Para qualquer subconjunto compacto K ⊂ Ω existem δ > 0, uma vizi-
nhança aberta U de K em Ω e uma única função Φ : U × (−δ, δ) → Ω (fluxo local) tal
que z → Φ(z, t) é holomorfa para todo t fixado e{

∂
∂t

Φ(z, t) = F (Φ(z, t))
Φ(z, 0) = z

. (1.3)

Para um t fixado o mapa Φt : z 7→ Φ(z, t) é chamado de fluxo de X na variável t. Mul-
tiplicando o campo de vetores X por δ/2 temos o fluxo associado Ψ(z, t) := Φ(z, tδ/2)
que satisfaz Ψ(z, 0) = z e ∂

∂t
Ψ(z, t) = (δ/2)X(Ψ(z, t)). Deste modo, a função Ψ está

definida no intervalo (−2, 2). Conclúımos que, a menos de uma constante, sempre pode-
mos assumir que o fluxo para t = 1 está bem definido. Observ que o fluxo para t = 1
sempre é um germe de uma função holomorfa numa vizinhança da origem. Busque-
mos agora condições que caracterizam quando o fluxo é um difeomorfismo tangente à
identidade.

Proposição 1.1.3. Seja X um germe de campo de vetores holomorfo em (C, 0). O
fluxo na variável t fixa a origem para todo t se, e somente se, X é singular na origem,
isto é, X(0) = 0.

Demonstração: Se Φ(0, t) = 0 para todo t, então X(0) = X(Φ(0, t)) = d
dt

Φ(0, t) = 0.
Por outro lado, se X(0) = 0 temos que Φ(0, t) e β ≡ 0 são soluções da equação diferencial
com condição inicial {

f ′(t) = X(f(t))
f(0) = 0.

.

O resultado segue da unicidade de soluções para equações diferenciais ordinárias com
condição inicial ([17]). �

O próximo teorema mostra que o fluxo na variável t de um campo de vetores holo-
morfo singular na origem pode ser expresso como exponencial do próprio campo.
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Teorema 1.1.4. Seja X = H(z)
d

dz
um germe de campo de vetores holomorfo em (C, 0)

singular na origem. Então o fluxo de X na variável t, Φ(z, t), é dado por

Φ(z, t) = z +
∞∑
n=1

tn

n!
Xn · z,

onde Xn · z é definido por indução como Xn · z = X · (Xn−1 · z) = H(z)
d

dz
(Xn−1 · z),

com X · z := H(z).

Demonstração: Observamos que se σ(t) =
∞∑
i=0

ϕi(t)z
i, com ϕi(t) convergente, sa-

tisfaz (1.3) então os coeficientes ϕi(t) são bem determinados. Temos que F (z, t) =

z +
∞∑
n=1

tn

n!
Xn·z e Φ(z, t) possuem expansão em torno de z = 0 com coeficientes conver-

gentes em t e satisfazem (1.3). Logo F (z, t) = Φ(z, t). �

Pela demonstração anterior a expressão formal do fluxo na variável t pode ser vista
como a série exponencial de tX. Por isso, denotamos o fluxo de X na variável t como
exp(tX).

Definição 1.1.5. Dada uma série formal u =
∞∑
j=l

bjz
j, com l ≥ 0 e bl 6= 0 definimos a

ordem de u na origem, ν(u), como ν(u) := l. Se o campo X é dado por X = u(z)
d

dz
, a

ordem de X na origem, ν(X), é definida como ν(X) := ν(u).

Proposição 1.1.6. A aplicação exp : X 7→ exp(X) é uma bijeção entre o espaço dos
campos de vetores formais de ordem r + 1 ≥ 2 e o espaço dos difeomorfismos formais
tangentes à identidade com multiplicidade r + 1.

Demonstração: Dado X =
∞∑

j=r+1

Ajz
j d

dz
, é fácil ver por indução que ν(Xn·z) = nr+1

para n ≥ 2.

De acordo com o teorema 1.1.4, se escrevermos f(z) = exp(X)(z) =
∞∑
j=0

ajz
j temos

∞∑
j=0

ajz
j = z +

∞∑
n=1

1

n!
Xn · z.

Como r + 2 ≤ nr + 1 para todo n ≥ 2 escrevemos

∞∑
j=0

ajz
j = z +X · z +O(zr+2) = z + Ar+1z

r+1 +O(zr+2).
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Portanto a0 = 0 ; a1 = 1 ; aj = 0 para j = 2, . . . , r e ar+1 = Ar+1. Como νn := ν(Xn · z)
é estritamente crescente, aj, com j ≥ r + 2, é bem determinado por um polinômio nas
constantes Am. Mas as constantes Am, com m ≥ j+1, não podem aparecer na expressão
de aj pois são coeficientes de zm com m ≥ j + 1. Dáı, f = exp(X)(z) é bem definida
e é um difeomorfismo tangente à identidade de multiplicidade r + 1. Mostramos agora
que a aplicação X 7→ exp(X) pode ser formalmente invertida. Seja

f = z +
∞∑

j=r+1

ajz
j, ar+1 6= 0,

um difeomorfismo formal tangente à identidade. Se

X =
∞∑

j=r+1

Ajz
j ∂

∂z
,

a identidade exp(X) = f é equivalente a

am+1 = Am+1 + THm+1

(
m∑
j=2

1

j!
Xj
m(z)

)

onde m ≥ r, Xm =
m∑

j=r+1

Ajz
j ∂

∂z
e THm+1(h) é o termo homogêneo de h de ordem

m+ 1. Estas equações determinam X de maneira única. �
Estendemos a definição de exp(X) a campos de vetores formais: se X é um campo

de vetores formal de ordem ν(X) ≥ 2, o fluxo para t = 1 de X é definido como

exp(X)(z) := z +
∞∑
n=1

1

n!
Xn · z,

onde Xn · z := X · (Xn−1 · z) = H(z)
d

dz
(Xn−1 · z), com X · z = H(z), sendo que a

derivação é feita formalmente termo a termo. Então, pela proposição 1.1.6, temos a
definição que se segue.

Definição 1.1.7. Dado um difeomorfismo formal tangente à identidade f , o gerador
infinitesimal de f é o único campo de vetores formal X (de ordem ν(X) ≥ 2) tal que
f = exp(X).

O teorema 1.1.6 mostra que existe uma bijeção entre difeomorfismos formais tan-
gentes à identidade e campos de vetores formais X de ordem ν(X) ≥ 2. Se o campo for
anaĺıtico o fluxo para t = 1 associado é também anaĺıtico. Mostremos que a rećıproca
deste fato é falsa ([2], pág 553).
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Proposição 1.1.8. Seja f = z+ z2 + z3 +
∞∑
j=4

ajz
j uma função inteira. Então o gerador

infinitesimal de f não é anaĺıtico.

Demonstração: Pela proposição 1.1.6 o gerador infinitesimal de f deve ser da forma

X = H(z)
d

dz
com H = z2 + a3z

3 + O(z4). A igualdade exp(X)(z) = f(z) implica que

a3 = 0. Escrevendo

H(z) = z2(1 + a4z
2 + . . .) =

z2

1 + λz +O(z2)
,

temos 1 + λz+O(z2) = 1 logo λ = 0. Se X é anaĺıtico (veja teorema 1.1.9 e observação
1.1.10) existe uma mudança de coordenadas local e anaĺıtica tal que nas novas coorde-

nadas X(z) é dado por W (z) = z2 d

dz
. Isto implica que f e exp(W ) são analiticamente

conjugados. Como W n · z = n!zn+1 temos que exp(W )(z) =
∞∑
j=1

zj =
z

1− z
.

Se existe uma mudança de coordenadas anaĺıtica local ϕ com ϕ(0) = 0 tal que

ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ(z) =
z

1− z
então para todo natural n existe δn > 0 tal que para |z| < δn,

ϕ−1 ◦ f ◦n ◦ ϕ =

(
z

1− z

)◦n
=

z

1− nz
. Logo para |z| < δn,

f ◦n ◦ ϕ(z) = ϕ

(
z

1− nz

)
.

Isto vai ser usado para expandir ϕ na imagem de |z| < δ através da aplicação z 7→
z

1− nz
, pois o lado esquerdo está bem definido para |z| < δ e n arbitrário. Mais pre-

cisamente, seja Ω0 = {z ∈ C, |z| < δ}. Tome Ωn a imagem de Ω0 na esfera de Riemann

através da aplicação z 7→ z

1− nz
. Para n suficientemente grande Ωn é o complemento na

esfera de Riemann de um disco pequeno ∆n ⊂ Ω0. O inverso da aplicação z 7→ z

1− nz
é z 7→ z

1 + nz
. Definimos em Ωn a função ϕ̃(z) = f (n) ◦ ϕ

(
z

1 + nz

)
. Numa vizinhança

da origem temos que ϕ = ϕ̃, logo em todo ponto em Ω0 −∆n vale a mesma igualdade.
Assim ϕ pode ser expandida (por ϕ̃) para uma função holomorfa na esfera de Riemann.
Pelo teorema de Liouville ϕ deve ser constante, o que é uma contradição. �

O próximo teorema fornece a classificação formal de sistemas tangentes à identidade
usando a correspondência formal destes com os campos formais.
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Teorema 1.1.9. Seja f um difeomorfismo formal tangente à identidade. Existem r ∈ N,
e λ ∈ C tais que f é formalmente conjugado ao fluxo para t = 1 do campo de vetores

χr,λ(z) =
zr+1

1 + λzr
d

dz
. (1.4)

Mais ainda, r e λ são invariantes formais determinados unicamente por f .

Demonstração: Consideramos f(z) = z +
∞∑

j=r+1

ajz
j, com ar+1 6= 0 e seja X =

H(z) d
dz

o gerador infinitesimal de f . Fazendo mudança linear de coordenadas podemos
considerar H(z) = zr+1 + O(zr+2). Mostremos que existe uma mudança formal de
coordenadas de forma que X(z) seja dado por (1.4).

Utilizaremos a dualidade entre campos de vetores e formas diferenciais. Considera-

mos a 1-forma dual ω =
dz

H(z)
caracterizada por ω(X) ≡ 1. Transformamos o problema

de fazer mudança de coordenadas em campos de vetores no problema de fazer mudança
de coordenadas nas 1-formas duais correspondentes.

Primeiro escrevemos

H(z) = zr+1(1 + α1z + . . .) =
zr+1

1 + b1z + . . .+ λzr + . . .
,

logo

dz

H(z)
=

(
1

zr+1
+
b1

zr
+ . . .+

λ

z
+ . . .

)
dz.

Assim, a forma
dz

H(z)
tem polo de ordem r+1 na origem e reśıduo λ. Estes são invariantes

formais por pullback. Da dualidade entre campos de vetores formais e formas formais
temos que r, λ são invariantes por mudança de coordenadas formais associados a H(z).

Buscamos agora um difeomorfismo formal tangente à identidade ϕ tal que

ϕ∗
(

1 + λwr

wr+1
dw

)
=

1

H(z)
dz. (1.5)

Escrevendo
dz

H(z)
=

(
λ
dz

z
+ d

g(z)

zr

)
temos

ϕ∗
(
dw

wr+1
+
λdw

w

)
=

(
λ

ϕ
dϕ+

dϕ

ϕr+1

)
=

(
λdz

z
+ d

g

zr

)
.
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Se escrevermos ϕ(z) = zu(z) teremos

λ

uz
(u′z + u)dz +

(u′z + u)

(uz)r+1
dz =

λ

z
dz + d

g

zr

⇒ d
g

zr
= λ[log(u)]′dz +

(u′z + u)

(uz)r+1
dz

⇒ g +
1

rur
− λzrlog(u) = 0. (1.6)

Como g(0) = 1/r, se consideramos h(z, u) = g(z)+
1

rur
−λzplog(u) temos que p = (0, 1)

é solução de h(z, u) = 0 e
∂h

∂u
(p) 6= 0. Pelo teorema da função impĺıcita (formal) a

equação (1.5) tem uma única solução u(z) tal que u(0) = 1, logo existe ϕ formal com
ϕ′(0) = 1 que satisfaz (1.4). �

Observação 1.1.10. Dado um difeomorfismo tangente à identidade f com invariantes
formais r e λ (como no teorema anterior) e gerador infinitesimal X, a demonstração do
teorema 1.1.9 garante que se X é anaĺıtico então X e χr,λ são analiticamente conjugados.

1.2 O teorema da flor

Nesta seção mostraremos como se comportam as órbitas de um difeomorfismo tan-
gente à identidade numa vizinhança da origem.

Consideramos inicialmente um difeomorfismo f da forma

f(z) = z(1 + azr)

para algum a 6= 0. Seja v ∈ S1 ⊂ C tal que avr é real positivo. Então para qualquer
c > 0 temos

f(cv) = c(1 + cravr)v ∈ R+v

e, mais ainda, |f(cv)| > |cv|. Em outras palavras a semirreta R+v é invariante por f e
repelida pela origem. Por outro lado, se avr é real negativo é fácil ver que o segmento
[0, |a|−1/r]v é invariante por f e atráıdo pela origem. Este exemplo sugere a definição
que se segue.

Seja f ∈ Diff(C, 0) da forma

f(z) = z + ar+1z
r+1 + ar+2z

r+2 + . . . , ar+1 6= 0.

Um vetor unitário v ∈ S1 é uma direção atratora (respectivamente, repulsora) para
f na origem se ar+1v

r é real negativo (respectivamente, positivo). Claramente, há r
direções atratoras igualmente espaçadas separadas por r direções repulsoras igualmente
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espaçadas: se ar+1 = |ar+1|eiα, então v = eiθ é atratora (respectivamente, repulsora) se,
e somente se,

θ =
2k + 1

r
π − α

r

(
respectivamente, θ =

2k

r
π − α

r

)
.

Além disso, uma direção repulsora (atratora) para f é atratora (repulsora) para f−1, que
está definida numa vizinhança da origem. O teorema da flor descreve como a dinâmica
de f em uma vizinhança da origem se organiza em torno dessas direções.

Teorema 1.2.1. (Teorema da flor) Seja f ∈ Diffr+1(C, 0). Então existem 2r regiões
abertas simplesmente conexas, dispostas como pétalas de uma flor em torno da origem,
centradas em direções atratoras e repulsoras, de forma que as órbitas de f são alterna-
tivamente atráıdas ou repelidas pela origem.

Mais precisamente, chamamos de Vk
+, para k = 0, . . . , r − 1 as pétalas centradas

em direções atratoras. Fazendo mudança de coordenadas, estas coincidem com as r
componentes conexas de {z ∈ U ; zr /∈ R+}. Por outro lado, as r pétalas centradas em
direções repulsoras, Vk

−, com k = 0, . . . , r−1, coincidem com as r componentes conexas
de {z ∈ U ; zr /∈ R−}. Além disso para k = 0, . . . , r − 1 temos

f(Vk
+) ⊂ Vk

+ , lim
n→+∞

|f ◦n|Vk+ = 0 e lim
n→+∞

f ◦n

|f ◦n|
→ v+

k ;

f−1(Vk
−) ⊂ Vk

− , lim
n→+∞

|f ◦(−n)|Vk− = 0 e lim
n→+∞

f ◦(−n)

|f ◦(−n)|
→ v−k ,

onde v+
k são as direções atratoras associadas às respectivas pétalas V +

k e v−k são as
direções repulsoras associadas às respectivas pétalas V −k .
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Figura 1.1: Flor de 6 pétalas, ilustrando as órbitas para um difeomorfismo tangente à
identidade com multiplicidade 4. Figura retirada de [12], página 43.

Demonstração: A menos de conjugação linear podemos supor que ar+1 = −1. A
principal técnica da demonstração é fazer uma mudança de variável e trabalhar em uma
vizinhança setorial do infinito.

Consideramos a variável w := ϕ(z) =
1

rzr
. Quando w é suficientemente grande de

modo que ϕ−1(w) pertença ao domı́nio de definição de f , a composição F = ϕ ◦ f ◦ϕ−1

faz sentido e temos

F (w) = w + 1 + ε(w), (1.7)

onde |ε(w)| = O(w−1/r). Se Re(w) é suficientemente grande então

Re(F (w)) > Re(w) +
1

2
.

Isto implica que o semiplano HR = {w ∈ C; Re(w) > R}, com R grande o suficiente, é
invariante por F . Além disso, temos por indução que

∀ w ∈ HR, Re(F ◦k(w)) > Re(w) +
k

2
,

o que implica que F ◦k(w) → ∞ em HR quando k → ∞. Observamos agora que o
argumento de wk = F ◦k(w) tende a zero. De fato, (1.7) nos dá

wk
k

=
w

k
+ 1 +

1

k

k−1∑
l=0

O(wl
−1/r).
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O teorema de Cesàro implica que
wk
k
→ 1,

logo arg(wk)→ 0 quando k →∞.
Consideramos a vizinhança setorial do infinito D+(a,R) = {w ∈ C; |arg(w − R)| <

a}, com 0 < a < π e R > 0. Para ε dado podemos escolher a e R suficientemente
grandes tais que em D+(a,R) tenhamos

|F (w)− w − 1| ≤ ε/2

e, além disso, F (D+(a,R)) ⊂ D+(a,R). Assim, toda órbita que começa em D+(a,R)
entra em HR. As pétalas atratoras são obtidas fazendo ϕ−1(D+(a,R)). As pétalas
repulsoras são obtidas fazendo mesmo racioćınio para f−1. Neste último caso elas são
pré-imagens de vizinhanças setorias do infinito da forma D−(a,R) = {w ∈ C; |arg(w +
R)− π| < a}. �

Figura 1.2: A vizinhança setorial do infinito D+(a,R) é constrúıda de modo a ser F -
invariante.

1.3 A classificação anaĺıtica

Apresentamos nesta seção a classificação anaĺıtica dos difeomorfismos tangentes à
identidade. Na classificação formal vimos que há um número finito de invariantes for-
mais. Agora veremos que dado um difeomorfismo tangente à identidade existem infinitos
invariantes anaĺıticos dados pelos coeficientes de uma série de Fourier.
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Consideramos f ∈ Diff(C, 0) da forma

f(z) = z + z2 + z3 +
∞∑
j=4

ajz
j.

Se considerarmos a variável w := 1/z, temos que em D+(a,R) o difeomorfismo é dado
por

F (w) = w + 1 + ε(w)

onde Res(ε(w), 0) é nulo. Por simplicidade faremos a classificação anaĺıtica para difeo-
morfismos pertencentes à classe de conjugação formal de f que será chamada de classe
de ordem 2 sem reśıduos. O resultado geral é análogo.

O passo inicial para classificação anaĺıtica é mostrar que em D+(a,R) o sistema é
analiticamente conjugado a uma translação.

Teorema 1.3.1. Seja F (w) = w + 1 + ε(w), com ε(w) =
+∞∑
n=2

knw
−n holomorfa numa

vizinhança do infinito. Para a ∈ ]0, π[ fixado, e R suficientemente grande existe uma
única função Φ+ holomorfa em D+(a,R) = {w ∈ C; | arg(w − R)| < a} possuindo as
seguintes propriedades:

(i) Φ+(w) = w + ψ+(w), com ψ+(w)→ 0 se w →∞;

(ii) Φ+ ◦ F = g ◦ Φ+, onde g(w) = w + 1.

Além disso, se kn = 0 para n ≤ m então ψ+(w) = O(w−m) quando w →∞.

A demonstração será baseada nos seguintes lemas:

Lema 1.3.2. Se R ≥ 1 existe c > 0 tal que em D+(a,R) vale

∞∑
p=0

∣∣∣∣ 1

p+ w

∣∣∣∣m+1

≤ c

|w|m
. (1.8)

Demonstração: Consideramos primeiro um w qualquer em D+(a,R) tal que Re(w)≥
0. Neste caso a função

h(x) =

∣∣∣∣ 1

w + x

∣∣∣∣
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é descrescente em [0,+∞). Logo

∞∑
p=0

∣∣∣∣ 1

w + p

∣∣∣∣m+1

=
∞∑
p=0

1

[(Imw)2 + (Rew + p)2](m+1)/2

≤ 1

|w|m+1 +

∞∫
0

1

[(Imw)2 + (Rew + x)2](m+1)/2
dx

≤ 1

|w|m+1 +

∞∫
0

2(m+1)/2

[|Imw|+ Rew + x](m+1)
dx

≤ 1

|w|m+1 +
2(m+1)/2

m(|Imw|+ Rew)m

≤ 1

|w|m
(

1

|w|
+

2(m+1)/2

m

)
≤ c0

|w|m
.

Se w está em uma das componentes conexas de {Re(w) < 0} ∩ D+(a,R) existe γ > 0
tal que

|Re(w)−R| ≤ γ|Im(w)|.

Disto, temos que |w| <
√
γ2 + 1 |Im(w)| , isto é, existe α > 0 tal que |w| < α|Im(w)|.

Além disso, a função

t(x) =
1

|Im(w) + x|m+1

é descrescente em [0,+∞). Logo temos

∞∑
p=0

∣∣∣∣ 1

w + p

∣∣∣∣m+1

≤ 2
∞∑
p=0

1

|Imw + p|(m+1)

≤ 2

|Imw|m+1 + 2

∞∫
0

1

(|Imw|2 + x2)(m+1)/2
dx

≤ 2

|Imw|m+1 + 2

∞∫
0

2(m+1)/2

(|Imw|+ x)(m+1)
dx

≤ 2(m+3)/2

[
1

|Imw|m+1 +
1

m|Imw|m
]

≤ 2(m+3)/2

αm|w|m
(

1

α|m|
+

1

m

)
≤ c1

|w|m
.

O lema fica provado tomando c = máx{c0, c1}. �
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Lema 1.3.3. Existem A > 0, 0 < a < π e R ≥ 1 tal que F é definida em D+(a,R) e
se verifica

sup{|ε(w′)|; |w − w′| ≤ 1} ≤ A

|w|m+1 . (1.9)

Demonstração: Escrevendo w′ = w + ρ com |ρ| ≤ 1, tomando a apropriado e R
suficientemente grande, existe uma constante L tal que∣∣∣∣ w

w + ρ

∣∣∣∣ ≤ 1

1− |ρ|
|w|

≤ L.

Logo

|ε(w′)| = |ε(w + ρ)| ≤ M

(|w + ρ|)m+1
≤ MLm+1

(|w|)m+1
.

O resultado segue, então, com A = MLm+1. �

Observação 1.3.4. Aumentando possivelmente R, podemos supor ainda, por conta de
(1.8), que

A
∞∑
p=0

∣∣∣∣ 1

w + p

∣∣∣∣m+1

≤ 1. (1.10)

Corolário 1.3.5. Em D+(a,R), as iteradas F ◦p estão definidas e existe K > 0 tal que
valem as desigualdades

Sp(w) := |F ◦p(w)− (w + p)| ≤ K

|w|m
∀ p.

Demonstração: Primeiro mostremos que existe C tal que

Sp(w) ≤ C

p−1∑
q=0

∣∣∣∣ 1

w + q

∣∣∣∣m+1

.

Procederemos fazendo indução em p. Inicialmente temos que S1(w) = ε(w) = O
(

1
|w|m+1

)
,

isto é, existe A′ > 0 tal que S1(w) ≤ A′/|w|m+1. Tome então C = max{A,A′}.
Suponhamos agora que a desigualdade vale para p. Temos que

F ◦(p+1)(w) = F ◦ F p(w) = F ◦p(w) + 1 + ε ◦ F ◦p(w).
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Pela hipótese de indução e por (1.10) temos |F ◦p(w)− (w + p)| ≤ 1. Disto, conclúımos
que F ◦p(w) ∈ D+(a,R) e de (1.9):

|ε ◦ F ◦p(w)| ≤ C

|w + p|m+1 .

Usando novamente a hipótese de indução temos

|F ◦(p+1)(w)− (w + p+ 1)| ≤ |F ◦p(w)− (w + p)|+ |ε ◦ F ◦p(w)| ≤ C

p∑
q=0

∣∣∣∣ 1

w + q

∣∣∣∣m+1

.

Finalmente, o corolário segue de (1.8). �

Demonstração do Teorema 1.3.1. A equação Φ+ ◦ F = g ◦ Φ+ se escreve como

ψ+ ◦ F + ε = ψ+. Verificamos que ψ+ =
∞∑
p=0

ε ◦ F ◦p satisfaz formalmente a equação. A

sequência das somas parciais da série de funções acima é dada por

Sp(w) =

p∑
j=0

ε ◦ F ◦p(w) = F ◦p(w)− (w + p).

Pelo corolário 1.3.5 é posśıvel escolher a e R de modo que em D+(a,R) vale a estimativa

|Sp(w)| ≤ K

|w|m
,

o que garante a convergência de ψ+.
Para provar a unicidade suponhamos que existem ψ1 e ψ2 tais que

ψ1 ◦ F + ε = ψ1 e ψ2 ◦ F + ε = ψ2.

Então

(ψ1 − ψ2) ◦ F = ψ1 − ψ2.

Suponhamos que ψ1 − ψ2 satisfaz a condição acima com ψ1(w) − ψ2(w) → 0 quando
w → ∞. Neste caso, se ψ1(w0) − ψ2(w0) 6= 0, por iteração teŕıamos que (ψ1 − ψ2) ◦
F ◦p(w0) = ψ1(w0)−ψ2(w0), o que é uma contradição, pois o corolário 1.3.5 garante que
se p→∞, F ◦p(w0)→∞ . �

Mostraremos agora que a função Φ+ definida em D+(a,R) como no teorema anterior
possui no infinito uma aproximação formal de acordo com a definição a seguir.
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Definição 1.3.6. Seja f : V ⊂ C → C uma função holomorfa em uma vizinhança

setorial do infinito V . Dada uma série formal f̃(w) =
∞∑
n=0

anw
−n, dizemos que f é

assintótica a f̃ no infinito quando para todo n existe An > 0 tal que∣∣∣∣∣f(w)−
n−1∑
r=0

arw
−r

∣∣∣∣∣ ≤ An|w|−n

para w ∈ V . Quando existe a série f̃ com esta propriedade dizemos que f possui
desenvolvimento assintótico no infinito.

Proposição 1.3.7. A função Φ+ do teorema 1.3.1 possui desenvolvimento assintótico
no infinito.

Demonstração: Por coeficientes indeterminados existe uma única série formal Φ̂ da

forma Φ̂(w) = w +
∞∑
n=1

cnw
−n tal que se verifica Φ̂ ◦ F = g ◦ Φ̂, onde g(w) = w + 1.

Fixado p, para mostrar que∣∣∣∣∣Φ+(w)−
p−1∑
n=0

cnw
−n

∣∣∣∣∣ ≤ Ap|w|−p,

observamos primeiro que o teorema 1.3.1 estabelece a desigualdade no caso particular
em que ε(w) = F (w) − w − 1 se anula no infinito na ordem p + 2. Para o caso geral

basta substituir F por Φq ◦ F ◦ Φq
−1, com Φq = w +

q∑
n=1

cnw
−n, e q >> p. �

Observação 1.3.8. Operando da mesma forma com F−1 e g−1 no lugar de F e g
encontraremos uma função Φ−, única da forma w + ψ−(w), holomorfa em D−(a,R) tal
que Φ− ◦ F−1 = g−1 ◦ Φ− e ψ−(w)→ 0 quando w →∞. Além disso, Φ− terá a série Φ̂
como desenvolvimento assintótico no infinito.

Observação 1.3.9. Toda solução formal û da equação û ◦ F = g ◦ û pode ser obtida a

partir de Φ̂(w) = w +
∞∑
n=1

cnw
−n. Se û é solução, então

û(w) = w + c+
∞∑
n=1

cn(w + c)−n,

onde c é um número complexo arbitrário. Omitimos a demonstração, que pode ser feita
por coeficientes indeterminados.
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Invariantes anaĺıticos

A base para a busca de invariantes anaĺıticos está no fato de que Φ+ e Φ− não
coincidem nas duas componentes conexas de D+(a,R) ∩D−(a,R).

Consideramos a composição Ψ = Φ+ ◦ (Φ−)−1(w) = w + Σ(w). A priori, Ψ está
definida em β = D−(a,R) ∩ Φ−(D+(a,R)). Este conjunto tem duas componentes
conexas, uma superior e outra inferior, que denominaremos βsup e βinf (Φ−(D+(a,R)) é
uma vizinhança setorial do infinito do mesmo tipo que D+(a,R)). Assim, obtemos duas
funções anaĺıticas Σsup e Σinf. As relações de conjugação

Φ+ ◦ F = Φ+ + 1 e Φ− ◦ F−1 = Φ− − 1

nos dão
Σ(w + 1) = Σ(w).

Assim Σsup e Σinf são ambas 1-periódicas. Mais ainda, sabemos que estas funções tendem
a 0 quando Im(w)→ ±∞. Obtemos, então, duas séries de Fourier:

Σsup(w) = Ψ(w)− w =
∑
m≤−1

Bme−2πmw, Im(w) > κ0, (1.11)

Σinf(w) = Ψ(w)− w =
∑
m≥1

Bme−2πmw, Im(w) < −κ0, (1.12)

que são convergentes para κ0 > 0 grande o suficiente. O problema da classificação
anaĺıtica está resolvido com o seguinte teorema:

Teorema 1.3.10. Dois difeomorfismos tangentes à identidade pertencentes à classe de
ordem 2 sem reśıduo são analiticamente conjugados se, e somente se, eles definem o
mesmo par de séries de Fourier (Σsup,Σinf) a menos de uma mudança de variáveis
w 7→ w + c.

Demonstração: Consideramos os sistemas F1 e F2 satisfazendo Σsup
2 (w) = Σsup

1 (w+ c)
e Σinf

2 (w) = Σinf
1 (w + c), com c ∈ C. Em βsup e em βinf temos

Ψ2 = τ−1 ◦Ψ1 ◦ τ,

onde τ(w) = w + c, Ψ2 = Φ+
2 ◦ Φ−2 e Ψ1 = Φ+

1 ◦ Φ−1 .
Sejam Φ̂1 o desenvolvimento assintótico de Φ+

1 e Φ−1 e Φ̂2 o desenvolvimento assintótico
de Φ+

2 e Φ−2 . Temos que Φ̂−1
2 ◦ τ−1 ◦ Φ̂1 conjuga formalmente F1 e F2. Isto significa que

as funções (Φ+
2 )−1 ◦ τ−1 ◦ Φ+

1 e (Φ−2 )−1 ◦ τ−1 ◦ (Φ−1 )−1 podem ser coladas dando origem
a uma conjugação anaĺıtica, pois (Φ−2 )−1 = (Φ−2 )−1 ◦ τ−1 ◦ Φ+

1 ◦ (Φ−1 )−1 ◦ τ .
Por outro lado, se existe h ∈ Id + C{w−1} tal que F2 ◦ h = h ◦ F1, temos que h ◦ Φ̂1

estabelece uma conjugação formal entre F2 e w 7→ w + 1. Pela observação 1.3.9 existe
um c ∈ C tal que Φ̂−1

2 = h ◦ Φ̂−1
1 ◦ τ e Φ̂2 = τ−1 ◦ Φ̂1 ◦ h−1, com τ(w) = w + c. Logo

(Φ±2 )−1 = h ◦ (Φ±1 )−1 ◦ τ e Φ±2 = h ◦ Φ±1 ◦ τ , e Φ+ ◦ Φ− = τ−1 ◦ Φ+
1 ◦ (Φ−1 )−1 ◦ τ , como o

desejado. �
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Observação 1.3.11. Os coeficientes Bm das séries (1.11) e (1.12) são chamados de
invariantes anaĺıticos de F . Em [8], Écalle demonstrou que esse conjunto de invariantes
é realizável, isto é, dado um par de séries de Fourier (Σsup,Σinf) como em (1.11) e (1.12)
existe um difeomorfismo cujos invariantes anaĺıticos associados são os coeficientes dessas
séries.
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Caṕıtulo 2

O teorema de Camacho e Sad

O teorema de Camacho e Sad [4] garante a existência de separatrizes sobre singulari-
dades de folheações holomorfas de dimensão um em variedades complexas de dimensão
dois. O resultado será utilizado no próximo caṕıtulo para provar a existência de curvas
parabólicas para difeomorfismos tangentes à identidade em dimensão dois com ponto
fixo isolado. Para demonstrar o teorema utilizaremos o teorema de Seidenberg [15],
também conhecido como teorema da redução de singularidades. Tomamos [15] e [5]
como referências básicas deste caṕıtulo .

2.1 Preliminares

2.1.1 Folheações singulares

Seja M uma variedade complexa de dimensão m. Uma folheação holomorfa de di-
mensão k, F, é um atlas holomorfo A = {(Uα, ϕα);α ∈ I} de M tal que toda carta
(Uα, ϕα) ∈ A satisfaz:

(i) ϕα(Uα) = Aα ×Bα onde Aα e Bα são abertos de Ck e Cm−k respectivamente;

(ii) Para todo (xβ, yβ) ∈ ϕβ(Uα ∩ Uβ), xβ ∈ Ck, yβ ∈ Cm−k, a mudança de cartas
ϕα ◦ ϕ−1

β satisfaz

ϕα ◦ ϕ−1
β (xβ, yβ) = (fαβ(xβ, yβ), gαβ(yβ)).

Cada carta (Uα, ϕα) é chamada de carta distinguida da folheação F. Os subconjuntos
de U da forma ϕ−1

α (Aα × {b}) são chamados de placas da carta distinguida (Uα, ϕα).
Consideramos em M a relação de equivalência que identifica dois pontos p, q ∈ M

se, e somente se, existe uma cadeia finita de placas P1,. . .,Pr de F tal que p ∈ P1, q ∈ Pr
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e Pi∩Pi+1 6= ∅, ∀ i. As folhas de F são as classes de equivalência de M por esta relação.
Dada M uma variedade complexa de dimensão m e F uma folheação de dimensão

k sobre M , F é dita folheação singular de dimensão k sobre M se existe um conjunto
anaĺıtico Sing(F) ⊂ M de dimensão menor ou igual a m− 2 tal que F |M\Sing(F) é uma
folheação de dimensão k sobre M\ Sing(F). O conjunto Sing(F) é chamado conjunto
singular de F.

Neste texto nos preocuparemos com folheações singulares de dimensão 1 em varieda-
des de dimensão 2. Podemos caracterizá-las através de famı́lias de campos de vetores,
conforme o teorema seguinte (veja [15]).

Teorema 2.1.1. Seja M uma variedade complexa de dimensão dois e F uma folheação
holomorfa singular sobre M . Existem coleções {Xα}α∈A, {Uα}α∈A e {gαβ}Uα∩Uβ 6=∅, tais
que

(i) {Uα}α∈A é uma cobertura de M\ Sing(F) por abertos;

(ii) Para todo α, Xα é um campo de vetores holomorfo não identicamente nulo sobre Uα;

(iii) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅, gαβ é uma função holomorfa não nula em Uα ∩ Uβ tal que

Xα = gαβ ·Xβ em Uα ∩ Uβ;

(iv) Sing(F) = ∪α∈A Sing(Xα), onde Sing(Xα) = {p ∈ Uα | Xα(p) = 0}.

Nas condições do teorema acima, tomando um refinamento da cobertura {Uα}α∈A,
se necessário, podemos supor que para todo α ∈ A, Uα é o domı́nio de uma carta local

ϕα = (xα, yα) : Uα → C2. Para todo α, podemos escrever Xα = aα
∂

∂xα
+ bα

∂

∂yα
.

Consideramos a 1-forma ωα dual de Xα, definida por:

ωα = −bαdxα + aαdyα.

Temos, então, que wα ·Xα ≡ 0. Não é dif́ıcil ver que ωα = hαβωβ, onde hαβ = gαβDαβ,
sendo Dαβ o determinante da matriz jacobiana da mudança de coordenadas ϕα ◦ (ϕβ)−1.
Podemos, então, caracterizar as folheações singulares em variedades de dimensão 2 uti-
lizando a linguagem de formas diferenciais de acordo com o seguinte corolário:

Corolário 2.1.2. Sejam M uma variedade complexa de dimensão 2 e F uma folheação
singular de M . Existem coleções {Uα}α∈A, {ωα}α∈A e {hαβ}Uα∩Uβ 6=∅, tais que:

(i) {Uα}α∈A é uma cobertura aberta de M .

(ii) Para todo α, ωα é uma 1-forma holomorfa não identicamente nula sobre Uα.
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(iii) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅ então hαβ é uma função holomorfa não nula em Uα ∩ Uβ e

ωα = hαβωβ.

(iv) Sing(F) = ∪α∈A Sing(ωα), onde Sing(ωα) = {p ∈ Uα;ωα(p) = 0}.

Neste caṕıtulo vamos estudar folheações de dimensão 1 com singularidades isoladas.
Se quisermos estudar uma folheação numa vizinhança de um ponto m, os resultados
anteriores permitem escolher uma carta local ((x, y), U) 3 m e trabalhar com um campo
de vetores da forma

Xm = p(x, y)
∂

∂x
+ q(x, y)

∂

∂y
,

ou com a 1-forma dual
ωm = −q(x, y)dx+ p(x, y)dy.

Chamaremos Xm e ωm de geradores locais de F em m.

2.1.2 Separatrizes

Dada uma folheação holomorfa singular F em (C2, 0) de dimensão 1 com singulari-
dade isolada na origem, o teorema de Camacho e Sad garante a existência de separatrizes
pela origem conforme a definição a seguir.

Definição 2.1.3. Seja F folheação holomorfa singular definida numa variedade M de
dimensão 2. Uma separatriz de F por m é uma curva h : Bε →M anaĺıtica, irredut́ıvel
tal que se H é a imagem de h temos m ∈ H e H\{m} é uma folha de F.

Como aplicação do teorema dos zeros de Hilbert (veja [5]), temos que a curva h é
uma separatriz de F por m se, e somente se, h divide ω ∧ dh, onde ω é um gerador local
de F em m. Equivalentemente, existe um germe de 2-forma η tal que

ω ∧ dh = hη.

O resultado acima permite-nos definir separatrizes formais:

Definição 2.1.4. Seja F uma folheação singular numa variedade M de dimensão 2. Uma
separatriz formal de F por m é uma curva formal h definida em Bε tal que h(0) = m e
h divide (formalmente) a 2-forma ω ∧ dh, onde ω é um gerador local de F em m.

As separatrizes de uma folheação singular F de dimensão 1 podem ser parametrizadas,
de acordo com o seguinte teorema ([4]):
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Teorema 2.1.5. (Puiseux) Consideramos C = {(x, y) ∈ C2; f(x, y) = 0} uma curva
anaĺıtica em um aberto U ⊂ C2 com (0, 0) ∈ C. Então, a menos de difeomorfismos
locais em C, existe uma única parametrização anaĺıtica t ∈ Bε 7→ (a(t), b(t)) da forma

a(t) = tn, b(t) =
∞∑
r=1

art
r,

para algum n ∈ N, tal que f(a(t), b(t)) ≡ 0 e

min{ν0(a(t)), ν0(b(t))} = ν0(f(x, y)),

onde ν0(p) é a ordem de p na origem.

A parametrização local (a(t), b(t)) do teorema acima é chamada de parametrização
primitiva de C.

2.1.3 Explosões

Definimos o espaço projetivo de dimensão 1, P1
C, como

P1
C =

C2 − {(0, 0)}
∼

,

onde ∼ é a relação de equivalência definida por (a, b) ∼ (c, d) se existe u ∈ C∗ tal que
(a, b) = u(c, d). A classe de (a, b) é denotada por (a : b) e pode ser vista como a reta de
C2 que passa pela origem e por (a, b). O espaço P1

C é, então, o conjunto de retas de C2

que passam pela origem. Este espaço pode, de maneira natural, ser identificado com a
esfera de Riemann C.

Vamos construir agora uma variedade C̃2 ⊂ C2 × P1
C que contém o espaço projetivo

P1
C e uma aplicação anaĺıtica sobrejetiva π : C̃2 → C2 chamada de blow-down.

Definição 2.1.6. Seja C̃2 a variedade complexa definida como

C̃2 = {((x, y), (a : b)) ∈ C2 × P1
C; ay = bx}.

O blow-down π : C̃2 → C2 é definido como a projeção

π((x, y), (a : b)) = (x, y).

Observamos que π−1(0, 0) ' P1
C. Chamaremos D = π−1(0, 0) de divisor excepcional

de C̃2.
Vemos claramente que a aplicação

π|C̃2\D : C̃2 \D → C2 \ {(0, 0)}
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é um biholomorfismo. A última coordenada de C̃2 depende das duas primeiras, então
podemos cobrir C̃2 utilizando duas cartas, U ' C2 e V ' C2 com coordenadas (x, t)
e (s, y), respectivamente. A primeira carta ((x, t), U) cobre pontos de C̃2 da forma
(x, tx, (1 : t)) e a segunda carta ((s, y), V ) cobre os pontos da forma (sy, y, (s : 1)). Logo

π(x, t) = (x, tx) em ((x, t), U) e π(s, y) = (sy, y) em ((s, y), V ).

Dado um aberto M de C2 com 0 ∈ M , a formalização feita acima permite-nos
construir uma variedade M1 = π−1(M) também de dimensão 2 isomorfa a M fora da
origem. Este processo é chamado de explosão de M na origem, denotado por Π e pode ser
iterado: começamos com um aberto M contendo a origem; fazendo a primeira explosão
na origem obtemos uma variedade M1 e uma aplicação de blow-down π1 : M1 → M
com divisor D1 = π−1

1 (0). Em seguida, fixamos q1 ∈ M1 e da explosão de M1 no ponto
q1 obtemos uma variedade M2 e uma aplicação de blow-down π2 : M2 → M1 com
divisor D2. Prosseguindo indutivamente, após n explosões obteremos uma variedade
Mn e uma aplicação de blow-down, πn : Mn → Mn−1, com divisor Dn. Uma sequência
de n explosões será denotada por Πn e chamada de processo de explosão.

O divisor Dn do processo de explosão Πn é definido indutivamente da seguinte
maneira: D1 = D1 e Dn = Dn ∪ π−1

n (Dn−1). Se definirmos Φn = πn ◦ . . . ◦ π1 : Mn →M
temos que Φn |Mn\Dn : Mn\Dn →M\Φn(Dn) é um biholomorfismo.

Podemos verificar sem grande dificuldade que o divisor Dn é, de fato, uma união de
n curvas complexas, todas difeomorfas a C. Assim, por exemplo, na segunda explosão,
se q1 ∈ D1 teremos que D2 = D2 ∪ π−1

2 (D1). Temos ainda que π−1
2 (D1) ' C e que

D2 corta π−1
2 (D1) transversalmente num único ponto, ou seja, D2 é a união de dois

espaços projetivos mergulhados em M2 com um único ponto em comum. Por abuso
de linguagem, usaremos a mesma notação para Di e a suas sucessivas pré-imagens por
πi, . . . , πn. Com esta convenção, podemos dizer que Dn = ∪nj=1Dj.

No caso em que para todo i = 1, . . . , n − 1 a i-ésima explosão for feita em um
ponto de Di, o divisor Di corta um outro transversalmente num único ponto, o qual
chamaremos de esquina de Dn, de tal forma que se Di1 ∩Di2 6= ∅, . . . , Dim−1 ∩Dim 6= ∅
então Di1 ∩Dim = ∅. Um tal processo será chamado de processo de explosão da origem.
Se nestas mesmas condições, a sequência de explosões for infinita temos um processo
infinito de explosão da origem que será denotado por Π∞.
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Figura 2.1: Ilustração de um processo de explosão da origem. Fazemos, primeiramente,
explosão na origem, que está contida num aberto M , gerando M1 ⊃ D1. Posteriormente,
fazemos explosão sobre um ponto q1 de D1 gerando M2 ⊃ D2 = D1 ∪ D2. A última
explosão é feita sobre a esquina q2 de D2 gerando M3 ⊃ D3 = D1 ∪D2 ∪D3 que contém
duas esquinas.

2.1.4 O efeito de uma explosão sobre uma folheação

Seja F uma folheação em (C2, 0) com singularidade na origem. Consideramos o

campo X = p(x, y)
∂

∂x
+ q(x, y)

∂

∂y
como gerador local de F na origem, ou equivalente-

mente a 1-forma dual ω = −q(x, y)dx+ p(x, y)dy. Podemos escrever o desenvolvimento
de Taylor de ω em (0, 0) como:

ω =
∞∑
j=k

−qj(x, y)dx+ pj(x, y)dy,

onde pj e qj são polinômios homogêneos de grau j, com pk ou qk não identicamente
nulos. Fazendo uma explosão Π na origem obtemos a aplicação de blow-down π. Ao
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escrevermos π∗(ω) na carta ((x, t), U) temos

π∗(ω) =
∞∑
j=k

−qj(x, tx)dx+ pj(x, tx)d(tx)

= xk
∞∑
j=k

xj−k[(tpj(1, t)− qj(1, t))dx+ xpj(1, t)dt].

Podemos ainda dividir a forma acima por xk e obter

(∗) x−kπ∗(ω) = (tpk(1, t)− qk(1, t))dx+ xpk(1, t)dt+ xα,

onde α é a 1-forma

α(x, t) =
∞∑

j=k+1

xj−k−1[(tpj(1, t)− qj(1, t))dx+ xpj(1, t)dt].

Definindo r(x, y) = ypk(x, y)− xqk(x, y) temos que

x−kπ∗(ω) = r(1, t)dx+ xpk(1, t)dt+ xα.

Analogamente, calculando π∗(ω) na carta ((s, y), V ), obtemos:

(∗∗) y−kπ∗(ω) = r(s, 1)dy − yqk(s, 1)ds+ yβ

onde β é uma 1-forma. Chamamos o polinômio r de cone tangente de ω. Temos dois
casos a considerar:

(I) Caso dicŕıtico: r ≡ 0. A explosão Π é chamada de explosão dicŕıtica e o divi-
sor D1 é chamado de divisor dicŕıtico. As formas (∗) e (∗∗) ainda podem ser divididas
por x e y respectivamente. Neste caso temos

ω1 = x−k−1π∗(ω) = pk(1, t)dt+ (tpk+1(1, t)− qk+1(1, t))dx+ xα1(x, t) em ((x, t), U);

ω′1 = y−k−1π∗(ω) = −qk(s, 1)ds+ (pk+1(s, 1)− sqk+1(s, 1))dy + yβ1(s, t) em ((s, y), V ),

expressões que não podem mais ser divididas por x ou y, respectivamente. A folheação
definida em M1 dada nas cartas ((x, t), U) e ((s, y), V ) por ω1 e ω′1 é chamada transfor-
mada estrita de F por Π e denotada por F1. Ao trabalharmos na primeira carta temos
que fora do divisor D1 = π−1(0, 0) as folhas de F e F1 são coincidentes. Nos pontos
sobre o divisor (0, t0) tais que pk(1, t0) 6= 0 as folhas de F1 são transversais ao divisor.
Os pontos (0, t0) tais que pk(1, t0) = 0 são os pontos singulares de F1, ou os pontos de
tangência das folhas de F1 com o divisor. Assim cada folha transversal ao divisor dá
origem a uma separatriz local de F por blow-down. Portanto uma singularidade dicŕıtica
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possui uma infinidade de separatrizes. Na segunda carta temos um racioćınio análogo.

(II) Caso não dicŕıtico: r 6≡ 0. A explosão Π é chamada de explosão não dicŕıtica
e o divisor D1 é chamado de divisor não dicŕıtico. As formas (∗) e (∗∗) não podem
mais ser divididas por x ou y, respectivamente. A folheação definida em M1 dada nas
cartas ((x, t), U) e ((s, y), V ) por (∗) e (∗∗) é chamada transformada estrita de F por
Π e denotada por F1. Ao trabalharmos na primeira carta temos que fora do divisor
D1 = π−1(0, 0) as folhas de F e F1 são coincidentes e o divisor (x = 0) é uma separatriz
de F1. As singularidades sobre o divisor são as ráızes de tpk(1, t)− qk(1, t) = 0, mais a
origem da segunda carta, caso 0 seja raiz de r(s, 1). Assim F1 possui k+1 singularidades,
contadas com multiplicidade, sobre o divisor. Se alguma das singularidades de F1 sobre
D1 possui uma separatriz h então π ◦ h será separatriz de F em (0, 0). Por outro lado
se F possui uma separatriz h pela origem temos que após explosão a curva h cruzará o
divisor transversalmente em pontos singulares de F1. Logo para buscarmos separatrizes
de F devemos buscar separatrizes de F1 sobre as singularidades do divisor D1.

Dado um processo de explosão Πn definimos a folheção Fn em Mn chamada de trans-
formada estrita de F por Πn indutivamente da seguinte maneira: Fn é a transformada
estrita de Fn−1 e F1 é a transformada estrita de F.

2.1.5 O efeito de uma explosão sobre uma curva

Seja (h = 0) uma equação irredut́ıvel de uma curva Γ tal que (0, 0) ∈ Γ. Ao
escrevermos a função h como série de Taylor temos

h = hν + hν+1 + . . . ,

onde cada hi é homogênea de grau i e ν é a ordem de h, ou seja, hν 6≡ 0 . Escrevemos

hν(x, y) =
k∏
i=1

(y − lix)pi , li ∈ C, ν =
k∑
i=1

pi,

e consideramos Π a explosão da origem com a aplicação de blow-down π. Então na
primeira carta (y = tx) temos

h ◦ π(x, t) = xν h̃(x, t), h̃(x, t) =
k∏
i=1

(t− li)pi + x(. . .).

Segue que h ◦ π se anula na união de D1 com h̃ = 0. A transformada estrita de Γ por Π
é a curva definida por (h̃ = 0).

Dada uma curva Γ em (C2, 0), se fizermos explosão na origem obtemos a transfor-
mada estrita Γ1 na variedade M1. Dado um processo de explosão Πn definimos a curva
Γn em Mn chamada de transformada estrita de Γ por Πn indutivamente da seguinte
maneira: Γn é a transformada estrita de Γn−1 e Γ1 é a transformada estrita de Γ.
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Proposição 2.1.7. Seja F uma folheação em (C2, 0) e Γ uma curva irredut́ıvel passando
pela origem de (C2, 0). Seja Π a explosão da origem e Γ1 a transformada estrita de Γ
por Π. Suponhamos que Γ seja descrita por (h = 0) e que γ(t) = (α(t), β(t)) seja uma
parametrização primitiva de Γ. Nestas condições, as seguintes afirmações são equiva-
lentes:

(i) Γ é uma separatriz de F pela origem.

(ii) γ∗ω = 0.

(iii) Γ1 é uma separatriz de F1 passando por Γ1 ∩D1.

Demonstração: Seja ω = −q(x, y)dx + p(x, y)dy um gerador local de F. Temos que
h divide ω ∧ dh se, e somente se, h divide[

−q(x, y)
∂h

∂y
(x, y)− p(x, y)

∂h

∂x
(x, y)

]
dx ∧ dy,

o que equivale a dizer que h divide

∆(x, y) =

∣∣∣∣ −q(x, y) p(x, y)
∂h
∂x

(x, y) ∂h
∂y

(x, y)

∣∣∣∣ .
Derivando h(α(t), β(t)) = 0 temos〈(

∂h

∂x
(α(t), β(t)),

∂h

∂y
(α(t), β(t))

)
, (α′(t), β′(t))

〉
= 0.

Como também 〈(−β′(t), α′(t)), (α′(t), β′(t))〉 = 0, temos que(
∂h

∂x
(α(t), β(t)),

∂h

∂y
(α(t), β(t))

)
e (−β′(t), α′(t))

são proporcionais.
Assim, se vale (i) então ∆(α(t), β(t)) = 0. Logo∣∣∣∣ −q(γ(t)) p(γ(t))

−β′(t) α′(t))

∣∣∣∣ = 0,

o que implica que γ∗ω = 0.
Se vale (ii) temos que ∆(γ(t)) = 0, logo ∆(α(t), β(t)) = h(α(t), β(t))η(α(t), β(t)),

sendo η uma 2-forma. Portanto ∆(x, y) = h(x, y)η(x, y) para todo (x, y) tal que
h(x, y) = 0. O teorema dos zeros de Hilbert garante que h(x, y) divide ∆(x, y).

Para mostrar a equivalência entre (ii) e (iii) basta observarmos que Γ1 possui uma
parametrização γ′ tal que π ◦ γ′ = γ. �
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2.2 O teorema de Seidenberg

Seja F uma folheação em (C2, 0) com singularidade na origem. O teorema de Sein-
denberg mostra que dado um processo infinito de explosão da origem Π∞ tal que toda
explosão é feita sobre uma singularidade, existe um n0 tal que todas singularidades em
Mn com n ≥ n0 são simples, no sentido da definição seguinte. No restante do caṕıtulo F
será uma folheação singular em uma variedade de dimensão 2 e Π∞ um processo infinito
de explosão da origem tal que as explosões são feitas sobre singularidades.

Definição 2.2.1. Seja ω = −q(x, y)dx + p(x, y)dy um gerador local de uma folheação
F que possui singularidade na origem. A origem é uma singularidade simples de F se a
matriz jacobiana

J0(ω;x, y) =

[
∂p
∂x

(0) ∂p
∂y

(0)
∂q
∂x

(0) ∂q
∂y

(0)

]
(2.1)

possui autovalores λ, µ tais que λ 6= 0 e µ/λ /∈ Q>0.

A definição anterior não depende da escolha de coordenadas (x, y) nem da escolha
do gerador ω. Assim, dada uma singularidade m sempre podemos fazer uma mudança
de coordenadas e admitir que m = (0, 0).

Se a singularidade é simples então é posśıvel diagonalizar a matriz (2.1), isto é,
podemos fazer uma mudança linear de coordenadas de modo que o gerador local ω seja
da forma

ω = [−αy + q̃(x, y)]dx+ [x+ p̃(x, y)]dy (2.2)

com ν(p̃) ≥ 2 e ν(q̃) ≥ 2.
A proposição seguinte mostra que as singularidades simples são estáveis por explosão,

isto é, explosões centradas em singularidades simples geram divisores com singularidades
simples. Além disso, as explosões sobre singularidades simples são sempre não dicŕıticas.

Proposição 2.2.2. Seja Π a explosão da origem. Suponhamos que F tenha singulari-
dade simples na origem e sejam {α, 1/α} os quocientes dos autovalores λ e µ da matriz
(2.1) (isto é, α = µ/λ). Então:

(i) Π é não dicŕıtica;

(ii) A folheação F1 possui exatamente duas singularidades em D1, ambas simples.

Demonstração: Por (2.2) podemos escolher coordenadas (x, y) de modo que o gerador
local seja dado por

ω = [−αy + p̃(x, y)]dx+ [x+ q̃(x, y)]dy,
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com ν(p̃) ≥ 2 e ν(q̃) ≥ 2. Vemos claramente que o cone tangente não é identicamente
nulo. Fazendo a explosão y = tx e considerando a primeira carta temos

π∗(ω) = [tx+ tp̃(x, tx)− αtx+ q̃(x, tx)]dx+ x[x+ p̃(x, tx)]dt

= x{[(1− α)t+ xA(x, t)]dx+ x[1 + xB(x, t)]dt}.

A folheação F1 é localmente dada por

x−1π∗(ω) = [(1− α)t+ xA(x, t)]dx+ x[1 + xB(x, t)]dt.

Então, na carta ((x, t), U), (0, 0) é a única singularidade e

J0(x−1π∗(ω);x, t) =

[
1 0

−A(0, 0) α− 1

]
,

logo (0, 0) é singularidade simples. Analogamente, a origem será a única singularidade
da outra carta e será simples. �

Definição 2.2.3. Seja F uma folheação em M com singularidade na origem. Conside-
ramos ω = −q(x, y)dx+p(x, y)dy um gerador local de F. A origem é uma singularidade
pré-simples de F se a matriz

J0(ω;x, y) =

[
∂p
∂x

(0) ∂p
∂y

(0)
∂q
∂x

(0) ∂q
∂y

(0)

]
não é nilpotente, isto é, se existe algum autovalor não nulo.

A definição acima faz sentido pois a condição sobre a matriz é independente da
escolha de ω e das coordenadas (x, y). Novamente, ao fazermos mudança de coordenadas
qualquer singularidade pode ser tomada como a origem.

As próximas subseções estão dedicadas a demonstrar o teorema de Seidenberg:

Teorema 2.2.4. Seja F uma folheação em (C2, 0) com singularidade na origem. Dado
um processo infinito de explosão Π∞ existe um n0 tal que para n ≥ n0 todo ponto de
Sing(Fn) é uma singularidade simples de Fn.

A demonstração será feita em duas etapas. A primeira etapa consiste na redução a
singularidades pré-simples, nela provaremos a seguinte proposição:

Proposição 2.2.5. Seja F uma folheação em (C2, 0) com singularidade na origem.
Dado um processo infinito de explosão da origem Π∞ existe um n0 tal que para n ≥ n0

todo ponto de Sing(Fn) é uma singularidade pré-simples de Fn.

A demonstração será feita por absurdo. Para tal precisaremos de invariantes inteiros
locais, de natureza geométrica, associados a uma singularidade, que descrescem a cada
explosão. O teorema de Seidenberg será consequência, então, da seguinte proposição:
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Proposição 2.2.6. Seja F uma folheação em (C2, 0) que possui uma singularidade pré-
simples na origem. Dado um processo infinito de explosão Π∞ existe um n0 tal que para
n ≥ n0 todo ponto de Sing(Fn) é uma singularidade simples de Fn.

Demonstração: Podemos escolher um gerador ω e um sistema de coordenadas (x, y)
tal que

ω = [−µy +Q(x, y)]dx+ [λx+ cy + P (x, y)]dy

com ν(Q) ≥ 2, ν(P ) ≥ 2, c ∈ C e λ 6= 0 ou µ 6= 0. Ao fazermos a explosão na origem
temos, na primeira carta,

ω1 =
π∗(ω)

x
= [t(λ− µ) + ct2 + xA(x, t)]dx+ [x(λ+ ct) + P (x, tx)]dt.

Logo (0, 0) é a única singularidade sobre o divisor e

J0(ω1;x, t) =

[
λ 0

−A(0, 0) µ− λ

]
.

Como λ 6= 0 ou µ 6= 0 segue que λ 6= 0 ou −λ+ µ 6= 0. Assim a classe de singularidades
pré-simples é invariante por explosões. Dada uma singularidade pré-simples m, seja α
um dos quocientes dos autovalores da matriz associada à singularidade. Definimos o
invariante de ressonância como

Ress(F,m) =

{
0 se α /∈ Q>0

p+ q se α = p/q ∈ Q>0 (fração irredut́ıvel)

Uma singularidade pré-simples m é simples se, e somente se, Ress(F,m) = 0. Além disso,
o invariante de ressonância diminui estritamente a cada explosão feita sobre singularida-
des pré-simples que não são simples. Assim é posśıvel obtermos apenas singularidades
simples sobre o divisor fazendo um número finito de explosões sobre uma singularidade
pré-simples. �

2.2.1 Invariantes inteiros locais por explosões

Ordem de uma folheação em um ponto

Consideramos F uma folheação em uma variedade M e m um ponto de M . Seja

ω = −q(x, y)dx+ p(x, y)dy

um gerador local em m. A ordem νm(F) da folheação F em m é definida como

νm(F) = min{νm(q), νm(p)}

A definição não depende da escolha do gerador ω. O ponto m é não singular se, e somente
se, νm(F) = 0. Notemos também que quando m é uma singularidade pré-simples temos
que νm(F) = 1.
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Número de Milnor

Consideramos as curvas a(x, y) = 0 e b(x, y) = 0 que se intersectam em m, com a
irredut́ıvel. Seja Φ(t) = (x(t), y(t)) uma parametrização primitiva da curva (a = 0).
Definimos a multiplicidade de interseção de a e b em m como

i(a, b;m) = νm(b(x(t), y(t)))

A multiplicidade de interseção satisfaz, entre outras, as seguintes propriedades:

• i(a, b;m) = i(b, a;m);

• i(ac, b;m) = i(a, b;m) + i(c, b;m);

• i(a, b;m) < +∞ se, e somente se, a e b não possuem fator comum;

• i(a, b;m) = i(a− cb, b;m).

Seja Π uma explosão em m com aplicação de blow-down π. Consideramos um elemento
a ∈ C{x, y} tal que m ∈ (a = 0) e m′ um ponto do divisor D1 = π−1(m). Seja (f = 0)
uma equação irredut́ıvel de D1 em m′. A transformada estrita de a em m′ é definida
como

str(a,m′) =
f(a ◦ π)

xνm(a)

Lema 2.2.7. (Fórmula de Noether) Sejam a e b dois elementos de C{x, y} sem
fator comum. Então vale a relação:

i(a, b;m) = νm(a)νm(b) +
∑
m′∈D1

i(str(a,m′), str(b,m′);m′)

Demonstração: Podemos supor que a é irredut́ıvel em C{x, y}. A menos de uma
mudança de coordenadas podemos considerar m′ como origem da primeira carta da
explosão e que a parametrização primitiva de (a = 0) é dada por{

x = x(s) = sn

y = y(s) onde ν0(y(s)) > n = νm(a).
.

Logo temos

νm(b(sn, y(s))) = nνm(b) + ν0(b′(sn, y′(s))),

onde

b′(x, t) = x−νm(b)b(x, tx), y′(s) = y(s)/sn.

�
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Definição 2.2.8. Se ω = −q(x, y)dx+ p(x, y)dy é um gerador de F em m, o número de
Milnor µm(F) é por definição

µm(F) = i(−q, p;m).

O número de Milnor está bem definido pois independe da escolha do gerador ω.

Proposição 2.2.9. Seja Π a explosão em um ponto m e denotemos ν = νm(F). Se Π
é não dicŕıtica então

µm(F) = ν2 − (ν + 1) +
∑
m′∈D1

µm′(F1),

e se Π é dicŕıtica então

µm(F) = (ν + 1)2 − (ν + 2) +
∑
m′∈D1

µm′(F1).

Demonstração: Seja ω = −q(x, y)dx+p(x, y)dy um gerador local de F emm. Fazendo
uma mudança linear de coordenadas, podemos supor que o ponto ∞ da primeira carta
não é um ponto singular de F1 e que νm(q) = νm(p) = ν. Além disso, no caso dicŕıtico,
podemos supor que x2 não divide pν(x, y).

No caso não dicŕıtico temos

ω1 = −q̃(x, t)dx+ p̃(x, t)dt =
tp(x, tx)− q(x, tx)

xk
dx+

xp(x, tx)

xk
dt

=

[
r(1, t) +

∞∑
j=k+1

xj−k[tpj(1, t)− qj(1, t)]

]
dx+

[
xpk(1, t) +

∞∑
j=k+1

xj−k+1pj(1, t)

]
dt.

Assim

i(−q̃, p̃;m) = i(p̃,−q̃;m) = i(x,−q̃;m) + i

(
p(x, tx)

xk
,−q̃;m

)
= i

(
x,−q̃ − x

(
∞∑
j=k

xj−k(tpj(1, t)− qj(1, t))

)
;m

)
+ i

(
p(x, tx)

xk
,−q̃ − tp(x, tx)

xk
;m

)
= i(x, r(1, t);m) + i

(
p(x, tx)

xk
,
−q(x, tx)

xk
;m

)
.

Usando a fórmula de Noether temos∑
m′∈D1

µm′(F1) =
∑

m′∈D1\{∞}

µm′(F1) =
∑

m′∈D1\{∞}

i(−q̃, p̃;m′)

=
∑

m′∈D1\{∞}

i(x, r(1, t);m) + i

(
p(x, tx)

xk
,
−q(x, tx)

xk
;m

)
= i(p,−q, ;m)− ν2 + grt(r(1, t)) = µm(F)− ν2 + (ν + 1).
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No caso dicŕıtico temos

ω1 = −̃q(x, t)dx+ p̃(x, t)dt =
tp(x, tx)− q(x, tx)

xk+1
dx+

p(x, tx)

xk
dt

=

{
∞∑

j=k+1

xj−k−1[tpj(1, t)− qj(1, t)]

}
dx+

{
pk(1, t) +

∞∑
j=k+1

xj−kpj(1, t)

}
dt.

Usando a fórmula de Noether e o fato de x dividir p(x, y) mas x2 não, temos∑
m′∈D1

µm′(F1) =
∑

m′∈D1\{∞}

i(−q̃, p̃;m) =
∑

m′∈D1\{∞}

i(−xq̃, p̃;m)− i(x, q̃;m)

=
∑

m′∈D1\{∞}

i

(
−xq̃ − tp(x, tx)

xk
,
p(x, tx)

xk
;m

)
− i
(
x,
p(x, tx)

xk
;m

)

=
∑

m′∈D1\{∞}

i

(
−q(x, tx)

xk
,
p(x, tx)

xk
,m

)
− i (x, pk(1, t) + x(. . .);m)

= i(−q, p;m)− ν2 − (ν − 1) = µm(F)− (ν + 1)2 + (ν + 2).

�

Ordem de restrição

Dada uma curva Γ, escolhemos coordenadas em m tal que Γ = (y = 0). Se ω =
−q(x, y)dx+ p(x, y)dy é um gerador local de F, a ordem de restrição τ(F,Γ;m) de Γ em
m é definida como

τ(F,Γ;m) = ν0(−q(x, 0)).

Desta forma temos que τ(F,Γ;m) = +∞, isto é, q(x, 0) ≡ 0 se, e somente se, Γ é uma
separatriz de F.

Proposição 2.2.10. Seja Π a explosão em m e consideramos Γ1 a transformada estrita
de Γ por Π e m′ a interseção de Γ1 com o divisor D1. Pondo ν = νm(F) e τ = τ(F,Γ;m)
temos

• τ(F1,Γ1;m′) = τ − ν se Π é não dicŕıtica

• τ(F1,Γ1;m′) = τ − ν − 1 se Π é dicŕıtica.

Demonstração: Escolhemos coordenadas (x, y) tais que Γ = (y = 0) e seja

ω = −q(x, y)dx+ p(x, y)dy

36



um gerador local de F em m. Se o gerador de F1 em m′ é dado por ω1 = −q′(x, t)dx+
p′(x, t)dt, no caso não dicŕıtico temos que

−q′(x, y) = x−ν(−q(x, tx) + tp(x, tx)),

logo τ(F1,Γ1;m′) = ν0(−q′(x, 0)) = τ − ν. No caso dicŕıtico

−q′(x, y) = x−ν−1(−q(x, tx) + tp(x, tx)),

logo τ(F1,Γ1;m′) = τ − ν − 1. �

2.2.2 Redução a singularidades pré-simples

Com os invariantes numéricos ordem, número de Milnor e ordem de restrição provare-
mos a proposição 2.2.5, que juntamente com a proposição 2.2.6 concluirá a demonstração
do teorema de Seidenberg.

Lema 2.2.11. Seja F = F0 uma folheação em (C2, 0) e Γ0 uma curva lisa formal em
(C2, 0). Consideramos Π∞ um processo infinito de explosão de forma que a i-ésima
explosão é feita em mi = Γi ∩ π−1

i (mi−1), onde Γi é a transformada estrita de Γi−1 por
Fi. Suponhamos que mi seja singularidade de Fi para todo ı́ndice i. Então Γ0 é uma
separatriz formal de F. Além disso, se toda explosão de Π∞ é não dicŕıtica, existe um
ı́ndice k tal que mk é uma singularidade pré-simples de Fk.

Demonstração: Se Γ0 não é uma separatriz formal de F, a ordem de restrição
τ(F,Γ0; 0) é finita. Como mi é ponto singular de Fi temos que νmi(Fi) ≥ 1 para todo i.
Logo, pela proposição 2.2.10 temos que

τ(Fi,Γi,mi) < τ(Fi−1,Γi−1;mi−1) ∀ i ≥ 1,

o que é uma contradição, pois τ nunca é negativo.
Se todas as explosões são não dicŕıticas podemos supor, a menos de uma explosão,

que o divisor (x = 0) e Γ0 = (y = 0) são separatrizes de F. Um gerador local ω de F se
escreve como

ω = −yq̂(x, y)dx+ xp̂(x, y)dy,

onde y não divide p̂(x, y) e x não divide −q̂(x, y). Se ν = ν0(F) = 1 temos que −q̂(x, y)
ou p̂(x, y) tem termo independente não nulo, logo a singularidade é pré-simples. Se
ν ≥ 2, após a primeira explosão teremos

ω1 = −tq̃(x, t))dx+ xp̃(x, t)dt,

com

p̃(x, t) =
p̂(x, tx)

xν−1
.
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Se a ordem de F1 não é menor que a ordem de F teremos que y divide p̂, o que é uma
contradição. Logo após um número finito de explosões a ordem será 1 e teremos o
resultado. �

Definição 2.2.12. Seja F uma folheação em (C2, 0). Consideramos Π∞ um processo in-
finito de explosão tal que a i-ésima explosão é feita sobre mi ∈ Sing(Fi). Para cada ı́ndice
i ≥ 0, denotamos por e(Di,mi) o número de componentes irredut́ıveis não dicŕıticas de
Di por mi. O invariante de controle Ii de Fi em mi é definido como

Ii = µmi(Fi)− e(Di,mi).

Nas condições acima temos o seguinte lema:

Lema 2.2.13. Para cada i ≥ 1 temos que:

(i) Se e(Di,mi) = 2 e νmi(Fi) = 1, o ponto mi é uma singularidade pré-simples de
Fi.

(ii) Se νmi(Fi) = 1 e a explosão em mi é dicŕıtica, o ponto mi é uma singularidade
pré-simples de Fi.

(iii) Se mi não é pré-simples então Ii ≥ Ii+1. Além disso, a desigualdade é estrita
se νmi(Fi) ≥ 2 ou se a explosão em mi é dicŕıtica.

Demonstração:

(i) Se e(Di,mi) = 2 temos que mi é uma esquina interseção de duas componentes
não dicŕıticas. Então podemos supor que (x = 0) e (y = 0) são separatrizes de Fi. Um
gerador local de Fi será dado por

ωi = −yq̂(x, y)dx+ xp̂(x, y)dy. (2.3)

Como νmi(Fi) = 1 temos que q̂(0, 0) 6= 0 ou p̂(0, 0) 6= 0. Portanto a matriz J0(ωi;x, y)
possui um autovalor não nulo.

(ii) Se a explosão em mi é dicŕıtica existem duas separatrizes Γ1 e Γ2 que são tran-
versais a Di+1 em pontos diferentes. Escolhemos um sistema de coordenadas em mi tal
que πi+1(Γ1∪Γ2) tem equação xy = 0. Como em (i), o gerador de F será da forma (2.3),
e como νmi(Fi) = 1, mi é singularidade pré-simples.

(iii) Temos

Ii − Ii+1 = µmi(Fi)− e(Di,mi)− µmi+1
(Fi+1) + e(Di+1,mi+1).
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Denotamos ν = νmi(Fi). Se a explosão em mi é dicŕıtica,

Ii−Ii+1 =(ν + 1)2−(ν + 2)︸ ︷︷ ︸
∆1

+

−µmi+1
(Fi+1)+

∑
m′∈Di+1

µm′(Fi+1)


︸ ︷︷ ︸

∆2

+e(Di+1,mi+1)−e(Di,mi)︸ ︷︷ ︸
∆3

.

Mas pelo item (ii) vale que ν ≥ 2. Portanto ∆1 ≥ 5, ∆2 ≥ 0 e ∆3 ≥ −1, logo Ii > Ii+1.
Se a explosão em mi é não dicŕıtica,

Ii − Ii+1 = ν2 − (ν + 1)︸ ︷︷ ︸
Θ1

+

−µmi+1
(Fi+1) +

∑
m′∈Di+1

µm′(Fi+1)


︸ ︷︷ ︸

Θ2

+ e(Di+1,mi+1)− e(Di,mi)︸ ︷︷ ︸
Θ3

.

Mostremos primeiro que Θ2 + Θ3 ≥ 1. Se e(Di,mi) = 0 então e(Di+1,mi+1) = 1.
Portanto Θ2 ≥ 0 e Θ3 ≥ 1. Se e(Di,mi) = 1 e e(Di+1,mi+1) = 1 teremos uma esquina
em Di+1 que não é mi+1, logo Θ3 = 0 e Θ2 ≥ 1. Se e(Di,mi) = 1 e e(Di+1,mi+1) = 2
então Θ2 ≥ 0 e Θ3 = 1. Se e(Di,mi) = 2 e e(Di+1,mi+1) = 1 teremos duas esquinas
em Di+1 diferentes de mi+1, logo Θ2 ≥ 2 e Θ3 = −1. Por último, se e(Di,mi) = 2 e
e(Di+1,mi+1) = 2 há uma esquina em Di+1 diferente de mi+1, assim Θ2 ≥ 1 e Θ3 = 0.

Caso ν = 1 segue que Θ1 = −1 o que implica que Θ1 + Θ2 + Θ3 ≥ 0. Por outro lado,
se ν ≥ 2 então Θ1 ≥ 1 o que implica que Θ1 + Θ2 + Θ3 > 0. Assim Ii > Ii+1 quando
ν ≥ 2 e Ii ≥ Ii+1 quando ν = 1. �

Podemos agora demonstrar a proposição 2.2.5: dada uma folheação F em (C2, 0)
suponhamos que existe um processo infinito de explosão da origem Π∞ tal que para
todo i, a i-ésima explosão é feita sobre uma singularidade mi de Fi que não é pré-
simples. Se uma quantidade infinita das explosões são dicŕıticas o invariante de controle
Ii iria decrescer indefinidamente, o que não é posśıvel. Se há uma quantidade finita de
explosões dicŕıticas, a partir de um k0 todas as explosões são não dicŕıticas. Supomos,
então, que todas as explosões são não dicŕıticas. Como o invariante de controle não
pode decrescer indefinidamente deverá se estabilizar. Portanto Ii = Ii+1 para todo
i o que implica que νmi(Fi) = 1. Como as singularidades mi não são pré-simples a
afirmação (i) do lema 2.2.13 garante que e(Ei,mi) = 1 para todo i. Obtemos, então,
uma sequência infinita de singularidades sobre componentes não dicŕıticas do divisor
que não são esquinas, estas determinam uma curva formal não singular Γ nas condições
do lema 2.2.11. O lema garante que existe um k tal que mk é singularidade pré-simples
de Fk, o que é uma contradição.
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2.3 O teorema de Briot-Bouquet

O teorema de Seidenberg mostra que dada uma folheação F em (C2, 0) podemos
encontrar um processo de explosão da origem Πn de modo que todas a singularidades de
Fn em Mn sejam simples. Dada uma singularidade simples p que não é esquina, sobre
uma componente não dicŕıtica de Dn, o teorema de Briot-Bouquet nos dará condições
para a existência de separatrizes por p transversais a Dn.

Definição 2.3.1. Consideramos F uma folheção em (C2, 0) com singularidade simples
na origem. Podemos supor que

ω = −q(x, y)dx+ p(x, y)dy = [−µy + q′(x, y)]dx+ [λx+ p′(x, y)]dy,

onde ν(p′) ≥ 2 e ν(q′) ≥ 2, e λ e µ são os autovalores da matriz J0(ω;x, y). As direções
dos autovetores associados a λ e µ são chamadas de direções próprias de F. A direção
própria associada ao autovalor λ (respectivamente µ) é uma direção forte se λ 6= 0
(respectivamente µ 6= 0); caso contrário, será uma direção fraca.

Segue da definição anterior que uma singularidade simples possui pelo menos uma
direção forte.

Teorema 2.3.2. (Briot-Bouquet) Seja F uma folheação em (C2, 0) com singularidade
simples na origem. Suponhamos que F possui uma separatriz convergente não singular
D pela origem. Então F possui única separatriz formal Γ diferente de D pela origem.
Além disso a curva formal Γ é lisa, tranversal a D e seu espaço tangente T0Γ é uma
direção própria para F na origem. Se T0Γ é uma direção forte, a curva formal Γ é
convergente.

Demonstração: Escolhemos um sistema de coordenadas de modo que D = (x = 0) e
o gerador local de F seja dado por

ω = [−µy + q(x, y)]dx+ x[λ+ p(x, y)]dy, (2.4)

com ν(p) ≥ 2 e ν(q) ≥ 1. Provemos primeiro a existência da curva formal lisa, transver-
sal a D, cujo espaço tangente é uma direção própria de F.

Consideramos uma curva formal

γ(t) =

(
t,
∑
n≥2

ant
n

)
.

A condição γ∗ω = 0 é equivalente às equações

(nλ− µ)an = Pn(a2, a3, . . . , an−1), n ≥ 2
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sendo Pn polinômio nas variáveis a2, a3, . . . , an−1 que depende unicamente dos coefi-
cientes de ω. Como nλ−µ 6= 0 para todo n, o coeficiente an é bem determinado. Temos
ainda que λ′(0) = (1, 0) é autovetor associado a λ. Logo Γ é lisa, transversal a D e seu
espaço tangente na origem é uma direção própria de F.

Provemos agora a unicidade. Ao fazermos uma mudança formal de coordenadas

(x, y) 7→

(
x, y −

∑
n≥2

anx
n

)

podemos supor que Γ = (y = 0) é uma separatriz. O gerador local se escreve como

ω = −y[µ+ q̂(x, y)]dx+ x[λ+ p̂(x, y)]dy,

com p̂(0, 0) = q̂(0, 0) = 0. Suponhamos que exista uma separatriz Γ̃ diferente de D e de
(y = 0). Então Γ̃ possui uma parametrização γ̃ dada por{

x = tp

y = aqt
q + aq+1t

q+1 + . . . , aq 6= 0
.

A condição de Γ̃ ser separatriz implica que (qλ − pµ)aq = 0, o que é uma contradição.
A curva Γ é, então, única.

Resta provar agora a convergência quando λ 6= 0. Se λ 6= 0, o termo λ + h(x, y) de
(2.4) possui inverso multiplicativo, logo podemos escrever o gerador ω na forma

ω =

(
−µ
λ
y +

∑
n+m≥2

Qnmx
nym

)
dx+ xdy.

Vamos mostrar que a série σ(t) =
∑
n≥2

ant
n constrúıda anteriormente é convergente.

Como γ∗ω = 0, temos que[
−µ
λ
σ(t) +

∑
n+m≥2

Qnmt
n(σ(t))m

]
+ tσ′(t) = 0,

ou seja, ∑
n≥2

(
−µ
λ

+ n
)
ant

n +
∑

n+m≥2

Qnmt
n(σ(t))m = 0.

Então
an

(
−µ
λ

+ n
)

= Pn({Qij}i+j≤n; {as}s≤n−1),
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onde os Pn são polinômios nas variáveis {as} e {Anm} com coeficientes inteiros positivos.
Seja

α = min
{∣∣∣−µ

λ
+ n
∣∣∣ ;n = 2, 3, . . .

}
> 0

e consideramos a equação impĺıcita real

g(v, u) = 0, onde g(v, u) = αv +
∑

n+m≥2

|Qnm|unvm.

Temos que g é anaĺıtica, g(0, 0) = 0 e
∂g

∂v
(0, 0) = α 6= 0. O teorema da função impĺıcita

garante que existe uma única função anaĺıtica b tal que g(u, b(u)) = 0. Necessariamente

temos também que b(0) = 0. Escrevendo (u) =
∑
j≥2

bju
j temos

αb(u) +
∑
m+n

|Qnm|un(b(u))m = 0

logo

αbn = Pn({|Qij|}i+j≤n, {bs}s≤n−1),

onde Pn também tem coeficientes inteiros positivos. Temos então que |an| ≤ bn para
todo n ≥ 2, e segue a convergência de σ. �

Corolário 2.3.3. Seja F folheação em (C2, 0) com singularidade simples na origem.
Então F possui exatamente duas separatrizes formais Γ1 e Γ2. Elas são lisas, se cortam
transversalmente e os respectivos espaços tangentes são direções próprias de F. Além
disso, a curva formal Γi será convergente se corresponder a uma direção forte.

Demonstração: Ao fazermos explosão Π na origem teremos duas singularidades
simples em D1. Como a explosão é não dicŕıtica, D1 é uma separatriz passando por cada
uma das singularidades. O teorema anterior garante que para cada singularidade existe
uma outra separatriz, lisa, transversal ao divisor e que será convergente caso a direção
própria correspondente seja forte. Estas separatrizes se projetam como separatrizes de
F na origem por blow-down. �
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Figura 2.2: As linhas tracejadas sobre D1 representam as separatrizes formais que se
projetam por π em separatrizes formais pela origem.

2.4 A existência de separatrizes

Usaremos nesta seção a redução de singularidades e o teorema de Briot-Bouquet
para provar o teorema de Camacho e Sad, que é o principal resultado do caṕıtulo. A
demonstração apresentada é devida à J. Cano (veja [6]).

Teorema 2.4.1. (Camacho e Sad) Toda folheação F em (C2, 0) com singularidade
na origem admite separatriz.

Definição 2.4.2. Seja Γ uma separatriz não singular de F. Suponhamos que Γ = (y =
0). Temos que um gerador de F é dado por

ω = −yq̃(x, y)dx+ p(x, y)dy, q̃(x, y), p(x, y) ∈ C{x, y}.

O ı́ndice da separatriz Γ relativo a F na origem é definido como:

I(F; Γ, 0) = Res

(
q̃(x, 0)

p(x, 0)
, 0

)
.

Um cálculo elementar mostra que I(F; Γ, 0) não depende da escolha de coordenadas
(x, y) e nem do gerador local ω.

Proposição 2.4.3. Seja Π uma explosão não dicŕıtica da origem de C2, D1 ⊂ M1 o
divisor, F1 a transformada estrita de F por Π e Γ1 a transformada estrita por Π da
separatriz não singular Γ. Então

•
∑

m′∈D1

I(F1;D1,m′) = −1
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• I(F1; Γ1, q
′) = I(F; Γ, 0)− 1 onde q′ = Γ1 ∩D1.

Demonstração: Se m′ não é singularidade de F1 temos que I(F1;D1,m′) = 0. Esco-
lhemos coordenadas tais que o ponto ∞ da primeira carta não seja um ponto singular
de F1. Se

ω = −[qν(x, y) + qν+1(x, y) + . . .]dx+ [pν(x, y) + pν+1(x, y) + . . .]dy,

na primeira carta da explosão temos que D1 = (x = 0) e

ω1 = [r(1, t) + x(. . .)]dx+ x[pν(1, t) + x(. . .)]dt.

Observamos que pν(1, t) é um polinômio de grau ν, pois x não divide pν(x, y), logo r(1, t)
tem grau ν + 1 e o coeficiente de tν em pν(1, t) é o mesmo que o de tν+1 em r(1, t).

Dividindo ω por uma constante, podemos supor que

pν(1, t) = tν + . . . e r(1, t) = tν+1 + . . .

onde as reticências indicam termos de ordem superior. Seja γ ⊂ C um ćırculo que
contém todas as ráızes de r(1, t) em seu interior. Pelo teorema dos reśıduos,∑

m′∈D1

I(F1;D1,m′) =
∑
w

Res

(
−pν(1, t)
r(1, t)

, w

)
=

1

2πi

∫
∂γ

−pν(1, t)
r(1, t)

dt = −1.

Para a segunda afirmação, consideramos Γ = (y = 0). Um gerador local de F é dado
por

ω = −yq̃(x, y)dx+ p(x, y)dy.

Fazendo a explosão da origem temos, na primeira carta,

ω1 = t[−xq̃(x, tx) + p(x, tx)]dx+ xp(x, tx)dt,

desta forma Γ1 = (t = 0) e q′ = Γ1 ∩D1 = (0, 0). Logo

I(F1; Γ1, q
′) = Res

(
xq̃(x, 0)− p(x, 0)

xp(x, 0)
, 0

)
= I(F,Γ, 0)− 1.

�

Lema 2.4.4. Seja F uma folheação em (C2, 0) com singularidade simples na origem
e sejam Γx e Γy as duas separatrizes formais tangentes às direções próprias Lx e Ly,
respectivamente. Então,

• Se Lx é uma direção fraca, então I(F; Γy, 0) = 0.
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• Se λµ 6= 0, então I(F; Γx, 0) · I(F; Γy, 0) = 1.

Demonstração: Se Lx é uma direção fraca então Ly é uma direção forte, logo Γy é
convergente. Para uma escolha de coordenadas conveniente podemos supor que Γy =
(y = 0) e que um gerador local de F se escreve como

ω = −yq̃(x, y)dx+ p(x, y)dy,

com q̃(0, 0) = 0 e p(x, 0) = xu(x), u(0) 6= 0. Como 0 é raiz de q̃(x, 0) segue que
q̃(x, 0) = xv(x), logo

q̃(x, 0)

p(x, 0)
=
v(x)

u(x)
;

e portanto I(F; Γy, 0) = 0.
Se λµ 6= 0, o teorema de Briot-Bouquet garante a existência de duas separatrizes

convergentes transversais. Então podemos escrever um gerador local de F como

ω(x, y) = y[−µ+ q̂(x, y)]dx+ x[λ+ p̂(x, y)]dy,

com q̂(0, 0) = p̂(0, 0) = 0. Portanto

I(F; Γx, 0) = Res

(
λ+ p̂(0, y)

yµ− yq̂(0, y)
, 0

)
=
λ

µ
.

De maneira análoga I(F; Γy, 0) = µ/λ, logo I(F; Γx, 0) · I(F; Γy, 0) = 1. �

Definição 2.4.5. Dada uma folheção F em (C2, 0), seja Fn a transformada estrita de
F em Mn por um processo de explosão Πn. Suponhamos que o divisor Dn de Mn não
possui componentes dicŕıticas. Dizemos que o par (Fn, Dn) satisfaz a propriedade (?)
num ponto m de Dn se uma das condições seguintes é satisfeita:

(?1) O ponto m pertence a exatamente uma componente irredut́ıvel de Dn, denotada
por Dm e

I(Fn;Dm,m) /∈ Q≥0;

(?2) O ponto m pertence a duas componentes irredut́ıveis D+
m e D−m de Dn e existe um

número real a > 0 tal que

(?2,1) I(F;D+
m,m) ∈ Q≤−a

e

(?2,2) I(F;D−m,m) /∈ Q≥− 1
a
.
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Observação 2.4.6. Se m é uma singularidade simples que satisfaz a propriedade (?),
pelo lema 2.5.4 m não é uma esquina e a direção própria transversal ao divisor é forte.

Lema 2.4.7. Suponhamos que (Fn, Dn) satisfaz a propriedade (?) em um ponto m da
componente Dm de Dn. Consideramos a explosão em m com aplicação de blow-down
πn+1 e suponhamos que a explosão é não dicŕıtica. Então existe um ponto q′ de Dm+1 =
π−1(m) tal que (Fn+1, Dn+1) satisfaz a propriedade (?) em q′.

Demonstração: Procederemos por absurdo. Se m não é esquina, tome m′ = Dm ∩
Dm+1 (figura 2.3).

Figura 2.3: Explosão não dicŕıtica centrada em m gera o divisor Dm+1 e a esquina m′.

Para cada q′ de Dm+1 distinto de m′ temos que I(Fn+1;Dm+1, q
′) ∈ Q≥0. Pela proposição

2.4.3 temos que

I(Fn+1;Dm+1,m
′) +

∑
q′ 6=m′

I(Fn+1;Dm+1, q
′) = −1.

Então

I(Fn+1;Dm+1,m
′) = −1−

∑
q′ 6=m′

I(Fn+1;Dm+1, q
′) ∈ Q≤−1.

Como (Fn+1, Dn+1) não satisfaz a propriedade (?2) no ponto m′ e I(Fn;Dm+1,m) ∈ Q≤1,
então

I(Fn+1;Dm,m
′) ∈ Q≥−1.
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Portanto

I(Fn;Dm,m) = I(Fn+1;Dm,m
′) + 1 ∈ Q≥0,

o que contraria a hipótese.
Suponhamos agora que m é uma esquina sobre as componentes D+

m e D−m. Sejam
D+
m+1 e D−m+1 as respectivas transformadas estritas de D+

m e D−m, m+ = Dm+1 ∩D+
m+1

e m− = Dm+1 ∩D−m+1 (figura 2.4).

Figura 2.4: Explosão não dicŕıtica sobre a esquina m dando origem ao dividor Dm+1 e
a duas esquinas, m+ e m−.

Mostraremos que se vale (?2,1) para (Fn, Dn) em m então não vale (?2,2), o que contradiz
a hipótese.

Da proposição 2.4.3 temos que

I(Fn+1;D+
m+1,m

+) = I(Fn;D+
m,m)− 1.

Se vale (?2,1) para m, temos que I(Fn+1;D+
m+1,m

+) ∈ Q≤−(a+1). Como (?2) não se
verifica para m+ temos que

I(Fn+1;S+
m+1,m

+) ∈ Q≥− 1
a+1
.

Além disso,

I(Fn+1;Dm+1,m
+) + I(Fn+1;Dm+1,m

−) = −1−
∑
q′ 6=m±

I(Fn+1;Dm+1, q
′) ∈ Q≤−1.

47



Segue que

I(Fn+1;Dm+1,m
−) = [I(Fn+1;Dm+1,m

+) + I(Fn+1;Dm+1,m
−)]− I(Fn+1;Dm+1,m

+),

logo I(Fn+1, Dm+1,m
−) ∈ Q≤− a

a+1
.

Por outro lado, como (?2) não é satisfeita para m−,

I(Fn+1;D−m+1,m
−) ∈ Q≥−a+1

a
.

Usando novamente a proposição 2.4.3 temos

I(Fn;D−m,m) ∈ Q≥− 1
a
,

portanto (Fn, Dn) não satisfaz (?2,2). �

Dada uma folheação F em (C2, 0) com singularidade isolada na origem, fazemos
explosão na origem e obtemos o divisor D1. Se a explosão for dicŕıtica teremos uma
infinidade de separatrizes sobre o divisor que se projetam em separatrizes sobre (C2, 0)
por blow-down. Se a explosão for não dicŕıtica, pela prosição 2.4.3 teremos que∑

m∈D1

I(F1;D1,m) = −1,

onde F1 é a transformada estrita de F. Existe então um ponto m1 sobre D1 tal que o
ı́ndice da separatriz em m1 é negativo, logo m1 é uma singularidade que satisfaz (?).
Pelo lema 2.4.7, podemos fazer uma sequência de explosões em pontos que satisfazem a
propriedade (?). Se alguma dessas explosões é dicŕıtica segue de imediato que F admite
separatriz. Caso contrário, pelo teorema de Seidenberg após um número finito dessas
explosões todas as singularidades são simples. Então pela observação 2.4.6 existe uma
singularidade simples que não é esquina e tal que a direção própria transversal ao divisor
é forte. Pelo teorema de Briot-Bouquet, existe uma separatriz convergente que se projeta
por blow-down em uma separatriz de F.
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Caṕıtulo 3

Dinâmica local de difeomorfismos
tangentes à identidade em C2

Neste caṕıtulo consideramos germes de difeomorfismos tangentes à identidade em
C2, ou seja, difeomorfimos da forma

F (z) = z + Pr+1(z) + Pr+2(z) + . . . , (3.1)

definidos numa vizinhança da origem de C2, onde Ph é uma função vetorial de polinômios
homogêneos de grau h, Pr+1 6≡ 0 e o inteiro r + 1 ≥ 2 é a multiplicidade de F . Como
no caso de dimensão 1, o conjunto dos difeomorfismos tangentes à identidade de C2

será denotado por Diff(C2, 0). O subconjunto dos elementos de Diff(C2, 0) com multi-
plicidade r + 1 será denotado por Diffr+1(C2, 0). Uma série formal do tipo (3.1) será
chamada de difeomorfismo formal tangente à identidade de C2. Estudaremos o com-
portamento das iteradas zn = F ◦n(z) de pontos próximos da origem: nosso principal
objetivo é encontrar domı́nios invariantes atráıdos pela origem assim como foi feito no
caso de dimensão 1, isto é, buscamos domı́nios análogos às pétalas atratoras do teorema
da flor. As referências para este caṕıtulo são [9], [10] e [3].

3.1 Preliminares

Seja F ∈ Diffr+1(C2, 0). Uma curva parabólica de F na origem é um mapa holo-
morfo injetivo ϕ : ∆→ C2 satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) ∆ é um domı́nio simplesmente conexo em C com 0 ∈ ∂∆;

(ii) ϕ é cont́ınua na origem e ϕ(0) = 0;

(iii) ϕ(∆) é invariante por F e (F |ϕ(∆))
◦n → 0 quando n→∞.
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Além disso, se [ϕ(ζ)] → [υ] quando υ → 0, onde [.] denota a projeção canônica de
C2\0 em P1

C, dizemos que ϕ é tangente a [υ] na origem.
Uma direção caracteŕıstica de F é um ponto [υ] ∈ P1

C tal que Pr+1(υ) = λυ, para
algum λ ∈ C; υ é não degenerada se λ 6= 0. Se [υ] ∈ P1

C é uma direção caracteŕıstica
não degenerada podemos escolher coordenadas (z, w) em C2 tais que υ = (1, u0) e

Pr+1(υ) = Pr+1(1, u0) = (pr+1(1, u0), qr+1(1, u0)),

com pr+1(1, u0) 6= 0. A definição e a proposição seguintes dão uma interpretação
geométrica das direções caracteŕısticas.

Definição 3.1.1. Seja f ∈ Diff(C2, 0). Uma trajetória caracteŕıstica de F é qualquer
órbita {zn} = {F ◦n(z)} de um ponto z no domı́nio de F , tal que

lim
n→∞

zn = 0 e lim
n→∞

[zn] = [υ],

para algum υ ∈ C2\{0}. O vetor υ será chamado de direção de tangência de {zn}.

Proposição 3.1.2. Se υ é a direção de tangência de uma trajetória caracteŕıstica
{zn} de F , então υ é uma direção caracteŕıstica de F . Além disso, se Pr+1(v) 6= 0
e se as coordenadas são escolhidas em C2 de modo que v = (1, u0) e Pr+1(1, u0) =
(pr+1(1, u0), qr+1(1, u0)) com pr+1(1, u0) 6= 0 então para zn = (zn, wn), temos

zrn ∼ −
1

npr+1(1, u0)
, n→∞.

Demonstração: Se Pr+1(v) = 0 não há o que provar. Supomos que Pr+1(v) 6= 0.
Então podemos escolher coordenadas (z, w) em C2 tais que F é dada por F (z, w) =
(z1, w1), com

z1 = z + pr+1(z, w) + pr+2(z, w) + . . .
w1 = z + qr+1(z, w) + qr+2(z, w) + . . .

,

de forma que v = (1, u0) e pr+1(z, w) 6= 0. Sabemos que {(zn, wn)} converge para zero e

lim
n→∞

wn
zn
→ u0.

Ao fazermos a explosão na origem w = uz temos

z1 = z + pr+1(1, u)zr+1 + pr+2(1, u)zr+2 + . . .
u1 = u+ s(u)zr +O(zr+1)

, (3.2)
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onde s(u) := qr+1(1, u)−pr+1(1, u)u é uma polinômio de grau r+2. Portanto as direções
caracteŕısticas não degeneradas de F são da forma (1, u0), com u0 raiz de s(u). A relação
(3.2) implica que

1

rzr1
=

1

rzr
− pr+1(1, u) +O(z)

1

rzr2
=

1

rzr1
− pr+1(1, u1) +O(z1)

. . .

1

rzrn
=

1

rzrn−1

− pr+1(1, un−1) +O(zn−1).

Somando estas relações e dividindo por n temos

1

nrznr
=

1

nrzr
− 1

n

n∑
k=1

(pr+1(1, uk−1) +O(zk−1)).

O teorema de Cesàro garante então que 1/rzrn converge para −pr+1(1, u0) quando n→
∞.

A série
∞∑
n=0

(un+1 − un)

é convergente, pois un → u0, mas se s(u0) 6= 0 teŕıamos que

un+1 − un ∼ s(u0)zrn ∼
Cs(u0)

n
,

com C ∈ C∗, o que é imposśıvel. �
Seja F ∈ Diff(C2, 0) com direção caracteŕıstica não degenerada v = (1, u0). Após

explosão F é da forma (3.2). Podemos fazer uma mudança linear de coordenadas e supor
que u0 = 0, de forma que s(0) = 0 e u1 = (1 + αzr)u + O(|u|2zr, zr+1), onde α = s′(0).
Ao trocarmos ainda z por −pr+1(1, 0)z transformamos a primeira coordenada de F
em z − zr+1 + O(|u|zr+1, zr+2). O estudo de difeomorfismos tangentes à identidade em
(C2, 0) numa vizinhança de uma direção caracteŕıstica não degenerada v = (1, 0) é agora
reduzido ao estudo de transformações anaĺıticas do tipo{

z1 = f(z, u) = z − zr+1 +O(uzr+1, zr+2),
u1 = g(z, u) = (1− αzr)u+O(u2zr, uzr+1)) + zr+1ψr(z)

. (3.3)

Seja F ∈ Diff(C2, 0) escrita como em (3.3). Então v = (1, 0) é uma direção carac-
teŕıstica. Buscamos curvas parabólicas de F tangentes a v. Observamos que se existisse
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uma curva anaĺıtica invariante em uma vizinhança da origem o teorema da flor garan-
tiria a existência de curvas parabólicas. Entretanto este não é o caso em geral. Seguindo
a mesma ideia que usamos na proposição 1.1.8 para mostrar que a função complexa
b(z) = z/(z + 1) não pode ser analiticamente conjugada à nenhuma função inteira, em
qualquer disco em torno da origem é posśıvel mostrar que a transformação{

z1 = z/(z + 1)
u1 = u exp(−az) + z2

não possui curva invariante tangente à direção caracteŕıstica (veja [9]).

3.2 O teorema de Hakim

Apresentamos nesta seção o teorema de Hakim, que nos fornece condições para a
existência de curvas parabólicas para um difeomorfismo de C2 tangente à identidade:

Teorema 3.2.1. Seja F ∈ Diffr+1(C2, 0). Após explosão da origem assumimos que F
é dado por (3.3). Se α /∈ N temos que para cada direção caracteŕıstica não degenerada
v de F existem r curvas parabólicas tangentes a v.

Essa é uma versão mais fraca do teorema de Hakim pois o enunciado é válido mesmo
sem a condição sobre α. Com esta hipótese adicional temos a seguinte proposição:

Proposição 3.2.2. Seja F uma transformação anaĺıtica do tipo (3.3) com α /∈ N. Então
para todo k ∈ N podemos escolher coordenadas locais (z, u) tais que

z1 = f(z, u) = z − zr+1 +O(uzr+1, zr+2),
u1 = g(z, u) = u(1− αzr +O(uzr, zr+1)) + zk+r+1ψk+1(z).

(3.4)

Demonstração: Fixado k mostremos que existe uma sequência {pn}, n = 1, ..., k − 1
de polinômios pn de grau n tal que pn(0) = 0 e

g(z, pn(z)) = pn(f(z, pn(z))) + zn+r+1ϕr+1(z). (3.5)

Mais ainda,
pn+1(z) = pn(z) + cn+1z

n+1,

com

cn+1 =
ϕn+1(0)

n+ 1− α
.

Fazemos indução em n. Para obter p1(z) = c1z temos que provar que existe c1 tal que

c1f(z, c1z) = g(z, c1z) +O(zr+2). (3.6)
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Como para qualquer constante c1 temos f(z, c1z) = z − zr+1 +O(zr+2), de

g(z, c1z) = c1z(1− αzr) + zr+1ψr(0) +O(zr+2)

segue que a condição (3.6) é satisfeita se

c1 = −ψr(0)

1− α
.

Suponhamos agora que haja um pn tal que a relação (3.5) é satisfeita. De

f(z, u) = z(1− zr) + zr+1φ(z, u)

temos

pn+1(f(z, pn+1(z))) = pn(f(z, pn(z))) + cn+1z
n+1(1− (n+ 1)zr) +O(zn+r+2),

e de
g(z, u) = u(1− αzr +O(uzr, zr+1)) + zr+1ψr(z)

segue que

g(z, pn(z) + cn+1z
n+1) = g(z, pn(z)) + cn+1z

n+1(1− αzr) +O(zn+r+2).

Então

g(z, pn+1(z))− pn+1(f(z, pn+1(z))) = g(z, pn(z)) + cn+1z
n+r+1(n+ 1− α)

−pn(f(z, pn(z))) +O(zn+r+2).

Da hipótese de indução,

g(z, pn(z))− pn(f(z, pn(z))) = zn+r+1ϕr+1(z),

temos que pn+1 é solução de (3.5) se

cn+1 =
−ϕr+1(0)

n+ 1− α
.

Fixado k ∈ N tomando como novas coordenadas

Z = z,
U = u− pk−1(z)

.

temos o resultado. �
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Dado F = (f, g) ∈ Diffr+1(C2, 0) como em (3.4), para provarmos a existência de r
curvas parabólicas tangentes à direção caracteŕıstica não degenerada (1, 0) construiremos
uma função u anaĺıtica numa região da forma

Dδ,r = {z ∈ C; |zr − δ| < δ}.

tal que

u(f(z, u(z))) = g(z, u(z)), (3.7)

e limz→0 u(z)/z = 0. O domı́nio Dδ,r é um domı́nio com r componentes simplesmente
conexas, todas com a origem na borda. Observamos que dado η ∈ Diff(C, 0) podemos
escolher δ suficientemente pequeno de modo que, a menos de rotação, as r componentes
conexas de Dδ,r estejam contidas nas r pétalas atratoras de η, dadas pelo teorema da
flor.

Para a demonstração do teorema de Hakim fixamos k tal que k ≥ 2 e k > Re(α) + 1
e consideramos o espaço

ε(δ) = {u ∈ O(Dδ,r);u(z) = zk−1h(z), ‖h‖∞ <∞}

e o subespaço

H(δ) = {u ∈ ε(δ); |u(z)| ≤ |z|k−1, |u′(z)| ≤ |z|k−2}.

O conjunto ε(δ) é um espaço de Banach com norma ‖u‖ε(δ) = ‖h‖∞ e H(δ) é um
subconjuto fechado de ε(δ). Para u ∈ H(δ), denotamos

fu(z) = f(z, u(z)) = z − zr+1 +O(zr+2, zr+1u(z)).

O teorema da flor para difeomorfismos tangentes à identidade em C garante que existe
um δ0 = δ0(‖h‖∞) tal que se 0 < δ ≤ δ0 então cada componente conexa de Dδ,r é
invariante e atráıda pela origem sob a ação de f . Ademais, se zn := (fu)◦n(z) temos
que zn ∼ 1/n1/r.

Se encontramos u ∈ ε(δ), com δ ≤ δ0, que satisfaça (3.7) para todo z ∈ Dδ,r,
a restrição de ϕ(z) := (z, u(z)) a cada componente conexa de Dδ,r será uma curva
parabólica para F .

Suponhamos que z e z1 pertencem à mesma componente de Dδ,r, então definimos

H(z, w) := w − zα

z1
α
g(z, w) = O(zr+1w, zrw2, zr+k). (3.8)

Para u ∈ H(δ) definimos o operador T dado por

T · u(z0) = zα0

∞∑
n=0

z−αn H(zn, u(zn)),
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onde zn = (fu)◦n(z0). Temos que H(zn, u(zn)) está bem definida para qualquer z0 em

Dδ,r, e como zn = O

(
1

n1/r

)
vale que

∞∑
n=0

zn
−αH(zn, u(zn)) =

∞∑
n=0

O(zn
k+r−α) =

∞∑
n=0

O

(
1

n(k+r−α)/r

)
.

Como k > Re(α) a série é normalmente convergente. Nos próximos resultados, por
simplicidade, escrevemos z0 = z. A proposição seguinte mostra que podemos buscar a
função u como ponto fixo do operador T .

Proposição 3.2.3. A condição u(f(z, u(z))) = g(z, u(z)) é satisfeita se, e somente se,
u é ponto fixo do operador T .

Demonstração: Se u(f(z, u(z))) = g(z, u(z)) então

T · u(z) = zα
∞∑
n=0

z−αn

[
u(zn)− zn

α

[f(zn, u(zn))]α
g(zn, u(zn))

]
.

Ao escrevermos f(zn, u(zn)) = zn+1, temos que

T · u(z) = zα
∞∑
n=0

[
u(zn)

zαn
− u(zn+1)

zαn+1

]
= zα

u(z)

zα
= u(z).

logo u é ponto fixo de T . Por outro lado,

Tu(z) = u(z)− zα

z1
α
g(z, u(z)) + zα

∞∑
n=1

zn
−α
[
u(zn)− zn

α

(zn+1)α
g(zn, u(zn))

]
.

Assim se T · u(z) = u(z) então

g(z, u(z)) = T · u(z1) = u(z1) = u(f(z, u(z))).

�

Lema 3.2.4. Seja u ∈ H(δ). Então se δ é suficientemente pequeno vale a estimativa

|zn|r ≤ 2
|z|r

|1 + nrzr|
. (3.9)

Demonstração: Pela hipótese em u temos que z1 = z− zr+1− zr+1Φu(z) com ‖Φu‖∞
limitado independentemente de u. Então

1

zr1
=

1

zr
+ r + zθu(z), (3.10)
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onde

θu(z) = O(z2, ‖u‖) = O(zr, zk−1‖h‖∞)

é limitado independentemente de u e holomorfa em z e u(z). Somando de 1 até n temos

1

znr
=

1

zr
(1 + nrzr)

[
1 +

zr

1 + nrzr

n−1∑
j=0

zjθu(zj)

]
,

Tomando δ suficientemente pequeno a soma dentro dos colchetes é uniformemente
próxima de 1 (com respeito a u e a z) o que demonstra (3.9). �

Corolário 3.2.5. Para qualquer s > r existe uma constante Cs = Cs(δ) ≥ 1 tal que

∞∑
n=0

|zn|s ≤ Cs|z|s−r. (3.11)

Demonstração: Do lema anterior temos que

|znr|s/r ≤
2s/r|z|s(

1 + |nzr|2
)s/2r ,

logo

∞∑
n=0

|zn|s ≤

2s/r
∞∫

0

|z|r

(1 + |tzr|2)s/2r

 |z|s−r.
�

O passo agora é estimarmos as derivadas.

Proposição 3.2.6. Seja u(z) = zk−1h(z) ∈ H(δ). Então vale a estimativa∣∣∣∣dzndz
∣∣∣∣ ≤ 2

|zn|r+1

|z|r+1 . (3.12)

Demonstração: Nestas condições temos que ‖h′(z)‖∞ ≤ κ e ‖θ′u‖∞ é limitado in-
dependentemente de u. Consideramos K = ‖(zθu(z))′‖∞. Diferenciando (3.10) com
respeito a z temos

dz1

dz
=
z1
r+1

zr+1

[
1− zr+1

r
(θu(z) + zθu

′(z))

]
.
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De (3.11) temos |z|r+1 ≤ Cr+1|z|. Se escolhermos δ < r
2KCr+1

temos que∣∣∣∣dz1

dz

∣∣∣∣ ≤ 2
|z1|r+1

|z|r+1
.

Procedendo por indução supomos que∣∣∣∣dzjdz
∣∣∣∣ ≤ 2

|zj|r+1

|z|r+1
,

para j = 1, . . . , n− 1. Diferenciando

1

znr
=

1

zr
+ nr +

n−1∑
j=0

zjθu(zj),

com respeito a z temos

dzn
dz

=
zn

r+1

zr+1

[
1− zr+1

r

n−1∑
j=0

(θu(zj) + zjθ
′
u(zj))

dzj
dz

]
.

A hipótese de indução e a relação (3.11) nos dão∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

(θ(zj) + zjθ
′
u(zj))

dzj
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2KCr+1

|z|r
;

novamente se δ < r/2KCr+1 temos (3.12) para j = n. �

Proposição 3.2.7. Se δ é suficientemente pequeno então T · u ∈ H(δ) para todo u ∈
H(δ).

Demonstração: Escrevemos

T · u(z) =
∞∑
n=0

(zn
z

)−α
H(zn, u(zn)).

Fixado δ suficientemente pequeno (3.8) e (3.11)

|T · u(z)| ≤ K1|z|k

para alguma constante K1. Em particular se δ < 1/K1 temos que

|T · u(z)| ≤ |z|k−1.
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Analogamente, (3.8), (3.11) e (3.12) nos dão∣∣∣∣dT · udz
(z)

∣∣∣∣ ≤ K2|z|k−2

para alguma constante K2, assim se δ < 1/K2 temos |(T · u)′(z)| ≤ |z|k−2. �

O teorema do ponto fixo de Banach (veja [11]) garante que se T é uma contração no
espaço normado completo H(δ) então existe um único ponto fixo u de T . O passo final
para a demonstração do teorema de Hakim é, então, mostrar que para δ suficientemente
pequeno T é uma contração em H(δ).

Lema 3.2.8. Sejam u, ũ ∈ H(δ), e tome zn = (fu)◦n(z) e z̃n = (f ũ)◦n(z). Então existe
uma constante L tal que para todo n,

|z̃n − zn| ≤ L|z|k‖u− ũ‖ε(δ).

Demonstração: De (3.4) temos

f(z, u(z))− f(z̃, ũ(z̃)) = z − z̃ − zr+1 + z̃r+1 +O(zr+1u(z), zr+2)−O(z̃r+1ũ(z̃), z̃r+2)

= (z − z̃)

[
1−

∞∑
j=0

zj z̃r−j +O(|ẑ|)r+1)

]
+ (u(z)− ũ(z̃))O(|ẑ|)r+1),

onde |ẑ| = max{|z|, |z̃|}. Em cada componente conexa de Dδ,r temos que zn ∼ z̃n ∼ 1
n1/r

quando n→∞, então podemos trocar |ẑ| por |z| nestas estimativas. Assim

u(z)− ũ(z̃) = u(z)− u(z̃) + u(z̃)− ũ(z̃)

= [u′(z)(z − z̃ + u′′(z)(z − z̃)2 + . . .] + [z̃k−1(hu(z̃)− hũ(z̃))]

= (z − z̃)O(|z|k−2) + ‖u− ũ‖ε(δ)O(|z|k−1),

logo

f(z, u(z))− f(z̃, ũ(z̃)) = (z − z̃)

[
1−

r∑
j=0

z̃jzr−j +O(|z|r+1)

]
+ (z − z̃)O(|z|k+r−1) + ‖ hu − hũ ‖∞O(|z|k+r).

Para δ suficientemente pequeno vale∣∣∣∣∣1−
r∑
j=0

z̃jzr−j +O(|z|r+1)

∣∣∣∣∣ ≤ 1,
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e portanto temos as desigualdades

|z̃1 − z1| ≤ |z̃ − z|+ C1|z|k+r‖hu − hũ‖∞,
. . .

|z̃n − zn| ≤ |z̃n−1 − zn−1|+ C1|zn|k+r‖hu − hũ‖∞.

Somando estas equações e fazendo z = z̃ temos

|z̃n − zn| ≤ C1

n−1∑
j=0

|zj|k+r‖hũ − hu‖∞

e pela desigualdade (3.11) temos

|z̃n − zn| ≤ L|z|k‖hũ − hu‖∞.

�

Sejam agora u, ũ ∈ H(δ) e denotemos, como no lema anterior, zn = (fu)◦n(z) e
z̃n = (f ũ)◦n(z). Ao desenvolvermos a diferença T · u(z)− T · ũ(z) temos

T · u(z)−T · ũ(z)=zα
∞∑
n=0

zn
−α[H(zn, u(zn))−H(z̃n,ũ(z̃n))]︸ ︷︷ ︸

Ω1

+ zα
∞∑
n=0

[zn
−α − z̃−αn ]H(z̃n, ũ(z̃n))︸ ︷︷ ︸

Ω2

.

Usando a desigualdade do valor médio, para constantes Kj, j = 1, 2, 3, temos

|H(zn, u(zn))−H(z̃n, ũ(z̃n))|= |H(zn, u(zn))−H(zn, ũ(zn))+H(zn, ũ(zn))−H(z̃n, ũ(z̃n))|

≤ K1

[
|zn|r+1‖u(zn)− ũ(z̃n)‖+ |zn|r+k−1|zn − z̃n|

]
e pelo lema 3.2.8,

|u(zn)− ũ(z̃n)| ≤ |ũ(z̃n)− ũ(zn)|+ |ũ(zn)− u(zn)|
≤ C1|zn|k−2|z̃n − zn|+ |zn|k−1‖hũ − hu‖∞
≤ (K2|zn|k−2|z|k + |zn|k−1)‖hũ − hu‖∞.

Usando a desigualdade (3.11) segue que

|Ω1| ≤ K3|z|k‖hũ − hu‖∞.

Para estimar o termo Ω2 escrevemos

zn
−α − z̃−αn = zn

−α
[
1− exp

(
−α log

z̃n
zn

)]
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e ∣∣∣∣(1− exp

(
−α log

z̃n
zn

))
H(z̃n, ũ(z̃n))

∣∣∣∣ ≤ K
′

1

|z̃n − zn|
|zn|

|zn|k+r

≤ K
′

2|zn|
k+r−1|z|k‖hũ − hu‖∞.

Usando (3.11) temos |Ω2| ≤ K
′
3|z|

2k−1‖hũ − hu‖∞.

Conclúımos que o termo |Ω2| tem ordem maior do que o termo |Ω1|. Então para δ
suficientemente pequeno existe uma constante K tal que

|T · u(z)− T · ũ| ≤ K|z|k‖hũ − hu‖∞.

Pela definição de norma em Hδ isto implica que, para δ pequeno o suficiente, existe uma
constante c < 1 tal que ‖T · ũ−T · u‖ ≤ c‖ũ− u‖, logo T é uma contração. Isto conclui
a demonstração do teorema 3.2.1.

3.3 A existência de curvas parabólicas

Nesta seção utilizaremos o teorema de Camacho e Sad e o teorema de Hakim para
mostrarmos a existência de curvas parabólicas para difeomorfismos de C2 tangentes à
identidade com ponto fixo isolado:

Teorema 3.3.1. Seja F ∈ Diffr+1(C2, 0) com ponto fixo isolado na origem. Então
existem r curvas parabólicas disjuntas para F pela origem.

Dado um campo de vetores formal X em (C2, 0) o operador exponencial de X é a
aplicação exp tX : C[[z, w]]→ C[[z, w, t]] definido pela fórmula:

exp tX(g) =
∞∑
j=0

tj

j!
Xj(g),

onde X0(g) = g e Xj+1(g) = X(Xj(g)). Notemos que como ν(Xj(g)) ≥ j + ν(g),
podemos substituir t = 1 e obter o elemento exp X(g) ∈ C[[z, w]]. Mais ainda, temos
que

exp tX(fg) = exp tX(f) exp tX(g).

Assim como no caso de dimensão 1, o operador exponencial estebelece uma bijeção
entre o espaço dos campos de vetores formais de ordem maior ou igual a 2 e o espaço
dos difeomorfismos formais tangentes à identidade em (C2, 0).

Dado um difeomorfismo formalG =

(
z +

∞∑
r=1

pr+1(z, w), w +
∞∑
r=1

qr+1(z, w)

)
, o campo

de vetores formal X tal que G = exp(X) é chamado de gerador infinitesimal de G.
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As direções caracteŕısticas de G correspodem às ráızes do cone tangente de X. Mais
ainda, se X ′ = fX, com G = exp(X), temos que exp(X ′) = (z + f(z, w)p(z, w), w +
f(z, w)q(z, w)). A rećıproca deste fato também é verdadeira, isto é, se exp(X ′)(z, w) =
(z+ f(z, w)p(z, w), w+ f(z, w)q(z, w)) e X = (z+ p(z, w), w+ q(z, w)) então X ′ = fX.
Em particular 0 é uma singularidade isolada de X se e somente se 0 é ponto fixo isolado
de G.

Seja Π a explosão de C2 na origem com aplicação de blow-down π : (M1, D
1) →

(C2, 0) onde D1 = π−1(0). Como D1 ' P1 temos que cada direção caracteŕıstica deter-
mina um ponto de D1.

Proposição 3.3.2. Seja F ∈ Diff(C2, 0). Então existe um único germe de difeomor-
fismo F̃ em (M1, D

1) tal que π ◦ F̃ = F ◦π e F̃ |D1 = id |D1. Mais ainda, o germe F̃p tem
multiplicidade maior ou igual à multiplicidade de F para qualquer direção caracteŕıstica
p ∈ D1 e, então, F̃p ∈ Diff(M1, p).

Demonstração: Seja F (z, w) = (z+pr+1(z, w)+. . . , w+qr+1(z, w)+. . .) ∈ Diffr+1(C2, 0).
Definimos F̃ na primeira carta de M1, ((z, u), U), como

F̃ (z, u) = π−1 ◦ F ◦ π(z, u) =

(
z + pr+1(z, zu) + . . . ,

zu+ qr+1(z, zu) + . . .

z + pr+1(z, zu) + . . .

)
= (z + zr+1(pr+1(1, u) + z(. . .)), u+ zr(qr+1(1, u)− upr+1(1, u) + z(. . .))).

Observamos que F̃ (0, u) = (0, u), então todos os pontos do divisor D1 são fixos. Além
disso, se qr+1(1, u0) − u0pr+1(1, u0) = 0 temos dF (0, u0) = Id e para qualquer direção
caracteŕıstica p = (0, u0) ∈ D1 a multiplicidade de F̃p é maior ou igual à multiplicidade
de F . �

Proposição 3.3.3. Seja X um campo de vetores formal com ν(X) = r+ 1 ≥ 2. Consi-
deramos X̃ o campo de vetores formal em (M1, D

1) tal que Dπ · X̃ = X ◦ π. Se p é um
ponto do cone tangente de X então ν(X̃p) ≥ ν(X).

Demonstração: Seja X = a(z, w) ∂
∂z

+ b(z, w) ∂
∂w

com a(z, w) = ar+1(z, w) + . . . e

b(z, w) = br+1(z, w)+ . . .. Fazendo explosão na origem X̃ é dado na carta ((z, u), U) por

X̃(z, u) = a(z, zu)
∂

∂z
+
b(z, zu)− ua(z, zu)

z

∂

∂u

= zr+1(ar+1(1, u)) + z(. . .))
∂

∂z
+ zr((br+1(1, u)− uar+1(1, u)) + z(. . .))

∂

∂u
.

Se p = (0, u0) ∈ D1 é tal que br+1(1, u0)− u0ar+1(1, u0) = 0, então ν(a(z, zu)) ≥ r + 1.

Logo νp

(
b(z, zu)− ua(z, zu)

z

)
≥ r + 1. �

O ponto p é um ponto estritamente singular do campo X se para qualquer f ∈
C[[z, w]] tal que X = fX ′ tivermos que p é ponto singular de X ′.
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Lema 3.3.4. Sejam F ∈ Diff(C2, 0) e X o gerador infinitesinal de F . Consideramos F̃
e X̃ como nas duas proposições anteriores. Então para qualquer p ∈ D1 temos

F̃p = exp(X̃p).

Demonstração: Seja ((z, u), U) a primeira carta de M1 e p ∈ U ∩D1 um ponto sobre
o divisor. Aplicando uma mudança de coordenadas podemos supor que p = (0, 0) ∈ U .
Como F (z, w) = exp(X) = (expX(z), expX(w)), usando a definição de F̃ temos

F̃ (z, u) =

(
expX(z),

expX(zu)

expX(z)

)
=

(
exp X̃(z),

exp X̃(zu)

exp X̃(z)

)

=

(
exp X̃(z),

exp X̃(z) exp X̃(w)

exp X̃(z)

)
= (exp X̃(z), exp X̃(u))

= exp(X̃p)(z, u).

�
Dado um campo de vetores formal X (respectivamente um difeomorfismo formal

F ) em (C2, 0), se fizermos um processo de explosão da origem Πn obtemos em Dn a
transformada estrita Xn (respectivamente F n) definida de maneira análoga ao que feito
para folheações na linguagem de formas diferenciais na subseção 2.1.4. Enunciamos o
teorema de Camacho e Sad em sua versão formal. A demonstração é feita da mesma
forma feita no caṕıtulo 2.

Teorema 3.3.5. Seja X campo de vetores formal em (C2, 0) tal que ν(X) ≥ 2, com
singularidade isolada na origem. Existe um processo de explosão da origem Πn tal que
a i-ésima explosão é feita sobre um ponto estritamente singular de Di para i ≥ 2 e em
Dn existe um ponto p sobre a componente Dp de Dnsatisfazendo a seguinte propriedade:
existem coordenadas locais (t, u) em p tal que Dp = (t = 0) e um gerador local de Xn é
dado por

Xn = tm
(

(λt+ t2(. . .))
∂

∂t
+ (µu+ t(. . .))

∂

∂u

)
,

onde λ 6= 0, µ
λ
/∈ Q>0 e m ≥ ν(X)− 1.

Observação 3.3.6. A afirmação acima também é válida quando alguma explosão de Πn

é dicŕıtica. Neste caso, basta considerarmos uma das infinitas direções caracteŕısticas
não degeneradas em um divisor dicŕıtico.

Demonstração do teorema 3.3.1: dado o difeomorfismo F com multiplicidade r + 1
tome X seu gerador infinitesimal. Consideramos Xn e p como no teorema anterior. Pelo
lema 3.3.4 temos

F n
p = exp(Xn

p ) = (t+ λtm+1 +O(tm+2), u+ µtmu+O(tm+1))
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Então F n
p é um difeomorfismo tangente à identidade com (1, 0) uma direção caracteŕıstica

não degenerada. Pelo teorema de Hakim, existem r curvas parabólicas disjuntas ϕj :
Ωj → Mn para F n

p tangentes a (1, 0) em p. Como esta direção é tranversal ao divisor,

segue que ϕj(Ωj) ∩ Dn = {p}. Então cada ϕj se projeta como curva parabólica de F
por blow-down.

3.4 A existência de domı́nios invariantes

Apresentamos nesta seção o teorema que nos dá condições para existência de domı́nios
invariantes para difeomorfismos tangentes à identidade em (C2, 0).

Consideramos F (z, w) ∈ Diffr+1(C2, 0). Fazendo explosão na origem, w = zu, o
teorema 3.3.5 e a proposição 3.2.2 garantem que existe um sistema de coordenadas no
qual F é dado por{

z1 = f(z, u) = z − zr+1 +O(uzr+1, zr+2),
u1 = g(z, u) = u(1− αzr +O(uzr, zr+1)) + zk+r+1ψk+1(z)

,

onde k pode ser escolhido arbitrariamente grande. Observamos que v = (1, 0) é uma
direção caracteŕıstica não degenerada de F . Nestas condições temos o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1. Se α possui parte real positiva existem r domı́nios invariantes nos
quais todo ponto é atráıdo para a origem ao longo de uma trajetória tangente a v.

Demonstração: O teorema 3.3.1 garante a existência de r curvas parabólicas ϕr
obtidas como a restrição de uma função ϕ a cada pétala atratora do domı́nio

Sδ,c = {(z, w) ∈ C× C; z ∈ Dδ,r = {z ∈ C; |zr − δ| < δ}, |w| ≤ c|z|}.

Fazendo a mudança de variáveis

Z = z
U = u− ϕ(z),

obtemos a transformação{
z1 = f(z, u) = z − zr+1 +O(uzr+1, zr+2),

u1 = g(z, u) = (1− zrα)u+O(|u|2zr, uzr+1)
. (3.13)

Seja P0 uma das pétalas de Dδ,r. Ao fazermos uma rotação podemos supor que P0 esteja
centrada no semieixo positivo Re(z) > 0. Consideramos λ uma constante positiva tal
que Re(α) > λ e seja

∆ = {z ∈ C; |1− αz| ≤ 1},
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que é o disco centrado em 1/α com raio 1/|α|. Como Re(α) > 0 existem constantes γ e
ρ tais que o setor

Aγ,ρ = {z ∈ C; |Im(z)| ≤ γRe(z), |z| ≤ ρ}
está contido na interseção de ∆ e P0. Mostremos primeiro que se γ, ρ, e c são suficien-
temente pequenos, para (z, u) ∈ Aγ,ρ × {|u| ≤ c} temos

|u1| ≤ |u|(1− λ|z|). (3.14)

Para isto, basta mostrarmos que

|1− zα|2 < (1− λ|z|)2.

Temos

|1− zα|2 = 1− Re(z)[−Re(z)(Re(α))2 + 2Re(α)− Re(z)(Im(α))2]

+Im(z)[Im(z)(Im(α))2 + 2Im(α) + Im(z)(Re(α))2].

Usando que Re(z) << ε e |Im(z)| < γRe(z) segue que

|1− zα|2 ≤ 1− Re(z){−Re(z)(Re(α))2 + 2(Re(α))− Re(z)(Im(α))2

−γ[Im(z)(Im(α))2 + 2Im(α) + Im(z)Re(α)]}.

Por outro lado, nestas mesmas condições temos

(1− λ|z|)2 ≥ 1− Re(z)(2λ− λ2Re(z)) − |Im(z)|(2λ− λ2|Im(z)|)
≥ 1− Re(z)(2λ− λ2Re(z)− γ(2λ− λ2|Im(z)|).

A desigualdade segue então escolhendo γ suficientemente pequeno. Segue de imediato
que a segunda coordenada de (3.13) é estável em Aγ,ρ × {|u| < c}.

O teorema de Cesàro garante que zrn = O(1/n). Além disso a desigualdade (3.14)
implica que que {un} converge para zero. Logo vale que zrn ∼ r

n
.

Tome µ constante positiva tal que µ < λ. De

z−µ1 ≤ z−µ[1 + µzr +O(|u|zr, zr+1)]

temos que se |z| e |u| são suficientemente pequenos então

|z1|−µ ≤ |z|−µ(1 + λ|z|r) ≤ |z|−µ(1 + λ|z|).

Esta desigualdade junto com a desigualdade (3.14) nos dá

|u1||z1|−µ ≤ |u||z|−µ(1 +O(z2)).

Então existe uma constante C tal que |un| ≤ C|zn|µ. Conclúımos que {|un|} con-
verge para zero mais rápido do que 1/nλ/r para qualquer constante positiva λ < Re(α).
Como wn = znun a trajetória de {zn, wn} é tangente à direção caracteŕıstica na origem.
Fazendo o mesmo racioćınio para todas as pétalas atratoras de Dδ,r obtemos r domı́nios
invariantes, como o desejado. �
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