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Resumo

O cléssico teorema de Bernstein diz que se uma funcao u : R? — R é

solucao inteira da equacgao de superficie minima,

Vu

div| ———=—== ] =0

V1+|Vul?

entao u é uma funcao linear, ou seja, o grafico de u é necessariamente um
plano. Se considerarmos u : R"! — R, uma versao desse teorema conti-
nua valida para n < 8, existindo contra-exemplo em dimensoes mais altas.
Nosso principal objetivo nesse trabalho é demonstrar esse teorema para o
caso n < 6. E mostraremos também que se uma hipersuperficie no espaco
euclidiano é completa, minima, estavel e parabdlica entao ela é necessaria-

mente um plano.

Palavras chaves: Superficies Minima, Teorema de Bernstein, Estabilidade.
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Abstract

The classic Bernstein theorem says that, if a function u : R? — R is an

entire solution to the minimal surface equation

div <—v“ ) —0
ST r
then u is a linear function, that is, the graph of u is necessarily a plan. If
we consider u : R"™' — R, a version of this theorem remains valid until
n < 8, counter-examples were found in higher dimensions. Our main goal in
this work is to show that this theorem is true for n < 6. We will also show
that if a hypersurface in the euclidean space is complete, minimal, stable and

parabolic then it is necessarily a plan.

Keywords: Minimal Surfaces, Bernstein theorem, Stability.
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Introducao

A versao classica do teorema de Bernstein demonstrada por ele em 1916
[2] afirma que se uma superficie minima em R3 é um grdfico completo entdo
ela € um plano. Considerando uma superficie minima que é gréfico de uma
funcao u : R*! — R, versdes do teorema foram provadas posteriromente
para dimensodes mais altas por, E. De Giorgio [7] para n =4, F. J. Almgren,
Jr. [1] para n =5 e J. Simons [19] para n < 8. O resultado torna-se falso
para dimensao n > 9 (veja [3]). Nesse trabalho mostraremos o caso n < 6
devido a Schoen-Simon-Yau [I8]. O caso geral (n < 8) e o contra-exemplo
para n > 9 envolve técnicas mais sofisticadas e nao sera tratado aqui.

Lagrange em 1760, foi o primeiro matemaético a definir superficie minima,
tendo como ponto de partida o estudo do seguinte problema: Dado uma curva
fechada C' sem auto-interseccoes, achar a superficie de area minima que tem
esta curva como fronteira. Desde entao o desenvolvimento da teoria das su-
perficies minimas vem ganhando importantes contribuicoes e mostrando-se
aplicavel a outras areas da ciéncia como, por exemplo, na teoria da relativi-
dade geral ( Veja [4]. Teorema da Massa Positiva, pag. 251).

E bem conhecido que superficies minimas que sao graficos completos sao
estaveis, diante disso a questao que surge é: quais sao as superficies minimas
estdveis no R3? O problema foi resolvido por Do Carmo-Peng [10] e em
um contexto mais geral e independente por Fischer-Colbrie-Schoen [11] mos-
trando que tais superficies sao planos.

Consideremos f : ¥*¥ — M" uma imersao isométrica de uma variedade ¥



em uma variedade Rimanniana orientdvel (M", g). Uma variacio de ©* com
suporte compacto e bordo fixo é uma fungao diferencidvel F' : ¥%x (—e¢, €) —

M™ tal que,
1. F = Id fora de um conjunto compacto de X
2. F(z,0) =2z
3. Vz € 0% temos, F(x,t) =«

para cada t € (—¢,¢g), F(X* t) é uma imersao isométrica de X% em M™.

Considerando o funcional Vol(F'(X,t)), estamos interessados em saber das
d

condigbes necessarias para que 7 Vol(F(%,t)) = 0. Derivando o funcio-

nal no parametro ¢ e avaliando em =0 obtemos,

d

G VelF(E.0) =~ [ g(F.m)av

P

t=0

F(z,t) é o campo variacional relativo a variagdo F' e H
t=0
é o campo curvatura média de ¥. Definimos Superficie Minima como aque-

d
onde Fy(z) := 7

las cuja curvatura média é identicamente nula. Dessa forma uma superficie
minima é um ponto critico do funcional volume para qualquer variacao F
como descrita acima. Nosso préximo passo ¢ saber das condigoes para que
uma superficie minima seja um ponto de minimo do funcional Volume. Para
isso, restringimos nossa atencao ao caso de hipersuperficies minimas com fi-
brado normal trivial. No espaco R", uma hipersuperficie ter fibrado normal
trivial equivale a ser orientavel. Portanto, no espaco euclidiano considerare-
mos sempre as hipersuperficies minimas orientaveis. Calculando a segunda

derivada do funcional volume e avaliando em ¢ = 0 obtemos,

d

|, Vo) = - /E nLndV (1)

onde L é o operador de estabilidade (ou operador de Jacobi) dado por, L =

Asx+]A]*+Ricy (N, N) e n uma fungao suave sobre ¥ com suporte compacto
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e tal que 7|03 = 0. Para hipersuperficies minimas no R" temos a seguinte
expressao para ,
d

dt

Vol(F(S, 1)) = — / nAsn + | AP AV 2)

t=0
onde A é a segunda forma fundamental de ¥. Dizemos que uma hiper-

superficie é estavel se para todo dominio limitado 2 C ¥* e toda funcao

n € C§°(£2) vale,

—/nLndV = —/UA2U+ [APPp?dV > 0
b by

Para hipersuperficies minimas estéaveis em R"™ obtemos a desigualdade de

estabilidade,
[ 1apeav < [ 195 av
b 2
onde ¢ é uma funcao de Lipschitz com suporte compacto.

No trabalho de Schoen-Simon-Yau [I§] obtém-se a estimativa L?,
/ |A|P? dV < C/ IVo|*dV  onde C = C(n,p)
5 >

para o quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma hipersu-
perficie minima estavel e orientavel em R™, onde p € [2, 24 \/m>
e n é qualquer funcao de Lipschitz nao negativa com suporte compacto.
Para isso, considera-se a desigualdade de estabilidade para n = |A|**9f com
q € [0, \/m> combinada com a desigualdade de Simons (|3.36|) onde

obtém-se,

/ A2 247 < 214 ) / PIA Vs A2 4V
> >

+ 2/|Ay2+2qwzfy2dv
b

2(1+¢)*(1 + 1)
= (2/<n—1>—q2—s

escolhendo p = 2 + ¢, f = ¢P, fazendo algumas substitui¢oes e usando a

+ 2) / | APV f? dV
q )

desigualdade de Young, obtemos o resultado.
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Fixado um ponto zy € R* ! usando a estimativa LP para a funcao
0 9 5 )

)
1, se |z —xo| <1
_ ln(‘a:;x‘)l)
o(x) = 1-— oo e r<|r—x| <2r
n
KO, se | — x| > 2r

juntamente com a desigualdade (3.6 prova-se o teorema de Bernstein:
Teorema(Schoen-Simon-Yau [18]). Se u : R"™™' — R € solugdo inteira da
equacao de superficie minima e n < 6. Entao u é uma fungao linear.

Dado um dominio limitado €2 C ¥ de uma hipersuperficie minima di-
zemos que A é autovalor de Dirichlet de L em €2 se existe uma fungao nao
nula n € C° que se anula em 0f) tal que Ln + An = 0. Se uma hipersu-
perficie minima X"~! é compacta, definimos o indice de morse de ¥ como o
nimero de autovalores negativos (contando com multiplicidade) do operador
de estabilidade L.

E conhecido que o operador de estabilidade L = Ay, + | A|2 + Ricy (N, N)
¢ diagonalizavel por uma sequéncia de valores préprios Ay < Ay < A3 <

- < A\, < -+ — 00 cujos subespacos de vetores proprios tem dimensao
finita. Para o primeiro autovalor A; de L em um dominio limitado {2 temos

a seguinte caracterizagao:

Al(Q,L):inf{—/nLndV | neC () e /nQdV:l}
s Q

Um dominio limitado €2 C ¥ de uma hipersuperficie minima é estavel
se seu indice de morse ¢ nulo. Isso é equivalente a exigir que o primeiro
autovalor do operador L seja positivo.

Para uma hipersuperficie minima completa nao compacta com fibrado
normal trivial temos as seguintes equivaléncias devido a Fischer-Colbrie-

Schoen [11].

1. A\ (2, L) > 0 para todo dominio limitado 2 C X



2. M\ (9, L) > 0 para todo dominio limitado Q C X
3. Existe uma funcao positiva u definida em ¥ tal que Lu = 0

Com esse resultado provaremos que uma hipersuperficies minima com-

pleta estdvel e parabdlica em R? é necessariamente um plano.



Capitulo 1

Preliminares em Geometria

Riemanniana

Nessa primeira parte trataremos de alguns conceitos béasicos e prelimi-
nares em Geometria Riemanniana. As principais referéncias utilizadas nesse
capitulo sao [§], [13], [14] e [16], onde o leitor encontrard uma abordagem
mais detalhada dos conceitos aqui introduzidos bem como as demonstracoes

omitidas.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Uma topologia em um conjunto M é uma colecao & de subconjuntos de

M satisfazendo as seguintes propriedades,
1.0eg, MeS
2. Uniao arbitraria de elementos de & ainda pertence a
3. Interseccao finita de elementos de & ainda pertece a

Um espago topoldgico é um par (M, <) consistindo de um conjunto M e

uma topologia & de M. Frequentemente refere-se a um espaco topolégico



1.1 Variedades Diferenciaveis

(M,S¥) escrevendo apenas M quando nao houver necessidade de especificar
qual a topologia do conjunto. Dessa forma, se M é um espaco topolégico
com uma topologia & dizemos que um subconjunto U C M é um aberto em
MseU€S.

Seja M um espaco topologico e Hausdorff com base enumeravel. Um
sistema de coordenadas locais ou uma carta local em M é um homeomorfismo
x: U — z(U) de um subconjunto aberto U C M sobre um aberto z(U) C R™.
Dizemos que m é a dimensao de x : U — x(U). Dado um ponto p € U temos
z(p) = (z(p), ...,2™(p)). Chamamos os ntimeros z’ = z'(p), i = 1,...,m de
coordenadas do ponto p € M no sistema .

Um atlas de dimensao m sobre um espaco topologico M ¢é uma colegao
2l de sistemas de coordenadas locais x : U — R™ em M cujos dominios U
cobrem M. Os dominios U dos sistemas de coordenadas x € 2 sao chamadas

as vizinhancas coordenadas de 2

Definicao 1. Uma Variedade Topologica M ¢é um espaco topolégico no qual
existe um atlas de dimensao m. Ou seja, M ¢é uma variedade topoldgica de
dimensdao n se cada ponto p € M tem uma vizinhanca homeomorfa a um

aberto do R™.

Dados dois sistemas de coordenadas locais x : U — R ey : V —
R™ no espaco topoldgico M, tais que U NV # (0, cada p € UNV tem
coordenadas z' = x'(p) no sistema x e coordenadas ' = y’(p) no sistema
y. A correspondéncia (z'(p),...,x™(p)) — (y'(p),...,y™(p)) estabelece um
homeomorfismo ¢,, =yoz™ : xz(UNV) — y(UNV) chamado mudanca de
coordenadas.

Um atlas 2 sobre um espaco topolégico M diz-se diferenciavel, de classe
C*, (k > 1), se todas as mudangas de coordenadas ¢, z,y € 2 sdo aplicagoes
de classe C*. Escreve-se entao 2A € C*. Como ¢, = (¢,) "', segue-se que as
aplicagoes ¢,, sdo, de fato, difeomorfismos de classe C*. Em particular, se

escrevemos ¢, : (z', ..., 2™) — (y',...,y™), entdo o determinante jacobiano

7



1.1 Variedades Diferenciaveis

det(%) ¢ nao-nulo em todo ponto de z(U N'V).

Dado um atlas 2 € C* de dimensao m em um espaco topoldgico M, dize-
mos que um sistema de coordenadas z : W — R™ é admissivel relativamente
ao atlas A se AU {z} é ainda um atlas de classe C* em M. Um atlas A de
dimensao m e classe C* sobre M se diz mdzimo quando contém todos os sis-
temas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a 2. Todo atlas
de classe C* sobre M pode ser ampliado, de modo tnico, até se tornar um
atlas maximo de classe C¥, para isso basta acrescentar-lhe todos os sistemas

de coordenadas admissiveis.

Definicao 2. Uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C* é um
par ordenado (M,2A) onde M € um espago topoldgico de Hausdorff, com base

enumerdvel e A é um atlas mdzimo de dimensdo m e classe C* sobre M.

Nesse trabalho consideraremos apenas variedades conexas e suaves, ou
seja, variedades tais que qualquer mudanca de coordenadas seja uma aplicacao
infinitamente diferenciavel. Os termos diferenciavel e infinitamente dife-
renciavel serao equivalentes no decorrer do trabalho, salvo mencao em contrario.
Escreveremos M" para se referir a uma variedade diferenciavel de dimensao
n.

Sejam M™ e N™ variedades suaves. Uma aplicacao f : M™ — N" é
diferenciavel no ponto p € M™ se existem sistemas de coordenadas = : U —
R™em M,y :V — R em N" comp € Ue f(U) CV tais que yo f o
7! 2(U) — y(V) é diferencidvel no ponto z(p). Como as mudancas de
coordenadas sao difeomorfismos, segue que a definicao de diferenciabilidade
independe da escolha de cartas. Dizemos que f : M™ — N™ é diferencidvel
se f for diferenciavel em todos os pontos de M™.

Uma aplicacao f : M™ — N™ é de classe C* ou C* se, para cadap € M™,
existem sistemas de coordenadas locais x : U - Rm ey : V — R" em N,
comp € Ue f(U)CV taisqueyo fox!:z(U) — y(V)é de classe C* ou
C>.



1.2 Espaco Tangente

Nesse trabalho trataremos apenas das aplicagoes de classe C'™ sobre vari-
edades suaves. Um difeomorfismo f : M™ — N™ é uma bijegao diferencidvel
cuja inversa é também diferencidvel. Se ambas f e f~! sao de classe C*

dizemos que f é um difeomorfismo de classe C*.

Exemplo 1. O espago R™ é uma variedade diferenciavel de classe C* e

dimensao n.

Exemplo 2. A esfera S" = {z € R"™; \/a? + ... + 22, = 1} é uma varie-

dade diferencidvel de classe C*° e dimensao n.

Exemplo 3. O espago projetivo real P™(R), isto é, o espago quociente de

R — {0} pela relagao de equivaléncia:
(1’1, ...,[En_H) ~ ()\l'l, ...,/\$n+1) A E R, A 7é 0

¢ uma variedade diferencidvel de classe C*° e dimensao n. Para mais detalhes

veja [§] pag. 4.

1.2 Espaco Tangente

Seja M uma variedade suave e p € M. A aplicacao linear X, : C>*(M) —
R, definida no conjunto de todas as fungoes infinitamente diferencidaveis em

uma vizinhanca de p é chamada de derivacao se cumpre a condicao,

Xp(fg) = f(p)Xp(9) + 9(p) Xp(f)

para toda f, g € C°(M).

O conjunto de todas as derivagoes de C*°(M) em p possui estrutura de
espaco vetorial, chamado espaco tangente a M em p, denotado por 7,M. Um
elemento de T),M é chamado de vetor tangente a M em p.

Uma base para T, M pode ser dada escolhendo uma carta local x : U — z(U)

em p e considerando as aplicagoes % : C*°(M) — R definidas por,

9



1.3 Variedades Riemannianas

9(p) f=9

fox™ (z(p))

I(p
Assim, as aplicagoes Q de acordo com a defini¢ao, vetores tangentes a

6(p)’ e M forma uma base para T,M. O fibrado
8901 6xm

tangente T'M é definido por TM := UpE v M. E possivel mostrar que T'M

M em p e o conjunto {

possui estrutura de variedade diferenciavel de dimensao 2n.

Definicao 3. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.
em termos de aplicagoes, X € uma aplicagdo de M no fibrado tangente T M.

O Campo X € diferencidvel se a aplicacio X : M — T M ¢é diferenciavel.

O conjunto de todos os campos diferenciaveis sobre M sera denotado por
X(M).

Definicao 4. Dadas duas variedades diferencidveis M e N, um pontop € M,
e uma aplicacao diferencidvel f: M — N, a deriwada de f em p, denotada
por df,, € a aplicacao linear de T,M em Ty, N definida por: para X, € T,M

e g diferencidvel em uma vizinhanga de f(p),

(dfy - Xp)(9) = Xp(go f)-

Definig¢ao 5. Dados dois campos X,Y € X(M), campo vetorial [X,Y] defi-

nido por,
(X, Y] f = (XY =Y X)f = X,(Y(f)) — Yo(X(f))

é chamado colchete.

1.3 Variedades Riemannianas

Definicao 6. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel

M € uma correspondéncia que associa a cada ponto de p de M um produto

10



1.4 Conexoes Afins

mterno <,>p no espago tangente T,M. As vezes usamos a nota¢ao q(,) =

9p(,) para a métrica Riemanniana.

A defini¢ao acima exige que a métrica (, )p varie diferenciavelmente no
seguinte sentido: se z : U — x(U) C R™ é um sistema de coordena-

das locais em p € U, para ¢ € U com ¢ = x '(xy,...,7,) devemos ter

que <a<q> M> : z(U) — R é uma fungao diferenciavel onde os vetores
P

811- ? a:Ej
9a) 2@ fhrmam uma base para T, M relativa ao sistema x.
Ox1’ """ Oxm q
As funcdes g;, = (24 99 50 chamad io da métri
coes i (T1, .oy Tin) = 92> o5, ) sao chamadas expressao da métrica
q

Riemanniana no sistema de coordenadas x. Uma variedade diferenciavel com

uma dada métrica Riemanniana chama-se variedade Riemanniana .

Proposicao 1. Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base
enumerdvel) possui uma métrica Riemanniana.

Demonstracdo. Veja []], pagina 47. [ ]

1.4 Conexoes Afins

Definicao 7. Uma conezxao afim V em uma variedade diferenciavel M ¢é
uma aplicacao
V:XM)x X(M)— X(M)

que se indica por V(X,Y) = VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVy Z,
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = [VxY + X(f)Y,

em que X,Y,Z € X(M), f,g € C®(M). O simbolo VxY lé-se: derivada
covariante de Y na direcao de X. Quando a conexao afim satisfaz as seguintes

propriedades:

11



1.5 Curvatura

1. X(Y,Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ), (compatibilidade com a métrica)
2. VxY —Vy X =[X,Y], (simetria)
é denominada conexdo de Levi-Civita (ou Rimanniana).

Proposicao 2. Dada uma variedade Riemanniana M, existe wma unica co-
nexao de Levi-Civita em M.

Demonstracao. Veja [8] pag. 61. u

Observagao 1. Dado um sistema de coordenadas (U, x), o fato de V ser

simétrica implica que para todo 7,7 = 1,...,n temos,

VXin - vXin == [Xl,XJ] = Xsz - X]XZ - 0, Xz -

1.5 Curvatura

Nesta seccao, apresentaremos a nocao de curvatura que, intuitivamente

mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definicao 8. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma cor-
respondéncia que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) :
X(M) — X (M) dada por,

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixnZ, 7€ X(M)

onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observagao 2. Se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z €
X(R™). De fato, consideremos {ej,...,e,} a base canonica do R", dados

X,Y,Z € X(R"), podemos escrever

X = iXiei,Y = iYiei,Z = izieiu
i=1 =1 =1

entao

12



1.5 Curvatura

pois sendo e; um campo constante, a sua derivada covariante, na direcao de

qualquer campo, é nula. Segue-se que,

VvaZ = VX {i [Y(Zl)] €i}

i=1

= Y Y(Z)Vxeit Y X[Y(Z)e

= ZX[Y(Zi)]ei.

Analogamente,
VyVxZ =Y Y[X(Z)ei.
i=1

Portanto,

VxVyZ —VyVxZ = i XY (Z))es = Y _Y[X(Z)les

— Z{X[Y(Zi)] —Y[X(Z)]}e

= XY@

= Z{[X, Y(Z)}e; + Z ZiV(x )€

i=1 =1

= V<.
Segue que,

0=VxVyZ—VyVxZ - VixyZ=R(X,Y)Z

13



1.5 Curvatura

Ressaltando mais uma vez o que foi dito no inicio, podemos ver a curva-

tura R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser euclidiana.
Proposicao 3. A curvatura R em M tem as sequintes propriedades;
1. R € bilinear em X (M) x X(M), isto €,
R(f X1+ gXe, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2, Y1)
R(X1, [Yi + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y2)
com f,g€e C® e Xy,Xo,Y1,Ys € X(M)

2. Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) : X (M) —
X (M) € linear, isto é,

RX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z
com feC®M), ZWeX(M)
3. (Primeira identidade de Bianchi)

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

Demonstragdo. Veja [§] pag. 100 e 101 n

Proposicao 4. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) com uma cur-
vatura R, usando a notagao (X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) para quaisquer
campos X,Y, Z, T € X(M) temos as sequintes propriedades:

1 (XY, Z,T)+ (Y, Z,X,T) + (Z,X,Y,T) = 0
2. (X,Y,2,T) = —(Y, X, Z,T)

3. (X,Y,2,T) = —(X,Y,T,Z)
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1.5 Curvatura

4. (X, Y, Z2T)=(Z,T,X,Y)
Demonstracdo. Veja []] pag. 102 [ ]
Proposicao 5. Seja o C T,M um subespaco bi-dimensional do espaco T, M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(:I;, y’ x? y)

K(x,y) = PYNTE

onde |z Ay|* = /|z2|y]2 — g(z,y)?, independe da escolha dos vetores x,y € o
Demonstracao. Veja [§] pag. 104 [ |

Definicao 9. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T, M
o numero real K(x,y) = K(o), onde {x,y} € uma base qualquer de o é

chamado curvatura seccional de o em p

Seja x = z, um vetor unitdrio em 7, M, tomemos {z, ..., z,_1 } uma base

ortonormal do hiperplano de T),M ortogonal a = e consideremos a média,

-1

Ric,(x

R(z, z)x, )

essa expressao independe da escolha da base {z1,...,2,_1}. De fato, defina

em T, M uma forma bilinear como segue: dados x,y € T,M facamos,
Q(z,y) = traco da aplicagdo z — R(z, 2)y.

pela linearidade da curvatura, () é obviamente bilinear, e além disso temos,

n—1

Qz,y) = Zg (, 2:)y, 2)
Z

9(R(y, %)z, %)
=1

= Qz,y)
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1.5 Curvatura

segue que Q) é simétrica e Q(z,x) = (n — 1)Ric,(z). Dada a invariancia
do trago de uma aplicagao linear, segue que Q(x,z) ndo depende da base
{#1, ..., Zn_1} escolhida. Isso mostra que a aplicagdo Ric,(x) estd intrinseca-
mente definida.

A forma bilinear ﬁ@ é chamada de tensor de Ricci. Dado um vetor unitério
N € T,M o ntmero Ric,(N,N) := —=Q(N,N) ¢ chamado curvatura de

Ricci na direcao de N.
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Capitulo 2

Geometria das Subvariedades

Nesse capitulo estaremos interessados em tratar da situacao em que te-
mos f: M" — M uma aplicacao diferenciavel entre variedades suaves
tal que df, : T,M — Tf(p)M ¢ injetiva para todo p € M. Nesse caso dizemos
que f é uma imersdo. Veremos que de uma forma natural a métrica de M
induz uma métrica sobre M. E se além disso, f é um homeomorfismo de M
sobre f(M) C M dizemos que f é um mergulho. Quando M é subconjunto
de M e a aplicacdo inclusdo i : M — M é um mergulho, dizemos que M é
subvariedade de M. As principais referéncias utilizadas nesse capitulo sio [4]

e [§.

2.1 Imersoes Isométricas

Seja f: M"™ — M uma imersao. Se T tem uma estrutura
Riemanniana, f induz de maneira natural uma estrutura Riemanniana em M
dada por g(u,v), := g(dfy(u), dfy(v)) ), w,v € T,M. Como df, é injetiva,
g(,)p ¢ um produto interno em 7, M. A métrica de M é chamada de métrica
induzida por f, e nesse caso dizemos que f é uma imersao isométrica. Que-

~ . —m+n=~k ~
remos estudar as relagoes entre as geometrias de M" e M . Entao, para

17



2.1 Imersoes Isométricas

cada p € M, existe uma vizinhanca U C M, de p, tal que f(U) C M é uma
subvariedade de M, isto é, para todo ponto p € M, existe uma vizinhanca
U C M, de f(p), e um difeomorfismo z : U — V C R¥, em um aberto V de
R*, tais que z aplica difeomorficamente f(U)NU em um aberto do subespaco
R" C R¥. Para simplificar a notagao identificaremos U com f(U), cada ve-
tor v € T,M (q € U) com dfy(v) € Tj,M, e usando-se o difeomorfismo z,
pode-se estender um campo de vetores definidos em U C M a um campo de
vetores definidos em U C M. Para cada p € M, o produto interno em T, M

o decompoe na soma direta,
TpM =1L,Mo (T:p*M>L )

na qual (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M
(p € M), pode-se escrever,
v=uov' +ovt ,

T € T,M é denominada a componente tangencial de v, e vt €

na qual v
(T,M)* ¢é denominada a componente normal de v. Dessa forma temos o

fibrado normal sobre M definido por,

™" = | J(T,M)*
peEM

Denotar-se- por V, a conexao Riemanniana de M. Dados X e Y campos
vetoriais locais definidos sobre M, considere X e Y como extensoes locais de
X eY a M, defini-se,

VxY = (VxY)'

e quando nao houver perigo de confusdo, escrever-se-4 (VxY)T. Verifica-se
que esta é uma conexao em M, e pela unicidade da conexao no teorema de
Levi-Civita, é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida em M.

Sejam X e Y campos vetoriais locais definidos sobre M. Entao,
AX,Y) = ViV = ViY = ViV — (Vo 7)"

18



2.1 Imersoes Isométricas

é um campo local, definido sobre M, normal a M, que nido depende das
extensoes X e Y. Veja. [§] pdg.40. Portanto A(X,Y) estd bem definida.
Denote por X (U)L, os campos de vetores (diferencidveis em U) normais a

f(U)=U.

Proposigao 6. Se X,Y € X(M), a aplicagdo A : X(M) x X(M) — X (M)*
dada por
A(X,)Y)=VxY — VyxY

é bilinear e simétrica.

Demonstracdo. Veja [], pagina 140. [
Sejap € M en € (T,M)*. A aplicagao H, : T,M x T,M — dada por,
Hy(X,Y) = (A(X,Y),m)

¢é pela proposicao anterior, uma forma bilinear simétrica.
Definicao 10. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por,
I1(X) = H,(X, X)

€ chamada a a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal

7.

As vezes se utiliza também a expressao sequnda forma fundamental para
designar a aplicagao A que em cada p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica,
tomando valores em (T,M)*. Seja Sy TyM — T,M a aplicacao linear dada

por
(5 (X),Y) = Hy(X,Y) = (A(X,Y),n) .

como H, ¢ simétrica, tem-se que S, ¢ auto-adjunta.
Temos a seguinte caracterizacao da aplicacao linear auto-adjunta relaci-

onada a segunda forma fundamental,
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2.1 Imersoes Isométricas

Proposigao 7. Sejap € M,x € T,M en e (I,M)*. Seja N uma extensio

local de n normal a M. Entao,
S, () = —(V.N)". (2.1)
Demonstracao. Veja [§] pag. 142. [

Escolha {7, ..., 7} um referencial ortonormal em X (U)" onde U é vizi-
nhanga de um ponto p € M, isto é, para cada q € U, n1(q), ..., nm(q) é uma
base ortonormal de (7, M)+, entdo podemos escrever,

m

A(X7 Y) = Z <A(X7 Y)vni> i = ZHW(X’ Y)ni = Z <S77¢(X)7Y> i

i=1 i=1 i=1
= - Z <vx7h; Y> T
i=1

Dessa forma, temos uma expressao local para a segunda forma fundamen-
tal em termos da derivada covariante. Escolha agora uma base {F1, ..., E,}

ortonormal de T, M. O vetor normal definido por,
H=> A(E;E)
i=1

nao depende do referencial F; escolhido. De fato, basta observar que,

H = Zl A(E;, E)

n k
= > D Hy(E B

i=1 j=n+1

= Z Z <S77j(Ei)7Ei>77j

i=1 j=n+1

= Z Z<Sﬂj(Ei)7Ei>77j

j=n+1 i=1

— 3 trago(Sy, )y (2.2)

j=n+1
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2.1 Imersoes Isométricas

Fica assim bem definido, em cada p € M, um vetor H(p) normal a M
em p, chamado vetor curvatura média de M em p. Além disso, o quadrado

da norma da segunda forma fundamental de M ¢é definido por,

AP =) JAE, )P
ij=1
Exemplo 4. Se uma subvariedade é grafico de uma funcao u : Q C R? — R,

o vetor curvatura média ¢ dado por

Hp) = (14 u2)uy, — 2uptyu,, —|—3 (1+ uz)um
(1+wu2 +ul)2

Exemplo 5. A curvatura média da esfera S?> ¢ R?® de raio r é dada por
H(p) = IN

Exemplo 6. A curvatura média do plano é identicamente nula

O Préximo teorema relaciona a curvatura de M com a curvatura de M
por meio da segunda forma fundamental de M. Se x, y € T,M C T,M, sao
linearmente independentes, indicaremos por K (z,y) a curvatura seccional de

M e K(x,7) a curvatura seccional de M relativa ao plano gerado por e .

Teorema 1 (Gauss). Sejap € M e x,y vetores ortonormais de T,M . Entao,

K(z,y) — K(z,y) = (A(z,2), A(y,y)) — |A(z,y)[* (2.3)
Demonstragdo. Veja [§] pag. 143 n

Nosso interesse principal nesse trabalho sera trabalhar com imersoes do
tipo f: M™ ' — M", nesse caso dizemos que M"~! é uma hipersuperficie em
M™. Sendo assim a equagao assume uma expressao mais simples. Sejam
p€ Mene (T,M)™*, |n =1. Sejam {E), ..., E,_1} uma base ortonormal
de T,M para a qual a aplicagdo S, = S é diagonal, isto é, S(E;) = N\ E;, i =
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2.1 Imersoes Isométricas

1,...,n—1onde Ay, ..., \,_1 sao os valores préprios de S. Entao H(E;, E;) = \;
e H(E;, E;) =0, se i # j. Logo se escreve como,

K(Ei, E;) — K(E, E;) = (H(E;, E;)n, H(E;, E;)n) — |H(E;, Ej)n|?

= \iAj(n,m)
= i) (2.4)

Observacgao 3. Se f : M? — R? é uma hipersuperficie em R? a equacao

fica,
K(E1, Ey) = Mg

ja que K(FEy, Ey) = 0 em R™. O produto A\;\; e a média 012;/\2) sao conheci-
dos respectivamente como curvatura Gaussiana e curvatura média de M? no
ponto p (algumas literaturas consideram apenas soma (A; + A2) na definigao
de curvatura média). Observe por que a curvatura média é o trago da
aplicacao auto adjunta S, = S associada a segunda forma fundamental. E

nesse caso se traco(S) = 0 , ou seja, A\; + Ay = 0 temos,

2
AP = ) JAEL Ey)

i,j=1
2

= Y _|A(E, E)P
=1

= AN+

= (A 4+ X)) =2\

= 2K (2.5)

onde K é a curvatura Gaussiana de M?2.

Uma imersao f : X" ! — R" é geodésica em p € ¥ se a segunda forma fun-
damental 11 é identicamente nula em p. A imersao f é totalmente geodésica

se ela é geodésica em todo p € X.
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2.2 Divergente, Gradiente e Laplaciano em Subvariedades

Proposicao 8. Uma imersio f : M — M ¢é geodésica em p € M se e s6 se
toda geodésica vy de M partindo de p é geodésica em p € M.
Demonstracao. Veja [8] pag. 145 [ |

Corolario 1. As hipersuperficies totalmente geodésicas do R™ sao os su-

bespacos afins.

Exemplo 7. Seja M = S? C R3?, e seja ¥ uma subvariedade obtida pela
interseccao de um plano que passa pela origem de R?® com S%. Sabemos
que tais subvariedades chamadas de grandes circulos sao geodésicas em M.

Decorre da proposicao que X é subvariedades totalmente geodésicas de
S2.

2.2 Divergente, Gradiente e Laplaciano em

Subvariedades

Estamos interessados agora em definir o conceito de Divergente, Gradi-
ente e Laplaciano em uma hipersuperficie X! € R". Tais conceitos serao

amplamente usados nos capitulos seguintes.

Definigao 11. Seja "' C R™ uma hipersuperficie e seja um X € X(R"),
a divergéncia de X € uma funcao divy, : ¥ — R definida em um ponto p € %

como,
n—1

dive X =Y (Vg X, Ej)

i=1

onde E;, ..., E,_1 € uma base ortonormal de T,X.

Note que a definicao de divergéncia nao depende da base ortonormal
escolhida. De fato, basta observar que divy : ¥ — R é o trago da aplicacao
linear V()X : 7,3 — T, dada por Y (p) = VyX(p). Aqui por abuso de

notagdo estamos considerando Vy X (p) = (Vy X)(p).
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2.2 Divergente, Gradiente e Laplaciano em Subvariedades

Definigao 12. Seja f € C°(X), definimos o gradiente de f como o tinico
campo vetorial Vs f € X(X) tal que,

(Vof, X) = X[ (2.6)
para todo campo X € X (%)

A unicidade de tal campo, caso exista, é imediatamente verificada. Quanto
a existéncia, basta considerar {Ej, ..., £, 1} um referencial ortonormal em

uma vizinhanc¢a de um ponto p € ¥ e definir o campo Z € X(X)

Verifica-se facilmente que Z satisfaz (2.6). Além disso Z nao depende do
referencial ortonormal escolhido. De fato, se {E, ..., E,,_,} é outro referencial
ortonormal, com E; = 37~ i1 aﬂE ;, a matriz a;; € ortogonal na vizinhanca de

p € X, ou seja, AA = I logo,

n—1 n—1 n—1 n—1
Y E(NE = ) aauE = > > ajilaw) Ei(f)Ex
i=1 ijk 1 jk=1 i=1
n—1
= Z5JkE = Ei(NE
Jk=1 J=1

ou seja, Vs f = Z. Podemos facilmente verificar que o divergente satisfaz a

regra de Leibniz, ou seja,
divs(fX) = (Vs f, X) + f dive(X)

Definigao 13. Seja X' C R"™ uma hipersuperficie e seja f € C*(X) defi-

nimos o operador Laplaciano sobre ¥ como
Agf = diVE(sz)

Dizemos que um referencial Ey, ..., E,_1 em X (U) é geodésico em p € U

se é ortonormal em cada ¢ € U e além disso Vg, F;(q) = 0.

24



2.2 Divergente, Gradiente e Laplaciano em Subvariedades

Se considerarmos um referencial geodésico, operador Laplaciano toma

uma forma mais simplificada como mostra a seguir,

Agf = dng (sz)

n—1

= Y (Vg Vsf, E)
1=1
n—1

n—1

= N (E{()ViE; + E(E,(f)E;, Ey)

3,j=1

= S BB () (B B + (VB E) E(f)

ij=1

= Y BEG)
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Capitulo 3

Superficies Minimas

Nesse capitulo trataremos de alguns conceitos basicos da teoria de su-
perficies minimas tendo como principal objetivo a demonstracao do teorema
de Bernstein . Iniciaremos com a primeira féormula de variacao e algumas
de suas consequéncias. Em seguida teremos a segunda féormula de variacao
e a desigualdade de estabilidade como consequéncia desta. Com a desigual-
dade de estabilidade e a desigualdade de Simon’s obteremos uma estimativa
L? para |A|* que serd fundamental na demonstragao do teorema supracitado.

As principais referéncias aqui utilizadas sao [9], [4] e [20].

3.1 Primeira Férmula de Variacao

Antes de tratar do caso geral consideraremos uma variacao de uma hi-
persuperficie que é grafico de uma funcao. Para isso, suponha que u : ) C

R? — R é uma funcio de classe C? e consideremos,
Graf(u) = {(2,y,u(z,y)) € R*| (z,y) € Q}

entao a area (ou volume) do gréfico é dada por,
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3.1 Primeira Formula de Variacao

Vol(Graf(u)) = /Q\(l,O,ux) x (0,1, u,)| dxdy

= /Qw/1+u§+u§ dxdy
= / V1+|Vu|? dxdy
Q
Consideremos agora uma familia de graficos Graf(u)(t) = {(z,y, u(x,y)+
tn(x,y)) € R?|(z,y) € Q} onde n é de classe C? tal que 7|02 = 0. Observe

que Graf(u)(0) = Graf(u) e 0 Graf(u)(t) = 0Graf(u) para todo t. Temos

entao,

Vol(Graf (u) / V1+|Vu+tVn|?2 dedy

derivando a expressao acima em relagao ao parametro ¢t obtemos,

% Vol(Graf(u)(t)) = / \/1 + |Vu +tVn|? dzdy
=0

/ Vu Vn

= dxdy
1+ \VuP

= dzd
/ ( 1+ |Vu| > Y

/ndi vu dzdy
_ v —
Q V14| Vul?

/nd' vu dxdy
= — v | ——
Q V14| Vul?

concluimos entao que Graf(u) é ponto critico do funcional volume se u satis-

faz a equagao,

: Vu B
div (W) =0 (3.1)

que é chamada de equacao de superficie minima. Observe que,
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3.1 Primeira Formula de Variacao

U u
(‘/1+|V“|2>x (\/1+|VU|2>y
(1 + U;)Ug;x — QUxuqu:y + (1 + ug)uyy

(1+u2 +u2)?

o que resulta em,
(1+ ui)um — 22Uy Uy Ugy + (1 + ui)uyy =0 (3.3)

Observe que a expressao é a curvatura média do grafico. A equacao
¢ as vezes chamada também de equagao de Lagrange. Veremos agora que
o grafico de uma funcao definida em um dominio (2 satisfazendo a equagao
de superficie minima, nao é apenas um ponto critico do funcional volume,
¢ também um minimizante de area sobre todas as superficies contidas no
cilindro 2 x R € R? cujo bordo coincide com o bordo do grafico de u. Para
isso, procedemos da seguinte forma: Seja N o vetor normal a superficie dado

por,
<_ufﬂ7 Uy, 1)

V14 |Vul?

considere w uma forma de grau dois em ) x R dada por,

w(X,Y) = det(X,Y,N)

onde X,Y € R3. Determinamos w da seguinte maneira,

1 0 — Uy
y < o) 8) B 1 wtlo 1 B 1
oz’ dy V1 + [Vul? W V14 [Va?
0 0 1
1 0 — Uy
00°92) ~ Tt |Vup YT Vi VaP
0
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3.1 Primeira Formula de Variacao

0 0 —Uyg
w (2 3) — ; det 1 0 — ——Uz
oy’ 0z V14 |Vul|? —t V14 |Vul?
0 1 1

logo,
dx N\ dy — ugdy N dz + uydx A dz

Vv 1+ |Vul?

w =

calculando a diferencial exterior,

dw = g de Ndy N dz
0z 1—|—]Vu|2

0
+ = de Ndy A dz
Ox ( 1—|—]Vu|2) Y
+ 9 de Ndy A dz
dy 1+yvuy2 Y
= 2 + Uy de Ndy A dz
Ox 1+ |Vu]2 V14 [Vul? ]Vu\
=0

visto que u satisfaz a equacao de superficie minima (3.1)). Logo, temos que w
é fechada. Dado X,Y € R3 vetores ortogonais em um ponto (z,y,2) € QxR
temos,

WX, V)| <1

e a igualdade é assegurada se e somente se X,Y € T(yyu(y)) Graf(u). Usa-

remos a forma w assim construida pra demonstrar o préximo resultado.

Proposicao 9. Se u: Q C R? — R, com 09 reqular € solucao da equacdio
de Lagrange cujo grdfico é Graf(u) entao para qualquer outra superficie ¥ C

Q x R tal que 03 = Graf(u) temos,
Vol(Graf(u)) < Vol(X) (3.4)

Demonstracao. Visto que w é fechada e que Graf(u) e ¥ delimitam uma
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3.1 Primeira Formula de Variacao

regiao em 2 X R onde vale o teorema de Stokes, e temos que,

Joui®= 2
Graf(u) by

usando que [w(X,Y)| <1le|w(X,Y)| =1 seesomente se X,Y € T, Graf(u)

obtemos,
Vol(Graf(u)) = / w= / w < Vol(%)
Graf(u) b))

Corolério 2. Se v : Q C R?* — R € solugio da equacio de Lagrange e

D, C ) entao temos,

Vol(S?)

Vol(XN B,) < r? = 2mr? (3.5)

onde B, = {(x,y,2) € R®|2*+y*+22 <r} e D, = {(z,y) € R*|2?+y* < 1}
Demonstracao. Basta observar que ¥ N 0B, divide 0B, em duas compo-
nentes uma das quais tem volume menor ou igual a %82)7“2. Chamando de
¥ a componente de OB, com volume menor ou igual a 27r? e supondo que

¥ € D, xR onde D, C D, ¢ tal que u(D.) = ¥ N B, o resultado segue de

B-9). .

Observacao 4. Vimos pela proposi¢ao @ que se o grafico de uma funcao
u :  — R satisfaz a equacdo de superficie minima entao Graf(u) possui
o volume minimo dentre todas as superficies contidas no cilindro €2 x R
cujo bordo coincide com o bordo 0 Graf(u). Entretanto, se considerarmos
superficies com pontos fora de €2 x R, podemos facilmente construir uma
superficie ¥ tal que 0% = 0 Graf(u) e Vol(X) < Vol(Graf(u)), ou seja, nesse
caso Graf(u) ndo ¢ absolutamente minimizante. A pergunta que surge é
se existe alguma condigao sobre {2 para que todas as superficies com bordo
coincidindo com Graf(u)tenha volume maior que Vol(Graf(u)). A condigao
suficiente é que o dominio €2 seja convexo. De fato, nesse caso a funcao

projegao P : R3 — QxR é Lipschitz tal que P(x) = x para todo z € QxR. Se
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3.1 Primeira Formula de Variacao

¥ C R3 ¢ qualquer outra superficie tal que 9% = 9 Graf(u) entao ¥’ = P(X)
é tal que Vol(¥') < Vol(X). Aplicando a proposicao (9) para ¥’ temos,
Vol(Graf(u)) < Vol(X) como queriamos.

De maneira semelhante, se v : Q C R* ! — R satisfaz a equacao de
superficie minima (3.1]) e supondo que €2 contém uma bola (n—1)-dimensional

de raio r e centrada na origem vale ainda,

1 Sn—l
Vol(S N B,) < %r”l (3.6)

onde B, é a bola n-dimensional de raio r e centro na origem.

Consideremos agora uma variagao de uma imersao em uma variedade
Riemanniana M qualquer.

Seja f : X% — M™ uma imersao isométrica. Uma variacio de ¥ com su-
porte compacto e bordo fixo é uma aplicacao diferenciavél F : ¥ x (—e, €) —

M" tal que,
1. F' = Id fora de um conjunto compacto de X
2. F(z,0) =2z
3. Vo € 0% temos, F(z,t) =x

Para cada zo € ¥ fixo temos uma curva F(zg,t) : (—e,e) = M™. O

F(zq,t) é chamado de campo variacional da variacao F.
t=0

d
campo F; (= —

dt

Proposicao 10. Seja f : X — M"™ uma imersdo isométrica e F : ¥F x

(—e,e) — M™ uma variagdo de XF com suporte compacto e bordo fizo. Entao,

- Vol(F(E,t)):_/g(Ft’H)dvo

X

t=0
Demonstragao. Demonstracao: Consideremos (z;) um sistema de coorde-
nadas locais em Y*. Para cada t € (—e¢,¢€), F(-,t) : ¥ — M" ¢é uma

imersdo de ¥* em M". Logo (F o x;) é uma carta local em F(3,t) C M™.
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3.1 Primeira Formula de Variacao

Facamos Fj := d(F ox;) - e; = dF odx; - e; = dF - % onde e; ¢ o vetor

candnico do RF . Observe que F; = F;(t). Defina g;;(t) = g(F,,, Fy,) e

v = +/det(gi;(t))+/det(g"(0)) podemos facilmente mostrar que a funcao v,

nao depende da escolha de cartas. Temos entao:

Vol(F(2,t) = /E dV; = /Z \/ det(gij(t))dx
_ / \/det(gi;(£))y/det (g3 (0))/det(gi;(0))dz
_ / vy det(gi;(0))da
= /vtho

onde dV; é a forma de volume em F(X,t) e dV é a forma de volume em X
Logo,

d d
Vol(F(Z,t :—/
dt|,_, (F(Z,1) s dt|,_,

'Utd%

v, escolheremos uma carta normal em um ponto z € .
t=0
Dessa forma g;;(0) = &;; e \/det(g;;(0)) = \/det(g”(0)) = 1. Pela comutati-

. d
para avaliar —

vidade da derivada covariante, ou seja, Vg, F,. — Vg, th = (0 temos:

d
pr t:ovt = dt \/det Gi;(t))\/det(g ( det(gi;(t))
— det i
k
= = - Fg(F,  F,
Zdt a:” 2; tg< T; xl)

1
= 3 Z 29(V 5, Frys Fy,)
i=1

k
=1
k

k
= > 9(Vi, F F)+Y 9V, FYF,)

i=1 =1

= divgF}' — g(F,, H)
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3.1 Primeira Formula de Variacao

na ultima igualdade usamos que:

k

> 9(Ve, FY.F,)

i=1

Logo,

dt

t=0

v; = dive F — g(F, H)

usando o fato que a variagao tem suporte compacto e bordo fixo teremos que

F, sera nulo sobre %F. Assim, pelo Teorema da divergéncia temos:

J

d

t=0

Utd‘/()

de onde segue o resultado.

= / divy FldVy — / g(Fy, H)dV,
> >
= O—/g(Ft,H)dVO
>

_ / o(Fy, H)dV,
>

Dessa forma podemos ver que £* é ponto critico do funcional volume se

e somente se o seu campo de curvatura média é identicamente nulo.

Definicao 14. Uma subvariedade imersa XF C M™ é minima se o seu campo

de curvatura média é identicamente nulo.

Se a superficie X2 C R3 é grafico de uma funcao u : Q — R de classe O

onde © é um conexo de R? com fronteira regular, ou seja,

S =A{(z,y,ulz.y) eR® | (v,y) €}
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3.1 Primeira Formula de Variacao

a curvatura média de X ser identicamente nula é equivalente ao fato da funcao
u satisfazer a equacao,

(14 1) Y tgw — 2ty + (1 +ul)uy, =0 (3.7)
que é a equagao que obtemos em (|3.3)).

Exemplo 8. Um plano ¥ C R? é uma superficie minima. De fato ja que a

curvatura média é identicamente nula.
Exemplo 9. A superficie ¥ C R? parametrizada por,

o(u,v) = (veosu,vsinu,au) 0 < u <27, —00 < v < 00
conhecida como helicdide (figura ¢ uma superficie minima.

Exemplo 10. A superficie obtida pela revolucao da catenéaria x = a cosh
(z/a) em torno do eixo z é conhecida como catendide (figura [3.2]) tem a

seguinte parametrizacao

o(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av), 0 < u < 2w, —00 < v < 0

Exemplo 11. A esfera S* = {(x1, 29, 73) € R3; 2% + 22 + 22 = 1} ndo é uma
superficie minima em R3. Observe que N = (11, 22,73) € S* é um campo
normal unitdrio & esfera. Escolha o ponto p = (0,0,1) € S?, considere uma
curva N(t) = (x(t), 22(t), z3(t)) tal que N(0) = (0,0,1). Como (z1(t))? +
(22(t))% + (x3(t))* = 1 temos 2z ()2} (t) + 2zo(t)2h(t) + 223(t)z5(t) = 0 o
que resulta em z5(0) = 0 ou seja N'(0) = (2(0),25(0),0). Segue por (2.1)
que S(x) = —(V,N)? = —x para todo = € T,S?. Resulta de a o vetor

curvatura média ¢ H = —2N, logo S? nao pode ser minima.

Seja "1 C R™ uma hipersuperficie. Dado X C X(M) em cada ponto
p € ¥ temos a decomposicao X = X7 + XV, Segue que,

dive X = divegX7T + divg XV
= divy X" — (X, H)
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3.1 Primeira Férmula de Variacao

Figura 3.1: helicéide

se X é um campo com suporte compacto e que se anula em 0% temos,

dive XdV = — [ (X, H)dV (3.8)
/ /

3

decorre dai que ¥ é minima se e somente se,
/ dive XdV =0
b

para todo campo X definido em uma vizinhanca de ¥ com suporte compacto
e que se anula em 0%. Como consequéncia da primeira férmula de variagao

temos a seguinte proposicao.

Proposicao 11. Seja X" ' C R"™ uma hipersuperficie. Temos que X €

minima se e somente se as funcoes coordenadas sao harmonicas.
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3.1 Primeira Férmula de Variacao

Figura 3.2: catendide

Demonstracado. Sejan € Ci°(X) e n|0X = 0 eseja X; € X(M) com X; :=e;
onde ¢; é o vetor canonico do R™. Observe que z; : (1, ..., x,) — z; e tal que
Vernx; = X;. Temos que nX; é um campo sobre ¥ com suporte compacto e

que se anula em 0% logo,

dive(nX;) = (Van, X;) + ndive X;
= (Von, Vszi)

usando (3.8) obtemos,

—/(nXi,H)dV:/dng(nXi)dV:/(Vgn,Vgxi)dV
> > >

usando a primeira férmula de Green e o fato que n tem suporte compacto

obtemos,

—/ <nXi,H>dV=/din(7lXi)dV=/(Vzn; Vya;)dV = —/ﬂAzl’idV
D) D) D) D

logo, se ¥ é minima entao,
- / nAsx;dV =0
b
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3.1 Primeira Formula de Variacao

e como 7 é arbitraria, Ayxz; = 0. Reciprocamente, se Ayxx; = 0 entao,

—/ nX;, H)dV =0
)
para qualquer n portanto H = 0. [ ]

Proposicao 12. Seja M uma variedade Riemanniana fechada, isto é, com-
pacta e sem bordo. Se f € C*°(M) € tal que Af(p) > 0 para todo p € M
entdo f € constante.

Demonstracao. Seja X = Vf. Pelo teorema da divergeéncia,

/ Ade:/ divXdV =0
M M

j&d que OM = (. Como Af > 0 segue que Af = 0. Observe que, V(fg) =
fVg+gVf epara f = g, Vf? = 2fVf. Logo, Af? = div(V[f?) =
div(2fVf)=2(Vf,Vf)+2fAf. Por integragdo obtemos,

/MAﬁdvzz/M|Vf|2dv+2/MfAfdv

usando o teorema da divergéncia e que Af = 0 obtemos,

2/ IVf|?dV =0
M
como |V f|? > 0 temos Vf = 0, ou seja, f é constante. [ |

Corolario 3. Nao existe hipersuperficie minima fechada em R"™

Demonstracdo. Seja X" ! C R" uma hipersuperficie minima fechada. Pela
proposicao as fungoes coordenadas de ¥ sao harmonicas ou seja Ayxx; =
0. Segue pela proposicao que as funcgoes coordenadas sao constantes, e

sendo assim, Y se degenera em um ponto, o que nao pode acontecer. ]
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

3.2 Segunda Férmula de Variacao

Vimos na secgao anterior que se uma superficie ¥ tem o seu campo
de curvatura média identicamente nulo entao tal superficie é ponto critico
do funcional Vol(F(X,t)) com t € (—e,¢e) para qualquer variacao F' de X
com suporte compacto e bordo fixo. Nosso interesse agora ¢é saber quando
> é além de ponto critico do funcional volume, um ponto de minimo para

qualquer variacao. Para isso, calcularemos a segunda derivada do funcional
2

Volume e para o caso de Vol F'(3,t) > 0, diremos que tais superficies

2
- .. dtt: , . , . ..
sao estaveis. Obteremos alguns resultados basicos para superficies estéveis

nas seccoes seguintes.

Proposicao 13. Seja f : ¥ — M™ uma imersao isométrica e F : XF x
(—€,€) = M"™ uma varia¢iao de ¥ com suporte compacto e bordo fizo cujo

campo variacional seja normal, isto é, F' = 0. Entdo vale,

2

d k
t=0 ij=1"% z

k
i=1 V>

Demonstragdao. Como na primeira férmula de variagdo, consideremos (z;)
um sistema de coordenadas locais e seja g;;(t) = g(Fy,, F;;) e fagamos

também v, := +/det(g;;(t))+/det(g"(0)), entdo:

2 2
TV varmy) = L /th
|, | )
2 /
= — 'Utd%
|, )

38



3.2 Segunda Foérmula de Variacao

observemos que,

27\ det (9i5(t)) = det (9:4(1)))

ou seja,

det (gi;(t))

det (g;5(1)) = 9

dt tr(gy; ()g"™ (1)) (3.9)

onde (g5 (t)) denota a submatriz obtida da matriz (g;;(t)) extraindo-se a

i-ésima linha e a j-ésima coluna. Multiplicando 24/det (¢%(0)) em ambos os
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

lados de (3.9) obtém-se,

2% 0, = (gl ()9 (1)) (3.10)

e derivando novamente obtemos,
d / im
Qﬁvt = a{tr(gij(t)g (t))ve
d / m / m d
= a{tf(gij(t)gl () }ve + {tr(gi;(t)g' (6)} v

= el (09" (0) + gy ()0 (1)) + gl (09 (1)}
= gl (09" (1) + gy ()5 ()
il (0™ (1) 5 (gl ()9 (1))

= tr(gfi(t)g"™ () + gi; () (g™ (O)ve + %{tr(gz‘j(t)glm(f))}%t

(3.11)

escolhendo um sistema de coordenadas (z;) ortonormal em p € ¥, ava-
d2

liamos 27| Ve como segue: Derivando Y_7_, ¢ (¢)gem(t) = 6!, obtemos

k=1 (9%) (O gkm(8) + g™ () gk () = 0. Com isso 374, (¢™)'(0)gkm (0) +
9"(0) i (0) = 0= 3751 (9)'(0)0km = — 3241 Ghom (0)0ux. Portanto (¢™)'(0) =
—31,m(0) e usando isso em (3.11]) temos,

d? 1
| tr(g;;(0)) — tr(g;;(0)g;,(0)) + §~{tr(g;j(0)}2 (3.12)
usando a compatibilidade da métrica e o fato que Vg, F,, — VFIiFt =0
calculamos,
d
t=0

= 9(VrFy, Fy) + 9(Fe,, Vi Fyy) = g(VE, Fy Fry) + 9(Fo, Vi, 1)
= Fog(FuFy) = 9(Fe. Vi, Fo)) + Fog(Fop F) — g(Vi, Fo F)

= —g(F,Vr, F.) = 9(Vp, Fu F)

= —9(F, (Vi F:)") = 9(Ve, F)Y, )

= —g(F, A(Fy,, Fr))) — 9(A(F, Fy,), B

= —29(F, A(Fy,, Fy,)) (3.13)
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

usando que ¥ é minima temos,

tr(g;;(0)) = Zg;(())
k
= Z—Qg(Ft,A(wasz))

i=1
k
= _29 7ZAFCE17FI]
i=1

= —29(F, H)
= 0 (3.14)

substituindo (3.14)) em (3.12)) obtemos,

25| o= a0 - e, 01, 0) (3.15

e também temos:

d? d

"

J dt?|,_, dt|,_,
d
tt:O

= th(thFmexj)+th<in7thsz))
= g(ththFm?ij)+g(thwathij))
+ g(VFtin,thij)) +g<in,VFtthsz))

logo,

tr[gf;(0)] = ZQQQ(O)

k
- Z (29<ththFﬂﬁw sz) + 2g(thFfCi7 thsz»

=1

(3.16)
usando mais uma vez que Vg, F,, — Vg, F; = [F}, Fy,] = 0 obtemos,
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

k

=1

k
> 9(VEVEFE,. F) = Y g(ViVp, F, F)

i=1
k
= Zg(thsziE ~Vp, Ve F+ Vi, Vi Fy Fy)
=1
k
= > 9(VeVe, F = Ve, Ve F = Ve Bt F,)
=1

k
+ > 9(Ve, Vi, )
=1

k

=1

substituindo (3.17) em (3.16)) teremos,

tr[g;;(0)]

k k
2> g(VeVerFe Fo)+2Y g(ViFe, Vi F,)

i=1 i=1

k
20)  g(Ru(F,, F)Fy, F,) + divs (VR F))

i=1

k
2 Zg(thsz thF$z)

i=1

k
2 Zg(RM(Fx“ Ft)Ft7 sz> + 2div2(thE)

i=1

k
2 Zg((thFl’z)N + (thin)Tv (thFl’i)N + (thFJ»‘z)T)
=1

k
2 Z 9(Ru(Fyy, ) Fy, Fy,) + 2divs (Vg Fy)

i=1
k k

2 Zg((thin)Na (VFtFIi)N) +2 Zg«thin)Tv (thin)T)
=1 =1

(3.18)

usando que o sistemas de coordenadas é ortonormal e que a variacao é normal
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

obteremos,

Z g((thFfi)Tv (VFtin)T>

=1

e também temos:

k

=1

k
Z g<g<thFﬂfi7 ij)sz7g<thFwi7 Fﬂ:z)Fxl)
ijil=1
k
Z g(thFwi’ Fﬂﬁz)g<thF$i’ Fﬂﬁj)g(FéUj? le)
ij,l=1
k
Z g(VFtFZ'i’ sz)g(thFww Fﬂfj)(sjl
ijl=1
k
> 9(VEF Fo)g(VEFo, Fy)
ij=1
k
Z g(thFQh? ij)2
ij=1
k
> 9(Vi, B, F,)
ij=1
k
Z (Fxlg(Fta ij) - g(Ft7 szlFx]))z
ij=1
k
> 9(F. Vg, F))
ij=1
k
> 9(F, (Ve Fa)V)
ij=1
k
> g(F, A(F,,, Fy)))? (3.19)

t,j=1

2 (Ve E)Y (ViE)Y) = ) g((Ve F)Y (Ve F)Y)

k
= Z |(thF£Bi)N|2
=1

= (Ve )P’ (3.20)
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

substituindo (3.19) e (3.20]) em (3.18) obtemos,

k
g (0] = 2 g(Ru(Fo, B)F, Fyy) + 2dive (Ve F)

=1

k
+ 2(VER)P+2)  g(F A(F,, F,)) (3.21)

4,j=1

usando ((3.13)) obteremos,
k k
g} (0)gh (0] = Y };(0)g,(0) = Y g1,(0)?

ij=1 ij=1

k

= 3 (~29(F, A(F,,, Fy))?

ij=1

= 429(Ft7A<Fwafj))2 (322)

1,j=1

substituindo (3.22) e (3.21]) em (3.15)) obtemos,

d2
2
dt?

T tr(gi;(0)) — tr(gi;(0)gim (0))

k
= 2) g(Ru(F,, F)F, Fy,) + 2divs (VR F)

=1

k
= 2 9B A(F,, Fy)? + 2| (VR

1,5,=1

k
= =2 g(Ru(F,, F)F,,, Fy) + 2divs (VR F)

i=1
k
— 2 g(FL AR, Fy)? +2(VER)P (3.23)
ij,=1
ou seja,
d2
dt?

k
v = =Y g(Ru(Fe B)Ee, B + [(VEE)P
=1

t=0
k

_ Z 9(F, A(Fy,, Fy,))? + divs (Vi F) (3.24)

1,5,=1
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

integrando (3.24)) e usando teorema da divergéncia obtemos,

d2
i, Vol(F(S,t)) = —Z/ (Fi, A(Fy,, Fy,))dVo

i,7=1

N / VY F v,
>

k
- / g(Ry (Fyy, FY)Fy,y, Fy)dVy
i=1 v X
| ]

Sejam Y* C M™ uma superficie imersa e I'(NX) seu fibrado normal. O
operador L : T'(NX) — I'(TM|sx) dado por,
k ~
L(X) = AF(X) + ZRM(Ein)Ei + A(X)
i=1
é chamado de operador de estabilidade ou operador de Jacobi onde A(X) é

definido por,
k

AX) =) 9(A(E:, Ey), X)A(E;, Ej)

1,j=1

é chamado de operador de Simon. E o operador AY definido por,

k k
Z VE VE Z v(VEE TX)
i=1

=1
é o laplaciano sobre o fibrado normal. Os vetores FE; formam uma base

ortonormal em T,3.

Proposicao 14. Considerando a sequnda forma de variagao como enunci-

ada anteriormente cujo campo variacional € Fy temos:

2

i L VolEE ) =~ / 9(Fy, L(F))dV (3.25)
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

Demonstracao. Observemos que,

k k
I(FAER) = 9B (Ve (Ve F))Y) =Y (Vg norF)Y
i=1 =1
k k
= D 9(F (Ve, (Ve F))Y) =Y 9B (Vv myrF)Y)
i=1 =1
k k
= Y 9(F. Ve, (Ve, F)N) =) g(F, Vi(©r,, Py F1)

=1

=1
k k
= Y Fg(F, Ve, Ve, F) =Y g(Ve, )N, (Ve F)Y)
=1

=1

|
N —
]~

(Ve Fo) 9(F, F)

1

1

e

1
5 (EiEig<FtaFt) (VFI ) Q(FnFt)
i=1

1

k
— > 9(Ve, F)Y, (Ve F)Y)

—1

1
= SAsg(F, F) Zg (Ve, F)V, (Ve F)Y)

logo, por integracao e teorema da divergéencia segue que,

k
/ g(F AY(F)V = — / S 9(Vi, BN, (T, )N )dV
2 2 =1
= —/ |AY F|2dV (3.26)
>
Alem disso,
k k
=1 =1
~ k
g(Fth(Ft)) = Ft>z waF Ft)A(wasz))
e
= > g(F, A(F,, Fy)) (3.28)
i,j=1
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

Por (i3.26)), (3.27)) e (3.28]) temos,

—/Eg(Ft,L(Ft))dV = —/Zg(Ft,Ag(Ft))dV

k
b

=1

- /E 9(Fo, A(F))dv

k
— _Z/g(Ft,A(in,ij))QdVJr/ VY F2dV
P P

,j=1

k
i=1 7%

d2
= — F(X
72,V OLF ()

No caso de hipersuperficies com fibrado normal trivial o operador de
estabilidade fica mais simples, pois passa a operar sobre fungoes. De fato,
seja X"~! C M™ uma hipersuperficie com fibrado normal trivial N, dado
um campo normal X sobre "1 € M™ podemos escrever X = nN com 7
diferenciavel. Logo, usando o fato que g(N, N) =1 = g(N,VyN) = 0 para

todo campo Y em M temos,
L(nN) = (Asn + [A'n + Ricar (N, N)n)N

De fato, visto que L(nN) = ¢N para alguma ¢ € C*°(X) temos g(L(nN), N) =
¢ portanto considerando FEj, ..., E,, um referencial local ortonormal em X7~}

temos,

¢ = g(L(nN),N)

= g(AS(nN),N) + 9(2 Ry (Ei,nN)E;, N) + g(A(nN), N)

=1

47



3.2 Segunda Foérmula de Variacao

observe que,

g(AY(N),N) = g() (Ve (VenN

n—1

N = (Viwy,zyrnN)N, N)

=1

n—1

além disso,

n—1

n—1 n—1

=1 =1

n—1 n—1

Z EZE’LT] - Z (vElEz)Tn

i=1 i=1

Asn (3.29)
n—1

90> Ru(E;,nN)E;,N) =n> _ g(Ry(E;, N)E;, N) = nRicy (N, N)(3.30)

=1
e por fim,

Q(A(HN)>N)

=1

n—1

9(3 9(A(E,, E),nN)A(E;, E;), N)

ijl

n—1
nzg (Ei B;), N =n Y |A(E;, Ej)?
3,j=1 i,5=1
n|A? (3.31)

por (3.29), (3.30) e (3.31)) temos,

¢ = g(L(nN), N) = Asn + |A] + Ricy (N, N)
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

como queriamos. Sendo assim, podemos escrever,

Ln = Agn + |A*n + Ricy (N, N)y (3.32)

Seja Y2 C R? uma hipersuperficie minima compacta com fibrado normal
trivial e seja F' : 32 x (—¢, ) — R3 uma variagao de ¥ com bordo fixo. Entao
a equagao (3.25]) torna-se mais simples. De fato, observando a equagao ,
usando o fato que Ricgs (N, N) = 0 onde N é o vetor normal a 3 em um ponto
p, e que X é minima e portanto vale (2.5)) temos,

2

d
@tZOVol(F(E,t)) = - /E FLfdV

/E JAS + flAPfav
= / fAf —2K f2dV (3.33)
b

onde f € C*(X) e f(p) = 0 para todo p € 9X. Para o caso de hipersuperficie
minima completa nao compacta consideramos variacio F : ¥? X (—¢,€) —>
R? com suporte compacto, isto é, consideraremos fungoes f € C§°(X2) em
. Dessa forma a derivada fornece informacgoes sobre Y apenas no

suporte de f que por sua vez representa o campo variacional da variagao F'.

Definigao 15 (Estabilidade). Dizemos que uma subvariedade minima ¥F C

M™ € estavel se para todas as variacoes F' com bordo fixo temos:

< Vel(F(.0) = - /E 9(Fy, L(F))AV > 0

Defini¢ao 16. Uma subvariedade completa minima e sem bordo (possivel-

mente nao compacta) é estavel se todo subdominio compacto de Y. € estdvel.

Exemplo 12. Hipersuperficie minima "' € R" que é grafico de funcao

u:R" 1 — R é estdvel. De fato, segue da observacao .

Exemplo 13. Um hiperplano II¥ € R” é uma hipersuperficie estével.
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3.2 Segunda Foérmula de Variacao

Exemplo 14. Dado M = $? C R3. Temos que S' = {(z,y,0) € S*} é
subvariedade minima de S?. Considere z(f) = (cosf,sinf,0) uma parame-
trizagao de S!. Consideremos F' : S* x (—¢g,¢) — S§%, com 0 < ¢ < 1 tal que
F(z(0),t) = (/1 —1t2cosf,v/1 —2sin6,t). Temos portanto uma variacio
de S' em S%. Para cada t € (—¢,¢),

21
Vol(F(S', 1)) = / V(L= 2)sin?0 4+ (1 - £2) cos? 6 df
0

2
= V1—12 df =27nv1—t2

2

avaliando a segunda derivada do VolF(S!,¢)) em ¢ = 0 temos,

2 2

VOlF(S,1)) =

{27V1 — 12}

dt?|,_, dat?|,
_ 4 i27r\/ 1—1¢2
dt|,_, Ldt
B i —2mt
dt|,_yv/1 — t2

= 27
t=0

— _or (\/Tt?— %)

concluimos entao que S! é uma subvariedade minima de S? que nao é estavel.
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3.3 Desigualdade de Estabilidade

3.3 Desigualdade de Estabilidade

Nesta seccao obteremos uma desigualdade que surge como consequéncia
da segunda férmula de variacao. Essa sera usada para obter uma estimativa

L? para o quadrado da norma da segunda forma fundamental.

Proposigao 15 (Desigualdade de Estabilidade). Suponha que "' C M"
seja uma hipersuperficie estdvel com fibrado normal trivial entao para toda

funcao de Lipschitz n com suporte compacto vale:
/E(inf Ricy (N, N) + |A*)n?dV < /E |Vsn2dV
Demonstracao. Como ¥ é estavel vale:
—/Eg(nN,L(nN))dV = —/ZnLng(N, N))dV = —/EnLndV >0
ou seja,
0< —/EnLn = - /E (nAsn + |APn? + Ricy (N, N)n*)dV

usando que 7 tem suporte compacto segue pela primeira formula de Green

que,
/ (Ricar (N, N) + [AR)R)dV < — / nAsndV
s =
~ [ sy
>
como inf Ricys (N, N) < Ricy (N, N) obtemos,
/(mf RicM(N,N)+|A|2)n2dV§/|V2n|2dv
> >
]

Observacao 5. Supondo X! C R" e 5 nas hipdteses da desigualdade de
estabilidade.Como Ricgn (IV, N) = 0 a desigualdade de estabilidade fica como:

[arpar < [ 19sopav (3.34)
> >
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3.4 Estimativa L? para |A|?

3.4 Estimativa L’ para |A|?

Nesse capitulo obteremos uma estimativa LP para o quadrado da norma
da segunda forma fundamental em hipersuperficies estaveis no R"™. Para isso
combinaremos a desigualdade de estabilidade com a desigualdade de
Simons que ndo serda demonstrada aqui (Veja[19]).

Lema 2 (Desigualdade de Simons [19]). Seja "' C R"™ uma hipersuperficie

minima, entao

Ag|A]? > —2|A|* +2 (1 + %) Vs A|? (3.35)

ou equivalente,
Al AS]All A1 > — 2 |Vs| AP (3.36)
Demonstracgao. Veja [4] u

Para demonstrar o préoximo teorema usaremos o seguinte resultado:

2 2
Lema 3. Vx,y € R, Ve > 0 vale a desigualdade vy < % + g

2e
Demonstracdo. De fato Ve > 0 vale (z — %)? > 0 = 2% — 2zy + g—j > 0=

gxy < 2?4+ y; multiplicando por 5 ambos os lados da ultima desigualdade

segue o resultado. [ ]

Teorema 4 (Schoen-Simon-Yau [18]). Suponha que 3"~' C R" seja uma hi-
persuperficie minima estdvel e orientdvel. Para todop € [2, 24+ +/2/(n— 1))

e cada funcao de Lipschitz ¢ nao negativa com suporte compacto temos:

/|A\2p¢2p < C/ Vo  onde C=C(np)  (337)
b by

Demonstracao. Para simplificar a notagao, omitiremos a a forma de volume
dV nas integrais.
Para ¢ € [O, 2/(n — 1)) facamos n = |A|'f e pela desigualdade de

estabilidade teremos:
[1arqars? < [ vsgappp
by N
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3.4 Estimativa L? para |A|?

ou seja,

multiplicando a desigualdade de Simons ([3.36]) por |A|??f? obtemos,

/ AP <
>

/ Vsl A 4 AV
>

/ (1 + QIA[VlAlf + AT 2
>

(1+ g / PIAP| VAl

21+ q) / JIA (V] AL, Vs f)

/ AP P
>

2
AP 2 (AIAJA] + A > [AP £ — [VIA|]

por integracao e primeira identidade de Green. Segue que,

2
n—1

/ AP 2|V | Al
>

<

/ A7 / A2 A A
> >

/‘A|4+2qf2+/ fQ‘Alerqu’A‘
) % dv
[ (@strafn, s a)

)

(3.38)

/E A2 / (2| A2, g Al

/E (A2 12, Vg A))

[ 1
P

/E (FL+ 20|Vl AL VAl

/E (JA925 Vs £, V) Al)

/ A2 2 _ (1 + 29) / PIAPVl AR
> >

2 / FIA[2 (V. f, Vs |A])
>
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3.4 Estimativa L? para |A|?

combinando (3.38]) e (3.39) obtemos:

2
2 / PIAPIVIAIP < (1+q)? / FIAP| Vs Al
n—1Jx >

©2(14q) / FIA2 (Vs £, V| A])
>
A2+2qv 2_1 2 2A2qv A2
+/E|| i (+q)/2f||!z| [
~ / FIA[2 (Vs f, V) A]
>
— [+ aP = (L4 20)] [ FlAPIVsiAlP
>
R4 g) -2 / FIA[2 (Vs f, V] A
>
A2+2qv 2
T / APV £
— 2 2A2qv A 2
] / AP V) Al
+ 2q/f|A|1+2q (Vs f, Vsl|A|)
>

o [lape s
b

equivalentemente,

2
(n_l—f) [rameiap < [ japeee
> >
+ o2 / FIA[2 (Vs £, Vs  Al3.40)
>

usando o lema teremos,
FIAP20(Vsf, Vsl Al < A2V f][VelA|
= fIAI|V=| AV fA
< SPIAPITSIAIR + | Ts AR (341
multiplicando ambos os lados de por 2q e integrando obtemos,
20 [ FIANH (VS VslA) < cq [ FAPITsIAR

L[ warplap
2

54



3.4 Estimativa L? para |A|?

substituindo (3.42)) em (3.40) obtemos,

2
(2 ¢) [ rPamiar
)

IN

/lA’2+2q|V2f’2
>
+ e / FIAP V5 Al
>
+ 4 [ aprvsgp
€ Js
dai,

2
( —qQ—Eq) [1apvsiaipe < (142) [ 1apevssp (.
b €/ Js

n—1

se escolhermos ¢ > 0 de modo que 2/(n — 1) — ¢* — eq > 0 , podemos entao

multiplicar ambos os lados da equagao ([3.43|) por Wl—q?—sq para obtermos,

(1+9)
(2/(n—1) = ¢* —£q)

[1apvsiales? < [rapravssp @
% %

Observagao 6. Aqui foi essencial a exigéncia de q € [0, V2/(n — 1)) ou
equivalentemente, ¢*> < 2/(n — 1) para que fosse possivel escolher £ > 0 de

forma que —2; — ¢* — g > 0 e assim obter a estimativa (3.44)

usando que,

0 < |(1+q)A|VslAllf = AV fI?
= (L+ @ [AP| V] Al*f? — 2(1 + ) fIA] (V| A, Vs f)
+ APV S

Obtemos,

21+ ) fIAI"(V|AL Ve f) < 21+ )" |AP| V] Al

+ APV £ (3.45)

integrando (3.45)) de ambos os lados, substituindo em (3.38)) e usando ([3.44)
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3.4 Estimativa L? para |A|?

obtemos:
[l < aee? [ Plapesialp
by b

+ 2 [ APV
by

( 214 ¢)*(1+19)
2/(n—1)—¢*—¢

A[20+2 2 .
q+2)/2\ P2V P (3.46)

Fazendo p = 2 + ¢ teremos p € [2, 2+ +/2/(n— 1)) e para [ = ¢f temos
Vsf = Vg¢? = pdP~1V¢ como ¢ é positiva segue que |V f|? = |Vo?|? =
p?¢*P2|V¢|? substituindo em ((3.46)) obtemos:

2 12p 2(1+p_2)2(1+p%2) 2 2p—2 12p—2 2
[ 1apeo s(2/(n_1)_(p_2>2_€(p_2)+2)p/E|A| 2|V

2(p—1)2(1+222)

154

2/(n—1)—(p—2)*—<(p—2)

p? + 2p? temos,

fazendo c¢(n,p) =

[ 1aPe < ctnp) [ 1APr-26 2 Vs (3.47)
by b
pela desigualdade de Young temos,

|A‘2p—2gb2p_2|V2¢| = (5|A‘2p_2¢2p_2) <%‘VZ¢|2)

(8] APPP—2¢2=2)i"1 (5| yg|?)?
p/(p—1) p
P — 1 P 2 12 1 _ 2

= po*l |A|P )™ + ]35 PIVso|? (3.48)

substituindo ((3.48)) em (3.47)) obtemos,

—1 _»
/ AP < e(n,p)E Lot / APPg?
> p )

+ c(n,p)%dp/ZWz(ﬁ!Qp (3.49)

temos que,

-1 _»
<c(n,p)p 5 51?—1) — 0 quando 0 —0
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3.4 Estimativa L? para |A|?

1
(c(n,p);é‘p) — o0 quando § —0

logo, para ¢ suficientemente pequeno podemos garantir que,
c<n,p>p o [ 1Aprg < clunp) 50 [ Vs
substituindo em - ) teremos,
/ AP < 2enp) 57 [ [T

fazendo C(n,p) = QC(n,p)%(S_p segue o resultado.
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3.5 Teorema de Bernstein

3.5 Teorema de Bernstein

Demonstraremos agora o teorema de Bernstein para o caso n < 6.
Convém ressaltar mais uma vez que o resultado ainda é vélido para n = 7
e n = 8 entretanto a técnica aqui usada nao se aplica a esses casos. Uma

demonstragao para o caso geral, n < 8 pode ser encontrada em [19].

Teorema 5 (Schoen-Simon-Yau [I8]). Se u : R"™! — R € solugao inteira
da equacdo de superficie minima e n < 6. Entdo u € uma funcdo linear.

Demonstracao. Fixe 2y € R" ! e para cada r > 0, defina a funcao ¢ em R"

dada por,
p
1, se |z —xo| <7
- In (‘x_z‘)l)
¢(z) = 1-— , se r<|r—uz <2r
In2
K0, se |z —xo| >2r

dessa forma, ¢ tem suporte compacto em R" e |

(

0, se © € (B \ B,)°
Vo =
1 z—x
T By, \ B,
(In2 |z — x0]?’ se @ € Bar\
segue que,
(
0, se = € (By, \ B,)°
Vol =
1 1 1
— By, \ B,
(In2 |z —x9] ~ rIn2’ se € By \

Escolhendo p tal que 2p = 4+ /7/5 < 4+ /8/(n — 1), usando ¢ no
teorema e a estimativa (3.6) obtemos,
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3.5 Teorema de Bernstein

/ ‘A|(4+ 7/5)dv
B,.NX

IN

IN

IN

IN

<

/ ’A‘(4+\/7/5)¢(4+\/7/5)dv

ByNY

/ |A|(4+ 7/5)¢(4+\/ 7/5)dV
Bo,-NX

C(n, p) / VoV ay
Bo,NX

1
C(n,p) /BQWE (rIn 2)(44_\/%) av
1 1
1 1
(In 2)4HV/775) (4+/T75)
1 Vol(S" 1)
F4+1/7/5) 2

,rn—l

F(4+/7/5)
C(n,p)r" > Vs,

C(n,p) Vol(Bs, NY)

(2r)"!

C(n,p)

C(n,p)

Visto que n < 6, temos que n—5—+/7/5 < 0, logo, ﬁ(n,p)r”—5—~/7/5 -0

2
quando r — oo e consequentemente, |A|” = 0. [ |

Dito de outra forma, graficos minimos completos em R™ com n < 6 sao

subespacos afins.
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Capitulo 4

Estabilidade

A questao que se levanta diante do classico teorema de Bernstein é: uma
hipersuperficie minima estdvel em R? é uma plano? Nesse capitulo usaremos
um resultado devido a Fischer-Colbrie & Schoen [I1] que juntamente com a
hipdtese de tal hipersuperficie ser parabdlica, torna afirmativa a resposta a

questao acima.

Definicao 17. Dizemos que A € autovalor de Dirichlet de L em € C X se

existe um campo normal nao trivial X que se anula em OS2 tal que
LX +2X =0

Definicao 18. O Indice de Morse de uma superficie minima compacta %
¢ nimero de autovalores de Dirichlet negativos do operador L (contando a
multiplicidade) agindo sobre o espago das sec¢oes suaves do fibrado normal

que se anula sobre OS2.

Para o caso de hipersuperficies com fibrado normal trivial a defini¢ao de
estabilidade fica em termos de fungoes n € C3°(X) tal que n|0%X = 0, ou seja,

dizer que Y ¢é estavel significa que,
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4.1 Caracterizagao para Estabilidade

_ / nIndV — — / nAsn + | AP + Ricy (N, Nyn2dV
> >

= /IVznl2 — |A*n* — Ricy (N, N)np*dV
)
> 0

para toda funcdo n € C§°(X), n|0X = 0. Usamos a primeira férmula de

Green na segunda igualdade.

4.1 Caracterizacao para Estabilidade

Daremos agora uma caracterizacao de estabilidade para hipersuperficies
com fibrado normal trivial. Para isso precisaremos de alguns resultados da
teoria das Equagoes Diferenciais Parciais. Quando forem usados, indicaremos
referéncias. E um resultado conhecido de anslise que o operador L pode ser
diagonalizado por uma sequéncia crescente de valores préprios reais Ay <
Ay < A3 < --- <\, < -+ — 00 cujos subespagos de vetores préprios tem
dimensao finita. Dessa forma a defini¢ao de estabilidade é equivalente a exigir

que A\ (€2, L) > 0 para todo subdominio limitado 2 C ¥ onde,

Al(Q,L):inf{—/ZnLndV | neCr(Q)e /andvzl} (4.1)

Para uma funcao u € C*°(Q2) definimos a norma || - |12 por,

1l s :/u2+/\vu|2

o Espaco de Sobolev Wy?(Q) é o fecho de C$°(2) com respeito a norma
I lwrz

Lema 6. Se L ¢ o operador de estabilidade de uma hipersuperficie ¥ com

fibrado normal trivial e \y = A\ (€, L) entao,

Vsn|* — |A]?n? — Ricy (N, N)n?
/\1:inf{f| 2~ |f772 el 0 neW&’2(Q>} (4.2)
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4.1 Caracterizagao para Estabilidade

além disso, se u € Wy*(Q) satisfaz,

[ 1Vsn|? = |A*n* = Ricy (N, N)n?

T =3 (4.3)
entao u € suave e Lu = —\u
Demonstragao. Veja [4] pag. 44 u
Lema 7. Se u € uma funcdao suave em 2 que se anula em 02 e Lu = —\u

com A1 = A\ (2, L), entdo u ndo pode mudar de sinal.

Demonstracao. Podemos assumir que u nao ¢ identicamente nula. Visto
que u se anula em 99 o mesmo acontece com |u|. Como u € Wy?(Q)
temos |u| € Wy?(Q) e além disso |u| satisfaz (4.3). Pelo Lema @ lu| é
suave e Llu| = —Aj|u|. Visto que |u] > 0 e |u| ndo é identicamente nula a

desigualdade de Harnack implica que |u| > 0 em (. u

Esse lema diz que auto funcoes associadas ao primeiro autovalor nao tro-

cam de sinal.

Lema 8. Seja X uma hipersuperficie minima com fibrado normal trivial, L
seu operador de estabilidade e 2 C X um dominio limitado. Se existe uma
funcao positiva u em § tal que Lu = 0 entao ) é estavel.

Demonstracdo. Seja ¢ = |A|>+Ricy (N, N) dessa forma L = Ax +¢. Como

u > 0, w:=logu estd bem definida e satisfaz,
Asw = —q — |Vzwl|? (4.4)
de fato,
Vsw = Vyslogu = % = uVyw = Vyu (4.5)
usando propriedade da divergéncia e (4.5) temos,

Ayu = div(Vyu) = div(uVsw)

= (Vsu, Vsw) + udivVsw

V 2
= Vaul + uAyw
U
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4.1 Caracterizagao para Estabilidade

portanto,

Asu  |Vsul?
u u?

e como por hipétese Lu = 0 temos ¢ = —22% substituindo em 1| segue o

u

resultado. Observe que dada f € C§°(Q2) temos,

div(fQng) = <V2f2, ng> + f2 le(ng)
== 2f (ng, VzﬂU) -+ f2AZU) (47)

multiplicando f? de ambos os lados da equacgao (4.4)), utilizando (4.7) a de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Young (ab < % + g)
obtemos,

2qdV \VswPdV = — [ fPAswdV
| aav+ [ sl | s
= /Qfg (Vs f, Vsw) dV—/div(fQng)dV
Q

Q

_ /Q 2f (Vs f, Vsw) dV

IN

/ 2|V f|VswldV
Q

/2(|V2f|2 n |fI?|Vswl|?
L2 2

= [1wssav+ [ 15Pivsetar
Q Q
cancelando as partes iguais na equacao anterior obtemos,

/ Fgdv < / Vs fPdV
0 0

por fim, usando isso obtemos,

—/QfodV

IN

)dV

_/Qf(AEf+|A|2f+R2'cM(N,N)f)dV
. /Q FAsf + fadV
— —/div(fo)—|sz|2dV—/f2qu
Q Q
- /\vzf\de—/qudvzo
Q Q
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4.1 Caracterizagao para Estabilidade

como vale para qualquer f € C§°(£2) temos que € é estavel. [ ]

Proposigao 16 (Fischer-Colbrie & Schoen [11]). Se X € uma hipersuperficie
minima completa nao compacta com fibrado normal trivial, entdao as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. M(Q, L) > 0 para todo dominio limitado Q C 3
2. M(Q,L) >0 para todo dominio limitado 2 C 3
3. Exziste uma funcao positiva u definida em ¥ tal que Lu = 0

Demonstracao. (1) = (2). Dado €y um dominio limitado escolha €2; outro
dominio limitado tal que €y C 2; mas Q¢ # ;. Pela caracterizacao de \;

temos,

A (Qo, L) > M (4,L) >0 (4.8)

seja up uma auto funcao positiva associada a A;(€g, L). Defina u; sobre €
como,

ug, sex € ()
u(z) =
0, sex ¢ Q
se M(Qo, L) = Mi(Q4, L) entao pelo Lema 6] Lu; = —Ajus, e pelo Lema
u; > 0 em €. Mas isso nao pode acontecer ja que u; se anula em € \ €.

Logo, a desigualdade entre A\;(Qo, L) e A\1(€, L) é estrita.
(2) = (3). Fixe p € ¥ e para cada r > 0 defina,

BY .= B¥(p)={qe ¥ | dists(p,q) <7}

T

considere o seguinte problema,

Lu, =0 em B
(1)

u,=1  em OB
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4.1 Caracterizagao para Estabilidade

visto que A\ (B>, L) > 0, pela alternativa de Fredholm o problema Lu = 0

em B> u = 0em OB* tem apenas a solugao trivial, e nesse caso o problema,

@ Lv, = —|A]> — Ricy (N, N) em B>
v, =0 em OB*

tem uma unica solugao v, em BTE. Tomando u, = v, + 1 temos uma solucao
de (1). Afirmamos que u, > 0 em B>. De fato, supondo ser falso que
u, > 0, podemos escolher uma componente conexa €2 nao vazia do conjunto

{z € B® | u,(z) < 0}. Assim u, é uma solugdao do problema,

Lu, =0 em ()
(3): u, =0 em 0f)

u, >0 em ()

\

como por hip6tese A(€2, L) > 0, mais uma vez a alternativa de Fredholm

garante que nao existe solug¢ao nao trivial para o problema,

Lu=0 em?
(4) :
u=0 em Of)

logo, temos uma contradi¢ao entre (3) e (4). Isso significa que o conjunto
{x € B® | u,(z) < 0} = 0 e consequentemente u, > 0 em B>. E pela

desigualdade de Harnack temos u, > 0 em B>. para cada r, defina w, por,

logo, w, satisfaz, Lw, = 0 e w,.(p) = Pela desigualdade de Harnarck

1.
(Teorema 8.20 [12]) para qualquer Biy(y) C BZ(p) temos,

sup w, < C inf w, < Cg
Bi(y) BE(y)
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4.1 Caracterizagao para Estabilidade

onde C' depende apenas de R. Dado Ry para qualquer r tal que 4Ry < r
temos,

supw, < C,

Bgo
usando as estimativas de Schauder (teorema 6.2 e 6.6 [12]) obtemos,
|w7"|0123’§ = ‘wT|2,a;B§O < aRo
Ro

Escolhendo um compacto K C ¥ podemos tomar R, suficientemente
grande tal que K C B,E%O (p), dessa forma a familia de funges w, com r > 4R,
tem uma estimativa C**(By, ) uniforme nos compactos de . Pelo Teorema
de Arzela-Ascoli podemos escolher uma sequéncia w,,, tal que se r; — oo,
w,, converge uniformemente nos compactos de ¥ a uma fungao w, e como
a convergencia ¢ garantida nas derivadas de segunda ordem de w,, para as
derivadas de segunda ordem de w, temos Lw = 0, e além disso, como w,, é
nao negativa para todo r;, w é uma fun¢ao nao negativa e satisfaz w(p) = 1
sendo assim w > 0. Novamente pela desigualdade de Harnack garantimos

que w > 0 o que completa a prova.

(3) = (1). Segue do lema (8) [

Definicao 19. Uma subvariedade ¥ € parabolica se toda funcdo positiva

super-harmoénica u (isto €, Axu < 0) sobre ¥ € constante.

Corolério 4. Se X2 C R? € uma superficie orientdvel, minima estdvel, com-
pleta, coneza, parabdlica e sem bordo entdo ¥? é um plano.

Demonstracdo. Sendo Y2 estdvel vale A\ (€, L) > 0 para todo dominio limi-
tado Q0 C X2 e pela Proposicio (16 existe u : ¥ — R positiva tal que Lu = 0
ou seja,

0 = Lu = Asu + |A|*u + Ricgs (N, N)u

logo,
Ayu = _(|A|2 + Ricgs (N, N)) = —|A[2u <0

66



4.1 Caracterizagao para Estabilidade

como Y2 é parabdlica u precisa ser constante. Portanto,
0=Asu=—|A]*u

e sendo u é positiva, |A| = 0.
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Apeéndice

Teorema 9 (Teorema da Divergécia). Seja M uma variedade Riemanniana
orientavel, ) um dominio em M com bordo 0S) regular e v um campo vetorial
unitario normal exterior ao bordo 0S). Entdao para qualquer campo vetorial

X € X(M) com suporte compacto temos,
/ div XdV = / (X, 0)dA
Q o9

Demonstragao. Veja [6] pag. 152. n

Como consequéncia, temos que se X |02 = 0 entao,
/ div XdV =0
Q

Teorema 10 (I férmula de Green). Seja f,h: M — R com f,h € C§°(M).

Entao,

/ {hAf + (Vf,VE)}dV =0

Demonstracao. Veja [0] pag. 152. [ |

Proposigao 17 (Derivada do determinante). Dado A(t) = (a;(t)), t €
(—e,€) um caminho de matrizes tal que A(t) € Myxn(R) e A(0) = I,, entao,

d

21 A = aa,(0)

t=0

Demonstracgao. Veja [17] pag. 174. [ |
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