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Agradeço a Capes, pelo apoio financeiro.

Agradeço aos meus amigos, em especial Pedro Franklin e Lilian Batista, por

me acompanharem nas minhas alegrias, nos meus apertos, e por tornarem dias

comuns especiais.

Finalmente, agradeço aos meus familiares, por todo incentivo, ajuda e pre-

sença, em todos os momentos.

5





Resumo

O Teorema de O’Nan-Scott classifica os grupos de permutações primitivos finitos

dividindo-os em oito classes, de acordo com a estrutura dos seus subgrupos

normais minimais. Um importante resultado utilizado nessa classificação é que

todo grupo de permutações primitivo finito admite no máximo dois subgrupos

normais minimais.

A propriedade de sincronização surgiu no contexto da teoria de autômatos

finitos e semigrupos de transformações. Arnold [1] e Steinberg [2] definiram

os grupos de permutações sincronizadores com o objetivo de estudar a Conjec-

tura de Černý por outra perspectiva. Peter Neumann [12] estudou os grupos

sincronizadores utilizando a teoria de grafos. Ele mostrou que os grupos sincro-

nizadores possuem uma caracterização na teoria dos chamados grafos orbitais

não direcionados, além de provar que um grupo primitivo que preserva uma

“estrutura de produto” não pode ser sincronizador. Peter Cameron [5] também

muito contribuiu nessa área, e definiu os chamados grupos básicos.

Não é dif́ıcil demonstrar que todo grupo sincronizador é primitivo. Isso nos

motiva a perguntar em quais, dentre as classes do Teorema de O’Nan-Scott, é

posśıvel encontrar grupos sincronizadores. Nesse trabalho, utilizaremos o con-

ceito de decomposições cartesianas, introduzido por Kóvacs [9] e reformulado

por Baddeley, Praeger e Schneider [3], para mostrar que em quatro, dentre as

oito classes do Teorema de O’Nan-Scott, não há grupos sincronizadores. Isso

nos diz que os grupos sincronizadores podem ser encontrados somente nas qua-

tro classes restantes, mas veremos que mesmo nessas classes existem grupos não

sincronizadores.
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Abstract

The O’Nan-Scott Theorem classifies the finite primitive permutation groups by

dividing them into eight classes, according to the structure of its minimal normal

subgroups. An important result in this classification is that every finite primitive

permutation group admits at most two minimal normal subgroups.

The synchronization property emerged from finite automata and transfor-

mation semigroup theory. Synchronizing permutation groups were introduced

by Arnold [1] and Steinberg [2] to study the Černý Conjecture from another

perspective. Peter Neumann [12] studied the synchronizing groups using graph

theory. He introduced a graph theoretic characterization of non-synchronizing

groups in terms of undirected orbital graphs, and proved that a primitive group

that preserves a “power structure” can not be synchronizing. Peter Cameron [5]

also contributed in this area, and defined the so called basic groups.

It is not difficult to show that synchronizing groups are primitive. This mo-

tivates us to inquire in which of the classes in the O’Nan-Scott Theorem we can

find synchronizing groups. In this work, we use the concept of cartesian decom-

positions, introduced by Kovács [9] and reformulated by Baddeley, Praeger and

Schneider [3], to show that in four, among the eight classes of the O’Nan-Scott

Theorem, there are no synchronizing groups. This tells us that the synchroni-

zing groups can be found only in the remaining four classes, but we will see that

even in these classes there are non-synchronizing groups.
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Notação

G∆ Estabilizador de ∆ em G

G(∆) Estabilizador pontual de ∆ em G

Sym(Ω) Grupo simétrico de Ω

Alt(Ω) Grupo alternado de Ω

αg Imagem de α via g

αG Órbita de α sob a ação de G

kerµ Núcleo de µ

Imµ Imagem de µ

|X| Número de elementos no conjunto X

CG(H) Centralizador de H em G

NG(H) Normalizador de H em G

Z(G) Centro de G

|G : H| Número de classes laterais de H em G

ρH Ação multiplicação à direita sobre as classes laterais de H

λH Ação multiplicação à esquerda sobre as classes laterais de H

ρ Ação regular multiplicação à direita

λ Ação regular multiplicação à esquerda

Ωk k-ésimo produto cartesiano de Ω

Ω(k) k-uplas de pontos distintos

Ω{k} k-subconjuntos de Ω

Cp Grupo ćıclico de ordem p

Aut(G) Grupo de automorfismos do grafo G
Aut(G) Grupo de automorfismos de G

Inn(G) Grupo de automorfismos internos de G

Out(G) Grupo de automorfismos externos de G

GΛ Grafo orbital associado ao orbital Λ

ω(G) Número clique do grafo G
χ(G) Número cromático do grafo G
K oH Produto semidireto de K e H

13



Fun(Γ,∆) Conjunto de todas as funções f : Γ→ ∆

K wrΓH Produto entrelaçado de K e H

T twrϕ P Produto entrelaçado retorcido de T e P

supp(f) Suporte de f

[f, g] Comutador de f e g

soc(G) Socle de G

πi i-ésima projeção

GL(d, p) Grupo linear geral de dimensão d sobre corpo de ordem p
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Introdução

O estudo de partições tem um papel muito importante na teoria dos grupos de

permutações. Dado um grupo de permutações finito G, agindo sobre um con-

junto Ω, um primeiro estudo do grupo G visa encontrar partições G-invariantes

de Ω. Se existir uma partição G-invariante P = {P1, . . . , Pk}, então a estrutura

de G é explorada estudando-se o estabilizador GP1 e o grupo induzido por G na

partição P . Se as únicas partições G-invariantes forem as triviais (partição cujo

único elemento é o todo e a partição em que todo conjunto tem ordem 1), então

essa redução não é posśıvel, e dizemos que o grupo é primitivo.

Os grupos de permutações primitivos finitos estão descritos no Teorema de

O’Nan-Scott, [8, Caṕıtulo 4] e [11], que divide-os em oito classes, de acordo com

as estruturas dos seus subgrupos normais minimais: HA, AS, SD, HS, TW ,

PA, CD e HC. Aqui, nosso objetivo não será demonstrar esse teorema, mas

apresentaremos os exemplos t́ıpicos em cada uma dessas classes.

A teoria de grupos primitivos teve uma aplicação recente na teoria de se-

migrupos de transformações e na teoria de autômatos finitos. Um autômato

finito A é um terno (S, A, τ), em que S é um conjunto finito de estados e A é

um conjunto finito de śımbolos, chamados de letras, que compõe o alfabeto do

autômato. A terceita componente é a função de transição τ : S × A → S, que

aplica as letras do alfabeto e troca os estados do autômato. Uma palavra, em

um autômato, é uma sequência de letras concatenadas do alfabeto, e denotare-

mos por A* o conjunto de todas as palavras que podem ser formadas a partir

de A. O comprimento de uma palavra w é o número de letras utilizadas para

formá-la. Dados um estado x e uma palavra w, a imagem de x com respeito

a w é denotada por xw. Consideremos o seguinte exemplo. Suponhamos que

uma certa calculadora possua somente os botões “on” e “shift”, de forma que,

se quisermos desligar a calculadora, devemos pressionar o botão “shift” seguido

de “on”. Assumamos que o botão “shift” não tem efeito se a calculadora estiver

desligada. Se denotarmos as ações “pressionar on” por “a” e “pressionar shift-on”
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por “b”, obteremos o seguinte diagrama.

Figura 1: Calculadora

Na linguagem dos autômatos, a Figura 1 representa o autômato cujo conjunto

de estados é S = {off, on}, possui alfabeto A = {a, b}, e a função de transição

age sobre os estados conforme representado no diagrama. Assumamos, por um

instante, que não podemos ver a tela da calculadora. Como podeŕıamos garantir

que a calculadora está desligada? Claramente, a ação “pressionar on” seguida

de “pressionar shift-on” cumpre essa tarefa. Na linguagem dos autômatos, uma

palavra que ao ser aplicada a qualquer estado do autômato resultar no mesmo

estado é chamada de reset-word. Além disso, um autômato é dito sincronizador

se ele possui um reset-word. O exemplo acima consiste em um autômato sin-

cronizador, com reset-word ab. Černý, em seu artigo de 1964 [16], conjeturou

que um autômato sincronizador com n estados possui um reset-word de com-

primento menor ou igual a (n− 1)2. Esse problema pode ser considerado como

um problema da teoria de semigrupos. Conforme vimos no exemplo acima, cada

letra de A pode ser considerada uma transformação dos estados em S. Seja T o

semigrupo de transformações gerado por A. Tem-se então que A será sincroni-

zador se, e somente se, T possuir uma transformação constante. A conjetura de

Černý é equivalente à seguinte afirmação: se T for um semigrupo de transforma-

ções de um conjunto S, em que |S| = n, e T for gerado por um conjunto A, tal

que T possua uma transformação constante, então existe uma palavra w em A*

de comprimento menor ou igual a (n − 1)2 que representa uma transformação

constante.

Em 2005, João Araújo [1] (Lisboa) e Benjamin Steinberg [2] (Canadá) in-

troduziram a classe de grupos sincronizadores como uma ferramenta no estudo

da conjetura de Černý. Dado um grupo G agindo sobre um conjunto Ω, uma

partição P de Ω é chamada G-regular se existir um conjunto S ⊆ Ω tal que Sg é

uma seção de P para todo g ∈ G, isto é, Sg possui exatamente um elemento de

cada conjunto em P , para todo g ∈ G. É claro que as duas partições triviais são

G-regulares. Dizemos que um grupo G é sincronizador se suas únicas partições
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G-regulares forem as triviais. Conforme veremos adiante, todo grupo sincroni-

zador é primitivo. No artigo original de Steinberg, os autores não conseguiram

provar que existiam grupos primitivos que não são sincronizadores. No entanto,

em artigos subsequentes, [1], [12], [6], [7] e [15], vários exemplos de grupos primi-

tivos não sincronizadores foram apresentados. Portanto, é interessante estudar

quais, entre os grupos primitivos, são ou não sincronizadores.

O primeiro artigo que estudou a classe dos grupos sincronizadores dentro

da classe de grupos primitivos foi o artigo de Neumann [12]. Ele provou, entre

vários resultados, que um grupo primitivo que preserva uma estrutura de produto

não pode ser sincronizador. Na linguagem de [3], um grupo que preserva uma

decomposição cartesiana do seu conjunto subjacente é sempre não sincronizador.

Esse resultado implica que os grupos de tipo TW , PA, CD eHC, na classificação

de O’Nan-Scott, são não sincronizadores.

É conhecido que entre os grupos de tipo HA existem sincronizadores e não

sincronizadores. Um estudo dos grupos não sincronizadores de tipo HA de

baixa dimensão foi considerado em [15]. Ainda, os grupos de tipo AS dão

exemplos interessantes de grupos sincronizadores e também não sincronizadores.

Entre os grupos de tipos HS e SD também existem grupos sincronizadores e

não sincronizadores, mas estamos longe de compreender precisamente quais dos

grupos desse último tipo são não sincronizadores.

No presente trabalho, apresentaremos no Caṕıtulo 1 os resultados básicos que

envolvem os grupos de permutações, em particular os grupos transitivos, e ve-

remos alguns resultados acerca do centralizador e do normalizador de um grupo

transitivo. O Caṕıtulo 2 será dedicado aos grupos de permutações primitivos

finitos. Veremos algumas das subclasses dos grupos primitivos, definiremos os

grupos sincronizadores, e daremos uma caracterização dos grupos sincronizado-

res utilizando a teoria de grafos orbitais. Já no Caṕıtulo 3, definiremos o produto

entrelaçado, provaremos que um grupo primitivo finito possui no máximo dois

subgrupos normais minimais, e apresentaremos o Teorema de O’Nan-Scott. Fi-

nalmente, no Caṕıtulo 4, definiremos o conceito de uma decomposição cartesiana

e trataremos os grupos em O’Nan-Scott que não são sincronizadores, a saber,

TW , PA, CD e HC. Finalizaremos com alguns exemplos de grupos não sincro-

nizadores nas classes AS, HS e SD. Observamos que neste último caṕıtulo há

vários resultados conhecidos na literatura, porém é a primeira vez que a propri-

edade de sincronização é estudada nas classes TW , HC, PA e CD utilizando-se

a linguagem de decomposição cartesiana.

No decorrer desta dissertação aplicaremos funções pela direita, isto é, utili-
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zaremos a notação αf para denotar a imagem de α via a função f , por exemplo.

Ainda, salvo menção em contrário, Ω será um conjunto não vazio, finito, arbi-

trário, e os elementos de Ω serão chamados de pontos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é introduzir as noções básicas dos grupos transitivos,

dentre esses os grupos primitivos, apresentar a relação que existe entre blocos e

grupos e finalizar com alguns resultados envolvendo o centralizador e o norma-

lizador de um grupo transitivo.

1.1 Grupos de Permutações

Definição 1.1.1. Uma permutação de Ω é uma bijeção de Ω em Ω. O conjunto

de todas as permutações de Ω formam um grupo, sob composição de funções,

chamado grupo simétrico de Ω, e denotado por Sym(Ω). Um grupo de per-

mutações é um subgrupo de Sym(Ω). O subgrupo alternado de Sym(Ω), que

consiste no grupo formado pelas permutações pares, será denotado por Alt(Ω).

Ainda, quando Ω = {1, . . . , n}, denotaremos Sym(Ω) e Alt(Ω) por Sn e An,

respectivamente.

Definição 1.1.2. Seja G um grupo. Uma ação de G sobre Ω é uma função de

Ω×G em Ω, (α, g) 7→ αg, que satisfaz os seguintes axiomas:

(i) α1 = α para todo α ∈ Ω (em que 1 é a identidade de G);

(ii) (αg)h = α(gh) ∀α ∈ Ω e ∀g, h ∈ G.

Fixada tal ação, dizemos que G age sobre Ω. Definimos o grau de uma ação

como sendo a ordem de Ω.

Dados ϕ ∈ Sym(Ω) e α ∈ Ω, denotaremos também por αϕ a imagem de α

via a permutação ϕ. Definiremos a seguir o conceito de representação para um
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20 Caṕıtulo 1. Preliminares

grupo. Geralmente, a palavra representação está associada à ideia de represen-

tação linear, mas ela não aparecerá nessa dissertação com esse contexto.

Definição 1.1.3. Uma representação de G sobre Ω é um homomorfismo de

grupos µ : G→ Sym(Ω).

Na verdade, verifica-se que ações e representações são conceitos equivalentes.

De fato, dada uma ação de G sobre Ω, defina gµ := g ∈ Sym(Ω), em que αg = αg.

Assim, µ é uma representação. Por outro lado, dada uma representação µ,

obtemos uma ação de G sobre Ω definindo αg := α(gµ). Em vista disso, dizemos

que o núcleo da ação é o núcleo da representação µ correspondente; ainda,

uma ação é dita fiel se kerµ = 1.

Apresentaremos a seguir os conceitos de órbita e de estabilizador. Quando

um grupo G age sobre um conjunto Ω, um ponto é levado em outros pontos via

os elementos de G. Fixado um ponto α ∈ Ω, a órbita de α é o conjunto formado

pelas imagens de α, com respeito à ação de G. Por outro lado, o estabilizador

de α é o conjunto formado pelos elementos de G que fixam α, com respeito à

ação de G sobre Ω. É fácil ver que o estabilizador é um subgrupo de G.

Definição 1.1.4. Sejam G um grupo agindo sobre Ω e α ∈ Ω. Definimos os

seguintes conjuntos:

(i) (órbita) αG := {αg : g ∈ G}.

(ii) (estabilizador) Gα := {g ∈ G : αg = α}.

Usaremos o termo G-órbita para nos referirmos a uma órbita de G. O teo-

rema a seguir dá informações sobre as órbitas e os estabilizadores de um grupo e

relaciona esses dois conceitos, apresentando o Teorema da Órbita-Estabilizador.

Não faremos essa demonstração, mas segue abaixo onde encontrá-la. Antes, uma

definição.

Definição 1.1.5. Seja X um conjunto não vazio. Uma partição de X é um

conjunto P = {Pi : i ∈ I}, em que I é um conjunto de ı́ndices e cada Pi ⊆ X,

satisfazendo:

(i) ∅ /∈ P .

(ii) X =
⋃
i∈I Pi.

(iii) Pi ∩ Pj = ∅ para todo i 6= j.
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Ainda, se X for finito, diremos que uma dada partição de X é uniforme se

|Pi| = |Pj|, para quaisquer i, j ∈ I, ou seja, se todo elemento da partição possuir

a mesma ordem.

Claramente, {X} e {{x} : x ∈ X} são partições de X. Dizemos que essas

são as partições triviais de X. O conceito de uma partição uniforme pode ser

generalizado para conjuntos infinitos, mas nos ateremos aqui ao caso finito.

Teorema 1.1.6. (Teorema 1.4A de [8]) Suponhamos que G seja um grupo

agindo sobre Ω, g ∈ G e α, β ∈ Ω. Então:

1. Duas órbitas αG e βG são iguais (como conjuntos) ou disjuntas, e então o

conjunto de todas as órbitas é uma partição de Ω.

2. Se β = αg, então Gβ = g−1Gαg.

3. (Teorema da Órbita-Estabilizador) Para todo α ∈ Ω, vale a igualdade

|αG| = |G : Gα|. Em particular, se G for finito, temos |G| = |αG||Gα|.

A seguir, enunciaremos um resultado útil na teoria dos grupos, conhecido

como Lei Modular de Dedekind. A demonstração pode ser encontrada na refe-

rência abaixo.

Proposição 1.1.7. (Proposição 1.3.14 de [14]) Sejam H, K e L subgrupos de

um grupo e suponhamos que K ≤ L. Então (HK) ∩ L = (H ∩ L)K.

Para finalizar esta seção, apresentaremos abaixo um resultado que diz que

um subgrupo normal não trivial de um produto direto de grupos simples, não

abelianos, também é um produto direto de alguns dentre os fatores.

Proposição 1.1.8. Suponhamos que G = T1 × · · · × Tm seja um produto direto

de um número finito de grupos simples não abelianos Ti. Se 1 6= N E G, então

N é um produto direto de alguns dentre os Ti.

Demonstração. Consideremos as seguintes projeções

πi : G → Ti

t1 . . . tm 7→ ti.

Essas aplicações estão bem definidas, pois cada elemento em G pode ser escrito

de maneira única como um produto de elementos nos Ti’s. Por hipótese, sabemos

que N 6= 1. Mostraremos que se n = t1 . . . tm ∈ N satisfaz nπi = ti 6= 1, então
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Ti ≤ N . Reordenando os fatores, se necessário, podemos assumir que nπ1 6= 1.

Como T1 é não abeliano, existe g1 ∈ T1 − CT1(t1). Visto que os elementos de Ti

e Tj comutam quando i 6= j, segue da normalidade de N que

ng1 = (t1 . . . tm)g1 = t1
g1t2 . . . tm ∈ N.

Então

(ng1)−1 = (t−1
1 )g1t−1

2 . . . t−1
m ∈ N

e, portanto,

n(ng1)−1 = t1(t−1
1 )g1 ∈ N.

Mas observemos que t1(t−1
1 )g1 6= 1, pois tomamos g1 /∈ CT1(t1). Denotando

n1 = t1(t−1
1 )g1 , temos que n1 ∈ N e n1 6= 1. Definimos então

N1 := T1 ∩N ≤ N.

Claramente n1 ∈ N1 e N1 ≤ T1. Ainda, N1 E N , pois é a interseção de

subgrupos normais em G. Segue então que N1 E T1 e, como T1 é simples, temos

T1 = N1 ≤ N . Logo,

N =
∏

Nπi 6=1

Ti,

o que conclui a demonstração.

1.2 Grupos Transitivos e Subgrupos Normais

O objetivo desta seção é apresentar os grupos transitivos, dentre esses os grupos

primitivos, e explorar as propriedades dos seus subgrupos normais. Basicamente,

os grupos transitivos são aqueles que apresentam somente uma órbita. Isso quer

dizer que quaisquer dois pontos em Ω estão relacionados via um elemento de G.

Definição 1.2.1. Seja G um grupo agindo sobre Ω.

(i) Dizemos que G é transitivo em Ω se αG = Ω para todo α ∈ Ω. Equi-

valentemente, G é transitivo se para todo par de pontos α, β ∈ Ω existe

g ∈ G tal que αg = β. Um grupo que não é transitivo é dito intransitivo.

(ii) Um grupo G agindo transitivamente em Ω é dito regular se Gα = 1 para

cada α ∈ Ω, isto é, somente a identidade fixa algum ponto.
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Segue da definição acima que G será transitivo se, e somente se, αG = Ω

para algum α ∈ Ω.

O resultado a seguir explora o Teorema 1.1.6 considerando o caso em que G

é transitivo. Além de fornecer informações sobre ordem, ele garante que em um

grupo transitivo todos os estabilizadores são conjugados. A demonstração segue

diretamente do Teorema 1.1.6.

Proposição 1.2.2. (Corolário 1.4A de [8]) Suponhamos que G seja transitivo

sobre Ω. Então:

1. Os estabilizadores Gα (α ∈ Ω) são conjugados em G.

2. Para cada α vale |G : Gα| = |Ω|.

3. Se G for finito, temos que G é regular se, e somente se, |G| = |Ω|.

Apresentamos a seguir um resultado útil, que relaciona os estabilizadores

com os grupos transitivos.

Proposição 1.2.3. Sejam G um grupo agindo transitivamente em um conjunto

Ω, H um subgrupo de G e α ∈ Ω. Então H é transitivo sobre Ω se, e somente

se, G = GαH. Em particular, o único subgrupo transitivo de G que contém Gα

é o próprio G.

Demonstração. Suponhamos que H seja transitivo. Dado x ∈ G, mostraremos

que existe h ∈ H tal que xh ∈ Gα. Consideremos β := αx. Como H é transitivo,

existe a ∈ H tal que β = αa. Então

αxa
−1

= (αx)a
−1

= βa
−1

= α.

Portanto, tomando h := a−1, segue que y := xh ∈ Gα. Assim, x = yh−1 ∈ GαH.

Suponhamos agora que G = GαH. Para ver a transitividade de H, mostraremos

que αH = Ω. Seja então β ∈ Ω arbitrário. Como G é transitivo, deve existir

x = sh ∈ G, em que s ∈ Gα e h ∈ H, tal que

β = αx = αsh = αh.

Então β ∈ αH e, como β foi tomado arbitrariamente, conclúımos que β ∈ αH

para todo β ∈ Ω, isto é, αH = Ω. Portanto, H é transitivo.

Uma classe especial dentre os grupos transitivos são os chamados grupos

primitivos. Antes de definir esses grupos, precisaremos definir o conceito de
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bloco. Seja G um grupo agindo sobre Ω. Dados g ∈ G e Γ ⊆ Ω, denotaremos

por Γg o conjunto Γg := {γg : γ ∈ Γ}.

Definição 1.2.4. Seja G um grupo agindo transitivamente em Ω.

(i) Um subconjunto não vazio ∆ de Ω é dito um bloco para G se para cada

g ∈ G ou ∆g = ∆ ou ∆g ∩∆ = ∅.

(ii) Seja Σ ⊆ {Γ: Γ ⊆ Ω,Γ 6= ∅}. Dizemos que Σ é um sistema de blocos

para G se os conjuntos em Σ formarem uma partição de Ω e Σ for G-

invariante, isto é, Γg ∈ Σ ∀g ∈ G e ∀Γ ∈ Σ.

Observação 1.2.5.

(i) Todo grupo agindo transitivamente em Ω possui Ω e os conjuntos {α}
(α ∈ Ω) como blocos; estes são chamados de blocos triviais. Qualquer

outro bloco é dito não trivial.

(ii) Se Σ for um sistema de blocos, cada elemento de Σ será um bloco para G.

(iii) Se Ω for finito, temos que um sistema de blocos Σ é uma partição uniforme

de Ω. De fato, fixando qualquer elemento Γ em Σ, segue da transitividade

de G que Σ = {Γg : g ∈ G}. Em particular, isso implica que G é transitivo

sobre Σ.

Definição 1.2.6. Seja G 6= 1 um grupo que age transitivamente em Ω. Dizemos

que G é um grupo primitivo se os únicos blocos de G em Ω são os triviais; caso

contrário, dizemos que G é imprimitivo.

Observemos que se H for um subgrupo primitivo de um grupo G, então G

será primitivo, pois se G possúısse algum bloco Γ não trivial, então Γ seria um

bloco não trivial de H.

Finalmente, apresentaremos o resultado com as propriedades de um sub-

grupo normal de um grupo transitivo. A última propriedade, que trata do caso

particular em que o grupo é primitivo, será muito útil posteriormente. Obser-

vemos que se o grupo não fosse transitivo, esse resultado poderia ser aplicado à

restrição da ação de G a cada uma de suas órbitas.

Teorema 1.2.7. (Teorema 1.6A de [8]) Sejam G um grupo agindo transitiva-

mente em Ω e H E G. Então:

1. As órbitas de H formam um sistema de blocos para G.
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2. Se G age primitivamente em Ω, então ou H é transitivo ou H está no

núcleo da ação.

Demonstração.

1. Consideremos Σ = {αH : α ∈ Ω} o conjunto das órbitas de H. Devemos

mostrar que Σ é uma partição G-invariante de Ω. Sabemos pelo Teorema

1.1.6 que Σ é uma partição de Ω. Resta mostrar então que Σ éG-invariante.

Para quaisquer αH ∈ Σ e g ∈ G, segue da normalidade de H que Hg = gH.

Então

(αH)g = αHg = αgH = (αg)H ∈ Σ.

Portanto, Σ é G-invariante e então Σ é um sistema de blocos para G.

2. Como G é primitivo, os blocos de G são triviais. Como as H-órbitas são

blocos de G, segue que, para cada α ∈ Ω, αH = {α} ou αH = Ω. Visto

que os blocos em um sistema de blocos possuem o mesmo tamanho, temos

que ou αH = {α} para todo α ou αH = Ω para todo α. No primeiro caso

H estará contido no núcleo, e no segundo caso H será transitivo.

Conclúımos, da segunda afirmação, que todos os subgrupos normais não

triviais de um grupo de permutações primitivo são transitivos.

1.3 Blocos e Subgrupos

O objetivo desta seção é explorar a relação entre blocos e subgrupos. Para isso,

precisaremos do conceito de estabilizador para um subconjunto arbitrário de Ω.

Definição 1.3.1. Sejam G um grupo agindo sobre Ω e ∆ ⊆ Ω. Definimos os

seguintes conjuntos:

(i) (Estabilizador de ∆) G∆ := {g ∈ G : ∆g = ∆}.

(ii) (Estabilizador pontual de ∆) G(∆) := {g ∈ G : δg = δ ∀δ ∈ ∆}.

É fácil ver que G∆ e G(∆) são subgrupos de G. O teorema a seguir apresenta

a relação entre os blocos e os subgrupos de um grupo transitivo. Precisaremos

do seguinte lema.
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Lema 1.3.2. Se G age transitivamente em Ω, e ∆ ⊆ Ω é um bloco para G,

então G∆ age transitivamente sobre ∆.

Demonstração. Dado α ∈ ∆, basta mostrar que αG∆ = ∆. A inclusão αG∆ ⊆ ∆

é direta. Para vermos a outra inclusão, seja β ∈ ∆. Como G é transitivo,

existe x ∈ G tal que β = αx ∈ ∆ ∩ ∆x. Visto que ∆ é um bloco, devemos ter

∆x = ∆, ou seja, x ∈ G∆. Então β ∈ αG∆ . Como β ∈ Ω foi arbitrário, temos

que αG∆ = ∆ e, portanto, G∆ age transitivamente sobre ∆.

Teorema 1.3.3. (Teorema 1.5A de [8]) Sejam G um grupo agindo transitiva-

mente em Ω e α ∈ Ω. Consideremos B o conjunto de todos os blocos ∆ de G

com α ∈ ∆, e seja S o conjunto de todos os subgrupos H de G tais que Gα ≤ H.

Então existe uma bijeção Ψ de B em S dada por (∆)Ψ := G∆, cuja função

inversa Φ é dada por (H)Φ := αH . Além disso, a função Ψ preserva ordem, isto

é, se ∆,Γ ∈ B, então

∆ ⊆ Γ se, e somente se, (∆)Ψ ≤ (Γ)Ψ.

Demonstração. Inicialmente, mostraremos que Ψ está bem definida. Tomando

∆ ∈ B, devemos mostrar que Gα ≤ G∆. Se x ∈ Gα, então α ∈ ∆∩∆x. Visto que

∆ é um bloco, temos que ∆ = ∆x. Logo, x ∈ G∆. Então Ψ está bem definida.

Mostraremos agora que Φ está bem definida. Dado H ≤ G satisfazendo Gα ≤ H,

mostraremos que ∆ := αH é um bloco. Tomando x ∈ G, se x ∈ H, claramente

∆x = ∆. Afirmamos que se x /∈ H, então ∆x ∩∆ = ∅. De fato, se tivéssemos

β ∈ ∆x ∩∆ 6= ∅, existiriam a, b ∈ H tais que αax = β = αb. Então axb−1 ∈ Gα

e dáı x ∈ a−1Gαb ⊆ H, um absurdo. Logo, para cada x ∈ G, verifica-se que

∆x = ∆ ou ∆x ∩ ∆ = ∅ e, portanto, temos que ∆ é um bloco. Então Φ está

bem definida.

Mostraremos agora que Ψ e Φ são inversas. Vejamos primeiro que Ψ◦Φ = id.

Dado ∆ ∈ B, temos que

(∆)Ψ ◦ Φ = (G∆)Φ = αG∆ .

Então basta mostrar que αG∆ = ∆, mas isso segue do lema anterior. Mostra-

remos agora que Φ ◦ Ψ = id. Seja então H ∈ S. Denotando ∆ := αH , temos

que

(H)Φ ◦Ψ = (∆)Ψ = G∆.

Então basta mostrar que G∆ = H. Porém, isso segue do parágrafo anterior, pois
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vimos que ∆x = ∆ se, e somente se, x ∈ H.

Resta mostrar que Ψ preserva ordem. Sejam ∆,Γ ∈ B. Por um lado, se

G∆ ⊆ GΓ, então ∆ = αG∆ ⊆ αGΓ = Γ. Por outro lado, se ∆ ⊆ Γ, dado x ∈ G∆,

temos que Γx ∩ Γ 6= ∅. Como Γ é um bloco, segue que Γx = Γ. Logo, x ∈ GΓ.

Portanto, G∆ ⊆ GΓ, o que conclui a demonstração.

Com esse teorema em mãos, obteremos um importante resultado, que carac-

teriza os grupos primitivos utilizando os estabilizadores. Antes, uma definição.

Definição 1.3.4. Um subgrupo próprio H de um grupo G é dito maximal se

não existir um subgrupo K tal que H < K < G. Analogamente, um subgrupo

próprio H de um grupo G é dito normal maximal se H E G e se não existir

um subgrupo K E G tal que H < K < G.

Observação 1.3.5. Não é dif́ıcil ver que H é um subgrupo normal maximal de

G se, e somente se, G/H é simples.

Corolário 1.3.6. Seja G um grupo transitivo sobre um conjunto Ω com pelo

menos dois pontos. Então G é primitivo se, e somente se, cada estabilizador Gα

é um subgrupo maximal de G.

Demonstração. Em uma direção, suponhamos que G seja primitivo e, fixado

α ∈ Ω, que exista H tal que Gα < H ≤ G. Aplicando o teorema anterior, segue

que {α} ⊂ αH ⊆ Ω. Como αH é bloco para G, segue da primitividade que

αH = Ω. Aplicando novamente o teorema anterior, obtemos que H = G. Na

outra direção, suponhamos que G não é primitivo e seja ∆ um bloco não trivial

de G. Fixado α ∈ ∆, temos que {α} ⊂ ∆ ⊂ Ω. Aplicando o teorema anterior,

obtemos Gα < G∆ < G. Então Gα não é um subgrupo maximal de G.

Observação 1.3.7. Visto que a Proposição 1.2.2 garante que os estabilizadores

de um grupo transitivo são todos conjugados, um estabilizador será maximal

somente quando todos os estabilizadores são maximais. Em particular, um grupo

de permutações regular será primitivo se, e somente se, ele possuir grau primo.

1.4 O Centralizador e o Normalizador de um

Grupo Transitivo em Sym(Ω)

Nessa seção apresentaremos os principais resultados envolvendo o centralizador

e o normalizador de um grupo transitivo em Sym(Ω). Esse estudo nos auxiliará
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em uma análise posterior dos grupos primitivos. No terceiro caṕıtulo veremos

que se um grupo primitivo possuir dois “subgrupos normais minimais“, então

eles centralizarão um ao outro. Começaremos definindo duas importantes ações.

Definição 1.4.1. Seja G um grupo não trivial e fixemos um subgrupo H. To-

mando K := NG(H), consideremos então as seguintes ações sobre o conjunto

das classes laterais à direita de H em G, denotado por ΓH :

(i) (Multiplicação à direita)

ρH : G→ Sym(ΓH) definida por (Ha)(gρH) := Hag.

(ii) (Multiplicação à esquerda)

λH : K → Sym(ΓH) definida por (Ha)(kλH) := k−1Ha = Hk−1a.

Observemos que se H = 1, temos K = G e podemos identificar Γ1 com

G. Assim, não é dif́ıcil ver que ρ1, λ1 : G → Sym(G) são regulares, isto é,

que Gρ1, Gλ1 ≤ Sym(G) são regulares ou, equivalentemente, G é regular com

respeito às ações xg := x(gρ1) e xg := x(gλ1). Denotaremos essas duas ações sim-

plesmente por ρ e λ. Abaixo, definiremos o conceito de um grupo semirregular.

Definição 1.4.2. Dizemos que um grupo G age semirregularmente (ou que

G é semirregular) em um conjuto Ω se G age sobre Ω de tal forma que a

identidade é o único elemento que fixa algum ponto, isto é, Gα = 1 para todo

α ∈ Ω.

Assim, um grupo será regular se, e somente se, for semiregular e transitivo.

Apresentaremos a seguir um lema técnico, cuja demonstração pode ser encon-

trada na referência abaixo.

Proposição 1.4.3. (Lema 4.2A de [8]) Seja G um grupo com um subgrupo H

e consideremos K := NG(H). Sejam ρH e λH as ações à direita e à esquerda de

G e K, respectivamente, em ΓH como definido acima. Então:

1. kerλH = H e KλH é semiregular.

2. O centralizador C de GρH em Sym(ΓH) é igual a KλH .

3. H ∈ ΓH possui a mesma órbita sobre KλH e sobre KρH .

4. Se KλH for transitivo, então K = G e GλH e GρH são conjugados em

Sym(ΓH) via uma permutação de ordem 2, a saber, (Hg)σ := Hg−1.
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Corolário 1.4.4. Seja G um grupo. Então as ações ρ, λ : G → Sym(G) satis-

fazem:

1. Gρ = CSym(G)(Gλ) e Gλ = CSym(G)(Gρ).

2. Gρ e Gλ são conjugados em Sym(G) via uma permutação σ de ordem 2,

a saber, gσ = g−1.

3. Gρ∩Gλ = (Z(G))ρ. Em particular, se G for simples não abeliano, temos

que Gρ ∩Gλ = 1 e, portanto, o produto direto H := Gρ×Gλ ≤ Sym(G)

está bem definido.

Demonstração.

1. De acordo com a proposição anterior, item 2, temos que Gλ = CSym(G)(Gρ)

e Gρ ≤ CSym(G)(Gλ). Mas observemos que dado z ∈ CSym(G)(Gλ), se

definirmos x := 1z, obtemos que, para todo g ∈ G,

gz = 1(g−1λ)z = 1z((g
−1λ) = gx.

Portanto, z = xρ ∈ Gρ e então Gρ = CSym(G)(Gλ).

2. Isso segue imediatamente do item 4 da proposição anterior.

3. Provaremos inicialmente que Gρ∩Gλ ≤ (Z(G))ρ. Dados a, b ∈ G tais que

aρ = bλ, para todo g ∈ G temos ga = g(aρ) = g(bλ) = b−1g. Em particular,

se tomarmos g = 1, obteremos a = b−1. Então ag = ga para todo g ∈ G, e

dáı a ∈ Z(G). Logo, aρ ∈ (Z(G))ρ, e assim Gρ∩Gλ ≤ (Z(G))ρ. Veremos

agora que (Z(G))ρ ≤ Gρ ∩Gλ. Dado z ∈ Z(G), para todo g ∈ G temos

g(zρ) = gz = zg = g(z−1λ).

Portanto, zρ = z−1λ ∈ Gρ ∩Gλ e então Gρ ∩Gλ = (Z(G))ρ.

Definição 1.4.5. Dizemos que dois grupos de permutações, a saberG ≤ Sym(Ω)

e H ≤ Sym(Ω′), são permutacionalmente isomorfos se existirem uma bijeção

ϕ : Ω→ Ω′ e um isomorfismo de grupos Ψ : G→ H tais que

(αg)ϕ = (αϕ)(gΨ)
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para todo α ∈ Ω e g ∈ G. Essencialmente, significa que os grupos são “os

mesmos” exceto pela renomeação dos pontos.

Assim, de acordo com a proposição anterior (item 4), vemos que Gλ e Gρ

serão permutacionalmente isomorfos, via a bijeção ϕ : Γ1 → Γ1, xϕ := x−1, e o

isomorfismo Ψ: Gλ→ Gρ, (xλ)Ψ := ϕ−1(xλ)ϕ = xρ.

O teorema a seguir fornecerá algumas propriedades do centralizador de um

grupo de permutações transitivo. Nesse caso, temos que o centralizador será

sempre semiregular e se G for regular, C será transitivo. A demonstração do

teorema pode ser encontrada em [8, Teorema 4.2A].

Teorema 1.4.6. Sejam G um subgrupo transitivo de Sym(Ω), α ∈ Ω e C o

centralizador de G em Sym(Ω). Então:

1. C é semiregular e isomorfo a NG(Gα)/Gα.

2. C é transitivo se, e somente se, G for regular.

3. Se C for transitivo, então C é conjugado a G em Sym(Ω) e, portanto, C

é regular.

4. C = 1 se, e somente se, Gα é autonormalizante, isto é, NG(Gα) = Gα.

Proposição 1.4.7. Sejam G um subgrupo transitivo de Sym(Ω) e C um sub-

grupo do centralizador CSym(Ω)(G). Então as C-órbitas formam um sistema de

blocos para G.

Demonstração. Visto que C centraliza G, temos que CG é um grupo e C E CG.

Além disso, como G é transitivo, temos que CG é transitivo. Aplicando então

o Teorema 1.2.7 (item 1), obtemos que as órbitas de C formam um sistema de

blocos para CG. Como os blocos de CG são blocos para G, as órbitas de C

formam um sistema de blocos para G.

Passemos agora ao estudo do normalizador de um grupo transitivo. Seja G

um subgrupo transitivo de Sym(Ω). Então o normalizador N de G em Sym(Ω)

age naturalmente no conjunto G por conjugação, isto é, Ψ: N → Aut(G), em

que (n)Ψ: g 7→ n−1gn, é um homomorfismo. Visto que ker Ψ é o centralizador de

G em Sym(Ω), o teorema anterior mostra que Ψ é injetiva exatamente quando

NG(Gα) = Gα, para cada α ∈ Ω. Apresentamos a seguir um resultado que

caracteriza os automorfismos de G que pertencem a Im Ψ.
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Teorema 1.4.8. (Teorema 4.2B de [8]) Sejam G um subgrupo transitivo de

Sym(Ω) e α ∈ Ω. Se Ψ é o homomorfismo definido acima e σ ∈ Aut(G), então

σ ∈ Im Ψ se, e somente se, (Gα)σ é um estabilizador de G.

A importância do normalizador de um grupo transitivo é que geralmente

estaremos interessados em grupos primitivos G ≤ Sym(Ω) que satisfazem a

propriedade H ≤ G ≤ N , em que H é um subgrupo normal transitivo de G e

N é o normalizador de H em Sym(Ω). Nesse contexto, temos que N será um

exemplo de grupo primitivo.





Caṕıtulo 2

Grupos Primitivos

Apresentaremos nesse caṕıtulo algumas subclasses na classe dos grupos primiti-

vos, tais como os grupos separadores e os grupos sincronizadores. Acrescentamos

abaixo uma ilustração dessas classes (Figura 2.1), com o intuito de auxiliar o

leitor na compreensão, e facilitar a consulta no decorrer da leitura, das inclusões

entre essas classes.

A última seção será dedicada à teoria dos grafos e sua relação com os grupos

primitivos, em especial com os grupos sincronizadores.

Figura 2.1: Classes de Grupos Primitivos

33
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2.1 Transitividade Múltipla

Seja G um grupo agindo sobre Ω, e consideremos Ωk (k ≥ 1) o produto carte-

siano de k cópias de Ω. Então G age sobre Ωk de uma forma natural, a saber

(α1, . . . , αk)
g := (αg1, . . . , α

g
k), para todo g ∈ G. Consideremos então o seguinte

subconjunto de Ωk,

Ω(k) := {(α1, . . . , αk) : αi 6= αj ∀i 6= j},

que consiste das k-uplas de pontos distintos. Claramente esse conjunto é G-

invariante para toda escolha de k e, se |Ω| = n, então |Ω(k)| = n!/(n− k)!.

Ainda, G também age naturalmente no conjunto {Γ: Γ ⊆ Ω} das partes de Ω

via Γg = {γg : γ ∈ Γ}. Novamente, fixado k, é fácil ver que o conjunto

Ω{k} := {{α1, . . . , αk} : αi 6= αj ∀i 6= j},

de todos os k-subconjuntos de Ω, é G-invariante e que |Ω{k}| =
(
n

k

)
, para qual-

quer 1 ≤ k ≤ n.

Definição 2.1.1. Seja G um grupo de permutações agindo sobre Ω. Fixado

1 ≤ k ≤ |Ω|, diremos que G é k-transitivo se G for transitivo sobre Ω(k). Analo-

gamente, diremos que G é k-homogêneo se G for transitivo sobre Ω{k}.

Segue desta definição que todo grupo k-transitivo é k-homogêneo. Entre-

tanto, conforme veremos no exemplo a seguir, essas classes não são iguais.

Exemplo 2.1.2. Consideremos neste exemplo o grupo ćıclico de ordem 3, a

saber C3 = 〈(123)〉 = {1, (123), (132)}, agindo sobre o conjunto Ω = {1, 2, 3}.
Claramente esse grupo é transitivo sobre Ω{2} = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} e, por-

tanto, C3 é um grupo 2-homogêneo. Por outro lado, se considerarmos os ele-

mentos (1, 2), (2, 1) ∈ Ω(2), temos que não existe g ∈ C3 tal que (1, 2)g = (2, 1).

Portanto, C3 não é 2-transitivo.

Assim, o grupo ćıclico C3 é um exemplo de grupo 2-homogêneo que não é

2-transitivo.

Exemplo 2.1.3. Consideremos o grupo simétrico Sym(Ω) com sua ação natural

sobre Ω = {1, . . . , n}, n > 2. É fácil ver Sym(Ω) é k-transitivo para todo k ≤ n.

Ainda, se considerarmos o grupo alternado Alt(Ω), afirmamos que esse grupo
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será k-transitivo para todo k ≤ n − 2. De fato, visto que um grupo é (k − 1)-

transitivo sempre que k for transitivo, basta mostrar que Alt(Ω) é (n − 2)-

transitivo. Dados (α1, . . . , αn−2) e (β1, . . . , βn−2) em Ω(2), consideremos em Ω

dois pares de elementos δ1 6= δ2 e γ1 6= γ2, em que, para todo i = 1, . . . , n − 2,

δ1, δ2 6= αi e γ1, γ2 6= βi. Definimos então a seguinte permutação:

σ :=

(
α1 . . . αn−2 δ1 δ2

β1 . . . βn−2 γ1 γ2

)
.

Se, por um lado, σ for uma permutação par, então σ ∈ Alt(Ω) e αi
σ = βi, para

todo i = 1, . . . , n − 2. Por outro lado, se σ for uma permutação ı́mpar, então

σ̄ := (δ1 δ2)σ será uma permutação par. Assim, σ̄ ∈ Alt(Ω) e αi
σ̄ = βi para

todo i = 1, . . . , n − 2. Portanto, em quaisquer dos casos, vemos que é posśıvel

encontrar um elemento em Alt(Ω) que associa (α1, . . . , αn−2) com (β1, . . . , βn−2).

Logo, Alt(Ω) é (n− 2)-transitivo.

2.2 Grupos Separadores

Definição 2.2.1. Seja G um grupo de permutações transitivo agindo sobre um

conjunto Ω, em que |Ω| = n. Dizemos que G é separador se, para quaisquer

subconjuntos A,B ⊆ Ω, com |A|, |B| > 1 e |A||B| = n, existe um elemento

g ∈ G tal que Ag ∩ B = ∅ (g separa A e B). Caso contrário, isto é, se

existirem subconjuntos A,B ⊆ Ω satisfazendo |A|, |B| > 1 e |A||B| = n, tais

que Ag ∩B 6= ∅ para todo g ∈ G, diremos que G é não separador.

O teorema a seguir, bem como suas consequências, serão de grande aux́ılio

na caracterização dos grupos separadores e dos grupos sincronizadores.

Teorema 2.2.2. (Caṕıtulo 3, Teorema 10 de [7]) Sejam G um grupo de permu-

tações transitivo sobre Ω e A,B ⊆ Ω. Então

1

|G|
∑
g∈G

|Ag ∩B| = |A||B|
|Ω|

.

Demonstração. A ideia da demonstração é calcularmos a ordem do conjunto

Y := {(α, β, g) : α ∈ A, β ∈ B, g ∈ G e β = αg}

de duas maneiras distintas.
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Por um lado, se (α, β, g) ∈ Y , existem |A| possibilidades para α e |B| possi-

bilidades para β. Agora, fixados α e β, veremos quantas possibilidades existem

para g. Como G é transitivo sobre Ω, existe x ∈ G tal que β = αx. Observe-

mos que {g ∈ G : αg = β} = Gαx. Da transitividade de G, temos ainda que

a ordem do estabilizador de qualquer ponto é |G|/|Ω|. Portanto, o número de

possibilidades para g é |Gαx| = |G|/|Ω|. Logo, a ordem de Y é |A||B||G|/|Ω|.
Por outro lado, fixado g ∈ G, o número de ternos (α, β, g) ∈ Y é a ordem do

conjunto

{αg ∈ B : α ∈ A} = Ag ∩B.

Portanto, somando-se as parcelas para todo g ∈ G, obtemos que a ordem de Y

é
∑

g∈G |Ag ∩B|.
Igualando-se as duas contagens, segue então que

1

|G|
∑
g∈G

|Ag ∩B| = |A||B|
|Ω|

.

Corolário 2.2.3. Seja G um grupo de permutações transitivo sobre Ω e consi-

deremos A,B ⊆ Ω tais que |A||B| = k|Ω|, para algum inteiro positivo k. Então

são equivalentes:

1. Para todo g ∈ G, |Ag ∩B| = k.

2. Para todo g ∈ G, |Ag ∩B| ≥ k.

3. Para todo g ∈ G, |Ag ∩B| ≤ k.

Demonstração. Visto que |A||B| = k|Ω|, segue do teorema do anterior que

1

|G|
∑
g∈G

|Ag ∩B| = k.

Vejamos então as equivalências. Claramente (1) implica (2) e (3). Se assumirmos

que (2) é válida, teremos |Ag ∩ B| ≥ k para todo g ∈ G. Mas a média dessas

quantidades também é k, conforme mostra a equação acima. Portanto, devemos

ter |Ag ∩ B| = k para todo g ∈ G, e dáı segue que (1) é válida. Similarmente,

(3) implica (1). Logo, obtemos as equivalências.

Proposição 2.2.4. Se G ≤ Sym(Ω) for 2-homogêneo, então G será separador.
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Demonstração. Suponha que G seja 2-homogêneo. Dados A,B ⊆ Ω, tais que

|A|, |B| > 1 e |A||B| = |Ω|, suponhamos, por absurdo, que Ag∩B 6= ∅ para todo

g ∈ G. Portanto, |Ag ∩B| ≥ 1 para todo g ∈ G, e segue do Corolário 2.2.3 (com

k = 1) que |Ag ∩B| = 1 para todo g ∈ G. Seja então γ ∈ A∩B, e consideremos

α ∈ A e β ∈ B, tais que α, β 6= γ (Figura 2.2). Como G é 2-homogêneo, existe

x ∈ G tal que {α, γ}x = {β, γ}. Logo, β, γ ∈ Ax ∩ B, um absurdo, pois β e

γ são distintos e |Ax ∩ B| = 1. Portanto, se G for 2-homogêneo, então G será

separador.

Figura 2.2: A ∩B

Entretanto, conforme veremos no exemplo a seguir, essas classes não são

iguais.

Exemplo 2.2.5. Consideremos neste exemplo o grupo ćıclico de ordem 5, a

saber C5 = 〈(12345)〉 = {1, (12345), (13524), (14253), (15432)}, agindo sobre o

conjunto Ω = {1, 2, 3, 4, 5}. É fácil ver que essa ação é transitiva, pois a órbita

de 1 ∈ Ω é igual a Ω. Como não existem subconjuntos A,B ⊆ Ω tais que

|A|, |B| > 1 e |A||B| = 5, segue por vacuidade que C5 é separador. Por outro

lado, se considerarmos os elementos {1, 2}, {1, 3} ∈ Ω{2}, não existe g ∈ C5 tal

que {1, 2}g = {1, 3}. Portanto, C5 não é 2-homogêneo.

Assim, o grupo ćıclico C5 é um exemplo de grupo separador que não é 2-

homogêneo. Na verdade, existe ainda uma classe de grupos de permutações

entre os grupos 2-homogêneos e separadores, conhecidos como “spreading”. No

presente trabalho não abordaremos esses grupos, mas sugerimos como referência

[7, Caṕıtulos 3 e 6].

O resultado a seguir é conhecido como o Lema da Separação de Neumann.

Teorema 2.2.6. (Teorema 2 de [4]) Seja G um grupo de permutações agindo

transitivamente sobre um conjunto finito Ω. Se A e B são subconjuntos de Ω

tais que |A||B| < |Ω|, então existe g ∈ G tal que Ag ∩B = ∅.
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Demonstração. Conforme vimos no Teorema 2.2.2, o número de ternos (α, β, g)

satisfazendo α ∈ A, β ∈ B e αg = β é

∑
g∈G

|Ag ∩B| = |A||B|
|Ω|

|G| < |G|,

em que a desigualdade segue da hipótese |A||B| < |Ω|. Então deve existir um

elemento ḡ ∈ G que não pertence a nenhum desses ternos. Portanto, obtemos

que Aḡ ∩B = ∅.

Foi esse resultado que motivou a definição dos grupos separadores. No mesmo

artigo em que esse teorema foi apresentado, há também resultados envolvendo

o caso em que Ω é infinito.

2.3 Grupos Sincronizadores

Nessa seção definiremos os grupos sincronizadores e apresentaremos suas pro-

priedades principais. Para isso, dado um grupo G, precisaremos definir antes o

conceito de uma partição G-regular.

Definição 2.3.1. Consideremos G ≤ Sym(Ω) e seja P uma partição de Ω. Uma

seção de P é um subconjunto S de Ω que contém exatamente um elemento de

cada conjunto em P . Se existir uma seção S de P que satisfaça a condição

Sg é uma seção de P para todo g ∈ G,

então P será chamada de partição G-regular.

Observemos que as partições triviais, {Ω} e {{α} : α ∈ Ω}, são claramente

G-regulares, para qualquer grupo de permutações G agindo sobre Ω. A seguir,

definiremos os grupos sincronizadores.

Definição 2.3.2. Dizemos que G ≤ Sym(Ω) é um grupo sincronizador se

G 6= 1 e se as únicas partições G-regulares de Ω forem as triviais. Caso con-

trário, se existir alguma partição G-regular não trivial, diremos que G é não

sincronizador.

Segue desta definição que, se H ≤ G e H for sincronizador, então G será sin-

cronizador, visto que qualquer partição G-regular será uma partição H-regular.
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Vimos na Observação 1.2.5 (item (iii)), que se G for um grupo transitivo,

então um sistema de blocos para G será uma partição uniforme. O resultado

abaixo nos diz que o mesmo acontece com as partições G-regulares.

Proposição 2.3.3. (Teorema 2.1 e Corolário 2.3 de [12]) Seja G um grupo de

permutações transitivo sobre Ω.

1. Se P for uma partição G-regular, então P será uniforme.

2. Se G tiver grau primo, então G será sincronizador.

Demonstração.

1. Seja P uma partição G-regular com seção S, que garante a regularidade.

Se P for qualquer conjunto em P , teremos que |P g ∩ S| = 1 para todo

g ∈ G. Então, aplicando-se o Teorema 2.2.2, segue que |P ||S| = |Ω|, isto

é, |P | = |Ω|/|S|. Visto que P foi tomado arbitrariamente em P , obtemos

que P é uma partição uniforme. Então toda partição G-regular é uniforme.

2. Suponha que G possua grau primo e seja P uma partição G-regular. Pela

afirmação (1), obtemos que P é uniforme e, portanto, |P| divide |Ω|. Mas

visto que |Ω| é primo, segue que P deve ser uma partição trivial de Ω.

Portanto, as únicas partições G-regulares de um grupo de grau primo são

as triviais. Logo, G é sincronizador. Então todo grupo com grau primo é

sincronizador.

Proposição 2.3.4. Seja G um grupo de permutações de Ω. Então:

1. Se G for sincronizador, então G será transitivo e primitivo.

2. Se G for separador, então G será sincronizador.

Demonstração.

1. Suponhamos que G seja sincronizador. Primeiramente, observemos que

se P for uma partição G-invariante de Ω, então P será uma partição G-

regular, para qualquer seção S. Portanto, se G fosse intransitivo, então o

conjunto das órbitas de G seria uma partição G-invariante não trivial para

Ω, e portanto G-regular, contrariando a hipótese de G ser sincronizador.

Logo, se G for sincronizador, então G será transitivo. Analogamente, se G

fosse transitivo mas imprimitivo, então existiria uma partição G-invariante

não trivial de Ω, logo G-regular, contrariando a hipótese de G ser sincro-

nizador. Portanto, se G for sincronizador, então G será primitivo.
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2. Suponhamos que G seja separador e consideremos P uma partição G-

regular de Ω. Ainda, seja S a seção de P que garante a G-regularidade.

Sabemos pela Proposição 2.3.3 (item 1) que P é uniforme. Assim, se

considerarmos P ∈ P , temos que |S||P | = |Ω|. Se P fosse não trivial, então

|S|, |P | > 1 e, como G é separador, existe g ∈ G tal que Sg ∩ P = ∅, um

absurdo, pois sabemos que Sg é uma seção e, portanto, Sg ∩P = 1. Então

as únicas seções G-regulares de Ω são as triviais e, então, G é sincronizador.

Já vimos no exemplo 2.2.5 que o grupo ćıclico C5, em sua ação natural sobre

Ω = {1, 2, 3, 4, 5}, é separador. Portanto, pela proposição anterior, obtemos que

C5 também é sincronizador. Ainda, segue das proposições 2.2.4 e 2.3.4, que nos

exemplos 2.1.2 e 2.1.3 também temos grupos sincronizadores. Entretanto, não

é uma tarefa fácil encontrar grupos sincronizadores que não são separadores.

Porém, conforme veremos no exemplo a seguir, essas duas classes não são iguais.

Exemplo 2.3.5. O grupo clássico ortogonal PΩ(5, 3) agindo naturalmente no

espaço polar {〈v〉 : v é isotrópico} (que possui 40 pontos), é um exemplo de

grupo sincronizador e não separador. Esse exemplo pode ser encontrado, com

mais detalhes, em [7, Caṕıtulo 6, Exemplo 10].

A próxima classe a ser estudada é a classe dos grupos básicos. Apresentare-

mos esses grupos no Caṕıtulo 4.

2.4 Grafos Orbitais

Essa seção será dedicada aos grafos não direcionados que, por simplicidade, cha-

maremos somente de grafos. Ainda, trabalharemos somente com grafos finitos,

o que significa, no contexto da definição abaixo, que V é finito. Veremos, ao

final desta seção, que os grupos sincronizadores possuem uma caracterização via

grafos. Passemos às definições formais.

Definição 2.4.1.

(i) Um grafo G é um par de conjuntos V (conjunto de vértices) e E (conjunto

de elos), tais que E ⊆ V {2} = {{α, β} : α, β ∈ V e α 6= β}, e será denotado

por G = (V,E). Se todo par de vértices distintos em V for um elo, diremos

que G é um grafo completo. Se dois vértices possúırem um elo, diremos

que eles são vértices adjacentes.
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(ii) Se α, β ∈ V , dizemos que uma sequência α = α0, α1, . . . , αk = β em V é

um caminho de α para β se {αi−1, αi} ∈ E, para todo i = 1, . . . , k.

(iii) Dado um grafo G, dizemos que uma permutação ϕ de V é um automor-

fismo de G se, para quaisquer vértices α, β ∈ V ,

{αϕ, βϕ} ∈ E se, e somente se, {α, β} ∈ E.

Um subgrafo de um grafo G = (V,E) é um grafo G ′ = (V ′, E ′) tal que

V ′ ⊆ V e E ′ ⊆ E. Um grafo é dito conexo se existir um caminho entre quaisquer

dos seus pontos. Caso contrário, diremos que G é desconexo. Definiremos a

seguir uma relação ∼ no conjunto de vértices V de um grafo G. Dados α, β ∈ V ,

α ∼ β se, e somente se, existe um caminho em G de α para β.

A relação ∼ é uma relação de equivalência, e as classes de equivalência são

chamadas de componentes conexas de G. Se um grafo for conexo, então ele

possuirá somente uma componente conexa.

Segue da definição acima (item 3) que o conjunto de elos é preservado por

um autormorfismo do grafo. O conjunto de todos os automorfismos de um grafo

G, com a operação de composição, é um grupo, chamado grupo de automor-

fismos de G, e será denotado por Aut(G).

Estamos interessados em estudar um tipo de grafo em especial, que provém

da ação de um grupo, chamado grafo orbital não direcionado. Por simplicidade,

como estamos tratando somente de grafos não direcionados, usaremos o termo

grafo orbital, apesar desse termo ser usado na literatura somente no contexto de

grafos direcionados.

Definição 2.4.2. Seja G um grupo de permutações agindo transitivamente em

um conjunto Ω. Um orbital de G (ou um G-orbital) é uma G-órbita no conjunto

Ω{2}. Dado um orbital Λ de G, o grafo orbital associado a Λ, denotado por

GΛ = (Ω, Λ), é o grafo com conjunto de vértices Ω e conjunto de elos Λ. Isso

quer dizer que G ≤ Aut(GΛ).

Exemplo 2.4.3. Consideremos o grupo ćıclico de ordem 4, C4 = 〈(1234)〉,
agindo sobre Ω = {1, 2, 3, 4}. Visto que C4 = {1, (1234), (13)(24), (1432)}, é

fácil ver que C4 é transitivo. Temos ainda que

Ω{2} = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}},
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e assim, G = C4 possui dois orbitais, a saber

Λ1 :={1, 2}G = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}},

Λ2 :={1, 3}G = {{1, 3}, {2, 4}}.

Portanto, G possui dois grafos orbitais, apresentados na figura abaixo (Figura

2.3). Observemos que o grafo orbital GΛ2 é desconexo, e que a componente

conexa Γ = {1, 3} é um bloco não trivial para G. Portanto, G é imprimitivo.

Veremos, no teorema a seguir, que isso acontece de um modo geral, isto é, se

algum grafo orbital de G for desconexo, então G será imprimitivo.

Figura 2.3: Grafos Orbitais de C4

Apresentaremos agora um resultado, conhecido como Teorema de Higman,

que caracteriza os grupos primitivos no contexto dos grafos.

Teorema 2.4.4. Seja G um grupo de permutações transitivo sobre um conjunto

Ω. Então G será primitivo se, e somente se, o grafo GΛ = (Ω, Λ) for conexo

para todo G-orbital Λ.

Demonstração. Assumamos primeiro que todos os grafos orbitais sejam conexos

e consideremos Γ um bloco para G, com mais que um elemento. Mostraremos

que Γ = Ω. Fixados α 6= β em Γ, consideremos o orbital

Λ := {α, β}G = {{αg, βg} : g ∈ G}.

Dado γ ∈ Ω, visto que por hipótese GΛ é conexo, existe um caminho de α para

γ em GΛ, digamos α = α0, α1, . . . , αk = γ. Mostraremos por indução que, para

todo i ∈ {0, . . . , k}, temos αi ∈ Γ. Claramente a afirmação é válida para n = 0.

Indutivamente, suponhamos então que αi−1 ∈ Γ. Visto que {αi−1, αi} ∈ Λ,

existe x ∈ G tal que {αx, βx} = {αi−1, αi}. Como assumimos que αi−1 ∈ Γ,
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então αx ∈ Γ ou βx ∈ Γ. Em qualquer dos casos, Γx ∩ Γ 6= ∅. Portanto, visto

que Γ é um bloco, devemos ter Γx = Γ, o que implica que αi ∈ Γ. Assim, por

indução, obtemos que αi ∈ Γ para todo i ∈ {0, . . . , k}. Em particular, γ ∈ Γ,

e dáı conclúımos que Γ = Ω. Significa então que os únicos blocos de G são os

triviais, ou seja, G é primitivo.

Assumamos agora que exista um G-orbital Λ tal que o grafo orbital associado

GΛ não seja conexo. Consideremos então uma componente conexa Γ em GΛ.

Dado x ∈ G, visto que Γx é um subgrafo conexo e |Γx| = |Γ|, devemos ter

Γx ∩ Γ = ∅ ou Γx = Γ. Então Γ é um bloco não trivial para G e, portanto, G é

imprimitivo. Logo, se todo grafo orbital for conexo, G será primitivo.

Definição 2.4.5. Um subgrafo completo de um grafo G será chamado de clique.

Diremos que G possui número clique n, denotado por w(G), se o tamanho do

maior clique em G for n.

Já vimos na seção anterior que toda partição G-regular é uniforme, mas

a teoria de grafos orbitais permite-nos dizer ainda mais, conforme veremos no

teorema abaixo.

Teorema 2.4.6. (Lema 2.4 de [12]) Suponhamos que G seja um grupo primitivo

agindo sobre um conjunto Ω, e seja P uma partição G-regular não trivial. Então

|P| > 2 e, para todo P ∈ P, temos |P | > 2.

Nosso objetivo agora será caracterizar os grupos sincronizadores utilizando a

teoria de grafos. Para fazer isso, precisaremos da definição do número cromático,

apresentada a seguir.

Definição 2.4.7. Uma coloração de um grafo é uma atribuição de cores para

os vértices, de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. O número

cromático de um grafo G, denotado por χ(G), é o menor número de cores

necessárias para uma coloração de G.

Assim, qualquer grafo G satisfaz w(G) ≤ χ(G), pois todos os vértices de um

clique devem receber cores distintas em uma coloração de G. Finalmente, segue

abaixo o principal resultado desta seção. A ideia da demonstração deste teorema

é construir uma partição P = {P1, . . . , Pn} do conjunto Ω em que cada Pi ∈ P
será o conjunto dos vértices da cor i. Em outras palavras, P será uma coloração

do grafo.
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Teorema 2.4.8. (Caṕıtulo 5, Teorema 10 de [7]) Seja G um grupo de permuta-

ções em Ω. Então G será não sincronizador se, e somente se, existir um subcon-

junto G-invariante, próprio e não vazio Λ ⊆ Ω{2}, tal que o grafo GΛ = (Ω, Λ)

satisfaz w(GΛ) = χ(GΛ).

Demonstração. Suponhamos que G seja um grupo não sincronizador. Então

existem uma partição P = {P1, . . . , Pn} G-regular e não trivial de Ω, e uma

seção S, que garante a G-regularidade de P . Consideremos então o seguinte

conjunto:

Λ := {{αg, βg} : g ∈ G,α, β ∈ S, α 6= β}.

Claramente Λ ⊆ Ω{2} é G-invariante e não vazio. Consideremos então o grafo

orbital GΛ. Pela definição de Λ, segue que quaisquer dois vértices em S são

adjacentes. Portanto, S é um clique em GΛ e temos que w(GΛ) ≥ |S|. Por

outro lado, se P ∈ P , e α, β ∈ P , então α e β não são vértices adjacentes

em GΛ (em particular, significa que Λ é um subconjunto próprio de Ω{2}). De

fato, se eles fossem vértices adjacentes, existiriam g ∈ G e α1, β1 ∈ S, tais

que α = α1
g e β = β1

g. Visto que α1, β1 ∈ S, esses elementos pertencem a

conjuntos diferentes em P . Ainda, visto que P é G-regular, Sg é uma seção,

e então α e β também devem pertencer a conjuntos distintos em P . Logo,

podemos atribuir uma cor a cada conjunto em P , isto é, cada Pi será o conjunto

dos vértices da cor i. Obtemos então uma coloração de GΛ com n cores, em

que n = |S| = |P|. Conclúımos assim que χ(GΛ) ≤ n ≤ w(GΛ). Visto que

o número clique é sempre menor ou igual ao número cromático, obtemos que

χ(GΛ) = w(GΛ) = n. Portanto, se G for não sincronizador, é posśıvel encontrar

um conjunto Λ que satisfaz as condições do teorema.

Assumamos agora que GΛ = (Ω, Λ) seja um grafo que satisfaça a propriedade

w(GΛ) = χ(GΛ) = n, em que Λ é um subconjunto G-invariante, próprio e não

vazio de Ω{2}. Seja então C um clique de tamanho n em GΛ, e consideremos uma

partição P de Ω de forma que cada conjunto Pi ∈ P é o conjunto de vértices

da cor i. Temos que C é uma seção de P pois, como todos os vértices em C

são adjacentes, eles possuem cores distintas. Queremos mostrar que C é uma

seção que garante a G-regularidade da partição P . Para isso, dado g ∈ G,

mostraremos que Cg é uma seção de P . Visto que Λ é G-invariante, temos que

Cg também é um clique em GΛ, pois os elos são preservados pela ação de G.

Então |Cg| = |P| e, para todo P ∈ P , temos que |Cg ∩ P | = 1. De fato, essa

interseção deve ser não vazia, pois Cg contém um vértice de cada cor. Além

disso, se existissem α, β ∈ Cg ∩ P , com α 6= β, então α e β seriam adjacentes
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e não adjacentes ao mesmo tempo, o que significa que essa interseção não pode

possuir mais do que um elemento. Portanto, |Cg ∩ P | = 1 e então Cg é uma

seção de P . Logo, C garante a G-regularidade de P . Então P é uma partição

G-regular não trivial de Ω, o que significa que G não é sincronizador.





Caṕıtulo 3

O Teorema de O’Nan-Scott

O principal resultado deste caṕıtulo é conhecido como o Teorema de O’Nan-

Scott. Esse resultado descreve os grupos primitivos, dividindo-os em oito classes,

de acordo com as estruturas de seus subgrupos “normais minimais”. Aqui, nosso

objetivo não será demonstrar esse teorema, mas apresentaremos os exemplos

t́ıpicos em cada uma das classes, além de demonstrarmos alguns dos passos

para prová-lo. Dentre esses passos, provaremos que um grupo de permutações

primitivo finito admite, no máximo, dois subgrupos normais minimais.

Nas primeiras seções apresentaremos o “produto entrelaçado” e suas princi-

pais propriedades. Posteriormente, faremos uma análise dos grupos primitivos

finitos em termos do seu “socle”. A última seção será dedicada ao Teorema de

O’Nan-Scott.

3.1 Produto Semidireto

A noção de um produto semidireto generaliza a ideia de um produto direto.

Sejam H e K grupos e suponhamos que H age em K. Suponhamos ainda que,

para cada h ∈ H, a função ϕh : k 7→ kh seja um automorfismo de K. Nessas

condições, definimos então o produto semidireto de K e H.

Definição 3.1.1. O produto semidireto de K e H é o conjunto

K oH := {(k, h) : k ∈ K,h ∈ H}

munido do produto

(k1, h1)(k2, h2) := (k1k
h−1

1
2 , h1h2),

47
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para quaisquer (k1, h1), (k2, h2) em K oH.

Verifica-se que esse produto é associativo e que G := K o H é um grupo,

com identidade (1, 1) e (k, h)−1 = ((kh)−1, h−1), para todo (k, h) ∈ G. Note que

G contém os subgrupos H∗ := {(1, h) : h ∈ H} e K∗ := {(k, 1) : k ∈ K}, que são

isomorfos a H e K, respectivamente, e que G = K∗H∗ e K∗ ∩ H∗ = 1. Além

disso, K∗ é normal em G:

(k, h)−1(k0, 1)(k, h) = ((kh)−1, h−1)(k0k, h) = ((kh)−1(k0k)h, 1) ∈ K∗

e a forma como H∗ age sobre K∗ reflete a ação original de H em K, a saber,

(1, h)−1(k, 1)(1, h) = (kh, 1),

para quaisquer h ∈ H e k ∈ K.

Observemos que o produto semidireto depende implicitamente da ação de H

em K. Ainda, |KoH| = |K||H|. Essa última igualdade continua válida mesmo

se H ou K forem infinitos, pois nesse caso K oH também seria infinito.

3.2 Produto Entrelaçado

Sejam Γ um conjunto não vazio e K um grupo. Denotaremos por Fun(Γ, K) o

conjunto de todas as funções f : Γ→ K. Esse conjunto pode ser visto como um

grupo, se definirmos a seguinte operação:

(γ)(fg) := (γf)(γg)︸ ︷︷ ︸
produto em K

,

para quaisquer f, g ∈ Fun(Γ, K) e γ ∈ Γ.

Observemos que se |Γ| = n, podemos assumir que Γ = {1, . . . , n}, e então

Fun(Γ, K) ∼= Kn via o isomorfismo

f 7→ (1f, . . . , nf).

Consideremos um grupo H agindo sobre Γ. Definiremos agora o produto

entrelaçado (wreath product) de dois grupos. O produto entrelaçado é uma

importante ferramenta na classificação dos grupos de permutações, além de ser
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útil na construção de novos grupos primitivos, a partir de um grupo primitivo

dado.

Definição 3.2.1. Definimos o produto entrelaçado de K e H, denotado por

K wrΓ H, como

K wrΓH := Fun(Γ, K)oH,

em que H age sobre Fun(Γ, K) da seguinte forma:

(γ)fh := (γh
−1

)f,

para quaisquer f ∈ Fun(Γ, K), h ∈ H e γ ∈ Γ. Ainda, chamamos o subgrupo

B := {(f, 1) : f ∈ Fun(Γ, K)} ∼= Fun(Γ, K)

de o grupo base e H de o grupo topo do produto entrelaçado.

Observemos que, se Γ = {1, . . . , n}, então B ∼= Kn e H age sobre B via

(k1, . . . , kn)h := (k1h−1 , . . . , knh−1 ) = (k1′ , . . . , kn′),

em que

h−1 =

(
1 . . . n

1′ . . . n′

)
,

ou seja, H age permutando as coordenadas. Ainda, |K wrΓ H| = |K|n|H|.

3.3 Ações do Produto Entrelaçado

Sejam Γ e ∆ conjuntos não vazios e suponhamos que H age sobre Γ e que K age

sobre ∆. Existem duas ações naturais de W := K wrΓH = B oH. A primeira

delas é a ação imprimitiva sobre o conjunto ∆×Γ. Consideramos esse conjunto

como uma cobertura de Γ indexada por ∆, isto é, ∆ × Γ =
⋃
γ∈Γ ∆γ, em que

∆γ = {(δ, γ) : δ ∈ ∆}.
Temos que W age da seguinte forma:

(δ, γ)(f,h) := (δ(γf), γh), ∀f ∈ B e ∀h ∈ H.

Analisando separadamente as ações de B e H, temos que
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Figura 3.1: Ação Imprimitiva

• Cada fator de B = Fun(Γ, K) age na cópia ∆γ de ∆:

(δ, γ)f := (δ(γf), γ) ∀f ∈ B.

• H permuta as fibras ∆γ da mesma forma que H age sobre Γ:

(δ, γ)h := (δ, γh) ∀h ∈ H.

Como o próprio nome sugere, essa ação será imprimitiva se |∆|, |Γ| > 1, em

que os blocos são as fibras. Essa é uma ação de grande importância para o estudo

dos grupos de permutações imprimitivos mas, nesse trabalho, só lidaremos com

grupos primitivos, e não voltaremos a fazer referência a essa ação.

A segunda ação de W é sobre o conjunto Fun(Γ,∆). A ação é da seguinte

forma: para cada φ ∈ Fun(Γ,∆), dado (f, h) ∈ W , φ(f,h) é definida como

(γ)φ(f,h) := (γh
−1

)φ(γh
−1

)f ,

para todo γ ∈ Γ. Isso de fato define uma ação (ver página 50 de [8]). Às vezes

será útil ver a ação de B e H separadamente, como segue:

• B age coordenada a coordenada:

(γ)φ(f,1) := ((γ)φ)(γf),

para todo γ ∈ Γ e f ∈ B.

• H age permutando os argumentos:

(γ)φ(1,h) := (γh
−1

)φ,
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para todo γ ∈ Γ e h ∈ H.

O resultado abaixo mostra quais são as condições para que a ação de W sobre

Fun(Γ,∆) seja fiel.

Proposição 3.3.1. Se as ações de H em Γ e K em ∆ forem fiéis, então a ação

de W sobre Ω := Fun(Γ,∆) será fiel.

Demonstração. Suponhamos que as ações de H e K sejam fiéis e seja (f, h) no

núcleo da ação de W em Ω, isto é, φ(f,h) = φ para toda φ ∈ Ω. Mostraremos

que f = 1 e h = 1. Fixado δ ∈ ∆, consideremos ϕδ ∈ Ω dada por

γϕδ = δ ∀γ ∈ Γ.

Então

δ = γϕδ = (γϕδ)
(f,h) = (γh

−1

)ϕ
(γh
−1

)f
δ = δ(γh

−1
)f

para todo γ ∈ Γ. Como podemos tomar δ arbitrário, obtemos que

(γh
−1

)f ∈
⋂

Kδ = 1.

Logo, (γh
−1

)f = 1 ∀γ ∈ Γ. Como h ∈ Sym(Γ), segue que f = 1. Suponhamos

agora que h 6= 1. Como H ≤ Sym(Γ), existe γ ∈ Γ tal que γh 6= γ. Definimos

φ ∈ Ω de forma que (γh)φ 6= γφ. Então

(γh)φ(1,h) = (γhh
−1

)φ = γφ 6= (γh)φ.

Portanto, (1, h) não pertence ao núcleo da ação de W em Ω, o que é um absurdo.

Então h = 1. Segue então que a ação de W sobre Ω := Fun(Γ,∆) é fiel.

Na Matemática, é comum buscarmos condições para construirmos estruturas

maiores a partir de estruturas menores. Por exemplo, a partir de dois subgrupos

normais, podemos construir um outro subgrupo, também normal, dado pelo

produto dos dois anteriores. No contexto dos grupos primitivos, veremos no

Teorema 3.3.5 que também é posśıvel construir grupos primitivos seguindo essa

lógica. Além disso, esse teorema nos mostrará sob quais condições a ação de W

em Ω será primitiva. Antes de enunciá-lo, precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 3.3.2. Se G for um grupo de permutações primitivo sobre Ω, então G é

não regular se, e somente se, Gα = NG(Gα) para algum α ∈ Ω.
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Demonstração. Visto que G é primitivo, temos Gα maximal. Então, por um

lado, se G não fosse regular, Gα 6= 1 e segue que G = NG(Gα) ou Gα = NG(Gα).

Mas não podemos ter G = NG(Gα), pois assim Gα E G e então Gα estaria

contido no núcleo da ação de G, que é trivial. Logo, Gα = NG(Gα). Por outro

lado, se G fosse regular, então Gα = 1. Então, NG(Gα) = G 6= Gα.

Para enunciar o segundo lema, precisaremos também do conceito de suporte

de uma função cujo contradomı́nio é um grupo.

Definição 3.3.3. Sejam D um conjunto qualquer e P um grupo. Dada uma

função f : D → P , definimos o suporte de f em D como o conjunto

supp(f) := {d ∈ D : (d)f 6= 1P}.

Se supp(f) for finito, dizemos então que f possui suporte finito em D.

Lema 3.3.4. Sejam H e K grupos não triviais agindo sobre Γ e ∆, respectiva-

mente, x ∈ H e f ∈ Fun(Γ, K), em que a ação H sobre Fun(Γ, K) é dada por

(γ)fh = (γh
−1

)f , para quaisquer γ ∈ Γ e h ∈ H. Então supp(fx) = (supp(f))x.

Demonstração. Por um lado, consideremos γ ∈ supp(fx). Dessa forma, temos

que (γ)fx = (γx
−1

)f 6= 1. Logo, γx
−1 ∈ supp(f) e, portanto, γ ∈ (supp(f))x.

Por outro lado, dado γ ∈ supp(f), temos que γf 6= 1. Logo, (γx)fx = γf 6= 1 e,

portanto, γx ∈ supp(fx).

Teorema 3.3.5. (Lema 2.7A de [8]) Sejam H e K grupos não triviais agindo

sobre Γ e ∆, respectivamente. Então a ação produto de W = K wrΓH sobre

Ω = Fun(Γ,∆) será primitiva se, e somente se, as seguintes condições forem

satisfeitas:

(i) A ação de K sobre ∆ é primitiva e não regular.

(ii) Γ é finito e a ação de H sobre Γ é transitiva.

Demonstração. Sejam B o grupo base de W e

H0 = {(1, x) ∈ W : x ∈ H}.

Então W = BH0. Fixemos δ ∈ ∆ e definamos ϕδ ∈ Ω como γϕδ = δ para todo

γ ∈ Γ. Logo,

L := {(f, x) ∈ W : γf ∈ Kδ ∀γ ∈ Γ}
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é o estabilizador em W do ponto ϕδ, denotado por Wϕδ . De fato, se (f, x) ∈ L,

então

(γϕδ)
(f,x) = (γx

−1

)ϕ
(γx
−1

)f
δ = δ(γx

−1
)f = δ = γϕδ.

Assim, ϕ
(f,x)
δ = ϕδ e, portanto, (f, x) ∈ Wϕδ . Por outro lado, se (f, x) ∈ Wϕδ ,

então

δ = γϕδ = (γϕδ)
(f,x) = δ(γx

−1
)f .

Então (γx
−1

)f ∈ Kδ para todo γ. Como h ∈ Sym(Γ), segue que (f, x) ∈ L.

Sabemos pelo Corolário 1.3.6 que W é primitivo se, e somente se, W é transitivo

e L é maximal. Usaremos isso no decorrer da demonstração.

Primeiramente, mostraremos que se (i) ou (ii) não forem satisfeitas, W será

imprimitivo.

Se H não for transitivo, seja Σ uma órbita. Sabemos que Σ 6= Γ. Definamos

M := {(f, 1) ∈ B : γf ∈ Kδ ∀γ ∈ Σ}.

Notemos que M é um subgrupo de B normalizado por H0. Portanto, temos

que L ≤ MH0 ≤ W . Mas afirmamos que L < MH0 < W . De fato, seja

γ0 ∈ Γ − Σ. Definamos (f, 1) ∈ B tal que γ0 f = k0 /∈ Kδ e γf = 1, para todo

γ 6= γ0. Então (f, 1) ∈ MH0 − L. Para mostrar que MH0 < W , definamos

(g, 1) ∈ B tal que γg = k0 /∈ Kδ para todo γ. Então (g, 1) ∈ W −MH0. Assim,

segue que L não é maximal. Portanto, W é imprimitivo.

Se Γ for infinito, definamos

B0 = {(f, 1) ∈ B : f possui suporte finito em Γ}.

Temos que B0 E W . De fato, sejam (f, 1) ∈ B0 e (g, x) ∈ W . Temos

(g, x)−1(f, 1)(g, x) = ((gx)−1, x−1)(fg, x) = ((gx)−1fxgx, 1).

Denote φ := (gx)−1fxgx. Assim, γφ = 1 se, e somente se, (γ)fx = 1. Então

supp(φ) = supp(fx). Pelo Lema 3.3.4, temos que supp(fx) = (supp(f))x. Dáı

segue que supp(φ) = supp(fx), e se supp(f) for finito, supp(φ) também será.

Então (φ, 1) ∈ B0. Portanto, L ≤ LB0 ≤ W . Afirmamos que L < LB0 < W .

Para ver que L < LB0, notamos que L = L0H0, em que

L0 := {(g, 1) ∈ B : γg ∈ Kδ ∀γ}.

Assim, LB0 = B0L = (B0L0)H0. Então notamos que B0L0 é o conjunto das
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funções da forma (fg, 1), com (f, 1) ∈ B0 e (g, 1) ∈ L0, em que γ(fg) ∈ Kδ

quase sempre (ou seja, a menos de um número finito de pontos), pois f = 1

quase sempre. Fixemos então γ0 ∈ Γ e definamos (f, 1) ∈ LB0 tal que γf = 1

para todo γ 6= γ0 e γ0 f = k0 /∈ Kδ. Então (f, 1) ∈ LB0 − L. Para ver que

LB0 < W , definamos (g, 1) ∈ W tal que γg = k0 /∈ Kδ para todo γ ∈ Γ. Assim,

(g, 1) ∈ W − LB0. Portanto, W é imprimitivo.

Se K for transitivo, porém imprimitivo, consideremos Π ⊆ ∆ um bloco.

Como K é transitivo, podemos assumir que δ ∈ Π. Segue do Teorema 1.3.3 que

Kδ < KΠ < K. Então o conjunto

X = {(f, x) ∈ W : γf ∈ KΠ ∀γ}

satisfaz L < X < W . De fato, para ver que L < X, definamos (f, 1) ∈ X

tal que γf = k0 ∈ KΠ − Kδ para todo γ. Então (f, 1) ∈ X − L. Agora, para

ver que X < W , definamos (g, 1) ∈ W tal que γg = k0 ∈ K −KΠ, pois assim

(g, 1) ∈ W −X. Logo, W é imprimitivo.

Se K for regular, consideremos

D = {(f, 1) ∈ B : γf = γ′f ∀γ, γ′}.

Afirmamos que D é normalizado por H0. De fato, se (f, 1) ∈ D, visto que

(1, x)−1(f, 1)(1, x) = (fx, 1), então, dados γ, γ′ ∈ Γ, teremos

(γ)fx = (γx
−1

)f = (γ′
x−1

)f = (γ′)fx.

Logo, L ≤ DH0 ≤ W . Afirmamos que L < DH0 < W . Para ver que L < DH0,

definamos (f, 1) ∈ DH0 tal que γf = k0 6= 1 para todo γ, pois assim (f, 1) ∈
DH0−L. Agora, para ver que DH0 < W , fixemos γ0 ∈ Γ e definamos (g, 1) ∈ W
tal que γg = 1 se γ 6= γ0 e γ0g = k0 6= 1, pois assim (g, 1) ∈ W −DH0. Então

W é imprimitivo.

No outro sentido, suponhamos agora que (i) e (ii) sejam válidas. Queremos

mostrar que W é primitivo. Logo, basta mostrar que se L < M ≤ W , então

M = W . Visto que H0 ⊆ L, segue que W = BH0 = BL. Pela Lei Modular

de Dedekind (Proposição 1.1.7), temos que M = (M ∩ B)L. Afirmamos que

M ∩ B > L ∩ B. De fato, como L ⊂ M , temos M ∩ B ≥ L ∩ B. Caso

tivéssemos M ∩ B = L ∩ B, então M = (M ∩ B)L = (L ∩ B)L = L, um

absurdo, pois isso contraria a hipótese. Portanto, para algum γ0 ∈ Γ, existe

(f̄ , 1) ∈ M ∩ B satisfazendo γ0 f̄ /∈ Kδ. Como K é primitivo e não regular,
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segue do lema anterior que Kδ = NK(Kδ) e então, para algum u ∈ Kδ, temos

que (γ0 f̄
−1)u(γ0 f̄) /∈ Kδ. Definamos g ∈ Fun(Γ, K) como γg = 1 para todo

γ 6= γ0 e γ0 g = u. Então h := [f̄ , g] é tal que γ0 h = (γ0 f̄
−1)u−1(γ0 f̄)u /∈ Kδ e

γh = 1 para todo γ 6= γ0. Além disso, (h, 1) = (f̄−1, 1)(g−1, 1)(f̄ , 1)(g, 1) ∈ M ,

pois cada parcela está em M . Como K é primitivo, temos Kδ maximal. Então

K = 〈Kδ, γ0 h〉. Afirmamos então que M contém o subgrupo

B(γ) = {(f, 1) ∈ B : γf = 1 ∀γ 6= γ}.

Primeiramente, mostraremos que B(γ0) ≤ M . Dado (f, 1) ∈ B(γ0), temos que

γf = 1, para todo γ 6= γ0. Se γ0 f ∈ Kδ, então é claro que (f, 1) ∈ L ⊂ M .

Por outro lado, se γ0 f /∈ Kδ, temos que γ0 f é um produto finito de elementos

ki ∈ Kδ e γ0 h. Definindo, para cada i, γfi = 1 se γ 6= γ0 e γ0fi = ki, temos que

(f, 1) é um produto finito de termos (fi, 1) ∈ L e (h, 1) ∈M . Logo, (f, 1) ∈M e

então B(γ0) ≤M . Agora, visto que (1, x)−1(f̃ , 1)(1, x) = (f̃x, 1), para quaisquer

(1, x) ∈ H0 e (f̃ , 1) ∈ B, não é dif́ıcil ver que (1, x)−1B(γ0)(1, x) = B(γx0 ). Como

H0 ≤M , temos B(γx0 ) ≤M para todo x ∈ H. Além disso, como H é transitivo

sobre Γ, conclúımos que B(γ) ≤M para todo γ ∈ Γ. Então

B =
∏
γ∈Γ

B(γ) ≤M.

Agora, para vermos que B =
∏

γ∈ΓB(γ), usando que Γ é finito, suponhamos

Γ = {γ1, . . . , γn}. Dado (f, 1) ∈ B, temos γi f = ki ∈ K para cada i. Definamos

então gi ∈ Fun(Γ, K) como γi gi = ki e γgi = 1 se γ 6= γi. Então f =
∏n

i=1 gi.

Como cada (gi, 1) ∈ B(γi), segue que (f, 1) ∈
∏

γ∈Γ B(γ). A outra inclusão é

direta. Finalmente, M = (M ∩B)L = BL = W .

3.4 Subgrupos Normais Minimais e Socle

Nessa seção definiremos o socle de um grupo e estudaremos o caso particular em

que o grupo é finito. Finalizaremos com um importante resultado, que afirma

que se um grupo de permutações for primitivo e finito, então ele admitirá, no

máximo, dois subgrupos normais minimais.

Definição 3.4.1. Um subgrupo normal minimal de um grupo G não trivial

é um subgrupo normal K 6= 1 de G que não contém propriamente qualquer outro

subgrupo normal não trivial de G. O socle de um grupo G é o subgrupo gerado
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pelo conjunto de todos os subgrupos normais minimais de G. Por convenção, se

G não possuir subgrupos normais minimais, soc(G) = 1.

Por exemplo, todo grupo finito não trivial possui pelo menos um subgrupo

normal não trivial e, portanto, possui um socle não trivial. Em particular, o

socle de um grupo simples finito é o próprio grupo. Já um grupo ćıclico infinito

não possui subgrupo normal minimal e, portanto, seu socle é trivial.

Apesar do socle de um grupo ser definido como o subgrupo gerado pelo

conjunto de todos os subgrupos normais minimais, se o grupo for finito o teorema

a seguir mostra que o socle será simplesmente o produto direto de alguns ou de

todos esses subgrupos normais.

Teorema 3.4.2. (Teorema 4.3A de [8]) Seja G um grupo finito não trivial.

Então:

1. Se K for um subgrupo normal minimal de G, e L for um subgrupo normal

de G qualquer, então ou K ≤ L ou 〈K,L〉 = K × L.

2. Existem subgrupos normais minimais de G, a saber K1, . . . , Km, tais que

soc(G) = K1 × · · · ×Km.

3. Todo subgrupo normal minimal K de G é um produto direto da forma

K = T1 × · · · × Tk, em que os Ti são subgrupos normais simples de K que

são conjugados em G.

4. Se os subgrupos Ki em (2) forem todos não abelianos, então K1, . . . , Km

serão os únicos subgrupos normais minimais de G. Similarmente, se os

subgrupos Ti em (3) forem não abelianos, então esses serão os únicos sub-

grupos normais minimais de K.

Corolário 3.4.3. Todo subgrupo normal minimal de um grupo finito é ou um

p-grupo abeliano elementar, para algum primo p, ou seu centro é trivial.

Demonstração. Suponhamos que K seja um subgrupo normal minimal de um

grupo finito. Segue do item 3 do teorema anterior que K = T1 × · · · × Tk, em

que os Ti’s são grupos simples isomorfos a um grupo T . Se T for abeliano, então

T = Zp para algum primo p e, portanto, K será um p-grupo abeliano elementar.

Por outro lado, se T não for abeliano, segue da simplicidade que Z(Ti) = 1

para todo i. Como o centro de um produto é o produto dos centros, obtemos

que Z(K) = 1. Logo, ou K é um p-grupo abeliano elementar, ou seu centro é

trivial.
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Exemplo 3.4.4. Consideremos os grupos simétricos Sn, em que n ≥ 3. Para

n = 3, temos soc(S3) = A3, que é um 3-grupo abeliano elementar isomorfo a Z3.

Para n = 4, temos soc(S4) = K4 (Klein), que é um 2-grupo abeliano elementar

isomorfo a Z2
2. Finalmente, para n ≥ 5, temos soc(Sn) = An, e Z(An) = 1.

Suponhamos que K = T1 × · · · × Tk seja um subgrupo normal minimal de

um grupo G, em que todos os Ti’s são isomorfos a um grupo T , não abeliano

e simples. Como os Ti’s são simples, segue que eles são subgrupos normais

minimais de K. Ainda, como eles não são abelianos, segue do item 4 do teorema

acima que são únicos. Então G age por conjugação no conjunto {T1, . . . , Tk}.
O resultado abaixo fornece uma condição necessária e suficiente para que essa

ação seja transitiva.

Corolário 3.4.5. Sejam G um grupo finito e K = T1 × · · · × Tk um subgrupo

normal de G, em que todos os Ti’s são isomorfos a um grupo T não abeliano

simples. Então K é um subgrupo normal minimal de G se, e somente se, G age

transitivamente em Σ := {T1, . . . , Tk} por conjugação.

Demonstração. Suponhamos que K seja um subgrupo normal minimal de G.

Pelo Teorema 3.4.2 (item 3), temos que os Ti’s são conjugados em G. Portanto,

conclúımos que G é transitivo sobre Σ. Na outra direção, suponhamos que G

seja transitivo sobre Σ e que exista um grupo N tal que 1 6= N E G e N ≤ K.

Então N E K e, pela Proposição 1.1.8, existem sub́ındices i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}
tais que N = Ti1 × · · · × Tin . Como os Ti’s são simples e não abelianos, temos

que G age por conjugação em {Ti1 , . . . , Tin} e, visto que G é transitivo em

{T1, . . . , Tk} ⊇ {Ti1 , . . . , Tin}, devemos ter {Ti1 , . . . , Tik} = Σ. Logo, N = K e

dáı K é um subgrupo normal minimal de G. Portanto, a transitividade de G

garante a minimalidade de K, o que conclui a demonstração.

O teorema abaixo é o principal resultado desta seção, e afirma que um grupo

de permutações primitivo finito possui no máximo dois subgrupos normais mi-

nimais.

Teorema 3.4.6. Se G for um subgrupo primitivo finito de Sym(Ω) e K for um

subgrupo normal minimal de G, então ocorre exatamente uma das condições:

1. Para algum inteiro p e algum inteiro d, K é um grupo abeliano elementar

regular de ordem pd e soc(G) = K = CG(K);

2. K é um grupo não abeliano regular, CG(K) é um subgrupo normal minimal

de G que é permutacionalmente isomorfo a K e soc(G) = K × CG(K);
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3. K é não abeliano, CG(K) = 1 e soc(G) = K.

Demonstração. Seja C := CG(K). Como C E G e G é primitivo, segue do

Teorema 1.2.7 (item 2) que C é transitivo sobre Ω ou C está no núcleo da ação

de G sobre Ω, que é trivial. Consideremos o primeiro caso. Aplicando esse

mesmo teorema para K, como K 6= 1, segue que K é transitivo sobre Ω. Então,

aplicando agora o Teorema 1.4.6 (item 1) para K, segue que C̄ := CSym(Ω)(K)

é semiregular. Como C ≤ C̄ e um subgrupo de um grupo semiregular é se-

miregular, segue que C é semiregular. Visto que estamos no caso em que C é

transitivo, temos que C é regular. Como, para cada α ∈ Ω, vale C̄α = 1 ⊂ C,

segue da Proposição 1.2.3 que C = C̄. Segue então do Teorema 1.4.6 (item 3)

que K é permutacionalmente isomorfo a C = CSym(Ω)(K). Afirmamos que C é

um subgrupo normal minimal de G. De fato, se algum P ≤ C é tal que P E G

e P 6= 1, segue do Teorema 1.2.7 (item 2) que P é transitivo sobre Ω. Como,

para todo α ∈ Ω, Cα = 1 ≤ P , segue da Proposição 1.2.3 que P = C. Logo,

soc(G) = KG. Por outro lado, se considerarmos agora o caso C = 1, como todo

subgrupo normal minimal de G, distinto de K, está em C, obteremos que K é

o único subgrupo normal minimal de G e, portanto, soc(G) = K.

Assim, se C = 1, então K será não abeliano e soc(G) = K, logo temos o caso

(3). Se C = K, então K será abeliano e, pelo Corolário 3.4.3, K = T1×· · ·×Td,
com |Ti| = p e |K| = pd, logo temos o caso (1). Por outro lado, se tivéssemos

C 6= 1 e C 6= K, então soc(G) = K × C, e temos o caso (2).

Observação 3.4.7. Seja K um subgrupo regular finito de Sym(Ω). Temos que

os grupos de permutações Sym(Ω) e Sym(K) são permutacionalmente isomorfos.

De fato, fixado α ∈ Ω, a bijeção ϕ : Ω → K, γϕ := k, em que γ = αk (ϕ está

bem definida, pois K é transitivo, e a injetividade segue da semiregularidade de

K), e o isomorfismo χ : Sym(Ω) → Sym(K), µχ := ϕ−1µϕ satisfazem, dados

γ = αk e µ ∈ Sym(Ω), a seguinte relação:

(γϕ)(µχ) = k(µχ) = k(ϕ−1µϕ) = ((kϕ−1)µ)ϕ = (α(kµ))ϕ = (γµ)ϕ.

Afirmamos ainda que χ possui a propriedade de que kχ = kρ, para todo k ∈ K.

Basta vermos que, dado x ∈ K, temos

x(kχ) = x(ϕ−1kϕ) = (γk)ϕ = xk = x(kρ),
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em que γ = αx. Denotemos C̄ := CSym(Ω)(K). Verifica-se que

C̄χ = CSym(K)(Kρ) = Kλ,

em que a primeira igualdade segue de um cálculo que será deixado a cargo do

leitor, e a segunda igualdade segue do Corolário 1.4.4 (item 1). Consideremos

a permutação de ordem 2, σ : k 7→ k−1, em Sym(K). Sabemos, pelo Corolário

1.4.4 (item 2), que Kρ e Kλ são conjugados em Sym(K) via σ, isto é, temos

σ−1(Kρ)σ = Kλ. Portanto, temos que C̄ e K são conjugados em Sym(Ω) via o

elemento σχ−1. De fato,

(σχ−1)−1K(σχ−1) = (σ−1χ−1)(Kχχ−1)(σχ−1) = [σ−1(Kχ)σ]χ−1

= [σ−1(Kρ)σ]χ−1 = (Kλ)χ−1 = C̄.

Na verdade, esse argumento demonstra o item 3 do Teorema 1.4.6. No contexto

do Teorema 3.4.6, se K for um subgrupo normal minimal regular de um grupo

primitivo finito G, teremos Gχ ≤ Sym(K) e, se C = CG(K) for não trivial,

obteremos C = C̄, e dáı Cχ = Kλ. Ainda, K e C serão conjugados em Sym(Ω)

por σχ−1, que possui ordem 2. Essas ideias justificam o fato de muitos escritores

dizerem que podemos considerar K e C agindo sobre Ω por multiplicação à

direita e à esquerda, respectivamente.

É de fácil verificação que o teorema acima também é válido para uma classe

ainda maior de grupos de permutações finitos, os chamados grupos quasiprimiti-

vos. Um grupo de permutações é dito quasiprimitivo se todos os seus subgrupos

normais minimais forem transitivos. Para mais detalhes sobre esses grupos,

consulte [13].

No resultado abaixo utilizaremos o Teorema de Jordan-Hölder (Teorema

VII.1.8 de [10]), que afirma que fatores de composição são unicamente deter-

minados. Este resultado evidencia, ainda, a importância dos grupos simples

finitos no estudo dos grupos primitivos finitos.

Corolário 3.4.8. Se G for um grupo de permutações primitivo finito, então

H := soc(G) é um produto direto de grupos simples isomorfos. Se denotarmos

por N o normalizador de H no grupo simétrico, então H é um subgrupo normal

minimal de N . Além disso, se H for não regular, então H será o único subgrupo

normal minimal de N .

Demonstração. Seja K um subgrupo normal minimal de G. Para demonstrar
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cada afirmação, analisaremos os casos (1), (2) e (3) do teorema anterior. Deno-

taremos o conjunto CG(K) por C.

Provaremos a primeira afirmação. Se estivermos no caso (1), segue imediata-

mente que H = K = U1×· · ·×Ud, em que os Ui’s são grupos simples isomorfos.

Se estivermos no caso (3), teremos H = K e segue do Teorema 3.4.2 (item 3)

que H é um produto direto de grupos simples isomorfos. Se estivermos no caso

(2), teremos que H = K × C. Aplicando novamente o Teorema 3.4.2 (item 3)

para K e C, segue que K = U1 × · · · × Ud e C = V1 × · · · × Vs, em que os Ui’s

são grupos simples e isomorfos a U , e os Vi’s são grupos simples e isomorfos a V .

Agora, pelo Teorema de Jordan-Hölder, segue que U e V são isomorfos. Então

H é um produto direto de grupos simples isomorfos. Portanto, em qualquer

caso, podemos assumir que H = T1× · · · × Tn, em que cada Ti ∼= T , para algum

grupo simples T .

Mostraremos agora que H é um subgrupo normal minimal de N . Visto que

H E G, temos que G ≤ N . Visto que G é primitivo, segue que N é primitivo.

Ainda, H E N . Se estivermos nos casos (1) ou (3), teremos H = K subgrupo

minimal de G. Para mostrar que H é um subgrupo minimal de N , suponhamos

que exista um grupo P que satisfaça P E N e P ≤ H. Então P E G e, como H

é minimal de G, teŕıamos P = 1 ou P = H, ou seja, H é um subgrupo minimal

de N . Se estivermos no caso (2), teremos K regular e permutacionalmente

isomorfo a C. Então C será regular e, de acordo com a Observação 3.4.7, existe

σ̄ ∈ Sym(Ω) tal que C = σ̄−1Kσ̄ e K = σ̄−1Cσ̄. Isso mostra que K e C trocam

de lugar quando conjugados por σ̄. Visto que H = K × C, temos

σ̄−1Hσ̄ = σ̄−1KCσ̄ = (σ̄−1Kσ̄)(σ̄−1Cσ̄) = CK = H.

Portanto, σ̄ ∈ N . Escrevendo K = U1 × · · · × Ud e C = V1 × · · · × Vs como

fizemos anteriormente, temos do Corolário 3.4.5 que G ≤ N age transitivamente,

por conjugação, tanto em {U1, . . . , Ud} quanto em {V1× · · · × Vs}. Logo, N age

transitivamente em {U1, . . . , Ud, V1, . . . , Vs} e, aplicando novamente o Corolário

3.4.5, para N e H, segue que H é um subgrupo normal minimal de N .

Finalmente, suponhamos que H não seja regular. Mostraremos que H é o

único subgrupo normal minimal de N . Aplicando-se o teorema anterior para N

e H, como H não é regular, somente o caso (3) é válido. Então H = soc(N) é

o único subgrupo normal minimal de N .
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3.5 Teorema de O’Nan-Scott

Essa seção será dedicada ao Teorema de O’Nan-Scott. Esse teorema classifica

os grupos primitivos dividindo-os em oito classes distintas, de acordo com a

estrutura do socle do grupo primitivo em questão.

Figura 3.2: Diagrama das Classes do Teorema de O’Nan-Scott

Antes de enunciar esse teorema, precisaremos da definição a seguir.

Definição 3.5.1. Seja K = K1×· · ·×Kn um grupo e consideremos as projeções

πi : K → Ki

t1 . . . tm 7→ ti,

i = 1, . . . , n. Dado um subgrupo L de K, dizemos que L é um subgrupo subdi-
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reto de K se

Lπi = Ki, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Agora já estamos aptos para enunciar o principal resultado deste caṕıtulo.

Uma demonstração completa do teorema pode ser encontrada em [8] e em [11].

Teorema 3.5.2. (Teorema de O’Nan-Scott) Sejam G um grupo primitivo finito

agindo sobre Ω e α ∈ Ω. Então G é permutacionalmente isomorfo a um grupo

que pertence (exatamente) a uma das seguintes classes:

1. (HA) G tem precisamente um subgrupo normal minimal H, que é abeliano

e regular.

2. (AS) G tem precisamente um subgrupo normal minimal H, que é não

abeliano, simples, e não regular.

3. (SD) G tem precisamente um subgrupo normal minimal H, que não é

abeliano, não é simples, e o estabilizador Hα é um subgrupo subdireto de

H e é simples.

4. (HS) G possui dois subgrupos normais minimais, M1 e M2, que são não

abelianos, simples e regulares.

5. (TW) G tem precisamente um subgrupo normal minimal H, que não é

abeliano, não é simples, mas é regular.

6. (PA) G tem precisamente um subgrupo normal minimal H, que não é

abeliano, não é simples, não regular e o estabilizador Hα não é um subgrupo

subdireto de H.

7. (CD) G tem precisamente um subgrupo normal minimal H, que não é

abeliano, não é simples, não regular e o estabilizador Hα é um subgrupo

subdireto de H, mas não é simples.

8. (HC) G possui dois subgrupos normais minimais, M1 e M2, que não são

abelianos, não são simples, mas são regulares.

Observamos que faz sentido dizer que Hα ≤ H é subdireto, pois vimos no

Corolário 3.4.8 que o socle de um grupo primitivo finito é um produto direto

de grupos simples. Ainda, as classes apresentadas no teorema são disjuntas,

conforme podemos ver na Figura 3.2. Nesta figura, H = soc(G), cada seta “para

cima” representa uma resposta afirmativa e cada “seta para baixo” representa
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uma negação. Nos casos em que G possui dois subgrupos normais minimais, que

são obrigatoriamente regulares, temos que H não pode ser regular, em vista da

Proposição 1.2.2 (item 3).

O Corolário 3.4.8 nos diz ainda mais. Se G ≤ Sym(Ω) for um grupo primitivo

finito e H = soc(G), podemos assumir que H ∼= T n, para algum grupo simples T

e um inteiro positivo n. Tendo isso em mente, apresentaremos a seguir quais são

os exemplos t́ıpicos de grupos em cada uma das classes de O’Nan-Scott. Nosso

objetivo não será apresentar tudo em detalhes, o que pode ser bem trabalhoso,

mas sim discorrer sobre exemplos que podem ser encontrados na literatura.

1. Holomorph of an Abelian Group (HA) (H abeliano elementar e re-

gular)

Seja F um corpo finito cuja ordem é um primo p. Consideremos então

o espaço vetorial V := Fd, para algum inteiro positivo d ≥ 1. Para cada

transformação linear a ∈ GL(d, p), e cada vetor v ∈ V , definimos a seguinte

transformação:

ta,v : V → V

u 7→ ua+ v.

O conjunto de todas as tranformações desse tipo formam um grupo sob

a operação de composição, conhecido como o grupo linear geral afim, e

usualmente denotado por AGL(d, p). Temos que AGL(d, p) ≤ Sym(V ).

Em [8, Teorema 4.7A], Dixon e Mortimer mostraram que os subgrupos

primitivos de AGL(d, p) pertencem à classe HA. Em particular, é um fato

conhecido que AGL(d, p) é 2-transitivo e, portanto, primitivo, e dáı obte-

mos que AGL(d, p) é um grupo de tipo HA. Para que um grupo G nessa

classe seja primitivo, ele deve conter o subgrupo de todas as translações

t1,v, e o estabilizador G0 em G do vetor nulo deve ser um subgrupo irre-

dut́ıvel de GL(d, p), isto é, os únicos subespaços G0-invariantes de V são

V e {0}.

2. Almost Simple (AS) (n = 1, H = T não regular e não abeliano)

Se T for um grupo simples, não regular e não abeliano, segue do Teorema

3.4.6 que o centralizador CG(T ) = 1. Considere então a representação ζ

dada pela conjugação de G em T . Visto que o núcleo dessa representação

é CG(T ) = 1, segue que Gζ ≤ Aut(T ). Com isso, os exemplos t́ıpicos nessa

classe são os grupos primitivos G tais que T ≤ G ≤ Aut(T ). Como T E G

e T é simples, segue que H := soc(G) = T . Aqui não diremos nada a
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respeito da ação de G, exceto que ela é primitiva. Mais adiante, na última

seção do Caṕıtulo 4, veremos um exemplo de grupo primitivo nessa classe.

3. Simple Diagonal (SD) (H = T n não regular, não abeliano e n ≥ 3)

Seja T um grupo simples não abeliano. Consideremos a representação

regular por multiplicação à direita ρ : T → Sym(T ). Assim, Tρ ≤ Sym(T ).

Ainda, tomemos Γ := {1, . . . , n} e consideremos o produto entrelaçado

W := (Tρ) wrΓ Sn em sua ação sobre T n. Como Tρ é regular, segue do

Teorema 3.3.5 que W não age primitivamente sobre T n e, de fato, se C

for o centralizador de Tρ em Sym(T ), segue do Corolário 1.4.4 (item 1)

que C = Tλ, e afirmamos que o conjunto das C-órbitas será um sistema

de blocos para W , como veremos a seguir. Temos que C age sobre T n,

e essa ação é dada por (t1, . . . , tn)c = (tc1, . . . , t
c
n), em que c ∈ C e cada

ti ∈ T . Visto que C centraliza Tρ e comuta com Sn, temos que a ação

de C comuta com a a ação de W . Portanto, (t1, . . . , tn)cw = (t1, . . . , tn)wc

para quaisquer c ∈ C, w ∈ W e (t1, . . . , tn) ∈ T n. Agora, se definirmos Ω

como sendo o conjunto de todas as C-órbitas em T n,

Ω := {(t1, . . . , tn)C : ti ∈ T},

segue da Proposição 1.4.7 que Ω é um sistema de blocos para G.

Escreveremos [t1, . . . , tn] ∈ Ω para indicar o bloco que possui o elemento

(t1, . . . , tn). A ação do grupo base B := (Tρ)n em Ω é chamada ação

diagonal de B. Denotaremos, respectivamente, as ações de Tρ e C sobre

T n por ρn, λn : T → Sym(T n):

(t1, . . . , tn)(tρn) = (t1t, . . . , tnt),

(t1, . . . , tn)(tλn) = (t−1t1, . . . , t
−1tn),

em que ti, t ∈ T . Ainda, se [t1, . . . , tn] é uma C-órbita, notamos que

[t1, . . . , tn] = [t−1
n t1, . . . , t

−1
n tn] = [t−1

n t1, . . . , t
−1
n tn−1, 1].

Assim, podemos tomar os elementos da forma (t1, . . . , tn−1, 1) para repre-

sentar a classe [t1, . . . , tn]. Temos então que o grupo base B de W age

por multiplicação à direita, enquanto o grupo topo Sn age permutando as

coordenandas.
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O grupo produto Aut(T )n age sobre T n da seguinte forma:

(t1, . . . , tn)(τ1,...,τn) := (tτ11 , . . . , t
τn
n ).

Se essa permutação induzir uma ação em Ω, então, para qualquer t ∈ T ,

devemos ter

[(t−1t1)τ1 , . . . , (t−1tn)τn ] = [tτ11 , . . . , t
τn
n ].

Isso requer que todos os τi’s sejam iguais. Por outro lado, cada automor-

fismo τ ∈ Aut(T ) age como uma permutação de Ω via [tτ1, . . . , t
τ
n]. Temos

ainda que se τ ∈ Inn(T ) é a conjugação por t ∈ T e tλn ∈ C, então

[t1, . . . , tn]τ = [t−1t1t, . . . , t
−1tnt] = [t1t, . . . , tnt]

tλn

= [t1t, . . . , tnt] = [t1, . . . , tn]tρn ,

ou seja, a ação do grupo base já induz todos os automorfismos internos.

Notamos também que a ação de Aut(T ) comuta com a ação de Sn, pois o

mesmo elemento de Aut(T ) age sobre cada coordenada. Se denotarmos por

ξ : W → Sym(Ω) a representação de W , teremos que ξ é fiel em Ω. Basta

notar que ρ e a ação de Sn sobre Γ são ambas fiéis e aplicar a Proposição

3.3.1. Ainda, se considerarmos H := Bξ, seguirá que H ∼= T n. Podemos

considerar então H = T1 × · · · × Tn, em que cada Ti ∼= T .

Observemos que se δ := [1, . . . , 1] ∈ Ω, então Hδ = {(t, . . . , t) : t ∈ T}. De

fato, se (t1, . . . , tn) ∈ Hδ, então

δ = [1, . . . , 1](t1,...,tn) = [t1, . . . , tn] = [t−1
n t1, . . . , tn

−1tn−1, 1].

Portanto, t−1
n ti = 1 para todo i e então ti = tn para todo i. Logo, temos

que Hδ = {(t, . . . , t) : t ∈ T} ∼= T é um subgrupo subdireto, simples, de H.

Ainda, isso implica que H não é um grupo regular, apesar de ser transitivo.

Uma outra propriedade que podemos obter é que Hδ se autonormaliza em

H, isto é, NH(Hδ) = Hδ. De fato, se x = (x1, . . . , xn) ∈ NH(Hδ), então

para todo t ∈ T o elemento

(t, . . . , t)(x1,...,xn) = (x−1
1 tx1, . . . , x

−1
n txn)

é diagonal, isto é, possui todas as coordenadas iguais. Então, para quais-

quer i e j, x−1
i txi = x−1

j txj, ou seja, xix
−1
j centraliza t para todo t ∈ T .
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Logo, xix
−1
j ∈ CT (T ) = Z(T ) = 1, em que a última igualdade segue de T

ser simples e não abeliano, e dáı xi = xj para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}.
Então x é diagonal e, portanto, NH(Hδ) = Hδ. Portanto, se aplicarmos o

Teorema 1.4.6 (item 1) para H, obtemos então que CSym(Ω)(H) = 1.

De acordo com o lema a seguir, temos que W pode ser estendido por

Out(T ) = Aut(T )/ Inn(T ) para obtermos todo o normalizador da ação

diagonal de B em Sym(Ω).

Lema 3.5.3. (Lema 4.5B de [8]) Com a notação acima, seja N o norma-

lizador de H em Sym(Ω). Observando que W ∼= H(Snξ) ≤ N , segue que

N/H(Snξ) ∼= Out(T ).

Suponhamos queG seja um grupo que satisfaça a propriedadeH ≤ G ≤ N ,

em que H = T1 × · · · × Tn. Logo, pelo lema anterior, segue que G está

contido em uma extensão de W por Out(T ). Ainda, como os Ti’s são não

abelianos, segue do Teorema 3.4.2 (item 4) que os grupos T1, . . . , Tn são

os únicos subgrupos normais minimais de H e, como H E G, então G age

por conjugação no conjunto {T1, . . . , Tn}. O seguinte teorema diz qual a

condição para que G seja primitivo.

Teorema 3.5.4. (Teorema 4.5A de [8]) Com a notação acima, G será

um subgrupo primitivo de Sym(Ω) se, e somente se, uma das alternativas

a seguir for satisfeita:

1. n ≥ 2 e a ação por conjugação de G no conjunto dos subgrupos nor-

mais minimais de H, {T1, . . . , Tn}, é primitiva.

2. n = 2 e G age trivialmente em {T1, T2} por conjugação.

Em particular, o normalizador N do grupo base B será primitivo para todo

n ≥ 2.

Suponhamos então que G seja um grupo que satisfaça a condição (1) do te-

orema acima, isto é, G é um subgrupo de N que contém H = T1×· · ·×Tn
(n ≥ 2), e a ação por conjugação de G no conjunto {T1, . . . , Tn} é pri-

mitiva. Obtemos então que H = soc(G). De fato, como G é tran-

sitivo sobre {T1, . . . , Tn} e H E G, segue do Corolário 3.4.5 que H é

um subgrupo normal minimal de G. Visto ainda que H é não regu-

lar, aplicando o Teorema 3.4.6 para G e H, obtemos que H = soc(G)

e CG(H) = 1. Observemos que isso condiz com o já hav́ıamos obtido, pois
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temos CG(H) ⊆ CSym(Ω)(H) = 1. Ainda, segue do Corolário 3.4.8 que

H = soc(N).

Portanto, H = soc(G) é o único subgrupo normal minimal de G e, con-

forme foi dito no Teorema de O’Nan-Scott, H não é abeliano, não é simples

e Hδ é um subgrupo diagonal. Veremos, na última seção do Caṕıtulo 4,

um exemplo expĺıcito de um grupo nessa classe.

Os grupos que satisfazem a condição (2) do teorema pertencem à classe

HS, e serão tratados separadamente, a seguir.

4. Holomorph of a Simple Group (HS) (n = 2, H = T 2 não regular e

não abeliano)

Sejam T um grupo simples não abeliano e Ω = T . Consideremos a re-

presentação regular ρ : T → Sym(T ) por multiplicação à direita. Assim,

Tρ ≤ Sym(T ). Afirmamos que Tρ é normalizado por Aut(T ). De fato,

dados t ∈ T e ϕ ∈ Aut(T ), para todo s ∈ T temos

sϕ
−1(tρ)ϕ = ((sϕ−1)t)ϕ = (sϕ−1)ϕ(tϕ) = s(tϕ) = s (tϕ)ρ,

ou seja, ϕ−1(tρ)ϕ = (tϕ)ρ ∈ Tρ. Ainda, é fácil ver que Tρ e Aut(T )

possuem interseção trivial. Portanto, o grupo K = 〈Tρ,Aut(T )〉 é um

subgrupo de Sym(T ) isomorfo a Tρ o Aut(T ). Em particular, temos que

Tρ E K.

Consideremos agora a representação regular por multiplicação à esquerda

λ : T → Sym(T ). Então T ∼= Tλ ≤ Sym(T ). Afirmamos que Tλ ≤ K.

Basta observar que dado tλ ∈ Tλ, se ϕ ∈ K for a conjugação por t, então

ϕ(t−1ρ) = tλ. De fato, para todo s ∈ T

sϕ(t−1ρ) = (t−1st)t−1 = t−1s = s(tλ).

Portanto, Tλ ≤ K. Ainda, Aut(T ) normaliza Tλ, pois dados σ ∈ Aut(T )

e t ∈ T , para qualquer s ∈ T temos

sσ
−1(tλ)σ = (t−1(sσ−1))σ = (t−1σ)(sσ−1σ) = (tσ)−1s = s(tσ)λ.

Portanto, σ−1(tλ)σ = (tσ)−1λ ∈ Tλ e dáı Aut(T ) normaliza Tλ. Ainda,

pela Proposição 1.4.4 (item 1), obtemos que Tρ normaliza Tλ. Então

K ≤ NSym(Ω)(Tλ) e, como Tλ ≤ K, temos Tλ E K.
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Novamente aplicando a Proposição 1.4.4 (item 3), obtemos que o produto

direto H := Tρ×Tλ ≤ K está bem definido. Afirmamos que H é primitivo

sobre Ω = T . De fato, seja Γ um bloco em T tal que Γ contém a identidade

1 de T . Como Tρ age por multiplicação à direita, Γ é um subgrupo de T .

Para ver isso, notemos que se x, y ∈ Γ, visto que 1 ∈ Γ(y−1)ρ ∩ Γ e Γ é um

bloco, devemos ter Γ(y−1)ρ = Γ. Portanto, xy−1 ∈ Γ. Da mesma forma, se

ϕ ∈ Inn(T ), como 1 ∈ Γϕ ∩ Γ, segue que Γϕ = Γ, isto é, Γ é invariante

sob automorfismos internos de T . Então Γ é um subgrupo normal de T .

Como T é simples, Γ = 1 ou Γ = T e, consequentemente, H é primitivo.

Consideremos então um grupo G tal que H ≤ G ≤ K = Tρ o Aut(T ).

Assim, como H é primitivo, segue que G é primitivo. Ainda, visto que

Tρ, Tλ E K, temos Tρ, Tλ E G. Como Tρ e Tλ são simples e não

abelianos, obtemos que eles são subgrupos normais minimais de G, e são

únicos. Portanto, H = soc(G) ∼= T × T . Um cálculo simples mostra que o

estabilizador H1 = {(tρ, tλ) : t ∈ T}, ou seja, H não é regular.

5. Twisted Wreath Products (TW ) (H = T n é regular, não abeliano, e

n ≥ 2)

Exemplos de grupos de tipo TW podem ser encontrados via a construção

do produto entrelaçado retorcido (twisted wreath product). Suponhamos

que n ≥ 2 e sejam T um grupo simples não abeliano, Γ := {1, . . . , n}
e P um grupo de permutações transitivo em Γ. Consideremos então o

estabilizador P1 e suponhamos que exista um homomorfismo de grupos

ϕ : P1 → Aut(T ) tal que Inn(T ) ≤ Imϕ. No ińıcio da seção 3.2 vimos

que Fun(P, T ) é um grupo sob a multiplicação pontual. Definimos então

o subconjunto H ⊆ Fun(P, T ) como

H := {f : P → T : (pq)f = (pf)(qϕ) ∀p ∈ P e ∀q ∈ P1}

Verifica-se que H é um grupo, isto é, H ≤ Fun(P, T ), e que H ∼= T n. Para

ver que H e T n são grupos isomorfos, podemos considerar a aplicação

ψ : H → Fun([P : P1], T ), (pQ)(fψ) := pf , em que [P : P1] é o conjunto

das classes laterais de P1 em P . Essa aplicação é um isomorfismo, e dei-

xaremos essa verificação para o leitor. Usando que P é transitivo, segue

da Proposição 1.2.2 (item 3), que |P : P1| = |Γ| = n. Portanto, conforme

vimos no final da seção 3.2, obtemos que Fun([P : P1], T ) ∼= T n. Logo,
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H ∼= T n. Definimos ainda uma ação de P em H dada por

xfp := (px)f, (3.1)

em que x, p ∈ P e f ∈ H. Observemos que H é invariante sob essa ação.

Para ver isso, devemos mostrar que dados f ∈ H e p̄ ∈ P , então f p̄ ∈ H.

Mas, para quaisquer p ∈ P e q ∈ P1, temos

(pq)f p̄ = (p̄pq)f = [(p̄p)f ](qϕ) = (pf p̄)(qϕ).

Portanto, f p̄ ∈ H, e um cálculo utilizando a equação 3.1 mostra que

ϕp : f 7→ fp é um automorfismo de H. Dessa forma, o produto semidireto

G = H o P está bem definido. Considerando Ω = ΓP , o conjunto das

classes laterais de P em G, temos que G age sobre Ω por multiplicação à

direita (ρP ).

Um exemplo t́ıpico nesta classe possui a forma G = T twrϕ P := H o P ,

em que G é primitivo sobre Ω, isto é, G é o produto entrelaçado retorcido

de T e P .

As condições requeridas para garantir a primitividade de um grupo desse

tipo implicam que n ≥ 6. Não entraremos em detalhes, mas isso implica

que o menor produto entrelaçado retorcido que podemos encontrar possui

grau 606, a saber G = A5 twrA6, em que Ω = (A5)6.

6. Casos PA, CD e HC (H = T n não regular e não abeliano)

Consideremos T um grupo simples não abeliano e n ≥ 2. Seja M um

grupo de permutações primitivo sobre um conjunto Γ, de tipo AS, SD ou

HS. Para l > 1, seja W = M wrSl e consideremos W agindo sobre Ω = Γl

com a ação produto. Então, para cada γ ∈ Γ, e α = (γ, . . . , γ) ∈ Ω, temos

que Wα = Mγ wrSl. Se K for o socle de M , então o socle H de W será

K l, e Hα = (Kγ)
l 6= 1.

Agora, W age naturalmente nos l fatores em H = K l. Consideremos um

grupo G tal que H ≤ G ≤ W , agindo transitivamente nesses l fatores. Em

[11], Liebeck, Prager e Saxl provaram que, exatamente, uma das condições

será satisfeita:

(i) M é de tipo AS, K ∼= T , n = l e H é o único subgrupo normal

minimal de G. Nesse caso, G será de tipo PA.
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(ii) M é de tipo SD, K ∼= T n/l e G e M possuem um único subgrupo

normal minimal. Nesse caso, G será de tipo CD.

(iii) M é de tipo HS, K ∼= T n/l e G e M possuem dois subgrupos normais

minimais, ambos regulares. Nesse caso, G será de tipo HC.



Caṕıtulo 4

O’Nan-Scott e Sincronizadores

O objetivo deste caṕıtulo é investigar quais grupos dentre as classes de O’Nan-

Scott são sincronizadores ou não sincronizadores. Em [12, Exemplo 3.2], Neu-

mann provou que um grupo primitivo que preserva uma “estrutura de produto”

não pode ser sincronizador. Esse resultado implica que os grupos nas classes

TW , HC, PA e CD não são sincronizadores.

Inicialmente, apresentaremos o conceito de decomposição cartesiana para,

em seguida, definir os grupos básicos. Veremos que um grupo não básico é não

sincronizador.

Observamos que os resultados deste caṕıtulo são conhecidos na literatura,

porém é a primeira vez que a propriedade de sincronização é estudada nas classes

TW , HC, PA e CD utilizando-se a linguagem de decomposição cartesiana.

4.1 Decomposição Cartesiana

Dado um grupo de permutações G agindo sobre Ω, a primeira coisa que nos per-

guntamos é se ele é transitivo. Se a resposta for não, estudamos a ação transitiva

nas G-órbitas. Dessa forma, nos focamos em conjuntos menores. Em seguida,

nos perguntamos se G é primitivo. Novamente, se a resposta for não, estuda-

mos a ação de G sobre um sistema de blocos. A ideia é então sempre reduzir

nosso estudo para conjuntos menores. Por exemplo, ao trabalharmos com pro-

dutos entrelaçados agindo com a ação produto, decompomos Ω em um produto

cartesiano. Essas ideias motivaram alguns matemáticos, tais como Kovács [9],

Baddeley, Praeger e Schneider [3], a formalizar um conceito que denominaremos

por decomposição cartesiana.

71
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Definição 4.1.1. Uma decomposição cartesiana de um conjunto Ω é um

conjunto D = {P1, . . . ,Pk} de partições não triviais de Ω tais que

|P1 ∩ · · · ∩ Pk| = 1 para quaisquer P1 ∈ P1, . . . , Pk ∈ Pk.

Observemos que segue da definição que k ≥ 2, pois, caso contrário, teremos

D = {P}, em que P é a partição trivial {{α} : α ∈ Ω}. A seguir, consideraremos

um exemplo de decomposição cartesiana.

Exemplo 4.1.2. Seja Ω o conjunto de vértices do quadrado, como na Figura

4.1. Consideremos então as seguintes partições de Ω:

P1 ={{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1), (1, 1)}}

P2 ={{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (1, 1)}}.

Observamos que se P1 ∈ P1 e P2 ∈ P2, então |P1 ∩ P2| = 1. Desse modo,

D = {P1,P2} é uma decomposição cartesiana de Ω.

Figura 4.1: Quadrado

Definição 4.1.3. Sejam G ≤ Sym(Ω) e D = {P1, . . . ,Pk} uma decomposição

cartesiana de Ω.

(i) Diremos que G preserva D se, para qualquer g ∈ G, tivermos Dg = D.

(ii) Diremos que D é homogênea se |Pi| = |Pj|, para quaisquer Pi,Pj ∈ D.

Seja D = {P1, . . . ,Pk} uma decomposição cartesiana de um conjunto Ω.

Então a aplicação α 7→ (P1, . . . , Pk), em que, para cada i ∈ {1, . . . , k}, Pi é

o único conjunto em Pi que contém α, é uma bijeção bem definida entre Ω
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e P1 × · · · × Pk. Portanto, podemos identificar Ω com o produto cartesiano

P1 × · · · × Pk. Em particular, |Ω| = |P1| . . . |Pk|.
Cameron, em [6], introduziu uma classe de grupos dentro da classe dos gru-

pos primitivos, os chamados grupos básicos. Usando o conceito de decomposição

cartesiana, reformulamos a definição de Cameron, para uma definição equiva-

lente, que será apresentada a seguir.

Definição 4.1.4. Seja G um grupo de permutações primitivo em um conjunto

Ω. Dizemos que G é não básico se G preserva alguma decomposição cartesiana

de Ω. Caso contrário, diremos que G é básico.

O teorema a seguir é uma formalização das ideias apresentadas por Neumann

em [12, Exemplo 3.2]. A demonstração que faremos pode ser encontrada em [15,

Lema 2.2].

Teorema 4.1.5. Seja G um grupo de permutações primitivo em um conjunto

Ω. Se G for não básico, então G será um grupo não sincronizador.

Demonstração. Suponhamos que D = {P1, . . . ,Pk} seja uma decomposição car-

tesiana preservada por G.

Inicialmente, mostraremos que G é transitivo sobre D. Suponha, por ab-

surdo, que G seja intransitivo sobre D. Reordenando os ı́ndices, se necessário,

podemos assumir que D1 = {P1, . . . ,Ps}, em que s < k, é uma G-órbita. Fi-

xemos os conjuntos Pi ∈ Pi, em que i = 1, . . . , s, e seja B := P1 ∩ · · · ∩ Ps.
Afirmamos que B é um bloco não trivial para G agindo sobre Ω. De fato, visto

que as partições Pi são não triviais para todo i ∈ {1, . . . , k}, temos que B 6= Ω.

Mostraremos agora que |B| > 1. Fixemos r > s e sejam P, P̄ ∈ Pr, em que

P 6= P̄ . Então, visto que D é uma decomposição de Ω, segue que B ∩ P 6= ∅ e

B∩ P̄ 6= ∅. Como P ∩ P̄ = ∅, obtemos que B∩P e B∩ P̄ são disjuntos, e então

B deve conter pelo menos dois elementos. Resta mostrar que B é um bloco.

Dado g ∈ G, temos que {P1
g, . . . , Ps

g} = {P1, . . . , Ps} e então B = Bg ou, caso

contrário, Bg = P ′1 ∩ · · · ∩ P ′s, em que P ′i ∈ Pi, i ∈ {1, . . . , s}, e Pi0 6= P ′i0 para

algum i0 ∈ {1, . . . , s}. Nesse último caso, devemos ter Bg ∩ B = ∅. De fato,

se existisse α ∈ B ∩ (P ′1 ∩ · · · ∩ P ′s), teŕıamos α ∈ Pi0 ∩ P ′io , um absurdo, pois

Pi0 ∩P ′io = ∅. Então Bg = B ou Bg ∩B = ∅, ou seja, B é um bloco não trivial

para G. Isso é um absurdo, visto que, por hipótese, G é primitivo. Conclúımos

assim que G deve ser transitivo sobre D.

Agora, queremos mostrar que existe uma partição G-regular de Ω. Provare-

mos que P1 é uma partição G-regular. Já sabemos pelo parágrafo acima que G
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é transitivo sobre D. Então D é homogênea, isto é, |Pi| = |Pj| para quaisquer

Pi,Pj ∈ D. Para cada i ∈ {1, . . . , k}, fixemos uma bijeção ϕi : P1 → Pi. Assim,

para cada P ∈ P1 e cada j ∈ {2, . . . , k}, temos que Pϕj ∈ Pj. Portanto, pode-

mos considerar a k-upla (P, Pϕ2, . . . , Pϕk) ∈ P1 × · · · × Pk e βP ∈ Ω, em que

βP é o único elemento em P ∩Pϕ2 ∩ · · · ∩Pϕk. Consideremos então o conjunto

S := {βP : P ∈ P1}. Notamos que S é uma seção para todo Pi ∈ D. Mostrare-

mos agora que S garante a G-regularidade de P1. Dado g ∈ G, afirmamos que

Sg é uma seção para P1. Visto G é transitivo sobre D, temos que Pig = P1 para

algum i ∈ {1, . . . , k}. Como S é uma seção para Pi, obtemos que Sg é uma seção

para Pig = P1. Portanto, S garante G-regularidade de P1 e obtemos que P1 é

uma partição G-regular não trivial de Ω. Então G é um grupo não sincronizador.

Logo, se G for não básico, então G será um grupo não sincronizador.

Em particular, segue deste teorema que todo grupo sincronizador é básico.

Veremos posteriormente, entretanto, que essas duas classes não são iguais.

4.2 As Classes TW , PA, HC e CD

Nessa seção veremos como utilizar o Teorema 4.1.5 para mostrar que os grupos

nas classes TW , PA, HC e CD do Teorema de O’Nan-Scott não são sincroniza-

dores. Em particular, isso nos dará também exemplos de grupos primitivos que

não são básicos, o que mostrará que essas duas classes não são equivalentes.

Teorema 4.2.1. Sejam G um grupo de permutações transitivo sobre Ω, M um

subgrupo normal minimal de G e α ∈ Ω. Assumimos que M = M1 × · · · ×Mk

seja um produto direto com fatores Mi 6= 1 e k ≥ 2. Consideremos também que o

conjunto {M1 . . . ,Mk} seja Gα-invariante com respeito à ação de conjugação, e

que Mα = (M1∩Mα)×· · ·× (Mk∩Mα). Então G preservará uma decomposição

cartesiana de Ω e, consequentemente, G será não básico.

Demonstração. Consideremos os conjuntos Ni :=
∏

j 6=iMj, i = 1, . . . , k e, para

cada i, seja Pi o conjunto das Ni-órbitas. Visto que G é primitivo e M E G,

temos do Teorema 1.2.7 (item 2) que M está no núcleo da ação de G em Ω

ou M é transitivo. Como esse núcleo é trivial e M 6= 1, obtemos que M é

transitivo. Agora, como cada Ni é normal em M , se aplicarmos esse mesmo

teorema (item 1) para cada par M e Ni, seguirá que cada Pi é uma partição

M -invariante. Definimos então D := {P1, . . . ,Pk}. Queremos mostrar que D é

uma decomposição cartesiana de Ω.
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Afirmação 1. Gα age sobre {M1 . . . ,Mk} transitivamente, por conjugação.

De fato, caso Gα fosse intransitivo, consideremos Γ uma Gα-órbita não trivial.

Denotemos por P :=
∏

Mi∈ΓMi o produto direto dos Mi’s em Γ. Assim, temos

que M e Gα normalizam P . Visto que M E G é transitivo sobre Ω, segue da

Proposição 1.2.3 que G = GαM . Portanto, P E G. Mas isso é um absurdo, pois

P �M eM é um subgrupo normal minimal deG. Logo, Gα age transitivamente,

por conjugação, em {M1 . . . ,Mk}.

Afirmação 2. D é G-invariante.

De fato, D é M -invariante (pontualmente), pois cada Pi ∈ D é M -invariante.

Por outro lado, temos que Gα permuta, por conjugação, os subgrupos Mi’s.

Consequentemente, Gα permuta os subgrupos Ni’s. Notemos que, dados Pi ∈ D,

βNi ∈ Pi e g ∈ Gα, temos

(βNi)g = (βg)Ni
g

= (βg)N
′
,

em que N ′ = Ni
g. Portanto, Gα permuta as partições Pi. Temos então que D é

Gα-invariante. Usando queG = GαM , obtemos finalmente queD éG-invariante.

Afirmação 3. As partições Pi ∈ D não são triviais.

Fixemos i ∈ {1, . . . , k}. Suponhamos então que Pi = {{β} : β ∈ Ω}. Como

Pi é o conjunto das Ni-órbitas, segue que βNi = {β} para todo β ∈ Ω. Mas

isso não é posśıvel, pois Ni é um grupo de permutações não trivial. Então

Pi não é a partição trivial dos conjuntos com um único elemento. Por outro

lado, suponhamos que Pi = {Ω}. Logo, Ni é transitivo sobre Ω. Consideremos

então Hi := (M1 ∩ Mα) × Ni. Assim, M = Mi × Ni e, se utilizarmos que

Mα = (M1 ∩ Mα) × · · · × (Mk ∩ Mα), obteremos que M ≥ Hi ≥ Mα. A

transitividade de Ni garante a transitividade de Hi. Mas temos da Proposição

1.2.3 que o único subgrupo transitivo de M que contém o estalizador é M .

Portanto, M = Hi, e dáı segue que Mi = Mi ∩Mα, isto é, Mi ⊆ Mα. Visto

que Mi E M , temos do Teorema 1.2.7 (item 1) que as órbitas de Mi formam

um sistema de blocos para M . Como αMi = {α} e esse sistema de blocos é uma

partição uniforme (pois M é transitivo - veja o item (iii) da Observação 1.2.5),

obteŕıamos que Mi estabiliza todo elemento de Ω, o que é um absurdo, pois Mi

é um grupo de permutações não trivial de Ω. Logo, Pi 6= {Ω}. Portanto, D é

um conjunto de partições não triviais de Ω.

Afirmação 4. Para cada i ∈ {1, . . . , k}, |Pi| = |Mi : Mi ∩Mα|.
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Fixemos i ∈ {1, . . . , k} e consideremos o conjunto Hi := (Mi∩Mα)×Ni. Seja

então D := αNi ∈ Pi o bloco em Pi que contém α. Visto que Mi∩Mα estabiliza

α, obtemos que αHi = αNi , isto é, D é uma Hi-órbita. Então Mα ≤ Hi ≤ M e,

como os elementos de Pi são blocos para M , podemos aplicar o Teorema 1.3.3

para obtermos que Hi é o estabilizador do bloco D, isto é, Hi = MD. Por outro

lado, visto que M = Mi ×Ni é transitivo sobre Pi, se aplicarmos a Proposição

1.2.2 (item 2), obteremos que

|Pi| = |M : MD| = |M : Hi| =
|Mi||Ni|

|Mi ∩Mα||Ni|
= |Mi : Mi ∩Mα|.

Portanto, para cada i, temos |Pi| = |Mi : Mi ∩Mα|.

Afirmação 5. Dados P1 ∈ P1, . . . , Pk ∈ Pk, se
⋂k
i=1 Pi 6= ∅, então

⋂k
i=1 Pi é

um bloco para G.

Suponhamos que
⋂k
i=1 Pi não seja vazio e, dado g ∈ G, assumamos ainda

que (
⋂k
i=1 Pi)

g =
⋂k
i=1 Pi

g 6=
⋂k
i=1 Pi. Dessa forma, basta mostrarmos que

(
⋂k
i=1 Pi

g) ∩ (
⋂k
i=1 Pi) = ∅. Visto que os conjuntos

⋂k
i=1 Pi

g e
⋂k
i=1 Pi pos-

suem a mesma ordem e são distintos, deve existir β ∈
⋂k
i=1 Pi tal que β /∈ Pi0g

para algum i0. Então, para algum j, Pi0
g, Pj ∈ Pj e Pi0

g 6= Pj, pois β /∈ Pi0g

e β ∈ Pj. Como Pi0
g e Pj são Nj-órbitas, temos Pi0

g ∩ Pj = ∅. Portanto,

(
⋂k
i=1 Pi

g) ∩ (
⋂k
i=1 Pi) = ∅ Logo, conclúımos que

⋂k
i=1 Pi é um bloco para G.

Afirmação 6. Dados P1 ∈ P1, . . . , Pk ∈ Pk, temos que |
⋂k
i=1 Pi| = 1.

Inicialmente, observemos que |
⋂k
i=1 P̄i| ≤ 1 para quaisquer P̄i ∈ Pi. De

fato, se o conjunto
⋂k
i=1 P̄i for não vazio, então ele será um bloco para G pela

Afirmação 5. Visto que G é primitivo e as partições em D são não triviais pela

Afirmação 3, segue que |
⋂k
i=1 P̄i| = 1. Portanto, em qualquer caso, obteremos

que |
⋂k
i=1 P̄i| ≤ 1.

Definiremos então uma aplicação ϕ : Ω → P1 × · · · × Pk. Para cada β ∈ Ω,

seja βϕ := (P ′1, . . . , P
′
k), em que cada P ′i é o único bloco em Pi que contém β.

Então essa aplicação está bem definida e é injetiva, pois |
⋂k
i=1 P

′
i | ≤ 1 sempre.

Visto que M é transitivo sobre Ω e Mα =
∏

(Mi ∩Mα), segue que

|Ω| = |M : Mα| =
∏
Mi∏

(Mi ∩Mα)
=
∏
|Mi : Mi ∩Mα|.

Por outro lado, segue da Afirmação 4 que

|P1 × · · · × Pk| =
∏
|Pi| =

∏
|Mi : Mi ∩Mα|.
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Portanto, |Ω| = |P1 × · · · × Pk|, o que implica que ϕ é sobrejetiva. Logo, ϕ é

uma bijeção. Então, dados P1 ∈ P1, . . . , Pk ∈ Pk, temos que |
⋂k
i=1 Pi| = 1.

Assim, segue das Afirmações 3 e 6 que D é uma decomposição cartesiana

de Ω. Visto que D é G-invariante pela Afirmação 2, segue que G preserva uma

decomposição cartesiana e, portanto, G não é básico.

Podemos aplicar os Teoremas 4.1.5 e 4.2.1 para mostrar que se um grupo

de permutações primitivo G pertencer a umas das classes HC, TW , PA ou

CD de O’Nan-Scott, teremos G não sincronizador. Notemos que em quaisquer

desses casos, dado M um subgrupo normal minimal de G, segue do Teorema

3.4.2 (item 3) que M = T1 × · · · × Tk é um produto direto de grupos simples e

isomorfos. Pelo Teorema de O’Nan-Scott, temos que M não é abeliano e não é

simples e, portanto, k ≥ 2. Além disso, como M E G e G é primitivo, segue

do Teorema 1.2.7 (item 2) que M é transitivo. Assim, temos da Proposição

1.2.3 que G = GαM e, como M estabiliza cada Ti, segue do Corolário 3.4.5

que G age transitivamente por conjugação em Σ = {T1, . . . , Tk}. Portanto, Gα

também age transitivamente, por conjugação, em Σ. Utilizaremos essas ideias

nas demonstrações a seguir.

Corolário 4.2.2. Seja G ≤ Sym(Ω) um grupo primitivo de tipo HC ou TW .

Então G é não sincronizador.

Demonstração. Seja G ≤ Sym(Ω) um grupo primitivo de tipo HC ou TW . Em

quaisquer dos casos, dado M um subgrupo normal minimal de G, temos que

M = T1 × · · · × Tk não é simples, regular, não abeliano e k ≥ 2. Como M

é regular, Mα = 1. Ainda, já vimos que Σ = {T1, . . . , Tk} é Gα-invariante.

Portanto, G satisfaz as condições do Teorema 4.2.1. Então G não é básico e, se

aplicarmos o Teorema 4.1.5, obteremos que G é não sincronizador. Logo, se G

for de tipo HC ou TW , G não será sincronizador.

Para provarmos que um grupo primitivo de tipo PA ou CD é sincronizador,

precisaremos dos dois lemas a seguir. A demonstração do lema abaixo pode ser

encontrada em [8].

Lema 4.2.3. (Lema 4.3A de [8]) Sejam T1, . . . , Tm grupos simples não abelianos.

Suponhamos que H seja um grupo com subgrupos normais distintos K1, . . . , Km,

tais que H/Ki
∼= Ti para cada i, e

⋂
Ki = 1. Então H ∼= T1 × · · · × Tm.

Já o lema abaixo é uma consequência da Proposição 1.1.8 e do Teorema 3.4.2

(item 4).
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Lema 4.2.4. Suponhamos que G = V1 × · · · × Vn seja um produto direto de

grupos simples, não abelianos, Vi. Então V1, . . . , Vn são os únicos subgrupos

normais minimais de G, e os centralizadores CG(Vj) =
∏

i 6=j Vi são os únicos

subgrupos normais maximais de G.

Suponhamos agora que G ≤ Sym(Ω) seja um grupo primitivo de tipo PA ou

CD e, como fizemos anteriormente, seja M = T1×· · ·×Tk um subgrupo normal

minimal de G. Consideremos as projeções

πi : M → Ti

t1 . . . tk 7→ ti,

i = 1, . . . , k. Definimos Ri := Mαπi ≤ Ti. Já vimos que Gα age transitivamente,

por conjugação, em Σ = {T1, . . . , Tk}. Visto ainda que Mα = M ∩Mα E Gα, a

definição de πi mostra que, para quaisquer m ∈Mα e x ∈ Gα,

se x−1Tix = Tj , então x−1(mπi)x = (x−1mx)πj, (4.1)

e dáı x−1Rix = Rj. Portanto, os subgrupos R1, . . . , Rk são conjugados sob Gα,

isto é, o subgrupo K := R1 × · · · × Rk é normalizado por Gα. Pela definição

de Ri, temos que Mα ≤ K ≤ M . Usaremos essa construção para demonstrar o

lema abaixo.

Proposição 4.2.5. Seja G ≤ Sym(Ω) um grupo primitivo de tipo PA ou CD.

Dado M = T1× · · · × Tk um subgrupo normal minimal de G, temos que existem

grupos M1, . . . ,Mn, em que n ≤ k, de tal forma que M = M1 × · · · × Mn

e Mα = (M1 ∩ Mα) × · · · × (Mn ∩ Mα). Ainda, o conjunto {M1, . . . ,Mn} é

Gα-invariante com respeito à ação por conjugação.

Demonstração. Consideremos primeiro o caso em que G é de tipo PA. Pelo

Teorema de O’Nan-Scott, sabemos que M é o único subgrupo normal minimal de

G, Mα > 1 e Mα não é um subgrupo subdireto de M . Como Mα não é subdireto,

devemos ter R1 < T1. Assim, Mα ≤ K < M , em que K := R1× · · · ×Rk. Visto

que K é normalizado por Gα, temos GαK ≤ G. Mas como G é primitivo, segue

do Corolário 1.3.6 que Gα é maximal e, portanto, GαK = Gα ou GαK = G.

Mas se fosse GαK = G, teŕıamos que K seria um subgrupo normal em G. Mas

isso, é um absurdo, pois M é um subgrupo normal minimal de G e K < M .

Portanto, devemos ter GαK = Gα, e então K ≤ Gα. Mas isso significa que

K ≤ Gα ∩ M = Mα. Logo, Mα = K = R1 × · · · × Rk. Ainda, segue da
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definição de πi que, para cada i, Ri = Ti ∩Mα. Portanto, se G for de tipo PA,

basta tomarmos Mi := Ti, e teremos Mα = (M1 ∩Mα)× · · · × (Mk ∩Mα), com

{M1, . . . ,Mk} Gα-invariante.

Consideremos agora o caso em que G é de tipo CD. Pelo Teorema de O’Nan-

Scott, Mα não é simples e é um produto subdireto de M . Visto que Mα é

um produto subdireto, temos que Ri = Ti para todo i, e dáı K = M . Mas

observemos que Mα é um subgrupo próprio de M , pois, caso contrário, como

M E G, as órbitas de M seriam uma partição G-invariante (veja o item 1

do Teorema 1.2.7), e então M estaria no núcleo da ação de G sobre Ω, que é

trivial. Portanto, Mα é um produto subdireto próprio de M . Definimos então

Ki := Mα∩kerπi para cada i, e observamos que Ki é o núcleo da restrição de πi

para o domı́nio Mα. Portanto, Mα/Ki
∼= Ti para todo i. Em particular, isso nos

diz que Mα/Ki é simples, e segue da Observação 1.3.5 que Ki é um subgrupo

normal maximal de Mα, para cada i. Reindexando, se necessário, podemos supor

que os n primeiros termos da lista K1, . . . , Kn, Kn+1, . . . , Kk são distintos, e que

qualquer outro Ki, i ≥ n+ 1, é igual a um dentre os n primeiros. Ainda, temos

que
⋂n
i=1 Ki ≤

⋂
kerπi = 1. O Lema 4.2.3 mostra então que Mα = V1×· · ·×Vn,

em que cada Vj ∼= Ti ∼= T1 para quaisquer i, j. Além disso, n ≥ 2, pois Mα não

é simples.

Notamos, pelo Lema 4.2.4, que os subgrupos Vj são os únicos subgrupos

normais minimais de Mα, e que os centralizadores CMα(Vj) =
∏

i 6=j Vi, em que

i = 1, . . . , n, são os únicos subgrupos normais maximais de Mα. Como os Ki’s

são subgrupos normais maximais de Mα, e os n primeiros Ki’s são distintos,

obtemos que, para cada i ∈ {1, . . . , n}, deve existir um único j ∈ {1, . . . , n},
tal que Ki = CMα(Vj). Observemos ainda que, fixado j, pode haver algum

outro i ≥ n+ 1 tal que Ki = CMα(Vj). Portanto, podemos definir uma partição

P = {P1, . . . , Pn} de Σ = {T1, . . . , Tk}:

Ti ∈ Pj se, e somente se, Ki = CMα(Vj).

Assim, para j = 1, . . . , n, definimos Mj como sendo o produto dos subgrupos

em Pj. Claramente, M = M1 × · · · ×Mn. Além disso, Mj ∩Mα = Vj, pois se

y ∈Mα, então são equivalentes:

1. y ∈Mj.

2. yπi = 1, para todo Ti /∈ Pj.

3. y ∈ Ki, para todo Ki 6= CMα(Vj).
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4. y ∈
⋂
l 6=j CMα(Vl) = Vj.

Logo, se G for de tipo CD, obtemos Mα = (M1 ∩Mα) × · · · × (Mn ∩Mα). Já

vimos que Gα age transitivamente, por conjugação, em Σ. Por outro lado, segue

da condição 4.1 que, se x ∈ Gα e x−1Tix = Tl, então x−1Kix = Kl. Como

são os Ki’s que determinam em qual elemento de P estará cada Ti, obtemos

então que P é um sistema de blocos para a ação de Gα. Em particular, como

cada Mj é determinado pelos elementos que estão em Pj, segue que o conjunto

{M1, . . . ,Mn} é Gα-invariante.

Corolário 4.2.6. Seja G ≤ Sym(Ω) um grupo primitivo de tipo PA ou CD.

Então G é não sincronizador.

Demonstração. Seja G ≤ Sym(Ω) um grupo primitivo de tipo PA ou CD. Em

quaisquer dos casos, dado M um subgrupo normal minimal de G, temos da

Proposição 4.2.5 que M = M1 × · · · × Mn, em que o estabilizador satistaz

Mα = (M1 ∩ Mα) × · · · × (Mn ∩ Mα), e que o conjunto {M1, . . . ,Mn} é Gα-

invariante. Portanto, G satisfaz as condições do Teorema 4.2.1. Então G não é

básico e, se aplicarmos o Teorema 4.1.5, obteremos que G é não sincronizador.

Logo, se G for de tipo PA ou CD, G não será sincronizador.

4.3 As Classes HA, AS, SD e HS

Na seção anterior, vimos que os grupos sincronizadores devem pertencer obriga-

toriamente a uma das seguintes classes de O’Nan-Scott: HA, AS, SD ou HS.

Em [15], Schneider e Silva estudaram os subgrupos sincronizadores do grupo

linear geral afim unidimensional. Portanto, não trataremos o caso HA aqui.

Nessa seção apresentaremos exemplos de grupos não sincronizadores nas demais

classes de O’Nan-Scott, a saber, AS, HS e SD. Começaremos tratando o caso

AS.

Exemplo 4.3.1. Sejam Ω = {1, . . . , n}, n ≥ 5, e Ω̄ = Ω{2}. Consideremos então

o grupo G := Sym(Ω), com sua ação induzida em Ω̄. Já vimos, no Exemplo 2.1.3,

que G é transitivo. Mostraremos que G é um grupo primitivo.

Seja ∆ um bloco de Ω̄ que contém pelo menos dois pontos. Como G é

transitivo, podemos supor que α := {1, 2} ∈ ∆. Seja β ∈ ∆, tal que β 6= α.

Observemos que Ω̄ é uma união disjunta de conjuntos, a saber,

Ω̄ = {α} ∪ {γ ∈ Ω̄ : |α ∩ γ| = 1} ∪ {γ ∈ Ω̄ : α ∩ γ = ∅}.
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Denotemos X := {γ ∈ Ω̄ : α ∩ γ = ∅} e Y := {γ ∈ Ω̄ : |α ∩ γ| = 1}. Temos dois

casos a considerar.

Caso 1: α ∩ β = ∅. Neste caso, β ∈ X e é fácil ver que Gα é transitivo

sobre X. Isso implica que X ⊆ ∆, pois, dado γ ∈ X, como β ∈ X existe g ∈ Gα

tal que γ = βg ∈ ∆g. Mas α ∈ ∆g ∩ ∆, e usando que ∆ é um bloco, obtemos

γ ∈ ∆g = ∆. Logo, X ⊆ ∆. Em particular, fixado i0 ≥ 3, significa que ∆

contém todos os elementos da forma {i0, j}, em que 3 ≤ j 6= i0. Consideremos

então j0 tal que {i0, j0} ∈ X. Para mostrar que ∆ contém todos os elementos de

Ω̄ que possuem i0, basta provar que {1, i0}, {2, i0} ∈ ∆. Visto que n ≥ 5, existe

l 6= 1, 2, i0, j0, e se considerarmos g1 = (1 2 l j0 i0), teremos {j0, l}g1 = {i0, j0},
com {j0, l} ∈ X. Portanto, {i0, j0} ∈ ∆g1 ∩∆ e, como ∆ é um bloco, segue que

∆g1 = ∆. Logo, {1, i0} = {i0, j0}g1 ∈ ∆g1 = ∆. Analogamente, {2, i0} ∈ ∆, pois

basta considerarmos g2 = (1 l j0 i0 2) no lugar de g1. Portanto, todos os elementos

que contém o número i0 pertencem a ∆. Como i0 foi tomado arbitrariamente,

obtemos, em particular, que Y ⊆ ∆. Logo, ∆ = Ω̄.

Caso 2: |α ∩ β| = 1. Neste caso, temos que β ∈ Y e é fácil ver que Gα

é transitivo sobre Y , pois basta mostrar que, para todo γ ∈ Y , existe g ∈ Gα

tal que γg = β. Portanto, Y ⊆ ∆. Dessa forma, dado {i0, j0} ∈ X, temos que

{1, i0}, {1, j0} ∈ ∆. Mostraremos que {i0, j0} ∈ ∆. Tomando g3 = (1 i0 j0),

obtemos {i0, j0} = {1, i0}g3 ∈ ∆g3 e {1, i0} = {1, j0}g3 ∈ ∆g3 ∩∆. Como ∆ é um

bloco, segue que {i0, j0} ∈ ∆g3 = ∆. Visto que Ω̄ = {α} ∪X ∪ Y , e {i0, j0} foi

tomado arbitrariamente em X, conclúımos que ∆ = Ω̄.

Portanto, em qualquer caso, obtemos ∆ = Ω̄, o que implica queG é primitivo.

Visto que o grupo G do exemplo acima é primitivo, nos perguntamos em

qual classe de O’Nan-Scott ele se enquadra. Como n ≥ 5, temos que Alt(Ω) é o

único subgrupo normal não trivial de G, e dáı segue que soc(G) = Alt(Ω) é não

abeliano, simples e não regular. Portanto, G é de tipo AS. Utilizando o exemplo

acima, daremos agora um exemplo de um grupo básico mas não sincronizador.

Exemplo 4.3.2. Sejam Ω = {1, . . . , 6} e Ω̄ = Ω{2}. Consideremos então o grupo

G := Sym(Ω) com sua ação induzida em Ω̄. Já vimos, no Exemplo 4.3.1, que G

é primitivo em Ω̄. Afirmamos que G é um grupo básico não sincronizador.

Mostraremos que G é básico. Suponhamos, por absurdo, que G não seja

básico. Então G deve preservar uma decomposição cartesiana de Ω̄, a saber

D = {P1, . . . ,Pk}. Visto que podemos identificar Ω com P1× · · ·×Pk, obtemos

que |Ω| = |P1| . . . |Pk|. Como |Ω̄| = 15, devemos ter k = 2 e {|P1|, |P2|} = {3, 5}.
Visto que |P1| 6= |P2| e G preserva D, conclúımos que P1

g = P1 para todo g ∈ G,
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isto é, a partição não trivial P1 é preservada por G e, portanto, é um sistema

de blocos não trivial. Mas isso é um absurdo, pois sabemos que G é primitivo.

Logo, G é básico.

Mostraremos agora que G é não sincronizador. Consideremos o grafo com-

pleto G cujo conjunto de vértices é Ω e o conjunto de elos é Ω̄. Faremos um

colorido dos elos de G de forma que quaisquer dois elos com vértices em comum

possuam cores distintas. Claramente, visto que cada vértice possui um elo com

os outros cinco pontos, pois G é completo, serão necessárias pelo menos cinco

cores. Porém, de fato, esse número é suficiente, conforme vemos na Figura 4.2.

As cores foram nomeadas como a, b, c, d e e.

Figura 4.2: Colorido dos elos de G, usando 5 cores

Portanto, se considerarmos a partição P = {Pa, . . . ,Pe} de Ω̄, em que cada

Px ∈ P , x ∈ {a, . . . , e}, é o conjunto dos elementos em Ω̄ da cor especificada,

obtemos que |P| = 5 e que cada conjunto em P possui ordem 3. Além disso,

qualquer par de elementos em um mesmo conjunto em P é disjunto. Queremos

mostrar que P é uma partição G-regular. Consideremos então o conjunto S, de

todos os elementos de Ω̄ que contém o número 1. Em vista da forma como P
foi definida, temos que S é uma seção para P . Também, segue da ação de G

sobre Ω̄, que Sg é uma seção para P para todo g ∈ G (Sg é o conjunto de todos

os elementos de Ω̄ que contém o número 1g). Logo, G preserva uma partição

G-regular não trivial e, portanto, G não é sincronizador.

Então G é um grupo básico que não é sincronizador, o que significa que a

classe dos grupos sincronizadores está estritamente contida na classe dos grupos

básicos.

O exemplo acima encerra nossas discussões a respeito das inclusões estritas

que existem entre as subclasses de grupos primitivos apresentadas na Figura 2.1.

Trataremos agora as classes HS e SD de O’Nan-Scott.
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Dado um grupo simples não abeliano T , vimos na última seção do Caṕıtulo

3 que G = 〈Tρ,Aut(T )〉 ≤ Sym(T ) é um grupo primitivo de tipo HS isomorfo

a Tρ o Aut(T ), cujos subgrupos normais minimais são Tρ e Tλ, de forma que

H = soc(G) = Tρ×Tλ. Vimos também que H1 = {(tρ, tλ) : t ∈ T} ∼= T . Antes

de prosseguir, precisaremos da seguinte definição.

Definição 4.3.3. Dizemos que um grupo K possui uma fatoração exata se

existirem subgrupos A,B 6= K tais que K = AB e A ∩B = {1}.

Afirmamos que se T admitir uma fatoração exata T = AB tal que T = A(Bτ )

é uma fatoração exata para todo τ ∈ Aut(T ), então G será não sincronizador. De

fato, se T = AB satisfaz as condições acima, consideremos P a partição de T com

respeito às classes laterais à direita de A. Mostraremos que P é uma partição

G-regular. Como T = AB é exata, o subgrupo B contém precisamente um

elemento de cada classe lateral Ax e, portanto, B é uma seção de P . Afirmamos

que, para cada g ∈ G, o conjunto Bg é uma seção de P . Escrevamos g = τ(tρ),

em que τ ∈ Aut(T ) e t ∈ T . Então Bg = (Bτ )(tρ). Como T = A(Bτ ) é exata,

obtemos que Bτ contém precisamente um elemento de cada classe lateral Ax.

Logo, (Bτ )(tρ) também possui precisamente um elemento de cada classe Ax.

Assim, obtemos que P é uma partição G-regular não trivial para G.

Consideremos agora o elemento σ : t 7→ t−1 em Sym(T ). Vimos no Corolário

1.4.4 que σ−1(tρ)σ = tλ para todo t ∈ T e, como |σ| = 2, temos τσ = τ para

qualquer τ ∈ Aut(T ):

t(σ
−1τσ) = ((tσ)τ)σ = (t−1τ)σ = (tτ)−1σ = tτ .

Logo, σ normaliza G. Temos ainda que σ /∈ G, pois se σ ∈ G, então σ ∈ Aut(G).

No entanto, como G não é abeliano, g 7→ g−1 não é um automorfismo de G. Logo,

σ /∈ G e, portanto, o grupo Ḡ = 〈G, σ〉 pode ser escrito como Ḡ = G o 〈σ〉.
Visto que G ≤ Ḡ e G é primitivo, temos que Ḡ é um grupo primitivo. Notemos

que H = Tρ×Tλ é um subgrupo normal minimal de Ḡ. Como H é não abeliano

e não regular, segue do Teorema 3.4.6 que soc(Ḡ) = H. Ainda, H é subdireto

e, como H1 = {(tρ, tλ) : t ∈ T} ∼= T , temos que H1 é simples. Portanto, Ḡ é de

tipo SD.

Afirmamos que a partição P , definida acima, é uma partição Ḡ-regular. Para

ver isso, é suficiente mostrar que Bσ é uma seção de P . Mas isso segue direta-

mente da definição de σ, pois Bσ = B.

Agora, nos perguntamos se é posśıvel encontrar fatorações como na afirma-
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ção. A resposta é sim, conforme veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.4. Sejam n ≥ 5 ı́mpar e H um grupo qualquer com ordem n.

Consideremos a representação regular ξ dada pela multiplicação à direita de H.

Então Hξ ≤ Sym(H) = Sn e, como n é ı́mpar, obtemos que Hξ ≤ An. Como

Hξ é regular, temos que a fatoração An = An−1(Hξ) é exata. Logo, visto que

Aut(An) = Sn (n 6= 6), temos que (Hξ)τ é regular para todo τ ∈ Aut(An) = Sn.

Então, para cada n ≥ 5 ı́mpar, temos que An admite uma fatoração exata como

nas condições da afirmação.
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