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Resumo

Este trabalho teve como objetivo o estudo da Geometria Fractal na educacao
bésica, citando a importancia de trabalhar com conhecimentos atuais nas aulas de
matematica de maneira inovadora. De modo geral, o ensino de Matematica segue
sempre a mesma rotina. Com o intuito de mostrar que é possivel fugir do tradici-
onalismo, é importante que o professor apresente contetidos ligados ao contexto do
aluno. A ideia de estudar essa geometria se deve ao fato dela ser mais precisa para
descrever as formas presentes na natureza, numa couve-flor, samambaia, nuvem e
etc, j4 a Geometria Euclidiana apenas as formas geométricas, levando o aluno a
perceber a sua relagao com os elementos do cotidiano, fazendo conexoes com a Ma-
tematica e o mundo da Natureza, explorando-a por caminhos nao-analiticos. Diante
disso foram propostas diversas atividades desenvolvidas em sala de aula, para que

alguns desses conceitos sejam compreendidos.

Palavras chave: Geometria Fractal, ensino da geometria, aprendizagem ma-

temdtica.
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Abstract

This work aimed to study the fractal geometry in basic education, citing the im-
portance of working with current knowledge in mathematics lessons in innovative
ways. Overall, the teaching of mathematics always follows the same routine. In or-
der to show that it is possible to escape from traditionalism, it is important that the
teacher presents content related to the context of the student. The idea of studying
this geometry is due to the fact that it is more accurate to describe shapes found
in nature, a cauliflower, fern, sky etc., now only the Euclidean geometric shapes,
leading the student to realize his relationship with the elements of everyday life,
making connections with mathematics and the world of Nature, by exploiting the
non-analytic paths. Therefore proposals were many activities in the classroom, so
that some of these concepts are understood.

Keywords:Fractal Geometry mathematics, geometry teaching, mathematical lear-

ning.
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Introducao

Durante séculos a geometria euclidiana foi considerada como a geometria que
melhor descrevia o mundo em que vivemos. Euclides (325 - 265 a. C.) desenvolveu
varios estudos sobre as formas de objetos planos, mas objetos complexos como uma
samambaia, por exemplo, nao tinham definicao de forma e dimensao. Isso abriu
caminho para outras geometrias. Dentre essas geometrias, temos o surgimento da
geometria fractal, ramo da matematica destinado a estudar as formas que se carac-
terizam por repeticoes de um determinado padrao com constantes variagoes. Essas
formas sao facilmente identificadas na natureza, em uma couve-flor, um relampago,
uma arvore, pois apresentam sempre copias aproximadas de si mesmo em seu inte-
rior.

Neste contexto, o estudo sobre os fractais tem como objetivo estimular e despertar
o interesse dos alunos, pois em muitos momentos eles se deparam com uma forma
irregular, portanto é importante conhecer as areas onde estas formas sao estudadas
e aplicadas.

Deste modo, para inserir esse tema, relacionando-o com alguns conteidos de ma-
temadtica, foi desenvolvido uma oficina com os alunos do 2° ano do ensino médio, na
Escola Estadual Dr. Orests Diniz, em Betim - MG, abordando o conceito de fractais,
sua origem e propriedades, mostrando como sao construidos alguns deles, citando
exemplos de aplicagoes através de atividades exploradas com materiais manipulaveis
(instrumentos de medida e material concreto) em sala de aula e no laboratério de in-
formatica usando o software GeoGebra, para que, assim, os alunos possam ter acesso
a atividades diferentes, percebendo que a matematica nao é uma ciéncia pronta e
acabada, mas uma ciéncia que evolui de acordo com as nossas necessidades e esta

sempre presente no dia-a-dia.
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Capitulo 1
Espacos Métricos

Espacos métricos sao conjuntos nos quais podemos “medir”’a distancia entre dois
elementos quaisquer. Nesta seccao formalizamos o conceito de distancia e estuda-
mos outros conceitos relacionados a Geometria Fractal, que estuda subconjuntos

complexos desses conjuntos.

1.1 Preliminares

Definigao 1.1 Um espago métrico (X,d) é um conjunto nao vazio X de elementos

chamados pontos, dotado de uma fungao

d: XxX — R
(z,y) > d(z,y)

Chamada distancia métrica, que satisfaz as sequintes propriedades:
Para todo z,y, 2z € X, temos que:
i) d(z,y) > 0,d(z,y) = 0 <= x = y (distancia ndo negativa)
ii) d(z,y) = d(y,z) (simetria)

iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).



Exemplo 1.2 A aplicacao d : R x R — R dada por:

d(z,y) ==z —y|

¢ uma métrica sobre R, onde || denota o valor absoluto.

De fato, dados z,y, 2 € R, temos que

i) d(z,y) =]z —y [« d(z,y) > 0.

dlz,y)=lz—y|=0<=ar—y=0<=x=y.
i) diz,y) =z -y |=ly —z|=dy,2)

iii) d(z,y) =[z -y |
= [@—2)+(z—y) |
< lz—z|+]z—y]
= |z—z|+]y—=]
= d(x,2)+ (y,2).

Exemplo 1.3 A aplicacdo d : R? x R? — R dada por:

d((z1,22), (y1,52)) : = /(1 — 21)% + (2 — 22)?,

é uma métrica sobre R?.

i) Para qualquer x = (z1,25) e y = (1, y2) teremos,
dxy) >0 <= (g —21)? + (g2 — 22)2 > 0

— (y—1)*>0e (yp—12)2>0

— d((xIJIQ)a(y17y2)) Z 0
Para qualquer x = (z1,23) e y = (1, y2) teremos,

dxy) =0 <= /(y1 —21)? + (y2 — 22)2 =0
= (p—x1)’=0e(y2—22)"=0

= Y1 =11 €Yo = T9
<

T =1q.

ii) d(r,y) == \/(yl —21)%+ (y2 — 12)? = \/(Il — 1)+ (w2 — y2)? = d(y, x)
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iii) Para provar a desigualdade triangular, vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-

Schwarz:
Sejam = = (x1, %2, ..., Tp) € Y = (Y1, Y2, ---, Yn), em R™ observe que
(@Y + Tays + o+ oY) < (2] + 25+ o+ 2h) (Y +y5 + o+ Yh)
No caso particular de R?, temos que para qualquer (a;, as), (b, bs) € R?,
(a1by + asbs)? < (af + a3)(b] + b3)

Observe que da desigualdade acima temos que,

a1b1 +a2b2 §| a1b1 +a2b2 |§ \/a% + a%\/b% + b%

Por outro lado temos que,
(a1 +01)* + (a2 + b2)* = (af + a3) + 2(aiby + azby) + (b7 + b3)

< (a®+a3) +2(\/a%+a§\/bf —|—b§> + (b2 + 3)

2
- (vara+vEes).

Sejam x = (1, 22), y = (y1, ¥2) € 2 = (21, 22) em R?,
fazendo ay = 21 - Tq1, Gy = Z9 - Ta, b1 =Y -z € bQ = Y2 - 29,

temos a; + by = y1 - 1 € ag + by = Yo - X9, portanto

(1 —21)* 4 (y2 — 22)* < (\/(Zl —21)? 4 (22 — 22)2 + /(1 — 21)% + (Y2 — 22)2) ,

logo

Vi —21)? 4 (Y2 — 22)2 < /(21 — 21)% + (22 — 22)2 + V(1 — 21)2 + (12 — 22)?,

entao d(z,y) < d(z,z) + d(y, z), como querfamos demonstrar.

Exemplo 1.4 Sejam x = (z1, 72), y = (y1,92) € R?, definimos o produto interno

entre os elementos x e y em R? como

Xy = x1Y1 + Talo,

3



definimos também a norma do elemento x = (z, ) em R? como

Ix|| = /@t + a3,

e o angulo 0 (x,y) entre x e y como

0:R?*xR* — R

0, se z=y=0,
0 (x,y) = %, se z=00ouy=0, (1)

arc cosuzﬁ‘ﬁy”, se x#0ey#0.

Agora consideremos d,:

d, :R*xR* —R

(2,9) — du(,) = [lell = [lyll] + 0. ). (2)

¥y

/j

i
vl /

. x
N ¥} ..—7
N x|

Figura 1.1: A métrica d,.

d, é uma métrica em R?:

) dulw,y) = |llall = lyll| + 0z ) = |llall = llyll| = 0 e 6(z,p) = 0 =
d.(x,y) > 0.
Se x=y, de (2) temos que d,(x,y)=0
Reciprocamente se d.(x,y)=0, entao |||z|| — ||yH‘ +6(z,y) = 0, mas como cada
termo da soma nao é negativo, entdo cada termo é 0, portanto ||z|| = ||y|| e

O(z,y) = 0, entdo y = ax, para algum « > 0, portanto x = y.



i) du(z,y) = [llall = llyll| + 0z, v) = |Ilyll = Izl + 0y, 2) = d.(y, ).

iii) Agora vamos demonstrar que d.(x,y) < d.(z,2) + d.(y,z). (3)

Considerando o produto interno definido em R? e z,y,z € R?, temos a seguinte

desigualdade

0(z,y) < 0(z,2) +0(y,2). (4)

De (4) e (2) temos

d.(z, y) [zl = [yl + 6(z, )
[zl = 1121l + 0(z, 2) + [llyll = lI=1I] + 6(y, =)

di(z,2) + di(y, 2).

IN

Satizfazendo a desigualdade (3).

Portanto, d, é de fato uma métrica em R2.

Definigao 1.5 Seja (X,d) um espago métrico . Dizemos que Y é um subespago

métrico de X se Y C X e adotarmos em Y a métrica d restrita a Y.

Exemplo 1.6 Seja X = R? com métrica usual d,, e S = [0,1] x [0,1]. (S,d,) € um

subespago métrico de (R?,d,).

Figura 1.2: S = [0, 1] x [0, 1]



Definicao 1.7 Seja X um espaco métrico, uma aplicacdo s definida por:

s N — X
n — s(n)=ux,
¢é chamada sequéncia de elementos em X.

Escrevemos (z1, 2, T3, ..., Tp...), OU (Zp)pen+, Ou simplesmente ().

Exemplo 1.8 (1,-1,1,-1,1,-1,...) € uma sequéncia de elementos em R cujo conjunto

de termos é {—1,1}.

Exemplo 1.9 Considere a sequéncia definida por:

51 =58, =1
Sp = Sp—2+ Sp_1,Yn >3
Assim, seus cinco primeiros termos sao: 1, 1, 2, 3, 5. Estd sequéncia é conhecida

como sequéncia de Fibbonaci.

Definicao 1.10 Uma sequéncia x,, dita limitada superiormente se existir um

numero real M tal que

T, <M, Vn>1

A sequéncia é limitada inferiormente se existir um nimero m tal que

m <z, Vn>1

Se ela for limitada superiormente e inferiormente, entao x, € dita sequéncia limi-

tada.

Exemplo 1.11 z, = n ¢é limitada inferiormente (a, > 0) mas nao superiormente.

Ty = (nLH) € limitada, pois 0 < a, < 1, para todo n.



Definicao 1.12 Uma sequéncia x,, é crescente se

Tn S xn—i—lavn eN

Uma sequéncia x, ¢ decrescente se:

Tp > Tpi1,Vn €N

Toda sequéncia crescente ou decrescente é chamada de mondétona.

Exemplo 1.13 z, = (ﬁ) =1, %, % ¢ decrescente.

Ty = (n + %) =22+ %,3 + % ¢ crescente.

Logo as duas sequéncias sao monotonas.

Dado um espago métrico é fundamental conhecer a definicao de convergéncia,

e esse conceito sera essencial para o nosso estudo de fractais.

Defini¢ao 1.14 Seja (X,d) um espago métrico e (x,,) uma sequéncia em X. Dizemos
que a sequéncia (x,) converge se existe um nimero real S € X, tal que, os termos
da sequéncia (x,) se aproximam cada vez mais de S, de modo que a distancia de

(x,) a S pode ser tao pequena quanto quiser.
Ou seja,

lm z,=95
n—+400

Uma sequéncia que possui limite, diz-se convergente, caso contrario diz-se diver-
) )
g t M

De maneira implicita, todos os limites de sequéncias reais que estudaremos se farao

quando n —» 4o00.



Exemplo 1.15 A sequéncia (%)n ¢ convergente no espaco métrico R com métrica

usual, pois (+), — 0.

Figura 1.3: A medida que avancamos nos termos de (%)n — 0 eles se aproximam

cada vez mais de zero.

Pela Propriedade Arquimediana temos que quaisquer x,y,z € R com =z > 0

existe N € N tal que Nz > y. Assim dado ¢ > 0, existe N € N tal que Ne > 1, ou

seja N > % Portanto

E assim, concluimos que (1), — 0.
n

O seguinte teorema nos mostra a unicidade do limite para sequéncias.

Teorema 1.16 Se uma sequéncia (x,) converge, entao este limite € unico.

Demonstragao

Suponhamos por contradicao que (z,) — L, (z,) — M com L # M, assim temos

que d(L, M) > 0.

Seja € = d(LZ’M).

Como (x,) — L, existe N; € N, ¥n > Ny, d(z,, L) < €.
Como (z,) — M, existe Ny € N, Vn > Ny, d(z,, M) < e.
Seja N = max { N1, Ny }. Para todo n > N temos que:



d(L,M d(L,M
0 < d(L, M) < d(L,2,) + d(M, ) < W20 | 4L

Logo, d(L, M) < d(L, M), que é uma contradi¢ao.

Definicao 1.17 Seja x,, uma sequéncia em X e k: N — N uma funcdo crescente
(n1 < g implica k(nqy) < k(nz)). A fung¢ao composta x ok : N — X se chama

subsequéncia de x,,.

Analisando esta definicao, temos que
k T
N—N-—X
n+— k, — xy,
Desta maneira x o k é uma sequéncia em X, cujos termos zy sao “extraidos”’da

sequéncia original x,, porém esses termos nao foram extraidos de qualquer forma,

obedecem a condicao
n<m=k, <k, (k é crescente)

significa que da sequéncia (x,), vao se formando os termos Ty, , Ti,, .-, Tk,, ; -+

mas preservando a ordem.

Exemplo 1.18 Dada a sequéncia (y/n), temos que (v/2,v/7,v/10,v/12,\/14,...) é
uma subsequéncia, enquanto (1,/2,v/5,v/3,v/12,v/10,v14,...) ndo é.

Proposigao 1.19 Seja (x,), uma sequéncia em um espago métrico. Entao (xy,), —

L se e somente se toda subsequéncia de (x,), converge a L.

Demonstragao
Se toda sequéncia x, converge a L, entao x, — L, pois a sequéncia completa é
subsequéncia de si mesma e o limite é tinico. Reciprocamente, suponhamos que
r, — L e seja (zy,), uma subsequéncia de z,. Seja ¢ > 0, existe N € N tal
que, n > N implica d(z,,L) < . Em particular, para cada k, > N temos que

d(xy,, L) < €, isto é, a subsequéncia (zy, ) converge para L.



Proposicao 1.20 Toda sequéncia mondtona limitada de nimeros reais € conver-

gente.

Demonstragao
Tomemos a sequéncia limitada {z; < o < ... <z, < ...}. Seja a = sup{z, :n =
1,2,..}, n € N, suponha que a = limx,. Entado, dado arbitrariamente ¢ > 0, o
nimero a — €, nao pode ser cota superior do conjunto dos valores x,, pois é menor

que a. Logo existe ng € N tal que,
a—¢& < Iy, <a.
Entao
n>ng=>a—e<Ty, <rp,<a<ate=sa—c<z,<a-+e.

Portanto,

d(xy,a) < e,Yn > n,.

Definicao 1.21 Uma sequéncia x, em X é chamada sequéncia de Cauchy se

para todo € > 0, existe N € N tal que:

m,n >N = d(xy,, x,) <€

Observe que numa sequéncia de Cauchy, a medida que a posicao dos termos

crescenn, os termos se aproximam cada vez mais.

Exemplo 1.22 A sequéncia (x,) em R dada por x,, = % para todon € N é uma

sequéncia de Cauchy.

1

Se ¢ > 0, pela Propriedade Arquimediana, podemos encontrar ng tal que -

<,

entao se n, m > ng, podemos supor que n > m, assim teremos

1 1
l<-—<—< —.
m o

SRS

De onde concluimos que

10



1 1 1 1
b sl 2
n m Un U

Portanto (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 1.23 Se uma sequéncia de pontos (x,) em X converge para um ponto

x € X, entao esta € uma sequéncia de Cauchy.

Este teorema nos diz que se uma sequéncia converge entao ela é de Cauchy.

Demonstracgao
Supondo que a sequéncia (z,) converge para x € X. Entao dado § > 0, existe N,

tal que,

n> N = d(xm, z,) <g

Sejam n,m > N, entao pela desigualdade triangular,

d(:Enaxm) < d(l’n,x) + d(ill',l'm> < g —+ % = €.

Portanto, dado ¢ > 0, se n,m > N, d(z,, z,,) < €, ou seja, (x,) é uma sequéncia

de Cauchy.O

No entanto existem espacgos contendo sequéncias de Cauchy, nao convergentes.

Por exemplo a sequéncia % ¢ de Cauchy, mas nao é convergente no intervalo (0, 1).

Teorema 1.24 Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em X. Se existir uma sub-

sequéncia de (x,) que converge para p € X, entao limx,, = p.

Demonstragao
Seja (Tp1, Tpe,...) uma sequéncia conforme o enunciado. Entdo, para todo € > 0,

existe um indice n; tal que:

11



n; > ngy = d(z,,p) <

DO ™

Por outro lado, sendo (), sequéncia de Cauchy, existe s tal que:

m,n > s = d(xm,r,) <

N ™

Tomando ¢ = max{ny, s} , existe n; >t tal que

nzt= d(ﬂ?n,p) < d('rn?mnjap) < g+ g - c

Logo, lim z,, = p.
O espaco onde todas as sequéncias de Cauchy sao convergentes, chama-se espago

completo. Estes espacos serao objetos de estudo a seguir.

Definicao 1.25 Um espag¢o métrico X ¢ dito completo se toda sequéncia de Cau-

chy em X converge para um ponto pertencente a X.

A proposicao abaixo, é um dos exemplos mais importantes de espaco métrico com-

pleto.
Proposicao 1.26 A reta R é um espagco métrico completo.

Demontracao

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Tomando § = 1, existe r tal que:
m,n > 1= d(Tm, Ty) = [Ty — T,| < 1.
Em particular |z, — x,| < 1, para todo m > r, mas
|Tm| = |Tm — 2 + 20| < |2, — 20| + |20
e, portanto, para todo m > r
lzm| < 14 |2,

12



Seja A = max{|z1], ..., |z, — 1|,1 + |z,|}. Entao para todo n,

d(x,,0) = |z, < A

Podemos concluir que para todo n > 1, (z,) € B(0,\). Assim existe k£ > 0 tal

que |(x,)| < k, para todo n > 1, logo para cada indice m existe

(ym) = an{xm, Tm+1, }

Assim fica claro que,

e portanto (y,,,) é uma sequéncia convergente. Suponhamos que lim y,, = p € R,

vamos mostrar que (x,) converge para p.

Dado € > 0 existe s tal que:

5
nZs:>|yn—p|<§

como (z,,) é de Cauchy, existe t de modo que:
£

3

Seja | > max{s,t}. Levando em conta que y; = inf{xy,z141,...}, existe j > [

m,n >t = [Ty, — T,| <

para o qual,

y < x; <y + 5 e portanto

€

[z —yi| < 3

Assim, para todo n > [, temos:

E 19 E
Iwn—plSlwn—$j|+le—yz|+|yz—p|<§+§+§=8-

Portanto,

limz, = p.O

13



Em geral temos que R, R?, ..., R" sao espacos métricos completos.

Defini¢ao 1.27 Seja (X, d) um espago métrico, S C X e x € X. Dizemos que z €

um ponto aderente de S, se existe uma sequéncia x,, em S tal que x, — x.

Exemplo 1.28 Sejam X =R, S = (0,1]. 0 € um ponto de aderéncia de S, pois

existe uma sequéncia

(%)n em S / (%)n — 0.

Podemos observar que 0 ¢ S, e %, %, %, %, % também sao pontos aderentes de S.

O conjunto de todos os pontos aderentes de um conjunto S é chamado aderéncia

de S, e é denotado por S.

Ou seja, S = {z € X|x é ponto aderente de S}.

Exemplo 1.29 (0,1] = [0,1];0,00 = [0,00); (0,1) U {2} = [0, 1] U {2}.

Uma outra maneira de caracterizar ponto aderente a um conjunto é usando o con-

ceito de bola, que é muito 1til no contexto de espagos métricos.

Defini¢ao 1.30 Sejam a um ponto de um espago métrico (X,d) e um nimero real

r > 0. Chama-se bola de centro a e raio v, ao conjunto

B(a,r) =z € X :d(x,a) <r

Figura 1.4: Bola de centro a e raio r.
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Defini¢ao 1.31 Sejam (X, d) um espago métrico e S C X. Dizemos que S é fe-

chado se S = S (conjunto de todos os pontos aderentes de S).

Exemplo 1.32 Observando o exemplo (1.29), podemos perceber que em (R, d), [0, 1]
e [0,00) sdo exemplos de comgjuntos fechados, jd (0, 1] e (0,1)U{2} ndo sao fechados.

Na familia de conjuntos fechados de um espago métrico, estamos interessados

nos conjuntos compactos, que definimos a seguir.

Definigao 1.33 Um conjunto S C X € dito compacto quando toda sequéncia (x,,)

em S, possuir subsequéncia que converge para um ponto de S.

Exemplo 1.34 Se X = R, temos S = [0,1], S; = [0,1) e Sy = [0,00). Entdo

S € compacto, enquanto o conjunto S; = [0,1) nao € compacto, uma vez que, a
sequéncia (nLH)nGN € uma sequéncia em Sy e ndao admite subsequéncia convergente
em Sy e Sy = [0,00) também ndo é compacto, pois a sequéncia (x,) ndo admite

subsequéncias convergentes.

0o S 1 0o St g 0 52

I 3 r A E
T - 3 T 13

compacto nao compacto ndo compacto

Figura 1.5: Exemplos de compacidade.
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1.2 Contracoes em espacos métricos

Intuitivamente uma contracao ¢ uma funcao de um espaco métrico em si mesmo,

reduzindo distancias.

(y)) < rd(z,y)

Figura 1.6: Nocao de contracgao.

Definicao 1.35 Uma transformac¢ao em X é uma aplicacao f : X — X, para o

qual, para cada ponto x € X temos um ponto f(x) € X.

Se K C X entao f(K) ={f(x):xz € K}.

Definigao 1.36 (Func¢ao de contragdo). Uma transformacao f: X — X em X é

uma contragao se existe uma constante r € R, com 0 <r <1 tal que,

d(f(x), f(y)) < rd(z,y), Y,y € X.

a constante r chama-se fator de contragao de f.

Uma contragao tem infinitos fatores de contracao e se r é fator de contracao de

f, entao s também é, para todo s, tal que r < s < 1.

Exemplo 1.37 f:R — R, f(z) = 32+

W

d(f(z), f(y) = |32+ 2 — Gy +3)| = 3lz —y| = 3d(z,y).
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f é contracao, com fator de contracao % Para qualquer r € [%, 1) é também um fator

de contragao de f.

Exemplo 1.38 Seja f : R? — R2, definida por f(z) = rze’ + a + bi, onde

r,a,b,e R, com 0 <r <1,1ié unidade tmagindria e € a constante de Fuler.

Recordemos que €’ = cosf + isen = (cos), senf) de onde ‘ el ‘ = 1. Contudo,
Hf(z) - f(w)H = Hrzeei +a+ bi — rwe’ — a — bi
=r|le”|.llz —wl|| = r.l]z — wll,

Portanto,
1f(2) = fw)]] = r[lz = wl],
ou seja,

d(f(2), f(w)) = rd(z,w)

Logo, f é uma contracao com fator de contracao r.
Proposicao 1.39 Toda contracao é continua.

Demonstracao
Sejam f : X — X uma contragao, a € X e € > 0. Devemos encontrar ¢ > 0 tal

que:
d(z,a) <6 — d(f(z), f(a)) <e.

Dado que f é uma contragio, existe r, com 0 < r < 1, tal que d(f(z), f(y)) <
rd(z,y).
Se r = 0 tender para d(f(z), f(y)) = 0, V 2,y € X, significa que f é uma funcao
constante e portanto continua.
Se r > 0, basta fazer § = £, ja que se d(z,a) <0 =

entao:
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Definicao 1.40 Seja f: X — X; um ponto xo € X € chamado ponto fixo de f,

se f(xo) = xo.

Exemplo 1.41 A fun¢ao f: R — R definida por f(z) = %x + 1 tem como ponto

3\ 13 3
S)=c-24+1=2
f(Q) 32773

é ainda o tinico ponto fixo de f, j4 que é o nico nimero real que

fixo %, POLS

3

Neste caso, 5

satisfaz %x +1=ux.

! +1 :>2 1= 5
- =z —r = r=—.
3 3 2

Por outro lado, este tinico ponto fixo, também satisfaz uma propriedade especial,

que veremos apos a seguinte observacao:

Se f: X — X ex € X, observamos entao que os elementos f(x), f(f(z)), f(f(f(x))),

etc., estao bem definidos.

Denotemos f(f(x)) por f?(x), f(f(f(x))) por f°3(z) e assim sucessivamente. Po-

demos também definir como se segue:

fHx) = f(z)
for(@) = f(f0D(x)), VYn=2

Desta maneira, para todo z € X é definida a seguinte sequéncia:

z, f(x), [%(x), ..., f(x), ...

chamada érbita de x.

Voltando ao exemplo anterior e analisando a érbita para qualquer z € R:
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r) = f(GPr+5+ 1) =5(G e 5+ D +1=G e+ () +5+1

frz) = e+ E)" oGP gL

Observe que:

1 n 1 n—1 2
nlggofon(x) = nhjglo [(g) T+ (g) + ...+ (g) +§+1
n n—1 i
: 1 : 1
- Jin (5) o i )

Que é o ponto fixo de f.

Veremos que isso, nao é uma coincidéncia pois é um caso particular do teorema
seguinte, um dos mais importantes teoremas da geometria fractal: o teorema do
ponto fixo, que garante a existéncia e unicidade de cada fractal obtido através de

iteragao de fungoes.

Teorema 1.42 Seja f : X — X uma funcao de contracao sobre um espaco
métrico completo X. Entao f possui um unico ponto fivo vy € X e mais ainda,
para algum ponto x € X, a sequéncia {f"(z);n =0,1,2,...} converge para xy. Isto

€,

lim f°"(x) =y, para cada x € X.

n—oo

Demonstragao

Sejaxz € X e 0 < s < 1 um fator de contracao para f. Entao,

d(f (@), [ (x)) = smminmdd (e, [ (@) (1)

para todo m,n =0,1,2, ..., com z € X fixo. Para k = 0,1,2,..., temos,
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dxf(2)) < d(w, f()) +d(f(2), f2(2) +.d(f (@), fH (@)
< (M+s+82+...+sYd(x, f(x))
< (L—s)7ld(z, f(x),

substituindo na equagao (1), temos

A

d(f™"(x), [ (2)) < s™m (L — )7 (d(x, f(2))),

portanto (f™(z)) é uma sequéncia de Cauchy. Como X é completo esta sequéncia

de Cauchy possui um limite z; € X, entao

lim f°"(x) = xy

n—oo
Agora mostremos que z; é ponto fixo de f. Como f é uma contracao ela é

continua, logo

flay) = f(lim f"(z)) = lim [ (z) = ;.

n— 00 n—-+oo
Supondo que exista mais que um ponto fixo de f, sejam x e y; dois pontos fixos

de f, entao,

xp = f(xp)yr = flyy) e dlxyyp) = d(f(xy), flyr) < sd(xg,yy),

onde (1 — s)d(xs,ys) <0, o que implica d(xs,ys) = 0.
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Capitulo 2

Espaco de Hausdorft

Os estudos anteriores irao servir de base para a definicao e conceituagao do espago

de Hausdorff, que é o espago onde se define a Geometria Fractal.

Defini¢ao 2.1 Seja (X, d) um espago métrico completo. Denotamos por H(X), o

espaco cujos pontos sao os subconjuntos compactos nao vazios de X.

H(X)={K C X/ K é compacto e K # ()}

E preciso definir agora em #H(X) uma métrica, para isto definiremos primeiro a

distancia de um elemento do espago métrico X a um elemento de H(X).

Definigao 2.2 A distancia de um ponto a € X a um conjunto compacto K €

H(X),€é definida por

A

d(a, K) = min{d(a,z)|r € K}
Como K é um conjunto compacto e nao-vazio, temos que:

Jre K :da K)=da,z)
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K

/
fi

]
N

Figura 2.1: d(a, K).

Observagao 2.3 O minimo desta definicao sempre existe.

De fato, seja f : K — R definida por f(x) = d(a,x),V x € K. Vejamos que f
é continua. Seja ¢ > 0. Observemos que: —d(z,y) < d(z,a) — d(y,a) < d(x,y);
portanto,

[f(x) = FY)l = ld(z, a) — d(y, a)| < d(z,y).
Desta forma, basta tomar § < ¢ para ter a continuidade de f.

Consideremos agora o seguinte conjunto
S:=Ad(a,z)| » € K}(={f(z) | © € K}).

Observe que S C R, S # () (pois K # () e S é limitado inferiormente; pois se R
é completo, existe P = inf S. Como P é o maior limite inferior de S, para cada
n € R existe y, € K talque f(y,) < P+ 1, ese —2 <0< f(y,) — P < %; portanto
| f(yn) — P |< %, resultando

lim f(y,) = P.

n—00

Como K é compacto, existe (y, ), subsequéncia de (y,),, talque lim (yz,) = 7,
n—oo

comy € K. Se f <lim (ykn)> = f(9) e f é continua, lim (yx,) = f(y). Portanto
n—oo n—oo
(f(Ykn))n é uma subsequéncia de (f(yn))n, entdao P = f(g), de modo que P é

realmente minimo de S.

Definigao 2.4 Seja (X,d) um espago métrico, a distincia entre dois conjuntos

Ae BeH(X), € dada por:
d(A, B) = maz{d(a, B)|a € A} = maz{min{d(a,b)|b € B}|a € A}
Normalmente por A e B serem compactos e nao-vazios, temos que:

dJreAeye B:d(A,B)=d(z,y)
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Figura 2.2: d(A, B).

Exemplo 2.5 Considere em H(R?) os conjuntos: A =1[0,1] x [0,1] e B =[1,7] x
0,8].

Quando calculamos a distancia obtemos

o d([0,1] x [0,1],]1,7] x [0,8]) = 1.

e d([1,7] x [0,8],[0,1] x [0,1]) = v/85.

A

d(A, B)

Figura 2.3: d(A, B) # d(B, A).

Logo, d(A, B) # d(B, A).

Exemplo 2.6 Consideremos agora em (R,d,) os conjuntos: A =[0,1] e B =[0,2].

Figura 2.4: d(A, B) # d(B, A).

Temos entao d([0,1],[0,2]) =0 # 1 = d([0, 2], [0, 1]).
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Observacao 2.7 O mdximo da definicao anterior sempre existe.

Seja f : A — R definida por f(z) = d(x,B),Y € A. E como demonstramos

anteriormente f(x) sempre existe. Vejamos que f é continua. Seja € > 0. teremos,

[f(@) = f(y)| = |d(z, B) = d(y, B)| = |d(w,b1) — d(y, )|

para algum by, by € B; entao temos

d(z, B) = d(x,by) (= min{d(x,b)|b € B})
d(y, B) = d(y,by) (= min{d(y,b)|b € B}).

Portanto

d(val) < d(I,bg) < d(J;?y) + d(y7b2) € d(y>b2) < d(ya bl) < d(y,l’) + d('r?bl)

Das desigualdades anteriores obtemos

—d(l‘, y) < d(l’, bl) - d(y7 b2) < d<$’y)

assim,

|d($,b1) - d(yvbQ)’ < d(CL’,y)

E para obter a continuidade de f basta entao tomar 0 < § < e.

Consideremos agora o seguinte conjunto
S:={d(z,B)| = € A}.

S CR,S # 0 (pois A e B sao vazios). Como f: A — R é uma fungao continua
e A é compacto, logo f(A) também é compacto. Note que F(A) = S é compacto
e portanto limitado. Como R é completo existe P = supS. Para verificar que P ¢é
maximo de S, vamos supor que para cadan € N, existe y,, € A tal que P—% < f(Yn),
logo
1 1
—— <0< P—fly) < —,
n n

onde | P — f(y,) |< = e portanto
Tim f(yn) = P.
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Como A é compacto e (y,), ¢ uma sequéncia em A, existe (yx,) subsequéncia de

(Yn)n tal que lim yi, = a para algun a € A. Portanto f (lim, . yx, = (G)), € como
n—oo

f é continua, lim y,, = (a). Entdo P = fa, de maneira que P é o maximo de S.
n—o0

A partir da distancia entre dois conjuntos, podemos definir uma métrica.

Definigao 2.8 Sejam A, B € H(X), definimos entio a Métrica de Hausdorff
denotada por h(A, B), como

h(A, B) = max{d(A, B),d(B,A)}

Ou seja, o maior valor entre essas distancias sera a distancia de Hausdorff entre os

conjuntos A e B.

Para mostrar que h(A,B) é uma métrica para H(X), vamos verificar as duas

propriedades de métrica.

Sejam A,B,C € H(X). Vamos supor quando necessario que max{J(A, B), glv(B, A) =

d(A, B)} e sabemos que d(A, B) = d(a,b) para algum a € A e b € B, por serem A

e B conjuntos compactos e nao-vazios.
i) h(A,B)=0<«<= A=1B

Se A = B entao:

h(A, B) = h(A, A) = maz{d(a, A),a € A} = maz{min{d(a,a,),Va,a; € A}}

Como min{d(a,a;) = 0}, pois podemos ter a = a; uma vez que ambos pertencem

ao conjunto A. Entao,

h(A, A) =0

Por outro lado, se h(A, B) = 0 entdo temos:

maz{d(A, B),d(B,A)} =0 = d(A,B) = d(B, A) = 0
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Logo A = B, quando a distancia entre os dois conjuntos for igual a zero.

ii) h(A, B) < h(A,C) + h(C, B),YA, B,C € H(X)

Provemos primeiro que d(A, B) < d(A,C) + d(C, B). Para algum a € A temos

que

N

8

=
I

min{d(a,b) : b € B}

min{d(a,c) + d(c,b) : b€ B}Vce C

= d(a,c) +min{d(c,b) : Ve € C, portanto

min{d(a,c) : ¢ € C} + maz{min{d(c,b) : b € B}c € C'}
d(a,C) + d(C, B), logo

d(A,B) < d(A,C)+d(C,B).

IN

=y
B
Z
IN

IN

Analogamente,

d(B,A) < d(B,C)+d(C,A), portanto
h(AB) = maz{d(A,B),d(B,A)} < maz{d(B,C),d(C, B)} +maz{d(A,C),d(C, A)}
— h(B,C)+ h(4,0).

Portanto h(A, B) = maz{d(A, B),d(B,A)} é uma métrica para H(X).
Assim dado um espago métrico completo X podemos associar a este, um novo
espa¢o métrico, com uma métrica induzida d, que serda a métrica de Hausdorff, re-

presentada por (H(X),h).

A partir de agora vamos provar que H(X) é completo.

Defini¢ao 2.9 Sejam S C X e e > 0. Entao: S+¢e¢ ={y € X : d(z,y) <

e para algum x € S}

O conjunto S + ¢ € chamado dilatagao de S por uma bola de raio €.
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Lema 2.10 Sejam A, B € H(X), onde X é um espaco métrico e £ > 0, entdo

h(A,B)<e= ACB+ceBCA+e.

Demonstragao

Primeiro mostraremos que d(A,B) <e < AC B +«.

Suponha d(A, B) < e. Entao maz{d(a, B) : a € A} < e = d(a,B) < ¢, Va € A.

Entao para cada a € A, temos a € B + ¢, e portanto A C B + €.
Suponha agora que A C B + €.
Seja a € A, e considere d(A, B) = maxz{d(a, B) : a € A}.

Desde que, A C B+ ¢, par cada a € A existe b € B tal que, d(a,b) < ¢, Va € A.
Entdo d(a, B) < . Isso vale para todo a € A. Logo, d(A, B) < e.

Analogamente, teremos que d(B,A) <& < B C A+ ¢, completando a demons-

tracao.

Seja {A, :n=1,2,3,..}, uma sequéncia de Cauchy de conjuntos em (H(X),h).

Isto é, dado € > 0, existe N, tal que n,m > N, implica

A, CA,+eceA, CA,+e,

ou seja, h(A,, An) <e.

Como estamos interessados nas sequéncias de Cauchy em X, com propriedade
{z, € A,, ¥n}, precisamos estender a mesma para sua subsequéncia, ou seja, para

{z,, € Ay}, subsequéncia de {z, € A,}, teremos que z,, € A,,, para cada j. Por-
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tanto segue o lema da Extensao.

Lema 2.11 Sejam X um espago métrico, {(A,)n, : n = 1,2,3,...} uma sequéncia
de Cauchy em (H(X),h) e (nn;) uma subsequéncia infinita crescente de inteiros

PosItivos.

Supondo que {z,, € Ay, : j = 1,2,3,...} é uma sequéncia de Cauchy em X. Entao
existe uma sequéncia de Cauchy {Z, € A, :n=1,2,3,...} tal que, &, = x,,;, V j =

1,2,3,....

Demostragao

Vamos construir a sequéncia {Z, € A, :n=1,2,3,...}.

Para cada n € {1,2,3,...,n1}, faga {z, € A, : d(Zp,x,,) = d(z,,,An)}. Isto
é, T, ¢ o pontos mais préximo em A, para x,,. A existéncia de tal ponto, é a
garantida pela compaticidade de A,. Em geral, para cada j € {2,3,..} e cada

n € {nj1,...,n;}, faga 2, € {x € A, 1 d(z,2y,;) = d(n;, An)}.

Agora vamos mostrar que (Z,) ¢ uma extensao de (z,,) para (4,).

Por construcao temos que I, = 2, e x,, € Ay, para mostrar que (Z,) ¢ uma
sequéncia de Cauchy, dado € > 0, como (x,,) é uma sequéncia de Cauchy, por

hipdtese, existe N1 e Ny tais que

N, 1y Z Nl = d(xnkaxnj) S

Wl ™

m,n > Ny = d(An, Ay) < %
Seja N = max{Ni, N2} e note que, para m,n > N,

ATy, Tn) < d(Zn, Tn,) + d(Tny, Tny,) + d(2ny,, Tn),

onde m € {nj_1+1,n;_1+2,....n;} en € {ng_1 +1,n_1 +2,...,n5}.
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Como h(A,, Ap,) < 5, entao existe y € Ay, N ((zn;) + 3) tal que, (T, 7,,) < 5.

Analogamente, d(Z,,,T,) < §, portanto

ATy, Tn) < %4—%—1—%:8, VYm,n > N.

Portanto (Z,) é uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 2.12 Seja X um espago métrico completo. Entao (H(X),h) € um espago
métrico completo. Além disso, se (Ap)n € uma sequéncia de Cauchy em H(X),
entao

A= lim A, € H(X)

T—00

sendo que:

A ={ z € X: existe uma sequéncia de Cauchy (z,), que converge para x,, € A,}.

Demonstragao
Seja (A,) uma sequéncia e Cauchy em H(X) e A definido como no teorema. Divi-

diremos a demonstracao em cinco etapas:

1. A#¢

2. A é fechado e portanto completo, ja que X é completo.

3. Para € > 0, existe N tal que, paran > N, AC A, +¢

4. A é totalmente limitado e portanto, junto a (2), é compacto.
5. limA, = A.

Demonstracao de (1). Para provar (1), mostraremos que existe uma sequéncia

de inteiros positivos N1, < Ny < N3 < ... < N, < ..., tal que

1
h(An,, Ay) < i,v m,n>N;ei=1,2,3,..,.N

Para zy, € Ay,. Entdo como h(An,, An,) < 3, podendo encontrar zy, € Ay,

tal que, d(zn,,zN,) < % Escolhendo uma sequéncia finita zn, € Ay, i =1,2,..,k
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1
2i—1+

para o qual d(zn,_,,zn,) <

1
Como h(An,,An,,,) < 5, ¢ zn, € An,, podemos encontrar zy,,, € 74, tal

1
que, d(Tn,, Tn,,,) < 55
Por exemplo, seja zy,,, o ponto em Ay, ,,, que é o mais préoximo para ry,.

Por indugdo podemos encontrar uma sequéncia infinita {zy, € Ay, } tal que,

d(QINi?xNiqu) < %

Para ver que (z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, seja € > 0 e escolha N; tal

que,

entao, para m > n > N., temos

o N. % < g, pelo lema da extensao, existe uma subsequéncia

convergente {a; € A;} para o qual ay, = xy;.

Entao, lim a; existe e por definigdo esta em A. Portanto A # ¢.

Demonstracao de (2). Para mostrar que A é fechado, suponha que {a; € A}
seja uma sequéncia convergente para o ponto a. Fazendo A fechado, mostremos
que a € A. Para cada inteiro positivo i, existid uma sequéncia {z;, € A} tal que,

quando n — oo = lim x;, = a;. Entao existe uma sequéncia crescente de nimeros

inteiros (NV;) tal que, d(ay,,a) < 1.
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Logo, d(xn,m,,a) < 2.

Se fizermos ¥y, = TN, m;, veremos que y,, € A,, e quando i — oo entao
lim y,,, = a. Pelo lema da extensao, (y,,,) pode ser estendida para uma sequéncia
convergente

{z; € A;}, e assim a € A. Portanto A ¢é fechado.
Demonstracao de (3). Seja ¢ > 0. Entao existe uma N tal que, para

m,n > N, h(A,, A,) <e.

Agora seja n > N. Entao, se

m>N, A, CA,+e.

Precisamos mostrar que A C A, +¢. Para isso, seja a € A. Existe uma sequéncia

{a; € A;} que converge para a. Podemos assumir N grande o bastante tal que,

m > N, d(am,a) <e.

Entao, a,, € A, + ¢, ja que A,, € A, +e. Como A, é compacto, temos que
A, + ¢ é fechado. Entao uma vez que a,, € A, +¢, Ym > N, a estara em A, + ¢.

Logo, temos que A C A,, + € para N grande o bastante.

Demostragao (4). Supondo que A nao seja totalmente limitado. Entao para

algum ¢ > 0 nao existira uma ¢ - rede finita.

Podemos entdo encontrar uma sequéncia(x;) em A tal que, d(z;,z;) > € para

it # j. Mostraremos que isso é uma contradigao.

Por (3) existird um n grande o bastante tal que, A C A, + 5. Para cada z;,

existe um correspondente y; € A,,, para qual
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w| ™

Como A,, é compacto, alguma subsequéncia (y,,) de (y;) converge. Entao pode-
mos encontrar pontos nesta sequéncia tao préximos quanto quisermos. Em particu-
lar dois pontos y,, € y,; tais que,

d(ynl ) ynj ) S

Y

Wl M

logo,

€ € €
d(xnmxn]’) < d(ymvym) + d(:ymuynj) + d(ynj’ynj) < g + g + g =g,

e assim, temos uma contradi¢do para a maneira em que (z,,) foi escolhida.
Portanto A é totalmente limitado e, por (2), também é compacto.

Demostragao (5). De (4), A € H(X). Entao de (3) e pelo lema 3.1.1, a prova
que limA; = A serd completa se mostrarmos que, dado £ > 0, existirda um N tal que,

n>N=A,CA+e.
Para mostrar isso, faremos € > 0 e encontraremos N, tal que, para m,n > N,

h(Ap, Ay) < g = Ap C An + g

Seja n > N, mostremos que A, C A+¢c. Sejay € A, entao existe uma sequécia
crescente (INV;) de inteiros, tal que, n < N; < Ny < ... < N,, < ..., e para

3

m,n > Nj, AmCAn+2j+1.

Note que, A, C A,, + 5. Como y € A,, existe um ponto Xy, € Ay, tal que,

3

d(xNqu‘Nz) < 22
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Da mesma forma, podemos usar a indugao para encontrar uma sequéncia {y, , Ty, Ty, ---

tal que, xy,; € ANj e d(a:Nj,xNjH) < 577 Usando a desigualdade triangular algu-

mas vezes, mostramos que,

€ .
d(yaxNj) < 57 VJ,

e também que (zy,) é uma sequéncia de Cauchy. Pela maneira que n foi escolhido,
cada Ay, C A, + 5.
(7n,) converge para um ponto x e como A, + § é fechado, x € A, + 5 também.

mais ainda, d(y,zy,) < e e o que implica d(z,y) <e.

Entao A, C A+ ¢ para n > N. Portanto, lim A, = A e consequentemente

(H(X),h) é um espago métrico completo.

O resultado anterior junto com as contracoes, proporcionam as ferramentas ne-

cessarias para construir fractais no seu espago, que é o espaco de Hausdorff.
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2.1 Contracoes no Espaco de Hausdorff

Antes de definir um fractal, primeiro temos que falar das fungoes de contracao no

espaco de Hausdorff.

Lema 2.13 Seja w : X — X wuma funcao de contracao num espago métrico X,

com fator de contracao s. Entio w : H(X) — H(X), definida por
w(B) ={w(z):xz € B}, VB € H(X)

¢ uma contracao sobre (H(X), h), com o fator de contracao s.

Demonstragao. Pela proposicao (1.41) temos que w é continua e aplica H(X)

nele préprio.

Seja B,C € H(X). Entao

d(w(B),w(C)) = maz{min{d(w(z),w(y)):ye C}:x e B}
< max{min{s.d(z,y) 1y € C} :x € B} = s.d(B,C).

Analogamente, d(w(C),w(B)) < s.d(C.B). Portanto

h(w(B),w(C)) maz{d(w(B),w(C)), d(w(C), w(B))}

< max{s.d(B,C)),s.d(C,B)}
< s.max{d(B,()),d(C, B)}
< s.h(B,C).

Lema 2.14 Seja X um espago métrico completo. FEntao para A, B,C € H(X),
temos

d(A, BUC) =min{d(A, B),d(A,C)}
Lema 2.15 Para todo B,C,D,E € H(X), temos

WBUC,DUE) < maz{h(B, D), h(C, E)}
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onde h é a métrica de Hausdorff.
Demonstragao. Usaremos o lema (2.10) para essa demonstragao.

Primeiro vamos mostrar que d(BUC, DUFE) < max{d(B, D),d(C, E)}. De fato,

dBUC,DUE) = max{d(x,DUE):x€ BUC}
= maz{max{d(x, DUE):x € B},maz{d(x, DUE) :z € C}}
= maz{d(B,DUE),d(C,DUE)}
= max{min{d(B, D),d(B, E)},min{d(C,D),d(C,E)}}
< maz{d(B,D),d(C,E)}.

De modo analogo teremos
d(DUE,BUC) <max{d(D,B),d(E,C)}.

Finalmente,

h(BUC,DUE) = maz{d(BUC,DUE),d(DUE,BUC)}
max{max{d(B, D),d(C, E)}, max{d(D, B),d(E,C)}}
d(
E)

IN

IN

max{maz{d(B, D),d(D, B)},max{d(C,E),d(E,C)}}
maz{h(B,D),h(C, E)}.

IN

Completando a demonstragao.

Lema 2.16 Seja X um espago métrico. Seja {w, :n =1,2,..., N}, contragoes sobre
(H(X), h), sendo o fator de contragdo de w,, denotado por s, para cada n. Defina
W H(X) — H(X) por

N
W(B) = wi(B) Uwy(B)U ... Uwy(B) = | Jw
Entao W € uma contragio com o fator de contragao s = max{s, :n=1,2,..., N}.

Demonstragao Vamos demonstrar para N = 2. Um argumento indutivo completa

a demonstracao.
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Seja B,C € H(X). Temos

h(W(B),W(C))

< max{h(w(B), wi(C)), h(we(B), ws(C))} (Pelo Lema 3.2.6)
< max{sih(B,C), ssh(B,C)} < sh(B,C).

2.2 Sistema de funcoes iteradas (SFI)

O meio mais usado na construcao de fractais é o sistema de funcgoes iteradas, que

definimos a seguir.

Definicao 2.17 Seja f : X — X wma transformacio em X. Chamamos de

iteracao sobre f, transformacoes da forma " : X — X definidas por:

fola) =1, fY(x) = f(x), fA(z) = fo flx),... fr=fo..0f()

n vezes

paran = 0,1,2,3,....
Um sistema de fungoes iteradas (SFI) é uma estrutura da forma { X; f1, fo2, f3, .., v}
onde X é um espaco métrico completo e cada f; : X — X,i=1,2,3,...N, sao con-

tracoes em X.

O seguinte teorema garante a existéncia e unicidade do que chamaremos de atra-

tor de SFI.

Teorema 2.18 Seja {X; fi, fo, .., fn} um SFI, se define

F: HX) — H(X)

K — F(K)= Ufi(K);

N
entdo existe um unico A € H(X), tal que F(A) = A = U fi(A).
i=1
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E ainda mais, para qualquer K € (H(X), h) tem-se que

lim Fo"(K) = A.

n—oo

A é chamado atrator de um SFI.

Demonstragao. Primeiramente note que F estd bem definida e além disso é
uma contragao em H(X).
Por outro lado, sendo X um espaco métrico completo, temos que H(X) também é

completo, podendo entao aplicar o teorema do ponto fixo a funcao

FoH(X) — H(X),
para concluir que existe um tnico A € H(X) tal que
N
Ur)=FA) =4 (@5)
i=1

E aplicando a segunda parte do teorema do ponto fixo, temos finalmente a se-

gunda parte do teorema.

Exemplo 2.19 Considere o SFI {R; fi, fo}, onde:

h@) =37, bl =50+
neste caso F': H(R) — H(R) estd bem definida por
F(K) = fi(K)U fo(k), VK € H(R).

Como conjunto inicial tomemos o conjunto Cy = [0, 1]. Entao, fica claro que o
atrator deste SFI, é o conjunto de Cantor C e para provarmos isto, basta observar

que (C,), é uma sequéncia de Cauchy em H(R) onde

CyDCLDCyD..DC, D ..
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Figura 2.5: Construcao do conjunto de Cantor

Entao como X é completo e (C,,), é uma sequéncia de Cauchy, e supondo pelo
teorema anterior, para obter
oo
lim C, = () Cn=C

n—00
n=1

Analisando a expressao (4.5) e recordando que cada w; é uma contragao, de modo
que cada w;(A) poderia ser interpretada como uma cépia reduzida de A, entao pela
igualdade (4.5) poderia dizer também que o conjunto A é a unido de um nimero

finito de copias reduzidas de si mesmo.
Definigao 2.20 Um conjunto é autosimilar se é o atrator de um SFI.

Exemplo 2.21 Consideremos um SFI {RQ; %z; %z—i— %; %z—i— %} Neste caso F' :
H(R?) — H(R?) € definida por

F(k) == i(K)U fo(K) U fa(K), VK € H(R?),
sendo f1(z) = 1z, fo(2)52 + sefs(2) 32 + 5.

Exemplo 2.22 Tomemos agora SFI {[0,1]; 2z} .

.o

] 1 0 25 o 4/25 o (25"
I B - H

Figura 2.6: Construgao do atrator do SFI {[0,1]; 2z}

Seu atrator ¢ A = 0. E de fato, pelo Teorema anterior, basta provar que A € um
ponto fizo da contragao F : H([0,1]) — H([0, 1]) definida por

F(K) = f(K), VK €H(0.1), fils) = 2z
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Tomemos
F{0}) = £1({0}) = {/(0)} = {0}
Com este exemplo podemos perceber que em qualquer SFI, temos somente uma

contragao.

2.3 SFI com condensacao

E comum ver figuras como estas, quando pensamos em fractais

@

Figura 2.7: SFI com condensagao

Intuitivamente sem usar uma lupa, dentro destas figuras observamos cépias re-
duzidas de si mesmo em qualquer parte do conjunto. Mas mesmo fazendo uso de
uma, nao seria possivel afirmar que existem realmente cépias reduzidas. No entanto,
é possivel obter este tipo de figuras como atratores de algum sistemas de fungoes

iteradas, que chamamos de SFI com condensacao.

O

Figura 2.8: Figura(a)anterior usando a lupa.

Definigao 2.23 Seja (X,d) um espago métrico e C € H(X). Definimos wy :
H(X) — H(X) por wo(K) := CV K € H(X). Dizemos entio que, wy € uma

transformacao de condensacao, e C' € o conjunto condensacao associado.
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Observe que, wy é uma fungao constante H(X) — H(X), portanto wy é uma
contracao (com fator de contragao zero), cujo ponto fixo é o conjunto de condensagao
C.

Agora, seja {X;wy, wy, ..., wy} um SFI e wy : H(X) — H(X), uma transformacao

de condensagao. Entao {X;wg,wy, ws, ..., wy} se chama SFI com condensagao.
Exemplo 2.24 Seja {R?; wy, wy, ws} onde
1 = 1 =
wo(K) :={0} x [0,1], wq(z):= gee +ie wy = 5%e + .

Observe que a unica diferenca entre SFI e SFI com condensacao é a presenca de
uma contracao diferente no segundo caso, do outro SFI, enquanto wy : H(X) —
H(X) é o dominio e contradominio de wy é H(X), nas outras contragoes o dominio
e contradominio é X. No entanto, o SFI com condensacao pode trabalhar da mesma
forma que os outros e gerar uma sequéncia convergente de compactos.

Agora vejamos como seria isto para o SFI com condensac¢ao no exemplo acima:

s

Exemplo 2.25 Para o SFI o exemplo (2.24), temos que W : H(R?) — H(R?) ¢

dado por

W(EK) = wo(K)Uw (K)Uwy(K)
= {0} x [0,1]] Uwi(K)Uwy(K).

Tomemos como conjunto inicial, o mesmo conjunto de condensacao: K = {0} x [0, 1].

A sequéncia K, W (K),W?(K), W3(K),..., W (K), ... seria aproximadamente a

YV

Figura 2.9: Construcao de uma arvore fractal.

seguinte:
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Teorema 2.26 Seja {X;wo, wy,ws,..,wy} um SFI com condensa¢do. Entdo uma

transformagao W : H(X) — H(X), definida por

W(K) = Jwi(K), KeHX)

tem um tnico ponto fixo, isto €, existe um unico A € H(X) tal que

me:A:UWm)

E mais, para qualquer K € H(X) tem-se que

lim W°(K) = A.

n—oo

Definigao 2.27 Seja {X; wg, wy, ws, .., wy} um SFI com condensagao. O conjunto

A do teorema anterior é chamado atrator do SFI com condensacao.

Exemplo 2.28 O atrator do SFI {R?; wq, w;} onde wy é uma transformagao de con-
densacao definida por wo(K) := 9([0,1]x [0,1]), VK € H(R?) ew,(z) := */75232%4_%,

€ o conjunto da figura abaixo

&

Figura 2.10: Atrator de um SFI com condensacao.

Defini¢ao 2.29 Dados um SFI {X;w,,n=1,2,..,N}, com fator de contracao s, e
W uma fungao de contragio em H(X). Define-se Fractal, o ponto firo A € H(X)
da funcao de contracao W, ou seja apos infinitas iteracoes de uma fungao resulta-se

um Fractal.
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Capitulo 3

Geometria Fractal

3.1 Introducao

O termo fractal foi empregado em 1975, por Benoit Mandelbrot quando sentiu neces-
sidade de encontrar um nome para descrever a geometria que buscava representar as
formas da natureza. Uma consulta a um dicionério de latim resultou no encontro do
adjetivo fractus, do verbo frangere, que significa quebrar. Foi assim criada a palavra
fractal. Caracterizam-se por repetir padroes infinitamente com varias e constantes
variagoes. Partindo quase de charadas matematicas, Mandelbrot comecou a racio-
cinar mentalmente sobre situagoes naturais e comecou seus estudos sobre o assunto,
onde deparou com o problema antigo de Georg Cantor chamado Poeira de Cantor.
Para fazer um conjunto de Cantor, comecamos com um intervalo entre 0 e 1, repre-
sentado por um segmento de reta. Eliminamos entao o terco médio. Isto resulta
em dois segmentos. Novamente retiramos o terco médio e assim sucessivamente. O
resultado é uma estranha poeira de pontos, que obedece a um padrao nao linear.

Na época Mandelbrot trabalhava em ruidos que interferiam na transmissao de da-
dos para os computadores da IBM. Ele pensava nos erros de transmissao como uma
espécie de conjunto de Cantor disposto no tempo. No entanto ele logo entendeu que
os padroes apresentados indicavam que os ruidos nas transmissoes de dados jamais

seriam explicados com base em acontecimentos locais especificos.
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Figura 3.1: A poeira de Cantor em uma visao tridimensional.

Mandelbrot foi um dos primeiros a plotar um Fractal em computadores isso
em 1975, apresentando o primeiro tragado detalhado do gréfico de um conjunto cujo
parametro era um sistema dinamico no campo complexo, esse conjunto é conhecido
hoje como Conjunto de Mandelbrot, figura que varios cientistas consideram como o
objeto mais complexo que a matematica ja encarou. O conjunto de Mandelbrot é
obtido quando submetemos os niimeros complexos (nimeros do tipo a + b, em que,
a e b sdo numeros reais e i é a constante imagindria) a um processo iterativo.

“Um objeto é dito fractal’se além da independéncia da escala, a dimensao Haus-
dorff for diferente da dimensao topolégica ou dimensao do espaco em que o fractal
estd inserido, ou seja, diferente da dimensao de objetos Euclidianos como o ponto, a
reta ou o plano, devem estar entre tais. Tecnicamente, um fractal é um objeto que
apresenta invariancia na sua forma a medida em que a escala, sob a qual o mesmo

¢ analisado, ¢ alterada, mantendo-se a sua estrutura idéntica a original.

3.2 Aspectos da Geometria Fractal

A geometria fractal estuda as propriedades e comportamentos de figuras mais com-
plexas que a geometria euclidiana abrange, falha na descricao de formas encontradas
na natureza. A geometria fractal, em destaque a dimensao fractal, tem utilizagao
em varias areas cientificas, como no estudo dos sistemas cadticos, reconhecimento

de padroes em imagens, tecnologia, ciéncias, artes e musica, etc.
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O fractal é uma estrutura geométrica ou fisica e geralmente sao muito similares em
diferentes niveis de escala, porém nos fractais naturais essa caracteristica é limitada
em fungao da escala. O objeto é composto por partes reduzidas com forma seme-
lhantes a dele proprio.

Os fractais podem ser obtidos geometricamente ou aleatoriamente, através de pro-
cessos recursivos, os quais podem apresentar caracteristicas encontradas em formas
da natureza e estao presentes em varios lugares. Existem muitos objetos naturais
que sao considerados fractais naturais, devido ao seu comportamento ou estrutura,
mas estes sao tipo de fractais finitos o que os distingue dos fractais de tipo ma-
tematico criado por interacoes recursivas.

Para discutir essa geometria é necesséario fazer uma anélise sobre os tipos de fractais

que existem, bem como as caracteristicas matematicas que os definem.

Figura 3.2: Exemplos de fractais: couve-flor e samanbaia.

3.2.1 Classificagao dos Fractais

Os fractais podem ser classificados em trés categorias principais. Estas categorias
podem ser determinadas pelo modo como o fractal é formado ou gerado, como mos-

tramos a seguir.

Sistema de funcgoes iteradas: Os fractais deterministicos, conhecidos como
fractais geométricos, sao subconjuntos gerados por transformagoes geométricas sim-
ples do préprio objeto nele mesmo, possuem uma regra fixa de substituicao geométrica,
aplicada a cada iteracao como por exemplo, a curva de Peano, o floco de neve de

Koch e a esponja de Menger, que estudaremos mais adiante. A curva de Peano é

44



um exemplo de fractal geométrico que preenche o plano. Uma curva que preenche

o plano passa por todos os pontos de uma area, acabando por ocupa-la na totalidade.

Figura 3.3: Curva de Peano.

Fractais gerados por computadores: Também sao chamados de fractais de
fuga, um exemplo tipico é o conjunto de Mandelbrot, um dos fractais mais conhe-
cidos, sao graficos de fungoes matemaéticas definidoras de conjuntos que costumam

operar com nimeros imaginarios e nimeros complexos.

Figura 3.4: Conjunto de Mandelbrot.

Fractais aleatérios: Sao também chamados de fractais naturais, quando o todo
é estatisticamente semelhante a uma ampliacao de uma parte dizemos que o fractal

¢é aleatorio.

Figura 3.5: Exemplos de fractais aleatdrios: relampago(a) e couve-flor(b).
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3.2.2 Auto-similaridade ou Auto-semelhanca Fractal

A auto-similaridade, consiste em obter réplicas menores de uma figura através de
sua divisdo (ou no caso dos fractais, de sua ampliagdo). Quando as réplicas sao
sempre idénticas e obtidas através do mesmo fator de reducao, diz-se que a figura
possui auto-similaridade estrita. Algumas figuras geométricas tradicionais, como
um quadrado, por exemplo, também possue essa caracteristica. E possivel dividir
um quadrado em certo nimero de réplicas menores dele mesmo.

Muitos objetos na natureza sao auto-similares, chamados de fractais deterministicos,
onde qualquer que seja a ampliacao considerada, obteremos sucessivas copias do ob-
jeto inicial.

Existem tres tipos de auto-similaridade:

eExata: Réplicas perfeitas, onde o fractal é exatamente idéntico em diferentes
escalas. Exemplo: Fractais gerados por sistemas de funcoes iteradas.

eAproximada: Réplicas quase-perfeitas, onde o fractal parece mas nao é idéntico
em escalas diferentes. Exemplo: Fractais gerados por computadores.

eEstatistica: E caracterizada estatisticamente, onde os elementos de uma certa
parte da figura enquadram-se em uma certa modalidade da distribuicao estatistica,

que sao preservadas em diferentes escalas. Exemplo: Fractais aleatoérios.

3.2.3 Dimensao Fractal

A dimensao fractal é uma medida do grau de irregularidade e de fragmentacao e di-
ferente da geometria euclidiana, nao é uma quantidade inteira, pode ser uma fragao
simples, ou até mesmo um numero irracional. A dimensao de um fractal representa
o grau de ocupagao deste no espaco e surge entao como uma alternativa de medicgao,
obtendo assim o grau de complexidade de uma forma.

Existem diversas formas de definir dimensao fractal, dimensao de capacidade, ou

dimensao de Hausdorff, que discutiremos a seguir.
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Figura 3.6: Aplicacao do método das caixas para calcular a dimensao de capaci-

dade.

Se uma linha de comprimento L for partida em segmentos iguais, de tamanho

e como em (a) na figura acima, quanto maior o nimero de segmentos N (c), menor

serd o tamanho de ¢, de tal forma que:

o-s(2)

No caso de um quadrado de lado L, como na Figura (b), temos:

N(e) = L? G)Q
- ()

Tomando-se o logaritmo dessa expressao:

Generalizando, teremos:

~ logN(e)
~ logN () + log*

Considerando que o termo em L sera desprezivel para pequenos valores de ¢, a
dimensao de capacidade pode ser definida pela expressao:

N
oy N
e—0 1095

onde € é o tamanho da aresta (lado ou comprimento) da caixa e N(g) é o niimero

de caixas preenchidas.
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Um exemplo de dimensao fraciondria menor que a unidade é o Conjunto de

Cantor que aplicando-se a definigdo acima, temos N(g) =2 e € = % cd. = EZ% i

0,63.

M £
== 1 1
e 3 N 2 4
3
1
Nt et g 4 =
=B
s E 8 27
1
|
|
|
fl passos L 1_I'I
£ 3

Figura 3.7: Dimensao do conjunto de Cantor.

Ja para a Curva de Koch teremos uma dimensao um pouco maior, entre um

e dois. Nesse caso N(¢) =4ee=13:d, = ﬁg—gg‘ =1, 26.

| =

M_ o

n
n 1
\3

Figura 3.8: Dimensao da Curva de Koch.
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3.3 Alguns fractais classicos

3.3.1 O conjunto de Cantor

Este conjunto foi desenvolvido pelo matematico Georg Cantor em 1883, para sua
construgao tomemos como ponto de partida o intervalo fechado [0,1] C R, obtido

da seguinte forma:

Partindo do intervalo Cy = [0,1] C R, no qual é dividido em trés partes iguais

descartando-se o ter¢o médio.

D ———— C_O

Figura 3.9: 1° passo para construcao do conjunto de Cantor.

1 2

Ficando assim a uniao disjunta dos intervalos [0, g] e [g, 1} e cada intervalo com

: 1
comprimento .
Depois cada um dos dois intervalos é dividido novamente em trés partes iguais

desprezando o terco médio de cada um deles, ficando assim a uniao disjunta.

P B b

Cada intervalo com comprimento %.

- - mE Em C?
EE EE emm mm C3

Figura 3.10: 2° passo para construgao do conjunto de Cantor.

Continuando o processo para os 4 intervalos restantes, sao obtidos 8 intervalos

. 1
de comprimento 5-.
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Figura 3.11: 3° passo para construgao do conjunto de Cantor.

Repete-se o processo indefinidamente. Na n-ésima etapa teremos obtido 2" in-

tervalos fechados cada um de comprimento 3% Note que o comprimento de C,, , é
ny L1
2" X 5%

O conjunto de cantor é o conjunto limite deste processo.

[o.¢]
C=()Cn
n=1
Observagao:
1) C tem comprimento zero. Observe que C tem comprimento menor do que o
comprimento de qualquer C),, ja vimos que 2" X 3% Agora como (g—:) — 0 quando
N — o0, temos que
2 n
Comp(C) = lim <—) =0
n—oo \ 3

2) C nao contém intervalos de forma (a,b),a < b.

Se existir (a,b) C C se teria por contradi¢ao:
a <b—a=comp(a,b) < comp(C) =0

Pode-se dizer que o conjunto de cantor é um conjunto de uma espécie de pontos
pulverizados, por esta razao é conhecido também como poeira de cantor, visto na
introdugao desse capitulo (figura 3.1).

3) C é fechado, isto é, (C = C).

Lembremos que C ¢ definido por: C':= ﬂ Cj, onde

J=1




9
C; =) Cu
k=1
Como cada C; é fechado, j& que ¢ uma uniao finita de fechados. E sendo C uma
interseccao de fechados , temos que C é fechado.
4) C é limitado.
5) C é compacto.
6) C é completo.
7) Sua dimensao fractal é obtida lembrando do seu processo de geragao. Como ele
é gerado atraves da subdivisao de uma reta em 3 partes iguais, e cada iteracao é

igual a duas partes da proxima iteracao. Vimos que precisamos de duas partes para

reconstruir o todo e cada parte é igual a anterior dividida por 3.

3.3.2 A Curva de Koch

A curva de Koch foi apresentada pelo matematico sueco Helge Von Koch, em 1904 e
¢ construida a partir de um segmento de reta, aplicando sucessivamente os seguintes
passos:

1) Dividimos esse segmento em trés partes iguais.

2) Substitua o segmento médio por dois segmentos iguais, de modo que, o segmento
do meio e os dois novos segmentos formem um triangulo equilétero.

3) Obtendo uma linha poligonal com quatro segmentos de comprimento igual.

4) Posteriormente, repetem-se os passos 1 - 3 para cada um dos segmentos obtidos.

4.
AT B sl Bl

Figura 3.12: Diferentes niveis construgao da curva de Koch.
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Analisando o nimero de segmentos, comprimento destes e o comprimento total
da curva em cada nivel, podemos representar cada um desses itens através de uma

funcao, onde a variavel é o nivel da construcao.
Vamos provar que o comprimento total da curva (N,,) em um nivel n > 0 é:
4 n
A\ 0

Considerando que no primeiro nivel temos um segmento unitario. Para k& > 0,

Para n = 0 temos:

vamos supor que o comprimento total (Ny) da curva no nivel k é:

ey

Sabemos que em cada nivel um segmento é substituido por quatro segmentos
reduzidos de %, neste nivel a curva possui % do comprimento desta no nivel anterior,

entao a cada nivel multiplicamos o comprimento por %. Entao

4 4 1 k 4 k+1
sa=gn3(5) = ()

Temos o fractal quando n — oo ou seja, do resulatdo de infinitos niveis, podendo
observar algumas propriedades:

1) O numero o segmentos tende para o infinito:

lim 4" = oo
n—o0

2) O comprimento de cada segmento tende para zero:

3) O comprimento total da curva tende para o infinito:

po (AN
f () ==

Portanto, apesar do comprimento de cada segmento tender para zero, o comprimento

total da curva tende para o infinito e além disso,
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4) E limitado, pois ocupa uma regiao limitada do espaco, com area finita.

5) E fechado, por ser uma intersecao de conjuntos fechados.

6) E autosimilar, podemos dividi-la em 4 partes, cada uma delas é uma cépia fiel
em escala 1/3 da figura original.

7) Ja sabemos que em cada nivel, um segmento dessa curva é substituido por %,
portanto sua dimensao sera dada por

__logN  log4 _
~logF  log3 -

1,26.

ou seja, a curva de Koch nao é nem unidimensional nem bidimensional - ela esta no
meio do caminho.

Esta curva deu origem a um outro fractal, conhecido como floco de neve ou ilha
de von Koch, que é construido a partir de um triangulo equildtero, contruindo a

curva de von Koch em cada uma das trés arestas desse triangulo.

/\

Figura 3.13: As duas primeiras iteracoes da Ilha de Koch.

Observando seu perimetro e outras caracteristicas desse fractal, verificamos que
cada lado é formado a partir de uma curva de Koch, assim para obté-lo basta
multipicar o comprimento da curva por trés e logo veremos que seu perimetro sera
também infinito.

Para determinar a area delimitada por esta figura, vamos supor que o comprimento
dos lados do triangulo equilatero gerador do floco de neve seja L.
Temos que a area de um triangulo equilatero qualquer de lado L é dado por:

V3

A=—=—"I7
4

Considerando o lado do triangulo inicial sendo unitario temos que a area inicial

V3

serd de ¥*. E a cada iteragao, ¢ inserido um triangulo em cada segmento que a
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figura possui. Na tabela abaixo podemos verificar o niimero de triangulos inseridos

a cada iteragao:

AENE e
192 | ... Ixg !

Iteragdo 1
M2 de trigngulos

4N—1

Assim na n-ésima iteragao da construcao do floco de neve sao inseridos 3 x

1

N , = ,
de lado (5) , logo a area de cada um desses novos triangulos sera:

AL _ V31
N
Esta area tende a zero quando N tende ao infinito. A area total da floco de neve

de Koch é dada pela drea do triangulo inicial adicionada das dreas individuais de

cada triangulo inserido na figura apds iteragao, resultando assim:

Logo,
V3 353

Portanto,
00 4 N
S = =

Que corresponde a um somatorio infinito de uma progressao geométrica de razao

4 cujo o primeiro termo é a; = g, como |r| < 1 temos que a soma é dada por,

r = 97
4
al — 5 _ —
l—-r 1-5 5
substituindo em (*)
V3 (1,3} 23
4 ) 5

Entao podemos verificar que este Fractal possui area finita, o que é estranho, uma

vez que a curva que delimita esta figura tem comprimento infinito.
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3.3.3 O triangulo de Sierpinski

Waclaw Sierpinski, matematico polonés, em 1916 apresentou um dos famosos “mons-
tros”em seu trabalho o tridngulo de Sierpinski. Para sua construgao seguimos os
seguintes procedimentos:

1) Considere um triangulo equildtero e seu interior;

2) Marcar o ponto médio de cada segmento unindo-os, formando 4 triangulos equildteros;
3) Eliminar o triangulo central;

4) Repetir a mesma construgao em cada um dos triangulos nao eliminados;

5) Repetir a operacao 4 sucessivamente.

e a “Ultima”figura é conhecida pelo nome de tridngulo de Sierpinski.

Figura 3.14: As duas primeiras iteragoes do processo de construcao do triangulo de

Sierpinski.

Este processo é conhecido como Processo por remocao de triangulos.
Inicialmente temos um triangulo, apds a primeira iteragao obtemos trés triangulos,
repetindo o processo teremos nove triangulos, e assim sucessivamente. Podemos de-
monstrar por indu¢ao que o nimero de triangulos T em uma determinada iteragao

N sera:

Quando N cresce indefinidamente o nimero de triangulos tende a infinito. Ou
seja:

lim 3V = cc.
n—oo

Agora verifiquemos o que ocorre com o perimetro e a area desse triangulo.
Consideremos que o lado do triangulo inicial é L, assim inicialmente temos que o
perimetro é dado por Cy = 3L. Na primeira iteracao teremos que o perimetro de

cada triangulo sera C = %, na segunda teremos Cy = %, seguindo este raciocinio
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concluimos que apds N iteracoes o perimetro de cada triangulo contido na figura

sera:
3L
CN - 2_N

Como verificamos anteriormente o niimero de triangulos é dado por 3%, logo numa

determinada iteracao N o perimetro total serd dado por:
Cr =3—0L.

Quando N tende ao infinito o perimetro total vai para o infinito.

Denotando por Ag a area do primeiro triangulo, vamos determinar a area de
cada um dos triangulos obtidos apds as iteragoes. Na primeira iteragao dividimos o
triangulo inicial em quatro triangulos e retiramos o triangulo central, sendo assim,
a area de cada triangulo serda dada por A; = iAO, na segunda iteragao pelo mesmo
raciocinio cada triangulo possuira area igual a um quarto da area A;, assim Ay =
%AO, repetindo esse argumento podemos concluir que dada uma iteracao N a area

de cada triangulo sera:
— 1
4N

An Ap.

Com isso, a area total Ap obtida pela soma das dreas individuais dos 3"V triangulos

1 3\
AT — 4_NA0 — (Z) A(]

como Ag é um valor finito fixo e % < 1, temos que se N tende ao infinito a area

, 3
jim (1) 40=0

Podemos observar entao algumas propriedades desse fractal:

sera:

total tende a zero, ou seja,

1) Tem é&rea zero, conforme foi verificado acima.

2) Nao contém conjuntos abertos.

Se existir D = B(a;r) = {(z,y) € R?: (x — a1)® + (y — a2)® < r*} tal que D C C
implicaria que a(D) < a(C), isto é, 0 < 7r* < 0 por contradicao.

3) E fechado, isto 6,(S = S).

o0

Lembrando que na sua contrucao cada S é fechado, portanto S := ﬂ S, ¢ fechado.

n=1
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4) E completo, pois é fechado em R?, que é completo.

5) E limitado.

6) E compacto, pois é fechado e limitado.

7) Alicando a férmula para calcular a dimensao vista anteriormente, temos N (g) = 3

e € = 5. Nesse caso n = 3, pois o niumero de triangulos ¢ triplicado de um nivel
para o outro e o fator de semelhanca entre eles é %, pois o comprimento do lado de

cada triangulo é reduzido pela mtade em cada nivel, portanto: D = 52—93 = 1,58.
g2

3.4 Explorando fractais na sala de aula

Na maioria das vezes ensinar matematica pelo método tradicional ¢é inttil e desin-
teressante, visto que grande parte dos alunos tem muita dificuldade e apatia pelo
conteudo. Diante disso nos deparamos com a necessidade de abandonar o tradicio-
nalismo e buscar novas metodologias e tecnologias para facilitar o processo de ensino
aprendizagem dessa disciplina.

O conceito de fractal estd presente em diversas areas do conhecimento cientifico e
participa de tecnologias indispensaveis na atualidade, sua abordagem além de pro-
porcionar aulas dinamicas e envolventes que atraem a atencao dos alunos pela sua
beleza incrivel, cores e luminosidade, estimula sua dimensao emocional, possibilita o
desenvolvimento do raciocinio - logico e sua integragao entre conceitos matematicos
e elementos do cotidiano, tais como o uso de processos iterativos, escrever férmulas
gerais, criar algoritmos, calcular dreas e perimetros de figuras.

A insercao desse tema, ocorreu através de uma oficina “Descobrindo a Geometria
Fractal”, realizada com os alunos do 2° ano do Ensino Médio, da E. E. Dr. Orestes
Diniz, localizada em Betim/MG. A escola possui onze salas de aula equipadas, com
todo material didédtico necessario (jogos, material concreto, vidraria, microscopio,
video, data show, etc) para atender diferentes disciplinas, além de uma biblioteca
com grande acervo e um laboratério de informatica completo, contendo trinta e trés
computadores em 6timo estado com internet e diversos softwares educativos.

Com o intuito de analisar e discutir os conceitos dessa nova geometria e sua aborda-
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gem em sala de aula, esta oficina foi dividida em diversas etapas com diferentes tipos
de atividades, algumas delas sendo uma adaptacao das bibliografias (3),(5),(6),(7),
(8) e (9), deste trabalho.

3.4.1 Atividade 01: Geometria Euclidiana e sua associagao

com objetos conhecidos

Nesse primeiro momento com o recurso da tecnologia (Data Show), foi exibido uma
apresentacao em Power Point (editada), para os alunos em sala de aula, com uma
breve descricao da geometria euclidiana; importancia, biografia de Euclides, os cinco
postulados, o uso de apenas a régua e compasso para suas demonstracoes, areas de
poligonos e os poliedros regulares. Em seguida a turma foi dividida em grupos,
cada um com diversas figuras e objetos presentes no nosso dia-a-dia, pedindo aos
alunos para associar se possivel suas formas geométricas com figuras planas e polie-
dros conhecidos da geometria euclidiana. Observando os comentarios e reflexdes dos
grupos, foi feita algumas intervencoes com perguntas como: Quem conhece essas
figuras? Qual a relagao destas figuras com a Matematica? Vocés encontraram al-
guma dificuldade em associar algumas figuras ou objetos com as formas geométricas
ja conhecidas? Por qué? Voceés ja ouviram falar da Geometria Fractal?

O objetivo desta atividade foi fazer com que o aluno percebesse diversas formas
geométricas existentes nos objetos do nosso dia a dia e diante da dificuldade de as-
sociar algumas dessas figuras introduzir a geometria fractal. As figuras apresentadas
foram: tronco de uma arvore, o sol, uma casa, montanhas, nuvens, raios, couve-flor,

samambaias.

3.4.2 Atividade 02: Video sobre Geometria Fractal

No sentido de introduzir os principais conceitos da Geometria Fractal, novamente
com o Data Show, foi apresentado um video aos alunos em sala de aula “Geome-

tria Fractal - Arte e Matemdatica em formas naturais”’de Andrios Bemfica e Cas-
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siana Alves, disponibilizado no enderego: https://www.youtube.com/results?search-

query=geometria+ fractal-arte+e+matemdtica+em+formas+naturais, destacando os
seguintes aspectos; conceito de fractal, sua nomenclatura, sua auto-semelhanca

e simetria, origem da geometria fractal, alguns fractais geométricos importantes;

Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Piramide de Sierpinski, Esponja de

Menger, Curva de Koch, Conjunto de Cantor, Curva de Peano, Arvore Pitagérica e

fractais na natureza.

As atividades a seguir foram realizadas com os alunos, através da construcao de

alguns fractais; Triangulo de Sierpinski, Fractal Triminé, Curva de Koch e floco de

neve de Koch

3.4.3 Atividade 03: Construindo Fractais

e Triangulo de Sierpinski

Para quebrar a rotina das aulas de matematica, e por acreditar que um trabalho
diferente, motiva e envolve os alunos, praticas como o manuseio de instrumentos de
medida (régua, compasso) em sala de aula, auxilia na abstracdo de determinados
contetudos e desenvolve sua criatividade. Entao depois de apresentar alguns frac-
tais importantes, foi proposto a turma uma atividade de contrucao desses fractais,
usando papel quadriculado, régua e lapis de cor, de maneira que o préprio aluno
descubra qual fractal foi construido. Os passos dessa atividade foram realizados
conforme bibliografia (3) e (9) deste trabalho.

Passos:

1- Construa um triangulo equilatero.

2- Marque o ponto médio em cada um de seus lados.

3- Construa segmentos unindo esses pontos médios.

4- Quantos triangulos foi formado até agora?

5- Pinte os trés triangulos (do exterior) de uma mesma cor e nao pinte o triangulo
central.

6- Para cada triangulo colorido, marque o ponto médio em cada um de seus lados e

construa segmentos unindo esses pontos médios.
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7- E agora, quantos triangulos vocé possui?

8- Qual o nome do fractal que vocé acabou de construir?

9- Qual ¢é a féormula para calcular a area de um triangulo equilatero?

10- A cada iteracao um triangulo da origem a quatro novos triangulos, entao qual a
fracao que seria o fator multiplicador da area em cada novo triangulo?

11- Complete a tabela deduzindo a férmula da area em cada interagao.

Iteragdo a 1 2 3 N
N2 de trigngulos 1 3 th
kirea de cada =5 .3 _i
tridngulo 4 [ 4 - 4

Qual a relagao do Triangulo de Sierpinski com o Triangulo de Pascal?

A L L
Ab £ £

Figura1 -Triangulo de Sierpinski Figuraz2 - Tridngulo aritmético de Pascal

Para esta atividade foi necessario relembrar algumas propriedades do Triangulo
de Pascal, sua formacao, descoberta e propriedades, visto que esse conteudo ja havia
sido explicado anteriormente, ressaltando alguns aspectos como:

- As diagonais de fora sao formadas pelo nimero 1;

- A soma de dois nimeros consecutivos de uma mesma linha do triangulo corresponde
ao numero que esta na linha logo abaixo, bem abaixo dos dois ntimeros somados;

- A soma dos elementos de cada linha é uma poténcia de base 2 e nao esquecendo
que na segunda diagonal encontram-se os ntimeros naturais.

Mas o importante nesse caso ¢ observar como estes dois triangulos estao intimamente
ligados, apesar de aparentemente nao parecer que se relacionam, pois um deles é um

“amontoado”de niimeros e o outro contém no seu interior um padrao geométrico.
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Passos:
1. Construir o Triangulo de Pascal com pelo menos 8 ou 16 linhas.

2. Colorir em preto as casas correspondentes aos nimeros impares.

Figura 3.15: Triangulo de Sierpinski/Triangulo de Pascal.

Ao terminar de colorir, ficou claro para os alunos que o Triangulo de Pascal se

transforma visivelmente no Triangulo de Sierpinski.

e Fractal Trimind

A utilizacao de material concreto tem um papel fundamental no processo de
ensino aprendizagem, visto que, é uma ferramenta que auxilia na resolu¢ao de uma
situagao-problema, possibilita um aprender significativo, do qual o aluno participe
raciocinando, compreendendo e tendo a oportunidade de assimilar o conteudo de
maneira mais leve e divertida. Portanto, nessa atividade utilizaremos o material

dourado, contendo 250 pegas de madeira, para construgao do fractal Trimind.

&= va ne
11 L!
C_ [
t -
Fig.1 Fig. 2 Fig.3

Figura 3.16: Niveis do Fractal Trimino.

Passos:

1. Considere o triminé nao-reto, construido por 3 quadrados (Fig.1), que serdo
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fractal em nivel 1.

2. O aluno deverd substituir cada pega quadrada por um triminé L (Fig.2), teremos
assim o Fractal em nivel 2.

3. Novamente o aluno devera trocar cada quadrado por um triminé (Fig 3), obtendo
assim o Fractal ao nivel 3.

Observe que no Nivel 1 foram usadas 3! = 3 pecas: no nivel 2: 3 x 3 = 9 pecas; no
nivel 3: 3 x 3% = 27 pecas.

Agora construa um Fractal Triminé ao nivel 4 e responda:

a) Quantas pecas serdo usadas?

b) Para construir um Fractal Triminé ao nivel 5, quantas pecas serao necessarias?
¢) E para construir um Fractal Trimin6 ao nivel n?

d) Preencha a tabela abaixo, observando o niimero de pegas em cada nivel.

Nivel 1 2 3 'y 5 N

|N° de pecas 3=3! 3x3=3? Ix3¥ 1 =3%

e) Agora vocé e capaz de descobrir que contetdo de matemadtica estd relacionado

com esta atividade?

Analisando entao as propriedades matematicas envolvidas nesta construcao, po-
demos dizer que o fractal triminé tem um fator multiplicador 3™. Apds verifi-
car a sequéncia numérica formada pelo nimero de quadrados em cada iteragao
{3,9,27,...,3"}. Esta seqiiéncia determina uma progressao geométrica, onde o pri-

meiro termo é a; = 3, a razao é dada por %, ou seja, ¢ = 2 = 3, e termo geral
) ai’ ) 3 )

1

é dado por a, = a; X ¢"7!, entdao teremos a, = 3 x 3" 1. Atividade direcionada

conforme bibliografia (8) e (9) deste trabalho.

3.4.4 Atividade 04: Construindo Fractais com o software

GeoGebra

Diante da importancia do uso do computador no contexto escolar, a utilizacao

desse recurso para construcao de fractais, tem por objetivo despertar o interesse
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dos alunos mostrando a beleza das imagens que se pode construir, visto que ma-
nualmente isso é impossivel. Existem varios softwares, mas a opgao pelo Geogebra
foi por funcionar na plataforma Linux, presente no laboratério de informatica da
escola, além de ser gratuito. Seu uso possibilita a exploracao de objetos geométricos
e algébricos de forma interativa envolvendo contetidos mateméticos nos diferentes
niveis de ensino.

No primeiro momento, conduzi os alunos ao laboratério de informatica e apresentei
0s passos operacionais de acesso ao software Geogebra, sua interface e suas ferra-
mentas, para que pudessem conheceé-lo e explora-lo.

Depois de ja estarem familiarizados com o software deixei o tempo livre para de-
senvolver sua criatividade fazendo algumas construcoes geométricas relembrando

conceitos ja abordados.

Barra de Menu
[ o I

sembs ot Bt Dispacighes Opglos Fatamastas tansia AuS

Gttt
Barmra de CrpugDagennnine

Ferramentas

| Janela de
Janela de o / Visualizagdo

Algebra

o~ =
Campo de Entrada

Figura 3.17: Janela principal do Geogebra.

e Construcao da Curva de Koch

O processo de obtencao da curva de Koch é bem simples: primeiramente consi-
deramos um segmento de reta e o dividimos em trés partes iguais, retirando a parte
central. Na parte central construimos um triangulo equilatero e retiramos a base.
Em seguida repetimos este processo nos quatro segmentos restantes, e assim sucessi-
vamente. Os passos para construgao desses fractais foram baseados nas bibliografia

(5),(6) e (7) deste trabalho.

Passos para construcao no GeoGebra:

1- Abra o GeoGebra e na janela de vizualiz¢ao selecione a opgao exibir ou esconder
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eixos caso estejam visiveis.
2- Primeira iteracao: Selecione a ferramenta 2.1(Novo ponto) e crie dois pontos, A
e B. Em seguida selecionar a ferramenta 3.2(segmento definido por dois pontos) e

unir estes pontos.

Envaca 5]

Figura 3.18: Nivel 0 da Curva de Koch no Interface do Geogebra.

3- O proximo passo seria dividir esse segmento em trés partes iguais. Mas para
isso, num outro local da tela construa outro segmento de reta para ser nossa unidade
de medida. Construir uma semirreta do ponto A de um tamanho qualquer. Selecione
novamente a ferramenta 2.1 e crie dois pontos, C e D. Selecine a ferramenta 3.4 e
construa uma semirreta do ponto A de um tamanho qualquer, obtendo assim um

ponto E.

Figura 3.19: Sequéncia da construgao da Curva de Koch.

4- Agora, marcar na semirreta trés segmentos de mesmo tamanho utilizando a
nossa unidade a partir do ponto A. Para isso, construir uma circunferéncia d centro
em A e raio b, selecionando a ferramenta 6.1, originando a circunferéncia d; em
seguida repete-se o processo, mas agora considerando F como centro e E o outro

ponto, obtendo a circunferéncia d, em seguida selecione a ferramenta 2.4 marcando a
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intersecgao de dois objetos (circunferéncia e semirreta ponto F). Repetir o processo
mais duas vezes centrando o circulo na interseccao. Marcar o ponto de intersecgao
da semirreta auxiliar com a tltima circunferéncia construida. Tragar o segmento de

reta g unindo os pontos B e J.

(S|

Figura 3.20: Continuacao da construcao da Curva de Koch.

5- Selecione a ferramenta 4.2 para tracar paralelas a g passando pelos pontos
de interseccao F e H, encontrando o ponto de interseccao entre o segmento a e as
paralelas que passam por F e H. Observe que dividimos o segmento A em trés partes

congruentes.

Figura 3.21: Processo de construcao da Curva de Koch.

6- Esconda os objetos que aparecem durante a construcao, basta clicar com o
botao direito do mouse sobre o objeto e em exibir objeto e para esconder os nomes

dos objetos, clicar em exibir rétulo.

Figura 3.22: Interseccao das duas circunferéncias.
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7- Para apagar a parte central teremos que esconder o segmento de reta a e
construir dois segmentos de reta unindo os pontos AN e MB. Agora substitua a
parte central por um triangulo equilatero sem um lado e, para isso, desenharemos
um circulo de centro em N e outro de centro em M e raio bf n ou m. Marcar o

ponto de interseccao dessas duas circunferéncias.

7 Geosebra

Porlo
5 A=(074,248)

O K-03,069

5 M-37,24

Figura 3.23: Imagem com as circunferéncias escondidas.

8- Desenhe o segmento de reta QN e QM, escondendo as circunferéncias e o

ponto de interseccao QM obtendo assim a segunda iteracao.

Figura 3.24: Nivel 1 da Curva de Koch.

9- Para cada segmento, repetimos o mesmo processo realizado no segmento ini-
cial, chamado iteracao e assim obtemos a curva Koch. Mas isso seria muito traba-
lhoso. O GeoGebra permite a criacao de uma ferramenta que reproduz a construcao,
o qual recebe o nome de macro construcao. Para isso, ative a opgao ferramentas
criar nova ferramenta, abrindo uma janela com as abas:

a) Saida de objetos: s@o os objetos para reproduzir e que dependem de outros. Para
inseri-los na construcao, basta clicar sobre esses objetos com o botao esquerdo do
mouse.

b) Objetos iniciais: sd@o objetos que foram informados inicialmente dos quais depen-
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dem toda a construcao. No nosso exemplo, correspondem aos pontos A, B, C, D, e
E. Esses objetos automaticamente aparecem em objetos iniciais.

¢) Nome e icone: é o nome dado ao novo icone conforme desejado. Apds a nomeagao
dessa ferramenta, clicar em concluido. Ird aparecer um novo icone com a ferramenta
construida. Para utiliza-la é preciso clicar no icone com o nome dado e nos pontos
A, M, C, D, E. Ao construir essa nova parte da Curva, teremos que esconder o seg-
mento que une os pontos AM, para eliminar o segmento central. Repete-se o mesmo
processo, mas agora com os segmentos M, O, C, D, E, depois O, N, C, D, E e N, B,

C, D, E. Fazendo assim quantas iteragoes desejarmos.

=T

Figura 3.25: Curva de Koch concluida apos trés iteragoes.

Apés esta construcao, para fazer uma andlise do niimero de segmentos, compri-
mento destes e perimetro da curva em cada nivel, foi distribuido aos alunos uma
tabela para registro de cada passo, indicando como ¢ o comprimento do lado do
triangulo equilatero inicial e ressaltando que no segundo momento da atividade o
segmento foi dividido em 3 partes iguais ficando assim com 4 segmentos, entao cada
comprimento tem % de c, ou seja %c.

A partir de entao, eles conseguem preencher a tabela abaixo:

Niveis (Iteragdes) Q 12 22 32 42 n-&sima
N2 de segmentos 1 41 =4 4"
Comprimento do ’ l ”
segmento 3
Comprimento 1% 1V
da curva 1c 4Y 3 L 4 3 [iiE

Figura 3.26: Quantidade de segmentos, comprimento do segmento e comprimeto

total em cada iteragao.
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Depois da tabela totalmente preenchida podemos observar que:
- Em cada linha verifica-se o aumento do nimero de segmentos e a reducao do com-
primento dos mesmos, conforme o nivel em questao.
- Considerando que o comprimento para um dado nivel é % do nivel anterior, ou
seja, d ivel t i to é multiplicad lo fator % > 1
ja, de um nivel para outro o comprimento ¢ multiplicado pelo fator 3 > 1.
- Portanto, o comprimento aumenta de um nivel para outro, e cresce indefinidamente

tendendo a infinito quando o nivel de construcao tende a infinito.

e Construcao do floco de neve ou Ilha de Koch

Com o objetivo de estabelecer relagoes com a Curva de Koch construida an-
teriormente, retomamos os conceitos similares para identificar a regra utilizada na
construcao desse fractal. Mostramos a seguir os passos necessarios para sua cons-
trucao.

1- Seleciona a ferramenta 5.2 e construa um triangulo equildtero ABC.

[RER=]

Figura 3.27: Ponto de partida para a construcao da Ilha de Koch.

2- Com a mesma ferramenta construida anteriormente para a Curva de Koch,
realizar a primeira iteracao, ocultando os pontos e nomes dos segmentos, clicando

com o botao do direito do mouse na opcao EXIBIR OBJETO e EXIBIR ROTULO.

Figura 3.28: Ilha de Koch com objetos ocultos.
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3- Desse modo, segue-se realizando quantas iteracoes desejar.

Figura 3.29: Fractal Floco de Neve construido apds trés iteragoes.

Apo6s esta construcao, foram feitas as seguintes perguntas:
a) Quando dividimos cada lado do triangulo inicial em 3 partes quantos segmentos
resultaram?
b) Qual seria o fator de aumento?
¢) O processo para construcao do Floco de Neve é o mesmo da Curva de Koch?
d) Considerando o comprimento do lado inicial do triangulo como ¢, como podemos
expressar o perimetro neste nivel?
g) O que mudaria na tabela anterior(Curva de koch) no célculo do perimetro?
h) Refaga novamente a tabela usando as respostas das questoes acima, lembrando

que o processo ¢ o mesmo s6 que multiplicado por trés, pois iniciamos com o triangulo

equilatero.
Niveis (Iteragtes) 0 12 28 32 42 n-Esima |
N2 de segmentos 1 41 =4 47
Comprimento do 2
segmento
Perimetro

Figura 3.30: Quantidade de segmentos, comprimento e perimetro em cada iteragao.

Podemos fazer entao as seguintes observagoes:
- Se o processo for efetuado n vezes o comprimento de cada segmento tende a zero
e o comprimento total da curva tende para o infinito.
- Analisar o Floco de Neve possibilita ao aluno determinar o perimetro da sua curva
e a area delimitada por ela, permitindo a possibilidade de iniciar o processo com

outros poligonos convexos.
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- Seu perimetro tem seu numero de segmentos multiplicado por 4" a cada nivel de
construcao, desta forma, o perimetro do Floco de Neve e o comprimento da Curva

de Koch crescem tendendo ao infinito conforme o nivel de construcao n aumenta.

3.4.5 Atividade 05: Logaritmos e perimetros

Para essa atividade foi necessario relembrar o conteido de Logaritmos, visto que o
mesmo ja havia sido explicado anteriormente, fazendo um breve revisao das princi-
pais propriedades; produto do logaritmo, quociente do logaritmo, poténcia do loga-
ritmo e outras. Feito isto, dei sequéncia a atividade propondo aos alunos o seguinte

desafio:

Utilizando a n-ésima iteracao do perimetro do Floco de Neve e as propriedades
operatorias de logaritmo, considere que seu comprimento inicial seja, ¢ = I'm, quan-

tas iteracoes teriam que ser realizadas para que o perimetro seja iqual a 60 metros?

Fazendo ¢ = 1m na férmula e igualando a 60 metros de perimetro,

4\" 4\"
3(3) c =60 = (3) 0

aplicando logaritmo em ambos os lados temos,

n

4
log= = 1log20
g3 0g
aplicando a propriedade de poténcia do logaritmo e usando a fatoracao,
4 2
n.logg = log(2°.5)
aplicando a propriedade do quociente e produto do logaritmo,
n.(logd — log3) = log2* + logh
isolando n, encontramos
_ 2.log2 + logd

"= 2.log2 — log3
Considerando log 2 = 0,301; log 3 = 0,477 e log 5 = 0,699, teremos
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. 2.0,301 + 0,699 . 1,301
~2.0,301 — 0,477 0,125

—n = 10,4

Portanto seriam necessarias aproximadamente 10 iteragoes, para um perimetro

de 60 metros.

3.5 Resultados Obtidos com a aplicacao das ati-
vidades

Ao iniciar a primeira atividade, em cada figura apresentada, os alunos relatavam
oralmente qual figura geométrica poderia ser utilizada para representa-la. Nas trés
primeiras figuras apresentadas, os alunos responderam sem dificuldades, no entanto,
as demais geraram uma discussao, pois alguns diziam que uma montanha poderia
ser uma piramide, outros um cone, a couve-flor poderia ser uma esfera. Nesse mo-
mento introduzi o conceito de fractal, explicando que a geometria fractal surgiu da
dificuldade que os matematicos tinham, desde a antiguidade, de representar elemen-
tos irregulares da natureza.

Na segunda atividade, fica nitido o interesse dos alunos pelo aspecto visual, a beleza
presente nas figuras fractais despertou interesse e os motivou a empenharem-se na
realizacao das atividades propostas.

Na terceira atividade, fica claro para os alunos a importancia de ter aprendido al-
guns conceitos; triangulos equilateros, ponto médio de um segmento, potenciacao e
area, pois sao muito utilizados nessa hora. Durante a construcao do triangulo de
Sierpinski os alunos conseguem perceber nitidamente o que acontece, a medida que
as iteracoes sao realizadas, esse processo se repete varias vezes, sendo que, em cada
interacao temos triangulos cada vez menores. Durante o preenchimento da tabela
surgiram algumas dividas sobre fracoes e fatoragao, mas foram sanadas. Quando os
alunos tentavam descobrir a relagao entre os dois triangulos, alguns apresentaram
dificuldade em calculos, mas mesmo assim neste momento mostraram-se criativos,
e entusiasmados com a atividade realizada. O grupo que construiu o Triangulo de

Pascal, e pintou os niimeros multiplos de 2, chegou a conclusao que quando se soma

71



dois nimeros fmpares ou dois nimeros pares o resultado sempre é um nimero par.
Na quarta atividade, a construgao do fractal triminé, através do material concreto,
possibilitou aos alunos, desenvolver passo a passo, conteidos como potenciagao,
fragoes e alguns conceitos de P.G., tais como sua lei de formagao, razao e etc e
perceberam que os conhecimentos algébricos, nesse caso, facilitou o aprendizado,
visto que nao foram exercicios mecanicos. Era perceptivel como os alunos faziam
uso da dlgebra de maneira natural, visto que a grande maioria compreendiam seu
significado. Porém, outros alunos apresentaram certa dificuldade em relacionar cada
nivel com a potenciacao.

Com relacao a utilizacao do software Geogebra, percebeu-se que o mesmo facili-
tou o entendimento das caracteristicas dos fractais, além de servir como elemento
motivador para os alunos, ofereceu condigoes para que manipulassem os diferen-
tes componentes das figuras construidas permitindo a exploracao e de conceitos
geométricos e algébricos; perimetro, potenciacao, fragoes e logaritmos. Ficou claro
a dificuldade de um grupo de alunos, em relacao as propriedades operatérias dos
logaritmos, mas foi feita uma revisao para facilitar o processo. Além disso, apds a
construcao geométrica é possivel fazer uma andlise algébrica do ntimero de segmen-
tos, comprimento de cada segmento, comprimento total da curva. A precisao das
medidas no decorrer das iteracoes foi outra das contribuicoes obtidas com o software.
Manualmente, com uso de recursos convencionais como régua e compasso, fazer cer-
tas medicoes em intervalos de espago muito pequenos é uma tarefa que requer muita
habilidade. Assim, o ambiente computacional proporcionou exatidao aos tracados
economizando tempo.

A exploracao dessa nova geometria encantou e desafiou os alunos possibilitando
estabelecer relacoes entre o referido contetido e os elementos da natureza que os
rodeiam. Dessa maneira, conclui-se que o uso de atividades diversificadas, no ensino
de Geometria quando aliado a uma metodologia adequada, possibilita a participagao

ativa dos alunos a aprendizagem, como verificado nos relatos dos alunos.
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