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Redução Simplética de Hamiltonianos de Tonelli e

aplicações ao Problema de N Corpos

Tese apresentada ao Programa de

Pós-Graduação em Matemática
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Resumo

Este trabalho trata de Hamiltonianos de Tonelli com simetrias sob o ponto de vista de

redução simplética. O objetivo é aplicar técnicas dessa teoria na determinação de medidas

invariantes minimizantes e KAM fracas.

Paralelamente trabalhamos com uma generalização do problema de N corpos no con-

texto de variedades e obtivemos um teorema de existência de KAM fracas invariantes

pela ação diagonal do grupo de isometrias da variedade em questão. Como consequência,

provamos a validade desse teorema para o caso de variedades hiperbólicas de curvatura

seccional constante com o potencial ”Newtoniano”usualmente encontrado na literatura.

Por fim, buscamos apresentar exemplos que ilustrassem os resultados obtidos. Dedi-

camos o último caṕıtulo para tratar dos problemas de 2 corpos e 3 corpos restritos no

plano hiperbólico, em que desenvolvemos grande parte da teoria de redução simplética no

primeiro caso.

Palavras-chave: Medidas Minimizantes. Redução Simplética. Teorema KAM fraco inva-

riante. Problema de N -corpos sobre variedades.



Abstract

This work is devoted to study of Tonelli Hamiltonians with symmetries from the point

of view of symplectic reduction. The goal is to apply techniques of this theory in the

determination of minimizing invariant measures and weak KAM.

At the same time we work with a generalization of the N body problem in the context

of manifolds and obtained an existence theorem of weak KAM invariant by the diagonal

action of the group of isometries of the manifold. As a consequence, we prove the validity

of this theorem in the case of hyperbolic manifolds of constant sectional curvature with

”Newtonian”potential usually found in the literature.

Finally, we seek to provide examples to illustrate the results obtained. We devote the

last chapter to the 2 body and restricted 3 body problems in the hyperbolic plane, which

developed much of the symplectic reduction theory in the first case .

Palavras-chave: Minimizing Measures. Symplectic Reduction. Invariant weak KAM the-

orem. N body problem in manifold.
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Introdução

Uma questão relevante no estudo de sistemas Hamiltonianos é sobre a existência de

gráficos invariantes. Se H : T ∗M → R é de classe C2 com T ∗M munido da estrutura

simplética canônica, uma subvariedade Lagrangiana N conexa de classe C1 é invariante

pelo fluxo Hamiltoniano de H se e somente se H é constante sobre N (Hamilton-Jacobi).

O gráfico de uma 1-forma de classe C1 é uma subvariedade Lagrangiana invariante de T ∗M

se só sé a 1-forma é fechada. Subvariedades Lagrangianas desse tipo são ditas Gráficos

Lagrangianos Invariantes. Há um especial interesse na busca por Gráficos Lagrangianos

Invariantes Exatos, ou seja, gráficos de um 1-formas exatas. Isso remete a resolver uma

equação do tipo

H (x, dxu) = k,

onde dxu denota a derivada da função u no ponto x ∈ M e k ∈ R é uma constante.

Essa é a bem conhecida equação de Hamilton-Jacobi. Sabe-se ([6], teorema A) que essa

equação possui subsoluções regulares se k > c(H) e não possui sequer subsolução fraca

se k < c(H), em que c(H) é o valor cŕıtico de Mañé. Assim torna-se extremamente

interessante estudar o caso k = c(H).

Em [13] Fathi prova a existência de uma função Lipschitz u : M → R que satisfaz

H (x, dxu) = c(H),

em quase todo ponto na medida de Lebesgue, sob certas hipóteses no Hamiltoniano

H. Tais soluções ficaram conhecidas como KAM fracas. Como esse é um teorema de

existência, pouco se sabe sobre como obter tais soluções, a não ser em termos da Ação

Potencial de Mañé (veja [8]). Mesmo para o caso de M ser uma superf́ıcie, pode ser ex-

tremamente trabalhoso. Entretanto, quando o Hamiltoniano possui simetrias, essa tarefa

pode ser facilitada. Tais simetrias estarão associadas à ação de um grupo que deixa o

Hamiltoniano invariante. Aplicando técnicas da teoria de redução simplética obtivemos
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tais KAM fracas a partir de soluções do Hamiltoniano reduzido (KAM fracas reduzidas),

conforme veremos no segundo caṕıtulo.

Nossos resultados são:

Teorema A. Seja H2 = {z ∈ C|Imz > 0} o plano hiperbólico com a métrica

ds2 =
−4

(z − z)2dzdz

de curvatura −1. O problema de 2 corpos em H2 é dado pelo Hamiltoniano:

H (w, p) =
1

2

[
1

m1

〈p1, p1〉w1
+

1

m2

〈p2, p2〉w2

]
−m1m2 coth d (w1, w2) ,

em que w = (w1, w2) ∈ M = (H2)
2 \∆, ∆ é a diagonal e ml são as massas dos corpos.

Munindo T ∗M com a estrutura simplética canônica temos que H é fracamente integrável.

Esse resultado é interessante visto que em [12] Shchepetilov provou que tal problema

não é integrável no seguinte sentido: os Hamiltonianos reduzidos (de momento não nulo)

não admitem integrais primeiras meromorfas além da energia. Nossa definição de fraca-

mente integrável é segundo [16].

Teorema B. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa

de curvatura seccional não-positiva de dimensão n e MN = M × ... × M a variedade

produto, onde n ≥ 1 e N é o número de corpos. Considere o Lagrangiano L : TMN → R

dado por

L (x, v) 7→ 1

2

N∑
i=1

mig (xi, vi) + Uκ (x) ,

onde Uκ (x) =
∑

1≤i<j≤N
mimj

[d(xi,xj)]
2κ com κ ∈ (0, 1) e d denota a distância dada pela métrica

g. Então existe u : MN → R KAM fraca invariante pela ação diagonal do grupo de

isometrias de M .

Teorema C. Considere o modelo de Poincaré na bola euclidiana de raio R. Seja o

Hamiltoniano

HR (x, p) =
1

2

N∑
j=1

λ (xj)

mj

〈pj, pj〉 −
1

2

∑
j<k

mjmkctnR (dR (xj, xk)) ,

onde λ (xj) =
(R2−‖xj‖2)

2

4R4 , ctnR (dR (xj, xk)) = 1
R

coth
(
dR(xj ,xk)

R

)
e dR denota a distância

hiperbólica. Existe u : MN → R KAM fraca invariante.
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No caṕıtulo 1 estabelecemos boa parte da nossa notação e resultados básicos para

o desenvolvimento dos demais. Fizemos também algumas observações válidas na presença

de simetrias, como a invariância dos conjuntos de Mather, Aubry e Mañé. No caṕıtulo

2 discutimos como a redução simplética nos permite definir KAM fracas reduzidas, bem

como medidas de Mather reduzidas. Provamos que, para um Hamiltoniano de Tonelli

que é invariante por um grupo de Lie G, então u é KAM fraca de H se e somente se

uµ é KAM fraca do Hamiltoniano reduzido. Nessas hipóteses, se o conjunto de Mather

é não vazio então m é uma medida de Mather se e somente se mµ é uma medida de

Mather reduzida, em que mµ = (Tτµ)∗m e τµ : M → Mµ um Gµ fibrado principal com

Mµ = M/Gµ. Finalizamos o caṕıtulo 2 com um exemplo ilustrando tais conceitos. No

caṕıtulo 3 provamos os teoremas B e C. O potencial cotangente hiperbólica da distância

utilizado no teorema C é o potencial ”Newtoniano”usado na literatura: este satisfaz a

equação de Laplace e se reduz ao potencial Newtoniano euclidiano quando a curvatura

tende a zero (veja [18]). Um simples exemplo (análogo ao feito por Maderna em [17])

ilustra a obtenção de KAM fracas invariantes.

Dedicamos o ińıcio do caṕıtulo 4 para apresentar um caso de redução que se aplica

ao problema de 2 corpos (primeira seção) e que implica no teorema A. Além disso, apre-

sentamos a redução simplética do problema de 2 corpos e obtemos todas as KAM fracas

invariantes. Na segunda seção procedemos de maneira análoga a um problema de 3 corpos

restrito euclidiano. Tomamos uma solução circular do problema de 2 corpos (obtida por

Diacu, Perez-Chavela, Reyes Victoria em [18]) e consideramos um terceiro corpo de massa

despreźıvel sob efeito do movimento dos dois primeiros corpos de mesma massa no disco

de Poincaré. Descrevemos completamente o caso integrável, onde os dois primeiros corpos

são levados no bordo do disco. Obtivemos também uma classificação de estabilidade da

solução de equiĺıbrio.
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Caṕıtulo 1

Elementos de Redução Simplética,

KAM Fracas e Medidas

Minimizantes

Neste caṕıtulo será feita uma apresentação dos conceitos básicos das teorias. O objetivo

é estabelecer boa parte da notação e linguagem, além de listar os principais resultados

a serem utilizados nos demais caṕıtulos. Para maiores detalhes as principais referências

são, para a primeira seção, Mather [3] (caso compacto), Fathi [13] e Fathi-Maderna [14] e

para a segunda seção, Abraham-Marsden [2].

1.1 KAM Fracas e Medidas Minimizantes

Sejam M uma variedade Riemanniana conexa sem bordo e G um grupo de Lie agindo livre

e propriamente sobreM por isometrias. Um Lagrangiano deM é uma função L : TM → R

definida sobre seu fibrado tangente. O Hamiltoniano associado H : T ∗M → R é dado por

H (x, p) = sup
v∈TxM

{p (v)− L (x, v)} .

Nossas hipóteses sobre os Lagrangianos (respectivamente Hamiltonianos) serão:

1. (H1) (Regularidade) L de classe Cr, r ≥ 2;

2. (H2) (Convexidade) L estritamente convexo nas fibras, ou seja, para cada x ∈M e

todos v, w ∈ TxM tem-se

L (x, tv + (1− t)w) < tL (x, v) + (1− t)L (x,w) ,∀t ∈ (0, 1) ;
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3. (H3) (Superlinearidade) L superlinear, isto é, dado A > 0 existe B > 0 tal que

L (x, v) ≥ A ‖v‖x −B, ∀ (x, v) ∈ TM,

onde a norma ‖‖x vem da métrica Riemanniana de M .

4. (H4) (Limitação Uniforme) Dado R ≥ 0, então

A (R) = sup {L (x, v) | ‖v‖x ≤ R} < +∞.

5. (H5) (Invariância) L é invariante pela ação levantada ao fibrado tangente, ou seja,

dados g ∈ G, x ∈M e v ∈ TxM, então

L (x, v) = L (g (x) , dxg (v)) ,

onde g denota o elemento do grupo e a isometria associada, simultaneamente, e dxg

é a derivada de g no ponto x.

Lagrangianos (respectivamente Hamiltonianos) que satisfazem (H1)-(H4) são ditos

Lagrangianos de Tonelli (respectivamente Hamiltonianos de Tonelli). Note que não es-

tamos supondo M compacta. De fato estamos também interessados nos casos M não

compacta, conforme veremos adiante.

Se T ∗M é o fibrado cotangente de uma variedade M , defina a 1-forma de Liouville

Θ em T ∗M por

Θ(x,p)(ξ) = p (x) (Tπ∗(x,p) ξ) com (x, p) ∈ T ∗M e ξ ∈ T(x,p)(T
∗M),

onde π∗ : T ∗M →M é a projeção e Tπ∗ : TT ∗M → TM sua derivada. A forma simplética

canônica em T ∗M é definida como ω = −dΘ, que é uma 2-forma fechada e não degenerada

(ω(W, ·) é um isomorfismo).

A equação de Hamilton-Jacobi é dada por

H (x, dxu) = k,

onde k ∈ R é uma constante. Dizemos que u : M → R é uma solução regular da equação

de Hamilton-Jacobi se a satisfaz em todos os pontos e que ν : M → R é uma subsolução

de Hamilton-Jacobi se satisfaz

H (x, dxu) ≤ k

em todos os pontos.

12



Definição 1.1.1. O valor cŕıtico, denotado por c (H) ou c (L) , é definido por

c (H) = inf {k ∈ R|H (x, dxu) = k possui subsolução regular} .

Dado um Lagrangiano de Tonelli L : TM → R definimos a equação de Euler-Lagrange

por
d

dt

∂L

∂v
=
∂L

∂x
.

Se v = ẋ,

∂L

∂x
(x, v) =

d

dt

∂L

∂v
(x, v) =

∂2L

∂x∂v
(x, v) v +

∂2L

∂v2
(x, v) v̇.

Como L é não-degenerado (pela convexidade),

v̇ =

[
∂2L

∂v2
(x, v)

]−1 [
∂L

∂x
(x, v)− ∂2L

∂x∂v
(x, v) v

]
.

O campo

ẋ = v

v̇ =

[
∂2L

∂v2
(x, v)

]−1 [
∂L

∂x
(x, v)− ∂2L

∂x∂v
(x, v) v

]
é dito Campo de Euler-Lagrange e denotado por XL. Claramente XL é de classe Cr−2. Se

r = 2 não podemos garantir unicidade de soluções. Entretanto este é na verdade de classe

Cr−1 (ver [13]). O fluxo associado é conhecido como o Fluxo de Euler-Lagrange. Uma

curva em M que é a projeção de uma solução de Euler-Lagrange é dita uma extremal.

A ação de uma medida de probabilidade m invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange

com suporte compacto em TM é definida por

AL (m) =

∫
TM

Ldm.

Definição 1.1.2. Uma medida de probabilidade invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange

m tal que

AL (m) = −c (L)

é dita uma medida minimizante.
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O conjunto M̃ = {(x, v) ∈ TM | (x, v) ∈ supp (m) com m medida minimizante} é cha-

mado de conjunto de Mather. Sua projeção em M é denotado por M.

Define-se a homologia ρ (m) ∈ H1 (TM,R) ' H1 (M,R) de uma medida invariante m

por

〈ρ (m) , [ω]〉 =

∫
TM

ωdm,

em que [ω] ∈ H1 (M,R) é a classe de cohomologia da 1-forma ω : TM → R.A funções α

e β de Mather α : H1 (M,R)→ R e β : H1 (M,R)→ R são definidas por

α ([ω]) = c (L− ω) e β (h) = −min {AL (m) |ρ (m) = h} .

Aqui m é tomada no conjunto das medidas invariantes. Sabe-se (ver [3]) que α e β são

superlineares e convexas, sendo uma dual convexa da outra.

Se um grupo de Lie G age em M livre e propriamente por difeomorfismos e H : T ∗M →

R é invariante pela ação de G levantada a T ∗M temos algumas observações. A menos

que seja dito o contrário, g denota o elemento do grupo e o difeomorfismo associado,

simultaneamente. A ação de uma curva γ : [a, b]→M é dada por

AL (γ) =

∫ b

a

L (γ (t) , γ′ (t)) dt.

1. Se g ∈ G, então L ◦ Tg = L, onde L é o Lagrangiano associado ao Hamiltoniano H

e Tg é o mapa tangente de g : M →M dado por

Tg (x, v) = (g (x) , dxg (v)) .

De fato. Temos que

L (x, v) = sup
p◦dxg∈T ∗xM

{(p ◦ dxg) (v)−H (x, p ◦ dxg)}

= sup
p∈T ∗

g(x)
M
{p (dxg (v)) > −H (g (x) , p)}

= L (Tg (x, v)) .

2. A ação de curvas é invariante por G. Se g ∈ G, AL (γ) = AL (g ◦ γ) para toda curva

γ : [a, b]→M . Logo

ϕLt ◦ Tg = Tg ◦ ϕLt ,

onde ϕLt denota o fluxo de Euler-Lagrange.
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3. Se m é uma medida de invariante e (Tg)∗ (m) (·) = m
(
(Tg)−1 (·)

)
, então

(Tg)∗ (m) (E) = (Tg)∗ (m)
(
ϕL−t (E)

)
,

pois

(Tg)∗ (m) (E) = m
(
(Tg)−1 (E)

)
= m

(
ϕL−t

(
(Tg)−1 (E)

))
= m

((
Tg ◦ ϕLt

)−1
(E)
)

= m
((
ϕLt ◦ Tg

)−1
(E)
)

= m
(
(Tg)−1 (ϕL−t (E)

))
= (Tg)∗ (m)

(
ϕL−t (E)

)
.

Isso significa que (Tg)∗ leva medida invariante em medida invariante.

4. Se m é uma medida minimizante, então (Tg)∗ (m) também será:∫
TM

Ld ((Tg)∗ (m)) =

∫
TM

(L ◦ Tg) dm =

∫
TM

Ldm.

5. Se g ∈ G, então Tg
(
M̃
)

= M̃. Com efeito, sejam m uma medida minimizante e

(x, v) pertencente ao suporte de m. Logo (Tg−1)
∗

(m) = m◦Tg e Tg (x, v) pertence

ao suporte de (Tg−1)
∗

(m). Com isso Tg
(
M̃
)
⊂ M̃ . Como Tg é homeomorfismo,

M̃ ⊂ Tg−1
(
M̃
)
⊂ M̃.

6. g∗ leva 1-forma exata em 1-forma exata, pois

(g∗ (η))x (v) = ηg(x) (dxg (v)) .

Logo, se η = df

(g∗ (df))x (v) = dg(x)f (dgx (v)) = dx (f ◦ g) (v) .

7. α ([η]) = α ([g∗ (η)]) :∫
TM

(L− η) d ((Tg)∗ (m)) =

∫
TM

(L ◦ Tg − g∗ (η)) dm =

∫
TM

(L− g∗ (η)) dm.
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8. 〈ρ ((Tg)∗ (m)) , [η]〉 = 〈ρ (m) , [g∗ (η)]〉, pois

〈ρ ((Tg)∗ (m)) , [η]〉 =

∫
TM

ηd ((Tg)∗ (m))

=

∫
TM

g∗ (η) dm

= 〈ρ (m) , [g∗ (η)]〉 .

9. β (ρ ((Tg)∗ (m))) = β (ρ (m)) para cada g ∈ G. De fato, se β (ρ (m)) = AL (m) ,

dado g ∈ G existe [g∗ (η)] ∈ H1 (M,R) tal que

β (ρ (m)) + α ([g∗ (η)]) = 〈ρ (m) , [g∗ (η)]〉 .

Logo

β (ρ ((Tg)∗ (m)))− β (ρ (m)) = β (ρ ((Tg)∗ (m))) + α ([η])− (β (ρ (m)) + α ([g∗ (η)]))

≥ 〈ρ ((Tg)∗ (m)) , [η]〉 − 〈ρ (m) , [g∗ (η)]〉

= 0.

Por outro lado,

β (ρ (m)) = AL (m) = AL ((Tg)∗ (m)) ≥ β (ρ ((Tg)∗ (m))) .

O item 2 nos permite concluir que tanto a Barreira de Peierls quanto a Ação Potencial

de Mañé (para definições ver [13]) são G invariantes, de modo que os conjuntos de Aubry

e Mañé serão também G invariantes.

Observe que, se G é um grupo conexo (ou considerando a componente conexa da

identidade), então η e g∗η serão cohomólogas, pois g será isotópico à identidade. Nesse

caso

H1 (M,R) /G = H1 (M,R) ,

logo a função α quociente coincide com a própria função α.

Definiremos agora o que vem a ser uma KAM fraca. Mais detalhes podem ser encon-

trados em [13] e [14]. Dados u : M → [−∞,+∞] e t ≥ 0, define-se

T−t u : M → [−∞,+∞]

por

T−t u (x) = inf
γ

{
u (γ (0)) +

∫ t

0

L (γ (s) , γ̇ (s)) ds

}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre curvas γ : [0, t]→M de classe C1 por partes com γ (t) = x.
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Definição 1.1.3. (KAM fraca) Uma função Lipschitz u :M → R é dita uma KAM fraca

se

u = T−t u+ tc (H) ,

para cada t ≥ 0. Em particular, satisfaz a equação de Hamilton-Jacobi

H (x, dxu) = c (H)

em quase todo ponto na medida de Lebesgue ([14]).

1.2 Redução Simplética

Iniciaremos essa seção com definições como de ações simpléticas, ações adjuntas e coadjun-

tas. Ao fim enunciaremos alguns teoremas de redução simplética. Para maiores detalhes

veja [2], [4] e [7].

Uma variedade simplética é um par (P, ω), em que P é uma variedade diferenciável

de dimensão par e ω é uma 2-forma não-degenerada e fechada. Uma ação de um grupo

de Lie G em uma variedade simplética (P, ω) é dita simplética se G age em P por sim-

plectomorfismos, ou seja, para cada g ∈ G, Φg : P → P satisfaz

(Φg)
∗ ω = ω.

Dado g ∈ G, considere a conjugação por g dada por

ψg (h) = g−1hg.

Se G denota a álgebra de Lie de G temos que a ação adjunta de G em G é dada por

g 7→ Adg := Teψg : G → G,

onde e é a identidade.

Se G∗ denota o dual da álgebra de Lie de G temos a ação coadjunta de G em G∗

Ad∗ : G× G∗ → G∗

dada por 〈
Ad∗g (µ) , ζ

〉
= 〈µ,Adg−1 (ζ)〉 , µ ∈ G∗, ζ ∈ G.
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Sejam Φ uma ação simplética de G em P e ζ ∈ G representando um campo invariante à

esquerda. Denotemos por exp tζ o fluxo em G gerado por ζ. Portanto Φ (exp tζ, ·) é um

fluxo em P do campo

ζP (p) =
d

dt
{Φ (exp tζ, p)} |t=0,

dito gerador infinitesimal de ζ. Para cada p ∈ P denotaremos seu subgrupo de isotropia

pela ação Φ por

Gp = {g ∈ G : Φ (g, p) = p}

e para cada µ ∈ G∗ denotaremos seu subgrupo de isotropia pela ação coadjunta Ad∗ por

Gµ =
{
g ∈ G : Ad∗g−1µ = µ

}
.

Dizemos que uma aplicação

J : P → G∗

é um mapa momento se

dĴ (ζ) = iζPω,

onde Ĵ : G → C∞ (P,R) é definido por

Ĵ (ζ) (p) = 〈J (p) , ζ〉

para ζ ∈ G e p ∈ P.

Dizemos que J é Ad∗-equivariante se

Ad∗g−1J (p) = J (Φ (g, p)) ,∀g ∈ G,∀p ∈ P.

Teorema 1.2.1. ([2], teorema 4.3.1) Sejam Φ uma ação simplética de um grupo de Lie

G em uma variedade simplética (P, ω) e

J : P → G∗

um mapa momento Ad∗-equivariante para essa ação. Se µ ∈ G∗ é um valor regular de J

e Gµ age livre e propriamente em J−1 (µ) , então

Pµ = J−1 (µ) /Gµ

possui uma única forma simplética ωµ tal que

π∗µωµ = i∗µω,

onde πµ : J−1 (µ)→ Pµ é a projeção natural e iµ : J−1 (µ)→ P é a inclusão.
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Este último teorema permite induzir um Hamiltoniano na variedade reduzida:

Teorema 1.2.2. ([2], teorema 4.3.5) Nas hipóteses do teorema anterior se H : P → R é

G-invariante, então o fluxo ϕHt de XH deixa J−1 (µ) invariante e comuta com a ação de

Gµ em J−1 (µ) , de modo a induzir um fluxo ϕ
Hµ
t em Pµ satisfazendo

πµ ◦ ϕHt = ϕ
Hµ
t ◦ πµ.

O fluxo ϕ
Hµ
t é um fluxo Hamiltoniano em Pµ com Hamiltoniano Hµ tal que

Hµ ◦ πµ = H ◦ iµ.

Hµ é dito Hamiltoniano reduzido.

Uma vez conhecida uma curva solução do problema reduzido o levantamento a uma

solução do problema original é feita da seguinte maneira: dado p ∈ J−1 (µ) , sejam c (t) e

cµ (t) soluções de XH e XHµ , respectivamente, com c (0) = p0. Tome d (t) ∈ J−1 (µ) uma

curva suave com d (0) = p0 e

[d (t)]µ = cµ (t) .

Primeiramente resolve-se a equação

ζP (d (t)) = XH (d (t))− d′ (t)

para ζ (t) ∈ Gµ, em que Gµ denota a Álgebra de Lie de Gµ e d′ (t) é o vetor velocidade da

curva d no instante t. Determinado ζ (t) , resolve-se

g′ (t) = TeLg(t)ζ (t)

para g (t) ∈ Gµ com g (0) = e, em que g′ (t) é um campo invariante à esquerda. Finalmente

c (t) será dada por

c (t) = Φg(t)d (t) .

Casos em que G é abeliano podem ser resolvidos mais facilmente: conhecido ζ (t) ,

g (t) será dado por

g (t) = exp(

∫ t

0

ζ (s) ds).

Trataremos agora da redução simplética de um sistema mecânico invariante pela ação

de um grupo de Lie G. Para maiores detalhes ver [4].
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Se um grupo de LieG age livremente em uma variedade RiemannianaQ por isometrias,

considere um Lagrangiano mecânico L : TQ→ R dado por

L (q, v) =
1

2
〈〈v, v〉〉q − V (q) .

Teremos assim um G fibrado principal Q→ Q/G. Para cada q ∈ Q considere o tensor de

inércia I : G → G∗ dado por

〈I (q) η, ζ〉 = 〈〈ηQ (q) , ζQ (q)〉〉q .

Defina A : TQ → G por A (q, v) = I−1 (q) (J (FL (q, v))) , onde J é o mapa momento e

FL é a transformada de Legendre dada por

FL (q, v) =
∂

∂
L (q, v) .

Dáı prova-se que A é uma conexão para o G fibrado principal Q → Q/G dita conexão

mecânica. O espaço horizontal horq da conexão A em q é dado por

horq = {(q, v) |J (FL (q, v)) = 0} .

O espaço vertical será dado por verq = {ξQ (q) |ξ ∈ G} . Para cada µ ∈ G∗ defina a 1-forma

Aµ em Q por

〈Aµ (q) , v〉 = 〈µ,A (q, v)〉 .

Essa 1-forma é tal que J (Aµ (q)) = µ. A curvatura curvA da conexão A é a derivada

covariante exterior de A dada em q ∈ Q por

curvA (v, w) = dA (hor (v) , hor (w)) = −A ([hor (v) , hor (w)]) ,

onde o colchete é calculado tomando-se extensões de v e w a campos vetoriais. O potencial

efetivo Vµ é definido por

Vµ = H (Aµ) ,

em que H : T ∗Q → R é o Hamiltoniano associado. Assim teremos Vµ (q) = V (q) +

1
2
〈µ, I−1 (q)µ〉 . A variedade reduzida Pµ = J−1 (µ) /Gµ pode ser identificada com POµ =

J−1 (Oµ) /G, onde Oµ é a órbita coadjunta de µ. Se Ωcan é a estrutura simplética canônica

em T ∗Q, então a estrutura simplética em T ∗ (Q/Gµ) será

Ωcan − dAµ.
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Passando ao quociente teremos a estrutura simplética em Pµ. No caso em que Q = G,

então Pµ ' Oµ munida da forma de Kirillov. O Hamiltoniano reduzido em T ∗ (Q/Gµ)

será dado por

Hµ ([q, p]) =
1

2
‖p‖2

q + Vµ (q) ,

onde (q, p) ∈ J−1 (0) é um representante de [q, p] ∈ T ∗ (Q/Gµ) , levado a J−1 (µ) por

(q, p) 7→ (q, p+Aµ (q)) . A métrica é a quociente em Q/Gµ, assim como o potencial Vµ

é identificado pelo quociente. Para descrever o Hamiltoniano reduzido em Pµ ' PO =

J−1 (Oµ) /G, escolha ν ∈ Oµ órbita coadjunta de µ e (q, p) ∈ J−1 (0) que representa

[q, p] ∈ T ∗ (Q/Gµ) . Levando (q, p) a J−1 (Oµ) por (q, p) 7→ (q, p+Aν (q)) teremos

HOµ (q, p, ν) =
1

2
‖p‖2

q + Vν (q) ,

em que POµ é munida da estrutura simplética Ωcan − βµ com βµ dada pelo quociente de

dAµ.
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Caṕıtulo 2

Hamiltonianos com Simetrias

O objetivo principal deste caṕıtulo é explorar simetrias de um Hamiltoniano a fim de se

estudar a dinâmica envolvida. Se um Hamiltoniano é invariante pela ação livre e própria

de um grupo, pelo teorema de redução simplética obtemos um novo Hamiltoniano na

variedade reduzida. Porém o Hamiltoniano reduzido não será do tipo Tonelli em geral.

Na verdade a variedade simplética reduzida pode sequer ser fibrado cotangente de alguma

variedade. Entretanto, para alguns casos nosso propósito será satisfeito, como veremos

adiante.

2.1 Redução Simplética e Medidas Minimizantes

Em [9] E. Maderna prova que toda KAM fraca é invariante pelo grupo de simetrias de

um Hamiltoniano de Tonelli em uma variedade compacta. Veremos que, mesmo sem

compacidade, esse resultado continua válido, desde que o conjunto de Mather seja não

vazio. Exemplos de Hamiltonianos com simetria podem ser obtidos considerando uma

variedade Riemanniana (M, g) e um potencial V que seja invariante por algum subgrupo

G de isometrias de M . Assim o Hamiltoniano mecânico H = K + V definido no fibrado

cotangente de M será invariante pela ação levantada de G ao fibrado cotangente T ∗M ,

onde K (x, p) = 1
2
g∗ (x, p) .

Em [14] A. Fathi e E. Maderna estudaram soluções KAM fracas para o caso não com-

pacto. Também consideraram soluções da equação de Hamilton-Jacobi (ρ-invariantes)

para Hamiltonianos invariantes pela ação de um grupo de Lie. No que segue recordare-

mos algumas definições e resultados obtidos [14]. Primeiramente, estabeleceremos nossas
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hipóteses (as mesmas de [14]). Dados H : T ∗M → R de classe ao menos C2 e M uma vari-

edade Riemanniana completa, seja G um grupo de Lie conexo agindo própria e livremente

em M por isometrias. Além disso suponha:

1. (H1) (Superlinearidade Uniforme) Dado K ≥ 0, existe C∗ (K) ∈ R tal que

∀ (x, p) ∈ T ∗M,H (x, p) ≥ K ‖p‖ − C∗ (K) ;

2. (H2) (Limitação Uniforme) Dado R ≥ 0, então

A∗ (R) = sup {H (x, p) | ‖p‖ ≤ R} < +∞;

3. (H3) (Convexidade estrita nas fibras) Para todo (x, p) ∈ T ∗M, a derivada segunda

∂2H
∂p2

(x, p) é positiva definida;

4. (H4) (Invariância) H é invariante pela ação levantada ao fibrado cotangente, ou

seja, dados g ∈ G, x ∈M e p ∈ T ∗g(x)M, então

H (g (x) , p) = H (x, p ◦ dxg) ,

onde g denota, simultaneamente, o elemento do grupo e a isometria associada.

Definição 2.1.1. Dados H : T ∗M → R satisfazendo (H1)-(H4), u : M → R é dita uma

solução ρ-equivariante se é solução da equação de Hamilton-Jacobi e se, para cada g ∈ G,

existe ρ (g) ∈ R tal que

g∗u = u+ ρ (g) ,

onde g∗u (x) = u (gx) .

Segue que ρ : G → R é um homomorfismo de grupo. Dados c ∈ R e ρ ∈ Hom (G,R)

denote por Hρ (c) o conjunto das funções cont́ınuas c-dominadas que são ρ-equivariantes,

ou seja,

Hρ (c) =
{
u ∈ C0 (M,R) |∀g ∈ G, g∗u = u+ ρ (g) , u ≺ L+ c

}
.

Para cada ρ ∈ Hom (G,R) ,

c (ρ) = sup {c ∈ R|Hρ (c) = ∅} .

Se c (ρ) < +∞,

c (ρ) = inf {c ∈ R|Hρ (c) 6= ∅} .

A função c : Hom (G,R)→ R tal que ρ 7→ c (ρ) é chamada de função de Mather.
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Definição 2.1.2. Dizemos que ρ : G → R é dócil se c (ρ) < +∞. Denotaremos por

Homtame (G,R) o conjunto dos homomorfismos dóceis.

SeHomtame (G,R) tem dimensão finita, então a função de Mather c restrita aHomtame (G,R)

é convexa e superlinear ([14], proposição 7.2).

Defina:

cG,min (H) = inf {c (ρ) ∈ R|ρ ∈ Homtame (G,R)} .

Então existe ρ ∈ Homtame (G,R) tal que cG,min (H) = c (ρ) ([14], lema 7.3). Isso é

facilmente verificado quando c é superlinear.

Definição 2.1.3. Sejam G um grupo e l∞ (G) o espaço das funções reais limitadas em

G. Um grupo G é dito amenable se existe um funcional linear

m : l∞ (G)→ R

satisfazendo:

1. Se c é uma função constante, m (c) = c;

2. Dados ϕ1, ϕ2 ∈ l∞ (G) , m (ϕ1) ≥ m (ϕ2) , se ϕ1 (g) ≥ ϕ2 (g) para todo g ∈ G;

3. Dados ϕ ∈ l∞ (G) , m (g∗ϕ) = m (ϕ) , onde g∗ϕ (h) = ϕ (hg) , para cada h ∈ G.

Grupos compactos, finitos, abelianos, entre outros são amenable. Um exemplo de um

grupo não amenable é SL (2,R) . O teorema KAM fraco equivariante ([14], teorema 7.1)

afirma que, para cada ρ ∈ Homtame (G,R) existe uma solução de viscosidade u : M → R

de

H (x, dxu) = c (ρ) .

Se G é amenable, então cG,min (H) = c (H) ([14], teorema 7.4). Seja cinv (H) = c (0) ,

ou seja, o menor valor que admite soluções invariantes. Em geral temos a seguinte desi-

gualdade:

c (H) ≤ cG,min (H) ≤ cinv (H) .

Uma questão interessante é saber se alguma dessas desigualdades é estrita. Temos uma

proposição nesse sentido:
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Proposição 2.1.4. Seja H : T ∗M → R um Hamiltoniano invariante por G e simétrico,

ou seja,

H (x, p) = H (x,−p) ,∀p ∈ T ∗xM.

Se Homtame (G,R) tem dimensão finita, então cG,min (H) = cinv (H) .

Demonstração. Dado ρ ∈ Homtame (G,R) , considere

Aρ = {c ∈ R|Hρ (c) 6= ∅} .

Se c ∈ Aρ, então existe u : M → R tal que u ≺ L+ c e g∗u = u+ ρ (g) . Logo

u (γ (T ))− u (γ (0)) ≤ AL+c (γ)

para toda curva γ : [0, T ]→ R absolutamente cont́ınua. Para cada γ, seja δ : [0, T ]→ R

dada por

δ (s) = γ (T − s) .

Como L é simétrico, AL+c (γ) = AL+c (δ) e

−u (δ (T ))− (−u (δ (0))) = u (γ (T ))− u (γ (0)) ≤ AL+c (δ) ,

de modo que −u ≺ L+ c. Por outro lado,

g∗u = u+ ρ (g)⇔ g∗ (−u) = −u+−ρ (g) ,

logo c ∈ Aρ é equivalente a c ∈ A−ρ. Portanto c (ρ) = c (−ρ) . Como c : Homtame (G,R)→

R é convexa, então

c (0) = c

(
1

2
ρ+

1

2
(−ρ)

)
≤ 1

2
c (ρ) +

1

2
c (−ρ) = c (ρ) ,

como queŕıamos.

Assim, em Hamiltonianos simétricos invariantes por G amenable teremos

c (H) = cinv (H) .

Mesmo para G não amenable temos um exemplo de um Hamiltoniano simétrico tal que

c (H) = cinv (H) (problema de 2 corpos no plano hiperbólico). Uma ideia para se obter

c (H) < cinv (H) seria tomar H mecânico, G não amenable com M conjunto de Mather

vazio (veja a proposição 2.1.5 abaixo). Para o Hamiltoniano do problema de N corpos,

tanto euclidiano (teorema 3 [17]) quanto não euclidiano (próximo caṕıtulo), teremos

c (H) = cinv (H) .
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Proposição 2.1.5. Se H : T ∗M → R é invariante por G e satisfaz (H1)-(H4) com

M 6= ∅, então

c (H) = cinv (H) .

Além disso, toda KAM fraca u : M → R será invariante.

O caso M compacta é feito por E. Maderna ([9], teorema 1). A prova é baseada

na conexidade de G, na continuidade de u e na invariância de M que é não vazio pela

compacidade de M. Observamos que a hipótese de compacidade de M pode ser substitúıda

por M 6= ∅, portanto a demonstração de 2.1.5 será totalmente análoga e preferimos não

repet́ı-la aqui.

Dado H : T ∗M → R invariante por G, seja L : TM → R o Lagrangiano associado.

Para cada µ ∈ G∗, temos τµ : M → Mµ como Gµ fibrado principal. Observe que, a

invariância de H implica na invariância de L, ou seja, se g ∈ G e Tg = (g, dg), então

L ◦ Tg = L. Além disso, o Lagrangiano reduzido associado a Hµ : T ∗Mµ → R será

Lµ : TMµ → R dado por

Lµ ◦ Tτµ = L ◦ iµ.

Observemos agora que, tanto o Hamiltoniano, quanto o Lagrangiano reduzido são do tipo

Tonelli:

Lema 2.1.6. Lµ : TMµ → R é um Lagrangiano de Tonelli.

Demonstração. Para a convexidade, note que

Lµ (sTxτµ (v1) + (1− s)Txτµ (v2)) = Lµ (Txτµ (sv1 + (1− s) v2))

= L (x, sv1 + (1− s) v2)

≤ sL (x, v1) + (1− s)L (x, v2)

= sLµ (Txτµ (v1)) + (1− s)Lµ (Txτµ (v2)) ,

para s ∈ [0, 1] e v1, v2 ∈ TxM. Para a superlinearidade, como |Txτµ (v)| ≤ ‖Txτµ‖ |v| ,

Lµ (Txτµ (v))

|Txτµ (v)|
≥ L (x, v)

‖Txτµ‖ |v|
=

1

‖Txτµ‖
L (x, v)

|v|
.

Portanto

lim
|Txτµ(v)|→∞

Lµ (Txτµ (v))

|Txτµ (v)|
≥ 1

‖Txτµ‖
lim
|v|→+∞

L (x, v)

|v|
= +∞.
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Suponha M̃ 6= ∅. Seja m uma medida de probabilidade invariante pelo fluxo ϕLt .

Podemos definir, a partir de m, uma medida mµ de probabilidade invariante pelo fluxo

ϕ
Lµ
t por

mµ = (Tτµ)∗m

tal que mµ (E) = m
(
(Tτµ)−1 (E)

)
para todo mensurável E ⊂ TMµ. Tal medida será dita

medida de Mather reduzida. Denote por ALµ o funcional de ação em Lµ que chamaremos

funcional de ação reduzido. Se m é uma medida de Mather para L, ou seja, se AL (m) =

−c (H) , então

ALµ (mµ) =

∫
TMµ

Lµdmµ =

∫
TM

(Lµ ◦ Tτµ) dm =

∫
TM

Ldm = −c (H) .

Reciprocamente, se mµ é uma medida de probabilidade invariante pelo fluxo ϕ
Lµ
t , defini-

mos uma medida m de probabilidade invariante pelo fluxo ϕLt por

m = mµ ◦ Tτµ.

Se mµ é uma medida de Mather para Lµ, então

AL (m) =

∫
TM

Ldm =

∫
TMµ

Lµdmµ = −c (Hµ) .

Pelo teorema 2.2.2, c (Hµ) = c (H) . Logo temos:

Teorema 2.1.7. Dado H : T ∗M → R invariante por G, seja L : TM → R o Lagrangiano

associado. Se M̃ 6= ∅, então m é uma medida de Mather para L se e somente se mµ é

uma medida de Mather para Lµ com mµ = (Tτµ)∗m.

2.2 KAM Fracas Reduzidas

A proposição 2.1.5, juntamente com o teorema de redução simplética, motiva a definição

de KAM fracas reduzidas.

Definição 2.2.1. Seja H : T ∗M → R satisfazendo (H1)-(H4). Dizemos que uma função

Lipschitz uµ : Mµ → R é uma KAM fraca reduzida se

Hµ

(
[x]µ , d[x]µ

uµ

)
= c (Hµ)

em quase todo ponto na medida de Lebesgue, onde µ ∈ G∗, Mµ = M/Gµ e Gµ é o subgrupo

de isotropia da ação coadjunta de G sobre G∗.
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Note que c (H) ≤ c (Hµ). Se c (H) = c (Hµ) , então u (x) = uµ

(
[x]µ

)
será uma KAM

fraca. Por outro lado, se M 6= ∅, pela proposição 2.1.5,

c (H) = cinv (H) = c (Hµ) ,

para µ ∈ G∗ tal que Gµ = G (µ = 0, por exemplo), de modo que, se u é KAM fraca, então

u = uµ. Logo temos o teorema sobre KAM fracas reduzidas:

Teorema 2.2.2. Se H : T ∗M → R satisfaz (H1)-(H4) comM 6= ∅, então u é KAM fraca

se e somente se uµ é KAM fraca reduzida com Gµ = G.

Esse teorema é, na verdade, um método de obtenção de KAM fracas, desde que con-

sigamos determinar as reduzidas.

2.3 Um Hamiltoniano Mecânico no Toro T 2

Seja H : T ∗T 2 → R o Hamiltoniano dado por

H (θ, p) =
1

2

(
p2

1 + p2
2

)
− 1 + cos 2π (θ1 − θ2) ,

onde T 2 é o toro plano. Consideremos o grupo de Lie G = S1 e a ação Φ : G× T 2 → T 2

dada por

Φ (φ, θ) = (θ1 + φ, θ2 + φ) .

Temos que H é invariante pela ação levantada de Φ ao fibrado cotangente de T 2. Identi-

ficando G = R, dado X = 1 ∈ G,

X# (θ) = (1, 1) ,

de modo que o mapa momento associado é dado por

J (θ, p) = p1 + p2.

Como H é um Hamiltoniano mecânico, temos que c (H) = 0 e o conjunto de Mather é

dado por

M̃ =
{

(θ, 0) ∈ TT 2 : θ1 = θ2

}
' S1.

Observe que a curva fechada cujo traço é M̃ não é solução do campo de Euler-Lagrange.

Na verdade M̃ é formado por soluções de equiĺıbrio da forma (θ1, θ1, 0, 0) com θ1 ∈ S1.

Fazendo a mudança de coordenadas simpléticas

(θ, p) 7→ (θ1 + θ2, θ1 − θ2, p1 + p2, p1 − p2)
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com φ1 = θ1 + θ2, φ2 = θ1 − θ2, P1 = p1 + p2 e P2 = p1 − p2, transformamos o campo

Hamiltoniano 

θ̇1 = p1

θ̇2 = p2

ṗ1 = −2πsen2π (θ1 − θ2)

ṗ2 = 2πsen2π (θ1 − θ2)

em 

φ̇1 = c1

φ̇2 = P2

Ṗ1 = 0

Ṗ2 = −4πsen (2πφ2)

,

onde c1 é a constante da integral primeira J (θ, p) = p1 + p2. Portanto conseguimos exibir

seções do espaço de fase nessas novas coordenadas. Por outro lado, fazendo a redução

simplética com

J (θ, p) = p1 + p2 = −2µ

teremos J−1 (−2µ) /G = {(x, px) ∈ T ∗S1 : x = θ1 − θ2, px = p1} = T ∗S1 e

H−2µ (x, px) = p2
x + 2µpx + 2µ2 − 1 + cos 2πx.

O Lagrangiano associado é da forma

L−2µ (x, vx) =
v2
x

4
− µvx − µ2 + 1− cos 2πx.

Seguindo Sorrentino [15] (páginas 33-37) consideraremos o Lagrangiano

L0 (x, vx) =
v2
x

4
+ 1− cos 2πx

a fim de estudarmos a função α0 de Mather. A função energia é dada por

E0 (x, vx) =
v2
x

4
− 1 + cos 2πx

Repetindo os argumentos de Sorrentino obtemos

α0 (µ) =

 0, µ ∈
[
−4
√

2
π
, 4
√

2
π

]
E (|µ|) , |µ| > 4

√
2

π

,

onde E :
(

4
√

2
π
,+∞

)
→ (0,+∞) é a inversa de c+ : (0,+∞) →

(
4
√

2
π
,+∞

)
que é a

cohomologia da órbita periódica (superior) de energia E. Observe que temos denotado

por µ a classe de cohomologia da 1-forma ηµ (x) = µdx. Logo

L−2µ = L0 − ηµ − µ2,
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de modo que o valor cŕıtico de L−2µ é

c (L−2µ) = µ2 + α0 (µ) .

Portanto o valor cŕıtico de L−2µ é uma função estritamente convexa, superlinear e simétrica

em µ. Em particular c (L−2µ) ≥ 0 com

c (L−2µ) = 0⇔ µ = 0.

Logo a equação de Hamilton-Jacobi

H−2µ (x, dxu) = c (H) = 0,

admite solução apenas para µ = 0, uma vez que c (H−2µ) ≥ 0 com c (H−2µ) = 0 se

e somente se µ = 0. Assim obtemos, a menos de constante, as seguinte KAM fracas

reduzidas:

u±0 (x) =

 ∓
√

2
π

cos (πx) , se x ∈
[
0, 1

2

]
±
√

2
π

cos (πx) , se x ∈
[

1
2
, 1
] .

Portanto u± (θ1, θ2) = u±0 (θ1 − θ2) são KAM fracas para H. Também temos que a medida

m0 com suporte em (0, 0) ∈ TS1 é a única medida de Mather reduzida, de modo que

medidas m com suporte em (θ1, θ1, 0, 0) ∈ TT 2 serão as únicas medidas de Mather para

L.
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Caṕıtulo 3

O teorema KAM fraco para o

problema de N-corpos em variedades

Provaremos nesse caṕıtulo que os resultados obtidos por E. Maderna [17] são válidos

também para variedades de curvatura seccional não-positiva completas e simplesmente

conexas.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa de curvatura

seccional não-positiva de dimensão n e MN = M × ... ×M a variedade produto, onde

n ≥ 1 e N é o número de corpos. O caso n = 1 será pensado como uma variedade

unidimensional com uma métrica conforme (uma densidade). Considere o Lagrangiano

L : TMN → R dado por

L (x, v) 7→ 1

2

N∑
i=1

mig (xi, vi) + Uκ (x) ,

onde Uκ (x) =
∑

1≤i<j≤N
mimj

[d(xi,xj)]
2κ com κ ∈ (0, 1) e d denota a distância dada pela métrica

g. A fim de generalizarmos o teorema KAM fraco para N corpos em espaços euclidianos

de E. Maderna (ver [17]) para o nosso caso, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.1. Sejam R > 0 e B(r, R) =
{
z ∈MN |d (zi, r) ≤ R, i = 1, ..., N

}
. Dados

x, y ∈ B(r, R) e T > 0 existe Γ ∈ C (x, y, T ) tal que

1

2

∫ T

0

∣∣∣Γ̇ (t)
∣∣∣2 dt ≤ αR2

T
e

∫ T

0

Uκ (Γ (t)) dt ≤ βT

R2κ
,

onde α e β são constantes que dependem apenas do número de corpos, da massa total e

do grau de homogeneidade da função potencial Uκ.
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Antes de iniciarmos a prova do teorema recordaremos alguns resultados de geometria

Riemanniana e estabeleceremos uma notação compat́ıvel à utilizada por E. Maderna (ver

[17], proposição 4). Denotaremos uma configuração x = (r1, ..., rN) em MN por x̃ =

(r̃1, ..., r̃N) . Considere o mapa exponencial de um ponto r̃ ∈M,

expr̃ : Tr̃M →M.

Com nossas hipóteses, pelo teorema de Hadamard (ver [11], teorema 3.1, página 165) expr̃

é um difeomorfismo global. Se σ̃ ∈ M denotaremos por σ = (expr̃)
−1 (σ̃) . Faremos uso

de uma consequência do teorema de comparação de Rauch (ver [11], proposição 5, página

241):

Proposição 3.0.2. Sejam Mn e M̃n variedades Riemannianas e suponhamos que para

todo p ∈M, p̃ ∈ M̃, ϑ ⊂ TpM, ϑ̃ ⊂ Tp̃M̃, se tenha que

K̃p̃

(
ϑ̃
)
≥ Kp (ϑ) .

Sejam p ∈ M, p̃ ∈ M̃ e fixe uma isometria linear i : TpM → Tp̃M̃. Seja r > 0 tal que a

restrição expp |Br (0) seja um difeomorfismo e expp̃ |B̃r (0) seja não-singular. Seja

c : [0, a]→ expp (Br (0)) ⊂M

uma curva diferenciável e defina uma curva

c̃ : [0, a]→ expp̃

(
B̃r (0)

)
⊂ M̃

por c̃ (s) = expp̃ ◦i ◦ exp−1
p (c (s)) , s ∈ [0, a] . Então

l (c) ≥ l̃ (c̃) .

Essa proposição nos diz que, quanto menor a curvatura, maior o comprimento.

Prova do Teorema. Conforme notação estabelecida acima, seja x̃ = (r̃1, ..., r̃N) uma con-

figuração em MN tal que

d (r̃i, r̃) ≤ R, i = 1, ..., N.

Considere a configuração x = (r1, ..., rN) =
(
exp−1

p (r̃1) , ..., exp−1
p (r̃N)

)
∈ (TrM)N . Como

d (r̃i, r̃) ≤ R,

R ≥ d (r̃i, r̃) = l̃
(
δ̃i

)
≥ l (δi) ≥ ‖ri − r‖ ,
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onde δ̃i é geodésica minimizante e δi é uma curva ligando ri a r. Logo existe uma curva

zx (t) = x+ ψx (t) (p− x)

tal que
1

2

∫ 1

0

|żx (t)|2 dt ≤ 160
1 + κ

1− κ
MN4R2

e ∫ 1

0

∑
i<j

mimj∥∥zix (t)− zjx (t)
∥∥2κdt ≤ 2

1 + κ

1− κ
M2N (4κ+2)R−2κ,

em que p = (p1, ..., pN) e ψx satisfazem:

• pi = r + (i− 1) v, com i = 1, ..., N e ‖v‖ = 6R.

• ψx : [0, 1]→ [0, 1] é um homeomorfismo crescente absolutamente cont́ınuo tal que∫ 1

0

ψ̇x (t) dt ≤ 5N2 1 + κ

1− κ

e, para cada i < j existe sij ∈ R tal que

|ψx (t)− tij| ≥ N−2 |t− sij|1/(1+κ) ,

para t ∈ [0, 1] e tij conforme em [17]. Defina agora

z̃x̃ (t) = expr̃ (zx (t)) .

Pela proposição 3.0.2, se i < j,

d
(
z̃ix̃ (t) , z̃jx̃ (t)

)
= l̃
(
δ̃ij (t)

)
≥ l (δij (t)) ≥

∥∥zix (t)− zjx (t)
∥∥ ,

onde δ̃ij (t) é geodésica minimizante ligando z̃ix̃ (t) a z̃jx̃ (t) e δij (t) = (expr̃)
−1
(
δ̃ij (t)

)
é uma curva ligando zix (t) a zjx (t) . Portanto∫ 1

0

Uκ (z̃x̃ (t)) dt ≤
∫ 1

0

∑
i<j

mimj∥∥zix (t)− zjx (t)
∥∥2κdt ≤ 2

1 + κ

1− κ
M2N (4κ+2)R−2κ.

Por outro lado,
d

dt
z̃ix̃ (t) = d (expr̃)zix(t)

(
ψ̇x (t) (pi − xi)

)
.

Como zx ([0, 1]) ⊂ B (r, 6NR) e ‖pi − xi‖ ≤ 8NR,

1

2

∫ 1

0

∣∣∣d (expr̃)zix(t)

(
ψ̇x (t) (pi − xi)

)∣∣∣2 dt =
1

2

N∑
i=1

mi ‖pi − xi‖2

∫ 1

0

ψ̇x (t) dt

≤ 32 [K (6NR)]2MN2R2

(
5N2 1 + κ

1− κ

)
= 160 [K (6NR)]2

1 + κ

1− κ
MN4R2,
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onde K (6NR) := max‖w‖≤6NR |d (expr̃)w| < ∞. Se ỹ = (s̃1, ..., s̃N) é outra confi-

guração em B̃ (r̃, R) defina γ̃ ∈ C (x̃, ỹ, 2) por

γ̃ (t) =

 z̃x̃ (t) , t ≤ 1

z̃ỹ (2− t) , t ≥ 1
.

Logo

AL (γ̃) = AL (z̃x̃)+AL (z̃ỹ) ≤ 320 [K (6NR)]2
1 + κ

1− κ
MN4R2+4

1 + κ

1− κ
M2N (4κ+2)R−2κ.

Para finalizar basta considerar a curva Γ̃ (t) = γ̃
(

2t
T

)
e obter o resultado com

α = 640 [K (6NR)]2
1 + κ

1− κ
MN4 e β = 2

1 + κ

1− κ
M2N (4κ+2).

A partir de agora se x̃ ∈MN denotaremos x̃ simplesmente por x. Considere a distância

d̃ : MN → R dada por

d̃ (x, y) = max
1≤i≤N

{d (xi, yi)} .

Os resultados seguintes são adaptações dos argumentos de E. Maderna. Lembramos que,

para T > 0,

φ (x, y, T ) = inf {A (γ) : γ ∈ C (x, y, T )}

e

φ (x, y) = inf
T>0
{φ (x, y, T )} = inf {A (γ) : γ ∈ C (x, y)} .

Lema 3.0.3. Dados x, y ∈MN , temos que φ (x, y) = 0 se só se x = y.

Demonstração. Sejam x, y ∈ MN e γ = (γ1, ..., γN) ∈ C (x, y) . Se d = d̃ (x, y) e γ é

definida em [0, T ] , então existe T0 ∈ [0, T ] tal que

d̃ (γ (T0) , x) = d e d̃ (γ (t) , x) ≤ d,

para t ∈ [0, T0] . Para algum k ∈ {1, ..., N} teremos

d̃ (γk (T0) , xk) = d.

Se T0 ≥ 1,

A (γ) ≥
∫ T0

0

∑
1≤i<j≤N

mimj

d (γi (t) , γj (t))
dt ≥ T0C > 0,
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onde C = min
{∑

1≤i<j≤N
mimj
d(zi,zj)

: d̃ (z, x) ≤ d
}
. Se T0 ≤ 1, pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz,

A (γ) ≥ mk

2

∫ T0

0

‖γ̇k (t)‖2 dt ≥ md2

2
,

onde m = min {m1, ...,mN} . Portanto, se φ (x, y) = 0 teremos T0 ≤ 1 e d = 0, de modo

que x = y. Reciprocamente, se x ∈MN tome δ : [0, 1]→MN tal que

δ (0) = x e A (δ) < +∞.

Isso é posśıvel pelo Teorema 3.0.1 anterior. Para cada T ∈ (0, 2] defina γT ∈ C (x, x, T )

por

γT (t) =

 δ (t) , 0 ≤ t ≤ T
2

δ (T − t) , T
2
≤ t ≤ T

.

Por uma mudança de variáveis conluimos que

A (γT )→ 0 quando T → 0,

de modo que φ (x, x) = 0.

Dado λ > 1 dizemos que {x1, ..., xk} ⊂ M define uma partição λ-cluster de tamanho

R > 0 de A ⊂M se:

• d (xi, xj) ≥ 2λR para 1 ≤ i < j ≤ k;

• A ⊂
k⋃
i=1

B (xi, R) , onde B (r, R) = {s ∈M : d (s, r) ≤ R} .

Lema 3.0.4. Dados λ > 1, A = {x1, ..., xN} ⊂ M e ε > 0 existem A′ ⊂ A e R (ε) > 0

tais que

1. ε ≤ R (ε) < (2λ)N ε;

2. A′ define uma partição λ-cluster de tamanho R (ε) de A.

Demonstração. Seja A
′
1 = A. Se A

′
1 não define uma partição λ-cluster de tamanho ε de

A, então existem r1, s1 ∈ A′1 tais que

d (r1, s1) < 2λε.
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Assim defina A′2 = A′1\ {s1} . Se A
′
2 não define uma partição λ-cluster de tamanho 2λε de

A, então existem r2, s2 ∈ A′2 tais que

d (r2, s2) < (2λ)2 ε.

Procedendo dessa forma, se A′j = A′j−1\ {sj−1} = A\ {s1, ..., sj−1} não define uma partição

λ-cluster de tamanho (2λ)j−1 ε de A, então existem rj, sj ∈ A′j tais que

d (r2, s2) < (2λ)j ε.

Este processo finaliza para j = N.

Proposição 3.0.5. Dados x, y ∈MN e T > 0 existem constantes α, β > 0 tais que

φ (x, y, T ) ≤ αε2

T
+
βT

ε
,

onde ε > d̃ (x, y) .

Demonstração. Fixe x = (x1, ..., xN) ∈ MN e denote por Ax = {x1, ..., xN} ⊂ M. Seja

y = (y1, ..., yN) outra configuração. Pelo Lema anterior, tomando A = Ax, ε > d̃ (x, y) e

λ = 24N teremos

{xi1 , ..., xik} ⊂ Ax e R (ε) > 0

tais que

1. ε ≤ R (ε) < (48N)N ε;

2. d
(
xij , xil

)
≥ 48NR (ε) para 1 ≤ j < l ≤ k;

3. Ax ⊂
k⋃
j=1

B
(
xij , R (ε)

)
.

De 2. e 3. temos que

B
(
xij , R (ε)

)
∩B (xil , R (ε)) = ∅ se j 6= l

e

Ay ⊂ B
(
xij , 2R (ε)

)
,

pois

d (yl, xl) ≤ d̃ (x, y) < ε ≤ R (ε) ,

de modo que, se l = ij, j = 1, ..., k, então yl ∈ B
(
xij , 2R (ε)

)
. Caso contrário xl ∈

B
(
xij , R (ε)

)
para algum j, logo

d
(
yl, xij

)
≤ d (yl, xl) + d

(
xl, xij

)
< ε+R (ε) ≤ 2R (ε) .
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Portanto Ax ∪ Ay ⊂
k⋃
j=1

Bj, onde Bj = B
(
xij , 2R (ε)

)
. Considere agora a partição

{1, ..., N} = I1 ∪ ... ∪ Ik

tal que i ∈ Ij se só se xi, yi ∈ Bj. Denote por Nj o número de corpos em Bj e por Mj a

massa total, ou seja,

Mj =
∑
i∈Ij

mi.

Logo N = N1 + ...+Nk e M = M1 + ...+Mk. Considere agora o problema de Nj corpos

nas bolas Bj. Dado T > 0, pela teorema 3.0.1 obtemos γ = (γ1, ...γN) ∈ C (x, y, T ) tal

que, para j = 1, ..., k:

1. Tj =
1

2

∫ T

0

∑
i∈Ij

mi ‖γ̇i (t)‖2 dt ≤ 106

T
[K (12NR (ε))]2

1 + κ

1− κ
MjN

6
jR (ε)2 ;

2. Wj =

∫ T

0

∑
i,l∈Ij ,i<l

miml

[d (γi (t) , γl (t))]
2κdt ≤ 2

1 + κ

1− κ
M2

j 12−2κN
(2κ+2)
j R−2κT.

Note que

A (γ) =
k∑
j=1

Tj +
k∑
j=1

Wj +W0,

onde

W0 =

∫ T

0

∑
i∈Ij ,l∈Ip

∑
1≤j<p≤k

miml

d (γi (t) , γl (t))
dt.

Como as bolas B
(
xij , 24NR (ε)

)
são disjuntas, obtemos

W0 ≤
M2N2T

[24NR (ε)]2κ
.

Usando que R (ε) < (48N)N ε obteremos constantes α1, β1 > 0 tais que

A (γ) <
α1

T
ε2 +

β1T

ε2κ
.

Corolário 3.0.6. Existe uma constante µ > 0 tal que, para todo x ∈MN

φ (x, x, T ) ≤ µT
1−κ
1+κ .
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Demonstração. Tome ε = T
1

1+κ na proposição 3.0.5, logo

φ (x, x, T ) ≤ α1

T

(
T

1
1+κ

)2

+
β1T(
T

1
1+κ

)2κ

≤ α1T
1−κ
1+κ + β1T

1−κ
1+κ

= µT
1−κ
1+κ ,

onde µ = α1 + β1.

Teorema 3.0.7. Existe uma constante η > 0 tal que, para todo x, y ∈MN

φ (x, y) ≤ η
(
d̃ (x, y)

)1−κ
.

Demonstração. Vimos que, φ (x, y) = 0 se só se x = y. Se x 6= y, pela proposição 3.0.5

A (γ) <
α1

T
ε2 +

β1T

ε2κ

para todo T > 0 e para todo ε > d̃ (x, y) > 0. Pela continuidade da função

ε 7→ α1

T
ε2 +

β1T

ε2κ

temos que

φ (x, y, T ) ≤ α1

T

(
d̃ (x, y)

)2

+
β1T(

d̃ (x, y)
)2κ .

Fazendo T =
(
d̃ (x, y)

)1+κ

obteremos

φ (x, y, T ) ≤ α1

(
d̃ (x, y)

)1−κ
+ β1

(
d̃ (x, y)

)1−κ

= η
(
d̃ (x, y)

)1−κ
,

onde η = α1 + β1.

O teorema KAM fraco invariante de E. Maderna afirma existir uma função u : EN → R

dominada e invariante tal que

u = T−t u para todo t ≥ 0,

onde T−t u (x) = inf
{
u (y) + φ (x, y, t) |y ∈ EN

}
e

u (x1, ..., xN) = u (Rx1 + r, ..., RxN + r) ,
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para todo r ∈ E e R transformação ortogonal de E. No nosso caso invariante significa

invariante por isometrias de (M, g) , ou seja, u : MN → R é invariante se

u (x1, ..., xN) = u (f (x1) , ..., f (xN))

para toda isometria f de M. Uma função u : MN → R é dita dominada se

u (x)− u (y) ≤ φ (x, y) ,∀x, y ∈MN .

Logo o teorema fica:

Teorema 3.0.8. Existe u : MN → R dominada e invariante tal que

u = T−t u para todo t ≥ 0.

Denotaremos o espaço das funções dominadas por

H =
{
u : MN → R|u é dominada

}
.

Muniremos H com a topologia gerada pelos conjuntos

UK (u, ε) = {v ∈ H| |v (x)− u (x)| < ε,∀x ∈ K} ,

onde u ∈ H, K ⊂MN é compacto e ε > 0. Restringiremos T−t ao espaçoH e observaremos

que

T−t u ∈ H,∀u ∈ H,

pois, u ∈ H se e somente se u ≤ T−t u para t ≥ 0 e, por outro lado

u ≤ v ⇒ T−t u ≤ T−t v.

Estamos interessados em provar que:

Proposição 3.0.9. T− : H× [0,∞)→ H dado por T− (u, t) = T−t u é cont́ınua.

Antes provaremos o seguinte lema:

Lema 3.0.10. Dados x, y ∈MN e T > 0 temos que

φ (x, y, T ) ≥ m

2T

(
d̃ (x, y)

)2

,

onde m = min {m1, ...,mN} .
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Demonstração. Se r, s ∈M e σ ∈ C (r, s, T ) , pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

d (r, s) ≤
∫ T

0

‖σ̇ (t)‖ dt ≤ T
1
2

(∫ T

0

‖σ̇ (t)‖2 dt

) 1
2

.

Logo

(d (r, s))2 ≤ T

∫ T

0

‖σ̇ (t)‖2 dt.

Se x = (x1, ..., xN), y = (y1, ..., yN) e γ = (γ1, ..., γN) ∈ C (x, y, T ) com d̃ (x, y) = d (xi, yi) ,

então

AL (γ) ≥ mi

2

∫ T

0

‖γ̇i (t)‖2 dt ≥ mi

2T
(d (xi, yi))

2 ≥ m

2T

(
d̃ (x, y)

)2

.

Pela definição de φ o lema está provado.

Prova da Proposição 3.0.9. Primeiramente provaremos que, dados R > 0 e t > 0 existe

uma constante k (R, t) > 0 tal que

T−t u (x) = inf
{
u (y) + φ (x, y, t) |d̃ (x, y) ≤ k (R, t)

}
para u ∈ H e x ∈ MN em alguma bola fechada de raio R. De fato, fixados R > 0, t > 0,

u ∈ H e x, suponha que y ∈MN é tal que

d̃ (x, y) > 1 e u (y) + φ (x, y, t) ≤ u (x) + φ (x, x, t) .

Pelo lema 3.0.10 e o teorema 3.0.7,

m

2t

(
d̃ (x, y)

)2

≤ φ (x, y, t) ≤ η
(
d̃ (x, y)

)1−κ
+ φ (x, x, t) .

Como d̃ (x, y) > 1, logo d̃ (x, y) ≥
(
d̃ (x, y)

)1−κ
. Pelo teorema 3.0.1,

φ (x, x, t) ≤ αR2

t
+
βT

R2κ
.

Portanto

m
(
d̃ (x, y)

)2

≤ 2ηtd̃ (x, y) + 2αR2 + 2βt2R−2κ,

de modo que (
d̃ (x, y)− ηt

m

)2

≤ η2t2

m2
+

2αR2

m
+

2βt2

mR2κ
.

Assim

d̃ (x, y) ≤ k0 (R, t) ,
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onde k0 (R, t) = ηt
m

+
(
η2t2

m2 + 2αR2

m
+ 2βt2

mR2κ

) 1
2
. Fazendo k (R, t) = max {1, k0 (R, t)} temos

u (y) + φ (x, y, t) > u (x) + φ (x, x, t) ,

se d̃ (x, y) > k (R, t) . Logo

T−t u (x) = inf
{
u (y) + φ (x, y, t) |y ∈MN

}
= inf

{
u (y) + φ (x, y, t) |d̃ (x, y) ≤ k (R, t)

}
.

Agora sejam u, v ∈ H, t > 0, R > 0 e K ⊂MN um compacto. Se

Kt =
⋃
x∈K

{
y ∈MN |d̃ (x, y) ≤ k (R, t)

}
,

então, para todo x ∈ K,

T−t v (x) = inf {v (y) + φ (x, y, t) |y ∈ Kt} .

Por outro lado, para todo y ∈ Kt,

v (y) ≤ u (y) + sup
y∈Kt
{|u (y)− v (y)|} ,

de modo que

T−t v (x) ≤ inf {u (y) + φ (x, y, t) |y ∈ Kt}+ sup
y∈Kt
{|u (y)− v (y)|} .

Portanto

T−t v (x)− T−t u (x) ≤ sup
y∈Kt
{|u (y)− v (y)|} ,

para todo x ∈ K. Como u e v são arbitrárias,

∣∣T−t v (x)− T−t u (x)
∣∣ ≤ sup

y∈Kt
{|u (y)− v (y)|} ∀x ∈ K.

Pela compacidade de Kt segue a continuidade de T−t para cada t ≥ 0. Resta provar a

continuidade com respeito a t. Pela propriedade de semigrupo basta provar a continuidade

em t = 0. Dado u ∈ H temos que

0 ≤ T−t u (x)− u (x) ≤ φ (x, x, t) ≤ µt
1−κ
1+κ ,∀x ∈MN ,

pelo corolário 3.0.6. Portanto T−t u converge uniformemente para u quando t → 0, con-

cluindo a demonstração.
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Prova do Teorema 3.0.8. Seja Ĥ o espaço quociente de H pelo subespaço das funções

constantes. Então Ĥ é homeomorfo a H0 = {u ∈ H|u (x0) = 0} , fixado x0 ∈ MN . Pelo

teorema 3.0.7,

u (x)− u (y) ≤ φ (x, y) ≤ η
(
d̃ (x, y)

)1−κ
,∀u ∈ H0,∀x, y ∈MN ,

de modo queH0 é equicont́ınuo. Além disso, para cada y ∈MN o conjunto {u (y) ∈ R : u ∈ H0}

é compacto, pois é fechado e limitado:

|u (y)| = |u (y)− u (x0)| ≤ η
(
d̃ (y, x0)

)1−κ
:= ηy,

onde ηy é uma constante que depende apenas de y. Pelo teorema de Arzelà-Ascoli (veja

[1], página 267) H0 é compacto, de modo que Ĥ é um subconjunto compacto, convexo

e não-vazio de Ĉ0
(
MN ,R

)
o quociente do espaço das funções cont́ınuas de MN em R

pelas funções constantes. Lembramos que um espaço vetorial topológico E é localmente

convexo se, dados v ∈ E e U (v) uma vizinhança de v em E, existir um convexo V tal que

v ∈ V ⊂ U (v) .

Como Ĉ0
(
MN ,R

)
é munido da topologia quociente da topologia compacto aberta em

C0
(
MN ,R

)
, dados û ∈ Ĉ0

(
MN ,R

)
e U (û) uma vizinhança de û, logo

U (û) =
{
v̂ ∈ Ĥ : |v̂ (x)− û (x)| < ε,∀x ∈ K

}
,

para algum compacto K ⊂MN . Tome v̂ ∈ U (û) diferente de û, então, para t ∈ [0, 1]

|[tv̂ (x) + (1− t) û (x)]− û (x)| = t |v̂ (x)− û (x)| < ε,

de modo que a reta ligando v̂ a û está contida em U (û) . Portanto Ĉ0
(
MN ,R

)
é localmente

convexo. Por outro lado,

T−t (u+ c) = T−t u+ c, ∀c ∈ R.

Logo T− define um semigrupo cont́ınuo T̂−t : Ĥ→Ĥ. Se aplicamos o teorema de Tychonoff

(veja [1], página 414), obteremos um ponto fixo de T̂−t , ou seja, uma função u ∈ H tal

que

T−t u = u+ c (t) ,

onde c : [0,+∞) → R. Nesse momento utilizamos que é conhecido que a propriedade de

semigrupo e a cont́ınuidade de T−t nos fornece

c (t) = tc (1) .
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Como u ≤ T−t u = u+ tc (1) , então c (1) ≥ 0. Provaremos que c (1) = 0. Temos que

u (x) = T−t u− tc (1) ≤ φ (x, y, t) + u (y)− tc (1) .

Pela proposição 3.0.5,

u (x)− u (y) ≤ φ (x, y, t)− tc (1) ≤ αε2

t
+

(
β

ε
− c (1)

)
t,

onde ε > d̃ (x, y) . Como t e ε podem ser tomados arbitrariamente grandes, devemos ter

c (1) = 0. Logo

T−t u = u,∀t ≥ 0.

Isso mostra que existem pontos fixos de T−. Nos resta provar que existem pontos fixos

que são invariantes. Defina Hinv o subconjunto de H das funções que são invariantes.

Assim Hinv é fechado, convexo e não-vazio, pois contém as funções constantes. Podemos

tomar o quociente de Hinv pelas funções constantes e obter Ĥinv que também é fechado,

convexo e não-vazio. Além disso, se u ∈ Hinv, f é uma isometria de M e denotarmos

f (x) = (f (x1) , ..., f (xN)) , então

T−t u (f (x)) = inf
{
u (f (y)) + φ (f (x) , f (y) , t) : f (y) ∈MN

}
= inf

{
u (f (y)) + φ (x, y, t) : y ∈MN

}
,

pois φ (f (x) , f (y) , t) = φ (x, y, t) . Portanto T−t leva função invariante em função invari-

ante. Assim podemos definir

T̂−t : Ĥinv→Ĥinv.

Pelo argumento anterior obteremos um ponto fixo, ou seja, uma função invariante u tal

que

T−t u = u,∀t ≥ 0.

Daremos agora um exemplo no qual o teorema KAM fraco invariante se aplica. Apesar

de não termos uma forma expĺıcita para calcular soluções da equação de Hamilton-Jacobi,

podemos usar a invariância por isometrias a fim obter certos tipos de KAM fracas.

Exemplo 3.0.11. Consideremos o caso N = 2, m1 = m2 = 1, κ = 1/2 e M = R+ com

a métrica

〈v, w〉x =
vw

x2
.
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A distância associada a essa métrica é dada por d (x, y) =
∣∣∣ln x

y

∣∣∣ . (R+, d) é conhecida

como linha hiperbólica. Pois bem, queremos obter u : R2
+ → R tal que

1

2
‖du (x1, x2)‖2 − 1

d (x1, x2)
= 0.

Logo

x2
1u

2
x1

+ x2
2u

2
x2

=
2

|lnx2/x1|
.

Como estamos buscando por u invariante, então u (x1, x2) = f (d (x1, x2)) = f (|lnx2/x1|) .

Resolvendo a equação para f obteremos

df (y)2 =
1

y
,

com y = |lnx2/x1| . Então f (y) = ±2
√
y, de modo que obtivemos

u± (x1, x2) = ±2
√
|lnx2/x1| .

3.1 Teorema KAM fraco para o Problema de N cor-

pos em variedades de curvatura constante

Provaremos agora que o teorema KAM fraco também é válido para o problema de N

corpos sobre variedades hiperbólicas de curvatura seccional constante igual a − 1
R2 com

o potencial cotangente hiperbólica da distância. Considerando o modelo de Poincaré na

bola euclidiana de raio R, trataremos de Hamiltonianos do tipo

HR (x, p) =
1

2

N∑
j=1

λ (xj)

mj

〈pj, pj〉 −
1

2

∑
j<k

mjmkctnR (dR (xj, xk)) ,

onde λ (xj) =
(R2−‖xj‖2)

2

4R4 , ctnR (dR (xj, xk)) = 1
R

coth
(
dR(xj ,xk)

R

)
e dR denota a distância.

Na verdade o problema de N corpos em espaços de curvatura constante e negativa é dada

por esse Hamiltoniano, conforme Diacu, Perez-Chavela, Reyes Victoria [18] e Shchepetilov

[12]. Observe que, se r > 0 e κ ∈
(

1
2
, 1
)
,

coth r ≤ 1 + r−2κ.

Logo

coth
r

R
≤ 1 +

(
R

r

)2κ

,
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de modo que

∑
j<k

mjmk coth

(
dR (xj, xk)

R

)
≤
∑
j<k

mjmk

(
1 +

(
R

r

)2κ
)
, κ ∈

(
1

2
, 1

)
.

Pelo Teorema 3.0.1, dados x e y em uma bola de raio r > 0 (na distância dR) e T > 0

existe Γ ∈ C (x, y, T ) tal que ∫ T

0

Uκ (Γ (t)) dt ≤ βT

r2κ
,

onde β depende apenas do número N de corpos, da massa total M e do grau de homoge-

neidade da função Uκ dada por

Uκ (x) =
∑
j<k

mjmk

[d (xj, xk)]
2κ .

Logo, se κ ∈
(

1
2
, 1
)
,

1

2

∫ T

0

∑
j<k

mjmkctnR (dR (Γj (t) ,Γk (t))) dt ≤ 1

2R

∫ T

0

∑
j<k

mjmk

[
1 +

(
R

dR (Γj (t) ,Γk (t))

)2κ
]

≤ T

2R

∑
j<k

mjmk +
R2κ−1

2

∫ T

0

Uκ (Γ (t)) dt

≤ T

2

(
M2N2

R
+
βR2κ−1

r2κ

)
.

Isso nos permite concluir que dados x e y em uma bola de raio r > 0 e T > 0 existe

Γ ∈ C (x, y, T ) tal que

1

2

∫ T

0

∣∣∣Γ̇ (t)
∣∣∣2 dt ≤ αr2

T
e

∫ T

0

Uκ (Γ (t)) dt ≤ β̃T

r2κ
,

onde α e β̃ são constantes que dependem apenas do número de corpos, da massa total,

do grau de homogeneidade da função potencial Uκ e do raio r. De posse desse resultado

consegue-se provar a condição Holder (Teorema 3.0.7) para esse novo Hamiltoniano de

maneira análoga. Finalmente teremos:

Teorema 3.1.1. Seja HR (x, p) = 1
2

∑N
j=1

λ(xj)

mj
〈pj, pj〉− 1

2

∑
j<kmjmkctnR (dR (xj, xk)) o

Hamiltoniano para o problema de N corpos sobre a variedade hiperbólica M de curvatura

seccional constante igual a − 1
R2 . Existe u : MN → R dominada e invariante tal que

T−t u = u, para todo t ≥ 0.

45



A prova desse teorema será novamente análoga.

Exemplo 3.1.2. Consideremos o caso N = 2, m1 = m2 = 1, R = 1 e M = R+ com a

métrica

〈v, w〉x =
vw

x2
,

ou seja, estamos escolhendo o modelo do semi-plano superior. Já sabemos que a distância

associada a essa métrica é dada por

d (x, y) =

∣∣∣∣ln xy
∣∣∣∣ .

Queremos obter u : R2
+ → R invariante tal que

1

2
‖du (x1, x2)‖2 − 1

2
coth d (x1, x2) = 0.

Logo

x2
1u

2
x1

+ x2
2u

2
x2

=

∣∣∣∣x2
1 + x2

2

x2
1 − x2

2

∣∣∣∣ .
Como estamos buscando por u invariante, então u (x1, x2) = f (d (x1, x2)) = f (|lnx2/x1|) .

Resolvendo a equação para f obteremos

2df (y)2 = coth y,

com y = |lnx2/x1| . Então

f (y) = ±
√

2

2

∫ y

0

√
coth sds.

Logo temos, a menos de constantes

u± (x1, x2) = ±
√

2

2

∫ |lnx2/x1|
0

√
coth sds.
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Caṕıtulo 4

Aplicações

Nesse caṕıtulo tratamos do problema de 2 corpos e 3 corpos restrito, ambos no plano

hiperbólico real de curvatura −1. No problema de 3 corpos restrito consideramos o movi-

mento de dois corpos de mesma massa sobre um ćırculo e o terceiro corpo tendo sua massa

desprezada. O problema de N corpos em espaços hiperbólicos foi considerado primeira-

mente por Lobachevsky ([18]). Desde então vários outros autores trataram do problema,

não apenas em espaços hiperbólicos, como em variedades de curvatura seccional constante

positiva ([12]). Buscaremos aqui aplicar alguns resultados de redução simplética, repetir

alguns argumentos válidos para o caso euclidiano e, principalmente, aplicar nossos re-

sultados sobre KAM fracas reduzidas (teorema 2.2.2). Primeiramente, observaremos um

caso de redução que se aplicará ao problema de 2 corpos.

Considere um grupo de Lie G agindo em uma variedade Q livre e propriamente. Assim

Q→G Q/G = M

é um fibrado principal. Suponha este fibrado trivial, ou seja,

Q 'ψ M ×G.

Isso ocorre, por exemplo, quando M é simplesmente conexa e o fibrado principal está

equipado com uma conexão flat (de curvatura nula). Observe que ψ induz uma ação em

M ×G que fixa o primeiro fator, pois

g · ([q], h) = ([g · q], g · h) = ([q] , g · h).

Supondo T ∗Q com a estrutura simplética canônica ΩQ
can e tomando a estrutura simplética

(T ∗ψ)∗ΩQ
can em T ∗ (M ×G), fazemos de T ∗ψ um simplectomorfismo.
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Observaremos que

(T ∗ψ)∗ΩQ
can = ΩM×G

can .

Para isso provaremos que T ∗ψ preserva a 1-forma de Liouville. Em particular preservará

a estrutura canônica.

Lema 4.0.3. Dado um difeomorfismo f : Q1 → Q2 entre as variedades Q1 e Q2, considere

o levantamento T ∗f : T ∗Q2 → T ∗Q1. Então

(T ∗f)∗Θ1 = Θ2,

onde Θi denota a forma de Liouville em T ∗Qi.

Demonstração. Basta observar que f ◦πQ1 ◦T ∗f : T ∗Q2 → Q2 é a projeção em Q2. Dados

β ∈ T ∗Q2 e V ∈ Tβ (T ∗Q2) ,

(T ∗f)∗Θ1 (β) · V = Θ1 (T ∗f (β)) · Tβ (T ∗f)V

=
〈
T ∗f (β) , TT ∗f(β)πQ1 · Tβ (T ∗f)V

〉
= 〈β, Tβ (f ◦ πQ1 ◦ T ∗f) · V 〉

= 〈β, TβπQ2 · V 〉 .

No nosso caso f = ψ, Q1 = Q e Q2 = M ×G, de modo que a estrutura simplética em

T ∗ (M ×G) será

(T ∗ψ)∗ΩQ
can = (T ∗ψ)∗ (−dΘQ) = −d ((T ∗ψ)∗ΘQ) = −dΘM×G = ΩM×G

can .

Como T ∗ (M ×G) ' T ∗M × T ∗G, então ΩM×G
can = ΩM

can ⊕ ΩG
can.

Seja H̃ : T ∗Q → R um Hamiltoniano de Tonelli invariante pela ação levantada de G

ao fibrado cotangente T ∗Q. Logo

H = H̃ ◦ T ∗ψ−1 : T ∗M × T ∗G→ R

é G invariante. De fato, pelo o que vimos no caṕıtulo de preliminares, basta verificarmos

a G invariância para o Lagrangiano associado. Sejam L : TM × TG→ R e L̃ : TQ→ R

os Lagrangianos associados a H e H̃, respectivamente. Dado h ∈ G,

h · (x, vx, g, vg) =
(
Tψ ◦ Th ◦ Tψ−1

)
(x, vx, g, vg) ,
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então

L (h · (x, vx, g, vg)) = L̃
((
Th ◦ Tψ−1

)
(x, vx, g, vg)

)
= L̃

((
Tψ−1

)
(x, vx, g, vg)

)
= L ((x, vx, g, vg)) .

Para fixar idéias, iremos supor que G age à esquerda em M ×G no segundo fator, ou

seja,

Ψh (x, g) = (x, hg) .

O mapa momento J̃ : T ∗M × T ∗G→ G∗ é submersão (pois a ação é livre) e satisfaz〈
J̃ (αx, αg) , ξ

〉
= 〈(αx, αg) , ξM×G (g)〉

=

〈
(αx, αg) ,

d

dt
|t=0 (x, exp (tξ) g)

〉
= 〈αg, TeRg (ξ)〉 ,

de modo que J̃ (αq, αg) = T ∗eRg (αg) . Tomando a trivialização à esquerda λL : T ∗G →

G× G∗ dada por

λL (αg) = (g, T ∗e Lg (αg))

temos que a ação de G em G× G∗ é dada por

h · (g, µ) = (hg, µ) .

Assim J : T ∗M × (G× G∗)→ G∗ satisfaz

J (αq, (g, µ)) = Ad∗g−1µ.

Calculemos a estrutura simplética induzida em G× G∗ por λ, ou seja,

(
λ−1
L

)∗
ΩG
can.

Temos que (
λ−1
L

)∗
ΩG
can = −d

((
λ−1
)∗

ΘG

)
.

Observe que (T ∗e Lg)
−1 = T ∗gLg−1 . Se πG : T ∗G→ G é a projeção, V1 ∈ TgG e V2 ∈ TµG∗,((

λ−1
L

)∗
ΘG

)
(g,µ)

(V1, V2) =
〈
λ−1
L (g, µ) , Tλ−1(g,µ)πG · T−1

(g,µ)λL (V1, V2)
〉

=
〈
T ∗gLg−1 (µ) , T(g,µ)

(
πG ◦ λ−1

L

)
(V1, V2)

〉
=

〈
µ, T(g,µ)

(
Lg−1 ◦ πG ◦ λ−1

L

)
(V1, V2)

〉
=

〈
µ, g−1V1

〉
,
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onde
(
Lg−1 ◦ πG ◦ λ−1

L

)
(h, µ) = g−1h e g−1V1 ∈ G. Para calcular d

((
λ−1
L

)∗
ΘG

)
temos que

d
((
λ−1
L

)∗
ΘG

)
(X, Y ) = X

((
λ−1
L

)∗
ΘG (Y )

)
− Y

((
λ−1
)∗

ΘG (X)
)
−
(
λ−1
L

)∗
ΘG ([X, Y ]) .

Sejam X (g, µ) = (gξ1, V2) e Y (g, µ) = (gη1,W2) com ξ1, η1 ∈ G e V2,W2 ∈ TµG∗ ' G∗.

Assim

(
λ−1
L

)∗
ΘG (X) = 〈µ, ξ1〉 ,

(
λ−1
L

)∗
ΘG (Y ) = 〈µ, η1〉 e [X, Y ] = (g [ξ1, η1] , [V2,W2]) .

Logo

(
λ−1
L

)∗
ΩG
can (X, Y ) = −d

((
λ−1
L

)∗
ΘG

)
(X, Y ) = − (〈V2, η1〉 − 〈V1, ξ1〉 − 〈µ, [ξ1, η1]〉) .

Lembramos que uma Hamiltoniano H : N → R com n graus de liberdade é dito

fracamente integrável ([16]) se existem f1, ..., fn integrais primeiras satisfazendo:

(i) {fi, H} = 0 para i = 1, ..., n.

(ii) f1, ..., fn são linearmente independentes em um aberto e denso de N.

Considere H sobre T ∗M × (G× G∗) com a estrutura simplética ΩM
can ⊕ ΩG×G∗ . O

campo Hamiltoniano XH dado por
(
ΩM
can ⊕ ΩG×G∗

)
(XH , ·) = dH (·) terá a forma

ẋ = Hp

ṗ = −Hx

ġ = −g δH
δµ

µ̇ = ad∗δH
δµ

µ

,

onde
〈
δH
δµ
, ν
〉

= d
dt
|t=0H (x, p, µ+ tν) .

Identificando G∗ com Rk, considere o mapa momento energia

H × J : T ∗M × (G× G∗)→ Rk+1.

Caso M seja unidimensional e H × J seja submersão em quase todo ponto (no sentido de

(ii) na definição de fracamente integrável), o sistema será fracamente integrável. Resu-

midamente temos:
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Teorema 4.0.4. Seja G um grupo de Lie agindo livre e propriamente sobre uma variedade

Q. Considere T ∗Q com a estrutura canônica. Se H : T ∗Q → R é um Hamiltoniano de

Tonelli G invariante, J : T ∗Q→ G∗ é o mapa momento associado e Q 'ψ M ×G, então

existe uma trivialização λ : T ∗G → G × G∗ tal que J definido sobre T ∗M × (G× G∗) é

projeção no último fator. Além disso, H sobre T ∗M × (G× G∗) será G invariante e o

campo XH será dado por 

ẋ = Hp

ṗ = −Hx

ġ = −g (Hµ1ζ1 + ...+Hµkζk)

µ̇ = 0

.

Corolário 4.0.5. Nas hipóteses do teorema anterior, XH é fracamente integrável, desde

que, para cada µ ∈ G∗ fixado, for fracamente integrável ẋ = Hp (x, p, e, µ)

ṗ = −Hx (x, p, e, µ)

com integrais primeiras em involução com Ji (x, p, g, µ) = µi.

Demonstração. Suponha F1, ..., Fn−k integrais tais que F1× ...×Fn−k : T ∗M → Rn−k seja

submersão em quase todo ponto. Logo D (F1 × ...× Fn−k × J) tem posto n em quase

todo ponto.

Em termos de redução simplética pensemos H mecânico. Para cada µ ∈ G∗, considere

sua órbita coadjunta Oµ. Sabemos que

J−1 (µ) /Gµ ' Pµ e G/Gµ ' Oµ.

Como J−1 (µ) ' T ∗M ×G, logo Pµ ' T ∗M ×Oµ. Nesse caso temos que os fibrados

J−1 (µ)→Gµ Pµ e J−1 (Oµ)→G Pµ

são triviais. Se Gµ = G (em particular para µ = 0), então

Pµ ' T ∗M.

Considere o Hamiltoniano reduzido Hµ : T ∗M × Oµ → R. Como H é mecânico, se

a curvatura da conexão mecânica for nula (em particular para dimM = 1) teremos a

estrutura simplética em T ∗M ×Oµ dada por

ΩM
can ⊕ ωOµ ,
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onde ωOµ é a forma de Kirillov. Apesar de ΩM
can ⊕ ωOµ ser desacoplada não podemos

garantir que o campo reduzido XHµ seja desacoplado (por exemplo, quando a métrica em

M ×G depende de x ∈M).

A reconstrução da dinâmica torna-se mais simples nesse caso: se cµ (t) = (qµ (t) , pµ (t) , ν (t))

é solução de XHµ , estamos interessados em obter c (t) em J−1 (µ) solução de XH . Tome

ζ (t) = I−1 (qµ (t)) (ν (t)) ∈ Gµ e encontre g (t) ∈ Gµ tal que

g′ (t) = g (t) ζ (t) .

Assim c (t) = (qµ (t) , pµ (t) , g (t)) . Se Gµ = G (ou seja, Oµ = {µ}), então cµ (t) =

(qµ (t) , pµ (t) , µ) solução de XHµ será levantada em c (t) = (qµ (t) , pµ (t) , g (t)) , em que

g (t) é obtida por

ζ (t) = I−1 (qµ (t)) (µ) ∈ G.

O caso µ = 0 implica em g (t) = g0 fixo.

4.1 O Problema de 2-Corpos no Plano Hiperbólico

Real

Seja H2 = {z ∈ C|Imz > 0} o plano hiperbólico com a métrica

ds2 =
−4

(z − z)2dzdz

de curvatura −1. Estamos interessados no problema de 2 corpos em H2. Mais precisa-

mente, estudaremos o Hamiltoniano:

H (w, p) =
1

2
‖p‖2 −m1m2 coth d (w1, w2)

=
1

2

[
1

m1

〈p1, p1〉w1
+

1

m2

〈p2, p2〉w2

]
−m1m2 coth d (w1, w2) ,

em que w = (w1, w2) ∈ Q = (H2)
2 \∆, ∆ é a diagonal e ml são as massas positivas.

Consideremos SL (2,R) = {A ∈ GL (2,R) | detA = 1} e a função

f : SL (2,R)→ Iso
(
H2
)

que associa a cada matriz de SL (2,R) uma isometria de H2 da seguinte maneira:

A =

 a b

c d

 7→ fA (z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1.
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Observe que fA = f−A. Se G = PSL (2,R) = SL (2,R) / {I,−I} , consideremos a ação

de G em Q, Φ : G×Q→ Q, dada por

(A,w) 7→ (fA (w1) , fA (w2)) .

Temos que, para todo A ∈ G,

H (Φ (A,w) , p) = H (w, p ◦ dΦ (A,w)) ,∀w ∈M,∀p ∈ T ∗Φ(A,w)M,

de modo que H é invariante pela ação levantada de G em T ∗Q. Denotemos agora por G

a álgebra de Lie de G. Logo

G = {X ∈M (2,R) |trX = 0} .

Tomemos a base de G:ζ =

 1 0

0 −1

 , η =

 0 1

1 0

 , ξ =

 0 1

−1 0

 .

Observe que a ação Φ é livre, de modo que J é uma submersão. De fato,

ΦA (w) = w ⇔ awj + b

cwj + d
= wj, com A =

 a b

c d

 e j = 1, 2.

Logo w1 e w2 devem ser ráızes do polinômio complexo com coeficientes reais

p (z) = cz2 + (d− a) z − b.

Como Imwj > 0 e as ráızes de p (z) são conjugadas, devemos ter w1 = w2, o que não é

posśıvel em M.

Temos que ψ : (R+ ×G)→ Q dado por

ψ (r, A) = (fA (i) , fA (ier))

é um difeomorfismo. A injetividade de ψ é equivalente a ação Φ ser livre. A sobrejetividade

pode ser obtida da seguinte maneira: dados w1 e w2, tome B2 ∈ G tal que

fB2 (w1) = i.

Em seguida seja B1 ∈ Gi = {B ∈ G : fB (i) = i} tal que fB1 (fB2 (w2)) tenha parte real

nula. Assim existe

(r, A) = (d (w1, w2) , B1B2) .
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A ação induzida por ψ será Φ̃ : G× (R+ ×G)→ R+ ×G dada por

Φ̃ (B, (r, A)) = (r, BA) .

A métrica induzida em R+ ×G será

〈〈(v, V ) , (v′, V ′)〉〉(r,A) =
〈
T(r,A)ψ (v, V ) , T(r,A)ψ (v′, V ′)

〉
(fA(i),fA(ier))

,

com (v, V ) , (v′, V ′) ∈ TrR+×TAG. Observe que Φ̃ age à direita apenas em G, logo, basta

determinar a métrica em (r, I) e usar translação à esquerda.

Temos que, se A =

 a b

c d

, então

ψ (r, A) =

(
ac+ bd

c2 + d2
+ i

1

c2 + d2
,
bd+ ace2r

d2 + c2e2r
+ i

er

d2 + c2e2r

)
.

Assim

T(r,I)ψ (v, V ) =
(
2v2 + 2iv1, v2

(
1 + e2r

)
+ v3

(
1− e2r

)
+ ier (2v1 − v)

)
,

onde V =

 v1 v2 + v3

v2 − v3 −v1

 . Considere {(1, 0) , (0, ζ) , (0, η) , (0, ξ)} base de TrR+×G,

com ζ, η, ξ dados acima. Usando translação à esquerda temos que {(1, 0) , (0, Aζ) , (0, Aη) , (0, Aξ)}

é base de TrR+ × TAG. Logo

〈〈(1, 0) , (1, 0)〉〉(r,I) = m2

〈〈(1, 0) , (0, ζ)〉〉(r,I) = −2m2

〈〈(1, 0) , (0, η)〉〉(r,I) = 〈〈(1, 0) , (0, ξ)〉〉(r,I) = 0

〈〈(0, ζ) , (0, ζ)〉〉(r,I) = 4 (m1 +m2)

〈〈(0, ζ) , (0, η)〉〉(r,I) = 〈〈(0, ζ) , (0, ξ)〉〉(r,I) = 0

〈〈(0, η) , (0, η)〉〉(r,I) = 4m1 +m2
(1 + e2r)

2

e2r

〈〈(0, η) , (0, ξ)〉〉(r,I) = m2
1− e4r

e2r

〈〈(0, ξ) , (0, ξ)〉〉(r,I) = m2
(1− e2r)

2

e2r
.

Usando translação à esquerda por LA−1 e a base {(1, 0) , (0, Aζ) , (0, Aη) , (0, Aξ)} teremos

〈〈(v, (v1, v2, v3)) , (v′, (v′1, v
′
2, v
′
3))〉〉(r,A) = 〈 〈(v, (v1, v2, v3)) , (v′, (v′1, v

′
2, v
′
3))〉〉(r,I) ,
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de modo a matriz da métrica nessa base será

[gij] =


m2 −2m2 0 0

−2m2 4 (m1 +m2) 0 0

0 0 4
(
m1 +m2 cosh2 r

)
−2m2 sinh 2r

0 0 −2m2 sinh 2r 4m2 sinh2 r


e da métrica dual

[
gij
]

=


m1+m2

m1m2

1
2m1

0 0

1
2m1

1
4m1

0 0

0 0 1
4m1

coth r
4m1

0 0 coth r
4m1

cossech2 r
4m2

+ coth2 r
4m1

 .

Portanto o Hamiltoniano H : T ∗R+ × T ∗G→ R se escreve nessas coordenadas por

H (r, pr, A, P ) =
1

2
[(pr, P )]T

[
gij
]

[(pr, P )]−m1m2 coth r.

Podemos identificar G com G∗ da seguinte maneira: a cada σ ∈ G associamos σ̂ : G → R

tal que

σ̂ (ϑ) =
1

4
tr ((adσ) (adϑ)) ,

em que adσ : G → G é definido por adσ (ϑ) = [σ, ϑ] . Temos que

adζ =


0 0 0

0 0 2

0 2 0



adη =


0 0 −2

0 0 0

−2 0 0



adξ =


0 2 0

−2 0 0

0 0 0


Logo tr ((adσ) (adϑ)) = 0 para σ 6= ϑ, com σ, ϑ = ζ, η, ξ, e

tr ((adζ) (adζ)) = tr ((adη) (adη)) = −tr ((adξ) (adξ)) = 8,

de modo que

ζ̂ (ζ) = η̂ (η) = −ξ̂ (ξ) = 2 e ζ̂ (η) = ζ̂ (ξ) = η̂ (ζ) = η̂ (ξ) = ξ̂ (ζ) = ξ̂ (η) = 0.
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Logo ζ̂ = 2ζ∗, η̂ = 2η∗ e ξ̂ = −2ξ∗. Assim identificamos G∗ com G pelo pairing

〈µ, σ〉 =
1

4
tr ((adµ) (adσ)) .

Se µ ∈ G∗, com µ = 2µ1ζ
∗ + 2µ2η

∗ − 2µ3ξ
∗, associamos µ1ζ + µ2η + µ3ξ ∈ G.

Observemos que a estrutura simplética induzida por ψ em T ∗R+ × T ∗G é a canônica.

Sabemos que levantamento de difeomorfismo ao fibrado cotangente preserva forma de

Liouville, logo T ∗ψ−1 preserva forma canônica. Portanto o mapa momento J : T ∗R+ ×

T ∗G→ G∗ será dado por

〈J (αr, αA) , σ〉 =
〈
(αr, αA) , σR+×G (r, A)

〉
= 〈αA, TIRA (σ)〉

= 〈T ∗I RA (αA) , σ〉 ,

de modo que J (αr, αA) = T ∗I RA (αA) . Usando trivialização à esquerda

λL : T ∗G→ G× G∗

tal que λL (αA) = (A, T ∗I LA (αA)) , temos que

J (αr, A, µ) = T ∗I RA (T ∗ALA−1 (µ)) = Ad∗A−1 (µ) .

Como a ação de G em G× G∗ atua apenas em G, logo

(G× G∗) /G ' G∗

Assim, o Hamiltoniano reduzido será h = H|T ∗R+×G×G∗ é dado por

h (r, pr, µ) = H (r, pr, A, µ) ,

ou seja,

h (r, pr, µ) =
p2
r

2m
+
µ1pr
m1

− µ2µ3 coth r

m1

+
µ2

3 cossech2 r

2m
+
µ2

1 + µ2
2 − µ2

3

2m1

+
µ2

3

m1

−m1m2 coth r,

onde m = m1m2

m1+m2
e µ = 2µ1ζ

∗ + 2µ2η
∗ − 2µ3ξ

∗.

O campo será dado por 
ṙ = ∂h

∂pr

ṗr = −∂h
∂r

µ̇ = ad∗δh
δµ

µ

.
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Como
〈
µ,
[
σ, δh

δµ

]〉
=

〈
−ad∗δh

δµ

µ, σ

〉
, basta calcularmos

[
σ, δh

δµ

]
para σ = ζ, η, ξ. Primei-

ramente, temos que 〈
δh

δµ
, ν

〉
=

d

dt
|t=0h (r, pr, µ+ tν) .

Assim, se δh
δµ

= aζ + bη + cξ e µ = µ1ζ̂ + µ2η̂ + µ3ξ̂, então

∂h

∂µ1

=

〈
δh

δµ
, ζ

〉
= 2a

∂h

∂µ2

=

〈
δh

δµ
, η

〉
= 2b

∂h

∂µ3

=

〈
δh

δµ
, ξ

〉
= −2c

de modo que
δh

δµ
=

1

2

∂h

∂µ1

ζ +
1

2

∂h

∂µ2

η − 1

2

∂h

∂µ3

ξ.

Dáı [
δh

δµ
, ζ

]
=

∂h

∂µ3

η − ∂h

∂µ2

ξ[
δh

δµ
, η

]
= − ∂h

∂µ3

ζ +
∂h

∂µ1

ξ[
δh

δµ
, ξ

]
= − ∂h

∂µ2

ζ +
∂h

∂µ1

η

Logo

2µ̇1 =
〈
µ,
[
ζ, δh

δµ

]〉
= 2

(
µ2

∂h
∂µ3

+ µ3
∂h
∂µ2

)
2µ̇2 =

〈
µ,
[
η, δh

δµ

]〉
= 2

(
−µ1

∂h
∂µ3
− µ3

∂h
∂µ1

)
−2µ̇3 =

〈
µ,
[
ξ, δh

δµ

]〉
= 2

(
−µ1

∂h
∂µ2

+ µ2
∂h
∂µ1

)
Portanto o campo será da forma

ṙ = pr
m

+ µ1
m1

ṗr =
(m1µ23 coth r−mµ2µ3−mm2

1m2) cossech2 r

m1m

µ̇1 = µ2µ3 cossech2 r
m

− coth r(µ22+µ23)−2µ2µ3

m1

µ̇2 = µ1µ2 coth r−µ3pr−2µ1µ3
m1

− µ1µ3 cossech2 r
m

µ̇3 = −µ2pr−µ1µ3 coth r
m1

,

onde m = m1m2

m1+m2
.

Note que µ1µ̇1 + µ2µ̇2 − µ3µ̇3 = 0, de modo que

µ2
1 + µ2

2 − µ2
3 = k,

com k constante.
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4.1.1 Equiĺıbrios Relativos

Buscaremos agora soluções de equiĺıbrio do sistema reduzido. De maneira equivalente,

(r0, A0, pr0 , µ0) é um equiĺıbrio relativo se existe X ∈ G tal que

µ0 = I (r0, A0) (X) ,

onde I (r0, A0) denota o locked inertia tensor.

Tomando A0 = I e usando a Ad∗-equivariância da identificação

µ = 2µ1ζ
∗ + 2µ2η

∗ − 2µ3ξ
∗ 7→ µ̂ = µ1ζ + µ2η + µ3ξ ∈ G,

temos que

ad∗Xµ = [X, µ̂] .

Dáı, se X = x1ζ + x2η + x3ξ e µ0 = I (r0, A0) (X) , então

µ̂0 = (2x1 (m1 +m2)) ζ+
(
2m1x2 −m2x3 sinh 2r0 + 2m2x2 cosh2 r0

)
η+
(
m2

(
x2 sinh 2r0 − 2x3 sinh2 r0

))
ξ,

pois

I (r0, I) =


4 (m1 +m2) 0 0

0 4
(
m1 +m2 cosh2 r0

)
−2m2 sinh 2r0

0 −2m2 sinh 2r0 4m2 sinh2 r0

 .

Assim

[X, µ̂] = 0

se só se 
m2 (sinh 2r0) (x2

2 + x2
3)− 2 (m1 +m2 cosh 2r0)x2x3 = 0

x1

(
m2x2 sinh 2r0 − 2

(
m1 +m2 cosh2 r0

)
x3

)
= 0

x1

(
2m2x2 sinh2 r0 −m2x3 sinh 2r0

)
= 0

.

É fácil ver que x1 6= 0 não admite solução não trivial. Logo x1 = 0 fornece

m2

(
x2

2 + x2
3

)
sinh 2r0 − 2 (m1 +m2 cosh 2r0)x2x3 = 0.

Como ṗr0 = 0,

m1µ
2
3 coth r0 −mµ2µ3 −mm2

1m2 = 0.

De µ2 = 2m1x2+2m2 cosh r0 (x2 cosh r0 − x3 sinh r0) e µ3 = 2m2 sinh r0 (x2 cosh r0 − x3 sinh r0) ,

segue que

(cosh r0) (sinh r0)3 x2
3 − (sinh r0)2 (cosh 2r0)x2x3 + (cosh r0) (sinh r0)3 x2

2 =
m1

4
.
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Portanto

 m2 (sinh 2r0) (x2
2 + x2

3)− 2 (m1 +m2 cosh 2r0)x2x3 = 0

(cosh r0) (sinh r0)3 (x2
3 + x2

2)− (sinh r0)2 (cosh 2r0)x2x3 = m1

4

.

Multiplicando a primeira equação por − sinh2 r0
m2

temos − (cosh r0) (sinh r0)3 (x2
3 + x2

2) + (sinh r0)
m2

2
(m1 +m2 cosh 2r0)x2x3 = 0

(cosh r0) (sinh r0)3 (x2
3 + x2

2)− (sinh r0)2 (cosh 2r0)x2x3 = m1

4

.

Logo

x2x3 =
m2

4 sinh2 r0

.

Note que, se x2 = x3 =
√
m2

2 sinh r0
, como

m2 (sinh 2r0)
(
x2

2 + x2
3

)
− 2 (m1 +m2 cosh 2r0)x2x3 = 0,

então (
m1 +m2e

−2r0
)

= 0,

que é um absurdo.

Portanto existem equiĺıbrios relativos

(r0, 0, I, µ0) ,

onde µ0 = 2
(
2m1x2 −m2x3 sinh 2r0 + 2m2x2 cosh2 r0

)
η∗−2m2

(
x2 sinh 2r0 − 2x3 sinh2 r0

)
ξ∗ e

x2x3 = m2

4 sinh2 r0
, dos tipos eĺıptico e hiperbólico, quando |x2| < |x3| e |x2| > |x3|, respecti-

vamente. Se

x2
2 − x2

3 = k,

a reconstrução é da forma:

Proposição 4.1.1. 1. A (t) =

 cos
√
−kt (x2+x3)√

−k sin
√
−kt

(x2−x3)√
−k sin

√
−kt cos

√
−kt

 , se k < 0 (Eĺıptico);

2. A (t) =

 cosh
√
kt (x2+x3)√

k
sinh
√
kt

(x2−x3)√
k

sinh
√
kt cosh

√
kt

A0, se k > 0 (Hiperbólico).

Para tal basta calcular

exp

 0 t (x2 + x3)

t (x2 − x3) 0

 .
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4.1.2 Outras soluções

Existem soluções com µ constante e r não constante: µ1 = k, µ2 = µ3 = 0. Assim

δh

δµ
=

1

2

(
pr + µ1

m1

)
ζ,

onde ṗr = −m1m2 cossech2 r. Como A (t) é solução de

Ȧ =

(
pr + µ1

2m1

)
Aζ

e ṙ = pr
m

+ µ1
m1
, logo (

pr + µ1

2m1

)
=

1

2 (m1 +m2)
(m2ṙ + µ1) .

Portanto, se A0 = I

A (t) = e

(
1

2(m1+m2)
(m2r+µ1t)

)
ζ

=

 e
1

2(m1+m2)
(m2r+µ1t) 0

0 e
−1

2(m1+m2)
(m2r+µ1t)

 .

No plano hiperbólico essa classe de soluções representa o movimento de dois corpos de

forma radial que se afastam, segundo a distância hiperbólica, no passado ou futuro.

Vimos acima que, se µ = µ0 constante com

µ̂0 = (2x1 (m1 +m2)) ζ+
(
2m1x2 −m2x3 sinh 2r0 + 2m2x2 cosh2 r0

)
η+
(
m2

(
x2 sinh 2r0 − 2x3 sinh2 r0

))
ξ

e x1 6= 0, então
m2 (sinh 2r0) (x2

2 + x2
3)− 2 (m1 +m2 cosh 2r0)x2x3 = 0

x1

(
m2x2 sinh 2r0 − 2

(
m1 +m2 cosh2 r0

)
x3

)
= 0

x1

(
2m2x2 sinh2 r0 −m2x3 sinh 2r0

)
= 0

implica em x2 = x3 = 0, ou seja, se r é não constante e µ é constante, então

µ1 = 4x1 (m1 +m2) , µ2 = µ3 = 0.

Note que, nesse caso, µ0 pertence ao hiperbolóide de 1 folha.

Outra classe de soluções são obtidas com r = r0 constante. Assim pr
m

+ µ1
m1

= 0, de

modo que

µ̇1 =
−m1

m
ṗr0 = −(m1µ

2
3 coth r −mµ2µ3 −mm2

1m2)

m2 sinh2 r0

,
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ou seja,

−m2µ2
2 sinh2 r0 coth r0 + µ2

3 (coth r0)
(
m2

1 −m2 sinh2 r0

)
+ 2m2µ2µ3 sinh2 r0 = mm3

1m2.

Derivando em relação a t e usando µ̇2 e µ̇3 conforme acima obtemos

µ1

(
B1µ

2
2 +B2µ2µ3 +B3µ

2
3

)
= 0,

onde

B1 =
−m2 + (m1 +m2) coth2 r0

m1 (m1 +m2)

B2 = −coth r0

m2
1m2

(
2m1 (m1 +m2)

sinh2 r0

+m1m2 −m (m1 −m2)

)
B3 =

coth2 r0

m2 sinh2 r0

(
1− m2 sinh2 r0

m1

)
+

1

m1m2

(
m2 +m+

m1 +m2

sinh r0

)
Após alguns cálculos é posśıvel notar que são incompat́ıveis:

1. µ1 6= 0 com µ2 = µ3 = 0;

2. µ1 6= 0 com µ2 = 0, µ3 6= 0 e B3 = 0;

3. µ1 6= 0 com µ3 = 0, µ2 6= 0 e B1 = 0.

Como já tratamos o caso µ1 = 0 (Equiĺıbrios Relativos), o sistema reduzido admite

solução r = r0 constante se, e somente se

(B2)2 − 4B1B3 ≥ 0.

4.1.3 Momento Nulo

O Hamiltoniano reduzido para µ = 0 é

h0 (r, pr) = h (r, pr, 0) =
p2
r

2m
−m1m2 coth r,

Os ńıveis λ são dados por

p2
r = 2m (λ+m1m2 coth r) .

Observe que o valor cŕıtico de h0 é

c (h0) = −m1m2,
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logo as KAM fracas reduzidas serão soluções de

dv (r) = ± 2m1m2√
m1 +m2

(
1

e2r − 1

) 1
2

,

ou seja,

u0
± (r) = ± 2m1m2√

m1 +m2

arctan
√
e2r − 1,

a menos de constante. Logo u± : R+ ×G→ R dadas por

u± (r, A) = ±2m2

√
m1 arctan

√
e2r − 1,

são KAM fracas invariantes para o problema de 2 corpos.

Note que tem-se integrabilidade nesse caso. De fato, os ńıveis de h0 são do tipo

Kepler. A reconstrução da dinâmica fornece movimento dos corpos sobre uma mesma

geodésica hiperbólica. Se λ < c (h0) temos aproximação dos corpos do passado e futuro.

Caso λ ≥ c (h0) os corpos se afastam (aproximam) no passado e aproximam (afastam) no

futuro.

4.2 O Problema de 3-Corpos Restritos no Plano Hi-

perbólico Real

Consideremos D2 = {z ∈ C : |z| < 1} o disco de Poincaré com a métrica

ds2 =
4(

1− |z|2
)2dzdz.

Seja o Lagrangiano:

L (w, v) = 2

[
m1 |v1|2(

1− |w1|2
)2 +

m2 |v2|2(
1− |w2|2

)2

]
+m1m2 coth d (w1, w2) ,

em que w = (w1, w2) ∈ M = (D2)
2 \∆, ∆ é a diagonal, d é a distância na métrica acima

e ml são as massas positivas. De acordo com Diacu, Perez-Chavela, Reyes Victoria [18],

temos a seguinte solução periódica para o problema:

γ (t) =
(
αeit,−αeit

)
, α ∈ (0, 1) ,

no caso m1 = m2.
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Estamos agora interessados, a partir do Lagrangiano

L (w, v) =
1

2

∑
j=1,2,3

4mj |vj|2(
1− |wj|2

)2 +
∑

k>j,j=1,2,3
mjmk coth d (wj, wk) ,

para o problema de 3 corpos, em restringir o movimento dos dois primeiros corpos sobre γ

e anular a massa do terceiro corpo. Analogamente ao caso euclidiano, a partir da equação

de segunda ordem para o terceiro corpo utilizaremos coordenadas eĺıpticas a fim de obter

uma equação autônoma. Inicialmente temos:

ẅ3 = − 2w̄3ẇ
2
3

1− |w3|2
+

(
1− |w3|2

)2

4

∂

∂w̄3

{
∑

j=1,2
mj coth d (wj, w3)}.

Vamos supor m1 = m2 = 1, w1 = αeit, w2 = −αeit e fazer w3 = zeit. Logo ẇ3 =

(ż + iz)eit e ẅ3 = (z̈ + 2iż − z)eit. Assim

(z̈ + 2iż − z)eit = −2z̄e−it (ż + iz)2 e2it

1− |z|2
+

(
1− |z|2

)2

4

∂Uα
∂z̄

eit,

onde ∂Uα
∂z̄

=
2(α−z)(1−α2)

2
(1−|z|2)(1−αz){

[2α(z+z̄)−(1+|z|2)(1+α2)]
2
−(1−|z|2)

2
(1−α2)2

} 3
2
− 2(α+z)(1−α2)

2
(1−|z|2)(1+αz){

[2α(z+z̄)+(1+|z|2)(1+α2)]
2
−(1−|z|2)

2
(1−α2)2

} 3
2
,

conforme Diacu, Perez-Chavela, Reyes Victoria. Portanto obtemos a equação

z̈ + 2iż − z = −2z̄ (ż + iz)2

1− |z|2
+

(
1− |z|2

)2

4

∂Uα
∂z̄

.

Considere o campo Xα

(
z, z̄, ż, ż

)
dado abaixo:

ż = ż

ż = ż

z̈ = z − 2iż − 2z̄(ż+iz)2

1−|z|2 +
(1−|z|2)

2

4
∂Uα
∂z̄

z̈ = z̄ + 2iż − 2z(ż−iz̄)
2

1−|z|2 +
(1−|z|2)

2

4
∂Uα
∂z

.

Temos que este é o campo de Euler-Lagrange do Lagrangiano Magnético

Lα
(
z, z̄, ż, ż

)
=

2 |ż|2(
1− |z|2

)2 − 2i
żz̄ − żz(
1− |z|2

)2 + Ûα (z, z̄) ,

em que Ûα (z, z̄) = 2|z|2

(1−|z|2)
2 + Uα (z, z̄) com Uα (z, z̄) = coth d (z, α) + coth d (z,−α) .

(0, 0, 0, 0) é solução de equiĺıbrio. Fazendo z = x+ iy teremos Xα (x, y, ẋ, ẏ) dado por

ẋ = ẋ

ẏ = ẏ

ẍ = x+ 2ẏ + 2
1−x2−y2

{
x
[
(ẏ + x)2 − (ẋ− y)2]− 2y (ẋ− y) (ẏ + x)

}
+ F 1

α (x, y)

ÿ = y + 2ẋ+ 2
1−x2−y2

{
2x (ẏ + x) (y − ẋ) + y

[
(ẋ− y)2 − (ẏ + x)2]}− yF 2

α (x, y)
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em que

F 1
α (x, y) =

[
(1− x2 − y2)

3
(1− α2)

2
]

2

[
(α− x) (1− αx)− αy2

gα (x, y)
− (α + x) (1 + αx)− αy2

hα (x, y)

]
e

F 2
α (x, y) =

[
(1− x2 − y2)

3
(1− α2)

2
]

2

[
(1− 2αx+ α2)

gα (x, y)
− (1 + 2αx+ α2)

hα (x, y)

]
com

gα (x, y) =
{[

4αx−
(
1 + x2 + y2

) (
1 + α2

)]2 − (1− x2 − y2
)2 (

1− α2
)2
} 3

2

e

hα (x, y) =
{[

4αx+
(
1 + x2 + y2

) (
1 + α2

)]2 − (1− x2 − y2
)2 (

1− α2
)2
} 3

2
.

Calculando DXα (0, 0, 0, 0) temos
0 0 1 0

0 0 0 1

1 + a 0 0 2

0 1− b −2 0

 ,

onde a =
(1−α2)

2
(1+α2)

4α3 e b =
(1−α2)

2
(1+3α2)

8α3 . Assim os autovalores serão

λ1 =
1

2

{
2(a− b− 2) + 2

[
a2 + b2 + 2ab− 8a+ 8b

] 1
2

} 1
2

λ2 = −1

2

{
2(a− b− 2) + 2

[
a2 + b2 + 2ab− 8a+ 8b

] 1
2

} 1
2

λ3 =
1

2

{
2(a− b− 2)− 2

[
a2 + b2 + 2ab− 8a+ 8b

] 1
2

} 1
2

λ4 = −1

2

{
2(a− b− 2)− 2

[
a2 + b2 + 2ab− 8a+ 8b

] 1
2

} 1
2

Temos que, para α = 1, a = b = 0, de modo que λ1 = λ3 = i e λ2 = λ4 = −i. Por uma

análise é posśıvel mostrar que existem α1, α2 com

α1 ≈ 0, 49 e α2 ≈ 0, 61

tais que: se α ∈ I1 = (0, α1) teremos λ1 e λ2 reais não nulos e λ3 e λ4 imaginários puros;

se α ∈ I2 = (α1, α2) teremos λ1,λ2,λ3 e λ4 imaginários puros; se α ∈ I3 = (α2, 1) teremos

λ1,λ2,λ3 e λ4 complexos com parte real não nula. Portanto temos:
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Lema 4.2.1. Conforme α pertença a I1, I2 ou I3 definidos acima teremos que (0, 0, 0, 0)

será parcialmente hiperbólico, eĺıptico ou hiperbólico, respectivamente.

Analisaremos agora o caso α = 1, ou seja, estudaremos o Hamiltoniano

H1 (z, z̄, p, p̄) =

(
1− |z|2

)2 |p|2

2
− i (pz − p̄z̄)− 2.

Proposição 4.2.2. O Hamiltoniano H1 é fracamente integrável, ou seja, possui 2 inte-

grais primeiras em involução que são linearmente independentes, exceto em (0, 0, 0, 0) . O

valor cŕıtico c (H1) é −2, as constantes são as únicas KAM fracas e a seção nula é um

gráfico Lagrangiano folheado por órbitas periódicas minimizantes.

Demonstração. Considere a ação Φ : S1 × D2 → D2 dada por Φ (θ, z) = zeiθ e observe

que H1 é invariante pela ação levantada de Φ. Note que essa ação não é livre em 0. Assim

teremos o mapa momento associado

J (z, p) = i (pz − p̄z̄) ,

em que 0 ∈ R não é valor regular. Logo {H1, J} = 0 e não é dif́ıcil de se verificar que dH1

e dJ1 são linearmente independentes, exceto em (0, 0, 0, 0) . Observe que nossa variedade

não é compacta e que H1 não é uniformemente limitado. Utilizaremos a definição de valor

cŕıtico dada em [14]. Considere a equação de Hamilton-Jacobi

H1 (z, duz) = −2.

Note que as funções constantes são soluções invariantes pela ação de S1, de modo que

cinv (H1) ≤ −2. Como Hom (S1,R) = {ρ : S1 → R|ρ homomorfismo} = {0} , logo

cS1,min (H1) = cinv (H1) .

Pelo teorema 7.4 de [14] (em que a condição de limitação uniforme não é utilizada), como

S1 é amenable,

c (H1) = cS1,min (H1) = cinv (H1) .

Resta observar que cinv (H1) = −2. Se z = reiφ com r ∈ [0, 1) e φ ∈ [0, 2π] , então

J
(
r, φ, ṙ, φ̇

)
=

4r2(φ̇+1)
(1−r2)2

= µ. Nessas coordenadas o Lagrangiano associado será

L1

(
r, φ, ṙ, φ̇

)
=

2

[
ṙ2 + r2

(
φ̇+ 1

)2
]

(1− r2)2 + 2
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e a energia

E1

(
r, φ, ṙ, φ̇

)
=

2
[
ṙ2 + r2

(
φ̇2 − 1

)]
(1− r2)2 − 2.

Agora, com a hipótese de r ∈ (0, 1), para cada µ 6= 0 teremos o Lagrangiano reduzido

Lµ (r, ṙ) =
2ṙ2

(1− r2)2 +
(1− r2)

2

8r2
µ2 + 2,

cujo valor cŕıtico é c (Lµ) = −2.O Hamiltoniano reduzido associado é dado por

Hµ (r, pr) =
(1− r2)

2
p2
r

8
− (1− r2)

2

8r2
µ2 − 2.

Resolvendo a equação de Hamilton-Jacobi Hµ (r, pr) = −2 obteremos

u±µ (r) = ± [|µ| ln r + cµ] ,

onde cµ é uma constante para cada µ 6= 0. Observe que u±µ (r) não pode se estender

continuamente a uma função ũ±µ : [0, 1)→ R, de modo que não pode ser levantada a uma

KAM fraca para o Hamiltoniano H1. Desse modo, o caso µ = 0 nos fornece as soluçôes

invariantes u0 constantes e, para µ 6= 0, não teremos soluções invariantes. Se tivéssemos

v uma solução invariante de

H1 (z, duz) = c,

para c < −2, logo teŕıamos uma solução reduzida de

Hµ (r, dur) = c

para algum µ, o que seria um absurdo. Portanto c (H1) = −2 e a seção nula de T ∗D2

é um gráfico Lagrangiano. Pela Transformada de Legendre p =
2(ż−iz̄)
(1−|z|2)

2 , p = 0 fornece

ż = −iz, de modo que

z (t) = r0e
−it, r0 ∈ [0, 1).

Logo (z (t) , 0) são soluções periódicas que folheiam a seção nula de T ∗D2. É fácil observar

que AL1−2 (z) = 0.

Observação 4.2.3. Como as soluções periódicas são minimizantes, logo as medidas com

suporte nessas órbitas serão medidas minimizantes. Nesse caso, temos que o conjunto de

Mather M̃ ⊂ T ∗D2 é a seção nula.

Analisaremos agora as soluções para diferentes valores de E e µ dados:
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1. µ < 0 : Nesse caso φ̇ ≤ −1 (pois φ̇ =
µ(1−r2)

2

4r2
− 1) e E > −2 com

2
[
ṙ2 + r2

(
φ̇2 − 1

)]
(1− r2)2 − 2 = E ⇒ ṙ2 + r2

(
φ̇2 − 1

)
=

(2 + E)

2

(
1− r2

)2
.

Para cada r ∈ (0, 1) constante teremos elipses (r = 0 duas retas e r = 1 um ćırculo

unitário). Para cada φ̇ ≤ −1 teremos ṙ2 côncava e decrescente em [0, r
(E,µ)
min ], onde

r
(E,µ)
min < 1 é solução única de

(1− r2)
2

r2
=

2
(
φ̇2 − 1

)
2 + E

em que φ̇ = 1+ 2(2+E)
µ

. Logo J−1 (µ)∩E−1
1 (E) é uma curva fechada que passa pelos

pontos
(
r

(E,µ)
min , 1 + 2(2+E)

µ
, 0
)

e (1,−1, 0) no espaço r, φ̇, ṙ. Assim obtemos curvas

fechadas no plano r, ṙ que passam por
(
r

(E,µ)
min , 0

)
e (1, 0) . Essas curvas fornecem

cilindros ”singulares”(na curva (1, φ, 0)) no espaço r, φ, ṙ que se projetam em anéis

R(E,µ) no disco com

R(E,µ) =
{

(r, φ) |r(E,µ)
min ≤ r ≤ 1

}
.

Como φ̇ < 0, se ṙ > 0 teremos soluções z (t) no disco que espiralam no sentido

horário, cujo α-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min e o ω-limite é o ćırculo r = 1 (o bordo).

Se ṙ < 0 teremos soluções z (t) no disco que espiralam no sentido horário, cujo

α-limite é o ćırculo r = 1 e o ω-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min .

2. µ = 0 : Nesse caso φ̇ = −1 e E ≥ −2 com

ṙ2 =
(2 + E) (1− r2)

2

2
.

Logo

r± (t) =
ke±
√

2(2+E)t − 1

ke±
√

2(2+E)t + 1
,

onde k é uma constante. Para E > −2 obtemos soluções espiralantes (no sentido

horário) que passam pela origem, que se auto-interceptam e cujos α, ω-limites são o

bordo do disco. Para E = −2 teremos as soluções periódicas obtidas anteriormente.

3. µ > 0 : Nesse caso φ̇ =
µ(1−r2)

2

4r2
− 1 é convexa decrescente, de modo que existe um

único rµ ∈ (0, 1) tal que φ̇ = 0. Com respeito a E teremos:
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• E < −2 : Como ṙ2 = r2
(

1− φ̇2
)

+ (2+E)
2

(1− r2)
2
, logo

∣∣∣φ̇∣∣∣ ≤ 1. Se φ̇ = 1 + 2(2+E)
µ

,

então ṙ = 0 em r
(E,µ)
min solução de

(1− r2)
2

r2
=
−2
(

1− φ̇2
)

2 + E

como visto acima. Isso nos permite obter que −2−µ < E < −2 e que r ∈ [r
(E,µ)
min , 1].

Para cada r ∈
(
r

(E,µ)
min , 1

)
teremos elipses, em r = r

(E,µ)
min a reta ṙ = 0 e em r = 1

o ćırculo unitário. Para cada
∣∣∣φ̇∣∣∣ ≤ 1 teremos curvas que partem da reta ṙ = 0 ao

ćırculo unitário em r = 1. Logo J−1 (µ) ∩ E−1
1 (E) é uma curva fechada que passa

pelos pontos
(
r

(E,µ)
min , 1 + 2(2+E)

µ
, 0
)

e (1,−1, 0) no espaço r, φ̇, ṙ. Analogamente ao

caso µ < 0, essas curvas fechadas fornecem anéis R(E,µ) no disco com

R(E,µ) =
{

(r, φ) |r(E,µ)
min ≤ r ≤ 1

}
.

Seja rµ tal que φ̇ (rµ) = 0. Se r
(E,µ)
min < rµ, ou seja, se µ > −2 (2 + E) > 0, então

r ∈
(
r

(E,µ)
min , rµ

)
⇒ φ̇ > 0

e

r ∈ (rµ, 1)⇒ φ̇ < 0.

Logo, para ṙ > 0 teremos soluções z (t) no disco, cujo α-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min

e o ω-limite é o ćırculo r = 1, que espiralam no sentido anti-horário, para r entre

r
(E,µ)
min e rµ, e no sentido horário, para r entre rµ e 1. Para ṙ < 0 teremos soluções

z (t) no disco, cujo α-limite é o ćırculo r = 1 e o ω-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min , que

espiralam no sentido anti-horário, para r entre r
(E,µ)
min e rµ, e no sentido horário, para

r entre rµ e 1. Por outro lado, se r
(E,µ)
min ≥ rµ, ou seja, se 0 < µ ≤ −2 (2 + E) , então

φ̇ ≤ 0. Logo, para ṙ > 0, teremos soluções z (t) espiralando no sentido horário, cujo

α-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min e o ω-limite é o ćırculo r = 1. Para ṙ < 0 teremos

soluções z (t) espiralando no sentido horário, cujo α-limite é o ćırculo r = 1 e o

ω-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min .

• E = −2 : Esse é o ńıvel cŕıtico dado por

ṙ2 = r2
(

1− φ̇2
)
.

Para cada φ̇ constante, entre −1 e 1, temos retas e, cada r constante, elipses. Logo

J−1 (µ) ∩ E−1
1 (E) é uma curva fechada no espaço r, φ̇, ṙ que passa pelos pontos
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(1,−1, 0) e
(
r

(−2,µ)
min , 1, 0

)
, em que r

(−2,µ)
min satisfaz φ̇

(
r

(−2,µ)
min

)
= 1. Novamente ob-

teremos curvas fechadas no plano r, ṙ que passam por
(
r

(−2,µ)
min , 0

)
e (1, 0). Como

r
(−2,µ)
min < rµ (lembrando que φ̇ (rµ) = 0), então, para ṙ > 0 teremos soluções z (t),

cujo α-limite é o ćırculo r = r
(−2,µ)
min e o ω-limite é o ćırculo r = 1, que espiralam no

sentido anti-horário, para r entre r
(−2,µ)
min e rµ, e no sentido horário, para r entre rµ

e 1. Para ṙ < 0 teremos soluções z (t), cujo α-limite é o ćırculo r = 1 e o ω-limite

é o ćırculo r = r
(−2,µ)
min , que espiralam no sentido horário, para r entre rµ e 1 e no

sentido anti-horário, para r entre r
(−2,µ)
min e rµ.

• E > −2 : Teremos

ṙ2 = r2
(

1− φ̇2
)

+
(2 + E)

2

(
1− r2

)2

Para cada r ∈ (0, 1) constante teremos elipses (r = 0 duas retas e r = 1 o ćırculo

unitário). Para cada
∣∣∣φ̇∣∣∣ ≤ 1 teremos curvas que partem das retas ṙ = ±

√
2 + E ao

ćırculo unitário em r = 1. Essas curvas mudam algumas caracteŕısticas à medida

que E > −2 aumenta. Por exemplo, se E = −1, na parte ṙ > 0 (na parte ṙ < 0

segue por simetria), teremos curvas que são gráficos de funções convexas em r que

admitem um mı́nimo em [0, 1] (esses mı́nimos variam de 0 a 1 à medida que
∣∣∣φ̇∣∣∣

varia de 1 a 0). Para cada
∣∣∣φ̇∣∣∣ > 1 teremos ṙ2 côncava e decrescente em [0, rmin],
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onde r
(E,µ)
min < 1 é solução (única) de

(1− r2)
2

r2
=

2
(
φ̇2 − 1

)
2 + E

em que φ̇ = 1 + 2(2+E)
µ

. Logo J−1 (µ) ∩ E−1
1 (E) é uma curva fechada que passa

pelos pontos
(
r

(E,µ)
min , 1 + 2(2+E)

µ
, 0
)

e (1,−1, 0) no espaço r, φ̇, ṙ. Analogamente ao

caso E = −2 visto acima, teremos anéis R(E,µ) no disco com

R(E,µ) =
{

(r, φ) |r(E,µ)
min ≤ r ≤ 1

}
.

As soluções nesse caso serão totalmente análogas ao caso E = −2, ou seja: para

ṙ > 0 teremos soluções z (t), cujo α-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min e o ω-limite é o

ćırculo r = 1, que espiralam no sentido anti-horário, para r entre r
(E,µ)
min e rµ, e no

sentido horário, para r entre rµ e 1. Para ṙ < 0 teremos soluções z (t), cujo α-limite

é o ćırculo r = 1 e o ω-limite é o ćırculo r = r
(E,µ)
min , que espiralam no sentido horário,

para r entre rµ e 1 e no sentido anti-horário, para r entre r
(E,µ)
min e rµ.

Em resumo teremos:

Proposição 4.2.4. Com respeito às soluções em cada ńıvel de energia E que se projetam

em D2 temos a seguinte caracterização:

1. E < −2 : Para cada 0 < µ ≤ −2 (2 + E) teremos soluções espiralantes, cujo α-limite

é o bordo (ou o ćırculo r = r
(E,µ)
min ) e o ω-limite é o ćırculo r = r

(E,µ)
min (ou o bordo),

que chamaremos de soluções do tipo I; para cada µ > −2 (2 + E) teremos soluções

espiralantes como anteriormente, porém com uma mudança no sentido de rotação a

partir de um certo raio rµ (ocorrendo de maneira suave tangente a um diâmetro),

que chamaremos de soluções do tipo II;

2. E = −2 : Se µ = 0 teremos soluções periódicas r = r0; para cada µ > 0 teremos

soluções do tipo II e soluções periódicas do tipo
(
r

(E,µ)
min , t+ φ0, 0, 1

)
;

3. E > −2 : Para cada µ < 0 teremos soluções do tipo I; se µ = 0 teremos soluções

espiralantes que passam tangentes a um diâmetro na origem, cujo α, ω-limites são o

bordo, que chamaremos de soluções do tipo III; para cada µ > 0 teremos soluções

do tipo II .
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Lema 4.2.5. Dado E ∈ R considere as funções µ 7→ rµ e µ 7→ r
(E,µ)
min . Temos que:

a) rµ é crescente em (0,+∞) com

lim
µ→0+

rµ = 0 e lim
µ→+∞

rµ = 1.

b) Sobre r
(E,µ)
min temos:

1. Se E < −2, então r
(E,µ)
min é decrescente em (− (2 + E) ,−2 (2 + E)) e crescente em

(−2 (2 + E) ,+∞) com

lim
µ→−(2+E)+

r
(E,µ)
min = lim

µ→+∞
r

(E,µ)
min = 1

e r
(E,−2(2+E))
min = r−2(2+E) > 0 (rµ em µ = −2 (2 + E));

2. Se E = −2, então r
(−2,µ)
min é crescente em (0,+∞) com

lim
µ→0+

r
(−2,µ)
min = 0 e lim

µ→+∞
r

(−2,µ)
min = 1;

3. Se E > −2, então r
(E,µ)
min é decrescente em (− (2 + E) , 0) e crescente em (0,+∞)

com

lim
µ→0±

r
(E,µ)
min = r

(E,0)
min = 0 e lim

µ→−(2+E)+
r

(E,µ)
min = lim

µ→+∞
r

(E,µ)
min = 1.
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Demonstração. Considere f : (0, 1]→ R dada por f (r) =
(1−r2)

2

r2
. Temos que

f (rµ) =
4

µ
.

Derivando implicitamente em relação a µ teremos

(
dfrµ

) (
r′µ
)

= − 4

µ2
.

Como f é decrescente, então rµ é crescente em (0,+∞) . Os limites seguem dos limites

lim
r→0+

f (r) = +∞ e lim
r→1−

f (r) = 0.

Por outro lado temos que

f
(
r

(E,µ)
min

)
=

2
(
φ̇2 − 1

)
2 + E

=
8

µ2
(2 + E + µ) .

Derivando implicitamente em relação a µ teremos(
df
r
(E,µ)
min

)( d

dµ
r

(E,µ)
min

)
=

(
− 8

µ3

)
[µ+ 2 (2 + E)] .

Portanto, se E < −2, devemos ter r
(E,µ)
min definida para µ ∈ [− (2 + E) ,+∞), decrescente

em (− (2 + E) ,−2 (2 + E)) e crescente em (−2 (2 + E) ,+∞) , de modo que r
(E,−2(2+E))
min
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será um valor de mı́nimo para esse caso. Se E = −2, então r
(−2,µ)
min é crescente em (0,+∞) .

Se E > −2, teremos r
(E,µ)
min definida em [− (2 + E) , 0)∪ (0,+∞) . Assim r

(E,µ)
min será decres-

cente em (− (2 + E) , 0) e crescente em (0,+∞) .

Note que, para E > −2, r
(E,·)
min : (− (2 + E) ,+∞) → R é cont́ınua. Por outro lado

rµ : (0,+∞)→ R não se estende continuamente em µ = 0.

Sobre o problema de 3 corpos restrito no plano hiperbólico temos as seguintes pergun-

tas:

1. O que podemos dizer para α próximo de 1? Observe que a perturbação em α altera

a variedade.

2. Sobre as variedades estável e instável de (0, 0, 0, 0) para α próximo de 1, existe

interseção transversal entre elas?
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[1] J. Dugundji, Topology, Allyn and Bacon, (1966).

[2] R. Abraham, J. E. Marsden, Foundations of Mechanics. Addison-Wesley, second

edition, (1978).

[3] J. P. PIER, Amenable locally compact groups, Pure and applied mathematics, John

Wiley Sons, New York, 1984.

[4] J. N. Mather, Action minimizing invariant measures for positive definite Lagrangian

systems. Math. Z. 207, 169-207 (1991).

[5] J. E. Marsden, Lectures on Mechanics. London Mathematical Society, Lecture Note

Series, 174 (1992).

[6] A. F. Beardon, The Geometry of Discrete Groups, Springer-Verlag, second edition,

(1995).

[7] G. Contreras, R. Iturriaga, G. P. Paternain, M. Paternain, Lagrangian graphs, mini-
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