
UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS - UFMG

INSTITUTO DE CIENCIAS EXACTAS - ICEX

CURSO DE MESTRADO EM MATEMÁTICA
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Resumo

Neste trabalho estudamos o fluxo de Ricci dada por Hamilton abordando existência e unicidade,

obtendo assim uma solução definida em um intervalo de tempo, em seguida, dar algumas estimativas

de Bernstein-Bando-Shi, onde será demonstrado que a norma da curvatura de Riemann explode

num tempo finito. Depois estudaremos a noção de convergência dado por Cheeger e Gromov de

variedades Riemannianas pontuadas para enunciar o teorema de compacidade de Hamilton dando

assim uma demonstração da conjectura de Poincaré no caso em que o tensor de Ricci é positivo.
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Abstract

In this work we study the Ricci flow given by Hamilton addressing existence and uniqueness, thus

obtaining a solution defined in a time interval, then give some estimates of Bernstein-Bando-Shi,

which will be shown that the norm of the Riemann curvature explodes a finite time. Then we study

the notion of convergence given by Cheeger and Gromov of pointed Riemannian manifolds for state

the compactness theorem of Hamilton thus giving a demonstration of the Poincaré conjecture in

the case where the Ricci tensor is positive.
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2.1 Teoria De Existência Para EDPs Parabólicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.1 EDP Linear Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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2.2 Fluxo de Ricci não é parabólico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2.1 A linearização do Tensor de Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 O Truque Deturck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.1 Existência dos Difeomorfismos de DeTurck . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 As Estimativas de Bernstein-Bando-Shi e Explosão de Curvatura em Singulari-

dades 34

3.1 Evolução das Quantidades Geométricas Sob o Fluxo de Ricci . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Equações de Evolução para Derivadas da Curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3 Estimativas de Bernstein-Bando-Shi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.4 Explosão de Curvatura em Simgularidades com Tempo Finito . . . . . . . . . . . . 40

4 Compacidade de Variedades Riemannianas e Fluxos 47

4.1 Convergência e Compacidade de Variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2 Convergência e Compacidade para Fluxos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.3 Blow Up em uma Singularidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

ix



5 Variedades Tridimensionais com Curvatura de Ricci Positiva 53

5.1 Teorema de Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Introdução

Hamilton publicou um artigo inovador ( [9] ) , em 1982 , introduzindo o conceito do fluxo de Ricci.

Se você tem uma variedade M de Riemann com métrica g0. o fluxo de Ricci é uma E.D.P que

evolui o tensor métrico:

(∗)


∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t), t ∈ (0, T )

g(0) = g0

onde Ric(g(t)) denota a curvatura de Ricci da métrica g(t).

Como o fluxo é quasilinear e apenas fracamente parabólico, a existência local não resulta da

teoria parabólica clássica. Originalmente, Hamilton utilizou o teorema da função impĺıcita de Nash-

Moser para estabelecer a existência local. Posteriormente, uma demostração muito mais simples

foi dada por Dennis DeTurck. Precisamente, o resultado de existência é enunciado como:

Teorema 0.1 Se (Mn, g0) é uma variedade Riemanniana fechada n−dimensional. Então existe

uma única solução g(t) do fluxo de Ricci (∗) definida em algum intervalo de tempo [0, ε).

Outro ingrediente importante que compõe a teoria de fluxo de Ricci é o seguinte resultado devido a:

Teorema 0.2 (Estimativas de Bernstein-Bando-Shi). Seja (Mn, g(t)) uma solução de fluxo de

Ricci numa variedade fechado n−dimensional. Então, para cada α > 0 e m ∈ N, esiste uma

costante Cm dependendo só de m,n e max{α, 1} tal que se

|Rm(x, t)|g(t) 6 K ∀t ∈ [0,
α

K
] (1)

então

|∇mRm(x, t)|g(t) 6
CmK

tm/2
∀t ∈ (0,

α

K
] (2)

Graças a estas estimativas é posśıvel demonstrar que a norma da curvatura de Riemann deve

explodir em um tempo finito, isto é quando t se aproxima de T . Em resumo, dada uma métrica g0
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sobre uma variedade fechada n−dimensional Mn, então o fluxo de Ricci (∗) tem uma única solução

g(t) definida em algum intervalo de tempo maximal t ∈ [0, T ), onde T 6∞. Se T <∞, então

lim
t−→T

( sup
x∈M
|Rm(x, t)|g(t)) = +∞ (3)

Outra parte importante da teoria diz respeito à noção de convergência de variedades Rieman-

nianas pontuadas, introduzidas por Cheeger e Gromov, e o teorema de compacidade de Hamilton.

Teorema 0.3 Sejam (Mi, gi(t), pi) variedades Riemannianas completas marcadas evoluindo para

−∞ ≤ a < t < b ≤ ∞, onde gi(t) é um fluxo de Ricci sobre Mi. Se

(i) sup
i

sup

x ∈Mi

t ∈ (a, b)

|Rm(gi(t))|(x) <∞,

(ii) inf
i
inj(Mi, gi(0), pi) > 0,

então existe uma variedade Riemanniana completa marcada (M, g(t), p) evoluindo para t ∈
(a, b), onde g(t) é um fluxo de Ricci sobre M, tal que

(Mi, gi(t), pi) −→ (M, g(t), p)

quando i −→∞, a menos de subseqüência.

Além de apresentar a parte da teoria descrita acima de maneira clara e detalhada, também

acrescentamos a demostração da Conjetura de Poicaré no caso em que o tensor de Ricci é positivo

devido a Hamilton. Precisamente:

Teorema 0.4 (Hamilton). Seja M3 uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 3 que ad-

mite uma métrica Riemanniana sauve com curvatura de Ricci estritamente positivo. Então M3

também admite uma métrica suave de curvatura constante positiva.

Em particular, se M3 é simplemente conexa, então a variedade é difeomarfa à esfera S3.



Caṕıtulo 1

Noções de Geometria

Riemanniana

Vamos apresentar os conceitos básicos de geometria Riemanniana neste caṕıtulo, com conceitos

que serão importantes para o fluxo de Ricci. A maioria das provas se descuidará por brevidade,

já que o ponto principal do caṕıtulo é estabelecer convenções. As fórmulas particularmente úteis

foram coletadas no Apêndice. Nós também na Seção 1.5 falamos de como a geometria pode ser

usado para tirar conclusões topológicos. O material neste caṕıtulo é apresentado em muito mais

detalhe em muitos textos por exemplo, [14] apresenta os conceitos básicos de variedades, vetores

tangentes, tensores e da derivada de Lie. O livro [8] é um excelente lugar para aprender a teoria

da curvatura.

1.1 Vetores,Tensores e Métricas

Um espaço topológico Mn é uma n-variedade, se ele se parece com o espaço euclidiano (Rn), perto

de cada ponto. A definição formal tem algumas outras condições técnicas, bem como, para evitar

certas patologias que podem surgir:

Definição 1.1 (Variedad Topológica)

Um espaço topológico Mn é uma variedade topológica n-dimensional se:

1. Para cada p ∈Mn existe uma vizinhança aberta U de p e um homeomorfismo ϕ : U −→ Rn em

um subconjunto aberto de Rn. O par (U,ϕ) é chamado uma carta de coordenadas. Nós freqüen-

temente vai escrever ϕ(q) = (x1(q), x2(q), ..., xn(q)). Estes xi(q) são referidos como coordenadas

locais para Mn.

2. Mn é Hausdorff.

3. Mn é paracompacto (ver [13, vol. I, App. A, cap. 1] para uma discussão sobre esta condição).

Nós geralmente vai escrever M para uma variedade genérica, e Mn para um n-variedade se

a dimensão é de particular relevância. Neste projeto nós vamos lidar com variedades suaves, que
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CAPÍTULO 1. NOÇÕES DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 4

têm mais estrutura do que variedades topológicas. A fim de definir o que é uma variedade suave é,

devemos primeiro definir o conceito de uma função suave entre subconjuntos de espaço euclidiano.

Definição 1.2 Uma função f : U −→ Rm, onde U é um subconjunto aberto de Rn, é chamado

suave ou C∞ se todos os seus derivados parciais existem e são cont́ınuas em U.

Agora podemos definir o conceito de uma variedade suave.

Definição 1.3 Dado dois cartas coordenadas (U,ϕ) e (V, ψ) em uma variedade M, com U∩V 6= ∅,
tal que ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) −→ ψ(U ∩V ) é um homoemorfismo de um conjunto aberto em Rn para

outro conjunto aberto em Rn. Nós fazemos as definições:

1. M é chamado suave ou C∞ se todos os ψ ◦ ϕ−1 são suaves.

2. M é orientável, se todos os ψ ◦ ϕ−1 são de preservação da orientação.

Agora é posśıvel definir o conceito de uma aplicação suave entre variedades.

Definição 1.4 Seja f : M −→ N, onde M e N são variedades suaves. f é chamado suave se, para

cada par de cartas coordenadas (U,ϕ) de M e (V, ψ) de N, a função

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V )) −→ ψ(f(U) ∩ V )

é suave.

Como um caso especial, podemos estabelecer N = R, o qual tem uma estrutura natural de

variedade suave. O conjunto de todas as funções sauves reais f : M −→ R é denotado C∞(M).

Duas variedades topológicas são equivalentes se eles são homeomorfas. A noção de equivalência

em variedades suaves é um pouco mais sutil

Definição 1.5 Duas variedades suaves M,N são equivalentes se existe uma função suave f :

M −→ N que tem um inversa suave. Vamos chamar essa função f de um difeomorfismo e dizer

que M e N são difeomorfas.

Em três dimensões, variedades topológicas e suaves são essencialmente equivalentes. Ou seja,

qualquer variedade topológica é homeomorfa a uma variedade suave único, e vice-versa. Este re-

sultado não é verdadeiro para dimensões mais elevadas. Entretanto, a maioria dos resultados deste

projeto tratará 3 - manifolds, por isso é interessante notar que não perdemos qualquer generalidade,

assumindo que os nossos 3-variedades são suaves.

Agora que sabemos o que é uma variedade, gostaŕıamos de definir um vetor tangente a nossa

variedade M em um ponto p ∈M.

Definição 1.6 Um vetor tangente a uma variedade M suave em um ponto p ∈M é uma derivação,

isto é, uma função R-linear X : C∞(M) −→ R satisfazendo a regra do produto:

X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g).

O conjunto de todos os vetores tangentes a uma n−variedade M em p forma um espaço vectorial

n−dimensional TpM.



CAPÍTULO 1. NOÇÕES DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 5

Fazemos notar que esta definição está relacionada com a noção mais intuitiva de um vector

tangente como um vector de velocidade de uma curva γ : (−ε, ε) −→M na variedade. Se γ(0) = p

então nós associamos ao vetor velocidade de γ em p a derivação X ∈ TpM, onde

X(f) =
d

dt
f(γ(t))|t=0.

Então nós escrevemos X = γ̇(0).

Se (xi) é um sistema de coordenadas local sobre p em uma n−variedade M, então o conjunto

de derivações {∂/∂xi, i = 1, 2, ..., n} constitua uma base para TpM. Para evitar inconvenientes de

notação muitas vezes vai escrever ∂i por ∂/∂xi se não pode haver confusão sobre o sistema de

coordenadas a ser utilizado. O conjunto de todos os vectores tangente a todos os pontos de M

forma uma (2n)−variedade conhecido como o fibrado tangente, e denotado TM.

Notamos de passagem que há alguma estrutura adicional para TM na parte superior da estru-

tura de espaço vectorial em TpM : dados dois campos de vetores X,Y em M, podemos formar seu

colchete de Lie [X,Y ], definido por

[X,Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f))

(verifica-se que o [X,Y ] assim definida é um vector tangente no sentido de ser uma derivação tal

como descrito acima, embora isso não seja imediatamente evidente).

O exemplo de vetores tangentes é um caso espećıfico de uma construção mais geral sobre uma

variedade, conhecida como fibrado vectorial. A ideia é que se associa a um espaço vectorial para

cada ponto de a variedade M, então cola esses espaços vetoriais juntos, de modo a obter uma nova

variedade, de dimensão superior.

Definição 1.7 Um fibrado vetoral k−dimensional é uma variedade E (o espaço total) junto com

a variedade M (o espaço base) e uma aplicação surjective π : E −→M (a projecção) tal que

1. Para cada p ∈ M, o conjunto Ep := π−1(p) (a fibra de E sobre p) tem uma estrutura de espaço

vectorial k−dimensional.

2. Para cada p ∈M existe uma vizinhança aberta U de p e um difeomorfismo suave ϕ : π−1(U) −→
U × Rk (trivialização Local) tal que ϕ leva cada fibra Ep a fibra correspondente {p} × Rk por um

isomorfismo linear.

Uma seção de E é uma aplicação F : M −→ E tal que π ◦ F = IdM . O espaço de seções de E é

denotado Γ(E).

O fibrado tangente é um fibrado vetorial n−dimensional com espaço base M e projeção definida

por π(X) = p se X ∈ TpM. Um campo vetorial é uma seção do fibrado tangente.

Outro exemplo importante de um fibrado vetorial é o fibrado dual do fibrado tangente, conhe-

cido como o fibrado co-tangente, T ∗M. a fibra Tp
∗M = (TpM)∗ consiste de todos os funcionais

lineares que atuam sobre o espaço vetorial TpM (Os covectores ou 1-formas em p). Dado um sistema

de coordenadas local (xi), i = 1, ..., n sobre p em uma n−variedade M, o conjunto de covectores

{dxi, i = 1, 2, ..., n} (onde dxi(X) := X(xi)) constitua uma base para T ∗pM.
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Este método de construção de novos fibrados vetoriais pode ser generalizada. Seja V a categoria

de espaços vetoriais reais de dimensão finita. Dado fibrados vetoriais E1, E2, ..., Ek sobre M e

um functor covariante T : V × V × ... × V −→ V, é posśıvel formar um único fibrado vetorial

E = T (E1, E2, ..., Ek) sobre M Tendo fibras Ep = T (E1p , E2p , ..., Ekp ) (ver [6], caṕıtulo 3). O fibrado

cotangente surge no caso k = 1, E1 = TM, e T (V ) = V ∗.

Desta forma, podemos formar o produto tensorial de fibrados vetoriais, fazendo T o functor

produto tensorial em espaços vetoriais. Nós definimos um
(
k
l

)
-campo tensorial a ser uma seção de

T kl (M) :=

k cópias︷ ︸︸ ︷
T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ ...⊗ T ∗M ⊗

l cópias︷ ︸︸ ︷
TM ⊗ TM ⊗ ...⊗ TM .

Dado um sistema de coordenadas local (xi) about p ∈M, podemos expressar qualquer
(
k
l

)
-campo

tensorial F no sistema de coordenadas como

F = F j1...jli1...ik
(p)∂j1 ⊗ ...⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ ...⊗ dxik . (1.1)

Nesta equação somamos em cada ı́ndice jp, ip repetido duas vezes, uma vez levantada e abaixada,

isto é conhecido como a Convenção sobre a soma do Einstein. Quase sempre, vamos utilizar esta

representação coordenada da tensores porque faz cálculos técnicos mais fácil, e muitas vezes vamos

escrever F j1...jli1...ik
quando queremos dizer F.

Definição 1.8 Dada uma aplicação entre variedades φ : M −→ N, definimos a aplicação derivada

entre os espaços tangentes correspondentes, φ∗ : TpM −→ Tf(p)N por

(φ∗V )(f) = V (f ◦ φ)

para V ∈ TpM e f ∈ C∞(N). Definindo φ∗(A ⊗ B) := φ∗(A) ⊗ φ∗(B), podemos estender esta

definição para aplicar-se a todos
(
0
k

)
-tensores.

De uma maneira semelhante pode-se definir a aplicação derivada de entre os espaços cotangente

correspondentes, φ∗ : T ∗f(p)N −→ T ∗pM, por

(φ∗ω)(V ) = ω(φ∗V )

para V ∈ TpM, ω ∈ T ∗f(p)N. Por um modo semelhante ao acima, podemos estender φ∗ para aplicar

a todos
(
k
0

)
-tensores.

Dado um tensor F j1...jli1...ik
∈ T kl (M) podemos tomar o traço mais de um elevado e um baixo

ı́ndice de como se segue:

(trF )j2...jli2...ik
= F pj2...jlpi2...ik

para obter um elemento de T k−1l−1 (M). Observe o uso da convenção de soma de Einstein: o ı́ndice p é

somado sobre. Obviamente, o traço depende de qual você escolher os ı́ndices para traçar sobre-aqui

traçamos sobre o j1 e i1 ı́ndices. Embora não seja imediatamente óbvio, o tensor resultante não

dependem do sistema de coordenadas local que você está trabalhando dentro.

A k−forma sobre M é uma seção de ∧kT ∗M, ou seja,
(
k
0

)
−campo tensor que é completamente

anti-simétrica em todos os seus ı́ndices. O k−campo vetorial sobre M é uma seção de ∧kTM.
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Definição 1.9 Para o
(
2
0

)
−tensor A nós escrevemos A > 0(A ≥ 0) se

A(V, V ) > 0(A(V, V ) ≥ 0)

para tudo V ∈ TM, V 6= 0. Podemos escrever da mesma forma A > B(A ≥ B) se A − B >

0(A−B ≥ 0).

Definição 1.10 Uma métrica Riemanniana en uma variedade suave M é uma correspondência

que assicia a cada ponto p de M um produto interno no espaço tangente TpM, uqe varia suave-

mente, ou seja, o
(
2
0

)
−campo tensor simétrico e que é positiva definida em cada ponto de M .

Normalmente vamos escrever g para métrica Riemanniana, e gij para sua representação em coor-

denadas. Dado tal g, há uma norma induzida em cada TpM que escrevemos

|X|g :=
√
g(X,X) (1.2)

para X ∈ TpM. Uma vareidade junto com uma métrica Riemanniana (M, g) é chamado uma

variedade Riemanniana.

Quando há apenas uma métrica em questão, eles costumam negligenciar o subscrito g na

equação (1.2), mas haverá algumas situações no estudo do fluxo de Ricci, onde teremos de dis-

tinguir entre as Normas induzidas por diferentes métricas. Às vezes, usamos a notação 〈X,Y 〉 para

g(X,Y ).

Note-se que uma métrica Riemanniana realmente não é uma métrica (embora muitas vezes dizer

métrica em vez métrica Riemanniana para resumir, em contextos em que a confusão é posśıvel).

Definição 1.11 Dada uma métrica Riemanniana g podemos definir o comprimento de uma curva

γ : [0, 1] −→M C1 por partes por

l(γ) :=

1∫
0

√
g(γ̇(t), γ̇(t))dt

onde γ̇(t) := dγ/dt.

Isso nos permite definir uma métrica d em M induzida pela métrica g :

d(p, q) := inf{l(γ) : γ é uma curva C1 por partes em M a partir de p e terminando no q }.
Alguns vão usar a notação espaço métrico para a bola: se (M, g) é uma variedade Riemanniana,

p ∈M e r > 0, então

B(p, r) := {q ∈M : d(p, q) < r}

em que d é a métrica induzida por g.

Finalmente, dizemos que uma aplicação φ : M −→ N entre variedades Riemannianas (M, g) e

(M,h) é uma isometria se é um difeomorfismo e φ∗h = g. Neste caso, dizemos que os dois são

variedades Riemannianas isométricas.

Não é dif́ıcil ver que uma isometria entre variedades Riemannianas no sentido apenas definido

também é uma isometria espaço-métrico entre as variedades, se vê-los como espaços métricos com

as métricas induzidas pelas métricas Riemannianas correspondente.
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Notamos que qualquer variedade suave, em virtude que é paracompacto, admite uma métrica

Riemanniana suave. Então, não perde nenhum generalidade abordando propriedades topológicas

de variedades suaves do ponto de vista da geometria Riemanniana.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e uma variedade N mergulhada em M (uma subva-

riedade deM), existe uma métrica Riemanniana induzida g em N definido pela restrição g de TpM

em cada ponto p ∈ N.
Ada a métrica gij , que é uma matriz simétrica definida positiva, em cada ponto de M, nós

definimos o inverso da métrica gij a ser a matriz inversa em cada ponto, satisfazendo gijgjk = δik

onde δik é o delta de Kronecker. Qualquer produto interno em um espaço vetorial dá um isomorfismo

naturais V ∼= V ∗, via X −→ X[, onde X[(Y ) = 〈X,Y 〉. Em coordenadas, (X[)i = gijX
j . Em geral,

podemos baixar um ı́ndice i em um tensor F ijkpq , por exemplo, através da definição

F jkipq := gimF
mjk
pq .

Isto leva-nos a partir de um elemento de T kl (M) a algo em T k+1
l−1 Podemos semelhante elevar um

ı́ndice usando gij . Usando o inverso da métrica também podemos definir uma norma sobre o espaço

dos tensores, por exemplo

|F ijkpq |2 := gi1i2gj1j2gk1k2g
p1p2gq1q2F i1j1k1p1q1 F 12j2k2

p2q2 .

Faremos uso freqüente do muito conveniente ∗−notação em caṕıtulos posteriores. Dado dois

tensores A,B, a expressão A∗B significa uma combinação linear de traços de A⊗B com coeficientes

que não dependem de A ou B . Por exemplo se temos A = Aklmij , B = Bspqr, então A ∗ B pode

representar

17Akilij B
j
lqr − n!Alrsqi B

k
isr

onde n é a dimensão da variedade, ou

Aijkij B
l
klm.

O significado é, obviamente, muito amplo, e é de uso mais quando queremos obter limites sobre

combinações complicadas de quantidades tensoriais (como veremos em caṕıtulos posteriores). A

propriedade mais útil deste notação é que, para qualquer dada forma de expressão A ∗ B, existe

uma constante C que não depende de A ou B de tal forma que

|A ∗B| ≤ C|A||B|

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Como um caso especial, que vamos usar com freqüência,

temos

Lema 1.1 Se A é uma matriz n× n então

|A|2 ≥ 1

n
(trA)2.

O ∗− notação pode, obviamente, ser estendida a várias ∗−produtos como A ∗ B ∗ ... ∗ Z ou

potências A∗n := A∗A∗A...∗A. Também definimos ∗(A,B, ..., Z) a significar qualquer combinação

de ∗−produtos de quaisquer potências de A,B, ..., Z, por exemplo

B∗3 ∗ Z +A∗2 ∗ Z∗4.
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Nos próximos caṕıtulos, vamos utilizar a notação

∗
1 ≤ i ≤ n

(Ai) := ∗(A1, A2, ..., An).

1.2 A Derivada Covariante

Podemos diferenciar funções escalares em uma variedadeM, sem qualquer problema: para encontrar

a taxa de mudança de uma função f na direcção do vector tangente X, simplesmente calcular X(f).

Devemos também ser capaz de diferenciar campos de vetores, ou, mais geralmente uma seção Y

de um fibrado vetorial arbitrário, na direção de um vetor tangente dado X.

Definição 1.12 Dado um fibrado vetorial E sobre M, uma conexão em E é uma aplicação

∇ : C∞(TM)× C∞(E) −→ C∞(E)

com as seguintes propriedades:

1. ∇XY é linear sobre C∞(M) em X.

2. ∇XY é linear sobre R em Y.

3. ∇ satisfaz a regra do produto:

∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY.

chamamos ∇(X,Y ) a derivada covariante de Y na direcção X. Costumamos escrever ∇XY
em vez de ∇(X,Y ).

É posśıvel calcular∇XY (p) se X é dado e e os valores de Y ao longo de uma curva γ : (−ε, ε) −→
M tal que γ(0) = p e γ′(0) = Xp. Uma seção Y de E definido ao longo de uma curva γ em M é

dito para ser paralelo ao longo γ se ∇γ̇(t)Y = 0 ao longo de γ.

A conexão do fibrado vetorial E está completamente especificado por seus śımbolos de śımbolos de Christoffel

Γkij num sistema de coordenadas local (xi) com uma base local (Ej) para E , definido por:

∇∂iEj = ΓkijEk.

Como um caso especial muito importante, podemos considerar conexões em fibrados T kl (M.)

Lema 1.2 Dada uma conexão ∇ no fibrado tangente TM, podemos definir as conexões em todos

os fibrados de tensores T kl (M) (que também vamos denotar ∇) satisfazendo:

1. ∇ é a conexão dada no TM.

2. Para uma função escalar f, ∇Xf = X(f).

3. ∇X(F ⊗G) = (∇XF )⊗G+ F ⊗ (∇XG).

4. ∇X comuta com todos os traços:

∇X(trY ) = tr(∇XY )

para todos os traços (sobre quaisquer ı́ndices) do tensor Y.



CAPÍTULO 1. NOÇÕES DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 10

Se F é um
(
k
l

)
-campo tensorial em M que é dada em coordenadas locais pela equação (1.1),

vamos escrever a forma de coordenadas do derivada covariante ∇F como

(∇XF ) := (∇pF j1...jli1...ik
)∂j1 ⊗ ...⊗ ∂jl ⊗ dxi1 ⊗ ...⊗ dxikXp.

Podemos escrever a forma coordenada ∇ explicitamente:

∇pF j1...jli1...ik
= ∂pF

j1...jl
i1...ik

+

l∑
s=1

F j1...q...jli1...ik
Γjspq −

k∑
s=1

F j1...jli1...q...ik
Γqpis . (1.3)

No segundo termo da equação acima, o ı́ndice q superior ocupa a posição normalmente ocupada

por js, e no terceiro termo no ı́ndice inferior q ocupa a posição normalmente ocupada por is.

Note-se que a equação (1.3) pode ser expressa usando a ∗−notação como

∇F = ∂F + Γ ∗ F. (1.4)

Podemos generalizar esta observação:

Lema 1.3 Seja ∇mF denota el m−ésimo iterada derivada covariante de F e ∂mF denota la

expresión em coordenadas

(∂mF )i1...im := ∂i1...imF

em algum sistema de coordenadas local (xi) definido em um aberto U na variedade M. Então

∇mF = ∂mF +

m−1∑
i=0

(
∗

j≤m−1
(∂jΓ)

)
∗ ∇iF

em U.

Demostração:

O resultado resulta da equação (1.4) por indução.

Embora existam muitas conexões posśıveis sobre o fibrado tangente TM , se M é equipado com

uma métrica Riemanniana então há um em particular, que tem mais significado geométrico.

Lema 1.4 Dada uma métrica Riemanniana gij em M, existe uma única conexão ∇ sobre TM que

satisfaz

1. X(g(Y,Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (∇ é compat́ıvel com g). Isto é equivalente a ∇g = 0

onde ∇g é definido pelo Lema 1.2.

2. O tensor de torção ∇,

τ(X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X;Y ]

é identicamente 0.

Esta conexão é conhecida como a conexão de conexão de Levi-Civita da métrica g. Seus

śımbolos de Christoffel são dadas em coordenadas locais por

Γkij =
1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij). (1.5)

Usando a conexão de Levi-Civita, podemos definir o Laplaciano:
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Definição 1.13 O Laplaciano é uma famı́lia de operadores

∆ : C∞(T kl M) −→ C∞(T kl M)

(onde (M, g) é uma variedade Riemanniana) definido por

∆F := gij∇i∇jF,

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita da métrica g. Se F tem a forma coordenada dada na equação

(1.1), vamos escrever

∆F j1...jli1...ik

para

(∆F )j1...jli1...ik
.

Se nos é dada uma conexão em TM (que geralmente será usando a conexão de Levi-Civita

por alguma métrica gij) podemos definir geodésicas como os caminhos que você pode se mover

ao longo de uma variedade “sem sentir qualquer força”. Isto é, um caminho γ : [0, 1] −→ M

é uma geodésica se ∇γ̇(t)γ̇(t) = 0 em cada ponto. Dado um ponto inicial e da velocidade (ou

equivalentemente um elemento de TM), existe uma única geodésica em M partindo a partir desse

ponto, com a determinada velocidade inicial. Se M é completo (em especial, se estiver fechada,

como será para todas as nossas aplicações), a geodésica vai existir para sempre.

Definição 1.14 Suponha que M é completa e não tem fronteira. Dado v ∈ TpM, Seja γv :

[0, 1] −→M ser a única geodésica em M, que começa em p com vetor velocidade inicial v. Ou seja,

γv(0) = p e γ′p(0) = v. Nós definimos aplicação exponencial exp : TM −→M por exp(v) = γv(1).

Denotamos por expp aplicação exponencial restrito a TpM. Aplicação exponencial é suave.

Porque expp é localmente um difeomorfismo na origem de TpM , é posśıvel escolher uma vizi-

nhança aberta U de p que é um difeomorfismo via expp para um conjunto aberto em TpM = Rn,
pelo teorema da função inversa. Nós escolhemos as coordenadas (xi), i = 1, ..., n em TpM de modo a

que os vetores base {∂i : i = 1, ..., n} são ortonormais com respeito à métrica g em p. Temos então,

uma carta de coordenadas (U, (expp)
−1). Estas coordenadas são chamadas coordenadas normais

cerca de p e tem algumas propriedades que os tornam muito conveniente para fazer cálculos:

Lema 1.5 Em coordenadas normais cerca de p, temos

1. gij = δij em p.

2. Se v ∈ Rm entaão a curva γv(t) = tv é uma geodésica enquanto ela existir.

3. ∂kgij = 0 e Γkij em p. Assim

∇kF j1...jli1...ik
= ∂kF

j1...jl
i1...ik

em p, pela fórmula (1.3).

Definição 1.15 O raio de injetividade inj(p) em um ponto p ∈M é definido por

inj(p) := sur{r > 0 : expp : B(0, r) −→M é injetora}.



CAPÍTULO 1. NOÇÕES DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 12

O raio de injetividade de uma variedade M com métrica g é definida por

inj(M, g) := inf{inj(p) : p ∈M}.

Pode-se interpretar o raio injectividade em p ∈M como se segue: imagine que existe uma cinza

de luz em p em algum momento. Os raios de luz se propagam em todas as direções - o raio de

injetividade é a menor distância um desses raios tem que viajar antes que colide com outro raio

de luz. O raio de injetividade é um conceito fundamental no estudo da convergência de manifolds,

como veremos no Caṕıtulo 4.

1.3 A Derivada de Lie

A derivada covariante dá um jeito de diferenciar campos tensores. Vamos agora olhar para uma

forma diferente, que pode ser definida puramente a partir da estrutura de variedade de M, sem

qualquer referência a uma métrica riemanniana ou a estrutura extra de uma conexão

Dado um campo vetorial X em uma variedade M, definimos uma famı́lia dependente do tempo

de difeomorfismos ϕt : M −→M para t ∈ (−ε, ε), tal que ϕ0 é a identidade e

d

dt
ϕt = X

em cada ponto (a existência de tal ϕt decorre teoremas básicos existência de equações diferenciais,

ver [5, cap. 6-2] para este argumento e outros detalhes relativos à derivada de Lie). Isto é para

ser interpretado como um fluxo de uma variedade na direcção do campo vetorial X. Agora definir

a derivada de alguns
(
k
l

)
- campo tensorial F na direção de X como a variação do F quando

nos movemos um pequeno passo na direção de X. Ao invés de fazer essa comparação usando uma

conexão como antes, nós torná-lo, empurrando o valor de F no ponto de volta para o ponto original

usando o difeomorfismo ϕt.

Nós definimos

(∗ϕt)Fp(X1, ..., Xk, ω
1, ..., ωl) := Fϕt(p)(ϕt∗X1(p)), ..., ϕt∗(Xk(p)), (ϕ−1t )∗(ω1

(p)), ..., (ϕ
−1
t )∗(ωl(p))).

Note-se que (∗ϕt)Fp ∈ T kl Mp para todo t. É agora posśıvel definir a derivada de Lie de F na

direcção de X como

LXF =

(
d

dt
(∗ϕt)F

)
t=0

Lema 1.6 A derivada de Lie é bem definido. Ele obedece semelhantes condições satisfeitas pela

derivada covariante, conforme descrito no Lema 1.2, com uma exceção importante:

1. Para uma função escalar f, LXf = X(f).

2. Se Y é um campo vetorial então LXY = [X,Y ].

3. LX(F ⊗G) = (LXF )⊗G+ F ⊗ (LXG).

4. LX comuta com todos os traços:

LX(trY ) = tr(LXY )

para todos os traços (qualquer ı́ndice) do tensor Y.
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Demostração:

Ver [5, Sec. 6-2].

Lema 1.7 Em uma variedade Riemanniana (M, g), temos

(LXg)ij = ∇iXj +∇jXi.

onde ∇ denota a conexão de Levi-Civita da métrica g, para qualquer campo vetorial X.

Demostração:

Ver [3, Sec. 1-3].

1.4 Curvatura

A generalização para variedades de dimensão superior deste conceito de curvatura não é de todo

óbvio, e foi pela primeira vez alcançado por Riemann. Sua idéia era que a curvatura, de forma

intuitiva, é a obstrução para a “planura”de uma variedade.

Coordenadas normais cerca de p são, em certo sentido, “o mais próximo que podemos chegar”a

uma métrica Euclidiana numa vizinhança de p : sabemos do Lema 1.5 que em coordenadas normais

sobre p, gij(p) = δij(p) e ∂kgij(p) = 0. No entanto, em geral, as derivadas de segunda e de ordem

superior da métrica em p pode ser diferente de zero.

Isto motiva a definição do
(
4
0

)
tensor curvatura de Riemann, que detém todas as informações

sobre as derivadas de segunda ordem de g. É definida como sendo o
(
4
0

)
-tensor com coordenadas

Ripqj tal que, em coordenadas normais sobre p,

gij(x) = δij +
1

3
Ripqjx

pxq + (termos de terceira e de ordem superior em x). (1.6)

O fator de 1/3 é introduzido para que essa definição está de acordo com a alternativa que apre-

sentamos a seguir.

Desde o trabalho original de Riemann, verificou-se que o tensor da curvatura de Riemann pode

ser definida de outra forma, usando a conexão de Levi-Civita∇. O
(
3
1

)
tensor curvatura do Riemann

é
(
3
1

)
-tensor que pode ser definida para campos vetoriais X,Y, Z e uma 1-forma ω por

Rm(X,Y, Z, ω) := ω(R(X,Y )Z) (1.7)

onde

R(X,Y )Z = ∇2Z(X,Y )−∇2Z(Y,X)

= ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z.

Note aqui que

(∇2Z)(X,Y ) 6= ∇X(∇Y Z).

De facto,

(∇2Z)(X,Y ) = ∇X(∇Y Z)−∇∇XY Z.
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Existe uma distinção, porque, por ∇2Z, nós realmente queremos dizer a derivada covariante do(
1
1

)
-tensor ∇Z. Assim ∇2Z é um

(
2
1

)
-tensor.

Definitivamente, não é óbvia (mas pode facilmente ser verificado) que este é de fato um
(
3
1

)
-

tensor (em particular que, por exemplo,) Rm(X,Y, fZ, ω) = fRm(X,Y, Z, ω) para qualquer f ∈
C∞(M)). Nós representamos em termos de coordenadas locais como Rlijk. O

(
3
1

)
tensor curvatura

Rlijk definido pela equação (1.7) é obtido a partir do
(
4
0

)
tensor de curvatura Rijkl definido pela

equação (1.6) através do aumento do ı́ndice final.

As coordenadas do Rm pode ser explicitamente calculado mediante a aplicação da equação

(1.3) com a conexão de Levi-Civita ∇ :

Lema 1.8 O tensor curvatura de Riemann tem a forma expĺıcita

Rlijk = ∂iΓ
l
jk − ∂jΓlik + ΓpjkΓlip − ΓpikΓljp.

Rm tem muitas simetrias, que pode ser comprovada por meio da manipulação da equação que

define (1.7):

Lema 1.9 (Simetrias do tensor de curvatura)

O tensor de curvatura de Riemann tem as seguintes propriedades:

1. Rijkl = Rklij = −Rjikl = −Rijlk

2. A primeira identidade Bianchi:

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0

3. A segunda identidade Bianchi:

∇pRijkl +∇iRjpkl +∇jRpikl = 0 (1.8)

Demostração: Ver [7, Prop. 7.4].

A primeira dessas simetrias nos permite ver Rm como uma seção do fibrado

∧2T ∗M ⊗s ∧2T ∗M

de formas bilineares simétricas no espaço de 2-vetores. Se φ = φij∂i∧∂j são 2-vetores então definir

a ação do operador curvatura em p, Rp : ∧2TpM ⊗ ∧2TpM −→ R,

R(φ, ψ) = Rijklφ
ijψlk

(todos avaliados em p). Note-se que o operador de curvatura é definida em 2-vetores pelo antisi-

metŕıa nos dois primeiros e nos dois últimos ı́ndices de Rm, e é simétrico por causa da simetria

Rijkl = Rklij .

Podemos, agora, explicar a relação com curvatura de Gauss. Se existe um elemento 2-plano φ ∈
∧2TpM representando um subespaço 2-dimensional Π de TpM, podemos imaginar a subvariedade

2-dimensional de M que é a imagem sob aplicação exponencial expp de Π (perto de p). A curvatura

Gaussian deste subvariedade 2-dimensional em p é chamada a curvatura seccional de M associado

com Π, e denotado K(Π).
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Lema 1.10 Se Π é um 2-plano em TpM gerado pelos vetores X,Y ∈ TpM, e φ = X ∧ Y, então

K(Π) =
R(φ, φ)

|φ|2
,

onde |φ|2 = gikgjlφ
ijφkl.

Demostração: Ver [7, Prop. 8.8].

Porque um 4 tensor é um pouco incômodo para trabalhar, vamos definir algumas quantidades

mais simples, tomando o traço de Rlijk :

Definição 1.16 O tensor de curvatura de Ricci, Rc, é o
(
2
0

)
-tensor com expressão de coorde-

nadas

Rij := Rppij .

É simétrico: Rij = Rji.

A curvatura escalar é o traço do tensor de Ricci,

R := gijRij .

Em uma 2-variedade, é igual a duas vezes a curvatura de Gauss.

O curvatura de Ricci e escalar pode ser interpretada em termos de curvaturas seccional:

Lema 1.11 Seja X ∈ TpM um vetor unitário. Suponha que X está contido em alguma base

ortonormal para TpM. Rc(X,X) é então a soma das curvaturas seccional de planos gerado por X

e outros elementos de base.

Dada uma base ortonormal para TpM, a curvatura escalar em que p é a soma de todas as

curvaturas seccional de planos gerado por pares de elementos de base.

Demostração: Ver [7, final do Cap.8].

A curvaturas de Ricci e escalares também pode ser expressa em termos do operador curvatura.

Lema 1.12 Em uma variedade Riemanniana 3-dimensional (M3, g), vamos diagonalizar operador

curvatura R com relação a uma base {e1 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2} de ∧2TM3, onde {e1, e2e3} é uma

base ortonormal de TM3 (isto é posśıvel porque R é simétrica). Suponha-se que, com respeito a

esta base, R é uma matriz diagonal com entradas λ1, λ2, λ3 por baixo da diagonal. Então com

respeito à base {e1, e2, e3}, o tensor de Ricci toma a forma

Rc =
1

2


λ2 + λ3 0 0

0 λ3 + λ1 0

0 0 λ1 + λ2

 (1.9)

e a curvatura escalar é

R = λ1 + λ2 + λ3 (1.10)
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Demostração: Observe que, para i 6= j, |ei ∧ ej |2 = |ei ⊗ ej − ej ⊗ ei|2 = 12 + 12 = 2 (se nós

escolhemos uma norma diferente sobre ∧2TM3 o resultado do Lema 1.10 mudaria). Assim, com o

resultado de Lema 1.11, utilizando Lema 1,10 para calcular as curvaturas seccionais, temos

Rc(e1, e1) =
1

2
(R(e1 ∧ e2, e1 ∧ e2) +R(e1 ∧ e3, e1 ∧ e3)) (1.11)

=
1

2
(λ3 + λ2).

Similarly, Rc(e2, e2) = (λ1 + λ3)/2 e Rc(e3, e3) = (λ1 + λ2)/2. Isso explica as entradas da

diagonal da matriz de Rc.

Precisamos agora de mostrar que os elementos da matriz fora da diagonal de Rc são zero, por

exemplo, que RC(e1, e2) = 0. Nós temos

Rc(e1, e2) =
Rc(e1 + e2, e1 + e2)−Rc(e1, e1)−Rc(e2, e2)

2
,

portanto, é suficiente mostrar que

Rc(e1 + e2, e1 + e2) = Rc(e1, e1) +Rc(e2, e2). (1.12)

Para fazer isso, notamos que {
e1 + e2√

2
,
e1 − e2√

2
, e3

}
também é uma base ortonormal para TpM

3. Podemos voltar a aplicar a fórmula (1.11) para esta

nova base para o cálculo Rc(e1 + e2, e1 + e2). O resultado é como na equação (1.12), portanto, Rc

tem a forma indicada. A fórmula para R segue tomando o traço de Rc.

Definição 1.17 O tensor de Einstein em uma n-variedade Riemanniana (Mn, g) é o tensor

Eij := Rij −
1

n
Rgij .

A métrica g é chamado Einstein se o seu tensor de Einstein é identicamente 0.

Na dimensão 3, o tensor de Einstein tem um significado especial. Registramos aqui um resultado

que mostra que, para variedades em 3 dimensões, o tensor da curvatura de Riemann pode ser

expressa simplesmente em termos do tensor de Einstein ea curvatura escalar

Lema 1.13 Em uma 3-variedade,

Rm =
R

4
(g � g) + E � g,

onde denota � produto Kulkarni-Nomizu de tensores simétricos:

(P �Q)ijkl = PilQjl − PikQjl − PjlQik.

Demostração: Este resultado resulta da decomposição deRm, que possui em qualquer n−variedade:

Rm =
R

2(n− 1)(n− 2)
(g � g) +

1

n− 2
(E � g) +W, (1.13)
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em que W é o chamado tensor “Weyl”, que é definido pela equação (1.13). O tensor de Weyl

desaparece em dimensão 3 (ver [9,sec.8] para uma prova simples, utilizando as simetrias de W), a

partir do qual o resultado segue.

Na dimensão 3, as métricas de Einstein são muito especial.

Lema 1.14 Uma métrica de Einstein em uma variedade de dimensão n ≥ 3 tem curvatura escalar

constante. Se n = 3, a métrica tem curvatura seccional constante.

Demostração: Considere a segunda identidade Bianchi (1.8). Se elevarmos os ı́ndices k, l obtemos

∇pRklij +∇iRkljp +∇jRklpi = 0.

Tomando o traço sobre os ı́ndices i, l e usando as simetrias do tensor curvatura obtemos

∇pRkj −∇iRikjp −∇jRkp = 0.

Tomando o traço sobre o ı́ndice j, k ??agora nos dá

∇pR = ∇iRip +∇iRip,

ou equivalentemente

gij∇iRjp =
1

2
∇pR.

Assim, temos

gij∇iEjp = gij∇i
(
Rjp −

1

n
Rgjp

)
=

1

2
∇pR−

1

n
∇pR =

(
1

2
− 1

n

)
∇pR (1.14)

(usando ∇g = 0). Se a métrica é Einstein então Ejp = 0, de modo(
1

2
− 1

n

)
∇pR = 0.

Porque n 6= 2 isto significa ∇R = 0, portanto, R é constante.

Se n = 3, podemos aplicar a fórmula (1.9) do Lema 1.12 e deduzir que

Rc =
1

2


λ2 + λ3 0 0

0 λ3 + λ1 0

0 0 λ1 + λ2

 =
R

3
g =


C 0 0

0 C 0

0 0 C

 , (1.15)

onde C =
1

3
R é uma constante ao longo de toda a variedade. Portanto, os valores próprios de

curvatura λi são todos iguais ao valor da constante C, do qual resulta que o colector tem curvatura

seccional constante.

Se uma métrica tem curvatura seccional constante, chamamos isso de uma métrica de curvatura constante.

Existem três possibilidades essencialmente distintos: o valor das curvaturas seccional pode ser po-

sitiva, nula ou negativa. Nós temos os seguintes exemplos:
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Definição 1.18 métrica de curvatura constante.

N-espaço euclidiano, En := Rn com a métrica padrão, tem curvatura seccional constante 0.

A esfera de raio R n-dimensional,

SnR = {x ∈ Rn+1 : |x| = R}

com a métrica induzida como uma subvariedade de En+1, tem curvatura seccional constante 1/R2.

n-espaço hiperbólico de raio R, HnR, é a bola aberta de raio R em Rn com a métrica

gij(x) =
4R4δij

(R2 − |x|2)2
.

Tem curvatura seccional constante −1/R2 (existem outras formas equivalentes de representar esta

variedade Riemanniana).

Veja [7, final do cap. 8] para mais detalhes, incluindo uma prova de que esses espaços têm

curvatura constante

Usando a teoria dos campos de Jacobi (ver [7, cap. 10]), pode-se provar muitos teoremas de

comparação, bem como os resultados sobre métricas de curvatura constante. Por exemplo pode-se

provar que a estrutura local de uma métrica com curvatura seccional constante C é único (ver [7,

Prop 10,9])- veremos um resultado mais geral no Teorema 1.16. Pode-se também provar o seguinte:

Teorema 1.1 O teorema de comparação do volume de Bishop-Günther. Vamos denotar

por V kn (r) o volume da esfera de raio r no espaço n−dimensional completo simplesmente conexa

de curvatura seccional constante k (isso vai ser SnR,En ou HnR). Suponha que (Mn, g) é uma

n−variedade Riemanniana e p ∈Mn. Então

1. Se existe uma constante a > 0 de tal forma que Rc ≥ (n− 1)ag então

V ol(B(p, r)) ≤ V an (r).

2. Se existe uma constanteb de tal forma que todas as curvaturas seccionais da (Mn; g) são limitadas

acima por b, e aplicação exponencial é injetiva na bola B(p, r), então

V ol(B(p, r)) ≥ V bn (r).

Demostração: Veja [8, Teorema 3.101].

1.5 Topologia da Geometria

A ideia central da conjectura de geometrization é que a topologia de uma variedade e o tipo de

geometria pode ter a variedade estão intimamente relacionadas. Aqui vamos escrever alguns dos

teoremas que relacionam a estrutura geométrica de uma variedade para a topologia

Teorema 1.2 Seja (Mn, g) uma n-variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa com

curvatura seccional constante C. Então Mn é isométrica a um dos En (se C = 0,) SnR (se C = 1/R2)

ou HnR(se C = −1/R2).
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Demostração: Veja [7, Teorema 11.12].

Em particular, qualquer variedade simplesmente conexa com curvatura seccional constante não-

positivo é difeomorfa para Rn e qualquer variedade simplesmente conexa com curvatura seccional

constante positiva é difeomorfa para Sn.
Isso também nos permite caracterizar variedades não simplesmente conexa de curvatura cons-

tante aplicando o Teorema 1.16 para o espaço de cobertura universal, vemos que qualquer uma

destas variedades deve ser um quociente de Rn, Sn, ou Hn. por um grupo discreto de isometrias

atuando livremente.

Também pode derivar informação topológicas a partir de limites sobre as curvaturas, como os

seguintes teoremas mostram:

Teorema 1.3 Teorema de Myers Suponha que (Mn, g) é uma n−variedade Riemanniana com-

pleta e conexa cujo tensor Ricci satisfaz

Rc ≥ (n− 1)Hg

para alguma constante H. Então Mn é compacta com grupo fundamental finito e diâmetro no

máximo πH
−

1

2

Demostração: Veja [7, Teorema 11.8].

Teorema 1.4 Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é estritamente δ-pinched (para

ulgum δ > 0) se existe uma constante K > 0 de tal modo que todas as curvaturas seccionais de M

está no intervalo de (δK,K].

Se Mn é uma variedade completa, simplesmente conexa e estritamente 1/4 − pinched então

Mn é homeomorfa a Sn.

Demostração: Ver [15]

1.6 Métricas Evoluindo no Tempo

Quando as nossas métricas são dependentes do tempo, como é o fluxo de Ricci, queremos saber

como diversas quantidades geométricas evoluir quando evolui as métricas.

Lema 1.15 Suponhamos que gij(t) é uma métrica Riemaniana dependente do tempo, e

∂

∂t
gij(t) = hij(t).

Em seguida, as diversas quantidades geométricas evoluem de acordo com as seguintes equações:

1. Métrica inversa:

∂

∂t
gij = −hij − gikgjlhkl. (1.16)
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2. Śımbolos de Christoffel:

∂

∂t
Γkij =

1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij). (1.17)

3. Tensor de curvatura de Riemann:

∂

∂t
Rlijk =

1

2
glp
{
∇i∇jhkp +∇i∇khjp −∇i∇phjk −∇j∇ihkp −∇j∇khip +∇j∇phik

}
. (1.18)

4. Tensor de Ricci:

∂

∂t
Rij =

1

2
gpq(∇q∇ihjp +∇q∇jhip −∇q∇phij −∇i∇jhqp). (1.19)

5. Curvatura escalar:

∂

∂t
R = ∆H +∇p∇qhpq − hpqRpq (1.20)

onde H = gpqhpq.

5. Elemento de volume:

∂

∂t
dµ =

H

2
dµ. (1.21)

7. Volume de uma variedade

d

dt

∫
M

dµ =

∫
M

H

2
dµ. (1.22)

8. Curvatura escalar total em uma variedade M fechada:

d

dt

∫
M

Rdµ =

∫
M

(
1

2
RH − hijRij

)
dµ. (1.23)

Demostração:

A prova de (1.16): Temos gijgjk = δik =constante. Diferenciando,

∂t(g
ijgjk) = 0

(∂tg
ij)gjk + gij(∂tgjk) = 0

∂tg
ij = −hij .

A prova de (1.17): Nós usamos a fórmula (1.5), que produz

∂tΓ
k
ij =

1

2
(∂tg

kl)(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) +
1

2
gkl(∂i∂tgjl + ∂j∂tgil − ∂l∂tgij).

Agora vamos trabalhar em coordenadas normais cerca de um ponto p. Pelo Lema 1.5 temos

∂igjk = 0 em p, e ∂tA = ∇iA em p para algum tensor A. Dáı

∂tΓ
k
ij(p) =

1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij)(p).
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Agora, embora os śımbolos de Christoffel não são as coordenadas de uma quantidade tensor,

sua derivada é. Assim dois lados desta equação são as coordenadas de quantidades tensoriais, por

isso não importa o que as coordenadas que avaliá-los dentro Em particular, a equação é verdadeira

para quaisquer coordenadas, e não apenas as coordenadas normais, e sobre qualquer ponto p.

A prova de (1.18): Nós usamos o resultado do Lema 1.8. Cada termo pode ser expressa

usando o resultado da fórmula (1.17):

Rlijk = ∂iΓ
l
jk − ∂jΓlik + ΓpjkΓlip − ΓpikΓljp

∂tR
l
ijk = ∂i(∂tΓ

l
jk)− ∂j(∂tΓlik) + (∂tΓ

p
jk)Γlip + Γpjk(∂tΓ

l
ip)− (∂tΓ

p
ik)Γljp − Γpik(∂tΓ

l
jp).

Mais uma vez, trabalhar em coordenadas normais, de modo que Γkij(p) = 0. Isso nos dá

∂tR
l
ijk(p) = ∇i(∂tΓljk)(p)−∇j(∂tΓlik)(p).

Mais uma vez, os dois lados são tensores de modo a equação é válida em quaisquer coordenadas.

O resultado da fórmula (1.17) no lado direito produz o resultado.

A prova de (1.19): Este segue a partir da fórmula (1.18), tomando o traço sobre os ı́ndices

i, l.

A prova de (1.20): Este segue a partir da fórmula (1.19) e (1.16):

∂tR = ∂t(g
ijRij)

= (∂tg
ij)Rij + gij(∂tRij)

= −hijRij + gij
(

1

2
gpq(∇q∇ihjp +∇q∇jhip −∇q∇phij −∇i∇jhqp)

)
= −∆H +∇p∇qhpq − hpqRpq

(lembre-se que ∇g = 0 e ∆ = gij∇i∇j).
A prova de (1.21): Nós vamos usar a fórmula

dµ =
√
detgijx

1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn

(ver [14, 7.5] na forma de volume).

Primeiro nós precisamos para calcular a variação do determinante de uma matriz detA, quando

a matriz A em si varia. Porque A vai acabar sendo uma métrica, podemos assumir que é simétrica

e, portanto, podemos escolher uma base em que A é diagonalizada com valores próprios λi 6= 0.

Então Aij = λiδij , e detA =
∏
i λi. Se então variar a entrada Aij , o determinante não mudará a

menos que i = j. Se i = j, temos

∂detA

∂Aij
=
∂(
∏
j λj)

∂λi
=

1

λi

∏
j

λj =
1

λi
detA.

Portanto pela regra da cadeia,
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d

dt
detA =

n∑
i,j=0

(
∂detA

∂Aij

)
dAij
dt

=

n∑
i,j=0

δij
1

λi
detA

dAij
dt

= (A−1)ij
(
dAij
dt

)
detA

onde observamos que (A−1)ij = δij/λi e agora estamos usando a convenção de soma de Einstein.

Segue-se agora pela regra da cadeia que

∂tdµ = ∂t
√
detgijdx

1 ∧ ... ∧ dxn

=
1

2
√
detgij

gijhijdetgijdx
1 ∧ ... ∧ dxn

=
H

2
dµ

onde H = gijhij .

A prova de (1.22): Este segue a partir da fórmula (1.21) tomando a derivada sob integral.

A prova de (1.23): Este segue a partir da fórmula (1.21) e (1.20):

∂

∂t

∫
M

RDµ =

∫
M

(∂tR)dµ+R(∂tdµ)

=

∫
M

(−∆H +∇p∇qhpq − hpqRpq +
1

2
RH)dµ

=

∫
M

(
1

2
RH − hpqRpq)dµ.

Aqui nós usamos o Teorema de Stokes (ver [14, cap. 7,5]) para livrar-se dos dois primeiros termos

do integrante.



Caṕıtulo 2

Teoria De Existência Para O

Fluxo De Ricci

2.1 Teoria De Existência Para EDPs Parabólicas

No próximo caṕıtulo, vamos tentar justificar a existência do fluxo de Ricci, definida em algum

intervalo de tempo, começando com uma determinada métrica inicial suave, em uma variedade

fechadaM . Fazemos isso através da redução do problema para a solução de uma equação parabólica.

Neste caṕıtulo, vamos descrever como reconhecer uma equação parabólica, e enunciar o teorema

de existência e unicidade para equações parabólicas.

2.1.1 EDP Linear Escalar

Considere a equação diferencial parcial de ordem 2 em Ω ⊂ Rn para uma funcao u : Ω −→ R da

forma
∂

∂t
u = aij∂i∂ju+ bi∂iu+ cu

onde ∂i :=
∂

∂xi
e aij , bi, c : Ω −→ R são coeficientes suaves. Esta equação é chamada parabólica se

aij é uniformemente positiva definida, isto é, se existe λ > 0 tal que

aijξiξj ≥ λ|ξ|2

para todo ξ ∈ Rn. Por exemplo, a equacao do calor
∂u

∂t
= ∆u é uma E.D.P parabólica.

Esta nocao se extende para vairedades. Seja M uma variedade compacta n−dimensional.

Definição 2.1

Um operador diferencial linear de ordem 2 de C∞(M) em C∞(M) é uma aplicacao linear L :

C∞(M) −→ C∞(M) que pode ser escrito em um sistema de coordenadas locais como

L(u) = aij∂i∂ju+ bi∂iu+ cu,

onde aij, bi e c funcões reais localmente definidas e suaves.

23
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Definição 2.2

Um operador diferencial linear L de ordem 2 é dito fortemente eĺıptico se existe λ > 0 tal que

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn.

Sejam L um operador diferencial linear de ordem 2 uniformemente eĺıptico e u : M×[0, T ] −→ R
uma funcao suave. Considere o problema

(∗)


∂

∂t
u = Lu, M × (0, T ]

u(., 0) = u0(.), M,

onde u0 : M −→ R é uma funcão suave. Existe uma teoria bem sucedida sobre existência e

unicidade de solucão de (∗) em C(M × [0, T ]) ∩ C∞(M × (0, T )). Tal teoria é denominada de

semigrupo. Um método alternativo para existência é o metodo de expansão de auto-funcões.

2.1.2 O Śımbolo Principal

Sejam M uma variedade compacta n−dimensilanl e L um operador diferencial linear de ordem 2,

Sejam {∂i} uma base de TpM em uma carta (U,Ψ) e {dxj} a base dual de T ∗pM.

Definição 2.3 O śımbolo principal de L é a funcão σ(L) : T ∗M −→ R dada por

σ(L)(x, ξ) = aij(x)ξiξj .

Pode-se concluir facilmente que esta definicão não depende da escolha da carta (U,Ψ) de M. Uma

definicão alternativa de śımbolo principal é a siguinte:

Definição 2.4 Dado (x, ξ) ∈ T ∗M e φ, f : M −→ R funcões suaves com dφ(x) = ξ, definimos

σ(L)(x, ξ)f(x) = lim
s−→∞

s−2e−sφ(x)L(esφf)(x)

Para verificar que estas duas definicões estão relacionadas, vamos expressar a segunda definicão

em um acarta (U,Ψ) de M :

∂i(e
sφf)(x) = s∂iφ(x)(esφf)(x) + esφ∂if(x),

e−sφ∂ij(e
sφf)(x) = s2∂iφ(x)∂jφ(x)f(x) + s(...) + s0(...),

logo

e−sφ(x)L(esφf)(x) = s2aij∂iφ(x)∂jφ(x)f(x) + s(...) + s0(...),

então

lim
s→∞

s−2e−sφ(x)L(esφf)(x) = aij∂iφ(x)∂jφ(x)f(x) = aijξiξjf(x).

Notar que em particular a segunda definicão é independente de a escolha de φ e f (com dφ(x) =

ξ).

Asim uma definicão alternativa de operador uniformemente eĺıptico é que σ(L)(x, ξ) > 0,∀(x, ξ) ∈
T ∗M, ξ 6= 0.
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Exemplo 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Então o operador de Laplace-

Beltrami

∆g =
1√
|g|
∂i(
√
|g|gij∂j) = gij∂i∂j + termos de ordem inferior

onde |g| = detgij e aij = gij é um operador diferencial linear de ordem 2 uniformemente eĺıptico,

pois por definicão,

σ(∆)(x, ξ) = gijξiξj = |ξ|2 > 0.

Em particular, ∂u
∂t = ∆gu é parabólico neste contexto.

2.1.3 Generalizacão a Fibrados Vectoriais

A teoria de equacões parabólicas se estende sob varias generalizacões do conceito de parabólica.

Por exemplo, pode-se generalizar para:

i) Equacões de maior ordem

ii) O caso de menos reguralidad para os coeficientes aij etc. e menos regularidade de u0;

e mais importante para nos:

iii) Dependenza do tempo para aij ;

iv) Secões de fibrados vetoriais u;

v) Equacõe não linear.

Vamos agora dar uma olhada no caso (iv)

Seja E um fibrado vetorial suave em uma variedade fechada M. Considerando que, anterior-

mente, olhamos para funções u : M −→ R, consideramos agora seções v ∈ Γ(E). Localmente

podemos escrever v = vαeα para um referencial local {eα}. Considere a equação

∂v

∂t
= L(v) (2.1)

Onde L é um operador diferencial linear de ordem 2, o que queremos dizer que L : Γ(E) −→ Γ(E)

pode ser escrito em termos de coordenadas locais {xi} em M e um referencial local {eα} em E ,
como:

L(v) = [aijαβ∂i∂jv
β + biαβ∂iv

β + cαβv
β ]eα.

Podemos definir novamente o principal śımbolo - agora σ(L) : Π∗(E) −→ Π∗(E) é um homomorfismo

de fibrados vetoriais, onde Π : T ∗M −→ M denota a projeção de fibrados. Note-se que Π∗(E) é

um fibrado vetorial sobre T ∗M cujas fibras no (x, ξ) ∈ T ∗M é Ex. Nós definimos:

σ(L)(x, ξ)v = (aijαβξiξjv
β)eα

Novamente, existe uma definição independente de coordenadas:
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Definição 2.5 Dado (x, ξ) ∈ T ∗M, para todo v ∈ Γ(E) e φ : M −→ R com dφ(x) = ξ, definimos

σ(L)(x, ξ)v = lim
s−→∞

s−2e−sφ(x)L(esφv)(x)

Definição 2.6 O operador L é dito fortemente eĺıptico se existe λ > 0 tal que

< σ(L)(x, ξ)v, v >≥ λ|ξ|2|v|2

para todo (x, ξ) ∈ T ∗M e v ∈ Γ(E).

Da mesma forma, dado um operador diferencial linear de ordem 2 fortemente eĺıptico L : Γ(E) −→
Γ(E), a equação

∂u

∂t
= L(u)

é dita parabólica(ou fortemente parabólica). Para nossos propósitos, necessitaremos da noção de

equação parabólica do tipo

∂u

∂t
= P (u), (2.2)

onde P é um operador diferencial quasilinear de segundo ordem, o que queremos dizer P : Γ(E) −→
Γ(E) pode ser dada localmente, em termos de coordenadas locais {xi} em M e um referencial local

{eα} em E , como:

P (v) = [aijαβ(x, v,∇v)∂i∂jv
β + bα(x, v,∇v)]eα.

O fluxo de Ricci:
∂g

∂t
= −2Ric(g),

se enquadra nesta categoria de problemas.

Definição 2.7 Dada uma seção v ∈ Γ(E) (independente de t), dizemos que (2.2) é fortemente

parabólico em v, se a linearização de (2.2) em v,

∂u

∂t
= [DP (v)]u,

é parabólica, como acabamos de definir.

Teorema 2.1 Assuma que aijαβ e bα são suaves. Se (2.2) é fortemente parabólico em v, então

existem ε > 0 e uma famı́lia suave u(t) ∈ Γ(E) para t ∈ [0, ε, ] tal que
∂

∂t
u = Pu, t ∈ (0, ε]

u(0) = v

Além disso, temos unicidade: Se u1 e u2 satisfazem
∂

∂t
u = Pu em (0, ε]. Se qualquer u1(0) = u2(0)

ou u1(ε) = u2(ε), então u1(t) = u2(t),∀t ∈ [0, ε].
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2.2 Fluxo de Ricci não é parabólico

Antes de podermos fazer qualquer coisa com o fluxo de Ricci, devemos mostrar que existe uma

solução para um intervalo de tempo. Nós gostaŕıamos de aplicar o teorema de existência e unicidade

para equações diferenciais parciais parabólicas no caṕıtulo anterior( Teorema 2.1 ) para o sistema

∂

∂t
g(t) = −2Rc(g(t))

g(0) = g0.

Precisamos verificar se o sistema é fortemente parabólica. Este caṕıtulo é baseado em [2, cap.

3] e [1, cap. 5].

2.2.1 A linearização do Tensor de Ricci

A primeira coisa a fazer é trabalhar a linearização do tensor de Ricci, no sentido descrito na secção

anterior. Lembre-se que, se temos um tensor métrico dependente do tempo gij(t) (não estamos

supondo que essa métrica dependente do tempo satisfaz o fluxo de Ricci ou qualquer outra equação

espećıfica), nós definimos a linearização do tensor de Ricci D[Rc] : Γ(S2T
∗M) −→ Γ(S2T

∗M) de

modo que

D[Rc](
∂gij
∂t

) =
∂

∂t
Rc(gij(t))

Lema 2.1 A linearização do tensor de Ricci é dada por

D[Rc](h)ij =
1

2
gpq(−∇p∇qhij −∇i∇jhpq +∇q∇ihjp +∇q∇jhip)

Demostração: Isto resulta da equação (1.19). Temos trocado os ı́ndices p e q em alguns lugares,

o que podemos fazer, porque o inverso da metrica gpq é simétrica.

Para verificar se o sistema é fortemente parabólico, devemos calcular o śımbolo principal. O

śımbolo pode ser calculado facilmente a partir da linearização:

Corolário 2.1 O śımbolo principal de operador diferencial −2Rc (como uma função da métrica

g) é:

σ[−2Rc](x, ξ)hij = gpq(ξpξqhij + ξiξjhpq − ξqξihjp − ξqξjhip)

Agora vamos a lembrar que o fluxo de Ricci é fortemente parabólico se existe λ > 0 de tal modo

que para todo (x, ξ) ∈ T ∗M e todo (simétrico) hij 6= 0

< σ[−2Rc](x, ξ)h, h >> λ|ξ|2|h|2

ou pelo corolário (2.1) :

gpq(ξpξqhij + ξiξjhpq − ξqξihjp − ξqξjhip)hij > λξkξ
khrsh

rs

No entanto, se escolhemos hij = ξiξj , é claro que o lado esquerdo desta equação é 0, assim a

desigualdade não pode segurar. Portanto, o fluxo de Ricci não é fortemente parabólico.
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2.3 O Truque Deturck

Porque o fluxo de Ricci não é fortemente parabólico, não podemos aplicar imediatamente o teorema

(2.1). Hamilton, em seu artigo original, usou o teorema da função inversa de Nash-Moser para

estabelecer a existência e unicidade local. Posteriormente, uma demostração muito mais simples

foi dada por Dennis Deturck. Nesta seção, vamos mostrar como se faz o ”Truque Deturck.”

Primeiro, reescrever a linearização do tensor de Ricci para ver que termos estão fazendo isso

não parabólico.

Lema 2.2 A linearização de −2Rc é igual :

D[−2Rc](hij) = gpq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi + termos de ordem inferior em h (2.3)

onde:

Vi = gpq(
1

2
∇ihpq −∇qhpi).

Demostração: Do lema (2.1), temos

D[−2Rc](h)ij = gpq(∇p∇qhij +∇i∇jhpq −∇q∇ihjp −∇q∇jhip) (2.4)

Aplicando a formula (5.3) para comutar ás derivadas covariantes, obtemos:

∇q∇ihjp = ∇i∇qhjp −Rrqijhrp −Rrqiphjm

= ∇i∇qhjp + termos de ordem inferior em h.

Os termos de ordem inferior em h não contribuem para o principal śımbolo. Portanto, no que

respeita à śımbolo pricipal, derivanda covariante comuta. Portanto, podemos reorganizar a equação

(2.4) pelo comutação da derivadas covariantes para dar:

D[−2Rc](h)ij = gpq∇p∇qhij +∇i(
1

2
∇jhpq −∇qhjp) +

∇j(
1

2
∇ihpq −∇qhip) + termos de ordem inferior em h

= gpq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi + termos de ordem inferior em h

(lembrando que ∇g = 0.)

Os termos de ordem inferior em h não contribuem para o principal śımbolo. O primeiro termo

da equação (2.3) é um bom termo (podemos identificá-lo como um Laplaciano, que tem uma

principal śımbolo estritamente positivo), mas os termos em V são ruins: eles fazem o fluxo de Ricci

não-parabólica.

Nós procuramos um sistema
∂

∂t
gt = P (gt) (2.5)

que é parabólico, e um difeomorfismo ϕt dependente do tempo de nossa variedade M sob ela, com

ϕ0 = id, de modo que a métrica

gt = ϕ∗t gt
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é uma solução para o fluxo de Ricci. Podemos calcular

∂

∂t
gt =

∂(ϕ∗t gt)

∂t

=

(
∂(ϕ∗t+sgt+s)

∂s

)
s=0

=

(
ϕ∗t
∂gt+s
∂s

)
s=0

+

(
∂(ϕ∗t+sgt)

∂s

)
s=0

= ϕ∗tP (gt) + ϕ∗tL∂ϕt
∂t

gt

Aqui nós usamos a regra do produto e, em seguida, a regra para a derivada de Lie sobre tensores

(ver Secção 1.3). Nós escolhemos ϕt para satisfazer a


∂

∂t
ϕt = W (t)

ϕ0 = id
(2.6)

para algum campo vetorial W (t) dependente do tempo (este sistema terá uma solução ϕt en-

quanto W (t) existe ver [Lema 2.3]). O problema agora se reduz a encontrar um operador diferencial

P de tal modo que o sistema (2.5) é fortemente parabólico, e o campo vetorial W (t) dependente

do tempo tal que, se definimos a familia 1− parâmetro de difeomorfismos que satisfaz (2.6), então

ϕ∗tP (gt) + ϕ∗tLW (t)gt = −2Rc(ϕ∗t gt) = −2ϕ∗tRc(gt).

(usando a invariância de difeomorfismo do tensor de Ricci). Isto é equivalente a

P (gt) = −2Rc(gt)− LW (t)gt.

Agora pelo Lema 1.7 temos

(LW (t)gt)ij = ∇iWj +∇jWi

Portanto, podemos usar o Lema 2.2 para escrever a linearização de P como:

D[P ](h) = gpq∇p∇qhij +∇iVj +∇jVi + termos de ordem inferior em h (2.7)

−D[∇iWj +∇jWi](h). (2.8)

Lembre-se que o primeiro termo da equação (2.7) é um bom termo: se os demais termos de segunda

ordem são cancelados então a linearização iŕıa satisfazer a condição de parabolicidade. Assim, nosso

objetivo é escolher W de modo que a parte dos termos de segunda ordem (2.8) é cancelada pelos

termos de segundo ordem em V . Isso acontecerá se a parte principal da linearização de Wi é igual

à de Vi.

Nós definimos V por:

Vi = gpq(
1

2
∇ihpq −∇phqi)

= −1

2
gpq(∇phqi +∇qhpi −∇ihpq).
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Recordamos da fórmula (1.17) que

D[Γkij ](h) =
∂

∂t
(Γkij(g(t))) =

1

2
gkl(∇ihjl +∇jhil −∇lhij)

onde hij =
∂

∂t
gij . Isso parece bastante semelhante à forma de V, então podemos tentar

Wi = −gpqgijΓjpq.

Precisamos ter cuidado, porém, essa expressão depende das coordenadas que nós escolhemos,

porque o śımbolo de Cristoffel Γ não é um tensor. No entanto, a diferença entre duas conexões é

um tensor, assim, podemos fixar uma conexão constante com o śımbolo de Christoffel Γ̂kij e definir

Wi = −gpqgij(Γjpq − Γ̂jpq)

que é a forma de coordenadas de um campo vetorial de coordenadas independente. A conexão fixa,

porque é independente da métrica, não fará nenhuma contribuição para o śımbolo de W, então

o śımbolo principal de Wi será igual à de Vi, e todos os termos de segunda ordem diferente da

primeira equação (2.7) é cancelada.

Assim, fazer essa escolha de W, o śımbolo principal da linearização de P é:

σ(D[P ])(x, ξ)(h)ij = gpqξpξqhij

por isso temos

〈σ(D[P ])(x, ξ)(h), (h)〉 = |ξ|2|h|2.

Assim, o fluxo de Ricci-DeTurck é definido por:


∂

∂t
gij = P (g)ij = −2Rij +∇iWj +∇jWi

g(0) = g0.
(2.9)

é fortemente parabólica e, portanto, tem uma solução para um intervalo de tempo pelo teorema

(2.1).

Uma vez que esta solução existe, o campo vetorial W (t) existe, e os difeomorfismos dependentes

do tempo pode ser obtido por resolução da E.D.O (2.6). Uma vez que sabemos que ϕt existe, os

calculos acima mostram que o pull-back da métricas gt = ϕ∗t gt satisfazem a equação do fluxo de

Ricci. Assim, o fluxo de Ricci tem uma solução para um intervalo de tempo. De fato a solução é

tambem única.

Vamos argumentar mais com a unicidade, como os śımbolos de Christoffel de pull-back de uma

métrica em coordenadas locais {xi} em M são:

Γγij(g)
∂ϕk

∂xγ
=

∂2ϕk

∂xi∂xj
+ Γ(g)kpq

∂ϕp

∂xi
∂ϕq

∂xj

e

gpq = (ϕ∗g)ij
∂ϕp

∂xi
∂ϕq

∂xj
,
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então:

−gpqΓ(g)kpq = −gij ∂ϕ
p

∂xi
∂ϕq

∂xj
Γ(g)kpq = −gijΓγij(g)

∂ϕk

∂xγ
+ gij

∂2ϕk

∂xi∂xj

e

gpqΓ̂kpq = gijΓ̂kpq
∂ϕp

∂xi
∂ϕq

∂xj

logo o sistema (2.6) pode ser escrita:
∂ϕk

∂t
= gij(

∂2ϕk

∂xi∂xj
− Γγij(g)

∂ϕk

∂xγ
+ Γ̂kpq

∂ϕp

∂xi
∂ϕq

∂xj
)

ϕk(x, 0) = xk.
(2.10)

Notando que este sistema é fortemente parabólico em ϕ(x, 0) = x, assim temos existência e unici-

dade para ϕt pelo sistema (2.10).

Agora seja uma métrica fixa ĝ em M. Se a solução do fluxo de Ricci existe, denotar por g(t)

neste caso. Seja ϕt denotam a solução do sistema (2.10) em relação a g(t) e ĝ. Note-se que, a prioŕı,

só sabemos que ϕt existe e permanecem difeomorfismos por um tempo curto se g(t) existe.

Observe-se que se g(t) existe, então

g(t) = (ϕ−1t )∗g(t)

é uma solução do fluxo de Rcci-DeTurck. De fato, usando (2.6) calculamos que:

∂

∂t
g(t) =

∂

∂t
((ϕ−1t )∗g(t))

= (ϕ−1t )∗(
∂

∂t
g(t)) + L

(ϕt)∗(
∂

∂t
ϕt)

[(ϕ−1t )∗g(t)]

= (ϕ−1t )∗(−2Rc(g(t))) + L(ϕt)∗(ϕ∗
t [W (t)])(g(t))

= −2Rc(g(t)) + LW (t)[g(t)].

Mas desde que (2.9) é fortemente parabólico, sabemos que a única solução g(t) existe. E uma

vez que temos g(t), podemos obter os difeomorfismos ϕt resolvendo a E.D.O não-autónoma (2.6)

em cada ponto. Assim,

g(t) = ϕ∗t g(t)

existe, a final de contas, e resolve o fluxo de Ricci.

Então, nós agora mostraremos que a solução do fluxo de Ricci é unicamente determinado por

seus datos iniciais. Suponhamos que g1(t) e g2(t) são duas soluções do fluxo de Ricci em um

intervalo de tempo comum. Seja (ϕ1)t denota a solução de (2.10) com relação a g1(t) e ĝ e seja

tambem (ϕ2)t a solução de (2.10) com relação a g2(t) e ĝ.

Então

g1(t) = ((ϕ1)−1t )∗g1(t) e g2(t) = ((ϕ2)−1t )∗g2(t)

ambas soluções do fluxo de Ricci-DeTurck (2.9). Porque g1(0) = g2(0) e (2.9) goza de soluções

únicas, temos que g1(t) = g2(t) = g(t) enquanto ambos existem. Mas então ambos (ϕ1)t e (ϕ2)t

são soluçoes da E.D.O.

∂

∂t
(ϕi)t(p) = W ((ϕi)t(p), t) i=1,2
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gerado pelo mesmo campo vetorial

W k(t) = gpq(t)(−Γ(g(t))kpq + Γ(ĝkpq))

voltando a equação (2.10) concluimos que (ϕ1)t = (ϕ2)t enquanto ambas sejam definidas, o que

implica em particular que

g1(t) = (ϕ1)∗t g1(t) = (ϕ2)∗t g2(t) = g2(t)

então temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Dado uma métrica Riemaniana suave g0 em uma variedade fechada M, existe um

intervalo de tempo máximo [0, T ) tal que à solução g(t) do fluxo de Ricci, com g(0) = g0, existe e

é suave em [0, T ), e esta solução é única.

2.3.1 Existência dos Difeomorfismos de DeTurck

Nesta subseção, estabelecemos a existência de uma familia {ϕt} de difeomorfismos solução da

E.D.O (2.6).

Lema 2.3 Se {Xt : 0 ≤ t < T < ∞} é uma famı́lia dependente de tempo cont́ınuo de campos

vetoriais em uma variedade compacta Mn, então existe uma famı́lia de um parâmetro de dife-

omorfismos {ϕt : Mn −→ Mn : 0 ≤ t < T ≤ ∞} definida no mesmo intervalo de tempo tal

que

∂ϕt
∂t

(x) = Xt[ϕt(x)] (2.11)

ϕ0(x) = x (2.12)

para todo x ∈Mn e t ∈ [0, T ).

Demostração: Podemos supor que há t0 ∈ [0, T ) tal que ϕs(y) existe para todo 0 ≤ s ≤ t0 e

y ∈ Mn. Seja t1 ∈ (t0, T ) é dado. Vamos mostrar que ϕt existe para todo t ∈ [t0, t1]. Como t1

é arbitrário, isso implica o lema. Dado qualquer x0 ∈ Mn, escolher um sistemas de coordenadas

locais (U, x) e (V, y) tal que x0 ∈ U e ϕt0(x0) ∈ V. Enquanto x ∈ U e ϕt(x) ∈ V, a equação (2.11)

é equivalente a

∂

∂t
[y ◦ ϕt ◦ x−1(p)] = y∗

[
∂ϕt
∂t

[x−1(p)]

]
= (y∗Xt ◦ y−1)(y ◦ ϕt ◦ x−1(p))

para p ∈ x(U) tal que ϕt ◦ x−1(p) ∈ V. Tomando zt = y ◦ ϕt ◦ x−1 e Ft = y∗Xt ◦ y−1, obtemos

∂

∂t
zt = Ft(zt)

onde zt e Ft são aplicações dependentes do tempo entre os subconjuntos de Rn. Assim, vemos que

(2.11) é localmente equivalente a uma E.D.O não linear em Rn. Assim, para todo x ∈ U tal que

ϕt0(x) ∈ V, existe uma solução única para (2.11) por um tempo curto t ∈ [t0, t0 + ε). Desde que
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o campos vectoriais Xt são uniformemente limitado no conjunto compacto Mn × [t0, t1], existe

uma ε > 0 independente de x ∈ Mn e t ∈ [t0, t1] tal que a solução única ϕt(x) existe para todo

t ∈ [t0, t0 + ε]. Uma vez que a mesma afirmação é válida para a partida de fluxo de ϕt+ε(x), uma

iteração simples termina o argumento.



Caṕıtulo 3

As Estimativas de

Bernstein-Bando-Shi e Explosão

de Curvatura em Singularidades

Neste capitulo vamos usar o principio do máximo em algumas maneiras criativas para obter limites

em derivadas da curvatura e métrica evoluindo sob o fluxo de Ricci. Iremos em seguida, utilizar as

nossas estimativas para mostrar que a curvatura deve explodir medida que nos aproximamos de

uma singularidade em tempo finito no fluxo de Ricci.

3.1 Evolução das Quantidades Geométricas Sob o Fluxo de

Ricci

Para aplicar os argumentos do prinćıpio do máximo para a curvatura, precisamos saber o que as

equações que descrevem a evolução das quantidades de curvatura sob o fluxo de Ricci é. Nós já

fizemos a maior parte dos cálculos no Lema 1.20: as equações de evolução para o fluxo de Ricci

estão substituindo hij = −2Rij nessas fórmulas.

Lema 3.1 Suponha-se que g(t) é uma solução do fluxo de Ricci:

∂

∂t
gij = −2Rij .

Então, as várias quantidades geométricas evoluem de acordo com as seguintes equações:

1. Inverso da métrica:
∂

∂t
gij = 2Rij .

2. Śımbolos de Christoffel:

∂

∂t
Γkij = −gkl(∇iRjl +∇jRil −∇lRij)

34
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3. Tensor da curvatura de Riemann:

∂

∂t
Rijkl = ∆Rijkl + 2(Bijkl −Bijlk +Bikjl −Biljk)− (RpiRpjkl +RpjRipkl +RpkRijpl +RplRijkp),

onde

Bijkl ≡ −RqpijR
p
qlk.

Veja a definição 1.13 para a definição do Laplaciano ∆.

4. Tensor de Ricci:
∂

∂t
Rij = ∆Rij + 2RpijqR

pq − 2RpiRpj .

5. Curvatura escalar:
∂

∂t
R ≡ ∆R+ 2|Rc|2.

6. Elemento de volume:
∂

∂t
dµ = −Rdµ.

7. Volume de uma variedade:
∂

∂t

∫
M

dµ = −
∫
M

Rdµ.

8. Curvatura escalar total (em uma variedade fechada):

∂

∂t

∫
M

Rdµ =

∫
M

(−R2 + 2|Rc|2)dµ.

Demostração: A maioria deles segue facilmente do Lema 1.20, mas alguns requerem um

pouco de mexer mais para colocá-los em uma forma agradável. A prova da equação para o tensor

da curvatura de Riemann em particular, é bastante demorado e está contido (juntamente com as

dos Rc e R) em [2, cap. 6.1]. A técnica principal consiste em utilizar a identidade (5.3), comutar

as derivadas covariantes, em seguida, utilizar as identidades Bianchi.

3.2 Equações de Evolução para Derivadas da Curvatura

Temos como objectivo obter limites sobre ás derivadas da curvatura, ou seja, em quantidades de

forma |∇kRm|2 (aqui o k não é um ı́ndice elevado, indica o k-ésimo derivada covariante). Nossa

esperança é de aplicar o prinćıpio do máximo o Teorema 3.2 para obter tais limites, mas antes

de podermos aplicar este teorema, devemos ter algumas EDPs que descrevem a evolução das

quantidades.

Lema 3.2 Se A é uma quantidade tensor que satisfaz uma equação do tipo de calor:

∂

∂t
A = ∆A+ F

sob o fluxo de Ricci (onde F é um tensor do mesmo tipo que A), então, o quadrado da sua norma

satisfaz a equação do tipo de calor

∂

∂t
|A|2 = ∆|A|2 − 2|∇A|2 + F ∗A+Rc ∗A∗

2
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Demostração: Usamos gt para denotar a métrica no tempo t.

∂

∂t
gt(A,A) = 2gt(

∂

∂t
A,A) +

∂gt
∂t

(A,A)

= 2gt(∆A+ F,A) +Rc ∗A∗
2

= ∆|A|2 − 2|∇A|2 + F ∗A+Rc ∗A∗
2

onde o termo final na segunda linha vem a partir da derivada da métrica (que é −2Rc para o fluxo

de Ricci) e usamos a identidade

∆|A|2 = 2 < ∆A,A > +2|∇A|2

Lema 3.3 Se A é uma quantidade tensor que satisfaz uma equação do tipo de calor:

∂

∂t
A = ∆A+ F

sob o fluxo de Ricci (onde F é um tensor do mesmo tipo que A), então sua derivada covariante

satisfaz uma equação do tipo calor

∂

∂t
∇A = ∆(∇A) +∇F +Rm ∗ ∇A+∇Rc ∗A.

Demostração: Lembre a fórmula (1.3), que ∇A tem a forma

∇A = ∂A+ f(Γ, A)

onde f(Γ, A) é uma expressão da forma Γ ∗A, o qual depende do tipo de tensor de A. Além disso,

pelo Lema 3.1 temos

∂tΓ = (g−1) ∗ ∇Rc.

Daqui resulta que

∂t∇A = ∂t∂A+ ∂tf(Γ, A)

= ∂∂tA+ f(Γ, ∂tA) + f(∂tΓ, A) (pela regra do produto)

= ∇(∂tA) + f(g−1 ∗ ∇Rc,A) (porque ∂tA é um tensor do mesmo tipo como A)

= ∇(∆A+ F ) +∇Rc ∗A

= (∆∇A+Rm ∗ ∇A+∇Rc ∗A) +∇F +∇Rc ∗A

= ∆∇A+∇F +Rm ∗ ∇A+∇Rc ∗A.

Nós usamos a fórmula

[∇,∆]A := ∇∆A−∆∇A = Rm ∗ ∇A+∇Rc ∗A,

que se segue a partir de uma utilização cuidadosa de fórmula (5.3), seguido pela segunda identidade

de Bianchi (1,8) (ver [2, p. 227]).

Agora notamos que a fórmula para a evolução do tensor curvatura de Riemann sob a fluxo de

Ricci dada no Lema 3.1 se traduz em notação * como

∂

∂t
Rm = ∆Rm+Rm∗

2

. (3.1)

Isso nos permite usar os lemas anteriores para calcular equações de evolução para as derivadas

covariante da métrica.
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Lema 3.4 A equação de evolução para a k−ésima derivada covariante do tensor curvatura de

Riemann sob o fluxo de Ricci é:

∂

∂t
∇kRm = ∆∇kRm+

k∑
j=0

∇jRm ∗ ∇k−jRm.

Demostração: Provamos o resultado por indução. A equação de evolução para Rm é dado acima

na equação (3.1) é o caso base k = 0. Nós assumimos a relação vale para um determinado k e

aplicar o Lema 3.3 com A = ∇kRm e

F =

k∑
j=0

∇jRm ∗ ∇k−jRm.

Isso nos diz que

∂

∂t
∇∇kRm = ∆(∇∇kRm) +∇F +Rm ∗ ∇(∇kRm) +∇Rc ∗ ∇kRm. (3.2)

É evidente que todos os termos do lado dereito são da forma ∇iRm ∗ ∇jRm onde i + j = k + 1,

portanto

∂

∂t
∇k+1Rm = ∆∇k+1Rm+

k+1∑
j=0

∇jRm ∗ ∇k+1−jRm,

completando o passo indutivo.

Corolário 3.1 O quadrado da norma da derivada covariante k−ésima do tensor de curvatura de

Riemann satisfaz a equação do tipo calor

∂

∂t
|∇kRm|2 = ∆|∇kRm|2 − 2|∇k+1Rm|2 +

k∑
j=0

∇jRm ∗ ∇k−jRm ∗ ∇kRm. (3.3)

Demostração: Nós simplesmente aplicar o Lema 3.2 com A = ∇kRm e

F =

k∑
j=0

∇jRm ∗ ∇k−jRm,

pelo resultado do Lema 3.4. O resultado é

∂

∂t
|∇kRm|2 = ∆|∇kRm|2 − 2|∇k+1Rm|2 + F ∗ ∇kRm+Rc ∗ (∇kRm)∗2

É evidente que todos os termos da esquerda, excepto os primeiros dois são da forma ∇iRm ∗
∇jRm ∗ ∇kRm onde i+ j = k, e portanto

∂

∂t
|∇kRm|2 = ∆|∇kRm|2 − 2|∇k+1Rm|2 +

k∑
j=0

∇jRm ∗ ∇k−jRm ∗ ∇kRm

conforme necessário.
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3.3 Estimativas de Bernstein-Bando-Shi

Agora vamos aplicar o prinćıpio do máximo às equações de evolução obtidos na seção anterior para

os limites de derivadas de curvatura. Nosso objetivo é obter esses limites sob a suposição de que a

própria curvatura é limitada superiormente por uma constante, |Rm| < K. Há dois problemas que

enfrentamos na tentativa de aplicar o prinćıpio da máxima para a equação de evolução que deriva

para as derivadas covariantes da curvatura: em primeiro lugar, não podemos garantir qualquer

condição iniciais sobre os derivados da curvatura se nós só são dadas limites no curvatura e,

segundo a equação de evolução tem alguns termos em que ela não tem certeza de como controlar

(ou seja, os termos da soma na equação (3.3))

Nós por passar o primeiro problem provando dependentes do tempo limites superiores que

divergem em t = 0 (portanto, eles só nos dão informações úteis após t = 0.) Veremos como passar

a segunda no processo da prova.

Teorema 3.1 Estimativas de Bernstein-Bando-Shi. Seja (Mn, g(t)) uma solução de fluxo

de Ricci numa variedade fechado n−dimensional. Então, para cada α > 0 e m ∈ N, esiste uma

costante Cm dependendo só de m,n e max{α, 1} tal que se

|Rm(x, t)|g(t) 6 K ∀t ∈ [0,
α

K
]

então

|∇mRm(x, t)|g(t) 6
CmK

tm/2
∀t ∈ (0,

α

K
]

Demostração: Provamos o resultado por indução em m. Para m = 0 o resultado é verdadeiro por

hipótese, com C0 = 1.Suponha que o resultado é verdadeiro para todos p ≤ m− 1. O resultado do

Corolário 3.1 nos diz que

∂

∂t
|∇mRm|2 = ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 +

m∑
j=0

∇jRm ∗ ∇m−jRm ∗ ∇mRm

≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 +

m∑
j=0

cmj |∇jRm||∇m−jRm||∇mRm|

≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 + (

m−1∑
j=1

cmj
Cj
tj/2

Cm−j
t(m−j)/2

)K2|∇mRm|+ (cm0 + cmm)K|∇mRm|2

≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 + C ′mK|∇mRm|2 +
C ′′m
tm/2

K2|∇mRm|

para t ∈ (0,
α

K
], onde C ′m, C

′′
m são constantes dependendo somente m e n. Usámos a hipótese

indutiva para ir da segunda para a terceira linha. Podemos completar o quadrado (na variável

|∇mRm|) no lado direito em seguida usar a desigualdade (a+ b)2/2 ≤ a2 + b2 para obter

∂

∂t
|∇mRm|2 ≤ ∆|∇mRm|2 − 2|∇m+1Rm|2 + CmK(|∇mRm|2 +

K2

tm
) (3.4)

para alguma constante Cm.
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Para obter o limite desejado, precisamos encontrar um limite superior para tm|∇mRm|2. Esta

quantidade tem claramente um limite superior no t = 0 porque é igual 0. Então, para aplicar o

prinćıpio da máxima e obter um limite superior só precisamos mostrar que os termos de reação

na equação de evolução estão diminuindo. O problema que temos é que essa quantidade satisfaz a

desigualdade difierential

∂

∂t
(tm|∇mRm|2) ≤ ∆(tm|∇mRm|2)− 2tm|∇m+1Rm|2 + (3.5)

(CmKt+m)tm−1|∇mRm|2 + CmK
3, (3.6)

e os termos de reacção (3,6) não são negativo. Este é o ”segundo problema”mostrada no ińıcio

desta secção.

Para corrigir esse problema, fazemos uso do termo −2|∇k+1 na equação evolução de corolário

3.5. Pela adição a quantidade correta de tm−1|∇m−1Rm|2(o que sabemos pela nossa hipótese

indutiva é limitada acima por uma constante) podemos cancelar fora os termos reacionários envol-

vendo tm|∇mRm|2. Ao fazer isso, vamos introduzir novos termos tm−1|∇m−1Rm|2, por isso temos

de adicionar a quantidade certa da próxima derivada para baixo e assim por diante. Definimos

G = tm|∇mRm|2 +

m−1∑
j=0

αmjt
j |∇jRm|2,

onde vamos determinar as constantes αmj de modo que todos os termos são cancelados como

queremos.

Pela equação (3.5), temos

∂

∂
G ≤ ∆G+ (CmKt+m)tm−1|∇mRm|2 + CmK

3

+

m−1∑
j=0

αmj{−2tj |∇j+1Rm|2 + (CjKt+ j)tj−1|∇jRm|2 + CjK
3}.

Pela hipótese indutiva há números Dj dependendo apenas de j, n para 1 ≤ j ≤ m− 1 tal que

CjKt
j |∇jRm|2 + CjK

3 ≤ DjK
3

para ∀t ∈ (0,
α

K
]. Assim, temos

∂

∂
G ≤ ∆G+ (CmKt+m)tm−1|∇mRm|2 + CmK

3

+

m−1∑
j=0

αmj{−2tj |∇j+1Rm|2 + jtj−1|∇jRm|2 +DjK
3}

= ∆G+ (CmKt+m− 2αm,m−1)tm−1|∇mRm|2

+

m−1∑
j=0

{jαmj − 2αm,j−1}tj−1|∇jRm|2

+CmK
3 +

m−1∑
j=0

αmjDjK
3.
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Agora vamos escolher αmj de modo que os termos desta equação são cancelados: escolha αm,m−1

tal que

0 = Cmα+m− 2αm,m−1 ≥ CmKt+m− 2αm,m−1,

onde o segundo passo segue, porque estamos trabalhando com t ∈ (0, α/K].Agora definir αm,m−2, αm,m−3, ..., αm0,

segundo esta ordem, em cada passo

jαmj − 2αm,j−1 = 0.

Se agora definir

Bm := Cm +

m−1∑
j=0

αmjDj

então nossa evolução pode ser escrita como

∂

∂t
G ≤ ∆G+BmK

3.

O termo reação é simplesmente uma constante, assim que dá um crescimento linear no pior dos

casos. Porque G = αm0|Rm|2 ≤ αm0K
2 em t = 0, o prinćıpio do máximo (Teorema A.1) nos diz

que

G ≤ αm0K
2 +BmK

3t ≤ (αm0 +Bmα)K2 := C2
mK

2

para t ∈ (0,
α

K
], onde Cm é uma constante que depende somente de m, n e max{α, 1}.

Portanto, temos

|∇mRm| ≤
√
G

tm
≤ CmK

tm/2
para t ∈ (0,

α

K
].

como requerido.

3.4 Explosão de Curvatura em Simgularidades com Tempo

Finito

Esta seção será dedicada a provar que, se o fluxo de Ricci se torna singular em tempo finito, a

curvatura deve explodir quando nos aproximamos do momento singular T.

Teorema 3.2 Se g0 é uma métrica suave sobre uma variedade compacta n−dimensional Mn,

então o fluxo de Ricci tem uma única solução g(t) definida em algum intervalo de tempo maximal

t ∈ [0, T ), onde T 6∞. Se T <∞, então

lim
t−→T

( sup
x∈M
|Rm(x, t)|g(t)) = +∞

A prova de que a curvatura deve explodir quando t −→ T segue o esquema seguinte. Ou seja, vamos

supor que |Rm|g é limitada acima por uma constante K, e mostrar que a métrica g(t) converge

suavemente para uma métrica suave g(T ). É então posśıvel utilizar o resultado de existência em

um intervalo de tempo ( Teorema 2.2 ), com métrica inicial g(T ) estender a solução passado T .

Isto contradiz a escolha de T como o tempo máximo de modo a que o fluxo de Ricci existe em

[0, T ).

Um elemento importante da prova é o seguinte teorema e seu corolário, que mostram que um

limite métrica g(T ) existe e é cont́ınua:
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Teorema 3.3 Seja M uma variedade fechada e g(t) uma métrica suave tempo-dependente em M,

definida para t ∈ (0, T ]. Se existe uma costante C <∞ tal que

T∫
0

| ∂
∂t
g(x, t)|g(t)dt ≤ C (3.7)

para todo x ∈M, então a métrica g(t) converge uniformemente quando t −→ T para uma métrica

cont́ınua g(T ) tal que

e−Cg(x, 0) ≤ g(x, T ) ≤ eCg(x, 0).

Note-se que isto significa que g(T ) é uniformemente equivalente ao g(0).

Demostração:

Seja x ∈M, t0 ∈ [0, T ), V ∈ TxM arbitrária, então

|log(
g(x,t0)(V, V )

g(x,0)(V, V )
)| = |

t0∫
0

∂

∂t
[logg(x,t)(V, V )]dt|

= |
t0∫
0

∂

∂t
g(x,t)(V, V )

g(x,t)(V, V )
dt|

≤
t0∫
0

| ∂
∂t
g(x,t)(

V

|V |g(t)
,

V

|V |g(t)
)|dt

≤
t0∫
0

| ∂
∂t
g(x,t)|g(t)dt

≤ C

em que o penúltimo passo, como segue |A(U,U)| ≤ |A|g para qualquer 2− tensor A e um vetor

unitário u. Exponencializando ambos lados dessa desigualdade nos dá:

e−Cg(x,0)(V, V ) ≤ g(x,t0)(V, V ) ≤ eCg(x,0)(V, V )

para qualquer V. Assim

e−Cg(x,0) ≤ g(x,t0) ≤ e
Cg(x,0) (3.8)

então as métricas g(t) são uniformemente equivalentes.

Assim, temos

T∫
0

| ∂
∂t
g(x, t)|g(0)dt ≤ C ′ (3.9)

para algum C ′ > 0. Note-se a diferença da equação (3.7): a norma é tomada com respeito a uma

métrica costante g(0) em vez de uma dependente do tempo g(t).

Vamos agora definir

g(x, T ) = g(x, 0) +

T∫
0

∂

∂t
g(x, t)dt.
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Esta integral existe, como as métricas são suaves e o integrando é absolutamente integrável com

respeito à norma induzida pela g(0), pela equação (3.9). Agora

|g(x, t)− g(x, T )|g(0) ≤
T∫
t

| ∂
∂t
g(x, t)|g(0)dt −→ 0

quando t −→ T para cada x ∈M. Porque M é compacta, essa convêrcia é uniforme em M. Assim

g(t) −→ g(T ) uniformemente, então g(T ) é continua. Ao tomar o limite sa equação (3.8) podemos

mostrar que

e−Cg(x, 0) ≤ g(x, T ) ≤ eCg(x, 0),

dáı que g(T ) é definida positiva.

Portanto, a métrica g(t) converge uniformemente para uma métrica Riemanniana cont́ınua g(T )

que é equivalente a g(0).

Corolário 3.2 Seja (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma variedade fechada. Se |Rm|g
é limtado em [0, T ) (onde T < ∞) então g(t) converge uniformemente quando t −→ T a uma

métrica cont́ınua g(T ) a qual é uniformemente equivalente a g(0).

Demostração:

Qualquer limite em |Rm|g implica um em |Rc|g e, portanto, em | ∂
∂t
g|g (pela equação do fluxo

de Ricci). A integral (3.7), é então uma integral de uma quantidade limitada durante um intervalo

finito, e é, portanto, limitada. Assim, aplica-se o Teorema 3.3.

Nós agora temos um ponto de apoio: temos mostrado que há uma métrica limitada g(T ), e é

cont́ınua. Queremos agora mostrar que essa métrica é suave, porque precisamos esta se vamos a usar

o resultado de existência de tempo curto do teorema 2.2 para estender nossa solução passado T. Para

fazer isso, é preciso garantir que as derivadas espaciais de g perto do tempo T não estão explodindo

- precisamos limites sobre eles. O primer passo é um limite aos derivadas da curvatura. Fazemos

isso por meio das estimativas de Bernstein-Bando-Shi (Teorema 3.1), que geram limites sobre as

derivadas da curvatura sob o pressuposto de curvatura limitada. Recorde-se que as estimativas de

Bernstein-Bando-Shi não tem muita utilidade em t = 0 (como se poderia esperar, por limites sobre

um tensor curvatura arbitrária não nos dizem nada sobre os seus derivadas - é só depois de um

peŕıodo de Ricci fluindo que os derivados começam a ser trazido sob controle.) Isso é ótimo para

nós, porque estamos interessados em estimativas perto t = T. Podemos usar o Teorema 3.1 para

obter tais estimativas, considerando o nosso fluxo de Ricci como a partir de algum tempo pouco

antes de T. Isso nos dá

Corolário 3.3 (do Teorema 3.1)

Seja (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma variedade compacta. Se existem β,K > 0

tal que

|Rm(x, t)|g(t) 6 K ∀t ∈ [0, T ]
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onde T > β/K, então para cada m ∈ N existe uma constante Bm dependendo apenas m,n e

min{β, 1} tal que

|∇mRm(x, t)|g(t) 6 BmK
1+
m

2 ∀t ∈ [
min{β, 1}

K
,T ].

Demostração:

Nós usamos o resultado do Teorema 3.1. Seja β1 = min{β, 1}. Agora, dado um tempo t0 ∈
[β1/K, T ], considerarmos o fluxo de Ricci como começando no momento T0 = t0−β1/K. Aplicando

o teorema de 3.1 a este fluxo de Ricci, com α = β1, nos diz que

|∇mRm| 6 CmK

(t− T0)m/2

onde Cm depende apenas de m,n e min{α, 1}. Dáı em t = t0 temos

|∇mRm| 6 CmK

(
β1
K

)m/2
=
Cm
βm1

K1+m/2,

a partir da qual o resultado segue.

Usando este limite sobre os derivados de curvatura perto t = T, podemos seguir para o limite

das derivadas da métrica g perto do t = T. O seguinte corolário e sua prova é uma reformulação

do argumento encontrado em [2, Prop 6,48].

Corolário 3.4 Seja (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma variedade fechada, e seja

(xi), i = 1, ..., n um sistema de coordenadas local definido em alguma carta de coordenadas U ⊂M.

Se existe K > 0 tal que

|Rm(x, t)|g(t) 6 K ∀t ∈ [0, T )

então para cada m ∈ N existe uma constante Cm, C
′
m dependendo apenas da escolha da carta de

coordenadas tal que

|∂mg(x, t)| 6 Cm

e

|∂mRc(x, t)| 6 C ′m

para tudo (x, t) ∈ U × [0, T ), onde as normas são tomadas em relação à métrica euclidiana no

sistema de coordenadas (xi).

Devemos explicar um pouco da notação usada. Por ∂mg queremos dizer a
(
m+2
0

)
- tensor, definido

somente na carta de coordenadas U, que tem coordenadas

∂i1...∂imgpq
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com respeito ao sistema de coordenadas (xi). A métrica Euclidiana, que também é definido apenas

em U , é a métrica, que tem coordenadas δij com respeito ao sistema de coordenadas (xi).

Demostração:

Ao longo desta prova, vamos tratar os śımbolos Christoffel Γkij como as coordenadas, com

relação ao sistema de coordenadas (xi), de um tensor Γ (Γ é definido apenas em U).

Note-se que pelo Corolário 3.3, para cada m ∈ N existe um limite superior uniforme em |∇mRc|
num intervalo de tempo (β/K, T ). Há também um limite superior na mesma quantidade no in-

tervalo [0, β/K] porque o intervalo é compacto, de modo que a quantidade é limitada para todo

m :

|∇mRc| ≤ Dm (3.10)

para todo x ∈ M e t ∈ [0, T ), onde Dm é uma constante, dependendo do m e particular do fluxo

de Ricci (M, g(t)).

Agora vamos provar por indução forte que existem constantes Pm, Qm, Rm para cada m ∈ N∪
{0} tal que

1. |∂m−1Γ| ≤ Pm (Nós só provar isso para m ≥ 1);

2. |∂mRc| ≤ Qm;

3. |∂mg| ≤ Rm
para todo t ∈ [0, T ).

Para o caso base m = 0, (2) resulta do o limite |Rm| ≤ K e (3) segue do Corolário 3.2.

Suponha (1)-(3) é satisfeito por tudo m ≤ p−1. Vamos provar que são verdadeiras para m = p,

a partir de (1). Note-se que existe uma constante C tal que |∂p−1Γ| ≤ C em t = 0, porque a

variedade M é compacto.

Limites sobre |∂mg| implica limites sobre |∂m(g−1) pela diferenciação da fórmula gijgjk = δik,

m vezes. Lembrando a fórmula para ∂tΓ do Lema 3.1, podemos provar:

∂t∂
p−1Γ = ∂p−1(∂tΓ)

= ∂p−1(g−1 ∗ ∇Rc)

=

p−1∑
i=0

∂p−i−1(g−1) ∗ ∂i∇Rc.

Temos limites sobre os derivados de g−1, por isso, só precisa limite os demais termos. Para i ≤ p−1

que temos, pelo Lema 1.3 (recordando a notação a partir do final da Seção 1.1),

∂i∇Rc = ∇i+1Rc+ ∗
0 ≤ j ≤ i− 1

k ≤ i

(∂jΓ, ∂kRc).

Note-se que temos um limite em ∇i+1Rc pela equação (3.10), e um indutivo limite superior sobre

todos os outros termos no lado direito, porque j ≤ i− 1 ≤ p− 2 e k ≤ i ≤ p− 1. Dáı |∂i∇Rc| ≤ C
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para i ≤ p− 1, portanto

|∂t∂p−1Γ| ≤ C

para alguma constante C (C este é diferente do anterior - há tantos limites constantes uniformes

em jogo neste e argumentos subsequentes que vamos nos referir a maioria deles como ‘C’ por

conveniência, e espero que isso não causa muita confusão). Assim |∂p−1Γ| é limitada em t = 0 e

experiências, na pior das hipóteses, o crescimento linear no intervalo finito de tempo [0, T ). Portanto

|∂p−1Γ| ≤ Pp por alguma constante Pp. Isto conclui a prova de (1).

Agora podemos calcular (novamente pelo Lema 1.3)

∂pRc = ∇pRc+ ∗
j ≤ p− 1

k ≤ p− 1

(
∂jΓ, ∂kRc

)
.

Todos os termos do lado direito são limitados por indução (com exceção de ∂p−1Γ, qual nós apenas

mostrou foi limitado como parte do passo indutivo), por isso temos |∂pRc| ≤ Qp para alguma

constante Qp. Isto conclui a prova de (2).

Finalmente,

|∂t∂pg| = | − 2∂pRc| ≤ C

pela segunda parte da etapa indutiva, então porque estamos em um intervalo de tempo finito,

|∂pg| ≤ Rp para alguma constante Rp. Isto prova (3), completando o passo de indução.

Portanto, o resultado é verdadeiro por indução.

Corolário 3.5 A métrica g(T ) do Corolário 3.2 é suave, e as métricas g(t) convergem uniforme-

mente em cada norma Ck para g(T ) quando t −→ T.

Demostração:

Para mostrar que g(T ) é suave devemos tomar derivadas em relação a algum sistema de coorde-

nadas que só podemos escolher arbitrariamente, por isso tome alguma coordenar U de M. Temos,

a partir da equação de fluxo de Ricci,

gij(x, T ) = gij(x, t)− 2

T∫
t

Rij(x, τ)dτ

para qualquer t ∈ [0, T ).

Agora, se α é qualquer multi-́ındice, então o Corolário 3.4 nos diz que
∂|α|

∂xα
gij e

∂|α|

∂xα
Rij são

uniformemente limitada em U × [0, T ), e, portanto, para que possamos tomar a derivada sob o

sinal de integral:

∂|α|

∂xα
gij(x, T ) = (

∂|α|

∂xα
gij)(x, t)− 2

T∫
t

(
∂|α|

∂xα
Rij)(x, τ)dτ (3.11)

para qualquer x ∈ U . Em particular, o lado esquerdo da equação acima existe para todo α,

então g(T ) é suave.
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Agora vamos mostrar que a convergência é uniforme em todas as normas Cm no seguinte

sentido: podemos escolher cartas coordenadas que cobrem M , tal que para qualquer multi-́ındice

α, e qualquer ε > 0, existe δ > 0 tal que

| ∂
|α|

∂xα
gij(x, T )− ∂|α|

∂xα
gij(x, t)|g(x,T ) < ε (3.12)

em qualquer dos cartas coordenados escolhidos, para qualquer t ∈ [T − δ, T ) e x ∈M.

Porque M é compacta, podemos escolher um conjunto finito de cartas coordenadas tais que

as bolas fechadas unitários das cartas coordenadas cobrem M. Porque as bolas unitários fechadas

são compactas, a métrica euclidiana em cada é equivalente a g(T ). Porque há um número finito de

cartas coordenadas, as métricas euclidianas são uniformemente equivalente a g(T ). Assim, basta

que se prove que a equação (3.12) é válida se considerarmos a norma em relação a uma das métricas

euclidianas em cada ponto x, em vez da relação ao g(x, T ).

Pelo Corolário 3.4, para cada uma das cartas coordenadas que escolhemos existe C ′m tal que

|∂mRc| ≤ C ′m com respeito à norma euclidiana nesse carta. Se escolhermos C ser a maior destes

C ′m onde m = |α| (C finito, porque há apenas um número finito de cartas coordenadas), então a

equação (3.11) nos dá

| ∂
|α|

∂xα
gij(x, T )− ∂|α|

∂xα
gij(x, t)| = |2

T∫
t

(
∂|α|

∂xα
Rij)(x, τ)dτ |

≤ 2

T∫
t

|∂mRc(x, τ)|dτ

≤ 2C(T − t).

Segue-se que g(t) −→ g(T ) uniformemente em qualquer norma Cm quanto t −→ T.

Vamos agora provar o Teorema 3.2. Assumimos, por uma contradição, que |Rm(x, t)|g é limi-

tada por cima por K. Conclui-se a partir de corolários 3.2 e 3.5 que as métricas g(t) convergem

uniformemente em qualquer norma Ck a uma métrica suave g(T ).

Porque g(t) é suave, é posśıvel encontrar uma solução para o fluxo de Ricci com métrica ini-

cial g(T ), com o resultado do teorema 2.2. Assim, nossa solução para o fluxo de Ricci pode ser

estendido além t = T. Esta extensão é suave, porque todos os seus derivadas espaciais são cont́ınua

em t = T (por convergência de g(t) em qualquer norma Ck). Segue-se que todas as derivadas de

espaço-tempo são cont́ınuos em t = T, porque a equação de fluxo de Ricci nos permite escrever

derivadas temporais de quantidades relacionadas com a métrica em termos de derivados de espaço

de tais quantidades, e o espaço-derivados têm sido mostrados como sendo cont́ınuas. Portanto, a

solução pode ser estendida além do tempo t = T, então o tempo T não poderia ter sido máximo.

Isto é uma contradição, de modo que o suposição inicial de que |Rm(x, t)|g é limitada deve estar

incorreta. Isto completa a prova do Teorema 2.2.



Caṕıtulo 4

Compacidade de Variedades

Riemannianas e Fluxos

Este caṕıtulo é baseado em [1, cap. 6, 7, 8].

4.1 Convergência e Compacidade de Variedades

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma marcação sobre M é uma escolha de um ponto

p ∈ M o qual é chamado de origem. A tripla (M, g, p) é denominada de variedde Riemanniana

marcada.

A teoria dos limites e convergência de variedades foi desenvolvido por Gromov, Cheeger, Peters,

Greene e Wu, entre outros, com base na idéia da convergência de Hausdor em espaços métricos. A

definição que se usa é como se segue:

Definição 4.1 (Convergência de Cheeger-Gromov de variedades marcadas)

Uma seqüência (Mi, gi, pi) de variedades Riemannianas suaves marcadas é dita convergir (su-

avemente) a uma variedade Riemanniana marcada (M, g, p) quando i −→∞ se existem

(i) uma seqüência de conjuntos compactos Ωi ⊂M tal que Ωi ⊂ Ωi+1 e
⋃
i Ωi = M e p ∈ int(Ωi)

(ii) uma seqüência de aplicações suaves φi : Ωi −→Mi as quais são difeomorfas sobre suas imagenes

e φi(p) = pi tal que φ∗i gi −→ g em compactos.

Para melhor comprender esta definição considere o siguiente exemplo:

Considere a suprefićıe M com métrica hindizida de R 3.
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Seja (Mi, gi) = (M, g). Em particular,

(Mi, gi, q) −→ (M, g, q).

Por outro lado,

(Mi, gi, pi) −→ (N,h, p),

onde (N,h, p) é o ciĺındro apontado

Observação 4.1 É posśıvel termos Mi compacta para todo i e M ser não compacta.

Observação 4.2 Duas conseqüências da convergência (Mi, gi, pi) −→ (M, g, p) são

(i) para cada s > 0 e k ∈ N, tem-se

sup
i∈N

sup
Bgi (pi,s)

|∇kRm(gi)| <∞

(ii)

inf
i
inj(Mi, gi, pi) > 0,

onde inj(Mi, gi, pi) é o raio de injetividade de (Mi, gi) em pi.

Teorema 4.1 (Hamilton):

Sejam (Mi, gi, pi) vareidades Riemannianas completas satisfazendo (i) e (ii). Então existe uma

variedade Riemanniana marcada completa (M, g, p) tal que, a menos de subseqüência,

(Mi, gi, pi) −→ (M, g, p).
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As convergências envolvidas em nosso problema exigirão algum controle de curvaturas para que

situação como

não ocorre e também um controle no raio de injetividade para que situação como

4.2 Convergência e Compacidade para Fluxos

Do teorema de compacidade acima para variedades Riemannianas marcadas, podemos obter um

teorema de compacidade para fluxos.

Definição 4.2 Seja (Mi, gi(t), pi) uma seqüência de variedades Riemannianas completas marcadas

evoluindo para −∞ ≤ a < t < b ≤ ∞. Dizemos que (Mi, gi(t), pi) −→ (M, g(t), p) quando i −→∞
se existem

(i) uma seqüência de conjuntos compactos Ωi ⊂M tal que Ωi ⊂ Ωi+1 e
⋃
i Ωi = M e p ∈ int(Ωi)

(ii) uma seqüência de aplicações suaves φi : Ωi −→Mi as quais são difeomorfas sobre suas imagens

e φi(p) = pi tal que

φ∗i gi(t) −→ g(t), i −→∞

uniformemente em compactos de M × (a, b)

Observação 4.3 Também faz sentido falar de convergência em (por exemplo) o intervalo de tempo

(−∞, 0), mesmo quando os fluxos são definidos apenas para (−Ti, 0) com Ti −→∞.

Hamilton então conseguiu provar o seguinte resultado [11], com base no Teorema 4.1.
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Teorema 4.2 (Hamilton): Sejam (Mi, gi(t), pi) variedades Riemannianas completas marcadas evo-

luindo para −∞ ≤ a < t < b ≤ ∞, onde gi(t) é um fluxo de Ricci sobre Mi. Se

(i) sup
i

sup

x ∈Mi

t ∈ (a, b)

|Rm(gi(t))|(x) <∞,

(ii) inf
i
inj(Mi, gi(0), pi) > 0,

então existe uma variedade Riemanniana completa marcada (M, g(t), p) evoluindo para t ∈
(a, b), onde g(t) é um fluxo de Ricci sobre M, tal que

(Mi, gi(t), pi) −→ (M, g(t), p)

quando i −→∞, a menos de subseqüência.

Demostração: Ver [4]

4.3 Blow Up em uma Singularidade

Nosso objetivo agora é aplicar o teorema de compacidade de Hamilton sobre fluxos para rescalo-

namentos de fluxos de Ricci próximo de uma singularidade.

Seja M uma variedade compacta e g(t) um fluxo de Ricci sobre M definido no intervalo maximal

[0, T ) com T <∞. Do teorema de explosão de curvatura em uma singularidade, segue que

sup
M
|Rm|(., t) −→∞

quando t −→ T. Escolha pontos pi ∈M e tempos ti −→ T tal que

|Rm|(pi, ti) = sup

x ∈M
t ∈ [0, ti]

|Rm|(x, t) −→∞

(note que podemos tomar (pi, ti)) um ponto máximo de |Rm| sobre M × [0, T − 1

i
]. Considere o

fluxo rescalonado definido por

gi(t) = |Rm|(pi, ti)g(ti +
t

|Rm|(pi, ti)
).

Este fluxo é de Ricci sobre M e está definido para

[−ti|Rm|(pi, ti), (T − ti)|Rm|(pi, ti)).

Notemos que |Rm(gi(0))|(pi) = 1 e para t ≤ 0, tem-se

sup
M
|Rm(gi(t))| ≤ 1

Pelo teorema 3.2.11 do Topping, segue que

|Rm(gi(t))| ≤
1

1− 1

2
c(n)t
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∀t ∈ [0,min{ 2

c(n)
, Ti}). Assim, Ti >

2

c(n)
.

Logo, para todo a < 0 e algum b > 0, os fluxos gi(t) estão definidos em (a, b) para i grande e

sup

x ∈M,

t ∈ (a, b),

i

|R(gi(t))| ≤M <∞,

M = M(n) > 0. Escolha r ∈ (0,M

−1

2 ). Então, |R(gi(0))| ≤ r−2. Convertendo para o fluxo

original, temos |R(g(ti))| ≤ r−2, se 0 < r ≤ (M |Rm|(pi, ti))
−1

2 . Pelo teorema 8.3.1 do Topping,

para todo p ∈M, 0 < r ≤ (M |Rm|(pi, ti))
−1

2 , tem-se

ν(p, r)

rn
> ξ > 0 no tempo t = ti,

onde ξ = ξ(n, g(0), T ) > 0. Retornando ao fluxo rescalonado gi(t), temos

ν(p, r)

rn
≥ ξ > 0 com respeito a gi(0)

para r ∈ (0,M
−

1

2 ].

Seja r > 0 como no Lema 8.4.1 do Topping e coloque r = min{M
−

1

2 , r} > 0. Por esse lema,

temos

inj(M, gi(0)) ≥ r

η

ν(p, r)

rn
≥ rξ

η
> 0

para todo i grande.

Portanto pelo Teorema 4.2 nos permite passar para uma subsequência para dar a seguinte

conclusão.

Teorema 4.3 (Blow up em uma singularidade)

Seja M uma variedade fechada, e g(t) o fluxo de Ricci em um intervalo maximal [0.T ) com

T <∞. Então existem seqüências pi ∈M e ti ↑ T com

|Rm|(pi, ti) = sup

x ∈M
t ∈ [0, ti]

|Rm(x, t)| −→ ∞,

tal que, se

gi(t) = |Rm|(pi, ti)g(ti +
t

|Rm|(pi, ti)
),
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existe b = b(n) > 0, o fluxo de Ricci completo (N, ĝ(t)) para t ∈ (−∞, b), e p∞ ∈ N tal que

(M, gi(t), pi) −→ (N, ĝ(t), p∞)

quando i −→∞. Além disso |Rm(ĝ(0))|(p∞) = 1, e |Rm(ĝ(t))| ≤ 1 para t ≤ 0.



Caṕıtulo 5

Variedades Tridimensionais com

Curvatura de Ricci Positiva

5.1 Teorema de Hamilton

Teorema 5.1 Seja (M, g0) é uma variedade Riemanniana de dimensão 3 com curvatura de Ricci

positiva. Então o fluxo de Ricci g(t), comg(0) = g0, definido em um intervalo maximal [0, T ) finito

e existen

(a) uma métrica ĝ sobre M de curvatura seccional positiva constante

(b) uma seqüência ti ↑ T

(c) um ponto p̂ ∈M e uma seqüência {pi} ∈M
tal que se

gi(t) = |Rm|(pi, ti)g(ti +
t

|Rm|(pi, ti)
), t ≤ 0,

então

(M, gi(t), pi) −→ (M, (c− t)ĝ, p̂)

sobre o intervalo (−∞, 0] para algum c > 0.

Demostração:

A positividade do 2-tensor simétrico Ric(g0) permite tomarnos 0 < β ≤ B <∞ tal que

βg0 ≤ Ric(g0) ≤ Bg0,

desde que M é compacta. Em particular,

R(g0) ≥ 3β > 0.

Aplicando o Teorema 3.2.1 do Topping, tenemos

R(g(t)) ≥ 3β

1− 2βt

53
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como β > 0, esta desigualdade implica que

T ≤ 1

2β
,

e, em particular, g(t) desemvolve singularidade.

Pelo Teorema 4.3, existem uma costante b > 0, seqüências pi ∈M e ti ↑ T tal que para o fluxo

rescalonado gi(t), a seqüência (M, gi(t), pi) a (N, ĝ(t), p̂) sobre (−∞, b)
Pelo Teorema 9.7.8 do Topping aplicando a g(t), encontramos para rodo ε > 0, uma constante

M(ε, β,B) tal que

|Ric(g(t))− 1

3
R(g(t))g(t)| ≤ εR(g(t)) +M(ε, β,B).

Portanto,

|Ric(gi(0))− 1

3
R(gi(0))gi(0)| =

1

|Rm|(pi, ti)
|Ric(g(ti))−

1

3
R(g(ti))g(ti)|

≤ ε
1

|Rm|(pi, ti)
R(g(ti)) +

M(ε, β,B)

|Rm|(pi, ti)

= εR(gi(0)) +
M(ε, β,B)

|Rm|(pi, ti)
.

Tomando i −→∞, segue que

|Ric(ĝ(0))− 1

3
R(ĝ(0))ĝ(0)| ≤ εR(ĝ(0)),

∀ε > 0, tal que

Ric(ĝ(0))− 1

3
R(ĝ(0))ĝ(0) = 0

Tendo assim que (N, ĝ(0)) é Einstem, portanto R(ĝ(0)) é constante. Como N é tridimensional,

segue então que ĝ(0) tem curvatura seccional constante. Por outro lado R(gi(0)) > 0 implica que

R(ĝ(0)) ≥ 0. Isto implica que a curvatura seccional de ĝ(0) é não-negativo. Como |R(ĝ(0))|(p̂) = 1,

se segue que essa curvatura seccional de ĝ(0) é positiva, tal que Ric(ĝ(0)) > 0. Pelo Teorema de

Myer, segue que o diâmetro de N com respeito à ĝ(0) é limitado. Portanto, N é compacta. Isto

implica que N é difeomorfa à M.

Como ĝ(t) é um fluxo de Ricci e ĝ(0) é Einstein; segue que ĝ(t) = (1− 2λt)ĝ(0) = (c− t)ĝ onde

ĝ é algum múltiplo positivo de ĝ(0).

Corolário 5.1 Qualquer variedade Riemannniana com curvatura de Ricci positiva de dimensão

3, admite uma métrica de curvatura seccional positiva constante. Em particular, se a variedade é

simplesmente conexa, então a variedade é difeomorfa à esfera S3



Apêndice

Geometria Diferencial Fórmulas

1. Śımbolos de Christoffel, para a conexão de Levi-Civita da métrica gij :

Γkij =
1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

2. Em coordenadas normais sobre o ponto p :

(a) γV (t) = (tV 1, tV 2, ..., tV n) é uma geodésica

(b) gij(p) = δij

(c) Γkij(p) = 0, ∂igjk(p) = 0

3. Derivada covariante:

∇pF j1...jli1...ik
= ∂pF

j1...jl
i1...ik

+

l∑
s=1

F j1...q...jli1...ik
Γjspq −

k∑
s=1

F j1...jli1...q...ik
Γqpis (5.1)

4. Tensor curvatura de Riemann:

[∇i,∇j ]X l ≡ RlijkXk

5. Simetrias do tensor curvatura de Riemann:

Rijkl = Rklij = −Rjikl = −Rijlk

6. Primeira identidade de Bianchi:

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0

7. Segunda identidade de Bianchi:

∇pRijkl +∇iRjpkl +∇jRpikl = 0 (5.2)

8. Curvatura escalar e Ricci:

Rij ≡ Rmmjk, R ≡ Rii
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9. Contraiu segunda identidade de Bianchi:

∇jRij =
1

2
∇iR

10. Comutação derivadas covariantes:

[∇p,∇q]F j1...jli1...ik
=

l∑
s=1

RjspqmF
j1...m...jl
i1...ik

−
k∑
s=1

RmpqisF
j1...jl
i1...m...ik

(5.3)

11. Forma coordenar do tensor da curvatura de Riemann:

Rlijk = ∂iΓ
l
jk − ∂jΓlik + ΓpjkΓlip − ΓpikΓljp

O Prinćıpio do máximo

Teorema A1: Seja (M, g(t)) uma variedade fechada com uma métrica Riemanniana dependente

do tempo G(t). Suponhamos que u : M × [0, T ) −→ R satisfaz

∂u

∂t
≤ ∆g(t)u+ 〈X(t),∇u〉+ F (u)

u(x, 0) ≤ C para todo x ∈M,

para alguma constante C, onde X(t) é um campo vectorial dependente do tempo em M e F :

R −→ R é localmente Lipschitz. Suponha-se que φ : R −→ R é solução da E.D.O associada:

dφ

dt
= F (φ)

φ(0) = C.

Então

u(x, t) ≤ φ(t)

para todo x ∈M e t ∈ [0, T ) tal que φ(t) existe.

Teorema 3.2.1 (do Topping):

Suponha que g(t) é um fluxo de Ricci em uma variedade fechada M, para t ∈ [0, T ]. Se R ≥
α ∈ R no momento t = 0, então para todos os tempos t ∈ [0, T ],

R ≥ α

1− (
2α

n
)t
.

Teorema 3.2.11 (do Topping):

Suponha que g(t) é um fluxo de Ricci em uma variedade fechada M, para t ∈ [0, T ], e que para

t = 0 temos |Rm| ≤M. Então para todoo t ∈ (0, T ],

|Rm| ≤ M

1− 1

2
CMt

,
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onde C é uma constante resultante do Corolário (3.1).

Teorema 8.3.1 (do Topping):

Suponha que g(t) é um fluxo de Ricci em uma variedade fechada M, para t ∈ [0, T ]. Trabalhando

com respeito à métrica g(T ), se p ∈M, e r > 0 é suficientemente pequeno para que |R| ≤ r−2 em

B(p, r), então

K(p, r) :=
V(p, r)

rn
> ξ

para algum ξ > 0 dependendo de n, g(0), e os limites superiores para r e T.

Lema 8.4.1 (do Topping):

Existem r > 0 e η > 0 dependendo da dimensão n tal que se (Mn, g) é uma variedade Rieman-

niana fechada satisfazendo |Rm| ≤ 1, então existe p ∈M tal que

V(p, r)

rn
≤ η

r
inj(M),

para todo r ∈ (0, r].

Teorema 9.7.8 (do Topping):

Para quaisquer 0 < β < B < ∞ e γ > 0 (pequeno) existe M = M(β,B, γ) < ∞ tal que

sempre que g(t) é um fluxo de Ricci em uma vareidade tridimensional fechada, para t ∈ [0, T ], com

βg(0) ≤ Ric(g(0)) ≤ Bg(0), temos ∣∣∣∣Ric− 1

3
Rg

∣∣∣∣ ≤ γR+M,

para todo t ∈ [0, T ].
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