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Resumo

Neste trabalho estudamos o fluxo de Ricci dada por Hamilton abordando existéncia e unicidade,
obtendo assim uma solucao definida em um intervalo de tempo, em seguida, dar algumas estimativas
de Bernstein-Bando-Shi, onde serd demonstrado que a norma da curvatura de Riemann explode
num tempo finito. Depois estudaremos a nocao de convergéncia dado por Cheeger e Gromov de
variedades Riemannianas pontuadas para enunciar o teorema de compacidade de Hamilton dando

assim uma demonstragao da conjectura de Poincaré no caso em que o tensor de Ricci é positivo.

vi






Abstract

In this work we study the Ricci flow given by Hamilton addressing existence and uniqueness, thus
obtaining a solution defined in a time interval, then give some estimates of Bernstein-Bando-Shi,
which will be shown that the norm of the Riemann curvature explodes a finite time. Then we study
the notion of convergence given by Cheeger and Gromov of pointed Riemannian manifolds for state
the compactness theorem of Hamilton thus giving a demonstration of the Poincaré conjecture in

the case where the Ricci tensor is positive.
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Introducao

Hamilton publicou um artigo inovador ( [9] ) , em 1982 | introduzindo o conceito do fluxo de Ricci.
Se vocé tem uma variedade M de Riemann com métrica gg. o fluxo de Ricci é uma E.D.P que

evolui o tensor métrico:

9(0) = go

onde Ric(g(t)) denota a curvatura de Ricci da métrica g(t).

Como o fluxo é quasilinear e apenas fracamente parabdlico, a existéncia local nao resulta da
teoria parabdlica classica. Originalmente, Hamilton utilizou o teorema da fun¢ao implicita de Nash-
Moser para estabelecer a existéncia local. Posteriormente, uma demostragao muito mais simples

foi dada por Dennis DeTurck. Precisamente, o resultado de existéncia é enunciado como:

Teorema 0.1 Se (M™,gy) ¢ uma variedade Riemanniana fechada n—dimensional. Entdo existe

uma dnica solugdo g(t) do fluzo de Ricci (x) definida em algum intervalo de tempo [0, €).

Outro ingrediente importante que compde a teoria de fluxo de Ricci é o seguinte resultado devido a:

Teorema 0.2 (Estimativas de Bernstein-Bando-Shi). Seja (M™, g(t)) uma solug¢do de fluzo de
Ricci numa variedade fechado n—dimensional. Entdo, para cada o« > 0 e m € N, esiste uma

costante Cy, dependendo sé de m,n e max{a,1} tal que se

[Bm(a, )|y <K Ve, ] (1)
entao
m CnK !
V™ Rm(x,t)|g) < /2 vt € (0, E] (2)

Gragas a estas estimativas é possivel demonstrar que a norma da curvatura de Riemann deve

explodir em um tempo finito, isto é quando ¢ se aproxima de T'. Em resumo, dada uma métrica gg



sobre uma variedade fechada n—dimensional M™, entao o fluxo de Ricci (%) tem uma tinica solugao

g(t) definida em algum intervalo de tempo maximal ¢ € [0,T"), onde T' < c0. Se T' < 00, entdo

thng(fg}sI |[Rm(z,1)]g(t)) = +o0 (3)

Outra parte importante da teoria diz respeito a nogao de convergéncia de variedades Rieman-

nianas pontuadas, introduzidas por Cheeger e Gromov, e o teorema de compacidade de Hamilton.

Teorema 0.3 Sejam (M;, g;(t), p;) variedades Riemannianas completas marcadas evoluindo para
—o0o <a<t<b< oo, onde gi(t) € um fluro de Ricci sobre M;. Se
(i) sup  sup  [Rm(gi(t))|@) < oo,
1
r € M;
t € (a,b)
entdo existe uma variedade Riemanniana completa marcada (M, g(t),p) evoluindo para t €

(a,b), onde g(t) € um fluxo de Ricci sobre M, tal que

(M;, gi(t), pi) — (M, g(t),p)

quando i — 0o, a menos de subseqiéncia.

Além de apresentar a parte da teoria descrita acima de maneira clara e detalhada, também
acrescentamos a demostragao da Conjetura de Poicaré no caso em que o tensor de Ricci é positivo

devido a Hamilton. Precisamente:

Teorema 0.4 (Hamilton). Seja M? uma variedade Riemanniana fechada de dimensdio 3 que ad-
mite uma métrica Riemanniana sauve com curvatura de Ricci estritamente positivo. Entdo M3

também admite uma métrica suave de curvatura constante positiva.

Em particular, se M3 é simplemente conexa, entdo a variedade é difeomarfa & esfera S3.



Capitulo 1

Nocoes de Geometria

Riemanniana

Vamos apresentar os conceitos bésicos de geometria Riemanniana neste capitulo, com conceitos
que serdo importantes para o fluxo de Ricci. A maioria das provas se descuidard por brevidade,
ja que o ponto principal do capitulo é estabelecer convengoes. As férmulas particularmente uteis
foram coletadas no Apéndice. Nés também na Segao 1.5 falamos de como a geometria pode ser
usado para tirar conclusoes topoldgicos. O material neste capitulo é apresentado em muito mais
detalhe em muitos textos por exemplo, [14] apresenta os conceitos bdsicos de variedades, vetores
tangentes, tensores e da derivada de Lie. O livro [8] é um excelente lugar para aprender a teoria

da curvatura.

1.1 Vetores,Tensores e Métricas

Um espago topolégico M™ é uma n-variedade, se ele se parece com o espago euclidiano (R™), perto
de cada ponto. A defini¢do formal tem algumas outras condicGes técnicas, bem como, para evitar

certas patologias que podem surgir:

Definicao 1.1 (Variedad Topolégica)

Um espaco topologico M™ é uma variedade topoldgica n-dimensional se:

1. Para cada p € M™ existe uma vizinhanga aberta U de p e um homeomorfismo ¢ : U — R™ em
um subcongunto aberto de R™. O par (U,p) é chamado uma carta de coordenadas. Nds fregiien-
temente vai escrever p(q) = (2(q),2%(q),...,x"(q)). Estes x'(q) sio referidos como coordenadas

locais para M™.
2. M™ ¢é Hausdorff.
3. M™ ¢é paracompacto (ver [13, vol. I, App. A, cap. 1] para uma discussio sobre esta condi¢ao).

Nos geralmente vai escrever M para uma variedade genérica, e M™ para um n-variedade se

a dimensao é de particular relevancia. Neste projeto nés vamos lidar com variedades suaves, que
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tém mais estrutura do que variedades topoldgicas. A fim de definir o que é uma variedade suave é,

devemos primeiro definir o conceito de uma funcdo suave entre subconjuntos de espago euclidiano.

Definicao 1.2 Uma funcdo f : U — R™, onde U é um subconjunto aberto de R™, é chamado

suave ou C'° se todos os seus derivados parciais existem e sdo continuas em U.

Agora podemos definir o conceito de uma variedade suave.

Definicao 1.3 Dado dois cartas coordenadas (U, ) e (V,1) em uma variedade M, com UNV # &,
tal que o™l i p(UNV) — »(UNV) é um homoemorfismo de um conjunto aberto em R™ para
outro conjunto aberto em R™. Nds fazemos as definicoes:

1

1. M é chamado suave ou C*° se todos 0s o ™" sdo suaves.

1

2. M ¢ orientdvel, se todos os 1) o ™" sdao de preservacao da orientacao.

Agora é possivel definir o conceito de uma aplicagdo suave entre variedades.

Definigao 1.4 Seja f: M — N, onde M e N sdo variedades suaves. f é chamado suave se, para
cada par de cartas coordenadas (U, p) de M e (V,4) de N, a fungdo

Yofop lipUN (V) —o(f(U)NYV)
€ suave.

Como um caso especial, podemos estabelecer N = R, o qual tem uma estrutura natural de
variedade suave. O conjunto de todas as fungoes sauves reais f : M — R é denotado C*°(M).
Duas variedades topoldgicas sao equivalentes se eles sdo homeomorfas. A nogao de equivaléncia

em variedades suaves é um pouco mais sutil

Definicao 1.5 Duas variedades suaves M, N sdo equivalentes se existe uma funcdo suave [ :
M — N que tem um inversa suave. Vamos chamar essa funcdo f de um difeomorfismo e dizer

que M e N sao difeomorfas.

Em trés dimensoes, variedades topolédgicas e suaves sao essencialmente equivalentes. Ou seja,
qualquer variedade topoldgica é homeomorfa a uma variedade suave unico, e vice-versa. Este re-
sultado nao é verdadeiro para dimensoes mais elevadas. Entretanto, a maioria dos resultados deste
projeto tratarad 3 - manifolds, por isso € interessante notar que nao perdemos qualquer generalidade,
assumindo que os nossos 3-variedades sao suaves.

Agora que sabemos o que é uma variedade, gostariamos de definir um vetor tangente a nossa

variedade M em um ponto p € M.

Definicao 1.6 Um vetor tangente a uma variedade M suave em um pontop € M é uma derivacado,

isto é, uma fungao R-linear X : C*°(M) — R satisfazendo a regra do produto:

X(fg) = X(fglp) + f(p)X(9)-

O conjunto de todos os vetores tangentes a uma n—variedade M em p forma um espago vectorial

n—dimensional T, M.
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Fazemos notar que esta definicao estd relacionada com a nogao mais intuitiva de um vector
tangente como um vector de velocidade de uma curva 7 : (—e,€) — M na variedade. Se v(0) = p

entao nés associamos ao vetor velocidade de v em p a derivagao X € T, M, onde

X(f) = 7)o

Entao nds escrevemos X = 5(0).

Se (z*) é um sistema de coordenadas local sobre p em uma n—variedade M, entdo o conjunto
de derivagoes {0/0x%,i = 1,2,...,n} constitua uma base para T, M. Para evitar inconvenientes de
notagao muitas vezes vai escrever 9d; por 9/9z" se ndo pode haver confusdo sobre o sistema de
coordenadas a ser utilizado. O conjunto de todos os vectores tangente a todos os pontos de M
forma uma (2n)—variedade conhecido como o fibrado tangente, e denotado T'M.

Notamos de passagem que ha alguma estrutura adicional para T'M na parte superior da estru-
tura de espaco vectorial em 7, M : dados dois campos de vetores X,Y em M, podemos formar seu
colchete de Lie [X,Y], definido por

(X, Y]f = X(Y(f)) = Y(X(£))

(verifica-se que o [X,Y] assim definida é um vector tangente no sentido de ser uma derivagao tal
como descrito acima, embora isso nao seja imediatamente evidente).

O exemplo de vetores tangentes é um caso especifico de uma construgao mais geral sobre uma
variedade, conhecida como fibrado vectorial. A ideia é que se associa a um espago vectorial para
cada ponto de a variedade M, entao cola esses espacos vetoriais juntos, de modo a obter uma nova

variedade, de dimensao superior.

Definicao 1.7 Um fibrado vetoral k—dimensional é uma variedade £ (o espago total) junto com

a variedade M (o espago base) e uma aplicacdo surjective m: E — M (a projecgdo) tal que

1. Para cada p € M, o conjunto &, :== w~*(p) (a fibra de € sobre p) tem uma estrutura de espago

vectorial k—dimensional.

2. Para cada p € M existe uma vizinhanca aberta U de p e um difeomorfismo suave ¢ : 1= H(U) —
U x R* (trivializagao Local) tal que ¢ leva cada fibra €, a fibra correspondente {p} x R* por um

isomorfismo linear.

Uma segao de £ é uma aplicagao F': M — &£ tal que wo F' = Idy;. O espaco de secoes de £ é
denotado I'(E).

O fibrado tangente é um fibrado vetorial n—dimensional com espago base M e projegao definida
por m(X) =pse X € T,M. Um campo vetorial é uma secdo do fibrado tangente.

Outro exemplo importante de um fibrado vetorial é o fibrado dual do fibrado tangente, conhe-
cido como o fibrado co-tangente, T*M. a fibra T," M = (T,M)* consiste de todos os funcionais
lineares que atuam sobre o espago vetorial T, M (Os covectores ou 1-formas em p). Dado um sistema
de coordenadas local (z%), i = 1,...,n sobre p em uma n—variedade M, o conjunto de covectores
{dz’,i=1,2,...,n} (onde dz*(X) := X (2')) constitua uma base para T, M.
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Este método de construcao de novos fibrados vetoriais pode ser generalizada. Seja V a categoria
de espacos vetoriais reais de dimensdo finita. Dado fibrados vetoriais £',&2,...,E* sobre M e
um functor covariante 7' : V x V x ... x V — V, é possivel formar um unico fibrado vetorial
E=T(EE2,...,EF) sobre M Tendo fibras &, = T(é’;,gg, ...,55) (ver [6], capitulo 3). O fibrado
cotangente surge no caso k = 1,E' =TM, e T(V) = V*.

Desta forma, podemos formar o produto tensorial de fibrados vetoriais, fazendo T' o functor

. .. . . k . -
produto tensorial em espacos vetoriais. Nos definimos um (l)—campo tensorial a ser uma secao de

k copias l copias

TFM) =T"M@T*M®..0 T"MTMTM ... TM .

Dado um sistema de coordenadas local (x%) about p € M, podemos expressar qualquer (];)—campo

tensorial F' no sistema de coordenadas como

F=F"7(p);, ®..00;, ®d" ®...® dz'™. (1.1)

Nesta equacao somamos em cada indice j,, 7, repetido duas vezes, uma vez levantada e abaixada,
isto é conhecido como a Convengao sobre a soma do Einstein. Quase sempre, vamos utilizar esta
representagao coordenada da tensores porque faz cdlculos técnicos mais facil, e muitas vezes vamos

escrever F7' 7' quando queremos dizer F.
1...2k

Definicao 1.8 Dada uma aplicagcao entre variedades ¢ : M — N, definimos a aplicacdo derivada

entre os espacos tangentes correspondentes, ¢, : TyM — Ty, N por

(@ V)(f) =V(fed)

para V€ T,M e f € C®(N). Definindo ¢.(A ® B) := ¢.(A) @ ¢.(B), podemos estender esta

definicdo para aplicar-se a todos (2) -tensores.

De uma maneira semelhante pode-se definir a aplicagao derivada de entre os espagos cotangente

correspondentes, ¢* : T}‘(p)N — T7 M, por

(@*w)(V) = w(4.V)

paraV € T,M, w € T]’:(p)N . Por um modo semelhante ao acima, podemos estender ¢* para aplicar
a todos (g)—tensores.

€ TF(M) podemos tomar o trago mais de um elevado e um baixo

Dado um tensor F}'""

indice de como se segue:

J2---Ji _ pppI2---di
(trF)p = e

para obter um elemento de Tl’i _11 (M). Observe o uso da convengao de soma de Einstein: o indice p é
somado sobre. Obviamente, o traco depende de qual vocé escolher os indices para tracar sobre-aqui
tragamos sobre o j; e ¢ indices. Embora nao seja imediatamente 6bvio, o tensor resultante nao
dependem do sistema de coordenadas local que vocé esta trabalhando dentro.

A k—forma sobre M é uma secio de A*T*M, ou seja, (’3) —campo tensor que é completamente

anti-simétrica em todos os seus indices. O k—campo vetorial sobre M é uma secio de AFT M.
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Definicao 1.9 Para o (g)ftensor A nds escrevemos A > 0(A > 0) se

AV, V) > 0(A(V, V) = 0)

para tudo V€ TM,V # 0. Podemos escrever da mesma forma A > B(A > B) se A— B >
0(A—-B>0).

Definicao 1.10 Uma métrica Riemanniana en uma variedade suave M é uma correspondéncia
que assicia a cada ponto p de M um produto interno no espaco tangente T, M, uge varia suave-
mente, ou seja, 0 (g)—campo tensor simétrico e que € positiva definida em cada ponto de M.
Normalmente vamos escrever g para métrica Riemanniana, e g;; para sua representa¢do em coor-

denadas. Dado tal g, hd uma norma induzida em cada T, M que escrevemos
|X]g := Vg(X, X) (1.2)

para X € T,M. Uma vareidade junto com wma métrica Riemanniana (M,g) é chamado uma

variedade Riemanniana.

Quando ha apenas uma métrica em questdo, eles costumam negligenciar o subscrito g na
equagao (1.2), mas haverd algumas situagoes no estudo do fluxo de Ricci, onde teremos de dis-
tinguir entre as Normas induzidas por diferentes métricas. As vezes, usamos a notacao (X,Y) para
9(X,Y).

Note-se que uma métrica Riemanniana realmente nao é uma métrica (embora muitas vezes dizer

métrica em vez métrica Riemanniana para resumir, em contextos em que a confusao é possivel).

Definicao 1.11 Dada uma métrica Riemanniana g podemos definir o comprimento de uma curva

v :[0,1] — M C* por partes por

1
I(y) = / VaG @, 0)dt
0

onde ¥(t) := dv/dt.

Isso nos permite definir uma métrica d em M induzida pela métrica ¢ :
d(p,q) == inf{l(vy) : v é uma curva C* por partes em M a partir de p e terminando no q }.
Alguns vao usar a notagao espaco métrico para a bola: se (M, g) é uma variedade Riemanniana,
pe M er >0, entao
B(p,r) :=={q€ M :d(p,q) <7}

em que d é a métrica induzida por g.

Finalmente, dizemos que uma aplicagdao ¢ : M — N entre variedades Riemannianas (M, g) e
(M, h) é uma isometria se é um difeomorfismo e ¢*h = g. Neste caso, dizemos que os dois sdo
variedades Riemannianas isométricas.

Nao ¢ dificil ver que uma isometria entre variedades Riemannianas no sentido apenas definido
também é uma isometria espaco-métrico entre as variedades, se vé-los como espagos métricos com

as métricas induzidas pelas métricas Riemannianas correspondente.
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Notamos que qualquer variedade suave, em virtude que é paracompacto, admite uma métrica
Riemanniana suave. Entao, nao perde nenhum generalidade abordando propriedades topolédgicas
de variedades suaves do ponto de vista da geometria Riemanniana.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e uma variedade N mergulhada em M (uma subva-
riedade deM), existe uma métrica Riemanniana induzida g em N definido pela restricao g de T, M
em cada ponto p € N.

Ada a métrica g;;, que é uma matriz simétrica definida positiva, em cada ponto de M, nés
definimos o inverso da métrica g/ a ser a matriz inversa em cada ponto, satisfazendo g/ g, = d
onde 4, ¢ o delta de Kronecker. Qualquer produto interno em um espago vetorial d4 um isomorfismo
naturais V = V* via X — X° onde X*(Y) = (X,Y). Em coordenadas, (X”); = g;; X?. Em geral,
podemos baixar um indice ¢ em um tensor F;;gk , por exemplo, através da defini¢ao

gk . mjk
Fipq = gimFpg’"

Isto leva-nos a partir de um elemento de T}(M) a algo em lefll Podemos semelhante elevar um
indice usando ¢¥. Usando o inverso da métrica também podemos definir uma norma sobre o espaco

dos tensores, por exemplo

ijk(2 ._ . . P1P2 49192 i1j1k1 plajaks
‘qu| = Giri2951529k1k2 9 9 Fp1<11 szqz :

Faremos uso freqiiente do muito conveniente x—notacao em capitulos posteriores. Dado dois
tensores A, B, a expressao Ax B significa uma combinagao linear de tragos de A® B com coeficientes
que nao dependem de A ou B . Por exemplo se temos A = Afjm,B = B, entdo A x B pode
representar

17AY'B]  —nlAlBE,
onde n é a dimensao da variedade, ou
A Bl
O significado é, obviamente, muito amplo, e é de uso mais quando queremos obter limites sobre
combinagoes complicadas de quantidades tensoriais (como veremos em capitulos posteriores). A
propriedade mais 1til deste notacdo é que, para qualquer dada forma de expressdo A x B, existe

uma constante C' que ndo depende de A ou B de tal forma que
|A = B| < C|A||B|

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Como um caso especial, que vamos usar com freqiiéncia,

temos
Lema 1.1 Se A € uma matriz n X n entdo
21 2
|A]* > —(trA)°.
n

O x— notagao pode, obviamente, ser estendida a varias x—produtos como A % B x ... x Z ou
poténcias A*™ := Ax AxA...«+ A. Também definimos *(A, B, ..., Z) a significar qualquer combinagdo

de *—produtos de quaisquer poténcias de A, B, ..., Z, por exemplo

B % Z + A % 74
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Nos préoximos capitulos, vamos utilizar a notagao

sk (A;) := %(Ay, Aa, ..., Ay).
1<1<n

1.2 A Derivada Covariante

Podemos diferenciar fungoes escalares em uma variedade M, sem qualquer problema: para encontrar
a taxa de mudanga de uma fungao f na direcgao do vector tangente X, simplesmente calcular X (f).
Devemos também ser capaz de diferenciar campos de vetores, ou, mais geralmente uma secao Y

de um fibrado vetorial arbitrario, na dire¢do de um vetor tangente dado X.

Definicao 1.12 Dado um fibrado vetorial £ sobre M, uma conexao em £ € uma aplica¢do
V:C®(TM)xC>®(E)—C>®(€)

com as sequintes propriedades:
1. VxY ¢€ linear sobre C*(M) em X.
2. VxY € linear sobre R em Y.

3. 'V satisfaz a regra do produto:
Vx(fY)=X(f)Y + fVxY.

chamamos V(X,Y) a derivada covariante de Y na direcgdo X. Costumamos escrever VxY
em vez de V(X,Y).
E possivel calcular VxY (p) se X é dado e e os valores de Y ao longo de uma curva v : (—e, €) —»
M tal que v(0) = p e 7/(0) = X,. Uma segdo Y de € definido ao longo de uma curva v em M é
dito para ser paralelo ao longo v se V4;)Y = 0 ao longo de .
A conexao do fibrado vetorial £ estda completamente especificado por seus simbolos de simbolos de Christoffel

Ffj num sistema de coordenadas local (z%) com uma base local (E;) para £, definido por:
Vo,Ej =T}, Ex.
Como um caso especial muito importante, podemos considerar conexoes em fibrados le (M.)

Lema 1.2 Dada uma conexdao V no fibrado tangente T M, podemos definir as conexoes em todos
os fibrados de tensores TF(M) (que também vamos denotar V) satisfazendo:
1. V € a conexao dada no TM.
2. Para uma fungdo escalar f, Vx f = X(f).
3. Vx(F®G)=(VxF)®@G+ F® (VxQ).

4. Vx comuta com todos os tragos:
Vx(trY) =tr(VxY)

para todos os tragos (sobre quaisquer indices) do tensor'Y.
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Se F' é um (’;)—campo tensorial em M que é dada em coordenadas locais pela equagao (1.1),

vamos escrever a forma de coordenadas do derivada covariante VF' como
(VxF) = (V,Fl'70;, @ ..® 0;, ® dz" ® ... ® da'* XP.

Podemos escrever a forma coordenada V explicitamente:

vaijllf..il 9 Fgl ]z ZF]I---(};--JZFJ& ZFM i (1.3)

? -tk pz

No segundo termo da equagao acima, o indice q superior ocupa a posicao normalmente ocupada
por js, € no terceiro termo no indice inferior q ocupa a posicao normalmente ocupada por .

Note-se que a equacao (1.3) pode ser expressa usando a *—notagdo como
VF =0F +TxF. (1.4)
Podemos generalizar esta observagao:

Lema 1.3 Seja V™F denota el m—ésimo iterada derivada covariante de F e O™F denota la

expresion em coordenadas
(O™ F)iy. iy = Oy i F
em algum sistema de coordenadas local (z*) definido em um aberto U na variedade M. Entdo

m—1
V"F=0"F+ ) ( (ajr)> «V'F
j<m-—1

=0

em U.

Demostracgao:

O resultado resulta da equagao (1.4) por indugao.

Embora existam muitas conexoes possiveis sobre o fibrado tangente T M, se M é equipado com

uma métrica Riemanniana entdo ha um em particular, que tem mais significado geométrico.

Lema 1.4 Dada uma métrica Riemanniana g;; em M, existe uma unica conexdo V sobre T'M que

satisfaz

1. X(g(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (V é compativel com g). Isto é equivalente a Vg = 0
onde Vg € definido pelo Lema 1.2.

2. O tensor de torcao V,
7(X,Y):=VxY - Vy X — [X,Y]
€ identicamente 0.

Esta conexao é conhecida como a conexao de conexao de Levi-Civita da métrica g. Seus

simbolos de Christoffel sao dadas em coordenadas locais por

1
F?j = igkl(aigjl + 0j9i1 — 0195j)- (1.5)

Usando a conexao de Levi-Civita, podemos definir o Laplaciano:
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Definicao 1.13 O Laplaciano é uma familia de operadores
A5 C%(TFM) — C(TFM)
(onde (M, g) € uma variedade Riemanniana) definido por
AF := ¢"V,V,F,

onde V € a conexdo de Levi-Civita da métrica g. Se F' tem a forma coordenada dada na equagao
(1.1), vamos escrever
AR
para
eeed
(AF)

Se nos é dada uma conexdo em T'M (que geralmente serd usando a conexao de Levi-Civita
por alguma métrica g;;) podemos definir geodésicas como os caminhos que vocé pode se mover
ao longo de uma variedade “sem sentir qualquer for¢a”. Isto é, um caminho v : [0,1] — M
¢ uma geodésica se Vy)y(f) = 0 em cada ponto. Dado um ponto inicial e da velocidade (ou
equivalentemente um elemento de T'M), existe uma tinica geodésica em M partindo a partir desse
ponto, com a determinada velocidade inicial. Se M é completo (em especial, se estiver fechada,

como serd para todas as nossas aplicagoes), a geodésica vai existir para sempre.

Definicao 1.14 Suponha que M € completa e nao tem fronteira. Dado v € T,M, Seja v, :
[0,1] — M ser a tnica geodésica em M, que comega em p com vetor velocidade inicial v. Ou seja,
7 (0) = p e 7,(0) = v. Nds definimos aplicagio exponencial exp : TM — M por exp(v) = v,(1).

Denotamos por exp, aplicacdo exponencial restrito a T, M. Aplicacdo exponencial € suave.

Porque exp, é localmente um difeomorfismo na origem de 7, M, é possivel escolher uma vizi-
nhanca aberta U de p que é um difeomorfismo via exp, para um conjunto aberto em 7,M = R",
pelo teorema da fungéo inversa. Nés escolhemos as coordenadas (z;),i = 1, ...,n em T, M de modo a
que os vetores base {9; : i = 1,...,n} sdo ortonormais com respeito & métrica g em p. Temos entao,
uma carta de coordenadas (U, (exp,)~1). Estas coordenadas sio chamadas coordenadas normais

cerca de p e tem algumas propriedades que os tornam muito conveniente para fazer calculos:
Lema 1.5 Em coordenadas normais cerca de p, temos
1. gij = 0;5 em p.
2. Se v € R™ entado a curva ,(t) = tv é uma geodésica enquanto ela existir.
3. Okgij =0ce I‘fj em p. Assim
VRE] = 0
em p, pela férmula (1.3).

Definicao 1.15 O raio de injetividade inj(p) em um ponto p € M € definido por

inj(p) := sur{r > 0:exp, : B(0,r) — M ¢€ injetora}.
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O raio de injetividade de uma variedade M com métrica g € definida por
inj(M,g) :=inf{inj(p) : p € M}.

Pode-se interpretar o raio injectividade em p € M como se segue: imagine que existe uma cinza
de luz em p em algum momento. Os raios de luz se propagam em todas as diregoes - o raio de
injetividade é a menor distdncia um desses raios tem que viajar antes que colide com outro raio
de luz. O raio de injetividade é um conceito fundamental no estudo da convergéncia de manifolds,

como veremos no Capitulo 4.

1.3 A Derivada de Lie

A derivada covariante dd um jeito de diferenciar campos tensores. Vamos agora olhar para uma
forma diferente, que pode ser definida puramente a partir da estrutura de variedade de M, sem
qualquer referéncia a uma métrica riemanniana ou a estrutura extra de uma conexao

Dado um campo vetorial X em uma variedade M, definimos uma familia dependente do tempo
de difeomorfismos ¢; : M — M para t € (—¢,¢€), tal que pg ¢ a identidade e

X

em cada ponto (a existéncia de tal ¢, decorre teoremas bdsicos existéncia de equagoes diferenciais,
ver [5, cap. 6-2] para este argumento e outros detalhes relativos & derivada de Lie). Isto é para
ser interpretado como um fluxo de uma variedade na direccao do campo vetorial X. Agora definir
a derivada de alguns (];)— campo tensorial F' na direcao de X como a variacao do F' quando
nos movemos um pequeno passo na direcao de X. Ao invés de fazer essa comparacdo usando uma
conexao como antes, nds tornéa-lo, empurrando o valor de F no ponto de volta para o ponto original
usando o difeomorfismo ;.

Nos definimos

(k00 Fp (X1, ooy Xy ' ooy ) 1= Fpy () (00 X1(D))s s 026 (X (0)), (97 ) (@) ooos (907 1) (w]))-

Note-se que (x¢;)F, € T M, para todo t. E agora possivel definir a derivada de Lie de F na

d
LxF = (Clt(*(pt)F >t0

Lema 1.6 A derivada de Lie é bem definido. Ele obedece semelhantes condigdes satisfeitas pela

direc¢ao de X como

derivada covariante, conforme descrito no Lema 1.2, com uma exce¢ao importante:
1. Para uma fungdo escalar f, Lx f = X(f).
2. SeY é um campo vetorial entio LxY = [X,Y].
3. Lx(FRG)=(LxF)@G+ F® (LxG).
4. Lx comuta com todos os tragos:

£X (t?“Y) = t’l“(,CXy)

para todos os tragos (qualquer indice) do tensorY.
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Demostracgao:
Ver [5, Sec. 6-2].

Lema 1.7 Em uma variedade Riemanniana (M, g), temos
(Lx9)ij = ViX; + V; X;.
onde V denota a conexdo de Levi-Civita da métrica g, para qualquer campo vetorial X.

Demostragao:
Ver [3, Sec. 1-3].

1.4 Curvatura

A generalizacdo para variedades de dimensao superior deste conceito de curvatura néo é de todo
obvio, e foi pela primeira vez alcancado por Riemann. Sua idéia era que a curvatura, de forma
intuitiva, é a obstrugao para a “planura”de uma variedade.

Coordenadas normais cerca de p sao, em certo sentido, “o mais proximo que podemos chegar”a
uma métrica Euclidiana numa vizinhanga de p : sabemos do Lema 1.5 que em coordenadas normais
sobre p, g;;(p) = 6;;(p) e Okgi;(p) = 0. No entanto, em geral, as derivadas de segunda e de ordem
superior da métrica em p pode ser diferente de zero.

Isto motiva a definicao do (3) tensor curvatura de Riemann, que detém todas as informagoes
sobre as derivadas de segunda ordem de g. E definida como sendo o (é)—tensor com coordenadas
R;pq; tal que, em coordenadas normais sobre p,

1

i () = 045
9ij () J+3

Ripg;xPx? 4 (termos de terceira e de ordem superior em x). (1.6)

O fator de 1/3 é introduzido para que essa definigdo estd de acordo com a alternativa que apre-
sentamos a seguir.

Desde o trabalho original de Riemann, verificou-se que o tensor da curvatura de Riemann pode
ser definida de outra forma, usando a conexao de Levi-Civita V. O (‘z’) tensor curvatura do Riemann

é (i’)—tensor que pode ser definida para campos vetoriais X, Y, Z e uma 1-forma w por
BRm(X,Y,Z,w) = w(R(X,Y)Z) (1.7)
onde

R(X,Y)Z = V?Z(X,Y)-V?Z(Y,X)
Vx(VyZ)-Vy(VxZ)— V[X,Y]Z~

Note aqui que
(V22)(X.Y) # Vx(Vy 2).

De facto,
(V2Z2)(X,Y)=Vx(VyZ) — Vyv,vZ.
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Existe uma distincdo, porque, por V2Z, nés realmente queremos dizer a derivada covariante do
G)—tensor VZ. Assim V2Z é um @)—tensor.

Definitivamente, ndo é ébvia (mas pode facilmente ser verificado) que este é de fato um (:1)’)—
tensor (em particular que, por exemplo,) Rm(X,Y, fZ,w) = fRm(X,Y, Z,w) para qualquer f €

C>(M)). Nés representamos em termos de coordenadas locais como Réjk. 0] (i’) tensor curvatura
Réj i definido pela equacao (1.7) é obtido a partir do (g) tensor de curvatura R;ji; definido pela
equagdo (1.6) através do aumento do indice final.

As coordenadas do Rm pode ser explicitamente calculado mediante a aplicagao da equacao

(1.3) com a conexao de Levi-Civita V :
Lema 1.8 O tensor curvatura de Riemann tem a forma ezxplicita

Rl = o, — ;TY, + 70t — T4 T

Rm tem muitas simetrias, que pode ser comprovada por meio da manipulagao da equacao que

define (1.7):

Lema 1.9 (Simetrias do tensor de curvatura)

O tensor de curvatura de Riemann tem as sequintes propriedades:
1. Rijgi = Riij = —Rjin = —Rijik

2. A primeira identidade Bianchi:
Rijri + Rjra + Rriji = 0
3. A sequnda identidade Bianchi:
VpRijki + ViRjpri + VjRpigr = 0 (1.8)

Demostragao: Ver [7, Prop. 7.4].

A primeira dessas simetrias nos permite ver Rm como uma sec¢do do fibrado
N2T*M @4 N°T* M

de formas bilineares simétricas no espago de 2-vetores. Se ¢ = ¢79; A d; sdao 2-vetores entao definir

a agdo do operador curvatura em p, R, : AT, M @ A\*T,M — R,
R(6, ) = Rijrag ™"

(todos avaliados em p). Note-se que o operador de curvatura é definida em 2-vetores pelo antisi-
metria nos dois primeiros e nos dois ultimos indices de Rm, e é simétrico por causa da simetria
Rijri = Ryij-

Podemos, agora, explicar a relacao com curvatura de Gauss. Se existe um elemento 2-plano ¢ €
/\2TpM representando um subespaco 2-dimensional II de 7, M, podemos imaginar a subvariedade
2-dimensional de M que é a imagem sob aplicagdo exponencial exp, de II (perto de p). A curvatura
Gaussian deste subvariedade 2-dimensional em p é chamada a curvatura seccional de M associado
com II, e denotado K (II).
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Lema 1.10 Se Il é um 2-plano em T, M gerado pelos vetores X,Y € T,M, e p = X AY, entao

onde |¢|*> = girgjd™ ot

Demostragao: Ver [7, Prop. 8.8].
Porque um 4 tensor é um pouco incomodo para trabalhar, vamos definir algumas quantidades

l

mais simples, tomando o trago de R; ik

Definigao 1.16 O tensor de curvatura de Ricci, Rc, € o (g) -tensor com expressao de coorde-
nadas

Rij = Rgij'
E simétrico: Rij = Ry;.

A curvatura escalar é o traco do tensor de Ricci,
R
R:= g R;;.
Em uma 2-variedade, € igual a duas vezes a curvatura de Gauss.
O curvatura de Ricci e escalar pode ser interpretada em termos de curvaturas seccional:

Lema 1.11 Seja X € T,M wum vetor unitdrio. Suponha que X estd contido em alguma base
ortonormal para TyM. Rc(X,X) é entdo a soma das curvaturas seccional de planos gerado por X
e outros elementos de base.

Dada uma base ortonormal para T,M, a curvatura escalar em que p € a soma de todas as

curvaturas seccional de planos gerado por pares de elementos de base.

Demostracao: Ver [7, final do Cap.8§].

A curvaturas de Ricci e escalares também pode ser expressa em termos do operador curvatura.

Lema 1.12 Em uma variedade Riemanniana 3-dimensional (M3, g), vamos diagonalizar operador
curvatura R com relagdo a uma base {e1 A ez, ez Aer,e1 Aea} de A2’T M3, onde {e1,eze3} € uma
base ortonormal de TM? (isto é possivel porque R é simétrica). Suponha-se que, com respeito a
esta base, R é uma matriz diagonal com entradas A1, A2, A3 por baizo da diagonal. Entao com

respeito @ base {ey, eq,e3}, o tensor de Ricci toma a forma

I Ao + A3 0 0
Re = B 0 Az + A1 0 (1.9)
0 0 AL+ Ao

e a curvatura escalar é

R=MX+ A+ s (1.10)
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Demostragao: Observe que, para i # j,|e; Aej|*> = |e; @ ej —ej ® ;]2 = 12 + 12 = 2 (se nés
escolhemos uma norma diferente sobre A2T'M3 o resultado do Lema 1.10 mudaria). Assim, com o
resultado de Lema 1.11, utilizando Lema 1,10 para calcular as curvaturas seccionais, temos

1
RC(€1761) = 5(7—\’,(61 A\ €2,€1 A\ 62) + R(Gl AN €3,€1 N 63)) (111)

1
= 5()\3 + A2).

Similarly, Re(ez,ea) = (A1 + A3)/2 e Re(es,e3) = (A1 + A2)/2. Isso explica as entradas da
diagonal da matriz de Rc.
Precisamos agora de mostrar que os elementos da matriz fora da diagonal de Rc sao zero, por

exemplo, que RC(eq,es) = 0. Nés temos

Re(er + ea,e1 + e3) — Re(er, e1) — Re(ea, ea)

Re(er,es) = 5 ,
portanto, é suficiente mostrar que
Re(ey + e2,e1 + e2) = Re(er, e1) + Re(ea, e2). (1.12)

Para fazer isso, notamos que

{61+62 €1 — €2 e}
\/5 ) \/5 s €3

também é uma base ortonormal para T, M?>. Podemos voltar a aplicar a férmula (1.11) para esta
nova base para o cdlculo Re(eq + e2, e1 + e2). O resultado é como na equagao (1.12), portanto, Rc

tem a forma indicada. A férmula para R segue tomando o traco de Rec.

Definicao 1.17 O tensor de Einstein em uma n-variedade Riemanniana (M™,g) é o tensor
1
Eij = Rij — ERgij.
A métrica g é chamado Einstein se o seu tensor de Finstein € identicamente 0.

Na dimensao 3, o tensor de Einstein tem um significado especial. Registramos aqui um resultado
que mostra que, para variedades em 3 dimensoes, o tensor da curvatura de Riemann pode ser

expressa simplesmente em termos do tensor de Einstein ea curvatura escalar

Lema 1.13 Em uma 3-variedade,

R
Rm:;(g®g)+E®g,

onde denota ® produto Kulkarni-Nomizu de tensores simétricos:
(PO Q)ijr = PuQji — PirQji — PjQir.
Demostracgao: Este resultado resulta da decomposi¢ao de Rm, que possui em qualquer n—variedade:

Rm = m(gQg)wLniQ(E@g)JrW, (113)
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em que W é o chamado tensor “Weyl”, que é definido pela equagao (1.13). O tensor de Weyl
desaparece em dimenséao 3 (ver [9,sec.8] para uma prova simples, utilizando as simetrias de W), a

partir do qual o resultado segue.

Na dimensao 3, as métricas de Einstein sao muito especial.

Lema 1.14 Uma métrica de Einstein em uma variedade de dimensdo n > 3 tem curvatura escalar

constante. Se n = 3, a métrica tem curvatura seccional constante.
Demostragao: Considere a segunda identidade Bianchi (1.8). Se elevarmos os indices k, I obtemos
Kl Kl kl _
VpRi; + ViR;, + VR, =0.
Tomando o trago sobre os indices i, e usando as simetrias do tensor curvatura obtemos
k ik k_
VpR; — ViR, — VR =0.
Tomando o trago sobre o indice j, k ??agora nos da
VpR=V,R,+ VR,

ou equivalentemente
g 1
g”Viij = §VPR

Assim, temos

. g 1 1 1 1 1
g”ViEjp = g”Vi (ij - njop> = §va - va = ( - )VPR (1.14)

n

(usando Vg = 0). Se a métrica é Einstein entao E;, = 0, de modo

1 1
(LYoo

Porque n # 2 isto significa VR = 0, portanto, R é constante.

Se n = 3, podemos aplicar a férmula (1.9) do Lema 1.12 e deduzir que

1 A2+ A3 0 0 R cC 0 0
Rc = By 0 A3+ X\ 0 = gg: 0o C 01, (115)
0 0 A1+ Ao 0o 0 C

1
onde C' = §R é uma constante ao longo de toda a variedade. Portanto, os valores préprios de
curvatura \; sdo todos iguais ao valor da constante C, do qual resulta que o colector tem curvatura

seccional constante.

Se uma métrica tem curvatura seccional constante, chamamos isso de uma métrica de curvatura constante.
Existem trés possibilidades essencialmente distintos: o valor das curvaturas seccional pode ser po-

sitiva, nula ou negativa. Nés temos os seguintes exemplos:
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Definicao 1.18 métrica de curvatura constante.
N-espaco euclidiano, E" := R" com a métrica padrao, tem curvatura seccional constante 0.

A esfera de raio R n-dimensional,
n={zcR"" :|2| = R}

com a métrica induzida como uma subvariedade de E"*1, tem curvatura seccional constante 1/ R?.
n-espaco hiperbdlico de raio R, H%, € a bola aberta de raio R em R™ com a métrica
4
gi;(z) = _ ARy
i\t T (p2 2)2°
(B2 — [z[?)
Tem curvatura seccional constante —1/R? (ewistem outras formas equivalentes de representar esta

variedade Riemanniana).

Veja [7, final do cap. 8] para mais detalhes, incluindo uma prova de que esses espagos tém
curvatura constante

Usando a teoria dos campos de Jacobi (ver [7, cap. 10]), pode-se provar muitos teoremas de
comparagao, bem como os resultados sobre métricas de curvatura constante. Por exemplo pode-se
provar que a estrutura local de uma métrica com curvatura seccional constante C' é tinico (ver [7,

Prop 10,9])- veremos um resultado mais geral no Teorema 1.16. Pode-se também provar o seguinte:

Teorema 1.1 O teorema de comparacao do volume de Bishop-Ginther. Vamos denotar
por VE(r) o volume da esfera de raio r no espaco n—dimensional completo simplesmente conexa
de curvatura seccional constante k (isso vai ser S%,E™ ou H%). Suponha que (M™,g) € uma

n—uvariedade Riemanniana e p € M™. Entdo

1. Se existe uma constante a > 0 de tal forma que Rc > (n — 1)ag entao

Vol(B(p,r)) < Vi (r).

2. Se existe uma constanteb de tal forma que todas as curvaturas seccionais da (M™; g) sdo limitadas

acima por b, e aplicagdo exponencial € injetiva na bola B(p,r), entdo
Vol(B(p,r)) =V, (r).

Demostracao: Veja [8, Teorema 3.101].

1.5 Topologia da Geometria

A ideia central da conjectura de geometrization é que a topologia de uma variedade e o tipo de
geometria pode ter a variedade estdo intimamente relacionadas. Aqui vamos escrever alguns dos

teoremas que relacionam a estrutura geométrica de uma variedade para a topologia

Teorema 1.2 Seja (Mn,g) uma n-variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa com
curvatura seccional constante C. Entiao M™ € isométrica a um dos E" (se C =0,)S% (se C =1/R?)
ou H% (se C = —1/R?).
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Demostragao: Veja [7, Teorema 11.12].

Em particular, qualquer variedade simplesmente conexa com curvatura seccional constante nao-
positivo é difeomorfa para R™ e qualquer variedade simplesmente conexa com curvatura seccional
constante positiva é difeomorfa para S™.

Isso também nos permite caracterizar variedades nao simplesmente conexa de curvatura cons-
tante aplicando o Teorema 1.16 para o espaco de cobertura universal, vemos que qualquer uma
destas variedades deve ser um quociente de R™, S, ou H". por um grupo discreto de isometrias
atuando livremente.

Também pode derivar informacao topoldgicas a partir de limites sobre as curvaturas, como os

seguintes teoremas mostram:

Teorema 1.3 Teorema de Myers Suponha que (M™, g) é uma n—variedade Riemanniana com-

pleta e conexa cujo tensor Ricci satisfaz
Re>(n—1)Hg

para alguma constante H. Entao M™ € compacta com grupo fundamental finito e diametro no
1

mdzimo mH 2

Demostragao: Veja [7, Teorema 11.8].

Teorema 1.4 Dizemos que uma variedade Riemanniana (M,g) € estritamente 0-pinched (para
ulgum § > 0) se existe uma constante K > 0 de tal modo que todas as curvaturas seccionais de M
estd no intervalo de (6K, K]J.

Se M™ é uma variedade completa, simplesmente conexa e estritamente 1/4 — pinched entdo

M™ € homeomorfa a S™.

Demostragao: Ver [15]

1.6 Meétricas Evoluindo no Tempo

Quando as nossas métricas sao dependentes do tempo, como é o fluxo de Ricci, queremos saber
como diversas quantidades geométricas evoluir quando evolui as métricas.

Lema 1.15 Suponhamos que g;;(t) € uma métrica Riemaniana dependente do tempo, e

2 0is) = his(1).

Em seguida, as diversas quantidades geométricas evoluem de acordo com as sequintes equacoes:

1. Métrica inversa:

9 o
§g” = —hi — gtk gilpy,. (1.16)
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2. Sitmbolos de Christoffel:

9
— Tk =

o 9" (Vihji + Vjhia — Vihij). (1.17)

1
2
3. Tensor de curvatura de Riemann:

QRI.

1
o Ttk = 2glp{vivjhkp + ViVihjp — ViVihji — ViVihg, — ViVihi, + Vjvphik}- (1.18)

4. Tensor de Ricci:

0

1
aRij = §gpq(quihjp + quj'hip — quphij — Vithqp). (119)

5. Curvatura escalar:

0
&R =AH + VPVhp, — hP1R,, (1.20)
onde H = gPihy,.
5. Elemento de volume:
0 H
7. Volume de uma variedade
d H
M M
8. Curvatura escalar total em uma variedade M fechada:
d 1 i
M M

Demostragao:

A prova de (1.16): Temos g%/ g;;, = 6}, =constante. Diferenciando,

d(g7gjx) = 0
(0:9") gk + 97 (Orgjx) = 0
atgij = _hU

A prova de (1.17): N6s usamos a férmula (1.5), que produz

1 1
oLy, = 5(@9“)(@% + 0;9i — 1gij) + 59“(31@9]'1 + 0;0gi1 — 01019i5)-

Agora vamos trabalhar em coordenadas normais cerca de um ponto p. Pelo Lema 1.5 temos

0igjx = 0 em p, e 04 A = V;A em p para algum tensor A. Dai

1
3thj(p) = §9kl(vihg‘z + V;hi — Vihi;)(p).
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Agora, embora os simbolos de Christoffel ndo s@o as coordenadas de uma quantidade tensor,
sua derivada é. Assim dois lados desta equacgao sdo as coordenadas de quantidades tensoriais, por
isso nao importa o que as coordenadas que avalid-los dentro Em particular, a equagao é verdadeira
para quaisquer coordenadas, e ndo apenas as coordenadas normais, e sobre qualquer ponto p.

A prova de (1.18): Nés usamos o resultado do Lema 1.8. Cada termo pode ser expressa

usando o resultado da férmula (1.17):

R”k = oY, — oLy, + 0T, —Th T,
Ry, = 0:(0iT%) — 9;(0Tly) + (BTE )Ty, + T8 (8iT7,) — (B TH )T, — Th(iT),).

Mais uma vez, trabalhar em coordenadas normais, de modo que Ff’j (p) = 0. Isso nos dé&
O RL;,(p) = Vi(0:Th,) (p) — V(0T ().

Mais uma vez, os dois lados sao tensores de modo a equagao é véalida em quaisquer coordenadas.
O resultado da férmula (1.17) no lado direito produz o resultado.

A prova de (1.19): Este segue a partir da férmula (1.18), tomando o trago sobre os indices
i,1l.

A prova de (1.20): Este segue a partir da férmula (1.19) e (1.16):

8tR = 5‘t(ginij)
= (89”)Rij + g7 (O:Rij)
. (1
= —h”Rij + g” <29pq(quihjp + qu]'hip — quphij — Vithqp))
— —AH + V"V, — h"'R,,

(lembre-se que Vg =0e A = gV,V;).

A prova de (1.21): N6s vamos usar a férmula

= \/detgijxl Adz? AN dx"

(ver [14, 7.5] na forma de volume).

Primeiro nds precisamos para calcular a variagdo do determinante de uma matriz detA, quando
a matriz A em si varia. Porque A vai acabar sendo uma métrica, podemos assumir que é simétrica
e, portanto, podemos escolher uma base em que A é diagonalizada com valores proprios A; # 0.
Entao A;; = X\idij, e detA =[], Ai. Se entao variar a entrada A;;, o determinante ndo mudard a

menos que i = j. Se i = j, temos

adetA  O(I[; ) 1
= == = —d tA.
0A; FIVERRDY 1:[ ‘

Portanto pela regra da cadeia,
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d "\ [ ddetA\ dA;;
gl = 2 (aAij) dt

4,J=0

" 1 dA;;

i,j=0

(dA
A=y (228 gera
( >(ﬁ)e

onde observamos que (A~1)% = §% /)\; e agora estamos usando a convencao de soma de Einstein.

Segue-se agora pela regra da cadeia que

Oedp = 6‘t\/detgl-jdx1 A Adx”
1 3
= ———g"hjdetg;dz' A ... A da”
2\ / detgij g ! g
H
= —d
5 H
onde H = gij hij-
A prova de (1.22): Este segue a partir da férmula (1.21) tomando a derivada sob integral.
A prova de (1.23): Este segue a partir da férmula (1.21) e (1.20):

0
5 [ron = [@mdn+ R@aw
M M

1
/ (~AH + V"V hyg — "Ry + 5 RH)dp
M

1
/ (5 RH — 19 Ry ).
M

Aqui nés usamos o Teorema de Stokes (ver [14, cap. 7,5]) para livrar-se dos dois primeiros termos

do integrante.



Capitulo 2

Teoria De Existéncia Para O
Fluxo De Ricci

2.1 Teoria De Existéncia Para EDPs Parabodlicas

No préximo capitulo, vamos tentar justificar a existéncia do fluxo de Ricci, definida em algum
intervalo de tempo, comecando com uma determinada métrica inicial suave, em uma variedade
fechada M. Fazemos isso através da redugao do problema para a solucao de uma equagao parabdlica.

Neste capitulo, vamos descrever como reconhecer uma equacao parabdlica, e enunciar o teorema

de existéncia e unicidade para equagoes parabdlicas.

2.1.1 EDP Linear Escalar

Considere a equacao diferencial parcial de ordem 2 em 2 C R™ para uma funcao u :  — R da

forma 5
&u = aijaiaju + b;0;u + cu
onde 0; := =— e a;j,b;,c: 2 — R sao coeficientes suaves. Esta equagao é chamada parabdlica se

ozt

a;; ¢ uniformemente positiva definida, isto é, se existe A > 0 tal que
2
ai;&i&5 > M|

0
para todo & € R™. Por exemplo, a equacao do calor au _ Awu é uma E.D.P parabdlica.

Esta nocao se extende para vairedades. Seja M uma variedade compacta n—dimensional.

Definigao 2.1
Um operador diferencial linear de ordem 2 de C°(M) em C*°(M) é wma aplicacao linear L :

C™®(M) — C*>°(M) que pode ser escrito em um sistema de coordenadas locais como
L(u) = aijaiaju + b;0;u + cu,

onde a;;, b; e c funcoes reais localmente definidas e suaves.

23
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Definicao 2.2

Um operador diferencial linear L de ordem 2 € dito fortemente eliptico se existe A > 0 tal que
aij ()€€ > NEPP VEER™

Sejam L um operador diferencial linear de ordem 2 uniformemente eliptico e u : M x[0,7] — R

uma funcao suave. Considere o problema

%) %u = Lu, M x (0,7
u(,O) zuo(.), ]\47

onde ug : M — R é uma funcao suave. Existe uma teoria bem sucedida sobre existéncia e
unicidade de solucdo de (x) em C(M x [0,T]) N C>*(M x (0,T)). Tal teoria é denominada de

semigrupo. Um método alternativo para existéncia é o metodo de expansao de auto-funcoes.

2.1.2 O Simbolo Principal

Sejam M uma variedade compacta n—dimensilanl e L um operador diferencial linear de ordem 2,
Sejam {9;} uma base de T, M em uma carta (U, ¥) e {dz?} a base dual de Ty M.

Definigao 2.3 O simbolo principal de L é a funcdo o(L) : T*M — R dada por

o(L)(z,§) = aij($)§i§j~

Pode-se concluir facilmente que esta definicdo ndo depende da escolha da carta (U, ¥) de M. Uma

definicao alternativa de simbolo principal é a siguinte:
Definicao 2.4 Dado (z,€) € T*M e ¢, f : M — R funcoes suaves com do(x) = &, definimos

o(L)(w,€)f(x) = lim s e I L(e* f)(2)

§— 00

Para verificar que estas duas definicoes estao relacionadas, vamos expressar a segunda definicao
em um acarta (U, ¥) de M :

0i(e*? f)(x) = sdip(x)(e*? f)(x) + e*?0; f (),

e %0, (e*? f)(x) = §20;0(2)0; () f () + s(...) +5°(...),
logo
e L% ) (2) = s2ai;0;0(2)0;6(x) f(x) + s(...) + s°(...),

entao

lim s™2e **@ L(e* f)(x) = a;;0;0(2)0;0(2) f(z) = aij&&; f(2).

S— 00
Notar que em particular a segunda definicao é independente de a escolha de ¢ e f (com d¢(x) =
£).
Asim uma definicao alternativa de operador uniformemente eliptico é que o(L)(x, &) > 0,V(x,€) €
T*M, €& # 0.
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Exemplo 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Entdo o operador de Laplace-

Beltramsi

Ay = 0:(\/1919”0;) = ¢"0;0; + termos de ordem inferior

1
Vgl
onde |g| = detg;; e a;j = g € um operador diferencial linear de ordem 2 uniformemente eliptico,
pois por definicdo,

o(A)(z, &) = g7&¢& = |¢)* > 0.

du _ Agu € parabolico neste contexto.

Em particular, %

2.1.3 Generalizacao a Fibrados Vectoriais

A teoria de equacoes parabdlicas se estende sob varias generalizacoes do conceito de parabdlica.

Por exemplo, pode-se generalizar para:
i) Equacoes de maior ordem
ii) O caso de menos reguralidad para os coeficientes a;; etc. e menos regularidade de up;
e mais importante para nos:
ili) Dependenza do tempo para a;;;
iv) Secoes de fibrados vetoriais u;
v) Equacoe nao linear.

Vamos agora dar uma olhada no caso (iv)

Seja £ um fibrado vetorial suave em uma variedade fechada M. Considerando que, anterior-
mente, olhamos para fungoes u : M — R, consideramos agora segoes v € I'(£). Localmente
podemos escrever v = v®e,, para um referencial local {e,}. Considere a equacao

v

— = L(v 2.1

= 1) (21)
Onde L é um operador diferencial linear de ordem 2, o que queremos dizer que L : T'(§) — T'(€)
pode ser escrito em termos de coordenadas locais {z'} em M e um referencial local {e,} em &,

como:
L(v) = [aifgﬁz@jvﬁ + bgﬁawﬁ + cap?®]eq.

Podemos definir novamente o principal simbolo - agora o (L) : II*(£) — II*(€) é um homomorfismo
de fibrados vetoriais, onde II : T*M — M denota a projecao de fibrados. Note-se que IT*(E) é
um fibrado vetorial sobre T*M cujas fibras no (x,&) € T*M ¢é &,. N6s definimos:

U(L) (ZC, 5)7} = (agﬁgigjvﬁ)ea

Novamente, existe uma definicao independente de coordenadas:
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Definicao 2.5 Dado (x,€) € T*M, para todo v € T(E) e p: M — R com dp(x) = £, definimos

o(L)(z,&)v = lim s 2e *@ (%) (x)

S§—> 00

Definigao 2.6 O operador L € dito fortemente eliptico se existe A > 0 tal que
< o(L)(x,&)v,0 >> A |o]?
para todo (z,§) € T*M ev € T'(£).

Da mesma forma, dado um operador diferencial linear de ordem 2 fortemente eliptico L : I'(§) —
I'(€), a equacao
ou
-
ot~
é dita parabdlica(ou fortemente parabélica). Para nossos propésitos, necessitaremos da nogao de
equagao parabdlica do tipo
Ju
— =P 2.2
L= P(u), (22)
onde P é um operador diferencial quasilinear de segundo ordem, o que queremos dizer P : I'(§) —
['(€) pode ser dada localmente, em termos de coordenadas locais {z} em M e um referencial local
{ea} em &, como:
Pw) = [agﬂ(x,v,VU)@ijﬁ + 0%(x, v, Vv)leq.
O fluxo de Ricci: 5
6—? = —2Ric(g),

se enquadra nesta categoria de problemas.

Defini¢ao 2.7 Dada uma secao v € T'(E) (independente de t), dizemos que (2.2) é fortemente

parabdlico em v, se a linearizag¢ao de (2.2) em v,

ou
% PP

€ parabdlica, como acabamos de definir.

Teorema 2.1 Assuma que afjﬁ e b* sio suaves. Se (2.2) € fortemente parabdlico em v, entdo

existem € > 0 e uma familia suave u(t) € T'(E) para t € [0,¢,] tal que

0
Frike Pu, te(0,¢

u(0) =v

Além disso, temos unicidade: Se uy e ug satisfazem gu = Pu em (0, €]. Se qualquer ui(0) = uz(0)
ou uy(e) = ua(e), entdo uy(t) = ua(t),Vt € [0, ¢].
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2.2 Fluxo de Ricci nao é parabdlico

Antes de podermos fazer qualquer coisa com o fluxo de Ricci, devemos mostrar que existe uma
solugao para um intervalo de tempo. Nés gostariamos de aplicar o teorema de existéncia e unicidade

para equagoes diferenciais parciais parabdlicas no capitulo anterior( Teorema 2.1 ) para o sistema

= 9(t) = ~2Re(g(1)

9(0) = go.

Precisamos verificar se o sistema é fortemente parabdlica. Este capitulo é baseado em [2, cap.
3] e [1, cap. 5].

2.2.1 A linearizagao do Tensor de Ricci

A primeira coisa a fazer é trabalhar a linearizagao do tensor de Ricci, no sentido descrito na secgao
anterior. Lembre-se que, se temos um tensor métrico dependente do tempo g;;(t) (ndo estamos
supondo que essa métrica dependente do tempo satisfaz o fluxo de Ricci ou qualquer outra equagao
especifica), nés definimos a lineariza¢do do tensor de Ricci D[Rc| : T'(SeT*M) — T'(SoT* M) de

modo que

DIRA(%5) = & Re(g; 1)

Lema 2.1 A linearizacao do tensor de Ricci é dada por

1
D[RC](h)ij = igpq(_vpvqhij = ViVjihpg +VVihjp + qujhip)

Demostracao: Isto resulta da equagao (1.19). Temos trocado os indices p e ¢ em alguns lugares,
o que podemos fazer, porque o inverso da metrica ¢gP? é simétrica.
Para verificar se o sistema é fortemente parabdlico, devemos calcular o simbolo principal. O

simbolo pode ser calculado facilmente a partir da linearizagao:

Corolario 2.1 O simbolo principal de operador diferencial —2Rc (como uma fun¢do da métrica
g) &
o[=2Rc|(z, &)hi; = g"(pahij + &i&ihpg — Ee&ilijp — Eoitip)

Agora vamos a lembrar que o fluxo de Ricci é fortemente parabdlico se existe A > 0 de tal modo

que para todo (z,&) € T*M e todo (simétrico) h;; # 0
< o[=2Rc|(z,&)h, h >> NE[|h)?
ou pelo corolério (2.1) :
9P (Ep€ahij + Eikihpg — Egbitp — €& ihip)h = NERE By BT

No entanto, se escolhemos h;; = &;§;, é claro que o lado esquerdo desta equagao ¢ 0, assim a

desigualdade nao pode segurar. Portanto, o fluxo de Ricci nao é fortemente parabdlico.
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2.3 O Truque Deturck

Porque o fluxo de Ricci nao é fortemente parabdlico, ndo podemos aplicar imediatamente o teorema
(2.1). Hamilton, em seu artigo original, usou o teorema da funcdo inversa de Nash-Moser para
estabelecer a existéncia e unicidade local. Posteriormente, uma demostragdo muito mais simples
foi dada por Dennis Deturck. Nesta secao, vamos mostrar como se faz o ” Truque Deturck.”
Primeiro, reescrever a linearizacao do tensor de Ricci para ver que termos estao fazendo isso

nao parabdlico.
Lema 2.2 A lineariza¢do de —2Rc € igual :
D[-2Rc|(hi;) = gPIVpVhi; + V,;V; + V,;V; + termos de ordem inferior em h (2.3)

onde: .
V; = gpq(gvihpq — Vhpi).

Demostragao: Do lema (2.1), temos
D[=2Rc|(h)i; = g""(VpVghij + ViVihpg — VVihjp — VqVjhip) (2.4)

Aplicando a formula (5.3) para comutar s derivadas covariantes, obtemos:

Vo Vihj, = ViVihjp— Rl hey — R hjm

qij qip
= V;V4hjp + termos de ordem inferior em h.
Os termos de ordem inferior em A nao contribuem para o principal simbolo. Portanto, no que

respeita a simbolo pricipal, derivanda covariante comuta. Portanto, podemos reorganizar a equacao

(2.4) pelo comutagao da derivadas covariantes para dar:

1
D[—2Rd](h); GV N ghi + Vi(5V ihpg = Vohip) +

1
vj(§vihpq — Vghip) + termos de ordem inferior em h
= gP'V,Vhij + ViV + V;V; + termos de ordem inferior em h

(lembrando que Vg = 0.)

Os termos de ordem inferior em h nao contribuem para o principal simbolo. O primeiro termo
da equagdo (2.3) é um bom termo (podemos identificd-lo como um Laplaciano, que tem uma
principal simbolo estritamente positivo), mas os termos em V' sao ruins: eles fazem o fluxo de Ricci
nao-parabdlica.

Nés procuramos um sistema
0 _ _
agt = P(g,) (2.5)

que é parabdlico, e um difeomorfismo ; dependente do tempo de nossa variedade M sob ela, com
o = id, de modo que a métrica

gt = Wrﬁt



CAPITULO 2. TEORIA DE EXISTENCIA PARA O FLUXO DE RICCI 29

é uma solucao para o fluxo de Ricci. Podemos calcular

0 _ 2l(24D)

a7t ot

— ( 8(¢z+5§t+s) )
88 s=0

a§t+s ) ( 8(90?+s§t) )
TS + | TSIt
(“”t s ) omo os /o

= W:P@t) + %Tﬁ&pt Gt
ot

Aqui nés usamos a regra do produto e, em seguida, a regra para a derivada de Lie sobre tensores

(ver Secgao 1.3). N6s escolhemos ¢; para satisfazer a

0

o, = WI(t

a9t (t) (2.6)
Yo = id

para algum campo vetorial W (t) dependente do tempo (este sistema terd uma solucéo p; en-
quanto W (t) existe ver [Lema 2.3]). O problema agora se reduz a encontrar um operador diferencial
P de tal modo que o sistema (2.5) é fortemente parabdlico, e o campo vetorial W (¢) dependente

do tempo tal que, se definimos a familia 1— pardmetro de difeomorfismos que satisfaz (2.6), entao

0 P(g:) + 0 Lw ()9 = —2Rc(pig,) = =21 Re(gy)-

(usando a invaridncia de difeomorfismo do tensor de Ricci). Isto é equivalente a

P(g;) = —2Rc(g;) — Lw (1)

Agora pelo Lema 1.7 temos
(Lw 1) = ViWj + V,; W,

Portanto, podemos usar o Lema 2.2 para escrever a linearizagao de P como:

D[P](h) = g1V ,Vqhij + ViV; + V;V; + termos de ordem inferior em h (2.7)

—D[V,;W; + V,;W;](h). (2.8)

Lembre-se que o primeiro termo da equagao (2.7) é um bom termo: se os demais termos de segunda
ordem sao cancelados entao a linearizacao iria satisfazer a condicao de parabolicidade. Assim, nosso
objetivo é escolher W de modo que a parte dos termos de segunda ordem (2.8) é cancelada pelos
termos de segundo ordem em V. Isso acontecerd se a parte principal da linearizacao de W; é igual
ade V.

No6s definimos V' por:

1
Vi = gpq(gvihpq_vphqi)

1
= _§§pq(vphqi + vthi - Vihpq)-
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Recordamos da férmula (1.17) que

0

1
= E(F?j G®)) = =g (Vihji + Vjhi — Vihy;)

DITS) (k) :

0 -
onde h;; = agij. Isso parece bastante semelhante & forma de V, entdo podemos tentar
Wi = —g"g,,T),.

Precisamos ter cuidado, porém, essa expressao depende das coordenadas que nds escolhemos,
porque o simbolo de Cristoffel I' ndo é um tensor. No entanto, a diferenca entre duas conexoes é
um tensor, assim, podemos fixar uma conexao constante com o simbolo de Christoffel Fi—“j e definir

Wi = —g"g;; (Fg?q - Fg)q)

que é a forma de coordenadas de um campo vetorial de coordenadas independente. A conexao fixa,
porque é independente da métrica, nao fard nenhuma contribuicao para o simbolo de W, entao
o simbolo principal de W; sera igual a de V;, e todos os termos de segunda ordem diferente da
primeira equacdo (2.7) é cancelada.

Assim, fazer essa escolha de W, o simbolo principal da linearizacao de P é:

o(D[P])(x,)(h)ij = §""EpEqhi;

por isso temos
(o(DIP])(z,€)(h), (h)) = [¢*|n]*.

Assim, o fluxo de Ricci-DeTurck é definido por:

o 3 _
595 = P@)i = —2Rij + ViW; + V;W; (2.9)
9(0) = go-

é fortemente parabdlica e, portanto, tem uma solucdo para um intervalo de tempo pelo teorema
(2.1).

Uma vez que esta solugdo existe, o campo vetorial W (t) existe, e os difeomorfismos dependentes
do tempo pode ser obtido por resolugao da E.D.O (2.6). Uma vez que sabemos que p; existe, os
calculos acima mostram que o pull-back da métricas g = ¢} g, satisfazem a equagao do fluxo de
Ricci. Assim, o fluxo de Ricci tem uma solugao para um intervalo de tempo. De fato a solugao é
tambem tnica.

Vamos argumentar mais com a unicidade, como os simbolos de Christoffel de pull-back de uma
métrica em coordenadas locais {z'} em M sao:

22 = T gy, 22 02
oxY  Ox'0xt P49zt Oz

i 09" 0t

Oxt OxJ’

9" = (¢"9)
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entao:
D 94
7 8@} 390‘
ozt Ozl

. 8§Dk . a2sok
—\k _ 7 7
F(g)pq =-9 JFZ](g) 7 +g ! OriOTI

_gpql—‘ (?)’;q =

x 09 0pt

—pgTk _ _ijp
70 = 9" 00 3t i

logo o sistema (2.6) pode ser escrita:

oz P4 Ozt Oxd

ot 0xtdxd g
©*(x,0) = 2F.

dpt L Pk b | = OpP 9yl
AR () g + Ty oo 220) .10)

Notando que este sistema é fortemente parabdlico em ¢(x,0) = x, assim temos existéncia e unici-
dade para ¢; pelo sistema (2.10).

Agora seja uma métrica fixa g em M. Se a solugao do fluxo de Ricci existe, denotar por g(t)
neste caso. Seja ¢; denotam a solucdo do sistema (2.10) em relagao a g(t) e g. Note-se que, a priorf,
s6 sabemos que ¢, existe e permanecem difeomorfismos por um tempo curto se g(t) existe.

Observe-se que se g(t) existe, entao

g(t) = (v )9 (t)

é uma solugao do fluxo de Reci-DeTurck. De fato, usando (2.6) calculamos que:

D9 = ey o)
= @y [ )

(%)*(E%)
= (pr ) (=2Re(g(1) + L. (or e (9(1)
= —2Rc(g(t)) + Lww[g(t)]-

Mas desde que (2.9) é fortemente parabdlico, sabemos que a tnica solucao g(t) existe. E uma
vez que temos g(t), podemos obter os difeomorfismos ¢, resolvendo a E.D.O nao-auténoma (2.6)
em cada ponto. Assim,

9(t) = ¢ig(t)
existe, a final de contas, e resolve o fluxo de Ricci.

Entao, nés agora mostraremos que a solugao do fluxo de Ricci é unicamente determinado por
seus datos iniciais. Suponhamos que g1(t) e g2(t) sdo duas solugoes do fluxo de Ricci em um
intervalo de tempo comum. Seja (¢1); denota a solugdo de (2.10) com relagdo a g1(t) e g e seja
tambem (¢2): a solugao de (2.10) com relagao a g2(t) e g.

Entao

71(t) = ((p1)i )" 01(t) e go(t) = ((p2); ) 92(t)

ambas solucoes do fluxo de Ricci-DeTurck (2.9). Porque g;(0) = §5(0) e (2.9) goza de solugdes
Unicas, temos que g (t) = go(t) = g(t) enquanto ambos existem. Mas entdo ambos (¢1); e (v2):

sao solugoes da E.D.O.
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gerado pelo mesmo campo vetorial

WE(t) = g7 (6)(=T(9(1))pq + T (Gpq))

voltando a equagao (2.10) concluimos que (¢1): = (p2);: enquanto ambas sejam definidas, o que

implica em particular que

91(t) = (¢1):9:(t) = ($2)792(t) = g2(t)
entao temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Dado uma métrica Riemaniana suave gy em uma variedade fechada M, existe um
intervalo de tempo maximo [0,T) tal que a solugdo g(t) do fluxo de Ricci, com g(0) = go, existe e

é suave em [0,T), e esta solugao € unica.

2.3.1 Existéncia dos Difeomorfismos de DeTurck

Nesta subsecdo, estabelecemos a existéncia de uma familia {¢;} de difeomorfismos solugdo da
E.D.O (2.6).

Lema 2.3 Se {X; : 0 <t < T < oo} é uma familia dependente de tempo continuo de campos
vetoriais em uma variedade compacta M™, entdo existe uma familia de um parametro de dife-

omorfismos {@s : M™ — M" : 0 < t < T < oo} definida no mesmo intervalo de tempo tal

que
%) = Xilpula) (211)
po(r) = = (2.12)

para todo x € M™ et € [0,T).

Demostragao: Podemos supor que hé to € [0,7T) tal que p;(y) existe para todo 0 < s < tg e
y € M". Seja t; € (to,T) é dado. Vamos mostrar que ; existe para todo t € [tg,t1]. Como t;
é arbitrario, isso implica o lema. Dado qualquer zy € M™, escolher um sistemas de coordenadas
locais (U, z) e (V,y) tal que zp € U e ¢y, (x9) € V. Enquanto z € U e () € V, a equagdo (2.11)

é equivalente a

gloves o] = |20
= WXeoy Hyowoa ! (p)

para p € z(U) tal que ¢; o x~1(p) € V. Tomando z; = yo ozt e Fy = y, Xy oy~ !, obtemos

0
Ezt = Ft(Zt)

onde z; e F; sao aplicagoes dependentes do tempo entre os subconjuntos de R™. Assim, vemos que
(2.11) é localmente equivalente a uma E.D.O nao linear em R™. Assim, para todo x € U tal que

©1,(z) € V, existe uma solucdo tnica para (2.11) por um tempo curto t € [to,to + €). Desde que
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o campos vectoriais X; sdo uniformemente limitado no conjunto compacto M™ x [tg, t1], existe
uma € > 0 independente de x € M™ e t € [to,t1] tal que a solugdo unica @;(z) existe para todo
t € [to, to + €]. Uma vez que a mesma afirmacao é vélida para a partida de fluxo de ¢¢4z(z), uma

iteragao simples termina o argumento.



Capitulo 3

As Estimativas de
Bernstein-Bando-Shi e Explosao

de Curvatura em Singularidades

Neste capitulo vamos usar o principio do maximo em algumas maneiras criativas para obter limites
em derivadas da curvatura e métrica evoluindo sob o fluxo de Ricci. Iremos em seguida, utilizar as
nossas estimativas para mostrar que a curvatura deve explodir medida que nos aproximamos de

uma singularidade em tempo finito no fluxo de Ricci.

3.1 Evolugao das Quantidades Geométricas Sob o Fluxo de
Ricci

Para aplicar os argumentos do principio do méaximo para a curvatura, precisamos saber o que as
equagoes que descrevem a evolucdo das quantidades de curvatura sob o fluxo de Ricci é. Nés ja
fizemos a maior parte dos cdlculos no Lema 1.20: as equagoes de evolugao para o fluxo de Ricci

estao substituindo h;; = —2R;; nessas férmulas.

Lema 3.1 Suponha-se que g(t) é uma solugao do fluzo de Ricci:

0

¢ %15 = —2R;;.

Entao, as vdrias quantidades geométricas evoluem de acordo com as sequintes equagoes:
1. Inverso da métrica: 5

— g = 2RY.

at?

2. Simbolos de Christoffel:

0
arfj = —¢"(V,R;i + V;Ry — V| R;;)

34
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3. Tensor da curvatura de Riemann:

0
aRijkl = ARijri + 2(Bijii — Bijik + Birjt — Bujr) — (R} Rpjrt + RS Ripri + R} Rijpl + R Rijrp),

onde
. — _p4 pp
Biju = Rpinqlk.

Veja a defini¢do 1.13 para a definigdo do Laplaciano A.

4. Tensor de Ricci:
0
78tRij = AR” + 2Rpiqupq — 2RlpRp]

5. Curvatura escalar:

0
—R=A 2 2,
5 R R + 2|Rc|
6. Elemento de volume: 5
—du = —Rdu.
g = ~fidp

7. Volume de uma variedade:
0
— | du=— | Rdu.
5 [ dn=— [ R
M M

8. Curvatura escalar total (em wma variedade fechada):

%/Rdu:/(—R2+2|Rc\2)du.

M M
Demostragao: A maioria deles segue facilmente do Lema 1.20, mas alguns requerem um
pouco de mexer mais para colocd-los em uma forma agradavel. A prova da equacao para o tensor
da curvatura de Riemann em particular, é bastante demorado e estd contido (juntamente com as
dos Rc e R) em [2, cap. 6.1]. A técnica principal consiste em utilizar a identidade (5.3), comutar

as derivadas covariantes, em seguida, utilizar as identidades Bianchi.

3.2 Equacgoes de Evolugao para Derivadas da Curvatura

Temos como objectivo obter limites sobre as derivadas da curvatura, ou seja, em quantidades de
forma |V¥Rm|? (aqui o k ndo é um indice elevado, indica o k-ésimo derivada covariante). Nossa
esperanca é de aplicar o principio do maximo o Teorema 3.2 para obter tais limites, mas antes
de podermos aplicar este teorema, devemos ter algumas EDPs que descrevem a evolucao das

quantidades.

Lema 3.2 Se A é uma quantidade tensor que satisfaz uma equagdo do tipo de calor:

0
EA—AA—FF

sob o fluzo de Ricci (onde F € um tensor do mesmo tipo que A), entao, o quadrado da sua norma

satisfaz a equacao do tipo de calor

0
g7 |AI7 = AJAP —2[VAP + Fx A+ Rex A*
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Demostragao: Usamos g; para denotar a métrica no tempo t.

0 Qa0

= 29,(AA+F, A) + Rex A*
= A|AP?—2[VAP + Fx A+ Rex A
onde o termo final na segunda linha vem a partir da derivada da métrica (que é —2Rc para o fluxo

de Ricci) e usamos a identidade
AlA?P =2 < AA A > +2|VAP?

Lema 3.3 Se A é uma quantidade tensor que satisfaz uma equagdo do tipo de calor:

P
DA prAtF
a +

sob o fluzo de Ricci (onde F' é um tensor do mesmo tipo que A), entdo sua derivada covariante
satisfaz uma equacdo do tipo calor

0
5;VA=A(VA) + VF + Rmx VA + VRex A,

Demostragao: Lembre a férmula (1.3), que VA tem a forma
VA=0A+ f(T,A)

onde f(T', A) é uma expressao da forma I' x A, o qual depende do tipo de tensor de A. Além disso,
pelo Lema 3.1 temos
oI = (g7 ') * VRe.

Daqui resulta que

VA = 00A+0.f(T,A)
= 99,A+ f(T,0,A) + f(O,T, A) (pela regra do produto)
= V(0,A) + f(g7' xVRe, A) (porque 0; A é um tensor do mesmo tipo como A)
= V(AA+F)+VRcx A
= (AVA+Rm*VA+VRecxA)+VF+VRex A
= AVA+VEF+Rm*VA+VRex A.

Nés usamos a férmula
[V,A]JA:=VAA - AVA=Rmx*VA+ VRcx A,

que se segue a partir de uma utiliza¢ao cuidadosa de férmula (5.3), seguido pela segunda identidade
de Bianchi (1,8) (ver [2, p. 227]).
Agora notamos que a férmula para a evolugdo do tensor curvatura de Riemann sob a fluxo de

Ricci dada no Lema 3.1 se traduz em notacgao * como

%Rm = ARm+ Rm* . (3.1)

Isso nos permite usar os lemas anteriores para calcular equagoes de evolugao para as derivadas

covariante da métrica.
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Lema 3.4 A equacdo de evolugao para a k—ésima derivada covariante do tensor curvatura de
Riemann sob o fluxo de Ricci é:

P k

—V*Rm = AV*Rm+ ) " VIRm * V*~IRm.

5 >

=0

Demostragao: Provamos o resultado por indugao. A equagio de evolucao para Rm é dado acima
na equacdo (3.1) é o caso base k = 0. N6s assumimos a relagdo vale para um determinado k e

aplicar o Lema 3.3 com A = V¥Rm e

k
F= Z VIRm « V¥~ Rm.
j=0
Isso nos diz que
0
&VVkRm = A(VV*Rm) + VF + Rm « V(V*Rm) + VRe * V¥ Rm. (3.2)
E evidente que todos os termos do lado dereito sdo da forma V'Rm x V/Rm onde i + j = k + 1,
portanto
k+1
O k41 R = AVH R + > " VIRmx VH17IRm
ot = ’

completando o passo indutivo.

Corolario 3.1 O quadrado da norma da derivada covariante k—ésima do tensor de curvatura de

Riemann satisfaz a equagdo do tipo calor

k
0 . .
aw’meF = AIVERm|? = 2|V¥ Rm|? + 3 VI Rm « V¥~ Rm « V¥ Rm. (3.3)
j=0
Demostragao: Nés simplesmente aplicar o Lema 3.2 com A = VFRm e

k
F =Y V/RmxV*Rm,
=0

pelo resultado do Lema 3.4. O resultado é
0
§|V’“Rm|2 = A|V*Rm|* = 2|V Rm|? + F « VERm + Re x (V¥ Rm)*?

E evidente que todos os termos da esquerda, excepto os primeiros dois sdo da forma VRm *
VIRm x V¥ Rm onde i + j = k, e portanto

k
0 . .
5|V Bml* = AV*Rm|* — 2/9* Rl + " V/Rm+ V*~ Rm x V*Rm
=0

conforme necessério.
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3.3 Estimativas de Bernstein-Bando-Shi

Agora vamos aplicar o principio do maximo as equagoes de evolucao obtidos na secao anterior para
os limites de derivadas de curvatura. Nosso objetivo é obter esses limites sob a suposicao de que a
prépria curvatura é limitada superiormente por uma constante, |Rm| < K. H4 dois problemas que
enfrentamos na tentativa de aplicar o principio da méaxima para a equacao de evolucao que deriva
para as derivadas covariantes da curvatura: em primeiro lugar, nao podemos garantir qualquer
condicao iniciais sobre os derivados da curvatura se nés sé sao dadas limites no curvatura e,
segundo a equacao de evolucao tem alguns termos em que ela nao tem certeza de como controlar
(ou seja, os termos da soma na equagao (3.3))

Nés por passar o primeiro problem provando dependentes do tempo limites superiores que
divergem em ¢t = 0 (portanto, eles s6 nos dao informagoes tteis apés ¢t = 0.) Veremos como passar

a segunda no processo da prova.

Teorema 3.1 Estimativas de Bernstein-Bando-Shi. Seja (M",g(t)) uma solugio de fluzo
de Ricci numa variedade fechado n—dimensional. Entdo, para cada o > 0 e m € N, esiste uma

costante Cy, dependendo sé de m,n e max{a,1} tal que se
«
|Rm(z,t)]q) < KVt e [0, E]

entao

C.K «

V™ Rm(z, t)‘g(t) < /2 vt € (0, g]

Demostragao: Provamos o resultado por inducao em m. Para m = 0 o resultado é verdadeiro por
hipétese, com Cy = 1.Suponha que o resultado é verdadeiro para todos p < m — 1. O resultado do

Corolério 3.1 nos diz que

o noo .
V™"Rm|* = A|V™Rm|*> -2]V™" T Rm* +Y VIRm* V"™ I Rm*V™Rm
ot
=0
< AIVTRm[? = 2]V Rmf? + ) e |V Rm||V™ 7 Rm||[V™ Rm)
=0
m—1 O O
m 2 m—+1 2 m—j 2 m m 2
< AIV™Rm|? = 2|V Rm|? + Z Cmi 1575 tomgyyz I IV Bl 4 (Cmo + Cmm) K|V Bl

< A|V™Rm|? = 2|V"™" M Rm|* + C! K|V™Rm|* + ti’;; K?|V™Rm)|

para t € (0, %], onde C),,CV sdo constantes dependendo somente m e n. Usdmos a hipStese
indutiva para ir da segunda para a terceira linha. Podemos completar o quadrado (na varidvel
|[V™Rm|) no lado direito em seguida usar a desigualdade (a + b)?/2 < a? + b? para obter

a m 2 m 2 m—+1 2 m 2 K2
&W Rm|* < AIV™Rm|* - 2|V Rm|* + C,,K(|V"Rm|* + —) (3.4)

para alguma constante 6m
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Para obter o limite desejado, precisamos encontrar um limite superior para t™|V™Rm|?. Esta
quantidade tem claramente um limite superior no ¢ = 0 porque ¢é igual 0. Entao, para aplicar o
principio da méxima e obter um limite superior sé precisamos mostrar que os termos de reagao
na equagao de evolugao estao diminuindo. O problema que temos é que essa quantidade satisfaz a

desigualdade difierential

d
a(tm\VMRmP) <A™V Rm|?) - 2tV Rm|? + (3.5)

(Con Kt +m)t™ V" Rm|* + C,, K?, (3.6)

e os termos de reacgado (3,6) ndo sdo negativo. Este é o ”segundo problema”mostrada no inicio
desta secgao.

Para corrigir esse problema, fazemos uso do termo —2|V**! na equacio evolucio de corolario
3.5. Pela adicio a quantidade correta de ™ |[V™L1Rm|?(o que sabemos pela nossa hipétese
indutiva é limitada acima por uma constante) podemos cancelar fora os termos reacionarios envol-
vendo t™|V™Rm|?. Ao fazer isso, vamos introduzir novos termos t™ V™1 Rm|?, por isso temos
de adicionar a quantidade certa da préxima derivada para baixo e assim por diante. Definimos

m—1
G =t"|V"Rm[> + > am;t’| VI Rm/|?,
j=0
onde vamos determinar as constantes a,,; de modo que todos os termos sdao cancelados como
queremos.

Pela equagédo (3.5), temos

gG < AGH (Cp Kt +m)t™ V" Rm|* + C,, K*?
m—1
+ 3 {2t/ VI Rm|? + (C; Kt + j)t ' |V Rm|* + C;K°}.
j=0

Pela hipétese indutiva hd ntimeros D; dependendo apenas de j,n para 1 < j <m — 1 tal que
C;Kt'|VIRm|* + C;K* < D;K*

para Vt € (0, %] Assim, temos

o) — _
5G < AG+ (Cp Kt +m)t™ V™ Rm|* + C,, K3
m—1
+ > am{=2t/|[VIT Rm|? 4 j/ 71 [V Rm|? 4+ D, K°}
j=0
= AGH (CpuKt +m — 20 1 )™ V™ Rm|?
m—1
+ Z {jOémj — 2am7j_1}tj_1|Vij|2
7=0
m—1
+€mK3 + Z O(mijKS.

=0
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Agora vamos escolher a,,; de modo que os termos desta equacao sao cancelados: escolha iy, m—1
tal que
0=C,,aa+m— 20tm,m—1 > C.Kt+m — 20, m—1,

onde o segundo passo segue, porque estamos trabalhando com ¢t € (0, a/ K. Agora definir au, ym—2, Cm m—3, -, &m0,

segundo esta ordem, em cada passo
jamj — 2am’j,1 =0.
Se agora definir
m—1
Bm = Om + E Oémij
J=0
entao nossa evolugao pode ser escrita como

9 3
— < .
BtG <AG+ B K

O termo reagao é simplesmente uma constante, assim que dd um crescimento linear no pior dos
casos. Porque G = 0| Rm|? < apmoK? em t = 0, o principio do méximo (Teorema A.1) nos diz
que

G < amoK? + B K3t < (o + Ba)K? := C2 K>

@
para t € (0, E], onde Cy,, é uma constante que depende somente de m, n e maz{«,1}.

G CpK @
m <y =< 2 —].
V" Rm| < S g path(O,K]

Portanto, temos

como requerido.

3.4 Explosao de Curvatura em Simgularidades com Tempo
Finito

Esta secao serd dedicada a provar que, se o fluxo de Ricci se torna singular em tempo finito, a

curvatura deve explodir quando nos aproximamos do momento singular 7.

Teorema 3.2 Se gg € uma métrica suave sobre uma variedade compacta n—dimensional M™,
entdao o fluxo de Ricci tem uma tnica solugdo g(t) definida em algum intervalo de tempo mazimal
t€[0,T), onde T < oo. SeT < oo, entdo
th—r>nT(§él]{)f |Rm(z,t)]g(1)) = +o00

A prova de que a curvatura deve explodir quando t — T segue o esquema seguinte. Ou seja, vamos
supor que |Rm| g é limitada acima por uma constante K, e mostrar que a métrica g(t) converge
suavemente para uma métrica suave g(T). E entdo possivel utilizar o resultado de existéncia em
um intervalo de tempo ( Teorema 2.2 ), com métrica inicial g(T) estender a solugdo passado T.
Isto contradiz a escolha de T' como o tempo maximo de modo a que o fluxo de Ricci existe em
[0,T).

Um elemento importante da prova é o seguinte teorema e seu corolario, que mostram que um

limite métrica g(T') existe e é continua:
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Teorema 3.3 Seja M uma variedade fechada e g(t) uma métrica suave tempo-dependente em M,

definida para t € (0,T). Se existe uma costante C' < oo tal que

T
/1
0

para todo © € M, entdo a métrica g(t) converge uniformemente quando t — T para uma métrica

(@, 1) yydt < C (3.7)

S&\Qv

continua g(T') tal que
e %g(z,0) < g(z,T) < eCg(x,0).

Note-se que isto significa que g(T) € uniformemente equivalente ao g(0).

Demostragao:
Sejax € M, tg € 1[0,T), V € T, M arbitraria, entao

to

g(l‘,to)(‘/’ V) / 8
log(————— = l dt
oo (GGGl = | gyl v,V et
0
0
‘e ag(a;,t)(va V)
o gy
g(x,t) (V7 V)

0

o 1% 1%

| =9t (57— ) |dt
0/ ot Vg Vg

to 8
< /|ag(m,t)|g(t)dt
0

em que o pentltimo passo, como segue |A(U,U)| < |A|, para qualquer 2— tensor A e um vetor

IN

unitario u. Exponencializando ambos lados dessa desigualdade nos da:
e 9900 (Ve V) < glate) Vi V) < €910y (V, V)

para qualquer V. Assim
€ 9,0) < Ywrto) < € 9(a0) (3.8)

entdo as métricas g(t) sdo uniformemente equivalentes.

1

para algum C’ > 0. Note-se a diferenga da equacao (3.7): a norma é tomada com respeito a uma

Assim, temos

g(x,t)]gydt < C' (3.9)

%\Qﬁ

métrica costante g(0) em vez de uma dependente do tempo g(t).

T8

T) = g

g(z, g(z,0) + /3
0

Vamos agora definir
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Esta integral existe, como as métricas sao suaves e o integrando é absolutamente integravel com

respeito & norma induzida pela g(0), pela equacao (3.9). Agora

T
0
|g(ac,t) - g(va)lg(O) < /|ag(xﬂt)|g(0)dt —0
t

quando t — T para cada x € M. Porque M é compacta, essa convércia é uniforme em M. Assim
g(t) — ¢(T') uniformemente, entdo g(T") é continua. Ao tomar o limite sa equacao (3.8) podemos
mostrar que

e “g(x,0) < g(z,T) < “g(x,0),

dai que g(T") é definida positiva.
Portanto, a métrica g(t) converge uniformemente para uma métrica Riemanniana continua g(7")

que é equivalente a g(0).

Corolério 3.2 Seja (M, g(t)) uma solucdo do fluzo de Ricci em uma variedade fechada. Se |Rm/|,
é limtado em [0,T) (onde T < oo) entio g(t) converge uniformemente quando t — T a uma

métrica continua g(T) a qual € uniformemente equivalente a g(0).

Demostragao: 5
Qualquer limite em |Rm|, implica um em |Rc|, e, portanto, em ‘E glg (pela equagao do fluxo
de Ricci). A integral (3.7), é entdo uma integral de uma quantidade limitada durante um intervalo

finito, e é, portanto, limitada. Assim, aplica-se o Teorema 3.3.

Nés agora temos um ponto de apoio: temos mostrado que hd uma métrica limitada g(T"), e é
continua. Queremos agora mostrar que essa métrica é suave, porque precisamos esta se vamos a usar
o resultado de existéncia de tempo curto do teorema 2.2 para estender nossa solucao passado 7. Para
fazer isso, € preciso garantir que as derivadas espaciais de g perto do tempo T nao estao explodindo
- precisamos limites sobre eles. O primer passo é um limite aos derivadas da curvatura. Fazemos
isso por meio das estimativas de Bernstein-Bando-Shi (Teorema 3.1), que geram limites sobre as
derivadas da curvatura sob o pressuposto de curvatura limitada. Recorde-se que as estimativas de
Bernstein-Bando-Shi ndo tem muita utilidade em ¢ = 0 (como se poderia esperar, por limites sobre
um tensor curvatura arbitraria nao nos dizem nada sobre os seus derivadas - é s6 depois de um
periodo de Ricci fluindo que os derivados comegam a ser trazido sob controle.) Isso é 6timo para
nos, porque estamos interessados em estimativas perto ¢ = T. Podemos usar o Teorema 3.1 para
obter tais estimativas, considerando o nosso fluxo de Ricci como a partir de algum tempo pouco

antes de T. Isso nos da

Corolario 3.3 (do Teorema 3.1)
Seja (M, g(t)) uma solugdo do fluzo de Ricci em uwma variedade compacta. Se existem (§, K > 0

tal que

|Rm(x,t)|q) < KVt e [0,T]
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onde T > B/K, entao para cada m € N existe uma constante By, dependendo apenas m,n e

min{B,1} tal que

m
m .
V" R, 8)] ) < BuK 2 Vi€ [%ﬁ’l}ﬂ.

Demostragao:
Nés usamos o resultado do Teorema 3.1. Seja 81 = min{3,1}. Agora, dado um tempo ty €
[81/K,T], considerarmos o fluxo de Ricci como comegando no momento Ty = to— 31 /K. Aplicando

o teorema de 3.1 a este fluxo de Ricci, com o = 31, nos diz que

OTTLK

onde C), depende apenas de m,n e min{«, 1}. Dai em ¢ = ¢; temos

V™ Rm| < CmiK — O%Kler/Q’
(ﬁ)m/2 51
K

a partir da qual o resultado segue.

Usando este limite sobre os derivados de curvatura perto ¢ = T, podemos seguir para o limite
das derivadas da métrica g perto do t = T. O seguinte corolario e sua prova é uma reformulagao

do argumento encontrado em [2, Prop 6,48].

Corolario 3.4 Seja (M, g(t)) uma solugdo do fluxo de Ricci em uma variedade fechada, e seja
(%), i =1,...,n um sistema de coordenadas local definido em alguma carta de coordenadas U C M.

Se existe K > 0 tal que
|Rm(x,t)|g(t) <K Vvtelo,T)

entdo para cada m € N eziste uma constante C,,, C! dependendo apenas da escolha da carta de

coordenadas tal que

0™ g(x,1)] < O

|0™ Re(x,t)| < CF,

para tudo (x,t) € U x [0,T), onde as normas sao tomadas em relagio ¢ métrica euclidiana no
sistema de coordenadas (x?).

m+2
0

Devemos explicar um pouco da notacao usada. Por 0™g queremos dizer a ( ) - tensor, definido

somente na carta de coordenadas U, que tem coordenadas

Oi1.. «aimgpq
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com respeito ao sistema de coordenadas (z¢). A métrica Euclidiana, que também ¢ definido apenas
em U, ¢é a métrica, que tem coordenadas d;; com respeito ao sistema de coordenadas (z%).

Demostracao:

Ao longo desta prova, vamos tratar os simbolos Christoffel Fi—“j como as coordenadas, com
relagao ao sistema de coordenadas (z'), de um tensor I' (T' é definido apenas em U).

Note-se que pelo Corolario 3.3, para cada m € N existe um limite superior uniforme em |V Rc¢|
num intervalo de tempo (8/K,T). H4 também um limite superior na mesma quantidade no in-
tervalo [0, 5/K] porque o intervalo é compacto, de modo que a quantidade é limitada para todo

m .
|V Re| < Dy (3.10)

para todo x € M et € [0,T), onde D,, é uma constante, dependendo do m e particular do fluxo
de Ricci (M, g(t)).

Agora vamos provar por inducdo forte que existem constantes Py, Q.., R, para cada m € NU
{0} tal que

1. |0™~IT'| < P, (Nés s6 provar isso para m > 1);

2. 10MRe| < Qum;

3. 10™g| < Ry,

para todo ¢t € [0, 7).

Para o caso base m = 0, (2) resulta do o limite |Rm| < K e (3) segue do Coroldrio 3.2.

Suponha (1)-(3) é satisfeito por tudo m < p— 1. Vamos provar que sdo verdadeiras para m = p,
a partir de (1). Note-se que existe uma constante C tal que |0P7'T| < C em t = 0, porque a
variedade M é compacto.

Limites sobre |0™g| implica limites sobre |[0™ (g~ !) pela diferenciagao da férmula g% g = 6%,

m vezes. Lembrando a férmula para d;I" do Lema 3.1, podemos provar:

OOPTID = PO
= 0" g ' * VRc)

p—1
= > 0" g7 xO'VRe.
i=0
Temos limites sobre os derivados de ¢!, por isso, s6 precisa limite os demais termos. Para i < p—1

que temos, pelo Lema 1.3 (recordando a notagdo a partir do final da Secao 1.1),

O'VRe =V Re + % (8T, 8" Re).
0<j<i-1
k<i

Note-se que temos um limite em V™! Re pela equacio (3.10), e um indutivo limite superior sobre

todos os outros termos no lado direito, porque j <i—1<p—2ek <i<p—1. Daf |0?VRc| < C
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para i < p — 1, portanto
|8t8p71F| <C

para alguma constante C (C este é diferente do anterior - ha tantos limites constantes uniformes
em jogo neste e argumentos subsequentes que vamos nos referir a maioria deles como ‘C’ por
conveniéncia, e espero que isso ndo causa muita confusao). Assim [9P71T| ¢é limitada em ¢t = 0 e
experiéncias, na pior das hipéteses, o crescimento linear no intervalo finito de tempo [0, T'). Portanto
|0P~IT'| < P, por alguma constante P,. Isto conclui a prova de (1).

Agora podemos calcular (novamente pelo Lema 1.3)

OPRe = VPRe + >k (0T, 0" Re) .
j<p-—-1
Ek<p-—1

Todos os termos do lado direito sdo limitados por indugao (com exce¢ao de 9P~ !T", qual nés apenas
mostrou foi limitado como parte do passo indutivo), por isso temos |0PRc| < @, para alguma
constante (),. Isto conclui a prova de (2).

Finalmente,

|0:0Pg| = | — 20PRe| < C

pela segunda parte da etapa indutiva, entao porque estamos em um intervalo de tempo finito,
|0Pg| < R, para alguma constante R,,. Isto prova (3), completando o passo de indugéo.

Portanto, o resultado é verdadeiro por inducao.

Corolario 3.5 A métrica g(T) do Coroldrio 3.2 é suave, e as métricas g(t) convergem uniforme-

mente em cada norma C* para g(T) quando t — T.

Demostragao:
Para mostrar que ¢g(7') é suave devemos tomar derivadas em relagdo a algum sistema de coorde-
nadas que s6 podemos escolher arbitrariamente, por isso tome alguma coordenar U de M. Temos,

a partir da equagao de fluxo de Ricci,

T
gij(z,T) = g;5(z,t) — 2/Rij(x,7')d7'

t

para qualquer ¢ € [0,T).

Plel glal B
5001 © 5o R;; sao
uniformemente limitada em U x [0,T), e, portanto, para que possamos tomar a derivada sob o

Agora, se a é qualquer multi-indice, entdo o Corolédrio 3.4 nos diz que

sinal de integral:

T

glal olel glal

o0 (0.T) = (5gi)(at) = 2 [ (5 Ry evr)dr (311)
t

para qualquer x € U. Em particular, o lado esquerdo da equagao acima existe para todo «,

entdo g(7T) é suave.



CAPITULO 3. AS ESTIMATIVAS DE BERNSTEIN-BANDO-SHI E EXPLOSAO DE CURVATURA EM SINGULARID

Agora vamos mostrar que a convergéncia ¢ uniforme em todas as normas C™ no seguinte
sentido: podemos escolher cartas coordenadas que cobrem M, tal que para qualquer multi-indice
a, e qualquer € > 0, existe § > 0 tal que

olel olel
|52 9@ T) = 5-29i5(2, D)o,y <€ (3.12)
em qualquer dos cartas coordenados escolhidos, para qualquer t € [T —6,T) e x € M.

Porque M é compacta, podemos escolher um conjunto finito de cartas coordenadas tais que
as bolas fechadas unitarios das cartas coordenadas cobrem M. Porque as bolas unitarios fechadas
s@o compactas, a métrica euclidiana em cada é equivalente a g(T'). Porque hd um niimero finito de
cartas coordenadas, as métricas euclidianas sdo uniformemente equivalente a g(7T"). Assim, basta
que se prove que a equagao (3.12) é valida se considerarmos a norma em relagao a uma das métricas
euclidianas em cada ponto x, em vez da relacao ao g(z,T).

Pelo Corolério 3.4, para cada uma das cartas coordenadas que escolhemos existe C! tal que
|0™Re| < C!, com respeito & norma euclidiana nesse carta. Se escolhermos C ser a maior destes
C! onde m = |a| (C finito, porque hd apenas um numero finito de cartas coordenadas), entao a

equagao (3.11) nos dé

T
oled glel olel
Gaa9s @ T) = as@] = 12 (5o Ry)aridr]
t
T
< 2/|6mRC(a:,T)\dT
t
< 20(T —1).

Segue-se que ¢(t) — ¢g(7T') uniformemente em qualquer norma C™ quanto t — T.

Vamos agora provar o Teorema 3.2. Assumimos, por uma contradigao, que |[Rm(z,t)|, é limi-
tada por cima por K. Conclui-se a partir de coroldrios 3.2 e 3.5 que as métricas ¢g(t) convergem
uniformemente em qualquer norma C* a uma métrica suave g(7T).

Porque ¢g(t) é suave, é possivel encontrar uma solugao para o fluxo de Ricci com métrica ini-
cial ¢g(T'), com o resultado do teorema 2.2. Assim, nossa solugdo para o fluxo de Ricci pode ser
estendido além ¢ = T'. Esta extensao é suave, porque todos os seus derivadas espaciais sao continua
em t = T (por convergéncia de g(t) em qualquer norma C*). Segue-se que todas as derivadas de
espago-tempo sao continuos em t = T, porque a equacao de fluxo de Ricci nos permite escrever
derivadas temporais de quantidades relacionadas com a métrica em termos de derivados de espago
de tais quantidades, e o espago-derivados tém sido mostrados como sendo continuas. Portanto, a
solucao pode ser estendida além do tempo ¢ = T, entao o tempo T nao poderia ter sido méaximo.
Isto é uma contradigdo, de modo que o suposi¢do inicial de que |Rm(x,t)|, é limitada deve estar

incorreta. Isto completa a prova do Teorema 2.2.



Capitulo 4

Compacidade de Variedades

Riemannianas e Fluxos

Este capitulo é baseado em [1, cap. 6, 7, 8].

4.1 Convergéncia e Compacidade de Variedades

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma marcacdo sobre M é uma escolha de um ponto
p € M o qual é chamado de origem. A tripla (M, g,p) é denominada de variedde Riemanniana
marcada.

A teoria dos limites e convergéncia de variedades foi desenvolvido por Gromov, Cheeger, Peters,
Greene e Wu, entre outros, com base na idéia da convergéncia de Hausdor em espagos métricos. A

defini¢do que se usa é como se segue:

Definicao 4.1 (Convergéncia de Cheeger-Gromov de variedades marcadas)
Uma seqiiéncia (M;, g;,p;) de variedades Riemannianas suaves marcadas € dita convergir (su-
avemente) a uma variedade Riemanniana marcada (M, g,p) quando i — oo se existem

(i) uma seqiéncia de conjuntos compactos Q; C M tal que Q; C Qiyq e |J, Qi = M e p € int(€;)

(ii) uma seqiéncia de aplicagoes suaves ¢; : Q; — M; as quais sao difeomorfas sobre suas imagenes

e ¢i(p) = p; tal que ¢ g; —> g em compactos.

Para melhor comprender esta definigao considere o siguiente exemplo:

Considere a supreficie M com métrica hindizida de R 3.

Pt p2 ps3

47
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Seja (M;, g;) = (M, g). Em particular,
(Mia Gi, Q) — (M?ga q)

Por outro lado,

(Mi7 gi7pi) — (N7 hvp)7

onde (N, h,p) é o cilindro apontado

Observagao 4.1 E possivel termos M; compacta para todo i e M ser ndao compacta.

S [ e p— —

(M1, g1,p1) (M2,92,b2) (M,g,p)

Observagao 4.2 Duas consegiiéncias da convergéncia (M;, g;,p;) — (M, g,p) sdo

(i) para cada s >0 e k € N, tem-se

sup sup |VFRm(g:)| < oo
€N By, (pi,s)

(ii)

onde inj(M;, g;,p;) € o raio de injetividade de (M;,g;) em p;.

Teorema 4.1 (Hamilton):
Sejam (M;, gi, pi) vareidades Riemannianas completas satisfazendo (i) e (ii). Entao existe uma

variedade Riemanniana marcada completa (M, g,p) tal que, a menos de subsegiiéncia,

(Mz»gl’pl) — (thap)



CAPITULO 4. COMPACIDADE DE VARIEDADES RIEMANNIANAS E FLUXOS 49

As convergéncias envolvidas em nosso problema exigirdo algum controle de curvaturas para que

situacao como

(singularidade)

(M1,g) (M2,g2) eone

nao ocorre e também um controle no raio de injetividade para que situacao como

N =
reta

(Mrg) (M2,g2)

4.2 Convergéncia e Compacidade para Fluxos

Do teorema de compacidade acima para variedades Riemannianas marcadas, podemos obter um

teorema de compacidade para fluxos.

Definicao 4.2 Seja (M;, gi(t), p;) uma seqiiéncia de variedades Riemannianas completas marcadas
evoluindo para —oo < a <t < b < oco. Dizemos que (M;, gi(t),p;) — (M,g(t),p) quando i — o©

se existem
(i) uma seqiiéncia de conjuntos compactos Q; C M tal que Q; C Qiyq1 e J; Qi =M e p € int(€);)

(1) uma seqiiéncia de aplicagoes suaves ¢; : Q; — M, as quais sao difeomorfas sobre suas imagens

e ¢i(p) = p; tal que
¢ 9i(t) — g(t), i — o0
uniformemente em compactos de M x (a,b)

Observagao 4.3 Também faz sentido falar de convergéncia em (por exemplo) o intervalo de tempo

(—00,0), mesmo quando os fluzos sao definidos apenas para (—T;,0) com T; — oc.

Hamilton entao conseguiu provar o seguinte resultado [11], com base no Teorema 4.1.
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Teorema 4.2 (Hamilton): Sejam (M;, gi(t), p;) variedades Riemannianas completas marcadas evo-

luindo para —oo < a <t < b < 00, onde g;(t) é um fluro de Ricci sobre M;. Se

(i) sup sup |Bm(g;(1))](z) < o0,
! T e M;
t € (a,b)

(it) inf inj(M;, gi(0),pi) > 0,
entdo erxiste uma variedade Riemanniana completa marcada (M, g(t),p) evoluindo para t €
(a,b), onde g(t) € um fluxo de Ricci sobre M, tal que
(M, gi(t), pi) — (M, g(t), )

quando i — 0o, a menos de subseqiéncia.

Demostracao: Ver [4]

4.3 Blow Up em uma Singularidade

Nosso objetivo agora é aplicar o teorema de compacidade de Hamilton sobre fluxos para rescalo-
namentos de fluxos de Ricci préximo de uma singularidade.
Seja M uma variedade compacta e ¢g(t) um fluxo de Ricci sobre M definido no intervalo maximal

[0,T) com T < oo. Do teorema de explosdo de curvatura em uma singularidade, segue que
sup |Rm|(.,t) — o0
M

quando t — T Escolha pontos p; € M e tempos t; — T tal que

|Rm|(pi,t;) =  sup  |[Rm|(z,t) — oo
reM
t e [O,fi]

1

(note que podemos tomar (p;,t;)) um ponto maximo de |Rm| sobre M x [0,T — —]. Considere o
i

fluxo rescalonado definido por

t

gi(t) = |Rm|(pi, t:)g(ti + m)

Este fluxo é de Ricci sobre M e esta definido para
[—tilRm|(pi, t:), (T — )| Rm|(pi, t:))-
Notemos que |Rm(g;(0))|(p;) = 1 e para t < 0, tem-se
sup [Rm(g; (1)) <1

Pelo teorema 3.2.11 do Topping, segue que

1

1

|[Rm(gi(t))] € ————
1-— ic(n)t
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2

2
c(n) c(n)’
Logo, para todo a < 0 e algum b > 0, os fluxos g;(t) estao definidos em (a,b) para i grande e

Yt € [0, min{ ,T:}). Assim, T; >

sup  |[R(gi(t))] < M < o0,
reM,
t € (a,b),
i

—t

M = M(n) > 0. Escolha r € (0,M 2 ). Entao, |R(g;(0))| < r=2. Convertendo para o fluxo
-1

original, temos |R(g(t;))] <772, se 0 <7 < (M\Rm\(pi,ti))7. Pelo teorema 8.3.1 do Topping,
-1

para todo p € M, 0 < r < (M|Rm|(p;,t;)) 2 , tem-se

M>£>On0temp0t:ti,

r’ﬂ

onde & = &(n,¢(0),T) > 0. Retornando ao fluxo rescalonado g;(t), temos

v(p,7)
,rn

> & >0 com respeito a g;(0)

1
para r € (O,Mﬁi].

1
Seja 7 > 0 como no Lema 8.4.1 do Topping e coloque r = min{M_Q ,7} > 0. Por esse lema,
temos
ing(M,gi(0)) = “X2T) 5 T8 g
nor n

para todo ¢ grande.

Portanto pelo Teorema 4.2 nos permite passar para uma subsequéncia para dar a seguinte

conclusao.

Teorema 4.3 (Blow up em uma singularidade)
Seja M uma variedade fechada, e g(t) o fluro de Ricci em um intervalo mazimal [0.T) com

T < oo. Entao existem seqiiéncias p; € M et; 1T com

|Rm|(pi, t;) = sup |Rm(z,t)] — oo,
reM
t e [O,ti}

tal que, se

t

gi(t) = [Rm|(ps, ti)g(t; + m)’
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existe b="b(n) > 0, o fluro de Ricci completo (N,g(t)) para t € (—00,b), € po € N tal que

quando i — oo. Além disso |Rm(g(0))|(ps) =1, e |[Rm(g(t))| < 1 para t < 0.



Capitulo 5

Variedades Tridimensionails com

Curvatura de Ricci Positiva

5.1 Teorema de Hamilton

Teorema 5.1 Seja (M, go) € uma variedade Riemanniana de dimensao 3 com curvatura de Ricci
positiva. Entao o fluzo de Ricci g(t), comg(0) = go, definido em um intervalo mazimal [0,T) finito

e existen
(a) uma métrica g sobre M de curvatura seccional positiva constante
(b) uma seqiiéncia t; T T

(c) um ponto p € M e uma seqiéncia {p;} € M

tal que se

t
),t <0,

1t:Rm ivti tl-l-i ~
gi(t) = [Rm|(ps, t:)g( Rl (onth)

entao
(]\/[7 gz(t)vpl> — (Ma (C - t>/g\a ﬁ)
sobre o intervalo (—oo, 0] para algum ¢ > 0.

Demostragao:
A positividade do 2-tensor simétrico Ric(gg) permite tomarnos 0 < 8 < B < oo tal que

Bgo < Ric(go) < Byo,
desde que M é compacta. Em particular,
R(go) > 38 > 0.

Aplicando o Teorema 3.2.1 do Topping, tenemos

33
1— 26t

R(g(t)) =
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como [ > 0, esta desigualdade implica que

e, em particular, g(t) desemvolve singularidade.

Pelo Teorema 4.3, existem uma costante b > 0, seqiiéncias p; € M e t; T T tal que para o fluxo
rescalonado g;(t), a seqiiéncia (M, g;(t),p;) a (IV,g(t),p) sobre (—oo, b)

Pelo Teorema 9.7.8 do Topping aplicando a ¢(t), encontramos para rodo € > 0, uma constante
M (e, B, B) tal que

[Riclg(t)) — 5 R(o()g(0)] < eR(g(1)) + M(e, ., B).

Portanto,

[Ric(gi(0)) = §Ro:O)g0)] = s | Ric(g(t) — 5 Rlo(t)a(t)
1 M(e, 8, B)
ity DT Rt
M(c,5, B)

= €eR(g:(0)) + |Rm|(pi,t;)

Tomando ¢ — o0, segue que

| Ric(g(0)) — %R(E(O))ﬁ(O)I < €R(3(0)),

Ve > 0, tal que .
Ric(g(0)) — 5 R(9(0))9(0) = 0

Tendo assim que (NN, g(0)) é Einstem, portanto R(g(0)) é constante. Como N é tridimensional,
segue entdo que g(0) tem curvatura seccional constante. Por outro lado R(g;(0)) > 0 implica que
R(g(0)) > 0. Isto implica que a curvatura seccional de g(0) é ndo-negativo. Como |R(g(0))|(p) = 1,
se segue que essa curvatura seccional de g(0) é positiva, tal que Ric(g(0)) > 0. Pelo Teorema de
Myer, segue que o didametro de N com respeito a g(0) é limitado. Portanto, N é compacta. Isto
implica que N ¢é difeomorfa a M.

Como g(t) é um fluxo de Ricci e g(0) é Einstein; segue que g(t) = (1 —2At)g(0) = (¢ —t)g onde
g ¢ algum multiplo positivo de g(0).

Corolario 5.1 Qualquer variedade Riemannniana com curvatura de Ricci positiva de dimensdo
3, admite uma métrica de curvatura seccional positiva constante. Em particular, se a variedade €

simplesmente conezxa, entdo a variedade € difeomorfa & esfera S3



Apeéendice

Geometria Diferencial Formulas

1. Simbolos de Christoffel, para a conexao de Levi-Civita da métrica g;; :

P?j = %gkl(aigjl + 0594 — 0194j)
2. Em coordenadas normais sobre o ponto p :
(a) vy (t) = (tV1,tV2 ..., tV"™) é uma geodésica
(b) gij(p) = 0y
(c) T} (p) = 0,9ig;x(p) =0

3. Derivada covariante:

l k
VPFJL»JL _ aszjllka’ + ZF'JIMqWJZFﬁI _ ZFjlmjl ¢
s=1

010k i1... 0k 21...q...t " Dis
s=1

4. Tensor curvatura de Riemann:
Vi, V,;1X' = R, X*

5. Simetrias do tensor curvatura de Riemann:
Rijri = R = —Rjie = —Rijie
6. Primeira identidade de Bianchi:
Rijri + Rjkit + Rriji =0
7. Segunda identidade de Bianchi:
VpRiji + ViRjpr + ViRpity =0

8. Curvatura escalar e Ricci:
Rij=R" . R=R!

mjk>

55

(5.1)

(5.2)
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9. Contraiu segunda identidade de Bianchi:
. 1
V‘]Ri]‘ = §V1R
10. Comutacao derivadas covariantes:

[V, Vg Fit Zqum it ZRWS Fpon (5.3)

11. Forma coordenar do tensor da curvatura de Riemann:

Rl = 0Ty — 0,0}, + T, T, — 5T,

O Principio do maximo

Teorema Al: Seja (M, g(t)) uma variedade fechada com uma métrica Riemanniana dependente

do tempo G(t). Suponhamos que u : M x [0,T) — R satisfaz

)
577: Agiyu+ (X (t), Vu) + F(u)

u(z,0) < C para todo x € M,

IA

para alguma constante C, onde X (¢) é um campo vectorial dependente do tempo em M e F :

R — R é localmente Lipschitz. Suponha-se que ¢ : R — R ¢é solucao da E.D.O associada:

dp
L = F)

6(0) = C.

Entao
u(z,t) < é(t)

para todo x € M et € [0,T) tal que ¢(t) existe.

Teorema 3.2.1 (do Topping):
Suponha que g(t) é um fluxo de Ricci em uma variedade fechada M, para t € [0,T]. Se R >

a € R no momento t = 0, entdo para todos os tempos t € [0, 7],

[e%

O

n

R>

Teorema 3.2.11 (do Topping):
Suponha que g(t) é um fluxo de Ricci em uma variedade fechada M, para t € [0,T], e que para
t =0 temos |[Rm| < M. Entao para todoo t € (0,77,

M

|Rm| < ,
1-— §CMt
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onde C' é uma constante resultante do Corolario (3.1).

Teorema 8.3.1 (do Topping):
Suponha que g(t) é um fluxo de Ricci em uma variedade fechada M, para ¢ € [0, T]. Trabalhando
com respeito & métrica g(7T'), se p € M, e r > 0 é suficientemente pequeno para que |R| < r~2 em

B(p, ), entao

’C(p, ’I“) = V(p7 T) > ¢

,rn

para algum £ > 0 dependendo de n, g(0), e os limites superiores para r e T.

Lema 8.4.1 (do Topping):
Existem 7 > 0 e n > 0 dependendo da dimensao n tal que se (M™, g) é uma variedade Rieman-

niana fechada satisfazendo |Rm| < 1, entdo existe p € M tal que

Y0:r) Moy,
T T

para todo r € (0,7].

Teorema 9.7.8 (do Topping):

Para quaisquer 0 < 8 < B < o0 e v > 0 (pequeno) existe M = M(f,B,~v) < oo tal que
sempre que g(t) é um fluxo de Ricci em uma vareidade tridimensional fechada, para t € [0,T], com
Bg(0) < Ric(g(0)) < Byg(0), temos

1
‘Ric— 3Rg' <~yR+ M,

para todo ¢ € [0, 7.
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