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RESUMO

Nesse trabalho iremos estudar as formas indeterminadas do Calculo. Formas do

tipos %,f,o.oo,oo — oo, dentre outras.

oo

A principio essas formas serdo analisadas e resolvidas através de calculos, técnicas,
estratégias algébricas e analises de graficos.

Em seguida iremos estudar a Regra de L"Hopital e constatar formas de resolvé-las.
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1 — Um breve historico do Calculo

O calculo é uma das descobertas supremas do pensamento humano. No
célculo combinam-se e interligam-se ideias geométricas com ideias analiticas,
construindo-se instrumentos poderosos para a resolucdo e interpretagcdo de
problemas e fendmenos.

A resolucao de determinados problemas, que sé foi possivel com a criagao do
calculo, veio aumentar de uma forma significativa o poder da Matematica.

Na Antiguidade foram introduzidas algumas ideias do calculo integral, embora
ndo tenha havido um desenvolvimento dessas ideias de forma rigorosa e
sistematica. A funcao basica do calculo integral, calcular volumes e areas, pode ser
remontada ao Papiro Egipcio de Moscou (1850 A.C.), no qual um egipcio trabalhou
o volume de um frustum piramidal. Eudoxo de Cnido, ou Eudoxus, (408-355 a.C.)
usou o método da exaustdo para calcular areas e volumes. Arquimedes (287-212
a.C.) levou essa ideia além, inventando a heuristica, que se aproxima do calculo
integral. Algumas idéias do Calculo também em trabalhos do inicio do século
dezessete por René Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), John
Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Entretanto a descoberta do Caélculo
é frequentemente atribuida a Sir Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) pois eles comecaram a efetuar a generalizacao e unificagdo do
assunto. Havia outros matematicos do século dezessete e dezoito que contribuiram
para o desenvolvimento do Caélculo; alguns deles foram Jakob Bernoulli (1654-1705),
Johann Bernoulli (1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph Lagrange
(1736-1813). No entanto, ndo foi antes do século dezenove que 0s processos do
Célculo receberam fundamentacao sélida por parte de matematicos como Bernhard
Bolzano (1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-
1897) e Richard Dedekind (1831-1916).

O Caélculo Diferencial e Integral desenvolveu-se numa integragdo intima com
varios ramos da Ciéncia — sobretudo a Fisica — desde os tempos de Galileu. Seus
conceitos fundamentais, de uma extraordinaria fertilidade e riqueza, levaram ao
desenvolvimento de técnicas surpreendentes apropriadas, primeiro nos estudos de
Mecanica e Astronomia no século dezoito, depois nas investigacdoes dos fenébmenos
elétricos e magnéticos do século dezenove, culminando na mais perfeita adequacéao
de Fisica moderna no século vinte.

O Calculo é hoje instrumento de fisicos e engenheiros, quimicos e bidlogos,
estatisticos, economistas e cientistas sociais, penetrando os mais variados ramos da
ciéncia e da tecnologia. Mas seus conceitos sdo profundos e sutis, por isso o
Célculo deve ser apresentado com um minimo de formalismo, com apelo a intuicao
e aos problemas de Fisica e Geometria que |he deram origem.

Nesse trabalho iremos concentrar os estudo nas formas indeterminadas,
abordando o problema e em seguida exemplificando sempre que possivel.



2 - As Indeterminacoes
Concentrando os estudo no Célculo percebemos a indeterminacgéo através do
Quociente de Newton, na derivada de uma fungao.

Para definir a derivada de uma funcdo num ponto xo de seu dominio, utilizamos o
limite:

f'(x)=lim

Ax—0

Fs+ A0 ()
Ax

Suponha que se queira encontrar a derivada de uma funcdo f(x), em x. Se
aumentamos x em uma quantidade pequena, Ax, pode-se calcular f(x + Ax).

Uma aproximacao da inclinacao da tangente a curva é dada por f(x+AAx; nAC) ,

que é uma forma de dizer: a mudanca de f dividida pela mudanca em x. Quanto
menor Ax ficar, melhor a aproximacgao sera.

Matematicamente, se define a derivada como sendo o limite da razdo acima quando
Ax tende a zero.

Como a substituicdo simples de Ax por 0 resulta em divisdo por zero, 0 numerador
deve ser simplificado de tal forma que Ax possa ser fatorado e entdo cancelado com
o denominador. A fungao resultante, f'(x), € a derivada de f(x).

Como em alguns momentos nos deparamos com o0 quociente onde tanto o
numerador quanto o denominador s&o nulos nos encontramos diante de uma
situacao do que fazer?

Em diversos exemplos sobre o calculo de limites nos defrontamos com situagdes
desse tipo e "escapamos" delas através de manipulagdes algébricas. Nao podemos
esquecer que o limite do quociente é o quociente dos limites somente quando os
limites do numerador e do denominador existem, sendo o do denominador
diferente de zero.

~ 0 . . . . -
Uma expressao da forma o € denominada, muitas vezes, uma "indeterminagao”.

Essa denominagcdo advém do fato que se um limite é dessa forma, a priori, ndo
sabemos qual é o resultado... Pode ser qualquer um...



Vejamos:

limﬁzl,sex;«éo
x—>02x

2

. X .
Iim—=limx=0,sex#0
x—0 X x—0

X .1 ~ . T | .1
lim—- =lim— =0 que nao existe, pois lim — =+c0 e lim — = —oo
=0 x -0 x =0+ x x—=0- x

e, assim por diante. Podemos construir exemplos simples, dando qualquer resultado!
. .0 o, AT
Devemos ficar atentos que a representacao o e outras a seguir é apenas simbdlica

e representa uma idéia.

Existem também outras formas "indeterminadas":

Entdo o que pensar a respeito de uma situacao de indeterminagdo? Como
resolver? As respostas para estes questionamentos estdo nas analises que iremos
fazer no decorrer do trabalho.

2.1 - Indeterminacoes %; %(k #0); 0°:

Sabemos que o denominador de um numero nao pode ser zero, mas como

. . ~ x 3x . .
lidar com situacdes, por exemplo, El ou x* quando x se aproxima de zero?
X X

Sabe-se que se limf(x)=A e limg(x)=B entdo lim%:%, desde que
x—a x—a x—a g X
B # 0. Por outro lado, se lim f(x) =0 e limg(x) =0 nada se pode garantir a respeito

x—a X—a

7



Jf(x)

do limite do quociente
g(x)

quando x se aproxima de a. Dependendo das funcdes

f(x)
g(x)
qualquer valor ¢ dado de antemao, ou mesmo que nao tenda para limite algum. Por

f(x)
g(x)

tenha como limite

f e g que se escolham, pode se conseguir que o quociente

exemplo, se tomarmos f(x) = ¢c(x-a) e g(x) = x — a entdo

logo lim S (x)
xa g(x)

indeterminada.

=c¢ para todo x # a,

. . 0 . ~
=c, para todo c. Por esse motivo se diz que o € uma expressao

Analogamente, dado a priori qualguer nimero real ¢ > 0, podemos achar
funcgdes f, g tais que lim f(x) =0, limg(x) =0, enquanto lim f(x)*" =c¢. Basta, por

logc

1 . .
exemplo, tomar f(x) = x e g(x)= logc ; isto faz com que f(x)*™ =x"¢*  pois
ogx
sabendo que log, b = :Oib (através da mudanca de base) entdo podemos dizer que
oga

logc
F(x)*™ =x"" = x=° =¢ | para todo x > 0, logo lim f(x)** =c. Portanto, quando
x—a

lim f(x)=0 e limg(x)=0 entdo lim f(x)**’pode ter qualquer valor c, dado de

x—a xX—a

antemao, desde que escolhamos convenientemente as funcdes f e g. Entdo também
dizemos que 0° é uma expressao indeterminada.

, , 0 k£
A seguir estaremos escrevendo o0s simbolos 0 0 0" e outros apenas como

uma notacao simbolica para representar uma ideia, cientes que essa situacao nao é
formal e ndo existe.

Abordando essa analise sobre uma nova ética, temos que, de acordo com a

o~ e~ a . ‘g ~ .
definicdo de diviséo, E:c significa que a =b.c.Entdo vamos examinar algumas

. ~ . 0 1 X 0 1 .
situacdes do quociente 0 e . Se escrevéssemos o =x Ou o =y, estas igualdades
significariam que 0 = 0.x e 1 = 0.y. Todo numero x é tal que 0.x = 0 e nenhum

numero y é tal que 0.y = 1. Por isso se diz que % € uma expressao indeterminada e

que % € uma divisdo impossivel, ou seja, toda divisdo do tipo % comk #0 é

impossivel (tendo o limite no infinito).

Considerando o simbolo 0°, vamos verificar que o expoente zero atende a

m
m—n

formula a—nza , para a # 0. Supondo %zbo, logo »*=1. Nocasode b =0 a
a



, . 0 . ~
igualdade tomaria a forma 6:00’ 0 que leva a considerar 0°uma expressio

indeterminada, como vimos anteriormente.

2.2 - Analise de alguns exemplos através de estimativas e observacoes

. . .ox—1
Vamos agora ver um caso onde sera estimado o valor de llrrll —
xX—> X j—

. Observe que a

fungdo f(x)= x2—11 nao esta definida para x = 1, mas de acordo com a definicdo de

2 —
lim f(x) diz que devemos considerar valores de x que estdo préximos de a, mas nao
xX—a

iguais a a.

As tabelas dao os valores de f(x) (corretos até a sexta casa decimal) para os valores
de x que tendem a 1 (mas ndo sao iguais a 1).

X< 1 f(x) X > 1 f(x)
0,5 0,666667 1,5 0,400000
0,9 0,526316 1,1 0,476190
0,99 0,502513 1,01 0,497512
0,999 0,500250 1,001 0,499750
0,9999 0,500025 1,0001 0,499975

Com base nesses valores podemos conjecturar que

Algebricamente podemos perceber que

lim~ L —fim— L gL -1
ol x? =1 ol (x+1)(x—1) =lx+1 2

Também podemos perceber que lin’llxz "
xX—> X j—

=0,5 através da analise do grafico a

sequir. (Figura 1)



0l . — I| s ) A
Figura 1

- , , /4 <~
No préoximo exemplo vamos analisar o hn(}sen(—j. Percebemos que esta ndo é uma
X—> x

forma indeterminada, mas esse exemplo nos mostra que algumas vezes as
estimativas nos induzem a erros.

Mais uma vez a funcao f(x)zsen(zj ndo esta definida em x = 0. Calculando a
X

funcao para alguns valores pequenos de x, temos:

f)=senr =0 f(%) =sen2x =0
f(%) =sen3z =0 f(%) =sendr =0
f(0,1) = senlOr =0 £(0,01) = sen100z =0

Da mesma forma, f(0,001) = f(0,0001) = 0. Com base nessas informacdes ficariamos
tentados a conjecturar que

. T
lim sen| —
x—0 X

Dessa vez, no entanto, nossa conjectura esta errada. Ao analisar o grafico da funcao
(Figura 2) percebemos que as curvas tracejadas perto do eixo y indicam que o0s

Il
()

/4 . e
valores de sen(—j oscilam entre -1 e 1 infinitas vezes quanto x tende a 0. Uma vez
X

que os valores de f(x) ndo tendem a um numero fixo quando x tende a 0, podemos

: . AN
concluir que hn(}sen(—j nao existe.
X—> x

10



Figura 2

Vamos agora analisar o caso em que f(x) = x* e g(x) = x. Ainda que ambas as
funcbes tendam a zero com x — 0, mas de maneira diferente; a medida que x se
aproxima de zero, g(x) vai se tornando infinitamente grande em comparagdo com
f(x), ou, o que é o mesmo, f(x) torna-se infinitamente pequena em comparacao com
g(x). Percebemos esse comportamento no grafico da Figura 3.

Logo:

im 8(x) =o0 € lim&:
x—0+ f(_x) x—0- f(_x)

B

34

Figura 3

11



iix; :%:l, também podemos perceber esse comportamento
X X X

através do grafico da Figura 4.

Ao analisar que

Figura 4

3 — Casos particulares onde limg(x) =0e lim f(x) = k, quando k é uma constante
diferente de zero.

De acordo com as propriedades do limite, sabemos que o limite de um quociente é o
quociente dos limites (desde que o limite do denominador ndo seja zero)

. flry mfo) . .
Essa propriedade, lim =4 se g(x) # 0, sera muito explorada e analisada
e g(x)  limg(x)

nos estudos que se seguem, visto que uma das principais indeterminacdes esta

, , 0
associada a um quociente (6) .

12



A todo o momento percebemos nas definicbes a observacdo de g(x) # 0, ou seja,
denominador diferente de zero. Mas o que acontece se o denominador for igual a
zero?

Vamos analisar o exemplo a seguir:

. 2x
lim
x—=1" X —1

lim2x=2 e lim(x-1)=0

x—1" x—1"

Queremos determinar se temos +o 0u —e. Como X — 17, vamos tomar um valor de
X proximo e menor que 1; por exemplo, seja x = 0,9.

Entao:

2x 2(09) 2«
x-1 09-1 " x-1

O quociente negativo nos leva a suspeitar que

= —O0

. 2x
lim
=1 x—1

Quando x — 17, x — 1 esta tendendo a zero por valores negativos.
Para x — 1%, vamos tomar x = 1,1. Entao

2x _ 2(L1) o 2% 5
x—1 11-1 x—1

Como o quociente é positivo, suspeitamos que

. 2x
lim
x—1t X —1

= o0

Quando x — 17, x — 1 esta tendendo a zero por valores positivos.

2x

Podemos perceber esses resultados através do grafico da funcdo f(x)= . na
x_

Figura 5.

13



Figura 5

Existe um teorema que pode ser aplicado se limg(x)=0 e limf(x)=k, onde k é

uma constante diferente de zero.

Teorema:

Se a for um numero real qualquer e se limg(x)=0 e limf(x)=k onde k é uma

constate ndo nula, entao

(i) Se k > 0 e se g(x) — 0 por valores positivos de g(x),

x—a g(_x)

o0

(ii) Se k > 0 e se g(x) — 0 por valores negativos de g(x),

im? ¥ =
e g(X)

(i)  Se k <0 e seg(x)— 0 por valores positivos de g(x),

hmM =
= g(x)

(iv) Sek<0eseg(x)— 0por valores negativos de g(x),

14



imd ) _
x—a g(_x)

—+o0

+

O teorema serd valido se “ x — a” for substituido por “x — a™ ou “x — a”

Aplicando esse teorema, podemos frequentemente obter uma indicacdo de que o
resultado sera +« ou —, tomando um valor adequado de x préximo de a para nos
assegurarmos de que o quociente é positivo ou negativo.

Mas as vezes, quando vamos calcular um limite, o desenvolvimento da conta resulta
em uma fracdo do tipo zero sobre zero ou infinito sobre infinito. E importante
entender que, quando isso acontece, ndo estamos diante da resposta final, mas,
sim, de uma situagao conflitante, geralmente causada porque o denominador cresce
indefinidamente e o numerador decresce ou porque numerador e denominador
possuem termos em comum. Neste caso, precisamos de nos utilizar de artificios
para obter a resposta correta.

4 - Formas indeterminadas %,f,o,m,m_m_

4.1 - Forma do tipo %

Se f e g forem duas fungdes tais que lim f(x) =0 e limg(x)= 0, entdo afuncdo f/g

. . 0 . .
tem a forma indeterminada o em a. Essas situagcdes acontecem frequentemente,

principalmente ao calcularmos derivadas através da definicdo, entdo se torna
extremamente necessario o uso de técnicas para calcula-los.

2
2) linolt+—293, nao podemos usar a propriedade do quociente de imediato,
t— t

uma vez que o limite do denominador € zero. Aqui as operacbes algébricas
preliminares consistem em racionalizar o numerador.

VP49-3 L (P+9-3) (4943 (> +9)-9
t? 0 t? V2 +9+3 ’_>0t2‘\/t2+9+3’

lim

t—0

t? 1 1
lim =lm—=—
=0 tzi\/t2+9+3’ 0 J?+9+3 6

15



2
3) lim>——= 12
=4 x° —3x—4

Aqui, 1irr41x2—x—12:O e limx’-3x—4=0. Entretanto, o numerador e o

x—4

denominador podem ser fatorados, resultando em

. xP=x—12 . (x—-4)x+3) . x+3 7
Iim————— =1lim =lim =
s>t x? _3x—4 =4 (x—4)x+1) —tx+l 5

4) %in(}—'lJrhh_l. Podemos perceber que essa situacdo sera resolvida se
multiplicarmos o numerador e denominador pelo conjugado («/1+ h + 1), logo,
s S (T ) e I B N |
0 h =0 a1+ h+1) =0T+ h+1) = N1+h+1 2

2_ —

5) lim——> =lim G TR S |

ol x2 -1 o (x+1)(x—=1) =tx-1 2

2(t—1)(t+1) r41 -3

2 —
6) lim 207+~ im
,_)% 3t-5 7

= lim
1612 — 1 1 5
t—>5 6t 13t +5 t_)E 6(t _ E)(t _ g)

9) ln(}cosx_l. Utilizando a férmula do arco metade cosle—sen(%), temos
X—> X
que
1 2sen2(2j
im0 i 2 (Substituindo == )
x—0 X x—0 X 2

16



2sen’ hd
cosx—1 . 2 . sen@

Iim——— =lim— =—lim
x—0 X x—0 X 6—0

sen@ ;

. sen@ . . .. L. . A L.
O limite de e nao é tao débvio, a seguir com base em evidéncias numérica e

e , . sen@
gréfica sera demonstrado que  (lim g 1].
Logo:
1 25en2(;j 9
im0 lime ——— 2 = im 2 sen@ = —(1).(0) = 0
x—0 X x—0 X 6-0 9

4.1.1 - Funcao Trigonométrica Seno

. . ~ . . ~ . . Senx
No calculo da derivada da fung¢édo seno, aparece a indeterminac¢édo do tipo lim

=0 x

como esta sendo estudado a seguir.
Considerando a funcao f(x) = senx, de acordo com definicao de derivada temos:

. Sen(x+h)—senx . senx.cosh+ cosx.senh— senx
=lim =lim
h—0 h h—0 h

. | senx.cosh— senx cosx.senh ) cosh—1 senh
= lim + = lim| senx| ——— |+ cos x.
h—0 h h h—0 h h

senh

f'(x)=lim

fx+h) - f(x)
h

) . cosh—-1 . )
= lim senx.lim——— + lim cos x.lim
h—0 h—0 h—0 h—0

Dois desses limites sdo faceis de calcular. Uma vez que consideramos X uma
constante quando calculamos um limite quando h—0, temos

lim senx = senx e limcosx =cosx
h—0 h—0

17



senh . .. L. A L. -
Ja o limite de 0 nao é tao 6bvio, e com base em evidéncias numérica e grafica

sera demonstrado que

senx

1.

x—0 X

Entao considerando %ir%% =1 temos

) ) - ) ) h
f'(x) =lim senx.hm&h1 +limcos x.hmﬂ = (senx).0+ (cosx).1 =cos x
h—0 h—0 h h—0 =0 h

Podemos perceber que a derivada da funcao senx é igual a cosx, mas para que
senx —1

essa demonstracao fosse possivel tivemos que considerar que lim

x—0 X

Fazendo uma andlise a respeito desse limite, percebemos que, quando x tende a
zero, sen x também tende a zero, de forma que ndao sabemos, de imediato, o valor do

limite. Considerando f(x) = SX o sabendo que é uma funcao par, basta estudar o
X

seu limite com x — 0+; o limite pela esquerda tera o mesmo valor.

Figura 6

: : Vs
De acordo com a Figura 6, podemos considerar x entre 0 e > de acordo com a

figura. A area do triangulo OBC é menor que a area do setor circular 0BC, a qual é
menor que a area do triangulo 0BD, isto &,

18



0B.AC _x.0B 0B.BD
< <
2 2 2

Tomando o raio 0B = 1, teremos:

_BD _AC _

senx

OA=cosx; AC=senx; BD =
0B 0A

Portanto essas desigualdades nos dao

senx

senx < x <
COS X

Dividindo por sen x, teremos

X 1
<

senx  COSX

1<

Invertendo os trés membros dessa desigualdade, elas mudarao de sentido:

senx
1>

> COSXx

COS X

Como cos x — 1 com x — 0, e aplicando o Teorema do Confronto, 0 membro do

meio também deve tender para o valor 1, isto &, lim

x—0

E interessante interpretar esse resultado, geometricamente, analisando os gréaficos

das fungdes f(x) = senx e g(x) = x, na Figura 7.

19



Figura 7

A reta y = x é tangente ao grafico de y = senx na origem, de forma que, a medida que
x — 0, as ordenadas dos dois graficos tendem a se confundir, embora ambas tendam
a zero. Isso explica por que o quociente tem limite 1.

Esse resultado se torna mais facil de ser percebido através da analise do gréafico
senx 0
(Figura 8) dafuncdo f(x)=7 X representado a seguir:

1Lx=0

20



Figura 8

4.2- Forma do tipo =

Observe que a indeterminacao da forma had pode ser entendida como

oo

, OU seja,

8 | —[8 |~

podendo ser reduzida a forma % :

Outra situacao de indeterminagdo ocorre quando lidamos com quociente de dois
polinbmios com x — Fe . Por exemplo, no caso da funcao

8x* -3
2x2 +5x-7

Dividimos o numerador e o denominador por x? e notamos que 3/ X2. 5/ x* e 7/ X
tendem a zero quando x — .
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Logo

8’3 _ . 8‘}/2

llm = |l1m X = — = 4
x—>too 2 — x—>too 5 _ 7 2
2x" +5x-17 2+A AZ

De maneira analoga, temos:

_5 1
C 3x -5x+l 3 A—FAZ
1) lim ————= lim ———~—>—=0
x>t x7 A x =77 x—too x+4_%2

2
2) lim /

4 X— 3
X — . X
3 3x+9:hm1 3 .9 = oo
x—)oox —_ X—>00 _
AZ 43

_5 4
. 2x0=5x"+4 2 A+A3_2
x>t x + X—>too 3+
A**

2
4) 1im 2= lim
X——e  x —+ 2 X—>—00

5x—1 _
1+%_

. . ~ . . " (o]
Esses limites sdo chamados formas indeterminadas do tipo —. Como podemos

(o]
perceber, para calcular o valor do limite, em cada caso, dividimos os polinémios —
numerador e denominador — pela mesma poténcia de x — aquela cujo expoente é o
grau mais baixo, entre os graus do numerador e denominador.

Observamos que o comportamento de um polinémio no infinito é ditado pelo termo
de mais alto grau, chamado o termo dominante. Por exemplo, no polinémio

5xY+2x° —4x* +3

5x* domina todos os outros termos quando x — «. Basta notar que ele tende a
infinito mais rapidamente que 2x°, visto que

5x  5x
—_—=— >

1
e 2xt 2
Do mesmo modo, 2x*> domina — 4x?, que domina o termo constante 3. Em vista

disso, o valor do limite do quociente de dois polindmios é determinado pelos termos
dominantes. A situacédo é analoga em outros casos. Por exemplo,
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COS x

2 J—

5) lim%w:lim—ng

o= 5x7 +xsenx v o Senx 5

x
_ 1/ _10

Csedecioio . Ve % s
6) lim PR =lim 5 :Z

X—>00 X - X—>00 4_

7

7) Quando consideramos o comportamento de um polindmio, para x — 0, a
importancia de seus termos se manifesta na ordem inversa daquela para x —
«. Assim, no polindbmio

3x* -2x’ +7x+10,
O termo constante 10 domina 7x quando x — 0 pois

lim & =t

x—0% 7_x

7x domina 2x° que domina 3x*; 10 é entdo, o termo dominante do polinémio quando
x — 0.

8x? -3

Voltando ao exemplo inicial >
2x°+5x-17

o o]
podemos perceber que a forma — pode se
o0

1

: 0o , « . 2% +5x—17
reduzir a forma o pois se considerarmos essa fungéo escrita na forma 2X-+3x=7

8x* -3
. . .0
quando x — t temos a indeterminacao ° para esse mesmo exemplo. Isso

também ocorre para os demais exemplos.

Agora vamos analisar o seguinte exemplo:

X

. e
hm—2
X—>00 x

X

Vamos observar o grafico da funcdo, na Figura 9, y =e—2 e verificar que x tende
X

para o infinito.
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Figura 9

Notamos que a funcdo exponencial cresce muito mais rapidamente que a funcao
poténcia, logo

X

. e
hm—2 = oo
x>y

4.3- Forma do tipo 0.0

Se lim f(x) =0 ou limg(x) = (OU - =), verifique que esta forma também pode ser

representada por .0 = oot =2

oo o0

:%, visto que i=O

oo

g\»—|g | —

Entdo nao esta claro qual sera o valor de lim f(x).g(x), se houver algum. Dizemos
xX—a

que o produto f(x) . g(x) esta associado a forma de indeterminacdo «.0 em a. Ha
uma disputa entre f e g, podendo a resposta ser 0 ou « dependendo da que vencer.
Pode também ocorrer um equilibrio, nesse caso a resposta sera um numero finito
diferente de zero. Podemos trabalhar com o produto f.g através de um quociente,

convertendo o limite dado na forma indeterminada gou 2,

oo
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Exemplos:

Obs: Devemos ficar atentos, pois de acordo com o dominio da funcdo a mesma nao
esta definida para x igual a zero, ou seja, zero nao estd no dominio da funcgéao.

2) lim xInx

x—=0"

O limite dado é indeterminado, pois, quando x tende a zero, Inxtende a - «.

O gréfico a seguir representa a funcéao y = x. Inx, devemos observar que a funcao
nao esta definida para x = 0, pois de acordo com o dominio da funcdo devemos ter
sempre o logaritmando x > 0

Logo o grafico da Figura 10 nunca atinge a origem .

¥ A

y=xlnx /

Figura 10

De acordo com o grafico da Figura 10, podemos perceber que lim xInx=0

x—0"
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4.4 - Forma do tipo «—o

Podemos entender « —c da seguinte forma:

oo_oo:oo(l_l):oo,():oo_l:_:

oo

8 [ —[8 |~

~ . . . ~ 0
Entdo mais uma vez temos a indeterminagéo na forma o

Outro tipo de indeterminagcéao acontece quando ocorre uma diferenca f — g quando as
duas funcbes tendem ao infinito. Para darmos um exemplo bem simples dessa

situagcdo sejam f(x)=k +i2 e g(x) =i2, onde k é uma constante arbitraria. Logo
X X

limf(0)=limg)=cc e  lim[f()-g]=k

Esse exemplo nos mostra que € possivel obter como limite de formas do tipo « - o,
qualquer namero k. Mas o limite também pode ser infinito.

Como ja vimos anteriormente, se lim f(x)=c e limg(x)=oc, entdo o limite

xX—a xX—a

lim[ f(x)— g(x)] é chamado forma indeterminada do tipo © - ©. Novamente ha
xX—a

uma disputa entre as funcbes f e g. Sera a resposta «, ou sera -~, ou entdo um
namero finito?

Para descobrir, tentamos converter a diferenca em um quociente — usando um
denominador comum ou racionalizagao, ou colocando em evidéncia um fator comum

. . . .0 )
de maneira a termos uma forma indeterminada do tipo o ou —.

o0
Exemplos:

1) lim (72" —5x%) = lim x*(7x” =5) =0

x—>Foo

2) 1im[(5x3—2x2+7)—(4x4+7x2—1]:1imx4(—4+§—%+%):—oo
x—teo Xx—>*Foeo X X X
(1 1) .1

3) £2%(7‘;j—£§%x—z<l‘”—°°

4) lim(\/x+a—\/x)=lim(vx+a_Vx)'(”x—i_a-h/;):lim#:O
X K \/x+a+\/; meNXxtat+Ax
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Como percebemos alguns casos de indeterminacgdes foram resolvidos através de
observacdes dos comportamentos dos termos ou através do uso de técnicas
matematicas, mas serd que existe alguma outra forma de resolver casos de
indeterminacao? Sim!

Existe um método sistematico, conhecido como Regra de L’Hépital, para calculo de

formas indeterminadas do tipo% ou = que iremos estudar a seguir.

5 - Regra de L 'Hopital

A Regra de L’ Hopital foi publicada pela primeira vez em 1696, no livro Analyse des
Infiniment Petits, do marqués de L’ Hopital, mas na verdade ela foi descoberta em
1694 pelo matematico suico John (Johann) Bernoulli. A explicacdo para esse fato é
que esses dois matematicos fizeram um curioso acordo, que dava ao marqués de
L’Hépital os direitos das descobertas de Bernoulli. Os detalhes desse acordo,
inclusive a traducao da carta de L’ Hépital para Bernoulli propondo o arranjo, podem
ser encontrados no livro de Eves (EVES, Howard. In Mathematical Circles — Volume
2).

O livro Analyse des Infiniment Petits foi o primeiro livro texto de calculo a ser

publicado e 0 exemplo que 0 marqués usou para ilustrar a regra foi encontrar o limite
i V2aix—x* —dd/ .

da funcédo y = ax-x —avaax , quando x tende a a, onde a > 0. (Naquela época

3
a—4 ax

era comum escrever aa emvez de a’.

Regra de L Hopital: Suponha que f e g sejam derivaveis e g’ (x) # 0 em um
intevalo aberto | que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(x)=0 e limg(x)=0
ou que
lim f(x) = too e lim g(x) = foo

Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo % ou =.

oo

Entdo  lim! ™ = jim /™

- , Se os limites existirem.
xX—a g(x) xX—a g (x)
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A Regra de L’ Hopital diz que o limite de uma fungdo quociente é igual aos
limites dos quocientes de suas derivadas, desde que as condigées dadas estejam
satisfeitas. E especialmente importante verificar as condicdes relativa dos limites de f
e g antes de usar a Regra de L’ Hopital.

A Regra de L’ Hopital é vélida também para os limites laterais e para os
limites no infinito ou no infinito negativo; isto é, “x — a” pode ser substitido por
quaisquer dos simbolos a seguir: x — a*, x — a’, X — © ou X — - ©,

Todas as indeterminagdes, sejam elas na forma de produto ou de diferenca, devem
ser transformadas em quocientes para aplicar L’ Hopital.

A seguir vamos analisar alguns exemplos das indeterminacbes ja estudadas e
iremos resolvé-las usando a Regra de L’ Hépital.

Exemplos:

01) Encontre lim In x .
x—l _x_l

Uma vez que 1irr111nx=ln1=0 e lirrll(x—l)=0

podemos aplicar a regra de L’ Hépital:

. da (In x) 1 |
lim—% = i -4x —lim=~ = lim— =1
-l x _1 x—l1 d x—l1 1 -l x
—(x=1
dx

02) Determinar lim 2x

x—0 ex _1

Quando x tende 0, o quociente 2x

toma a forma indeterminada %

Aplicando a Regra de L"Hépital, vem:

. . senx —x
03) Determinar lim——
=0et +et =2

Nesse caso temos a indeterminagao g Aplicando a Regra de L’ Hopital uma

vez temos:

. senx — x . cosx—1
lim =lim———

S0t fe =2 0t —p
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Como o ultimo limite ainda toma a forma indeterminada % podemos aplicar

novamente a Regra de L’ Hopital:

. senx —x . cosx—1 . —senx -0
lim =lim =lim =—=0
20t feTt =2 a0t —e™t a0t pemt D

X

04) Calcule lim
X0 x

Temos que lime* = e limx* =, logo a Regra de L’Hopital fornece

X—>o0 X—>oo

x ?(ex) ex
lim— = lim -4~ =lim—
X0 y xewi('xz) X—y00 2X

dx

Uma vez que e¢* >~ e 2x -~ quando x — - iremos aplicar novamente a
Regra de L’Hépital.

X X X

. e . e . e
Iim—=lim—=lim— =0
X—>00 xz X—>00 2)C x>0 D

Notemos que a funcdo exponencial cresce muito mais rapidamente do que a
funcéo poténcia, logo percebemos um resultado esperado.

X

. e ~ e ien
Vamos analisar o grafico da fungdo f(x)=— e verificar esse resultado na
X

Figura 11, ou seja, quando x tende a infinito a fun¢cdo também tende ao infinito.

y
64

Figura 11
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X

Logo podemos dizer que lim ¢

X—>o0 x

= oo para todo n inteiro positivo. Isso mostra que a

funcédo exponencial tende mais rapidamente ao infinito que qualquer poténcia de
X.

05) Calcule hm—

e

Uma vez que In x —»~ e Ux - o quando x —«, a Regra de L’ Hospital pode ser
aplicada.

1
hm——hm X
—>oo;\/_ —)wlx_?z
3
Observe que o lado direito é indeterminado do tipo % Mas ao invés de

aplicarmos a Regra de L’Hopital novamente, simplificamos a expressdo e
percebemos que é desnecessario uma segunda aplica¢do da regra.

liml— =1li — =lim =0
x—o0 3 X X—>o0 1 x? x—>o0 3 X
3
poke J0LE
) VX

Figura 12

Sabemos que os logaritmos tem um crescimento lento, entao percebemos através
do gréfico da Figura 12 que essa razao tende a zero quando x —.

1gx—x

06) Encontre lim——;

x—0 X
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Observando que tgx —x — 0 e x> — 0, usaremos a Regra de L’ Hépital:

. tgx—x . sec’x—1
x—0 X x—0 3x

Uma vez que o limite do lado direito continua indeterminado do tipo % aplicamos

novamente a Regra de L’ Hopital:

2 2
. tgx—x .. secx—1 . 2sec” xtegx
lim & = lim =lim &
x—0 X x—0 3x2 x—0 6x

Pelo fato de lirrolsec2 x =1, simplificamos da seguinte forma

2sec’ xtox 1. . tgx
11m—g = —limsec? thi
x—0 6x 3 x—0 x—0 X

Podemos calcular este ultimo limite usando a Regra de L’Hdpital novamente ou

senx . .. . o
escrevendo tgx como e usando os conhecimentos dos limites trigopnométricos.
COS X
2 2 2
. tex—x .. sec x—1 . 2sec xtgx 1. Cotex 1., sectx 1
lim’& =lim — =lim & limsec? xlim2&¥ = Zlim =_
x—0 X x—0 3x x—0 6x 3 x—0 =0 x 3 x—0 1 3

1gx—Xx

Verifiquem o grafico da fungéo y=-"—
X

y

Figura 13
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Se analisarmos o grafico dessa funcédo (Figura 13) percebemos um confirmacao
visual do resultado.

07) lim xInx

x—0*

1 .
Se escrevermos x==, temos que 1 — oo, quando x — 07; logo, através da Regra
X
X
de L’ Hospital temos:
1
lim xIn x = lim 2% = lim —X = lim (-x) = 0
x—0" x—0" l x—0" ;1 x—0"
X X2

08) lim (secx—tgx)

x—=(m/2)

Observe primeiro que sec x — « e tg X — « quando x — (7/2)", logo o limite é
indeterminado. Ao usarmos um denominador comum temos:

1—senx —COSX

0

= lim lim
x—>(z/2)”  COSX x=>(z/2) — senx

lim (secx—rgx)= lim (

x—(z/2)” x—(z/2)”

1 senx
COSX COSX

O uso da Regra de L'Hopital é justificado, pois 1 —sen x — 0 e cos x — 0 quando
x—(z/2).

08) Calcule lim(csc X _lj

x—0* X

Se fizermos cosx = e subtrairmos teremos

senx

. 1 ) 1 1 . X—senx
lim| cscx—— |= lim —— |=lim ———
x—0" X 0"\ senx  x =07 xsenx
A fracdo esta associada a forma 0/0 em a. Aplicando duas vezes a Regra de

L’ Hépital, obtemos

. X—senx . 1—cosx ) senx 0
im————=lim—————=lim——————=—=0
0" xsenx 0" senx + xcosx 0" 2cosx — xsenx 2
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09) Encontre lim Semy
=1 1 —cosx

Se usarmos cegamente a Regra de L’Hopital, obteremos

. senx . COSX
lim = lim = —o0
=z 1—cosx x-7 senx

Isto esta errado! Embora o numerador sen x — 0 quando x — 7, perceba que o
denominador (1 — cos x) nao tende a zero; logo, nédo podemos aplicar a Regra de
L’Héspital.

Vejamos que a funcao é continua em 7z e o denominador é diferente de zero:

. senx senrw 0
lim = = =
=z l—cosx 1-cosmt 1-(-1)

Esse exemplo mostra o que pode acontecer se usarmos impensadamente a Regra
de L’Hépital. Assim, quando calcular qualquer limite, considere outros métodos antes
de usar a Regra de L'Héspital.

A seguir iremos utilizar a Regra de L’'Hopital para resolver exemplos de poténcias
indeterminadas.

6 - Poténcias indeterminadas

Varias formas indeterminadas surgem do limite

lim[ f ()]
1. lim f(x)=0 e limg(x)=0 tipo 0°
2. lim f(x) =00 e limg(x)=0 tipo oo’
3. limf(x)=1 e lim f(x) = oo tipo 1”

Cada um dos trés casos pode ser tratado tanto tomando o logaritmo natural:

Seja y=[f[", entdo Iny=g(x)ln f(x)

Quanto escrevendo a fungdo como uma exponencial:

[f(x)]g(x) — eg(x)lnf(x)
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Vamos usar a Regra de L'Hopital para nos auxiliar na resolugdo dos exemplos a
sequir.

Exemplos:

1) Calcule lim(1+ sendx)™".

x—=0*

Observe que quando x — 0", temos 1+ sendx —1 € cot gx — o, assim, o limite dado
€ indeterminado. Seja

y = (1+ sendx)*
Entao

)col gx

Iny= lnl(l + sendx J: cot gx.In(1 + sen4dx)

Logo, a Regra de L’ Hépital fornece

4cosdx
- : 1+ send 1+ condy
hmlny = hmM: lim 1+S62n4x -4
0 00 1gx 0" sec’ x

Até entdo calculamos o limite de Iny, mas o que nos interessa € o limite de y. Para
achéa-lo usamos o fato de que y =¢"":

lim (1 + sendx)” = lim y = lim " = ¢*

x—0* x—0* x—=0"

2) Calcule lim x*

x—=0*

Esse limite é indeterminado, pois 0* =0, para todo x > 0, mas x” =1, para todo
x # 0. Podemos escrever a fungcdo como uma exponencial:

x5 = (elnx)x :exlnx
Como vimos no exemplo 07, usamos a Regra de L’ Hopital para mostrar que

Iimxlnx=0

x—0"

Portanto

lim x* = lime™ =¢° =1

x—0" x—0"
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Observe o grafico da Figura 14 da funcdo y=x*, x > 0. Embora 0° ndo esteja
definido, os valores tendem a 1 quando x — 0™.

Figura 14
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7 — Conclusao

Em varios momentos dos calculos de limites e derivadas nos deparamos com algum
tipo de indeterminacdo. A principio convém fazer uma analise da indeterminagéao
para decidirmos o melhor método a ser usado para resolvé-la, pois de antemao nao
sabemos o resultado de uma indeterminacao.

Alguns casos podemos perceber o resultado estudando a funcdo ou através de
analises de graficos, em outros a utilizacdo de métodos e técnicas matematicas se
tornam um étimo recurso, mas existem casos que esses mecanismos nao funcionam
de imediato. Ai precisamos recorrer a Regra de L Hopital, que é um instrumento

muito util par tratar indeterminacées do tipo % ou —, para as outras

oo

indeterminacdes aplicamos técnicas para transforma-las em indeterminagdes do tipo

% ou =, de modo que a Regra de L Hopital possa ser igualmente utilizada.

oo

Mas o que pude perceber com esse trabalho é que, na verdade, a indeterminagéao
L . 0 . : : ~
basica € a do tipo o’ sendo que podemos reduzir as outras indeterminagdes a essa

forma.
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