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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos o método Trust-region para resolver um problema de oti-
mizagao com restrigoes simples, ou seja estamos interessados em construir um algoritmo
para resolver o seguinte problema: Encontrar z* € Q tal que f(z*) < f(z), para todo
r € Q onde Q = {xeR"/L; <z; <U;, L;,U; € R}, e a funcao f é suposta ser duas

vezes continuamente diferenciavel no conjunto factivel €2, precisamos achar x* tal que:

r* = argmingeq f(z). A partir de um ponto inicial e fazendo uso do método Trust-
Region, geraremos uma sequéncia de pontos {z}* tal que klim zF = 2%, cada ponto é
—00

k+1 k

obtido da seguinte maneira, z¥T! = 2% 4 s* e s* & solucdo do seguinte subproblema:

& —arg  min (f(xk) n <Vf(xk),1‘ — J;k> + %<m — 2k H*(x — xk)>>

lz—zkll <Ak
L<z<U
H* ¢ uma aproximacao da matriz hessiana no ponto z*. O método do gradiente projetado
vai ser usado para resolver o subproblema, isso vai garantir que as iteragoes sejam sempre

pontos factiveis.



ABSTRACT

In this work, we study a trust-region method for solving optimization problems with simple
constraints. We are interested in building an algorithm for the following problem: find
z* € Q such that f(a*) < f(z), Vo € Q, in which Q = {z € R"/L; < xz; < U;; L;, U; € R},
and f is twice differentiable within the feasible set (). Starting from an initial point, the

k

trust-region method generates a sequence {z}* such that klim x” = x*. The sequence is
—00

k+1

generated by the recursion x = 2% + s* in which s* is the solution of the following

subproblem:

& —arg  min (f(xk) i <Vf(a:k)713 _ xk> + %<:{: — zF H*(x — xk)>>

lz—zrl| <Ak
L<a<U
In this expression, H* is an approximation of the Hessian matrix on the point z*. The
projected gradient method is used in order to solve the subproblem, in this way ensuring

that all iterations generate feasible solutions.
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INTRODUCAO

A otimizagao nao linear desempenha um papel muito importante nos campos da cién-
cia e da engenharia, na industria, e num grande ntimero de problemas praticos. Frequen-
temente os parametros de otimizagao sao dados pela natureza do problema em questao e
fazendo uso dessas informacoes construimos algoritmos que nao sao outra coisa que pro-
cessos iterativos; ou seja, sao iniciados por meio da estimativa das variaveis de decisao,
seguida do célculo da funcao objetivo e entao por uma sequéncia de estimativas até se
encontrar a solugao 6tima (valor extremo da fungao objetivo). A estratégia usada para
se mover de uma iteragao para outra se diferencia de um algoritmo para outro. Muitas
estratégias usam o valor da funcao objetivo, restri¢oes e possivelmente primeira e segunda
derivadas da funcao objetivo. Um método é chamado de deterministico se for possivel
prever todos os seus passos conhecendo seu ponto de partida, este tipo de método gera
uma seqiiéncia deterministica de possiveis solugoes requerendo algumas vezes, o uso da
derivada da funcao objetivo em relacao as variaveis.

Um problema de otimizag¢ao nao linear irrestrita consiste em minimizar uma fungao ob-
jetivo nao linear f : R™ — R sobre todos os vetores x € R". Em geral, a estrutura
dos problemas de otimizacao é a partir de um ponto inicial 2%, gerar uma sequéncia de
pontos {xn} tal que lim,_,o x, = =¥ onde z* é um minimizador local da funcao f. Os
novos pontos gerados a partir do ponto inicial sao obtidos a partir da informacao local da
funcao objetivo no ponto atual. No presente trabalho estamos interessados em resolver o

problema otimizagao com restri¢oes formulado da forma seguinte.
Sejam {L;}ienw € {U; }ien, sequéncias finitas de ntimeros reais tais que
—o0o < L; < U; < 400 (1)
e um conjunto factivel 2
Q:{xeRn/LigxigUi} 2)

Entao o problema de otimizacao fica do modo seguinte.
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Achar z* € Q tal que f(z*) < f(x) Vz € Q, é dizer:

r* = argmin f(z) (3)

€N

A funcao f, é suposta ser duas vezes continuamente diferenciavel no conjunto factivel (2.
O presente trabalho de dissertacao tem como objetivo construir um algoritmo capaz de
resolver o problema (3).

O trabalho esté organizado em quatro capitulos. Este primeiro capitulo é a introducao e

o altimo é a conclusdo.

No segundo capitulo faremos a revisao bibliografica. Como queremos apresentar o
método trust-region (regido de confianga) para resolver um problema de otimizagdo com
restricoes simples, esse capitulo esta subdividido como segue: falaremos de métodos de
otimizacao para problemas de otimizagao sem restrigoes, faremos uma descri¢ao dos mé-
todos dire¢ao de busca e métodos trust-region, demonstraremos também a existéncia e
unicidade da projecao de um ponto sobre um conjunto fechado e convexo e para finalizar
o capitulo falaremos sobre critérios de otimalidade, condi¢oes que tem de cumprir o ponto
6timo.

No terceiro capitulo vamos apresentar o método do gradiente o qual é necessario para
resolver os subproblemas gerados em cada iteracao, apresentaremos também um novo
algoritmo trust-region para problemas de otimizacao com restri¢coes simples e finalmente

faremos uma adaptacao do algoritmo construido para o caso de otimizagao sem restri¢oes.
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1 Revisao Bibliogrdfica

Muitos métodos foram desenvolvidos para resolver problemas de otimizagao nao linear,
por exemplo, o método Trust-Region (Regiao de confianga) é um método que permite
resolver este tipo de problemas. Os clésicos metodos Trust-Region fazem uso da norma

euclideana para resolver o subproblema

s* =arg min m®(s)
lsll2<Ag

onde m*(s) é uma funcao quadratica (ver [5] ou ver [3]) e obter assim a nova iteragio. Em
nosso caso faremos uso da norma ||.||, 0 qual é outra maneira de trabalhar dos clasicos

métodos Trust-Region.

Definicao 1.1. Seja f : R® — R. Uma direcao d € R™ € dita diregao de descida para f
em z* se existe A > 0 tal que f(z* +td) < f(x*),Vt € (0, ).

Teorema 1.1. Sejam d € R" e f : k C R" — R uma funcao diferencidvel em x*. Se
(d, Vf(z")) <0

entao d é uma dire¢cao de descida para f em x*.

Demonstracao.

Dado que a funcao f é diferenciavel em x* entao

L et~ fr)

flz*+td) = f(z") + t(Vf(z"),d) + r(td)

J(a* 4+ td) — f(")
t

r(td)
td|

= (Vf(@"),d) +
r(td)
|t
Entao existe § > 0 tal que f(z* +td) < f(z*), Vt € (0,0).

(*ldl)

Como (d,Vf(z")) <0

— 0, quando t—0
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Defini¢ao 1.2. (Hiperplano) Seja p € R"™ um vetor diferente de 0 e o um escalar

qualquer. Entao o conjunto
H:{xE]R”:(p,x):a}
define um hiperplano.

A cada hiperplano correspondem os semi-espagos
Ht={zeR": (p,z) > a}

H ={zeR": (p,z) <a}

Definig¢ao 1.3. (Hiperplano Suporte) Seja C' C R™ um subconjunto nao vazio, p € R™

e T € 0C,um ponto na fronteira de C se
CCcH'={zeC:(pz—1T)>0} ou

CCcH ={zeC:(pz—1) <0}

Entao o hiperplano H = {x eC:(pr—7T)= O} € chamado hiperplano suporte de C' em

T.

Todo subconjunto convexo tem um hiperplano suporte em cada ponto da fronteira.

Teorema 1.2. Seja C' C R" um subconjunto convero e * € 0C, entao existe um hiper-

plano suporte em T isto €, existe um vetor nao nulo p tal que
(p,r—7) <0 Vel
Definicao 1.4. (Cone) Um subconjunto C C R™ é um cone se:
reC=(ax)eC Ya>0

Exemplo 1.0.1. O conjunto C = {x = (&,&,...6,) 1 & > 0}, € um cone.

Definicao 1.5. O cone gerado pelos vetores x ey € o conjunto definido por
C= {z:z:ozx—i—ﬁy, Va,BZO}

Definigao 1.6. (Cone Normal) Seja C' um subconjunto de R™ fechado e convexo, o

cone normal de C' em T € OC € definido por:

N(E):{yERn:(y,w—@gO VxEC}
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Teorema 1.3. O cone normal N(T) € fechado e convexo.

Demonstracao. Sejam (d) C N(T) tal que dy — d. Suponhamos d ¢ N(Z) entao,
existe K tal que dy ¢ N(Z), Vk > K. (=<).
Por tanto N(Z) é fechado.
Seja dq,dy € N(T) e t € (0,1) entdo

(tdy + (1 —t)dy,x =) = t{dh, 2 = T) + (1 = t){dp,z —T) <0 Ve el

Assim, N(T) é um conjunto convexo.

1.1 Meétodos de Direcao de Busca

Os métodos de direcao de busca trabalham como segue: a partir de um ponto inicial,
com informagoes locais da funcao ao redor do ponto escolhemos uma direcao na qual a
funcao decresce, ali tomamos um multiplo da direcao escolhida para obter o passo ao novo

ponto.

1.1.1 Estrutura Béasica

Dado o problema irrestrito

min f(x) (1.1)

e dado um ponto inicial xqg # z*, obtém-se uma sequéncia z;, tal que x, — z* a partir do
Y

algoritmo de otimizacao. A familia dos algoritmos de diregao de busca possui a estrutura

1.1.2 Algoritmo

Algoritmo 1: Algoritmo de Direcao de Busca

inicio

E+0

enquanto nao criterio de parada faga
d* « h(at, 2?2, f(ah), (@), f(aF))
ty < argmin, f(z* + td¥)
okt ok 4t dF

k+—k+1
fim

fin
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Um algoritmo ira diferir do outro essencialmente pela maneira como é calculada a
direg¢ao de busca di. Por exemplo no algoritmo gradiente tem-se simplesmente que dj =

—V f(z1), no caso do algoritmo de Newton, tem-se que dy, = —(V2f(z3)) 'V f(2).

1.1.3 Meétodo de descida mais rapida (Algoritmo gradiente)

A origem deste método ¢ atribuido ao matemaético frangés Cauchy (1789-1857) e tem

base no seguinte teorema.

Teorema 1.4. Suponha que f seja uma funcao diferencidvel. O valor mdzimo da derivada
direcional D, f(x*) €
vetor gradiente V f(x*).

Vf(x*)| e ocorre quando u tem a mesma dire¢ao e sentido que o

Demonstracao.

Seja u € R™ tal que ||ul| = 1, ent@o temos
Dy f(z*) = (Vf(z"),u) = [V f(z")|| cos b

onde 6 ¢ o angulo entre V f(z*) e u. O valor méaximo de cosf ¢ 1, e isso ocorre quando
6 = 0. Portanto o valor maximo de D, f(z*) é |V f(z*)|| e ocorre quando 6 = 0, ou seja

quando u tem a mesma dire¢ao e sentido que V f(z*).
|

O método de descida mais rapida considera como diregao de descida d = —V f(x)
pois dentre as dire¢oes ao longo das quais f decresce, a direcao oposta ao gradiente é a de

decrescimento mais acentuado. De fato se d = =V f(x) é tal que ||v]| = ||d||, entdo temos

Daf(z) = (Vf(x).d) = =[IVf(@)[* = =V (@) VS (@)l

=IVF@IIVF@I = =[IVi@)l] < Vi(z)o= D, f(z)
Portanto
Daf(x) < Dy f()
Teorema 1.5. O método de descida mais rdpida move-se sequndo dire¢oes perpendiculares

de passo para passo. Mais precisamente, sendo {a:k} uma sequéncia de pontos obtidos pelo

método para cada k € IN tem-se

<$k . l,kJrl’ karl _ l‘k+2> -0



16

Demonstragao. Uma vez que zFt1 = % — ¢,V f(2*), vem que
(M — 2k R R = ot (V (2R, VF(2FTY))
e dado que t; minimiza a funcio unidimensional ¢y (t) = f(z* — tV f(2*)), entao
0 =p(tr) = ~(Vf(a" =tV f(a"), V(") = ~(Vf("), Vf@h)

assim :

<£Ck . $k+1,$k+l o $k+2> =0 Vke N

Teorema 1.6. Se {2*} ¢ uma sequéncia de pontos obtidas por aplicagio do método do
gradiente a minimizacao da funcgao diferencidvel f : R™ — R, e se para algum k € N,

Vf(a*) #0, entio f(z**1) < f(aF).
Demonstragdo. Dado que z*t1 = 2% — ¢,V f(2*), onde t; é o minimizante da funcao

pu(t) = f(z" =tV f(z"))

Entéo, tem-se que f(z") = @u(tx) < @i(t), V¢ > 0. Por outro lado temos que p, (t) =
—(Vf(a* =tV f(2*)), Vf(a")), entdo

or(0) = —(Vf(a* =0V f(a")), Vf(a") = —|IVf(="* <0
e, consequentemente, Je > 0 tal que V¢ € (0,¢) , ¢r(t) < or(0) = f(2*). Logo

F@h) = ontn) < oi(t) < @i(0) = f(2F)

[
1.2 Otimizacao Unidimensional
A seguinte linha do algoritmo do gradiente agora é examinada
~ k_ k
ty < arg Itnzl(l)lf(w tV f(z")) (1.2)
O célculo de t;, ¢ feito fixando o ponto atual z* e uma dire¢ao de busca d* = —V f(z*).

Isso faz que a fungao objetivo, f, que originalmente seria de n varidveis torne-se agora

uma fun¢ao de uma tnica variavel real t.
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1.2.1 Método da Secao Aurea-Busca exata

Defini¢ao 1.7. Uma fun¢ao continua ¢ : [0,00) — R € dita unimodal quando admite
um conjunto de minimizadores [t1,ta] C [0,00), € estritamente decrescente em [0,t] e

estritamente crescente em [ty, 00).

Veja os exemplos de fungoes unimodais, o intervalo de minimizadores [tq, t2] pode ser

degenerado t; = to.(ver a figura 1.1).

A A

>

_ e
tlz t2
Figura 1.1: Funcoes Unimodais.

Para a descricao do algoritmo da se¢ao aurea vamos considerar a funcao ¢ com um tnico

minizador.

Descricao do Algoritmo
Suponha que o minimizador da fungéo ¢ : [a,b] — R pertence ao intervalo [a, b]
i Considere a <u < v <b

ii Se p(u) < ¢(v), entdo o trecho (v,b] ndo pode conter o minimizador e pode ser

descartado.
iii Se p(u) > ¢(v) entdo o trecho [a,u) pode ser descartado

iv Particione o intervalo que ficou e repita o processo.

Agora vamos analizar como o intervalo [a, b] deve ser particionado.

Definigao 1.8. Um ponto ¢ divide o segmento [a,b] na razdo durea quando a razio entre o

mator segmento e o segmento todo € 1qual a razao entre o menor e o maior dos segmentos.

Tal razao € conhecida como o numero de ouro e vale @
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Desta forma, temos que u e v devem satisfazer

b—u u-—a v —a b—wv

b—a b—u © b—a v—a

Considerando #; e 605 tais que
u=a+0;(b—a) v=a+0(b—a) 6,60,€]0,1]

Substituindo temos:

b—(a+0i(b—a)) a+0i(b—a)—a

b—a b= (a+6,(b—a))
Desta forma, obtemos: .
1
I=6=1"7
Analogamente
6, — 1— 6
02

Encontramos assim 6, = 3_2‘/5 =~ 0.382 ¢ 6, = \/52_1 =~ 0.618.

Podemos observar que 0; + 60y = 1 ¢ 03 = 6, assim podemos escolher u e v da seguinte

maneira

u=a-+0.382(b—a)=0b—0.618(b—a)

v=a+0.618(b—a)

Uma das vantagens da divisao na razao aurea é que podemos aproveitar o ponto u ou
v apés termos descartado o intervalo [v,b] ou [a,u] na iteragao anterior. Indicamos por
[a™,b%] o novo intervalo que sera particionado pelos pontos ut e v™. Conforme veremos
no proximo resultado, o ponto v é aproveitado na proxima etapa e passa a ser u quando

descartamos [a,u) e assim o valor da fungao (v) é aproveitado para a proxima etapa.

Lema 1. Na se¢ao durea se (v,b] € descartado entao v = u.
Com efeito, como (v,b] é descartado entao a* = a e b = v. Logo temos

vt =at +0,(b" —at) =a+0y(v—a)
=a+0s(a+0:(b—a)—a))
=a+05(b—a)
=a+60,(b—a)=u



Lema 2. Na se¢ao durea se [a,u) € descartado entao u™ = v.

Com efeito, como [a, u) é descartado entdo a™ = u e b™ = b. Logo, temos

um=a"+6,(b" —a") =u+0:(b—u)
=a+6,(b—a)+6,(b— (a+6:(b—a)))
=a+20,(b—a)—6%(b—a)
=a+ (20, — 6)(b— a)
=a+ (20, — 30, + 1)(b— )
=a+(1—-6)(b—a)=a+60(b—a)=v

19



1.2.2

Algoritmo
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Algoritmo 2: Seciao Aurea

inicio

fin

Entrada: p>0ee>0
Etapa 1 Obtengao do intervalo [a, b|
a’®=0,5"=p, 0" =2p

k=0
enquanto ¢(b¥) < ¢(s*) faga
Qb — gk
Gkl — pk
b = 20k
k=k+1
fim

a=a"eb="b"

Etapa 2 Obtencao de t* € [a, b]
a’® =a,b’ =0

u® = a® + 60, (0° — a°)

00 = a® + 0(0° — a)

k=0

enquanto b* — a* > € faga

se p(u*) < p(v*) entao

gkt — g

Pl — ok

R — ok

UFHl = g+l g, (bR — ght)
senao

aktl — ok

bk+1 — bk

WL = ok

pFtl = gF+1 + QQ(bk-i-l _ ak-i-l)
fim
k=Fk+1

fim

k k
Defina t* = %
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O teorema seguinte mostra que ap6s um nimero finito de etapas é possivel encontrar

um intervalo [a, b] que contém pelo menos um minimizador.

Teorema 1.7. O algoritmo da Secdo Aurea, na Etapa 1, encontra um intervalo [a,b] que

contém pelo menos um minimizador da fun¢ao em um niumero finito de iteragoes.

Demonstracao. Mostremos que a etapa 1 do algoritmo é finita.

k' 0o pois

Suponhamos por absurdo que ¢(b*) < ¢(s*), para todo k € IN, entdo s
skl = pk = 201 = 25k Assim, existe k € IN tal que s* > ¢, t; > 0. Como a funcao é
unimodal ela é nao decrescente no intervalo [t;,00). Logo ¢(b*) > o(s*), obtendo assim
uma contradi¢ao. Portanto fase 1 do algoritmo termina em um certo £ € IN. Ainda esta

faltando mostrar que o intervalo obtido contém um minimizador de .

i Se s* < ty, temos b* > t,, pois do contrério terfamos p(b*) < ¢(s*) e assim
[t17t2] C [Sk7bk] - [ak,bk]

ii Se s > t; entdo a* < t;.
Com efeito, ai = sx_1 para k > 0 e suponhamos que a, = s,_1 > t;, entao terfamos
o(bp—1) > p(sk_1) e assim a fase 1 teria terminado na iteragdo k — 1 ao invés da

iteracdo k. Tendo assim a* < t; e portanto [ti,t] C [ax, by] -
|
O teorema a seguir analisa a Etapa 2 do algoritmo ao descartar um dos intervalos com

a premissa que a fungao objetivo possua um tnico minimo local no dominio em questao.

Teorema 1.8. Seja p : R — R, uma fungao continua unimodal. Seja o conjunto [a,b] C
R no qual ¢ possui um inico minimo local x*, sejam ainda dois pontos u e v, tais que

a<u<wv<b. Se ocorrer
p(u) < ¢(v) (1.3)

entao a solugao minimizante x* nao se encontra no intervalo (v,b] e se ocorrer
p(u) > ¢(v) (1.4)
entio a solugao minimizante x*, nao se encontra no intervalo [a,u).

Demonstragao.Tome-se o intervalo [a, v], pelo fato que a ¢ é continua nesse intervalo

val existir xy para o qual p(xy) < p(z),Vx € [a,v] e pela hipotese (1.3) temos zg # v,
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logo o ¢ um minimo local no segmento [a, v]. Como zy # v tem-se que no intervalo [a, b],
xo permanece ainda sendo minimo local e como ha um tnico minimo local no intervalo

[a, b], obtém-se que z* = x(, para o outro lado do segmento o argumento é analogo.

Teorema 1.9. Seja [ay, by] o intervalo obtido pelo algoritmo da segao durea, entdo by —

ar — 0

Demonstragao. Seja o intervalo inicial [ag, by] e suponhamos que o intervalo [ag, ug) €

descartado, entdo na primera iteragao conseguimos achar [aq, by e assim temos que
b1 — ] = bo — Uy = b() - (ao + 91(b0 — CL())) = (1 — 01)(()0 — ao) = 92(60 — CLQ)
Na segunda iteragao obtemos o intervalo[as, bs] € assim

by —ay = by —uy = by — (a1 + 01(by — a1))
= (]_ — 01)(1)1 — (11) = 92(()1 — Cll)
= (bo — a0)03

Repetindo o processo com o intervalo de cada iteragao, obtemos
bk — Qp = (bo - a0)6’§

Como 65 € (0,1) entdo
lim (bk - ak) =0

k—o00

1.3 Descricao do Método Trust-Region

O método de Trust-Region (regidao de confianga) é uma estratégia iterativa para solu-
¢ao de problemas de otimizacao com o objetivo de obter convergéncia global e aproveitar,
ao maximo, as propriedades de convergéncia local dos métodos de busca linear. Para o

caso de minimizacao irrestrita, a estratégia consiste na definicao de uma regiao de raio

k

A* em torno do ponto corrente z* e entdo encontrar o minimizador (aproximado) s* de

um modelo quadratico que vai aproximar a func¢ao objetivo em tal regiao. O minimiza-

+1

dor encontrado define entdao um passo para um novo ponto z**! = z*¥ + s* que objetiva
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k. Se isso realmente acontecer, entdao o modelo

o decrescimento da funcao a partir de x
representou bem a funcao objetivo na regiao definida. Caso nao haja o decrescimento
da funcd@o objetivo no novo ponto z¥*!, isso significa que o modelo néo representou bem
a funcao objetivo na regiao dada; esta regiao é entao reduzida para a proxima iteragao.
A regiao é definida de acordo com a boa representacao do modelo com relagao a funcao
objetivo: seu tamanho varia de acordo com o descréscimo da fungao objetivo nas iteracoes
anteriores. Por isso, os métodos de regiao de confianga sao comparados aos métodos de
busca linear, visto que ambos visam gerar um passo que minimize dada fungao objetivo
a partir de um ponto corrente. A principal diferenca é que a estratégia de busca linear
encontra uma direcao e, a partir desta direcao, concentra seus esforcos em encontrar um
tamanho 6timo para o passo, enquanto a estratégia de regiao de confianca estabelece a
direcao e o tamanho do passo simultaneamente a partir da minimizagao do modelo qua-

dratico sujeito & regido de raio A¥; de fato, a direcao e o passo mudam sempre que o

tamanho da regiao ¢ alterado. Para ilustrar o caso, ver a figura (1.2).

Regiao de Confianca

Direcao de Busca Linear

-

S

«««««

Curvas de nivel do
modelo quadratico

Passo de regiao
de confianca
Curvas de nivel da
funcao objetivo

Figura 1.2: Passo da regiao de confianca e diregao de busca linear.

O modelo local de f(x) na k—ésima iteragdo pode ser escrito como uma aproximagao

quadratica
F() ~ mla) = (@) + (g7 — %) + (o — a¥, HA @ — o)

onde g* = Vf(z*) e H* é uma aproximacao da matriz hessiana no ponto x*. A regiao de

confianca pode ser definida pela expressao:

T — {x e R"/||z — 2*|| < A’f}
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E 6bvio que as diferentes escolhas para a norma conduzem a formas diferentes de
regiao de confianga. A norma euclidiana ||.||2 corresponde a um hiper-esfera, enquanto

que a norma ||.||« define uma hiper-caixa.
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Algoritmo 3: Algoritmo Bésico Trust-Region

inicio

fin

fin

para k=0,1... hacer

i. Se z¥ ¢ 6timo, parar

ii. Resolver

iii. Calcular

iv. se p’C < 1 entao

ohl — ok

senao
okt = gk 4 gk

fim

v. Atualizar A

se p* < 1 entao
‘ Ak+1 — %Ak

senao

‘ Ak—i—l — Ak

senao
Ak—i—l — 2Ak

fim

fim

se 1 < pF < n entao

Entrada: 2° e raio A° > 0, constantes 0 < < n < 1

k _ ; (k)
s¥ =arg min m"’(s
gIISIISAk (s)

p_ S5 = f@t 4 Y

P m(z*) — m(ak 4 s¥)

(1.5)

(1.6)
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O algoritmo descrito anteriormente é usado para encontrar uma aproximagao da so-
lu¢ao de um problema de otimizacao sem restri¢oes, mas o trabalho nosso é adaptar o

algoritmo basico para encontrar uma aproximacao da solugao ao problema com restricoes

da forma L; < x; < U; i = 1---n (problema (3)), j4 que a partir de um ponto z* na

regiao factivel o novo ponto x**! poderia ficar fora da regido factivel. Para garantir isso

vamos apresentar algumas defini¢oes.

Definigao 1.9. Sejam x € R", e os vetores L , U vetores dados em (1), definimos
I(z,L,U) = {z e N/z(i) = L(i)) ou (i) = U(z’)} (1.7)

O conjunto de indices definido anteriormente é chamado conjunto de indices ativos de x.

Se for o caso que i ¢ I(x, L,U), entao diz-se que a i—ésima restrigdo € inativa.

1.4 Projecao Sobre um Conjunto Convexo e Fechado

Teorema 1.10. Seja K C R™ um subconjunto nao vazio fechado e convexo. Entdo para

cada x € R™ existe um tunico u € K tal que

lz =l = min flz — vf| = inf [lo o] (1.8)

Além disso u é caracterizado pela seguinte propriedade:
ueKe(xr—uy—uy <0, Vye K (1.9)

Prova:

Seja {v,} uma sequéncia que minimiza (1.8), ou seja v, € K e
d, = ||z —v,|| = d = inf ||z — v
veK

Demonstraremos que {v,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em K.

Tomando a = x — v,, b = x — v,, e fazendo uso da lei do paralegramo

a+b ., a—b2_1< 9 2)
120 4+ 1 = 5 (al? + o)

Obtemos

Up, + U, Uy, — U 1
o = 22 4 = 5 (ldal? + )

Como “ttn ¢ K entao ||z — 22tz > d
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Up = Uy 1 9 2) Uy + Uy 1o
=—(||dn dmll”) — ||z —
122 = 2l + ) e — 20
= 5(053 +dy,) —d
e assim obtemos que lim ||v, — v,,|| = 0. Ou seja, v, é uma sequéncia de Cauchy em
n,m—00

K, pela completude de R", e como K é fechado, existe u € K tal que v,, — u, além disso
lz —ull = [l = lim v,[} = lm [lz — v, || = inf [z — o]
Para unicidade, basta supor que existem u; e uy que cumprem

(x —up,v—up) <0, Vo e K (1.10)

(x —ug, v —ug) <0, Vo e K (1.11)

tomando v = ug em (1.10) e v = u; em (1.11) obtemos
(x —ug,ug —uy) <0

(x —ug,uy —ug) <0

assim

|uy — us||* < 0= up = uy
Para demonstrar a desigualdade (1.9) usaremos o fato de que K é convexo. Como
[ —ul| <z — 2| vz € K
para qualquer ¢t € (0, 1), tomamos z = (1 — t)u + ty, para qualquer y € K
[ —ul < lle =1 =tu+tyll = [[(z = u) = t(y — u)|
assim
lz = ull® < fl(z = w) =ty — W)|* = llz — ull* = 2(z — u, t(y — w)) + ¥y — ul|*

26(x — u,y — u) < Py — ul

Fazendo a divisao por t na desigualdade anterior e fazendo que t — 0 obtemos

ueKe(r—uy—u) <0, Vye K
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Lema 3. A desigualdade (1.9) € equivalente a (1.8).

Prova:

S6 falta mostrar que se (x — u,y — u) < 0, para qualquer y € K, entao ||z — u|| <
|z —yll, Vy € K.

Para qualquer y € K, tem-se

lo —wl® = llo =y +y —ull* = o —yI* + 20z — y,y —u) + [ly — vl

=l —yl* +2(z —u+u—yy—u) +lly—ul
= llz =yl + 2 — w,y —u) — [ly — u* < [z — yl|*
= |z —ul* < [l -yl

assim

[z = ull <[l —yll, vy € K.
|

O elemento u € K, é chamado projegao de = sobre K e é denotado por Pklz], o

elemento u vai estar dado por
u = Pglz] = argmin{”v —z||:v e K}

Teorema 1.11. O operador projecao P : R — K (fechado e convexo) é um operador

nao erpansivo,

| Pr 2] — Prylll < |lz —yll, Va,y € R™ (1.12)
Prova:
Como
(x — Pglz],w — Pglz]) <0, Vw € K
Entao

(v — Pxl2], Pxly] — Pglz]) <0
(y — Pxlyl, Px[r] — Px[y]) <0

assim obtemos

(z — Pklz], Prly] — Px[z]) + (y — Pklyl, Px[z] — Pk[y]) <0
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(v — Pgla] —y + Pxly], Pxly] — Px[z]) <0
(z —y, Pxly] = Pxle]) + (Pxly] — Pxlz], Ply] — Pxle]) <0
1Pxly] — Prlz]lI* < {y — z, Pxly] — Pxl2]) < lly — 2|l Px[y] — P[]

1P ly] = Prclalll < lly = |, Yo,y € R™.
|

No caso em que o conjunto K for o conjunto €2 dado em (2), o operador Py[.] no ponto

r = (x1,29, -+ ,x,), ficard do modo seguinte:

¢

Lz’ Se Z; S Lz

U, se x;, > U;

\

Para ilustrar o caso em que K = €, observar a figura (1.3).

Y P(?J)
LW Py
Y
Y y Y

Figura 1.3: Projecao em duas e trés dimensoes.

A condigao de otimalidade V f(z) = 0 ja nao é valida quando se tenta resolver um
problema com restrigoes, agora precisamos encontrar outras condi¢oes de otimalidade

aplicaveis ao problema (3) e assim detectar os pontos candidatos para ser a solu¢ao 6tima.

1.5 Condicao de otimalidade

Definigao 1.10. Um ponto x* € €, é chamado estaciondrio para o problema (3) se

(Vf(x"),x —2") >0, Ve € (1.14)
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Teorema 1.12. Seja K um conjunto convezxo, f : K C R" — R uma func¢ao continua-

mente diferenciavel, se x* ¢ um minimo local da func¢ao f em K, entao

(Vf(x"),x —2%) >0, Vo € K. (1.15)

Prova:
Suponhamos que

(Vf(z"),z —x*) <0, para algim = € K
Como o conjunto K é convexo definamos a funcdo g : [0,1] = R
g(t) = f(a" +t(x —27))
g ¢ continua em [0, 1], e diferenciavel em (0, 1), entdo pelo teorema do valor médio
g(1) — g(0) = ¢'(#), para algum 6 € (0,1)

f(x) = f(2%) = (Vf(z" + 0(x — 27))(z — 27))

Como
(V[ +0(x —2"))(z —2")) <0

temos que
fx) < fa")

e obtemos a contradi¢ao desejada pelo fato que z* é minimo. |

=

N

Para ilustrar o teorema (ver figura 1.4).

Figura 1.4: O gradiente V f(z*) forma um angulo menor ou igual a 90 com todas as
variagoes factiveis z — z*, z € K.

Observagao: O teorema acima apresentado nao ¢ valido se o conjunto nao for convexo.
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Para corroborar isso basta observar a figura 1.5 .

a:*

Figura 1.5: Ilustracao da condicao de otimalidade quando K nao é convexo neste caso
o teorema acima apresentado nao é verdade.

Teorema 1.13. Seja f uma funcgao continuamente diferencidvel, entao um ponto x* €

estaciondrio para (3) se e somente se
" = Po(a" — AV f(z")), VA > 0. (1.16)
Prova:
Seja z* um ponto estacionario e A > 0 um escalar qualquer, entao
(Vf(z"),x —2") > 0 <=
MVf(z"),z—a") >0 <=
(" = AVf(x") —a" 2 —2") <0 <=

¥ = Po(x* = AV f(z¥)), VA > 0.
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2 Meétodo Trust-Region fazendo uso
do gradiente projetado

2.1 Meétodo Gradiente Projetado

O método do gradiente projetado ¢ um bom método para problemas de otimizacao
com restri¢coes convexas e fechadas ja que ele vai garantir que o novo ponto obtido a partir
de um ponto inicial continue ainda sendo factivel.

Seja P : R™ — Q a projecdo sobre o conjunto factivel Q e seja ¥ um ponto no interior

do conjunto factivel, entao o novo sera dado por

gt = Pyla® — sFV f(aF)] (2.1)

onde s* ¢ um escalar positivo (ver figura 2.1).

oMl =2k Vf (2F)

Conjunto factivel

rk+2 _ gk+2 Vf($k+2)

gkt = ghHL Y f (gh+1)

Figura 2.1: Método gradiente projetado.

Note que se 2 — s*V f(2¥) € Q, a iteragao converte-se no algoritmo do gradiente para
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otimizagao sem restricoes.

Ha muitas variantes do método gradiente projetado, que utilizam diferentes maneiras
de escolher a constante s*.
Para nosso caso o gradiente projetado sera achado a cada vez que uma das componentes
atinge uma das cotas e vai ser obtido projetando o gradiente da fungao objetivo sobre o

plano gerado pelas restrigoes ativas.

Suponhamos que estamos na iteracao k, ou seja, temos o ponto z*, o gradiente ¢~ =
Vf(2*) e uma aproximacio H* da matriz hessiana da funcdo f no ponto atual. Além
disso, temos o raio A¥ o qual é uma cota sobre os deslocamentos do novo ponto z*+1.

Este novo ponto é obtido como uma aproximacao da solucao do problema

min ~ m*(z) (2.2)
lz—a*|| <Ak
L<z<U
onde .|| € uma norma, neste trabalho é conveniente escolher a norma infinito pelo fato de

que as restrigoes ||r — 2¥||o < AF s@o lineares e assim é mais facil verificar se um ponto
é factivel ou nao, além disso como o problema também tem a restricao L < x < U, entao
para garantir que o novo ponto é factivel, basta dizer que ele se encontra na interse¢ao

das duas caixas, ou seja cada z; deve cumprir

max <Li,xf — Ak> < x; < min (Ui,xf + Ak>, Vi=1,2,...,n (2.3)

A aproximagao da solu¢do do problema (2.2) sera feita da seguinte maneira: a partir de
¥noi ior da caixa (2.3 balh i¢O f;

um ponto z” no interior da caixa (2.3), trabalhamos como no caso sem restrigoes e fazemos

uso do método do gradiente, se o novo ponto obtido z¥*! esta no interior da caixa e ndo

é 6timo, entao continuamos como se fosse otimizagao sem restrigoes.

Se z¥*1 est4 na fronteira da caixa, entdo ndo podemos usar o vetor gradiente como direcao

de busca, pois o novo ponto poderia ser nao factivel, neste caso faremos uso do gradiente

projetado e para fazer isso definamos
z(t) = Po(z" — tg*)
O minimizador é obtido através da analise de cada pedago de segmento z(t). Para

realizar a busca deste minimizador ¢ preciso determinar os valores de ¢; em que cada

componente atinge uma cota quando estamos nos movendo na direcao —¢g . Os valores de
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t; podem ser calculados do modo seguinte

xig_iUi se ¢; <0
t, = (2.4)
“”;_Li se g; >0
z-tg /4
z(ts)
.T(tl) o4 x(t2>

Figura 2.2: Projegao de x — tV f(x), sobre a caixa.

assim o caminho de busca torna-se em cada componente.

x; —tg; se t <t
zi(t) = (2.5)

x; — t;g; outro caso

Os valores g; sao os gradientes projetados e serao calculados cada vez que uma das com-
ponentes atinge uma das cotas.
Suponhamos que para t;, a variavel b atinge uma das faces da caixa, seja x; o ponto na

fronteira da caixa, entao o gradiente projetado neste ponto sera dado por
9= V() = (VF() e (2.6)
onde ¢, ¢ o vetor dado por
1 se 1=5b
0 outro caso

Na busca do minizador através de z(t), nas faces da caixa, nos eliminamos os valores
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duplicados e valores zero do conjunto {f1, s, 3, ... %} e obtemos o conjunto {¢1, s, t3, ... ts}
onde 0 < t; <t;, Vi#j.
O critério de aceitacao para escolher o novo ponto e a modificacao do raio A* é a mesma

dada no algoritmo bésico.



2.1.1

Algoritmo
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Algoritmo 4: Algoritmo Trust-Region Projetado

inicio

fin

Entrada: g, <+ Vf(z"), raio A* > 0, constantes 0 < u < n < 1, restrigoes
LU

Se z* ¢ 6timo, parar
para i=1:n hacer
Encontrar

1(7) = max[L(i), 2% — A¥], u(i) = min[L(i), 2% + AF], Q = {2/l < 2 < u}

fin
enquanto nao critério de parada faga

[+, u+u
enquanto nao critério de parada faga

Calcular
ty < argminmy, (=% — tg*)

xk-i—l Y .’L‘k _ tkgk

Polz*+1],
](PQ[karl]) la U’)
se I(Polz*1],1,u) == () entao

xk:Jrl — xk+l

gk+1 — vmk (Ik+1)

k< k+1
senao
Calcular Vi € I(Pq[z],1,u)
% se g' <0
t; =
R

o se g'>0

t, < min {fi >0/i € I(Pg[ng)],l,u)}

oF 1l 2F —1,9% (ponto na fronteira da caixa)
gy VI = (VFH)) e,

g gy

k<« k+1

fim

fim

Faca (i1t), (¢v) e (v) do algoritmo basico (Algoritmo 3).
Encontrar [ , u e € no novo ponto x*+1.

. Atualizar V f(z**1) , V2f(z**t!) e m**! no novo ponto z*+!.
m

Para testar o algoritmo acima construido consideremos os seguintes exemplos



Exemplo 2.1.1. Considere-se a funcao:

e as restricoes

f(z1, 20, 23,24, 25) =2 — To0 12T TaTs

O ponto de minimo para o problema com restrigoes é x* = (1,2,3,4,5).

37

A tabela mostra a sequéncia de valores obtidos com o algoritmo. O algoritmo faz

quatro iteragoes para obter a solucao desejada.

E| x x4 x5 f(z) | raio
0 0.5 3 4 1.9 0.1
11 0.6000 | 1.1000 | 2.1000 | 3.1000 | 4.0755 | 1.8541 | 0.2
21 0.8000 | 1.3000 | 2.3000 | 3.3000 | 4.2755 | 1.7188 | 0.4
3 | 1.0000 | 1.7000 | 2.7000 | 3.7000 | 4.6755 | 1.3383 | 0.8
4 1 1.0000 | 2.0000 | 3.0000 | 4.0000 | 5.0000 | 1.0000 | 1.6

Exemplo 2.1.2. Considere-se a fung¢ao:

O ponto de minimo para o problema com restricoes é z* =

1
flzy,29) = (4 — 2.11:% + —x%)x% + 2129 + 4(:103 — 1)5(33

3

—3<£L'1<3

k 1 To f(x) g1 g2 raio
0 -1 1 1.2333 | -0.6040 | 7.0220 | 0.7
1 -0.3 0.7247 | -0.8716 | -1.4531 | -0.0076 | 1.4
21 0.-0.0897 | 0.7127 | -1.0316 | 0.0013 | 0.0019 | 2.8

(—0.0898,0.7126). A

tabela mostra que o algoritmo faz dois iteragoes para obter a solugao desejada.
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Figura 2.3: Curvas de nivel da funcdo f(z1,22) = (4 — 2.12% + $21)a} + z129 + 4(23 — 1)23.

2.2 Uma adaptacao para o caso sem restrigcoes

O algoritmo acima apresentado pode também ser usado para resolver problemas de

otimizacao do tipo

min f(z) (2.7)

z€R™
No algoritmo acima apresentado podemos tirar a restricoes L e U, entao as restrigoes

ficariam
2 AW <y <™ A vi=1, (2.8)

2.3 Exemplos Numeéricos Obtidos com o Algoritmo

Para investigar o comportamento do algoritmo apresentado para o caso de otimizacao

sem restrigoes tentamos resolver alguns problemas.

Exemplo 2.3.1. Considere-se a sequinte func¢do quadrdtica de trés varidveis reais:

f(w1, 20, 23) = 27 + x5 + 205 + 21279 + 1123 — T2y — STy — 313 + 13
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O ponto de minimo da fungao é z* = (3,1,0).

A tabela seguinte mostra a sequéncia de valores das coordenadas do vetor de otimi-

zagdo Ty, Tz e x3 da fungdo objetivo f(x) e das coordenadas do gradiente g1,92 € g3. O

indice de iteracao é dado por k.

k Ty To T3 f(z) g 92 g3 raio
0 -1 2 0 13 -6.9988 | -1.9988 | -3.9976 | 0.4
1 | -0.6000 | 2.4000 | 0.4000 | 8.7600 | -5.3999 | -0.7999 | -1.9998 | 0.8
2 0.2 2.4168 | 0.7000 | 4.9003 | -3.4831 | 0.0336 | 0.0003 | 1.6
3| 1.8000 | 1.6243 | 0.3000 | 0.9006 | -1.4757 | 0.0487 | 0.0003 | 3.2
41 2.9717 | 1.0255 | 0.0116 | 0.0006 | -0.0193 | 0.0229 | 0.0182 | 6.4

Exemplo 2.3.2. Seja a fungao de duas varidveis:

f(@1,22) = 23(1 — cos(x1)) + 1 — cos(xa) + €1

O ponto de minimo da fun¢io € x* = (0,0).

A tabela seguinte mostra a sequéncia de valores obtidos com o algoritmo, observamos

2

que o algoritmo faz oito iteragoes para aproximar ao ponto de minimo.

k X1 To f(z) g1 92 raio
0 2 1 56.4740 | 219.8432 | 3.6756 | 0.5
1 2 1 56.4740 | 219.8432 | 3.6756 | 0.25
2 | 1.7500 | 0.7500 | 22.3120 | 75.4020 | 2.4492 | 0.5
3 | 1.7500 | 0.7500 | 22.3120 | 75.4020 | 2.4492 | 0.25
4 1 1.5000 | 0.5000 | 9.8425 | 28.7178 | 1.4088 | 0.5
5 | 1.000 | 0.0000 | 2.7183 5.4374 0.0001 1

6 | 1.000 | 0.0000 | 2.7183 5.4374 0.0001 | 0.5
7 1 0.5000 | -0.0001 | 1.2840 1.2842 | -0.0000 1

8 | 0.0046 | -0.0003 | 1.0000 0.0092 | -0.0002 2




40

25 T

0.5

0.5

Figura 2.4: Curvas de nivel da fun¢ao f(x1,22) = m%(l — cos(ml)) + 1 —cos(z2) + et

2.3.1 Aplicacao do algoritmo para problemas nao diferenciaveis

A nao diferencibilidade gera uma série de dificuldades que acarretam na inviabilidade
de aplicagao de varios algoritmos para problemas diferencidveis em problemas nao diferen-
ciaveis. A primeira dificuldade aparece na etapa que determina a dire¢ao de busca, pois a
direcao obtida nao é necessariamente de descida, e consequentemente, a busca linear nao
pode ser aplicada. Outra dificuldade é estabelecer um critério de parada que na maioria
de vezes nao fica bem definido. Por exemplo o critério de parada que utiliza V f(z%) < e,

para algum € > 0 nao pode ser aplicado em problemas nao diferenciaveis.

Exemplo 2.3.3. Seja a funcio f: R — R definida por f(z) = |z|. Tem-se || f'(z*)|| =1,

Vak #£ 0 ¢ dizer, nao € possivel gerar uma sequéncia de gradientes que tende para zero.

Nosso algoritmo poderia também ser aplicado em algums problemas onde a fungao
nao é diferenciavel. Neste caso, o algoritmo para no instante em que a intersecao do cone
N(x) com a caixa é vazia, fato que ¢ trivial no caso em que a regido de confianga é uma

caixa (ver figura(2.5)).
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Figura 2.5: Comportamento do algoritmo no caso de uma fungao nao diferenciavel.

Exemplo 2.3.4. Seja a func¢do de duas varidveis:

f(x1,20) = 3|z — 1] + |22 — 2|

Um mapa de curvas de nivel da fungao (ver figura 2.6) mostra que a fungdo é nao
diferenciavel, e a regiao de nao diferenciabilidade corresponde as retas x1 =1 e 9 = 2. O
minimo desta fungao ocorre para x* = (1,2). Nosso algoritmo aplicado para esta fungao

com ponto inicial zq = (3, 1) para no ponto x = (0.9998, 1.9064).



k 1 T f(x) g1 g2 raio
0 3 1 7.0000 | -3.000 | -1.000 0.7
1 ]2.3000 | 1.7000 | 4.2000 | -3.000 | -1.000 | 1.4000
2 1 0.9000 | 0.3000 | 2.000 | -3.000 | -1.000 | 2.8000
3 | 0.9000 | 0.3000 | 2.000 | -3.000 | -1.000 | 1.4000
183 | 0.9998 | 1.7533 | 0.2473 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
184 | 1.0107 | 1.7643 | 0.2680 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
185 1 0.9998 | 1.7752 | 0.2254 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
186 | 0.9998 | 1.7752 | 0.2254 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
187 | 1.0107 | 1.7861 | 0.2461 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
188 | 0.9998 | 1.7971 | 0.2035 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
189 1 0.9998 | 1.7971 | 0.2035 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
190 | 1.0107 | 1.8080 | 0.2242 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
191 | 0.9998 | 1.8189 | 0.1816 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
192 | 0.9998 | 1.8189 | 0.1816 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
193 | 1.0107 | 1.8299 | 0.2023 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
194 | 0.9998 | 1.8408 | 0.1598 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
195 | 1.0107 | 1.8518 | 0.1805 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
196 | 0.9998 | 1.8627 | 0.1379 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
197 1 0.9998 | 1.8627 | 0.1379 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
198 | 1.0107 | 1.8736 | 0.1586 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
199 | 0.9998 | 1.8846 | 0.1160 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
200 | 1.0107 | 1.8955 | 0.1367 | -3.000 | -1.000 | 0.0109
201 | 0.9998 | 1.9064 | 0.0941 | -3.000 | -1.000 | 0.0219
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Figura 2.6: curvas de nivel da fungao f(z1,z2) = 3|z1 — 2| + |x2 — 2.
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Figura 2.7: Neste exemplo a aproximagao para a solugao é lenta isso é causado pela nao
diferenciabilidade da funcao.
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3 Conclusoes

Neste trabalho, propomos um novo método para otimizagao com restrigoes simples, o
algoritmo é uma proposta diferente dos ja conhecidos métodos Trust-Region. O algoritmo
procura minimizadores da fun¢ao sobre a caixa definida pela norma ||.||, nosso método
utiliza uma estratégia de busca unidimensional para percorrer a direcao de descida dada
pelo gradiente projetado e encontrar assim o ponto que minimiza a fung¢ao na regiao de
confianca. Os resultados obtidos com algumas fungoes nao determinam a superioridade
do método, com respeito a outros algoritmos mas mostram que o algoritmo consegue

resolver problemas.
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