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0.2 Abstract

Golod-Shafarevich Theorem

This thesis is about the celebrated theorem of Golod and Shafarevich. It can be viewed as a
theorem on homological algebra for noncommutative local rings. However, the main motivation
in finding and proving it came from number theory: if K is an algebraic number field (i.e., a
finite extension of Q), and we iterate the construction of the Hilbert class field (the maximal
abelian unramified extension of K), we get the class field tower of K. The theorem shows that
in general such towers can be infinite. For instance, when the discriminant of K/Q has at
least 6 prime factors, and K is imaginary quadratic, then such tower is always infinite. For
more general extensions it is still true that those towers can be infinite, provided that that
discriminant has a large enough number of prime factors. Another related area where the
theorem is relevant is group theory. If G is a finite p-group with d being its minimal number
of generators, and r relations, the theorem asserts that r > d?/4. The connection with group
cohomology comes from the fact that d = dim H'(G,Z/pZ) and r = dim H*(G,Z/pZ). The
theorem has an interesting application to the generalised Burnside conjecture. For each prime
p there is an infinite group generated by 3 elements, in which every element is of finite order,
namely a power of p. The main tools used came from homological algebra, especially group
homology and cohomology.
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0.3 Resumo

O teorema de Golod-Shafarevich

A dissertagao é sobre o célebre teorema de Golod-Shafarevich. Este teorema pode ser visto como
um teorema em algebra homoldgica para anéis nao-comutativos. Contudo, a principal motivacao
para prova-lo veio da teoria dos niimeros: mais precisamente se K é uma extensao finita de
Q e iterarmos a construgdo do corpo de classe de Hilbert (extensdao maximal abeliana nao-
ramificada de K'), obtemos a torre de corpos de classe de K. O teorema em questao demonstra
de forma construtiva que em geral tais torres sao infinitas. Por exemplo, se o discriminante
de K/Q contiver pelo menos 6 fatores primos, e K for imaginario quadrético, entao tal torre
é sempre infinita. Para extensoes gerais, a infinitude de tal torre continua valendo, desde que
o discriminante contenha um nimero de primos suficientemente grande. Outra drea na qual o
teorema tem consequéncias importantes (e diretamente relacionado ao anterior), é na teoria dos
grupos. Seja G um p-grupo finito nao-trivial, com d geradores (nimero minimal de geradores)
e r relacoes entre estes. Segue do teorema que r > d?/4. A conexdo com a cohomologia de
grupos vem do fato que d = dim HY(G,Z/pZ) e r = dim H?*(G,Z/pZ). Tsso nos permite
aplicagoes para a conjectura generalizada de Burnside. Por exemplo, para cada primo p sera
construido um grupo infinito gerado por 3 elementos, no qual todo elemento tem ordem finita,
uma poténcia de p. As ferramentas utilizadas serao as da algebra homoldgica, em especial da
homologia e cohomologia de grupos.
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0.4 Introducao

Os matematicos E.S.Golod e I.R.Shafarevich, na década de 60, provaram um importante teo-
rema

Seja G um p-grupo finito, entao
hg(G) > 1/4h1(G>2,
onde h;(G) = dimH (G, Z/pZ) para i >0

usando como ferramentas a algebra homoldgica.

A motivacao que E.S.Golod e I.R.Shafarevich tiveram para demostrarem esse teorema foi
para resolverem o problema da torre de corpos de classes que ainda estava em aberto. Para
compreender o problema em questao, considere a torre

kCkC---Ck;C---

que ocorre na teoria de corpo de classe, onde k é algum corpo e cada corpo k;11 é o corpo de
classe de Hilbert de k; (extensdo maximal abeliana nao ramificada de k;). A unido K dos corpos
k; é a extensao maximal solivel nao ramificada de k. Em 1925, Ph. Furtwéngler afirmou que
a extensao K /k (o problema da torre de corpos de classes) é finita.

Esse problema ficou em aberto por algumas décadas e o Teorema de Golod-Shafarevich
demonstrou, em 1964, de forma construtiva que tais torres em geral sao infinitas.

Nesse trabalho nao trataremos sobre os corpos de classes de Hilbert que utiliza a Teoria dos
Numeros, pois o objetivo principal aqui é provar o Teorema de Golod-Shafarevich através da
algebra homoldégica.

A construcao feita para demonstrar o Teorema de Golod-Shafarevich, utilizando como fer-
ramentas a algebra homoldgica, e também algumas importantes aplicagoes desse teorema na
Teoria de Grupos, bem como em Algebras Polinomiais Nao Comutativas, foram a motivagao
central desse trabalho que esta estruturado em trés capitulos. O Capitulo 1 é dedicado aos con-
ceitos basicos necessarios a compreensao do texto, tais como as defini¢oes e propriedades de uma
sequéncia exata de A-médulos, do conjunto Homy (A, B), de categorias e funtores. Além disso,
mostramos que os funtores, Homy (A, —) e Homy(—, A), que vao da categoria dos A-médulos
para a categoria de grupos abelianos sao funtores exatos a esquerda. Ainda nesta secao mos-
tramos o Lema da Serpente que foi fundamental na construcao dos Grupos de Tate presente
no Capitulo 3. Posteriormente, dedicamos uma secao aos estudos das principais propriedades
da categoria dos G-modulos, onde G é um grupo. Um resultado importante dessa secao é que
o conjunto Homgz (M, N) se torna um G-médulo quando é dada uma estrutura especial.

No Capitulo 2 foram feitas as construcoes das ferramentas necessarias para provar o Teorema,
de Golod-Shafarevich, isto é, os conceitos basicos e propriedades dos Grupos de Cohomologia
e Homologia. Dado um complexo de cocadeias formado a partir de uma resolucao injetiva de
um G-modulo M, tem-se uma sequéncia, nao necessariamente exata, e com isso definimos o
Grupo de Cohomologia de G dado por H" (G, M) = IE‘Z;@?). Como aplicagao, vimos algumas
propriedades dos Grupos de Cohomologia de L e L™ onde L é uma extensao finita de Galois
de um corpo K e L™ = L — {0}. Ainda neste capitulo, através das propriedades funtoriais
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de Grupos de Cohomologia juntamente com o resultado do Lema do Shapiro, construimos
importantes homomorfismos de Grupos de Cohomologia, tais como homomorfismos Restricao,
Inflagao e Corestricao. Ha uma relagao entre os homomorfismos Inflagao e Restricao que gera
uma sequéncia exata Inflacao-Restricao. Essa sequéncia exata, tem um papel importante ao
longo da construcao para a prova do teorema central desse trabalho. Dedicamos uma secao
para definir os Grupos de Homologia e apresentar algumas propriedades desses grupos. Para
a construcao dos Grupos de Homologia tomamos um complexo de cadeias formado a partir de
uma resolucao projetiva de um G-médulo M e assim, temos os Grupos de Homologia de G
dados por H, = Iﬁ?iz(i))'

Os conceitos e propriedades dos Grupos de Cohomologia e Homologia desempenham um
papel muito importante no desenvolvimento realizado no Capitulo 3 para a prova do Teorema
de Golod-Shafarevich.

No Capitulo 3 foi desenvolvida a demonstracao do teorema chave desse trabalho, bem como
aplicacoes desse resultado que teve grande influéncia em vérias areas da Matematica e vimos
sua contribuigao para a Teoria de Grupos e Algebras Polinomiais Nao Comutativas. O teorema
provado por Golod-Shafarevich diz que para um p-grupo G finito nao trivial com d geradores
(ntimero minimal de geradores) e r relagoes entre eles, temos r > d?/4. A relagao desse teorema
com os Grupos de Cohomologia vem do fato que d = dim H*(G,Z/pZ) e r = dim H*(G,Z/pZ).
Uma observacgao a ser feita é que a referéncia [15], usada como base para o prova desse teorema,
considera G um grupo profinito. Como ao longo desse capitulo consideramos G um grupo finito
e todo grupo finito é um grupo profinito, nao entramos em detalhes sobre os grupos profinitos
e sua topologia envolvida. Na primeira secao tratamos de algumas propriedades de p-grupos
finitos, definimos h;(G) = dim H'(G,Z/pZ) e mostramos que quando ¢ = 1 isto nos d4 o niimero
minimal de geradores de GG e sendo i = 2 temos o nimero minimal de relagoes entre os geradores
de G. E por tltimo, definimos o niimero de Shafarevich e mostramos que tal nimero é nao
negativo. Posteriormente, foram definidos os Grupos de Tate que através do Lema da Serpente
nos da uma sequéncia que relaciona os Grupos de Cohomologia com os Grupos de Homologia e
além disso, é uma sequéncia exata. Para demonstrar o teorema de Golod-Shafarevech, além de
todas essas defini¢oes e propriedades, foi preciso provar dois lemas de extrema importancia para
essa demonstracao que nos fornece resultados relevantes nos Grupos de Homologia. Uma outra
observacao importante é que os resultados vindo dos Grupos de Tate permitem que h;, de uma
maneira especial, nos dé a dimensao dos Grupos de Homologia e com isso, juntamente com os
dois lemas, o teorema em questao consiste do comportamento da homologia de G. Assim, por
construcao provamos o Teorema de Golod-Shafarevich.

Esse Teorema de Golod-Shafarevich pode ser visto utilizando-se algebras polinomiais nao co-
mutativas. Para isso, consideramos F(X) = F(z1,- - ,z4) uma dlgebra polinomial nas variaveis
nao comutativas xi,--- , x4 € construimos a algebra polinomial ndo comutativa A = F(X) /%,
onde 2 é um ideal de F'(X) gerada pelos elementos homogéneos fi, fa, - +. Resumidamente, o
Teorema de Golod-Shafarevich é o seguinte

Para a dlgebra A como descrita acima, considerando n; = 0(f;) o grau de cada polinémio
homogéneo f; e r; o numero de polinomios homogéneos de grau i, temos que

1. Se para cada i, r; < [(d — 1)/2]?, entdo A tem dimensdo infinita sobre F.

Em 1941, surgiu o seguinte problema de Kurosh-Levitzki
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Seja K um corpo. Suponha que A seja uma dlgebra finitamente gerada sobre K e que todo
elemento de A seja nilpotente. A dlgebra A tem dimensao finita?

O matematico Golod utilizando o Teorema de Golod-Shafarevich construiu uma &lgebra
nil, que apesar de ser gerada por trés elementos, tem dimensao infinita. Esse resultado foi o
primeiro contra exemplo para o problema de Kurosh-Levitzky.

Outra importante contribuicao matematica que esse teorema proporcionou, foi dar o pri-
meiro contra exemplo que nega a conjectura de Burnside feita em 1911:

Seja G um grupo finitamente gerado com todo elemento de ordem finita, entao G € finito.
Para mostrar que essa afirmacao ¢é falsa, Golod-Shafarevich provaram o seguinte resultado

Se p um numero primo qualquer, existe um grupo G infinito, gerado por trés elementos em
que cada elemento de G tem ordem finita e de poténcia de p.

Portanto, esse trabalho teve como objetivo expor e provar o poderoso Teorema de Golod-
Shafarevech e mostrar algumas contribuicoes de relevante interesse para a matemaética.






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Modbdulos e Sequéncias Exatas

Nesta secao considere R um anel, nao necessariamente comutativo, mas com unidade 1. Os
homomorfismos de anéis o : A — B sempre satisfazem «(14) = 1.

Veremos em quais condi¢oes uma sequéncia de R-modulos a esquerda é uma sequéncia exata.
Posteriormente, para todos R-médulos A e B, definiremos o conjunto Homg(A, B). Além disso,
mostraremos que o funtores, Homg(A, —) e Homg(—, A), que leva uma categoria de R-médulos
para uma categoria de grupos abelianos sao funtores exatos.

Definicao 1.1. Uma sequéncia
ﬁAlwi;l A/L'Jrl A

de R-mddulos é exata em A; se Ker(p;41) = Im(p;). Assim, uma sequéncia € exata se for exata
em todos os elementos da sequéncia.

Seja0 3> A5 B5S C 2 0 uma sequéncia exata de R-modulos. Considere os seguintes
casos:

(1) Como a sequéncia é exata em A, temos Ker(¢t) = Im(a)) = 0. Isso implica que ¢ é injetivo.
(17) Com a exatidao em B, Ker(m) = Im().
(731) Sendo a sequéncia exata em C, entao C' = Ker(f) = Im(x). Assim, 7 é sobrejetiva.

Note que isso implica C' = B/A. Tal sequéncia é chamada sequéncia exata curta de R-
modulos.

Definicao 1.2. Denote por Homg(M,N) o conjunto dos mapas o : M — N que sio R-
homomorfismos.

Definigao 1.3. Seja R um anel e 0 — A LA BAC 0 uma sequéncia exata curta de R-

mddulos. Se eziste um R-mddulo complementar de 1(A) em B entio dizemos que a sequéncia
cinde. Nesse caso, B =1(A) @ C’, para algum R-submdédulo C" de B, e p(C") ~ C.

17
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Proposicao 1.1. (Proposi¢ao 26.10 [4]) Uma sequéncia exata curta 0 — A A BAC50de
R-maodulos cinde se, e somente se, existe um homomorfismo o : C' — B de R-maodulos tal que
poa=1¢.
Demonstracao. Suponha « : C' — B um homomorfismo de R-mddulos tal que ¢ o a = 1¢.
Seja a(C) = " para algum R-submddulo C’ de B . Entao, ¢(a(C)) = ¢(C") = C e assim,
©(C") ~ C. Agora mostraremos que B = ¢(A) @ C’, isto é, Y(A)NC" =0e todob € B é
escrito da forma ¥ (a) + ¢ para algum a € Ae ¢ € (.
L. (A)NC"=0
Tome by € Y(A) N C". Com isso, by € P(A), isto é, by € Im(yp) = Ker(yp). Por sua vez,
by € C' = a(C), entdo existe ¢ € C' tal que a(c) = by. Logo, ¢(b1) = ¢ o a(c) = 0.
O mapa ¢ o « é injetivo, pois ¢ o « é o mapa identidade em C. Assim, ¢ = 0 e
bl = Od(O) =0.
2. b=1(a)+ ¢
Considere b = b — a(c) + a(c), onde a(c) = ¢ para algum ¢ € C’. Sendo ¢ um mapa
sobrejetivo podemos afirmar que ¢(b) = ¢. Note que

p(b—alc)) = ¢(b) = p(a(e) = p(b) —c=c—c=0.
Assim, b — a(c) € Ker(p) = Im(y0). Com isso, b — a(c) = 1(a), para algum a € A.

Portanto, a sequéncia cinde.

Suponha que a sequéncia 0 — A ABAC S0 cinde, isto é, para algum R-submddulo
C'de B, B=¢(A)®C" e ¢o(C'") ~ C. Defina a = ¢! : C — B, que estd bem definido, pois
©(C") é um mapa bijetivo a C' e por isso, tem inversa. Logo, p o a = 1¢. O

Proposicao 1.2. (Proposi¢io 29.10 [}]). Sejam D, L e N R-mddulos, entdo temos:
1. Homg(D, L & N) ~ Hompg(D, L) & Homg(D, N).
2. Homg(L & N, D) ~ Homg(L, D) & Hompg(N, D).

Demonstragao. Seja m : L ® N — L a projecao natural de L & N em L, ou seja, m(l,n) = L.
Analogamente, seja my a projegao natural de L & N em N. Se aw € Hompg(D, L & N), entao as
composigoes m o« e T o nos dao elementos em Hompg(D, L) e Hompg(D, N), respectivamente.
Assim sendo, tome o seguinte mapa:

¢ : Homgr(D,L & N) — Homg(D, L) ® Hompg(D, N)
a — (moa,moaq).

que, claramente, estd bem definido.
Neste instante, considere o mapa

Y : Homg(D, L) ® Homg(D, N) — Hompg(D,L & N)
(81, 52) +—  f(d) = (B1(d), f2(d)) para todo d € D.

Facilmente verifica-se que é um homomorfismo e, além disso, que ¢ e ¥ sao homomorfismos
mutuamente inversos. Isso prova o isomorfismo em 1. Similarmente é provada a afirmacao

2. O
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1.1.1 Categorias e Funtores
Um conjunto € para ser definido como uma categoria é necessario fornecer:

(1) A classe dos objetos A, B,C,--- que pertencem a categoria €;

(77) Para cada par de objetos A, B de € um conjunto €(A, B), de morfismos de A para B;
(17i) Para os objetos A, B,C' de €, uma lei de composi¢ao:

C(A, B) x €(B,C) — €(A,C).

Para cada categoria €, temos os seguintes axiomas:
(1) Os conjuntos €(A;, By) e €(As, By) sao disjuntos, a menos que A; = Ay e By = By;

(74) Dados os objetos A, B,C e D de € e os morfismos a: A — B, §: B—-Cep:C — D,
temos:

p(Pa) = (pB)e;

(i73) Para cada objeto A de € existe um morfismo 14 : A — A tal que para todoa: A — Be
B:C — A, temos:

aoly=a, 1lao0op=0.
Segue abaixo alguns exemplos de categorias e seus devidos conjuntos de morfismos:
1. A categoria € de conjuntos e fungoes;
2. A categoria & de grupos e homomorfismos;
3. A categoria (b de grupos abelianos e homomorfismos;
4. A categoria R de anéis e homomorfismos de anéis;
5. A categoria R, de anéis com unidade 1z e homomorfismos que preserva a identidade;

6. A categoria MM, de A-mddulos, onde A é um objeto de R, e homomorfismos de A-médulos.

Dadas duas categorias distintas € e ®, um funtor w : € — © é uma transformagao que
associa cada objeto A de € um objeto w(A) de ©, e também associa todo morfismo « de
(A, B) a um morfismo w(a) em D (w(A),w(B)) através de:

w(apf) = (w(a)w(B)), w(la)= Ly

Defina o funtor €(A, —) como funtor covariante e o funtor €(—, A) sendo funtor contravari-
ante.

Dentre os funtores, estamos interessados nos funtores Hompg(A, —) e Homg(—, A) onde A é
um R-moédulo.

Primeiramente, observe que o conjunto Homg(A, B), onde A e B sdo R-mdédulos, tem a
estrutura de um grupo abeliano. Agora, dado um homomorfismo « : By — By de R-mdédulos,
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temos que Hompg(A, ) é igual ao funtor Hompg (A, —) aplicado no morfismo a e de mesmo modo,
temos Hompg(a, A). Os funtores Homg(A, —) e Homg(—, A) vao da categoria de R-md6dulos
para a categoria de grupos abelianos. Nesse instante, verificaremos como ocorre a inducao pelo
homomorfismo a.

e O funtor Hompg(A, o) induzido pelo homomorfismo « : By — By é dado por:

a, : Hompg(A, a) : Homg(A, B;) — Homg(A, By)
QY = Qaop.

e Para o funtor Homg(a, A), temos o induzido por « da seguinte maneira:

o : Hompg(a, A) : Hompg (B, A) — Hompg(By, A)
Y o= Yoa.

Teorema 1.1. (Teorema 28.10 [4]). Sejam D, L, M e N R-mddulos. Se

0L 5 MA5N=0 (1.1)
¢ exata, entao a sequéncia
0 — Hompg(D, L) > Homg (D, M) £ Hompg(D, N) (1.2)

também serd exata.

Demonstragao. Para mostrar a injetividade de ¢* tome oy e 09 € Hompg(D, L) tal que ¢ o
01(d) = 1 o 09(d) para todo d € D. Sendo v injetivo, o1(d) = 03(d) para todo d € D.

Mostraremos que o Ker(¢*) = Im(¢*).

Tome o € Ker(¢*) e assim, ¢ o a(d) = 0 para todo d € D e a(d) € Ker(y) = Im(¢)). Entao
existe um [ € L tal que a(d) = ¥(l), e como ® é injetivo, para cada d € D temos um tnico
[ € L. Dessa forma, o mapa o/ : D — L onde o/(d) = [ estd bem definido. Claramente, o/ é
um homomorfismo. Assim, ¢* o o/(d) = *(I) = a(d) e isso mostra que Ker(¢*) C Im(y)*). Por
outro lado, tome a € Im(¢)*)(a/), entao ¢(a(d)) = ¢(¢(a/(d))) = 0 para todo d € D. Portanto,
Ker(¢*) = Im(¢*), provando a exatidao da sequéncia 3.3. O

Proposicao 1.3. (Proposi¢ao 30.10 [4]). Seja P um R-mddulo. Dessa forma, sao equivalentes
as sequintes afirmagoes:

1. Sejam L, M e N R-modulos. Se

05L5%5 M5 N0
¢ exata, entao a sequéncia

0 — Homp(P, L) & Homp(P, M) & Homp(P,N) — 0 (1.3)

também € uma sequéncia exata.
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2. Para todo M e N R-mddulos, se M 5 N — 0 € exata, entdo dado o € Homp(P, N)
existe um levantamento ® € Homg(P, M) que faz o sequinte diagrama comutar

P
@//j
e ¢
M-Y2~N

3. Se P € um quociente de um R-modulo M, entao P € isomorfo a um somando direto de
M, isto €,
0> L5 M5 P =0 cinde.

4. P € um somando direto de um R-maodulo livre.

Demonstracao. A equivaléncia de (1) para (2) segue do Teorema 1.1. Suponha que a afirmacao

(2) é satisfeita e considere a sequéncia exata 0 — L B M5 P 0. Pela afirmacao (2) o
mapa identidade i¢d : P — P levanta para um homomorfismo p tal que p o u = 1p. Entao, pu é
um homomorfismo cindido. Isso mostra o item (3).

Todo P-médulo é quociente de um mddulo livre. Dado um conjunto A, existe um F(A)
R-mdédulo livre nesse conjunto. Em particular, temos F(P) R-médulo livre em P. Com isso,
sempre existe a sequéncia exata

0 — Ker(m,) & F(P) 5 P — 0.

Se a afirmacao (3) é satisfeita para essa sequéncia, entao ela cinde, isto é, F(P) ~ Ker(p,)® P.
Assim, (4) estd provada.

Para mostrar que (4) implica (2), suponha que P é um somando direto de um R-mdédulo
livre no conjunto A, isto é, F(A) = P @ K. Tome um homomorfismo v : P — N e seja 7 a
projecao natural de F(A) em P. Para todo a € A defina n, = v o 7w(a). Sendo ¢ um mapa
sobrejetivo, para todo m, € M existe um n, € N tal que ¢(m,) = n,. Pela propriedade
universal de médulos livres, existe um homomorfismo w : F(A) — M com w(a) = m,. Assim,
o seguinte diagrama

F=AoK
/%
/
/
oo
// j'y
V3
M—7 N 0

comuta, pois ¢ ow(a) = p(m,) =n, =y om(a) para todo a € A.
Defina w' : P — M por w'(p) = w((p,0)). Seja ¢ a inclusdo natural de P em F(A) e sendo
w' = wou, entdao w' é um homomorfismo. Assim,

pouw'(p) =wow((p,0)) =vor((p,0)) =~(p), Vpe P

isto é, o diagrama
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comuta.
Portanto, existe um homomorfismo w’ tal que p ow’ = 7, que prova que (4) implica (2). O

Teorema 1.2. (Teorema 35.10 [4]) Para quaisquer R-mddulos L, M, N e P, se

0L5 M5 N0
€ uma sequéncia exata curta, entao
0 — Hompg(N, P) £ Hompg(M, P) % Homp(L, P)
serd uma sequéncia exata curta.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que ¢* é injetivo.

Seja m € Hompg(N, P). Tome ¢ € Ker(¢*), entao ¢ o p(m) = 0 para todo m € M. Como ¢
é sobrejetiva, ¢(n) = 0 para todo n € N. Assim, ¢ = 0.

Agora serd provado que Ker(¢*) = Im(p*).

Conside a € Hompg(M, P) e tome 8 € Ker(y*), entdo 5o 1(l) = 0 para todo [ € L. Com
isso, Im(¢)) = Ker(p) € Ker(y*). Dado n € N e sendo ¢ sobrejetiva, existe m € M tal que
p(m) = n.

Defina v : N — P por v(n) = f(m) que estd bem definida, pois se m; € M tal que
w(m) = p(my), entdo m —my € Ker(p). Como Ker(p) € Kerw ), B(m —my) = 0. Assim,
B(m) = Bm1). Logo, 7(n) = y(w(m) = ¢*(7) = B(m) e B € Im(y*). Isso mostra que
Ker(y*) C ().

Observe que para w € Homg(N, P)

(¥ op")(w) =y (wop) = (wop)o =wo(poy) =wol=0.
E assim, Im(p*) C Ker(¢*). Portanto, Homg(—, P) é exato. O

Corolario 1. Se a sequéncia exata de R-modulos

0-MANS L0
cinde, entdo a sequéncia
0 — Hompg(L, P) % Homp(N, P) % Homp(M, P) — 0
é exata e também cinde.

Demonstracio. Se a sequéncia exata 0 — M 5 N A N cinde, entao N = L & M. Em
vista disso, Homg(N, P) = Hompg(L @ M, P) e pela Proposigao 1.2, Homg(N, P) = Homg(L &
M, P) = Homg(L, P) ® HomR(M P). Isso induz a sequéncia

0 — Hom(L, P) % Hom(L P) & Hom(M, P) LN Hompg(M, P) — 0.
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Para provar sua exatidao, basta mostrar que ¥* é sobrejetiva, pois as outras condi¢oes para
essa sequéncia ser exata foram provadas no teorema 1.2. Note que,

Hompz(L, P) @ Homg(N,P) % Hompg(N, P)
(@,8) = B

¢ um mapa sobrejetivo.
Tome p : Hompg(L, P) — Homg(L, P)®Hompg(M, P) onde p(w) = (w,0). Entao, m*ou(w) =
7™(w,0) = w para todo w € Homg(L, P). Portanto, essa sequéncia cinde. O

Proposicao 1.4. (Proposi¢ao 34.10 [4]) Seja P um R-mddulo. Dessa maneira, sio equivalentes
as afirmacoes:

1. Para todo L, M e N R-modulos, se

0>L5MS5N-=0
¢ uma sequéncia exata curta, entao
0 — Hompg(N, P) £ Homp(M, P) = Hompg(L, P) — 0
também € uma sequéncia exata.

2. Para todo L e M R-modulos, se 0 — L YoM ¢ exata, entao todo homomorfismo de
R-mddulos de L para P levanta para um homomorfismo de R-modulos de M para P.
Assim, o sequinte diagrama comuta

3. Se P ¢ um submddulo de um R-modulo M, entao P € um somando direto de M, isto ¢,
toda sequéncia exata curta 0 — P — M — N — 0 cinde.

Recorde que dado o : A" — A um homomorfismo de R-mdédulos, definimos Coker(a) =

A/Im(a).

Lema 1.1. (Lema 1.53.2 de [16]). (Lema da Serpente) Se o sequinte diagrama de sequéncias
exatas de R-modulo comuta,

A —~= B == (' 0

bk

0—A——=B—"=C

entao exriste uma sequéncia exata
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0 — Ker(a) — Ker(8) — Ker(v) > Coker(a) — Coker(3) — Coker()) — 0.

Demonstragao. Primeiramente, dado um mapa ¢ : M — N, temos que Coker(¢) = N/Im(yp).

Agora mostraremos que d ¢ um homomorfismo e esta bem definido. A verificagao da exatidao
dessa sequéncia, por ser bem extensa, nao serd exposta aqui mas pode ser visto em algumas
literaturas.

O tnico morfismo cuja definigdo é nao trivial é o 6. O mapa ¢ é definido da seguinte
maneira. Tome ¢ € Ker(¢)) e assim, 7(b) = ¢ para algum ¢ € C’, pois o mapa 7 é sobrejetivo.
Temos que [(b) € B’ e como ¢ € Ker(v), entdo 7' (8(b)) = ¥(n(b)) = ¥(c) = 0. Com isso,
B(b) € Ker(n') = Im(:/). Logo, 5(b) = ¢/(a’) para um tnico @’ € A, pois ¢’ é injetivo. Defina,
d(c) = a+Im(a), a € A e esse § pode ser escrito da seguinte forma

d(c) = () (B(m(0)))-

Para mostrar § que estd bem definido, basta verificar que nao ha ambiguidade no levanta-
mento de ¢ € C' para B'.

Suponha que ¢ = 7(b;) = 7(b2). Diante disso, by —by € Ker(m) = Im(¢), entao by —by = 1(a’)
para algum o’ € A’. Existe um tnico a; € A tal que /(a;) = B(b1). Logo,

(afar)) = B(u(a) = B(br — be) = /(a1 — a2)

e sendo ¢ injetivo, (a; — az) = a(ay) € Im(«). Portanto, a; + Im(a) = as + Im(«) e o mapa
0 esta bem definido.

Agora, mostraremos que ¢ é um homomorfismo. Para isso, tome ¢ € Ker(¢) e defina
d(c) =1t o fon!(c). Claramente, 6(c) € A. Tome ¢; e ¢y € A, entao

S(ci+c) = vtoBom e+ )
= o B(r M a) + 7 e))
= o f(rHe) + e o B (e2))
= 0(c1) +9(c2)

e assim, 0 é um homomorfimo. n

1.2 A categoria dos G-mdédulos

Seja G um grupo. Nesta secao daremos as condigoes para um grupo abeliano M ser um G-
modulo. Definiremos o conjunto Homy (M, N) e atrdves de uma estrutura esse conjunto se torna
um G-médulo.

Um G-médulo M é um grupo abeliano com um mapa,

GxM-—-M
(g,m)—=g-m

tal que para todo g,¢' € G e m,m’ € M, temos:

e (G age sobre M e, consequentemente:
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(1) 1-m=m

(i) (99" )m = g(g"- m);
e A acao é compativel com a adicao em M
(i) g-(m+m')=g-m+g-m'.
O grupo de homomorfismos de grupos abelianos de M para N serd denotado por Homgz (M, N).
Um G-homomorfismo de M para N é um mapa o : M — N tal que
(1) a é um homomorfismo de grupos abelianos:
a(m+m') = a(m) + a(m’);
(17) « é compativel com a agdo de G em M e N:

a(gm) = ga(m) para todo g € G e m € M.

Denote por Homg (M, N) o conjunto de mapas « : M — N de G-homomorfismos.

Defini¢ao 1.4. : O anel de grupo Z|G| de G € um grupo abeliano livre cuja base sao os ele-
mentos de G e sua operacao € determinada pela lei do grupo em G estendida distributivamente,
isto €, os elementos de G comutam com os coeficientes em Z. Entdo, os elementos de Z|G] sao
somas finitas

Z%U, a, €Z eo € G,
oeG
com produto dado por:
O ae0)> br) = asb.(o7)
oc€eG TEG o,T

Uma estrutura de G-médulos no grupo abeliano M estende de maneira tnica para a estru-
tura de Z[G]-mdédulos.
Dado um G-médulo M, ele se torna um Z[G]-mdédulo via:

(Z Neo) - m = Zna(a -m).

Observe que um homomorfismo de grupos abelianos é um homomorfismo de G-maédulos se,
e somente se, ¢ um homomorfismo de Z[G]-mddulos.

Portanto, a categoria dos G-mddulos, Mod¢, pode ser identificada com a categoria de mé-
dulos sobre o anel Z[G].

Se M e N sao G-mdédulos, entdo o conjunto Homy (M, N) se torna um G-mdédulo com a
estrutura:

(@) (p+¢)(m) = p(m)+¢'(m).
(i) (op)(m) = o(p(o~"'m))

Para verificar essa afirmagao, tome ¢, ¢' € Homg(M, N), 0,01,00 € Gem € M,
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)(m) = 1gp(15'm) = 1ge(m) = ¢(m) para todo m € M.
(0102)p) = a1(020).
Observe que

((0102)@)(m) = 01090((0102)"'m) = o1020(0y oy 'm)

e por outro lado,
(01(020)(m)) = 01 (020) (07 'm) = d1020(03 ' (07 'm)).
Assim, ((o102)p)(m) = o1(02¢)(m) para todo m € M.

(iid) (o(p+¢))=0-p+0-¢.
Note que,

(alp+¢))m) = o-[(p+¢) o 'm)]
— o[l im) + (o m)]

e sendo N um G-médulo,

-1

o [p(e ™ (m) +¢' (e m)] = oo 'm)+o- (07 "m)

= (o-p)(m)+(o-¢)(m)
(0-p+o-¢)(m).

Logo, (o (¢ +¢))(m) = (0-p+0-¢)(m), Vm € M

1.3 Modbdulos Induzidos e Mdédulos Injetivos

Seja H um subgrupo do grupo GG. Observe que se N é um G-médulo entao N também é um
H-médulo. Vamos ver que a partir de um H-moddulo podemos construir um G-médulo.
Seja M um H-moédulo. Defina,

IndS (M) = {¢: G — M|p(ro) = r(0),¥r € H}.
O conjunto Ind$ (M) se torna um G-médulo via:
(1) (p+¢)(z) = o(x) + ¢'().
(i) (op)(x) = p(z0).

Um homomorfismo a : M — N de H-moddulos, define um homomorfismo de G-modulos,
através de:

o, : Ind% (M) — Ind$(N)
¢ = aoyp
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Lema 1.2. (Lema 1.2.2 de [13]).

1. Para todo G-mddulo M e H-mddulo N,
Homg (M, Ind$(N)) ~ Homp (M, N).

Demonstracio. Tome o : M — Ind%(N) um homomorfismo de G-médulos. Defina 3 :
M — N por B(m) = a(m)(1lg). Para todo ¢ € G,

plom) = (a(om))(le) = (o(a(m)))(1e) = a(m)(lgo) = a(m)(o).

Por hipétese, a(m) € Ind%, se 0 € H entdo,

plom) = a(m)(lgo) = a(a(m)(1e)) = o(B(m)).

Com isso, f(om) = o(B(m)) e assim, : M — N é um H-homomorfismo.

Agora, tome 8 : M — N um H-homomorfismo e defina a : M — Ind%(N) tal que,
a(m)(o) = f(om). Para todo 7 € G,

oa(m)(r) = a(m)(ro) = B((ro)m) = f(r(om)) = a(om)(r).

Logo, a é um G-homomorfismo.

Mostraremos que os mapas « — [ e § — a que sao mutuamente inversos.

(1) Considere o mapa composto § — o +— (.
Como visto, dado 5 : M — N definimos a(m)(c) = B(om).

A imagem de ' de a é dada por 5 (m) = a(m)(1g) para todo m € M. Tomando
o = lg, obtemos B(m) = §'(m), Ym € M.

(77) Tome o mapa composto a +— 3 — .
A imagem de o/ de 8 é dada por o/(m)(c) = f(om). Assim,

o/ (m)(o) = plom) = alom)(le) = ca(m)(lg) = a(m)(lgo) = a(m)(0)

e entdo, a = o',
Com isso, Homg (M, Ind$(N)) ~ Homg (M, N).

2. O funtor
Ind% : Mody — Modg
é exato.

Demonstracao. Considere a sequéncia exata,
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0-M5NSP—=0

Devemos provar que a sequéncia,

0 — Ind% (M) 2 Ind%(N) 5 Ind%(P) — 0

¢é exata.

(4)

Ker(m,) C Im(ey).
Tome 1) € Ker(m,) e defina 7,(¢) = 7 09 Vo) € Ind$(N). Dessa forma,

m(Y)(0) = mo (o) = 7(P(0)) = 0, Vo € G,

Assim, (o) € Ker(m) = Im(:) e com isso, ¥(c) = ¢(m,) para um unico m, € M,
pois ¢ € injetivo.

Observe que, 1 € Im(z,) < existe a € Ind% (M) tal que ¢, (a) = 1.

Considere o mapa « : G — M tal que o — m,. Esse mapa esta bem definido pois
cada elemento o € GG estd associado a um unico elemento m, € M.

Mostraremos que a € Ind%(M). Para isso, tome 7 € H e defina a(r0) = m,, tal
que

Umze) = Y(10) = T(0) = Te(mg)) = t(Tmg).

Sendo ¢ injetivo, Tm, = M4, e assim, Ta(o) = a(ro). Logo, a € Ind$(M).
Considere o mapa ¢, : Ind5 (M) — Ind%(N) tal que o — ¢ o a. Para todo o € G,
temos:

t(a)(o) = lalo)) = timy) = ¥(0), Yo € G.
Portanto, ¥ € Im ().
Im(e,) C Ker(m,).
Temos, 7, 0 t.(1)) = (mo1).(¢) = 0. Logo, t.(¢) € Ker(m,).
Ly € injetivo.
Tome a € Ker(i,), entdo t(a(o)) = 0 para todo o € G e pela injetividade de ¢,
a(o) = 0 para todo o € G. Dessa maneira, a = 0 e Ker(t.) = {0}.
. € sobrejetivo.
Seja S um conjunto de representantes das classes laterais a direita de H em G, isto
é
G = UyesHp, e ¢ € IndG (P). Para cada p € S escolha um n(p) € N tal que
m((n(p)) = ¢(p)-
Defina o mapa ¢ : G — N por ¥(7p) = 7 - n(p), onde 7 € H, entdo

T(lup) = Tlgn(p) = Y(7p). (1.4)

E assim, ¢ € Ind%(N) e
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T () (Tp) = m(Y(7p)) = w(Tn(p)) = T7(n(p)) = TP(p) = P(7p).
Logo, 7, é sobrejetivo.
Concluimos que o funtor Ind% : Mody — Modg é exato.

]

Seja ¥ : Ind$(N) — N em que ¢ — ¢(1g) é um homomorfimo de H-médulos, e pelo Lema
1.2 (Ind%(N), ¢) tem seguinte propriedade universal:

Para todo H-homomorfismo g : M — N de um G-mddulos, existe um tnico G-homomorfismo
a: M — Ind$(N) tal que Uoa = 3.

A

| o s

\V \
Ind$.(N) N

Quando H = {1}, um H-mddulo é apenas um grupo abeliano e temos:

md%(My) = {¢:G — My}
== H0m2<Z[G],M0)

Um G-médulo ¢ induzido se é isomorfo a IndG(Mo), para algum grupo abeliano M.

Definicao 1.5. Um R-mddulo P é chamado de injetivo se satisfaz quaisquer das condi¢oes de
equivaléncia da Proposi¢ao 1.4.

Proposigao 1.5. (Proposi¢ao 1.5.2 de [13]). A categoria Modg tem G-mddulos injetivos sufi-
cientes, isto €, todo G-mdodulo M pode ser incluso em um G-mdédulo injetivo I, M — 1.

Demonstracao. Seja M um G-moédulo. My é M visto como um grupo abeliano. E sempre
possivel incluir My em um injetivo I, My < I. Entao, Ind%(M,) < Ind%(I) de G-médulos.
Agora, verifica-se que existe uma inclusio canénica de M — Ind®(M,) de G-médulos, pois

M — TInd%(M,)
M = Qp 0> om
Com isso, M < Ind“(M,) — Ind“(I).

Pelo Lema ??, Homg (M, Ind®(I)) ~ Homy(My, I). Como Homy(M,, I) é exato, Homg (—, Ind (1))
também serd um funtor exato. Logo, Ind“(I) é injetivo. O






Capitulo 2

Grupos de Cohomologia e Homologia

2.1 Grupos de Cohomologia

Trataremos aqui de um grupo muito importante para esse trabalho, os Grupos de Cohomologia.
Para construir esse Grupo de Cohomologia considere G um grupo e comecaremos com a defini¢ao
do conjunto MY. Mostraremos que o funtor (—)“ é exato. Depois disso, definiremos um
complexo de cocadeia e através de um complexo de cocadeia de uma resolugao injetiva, teremos
os Grupos de Cohomologia. Em seguida, daremos algumas propriedades desses grupos.

Seja M um G-médulo e defina
MC = {m € M|gm = m,Vg € G}.

Vimos que, se M e N sao G-mddulos, entao o conjunto Homgz (M, N) se torna um G-médulo
com a estrutrura:

(i) (p+ @) (m) = p(m)+¢'(m).
(i) (op)(m) = a(p(o~'m)).

Note que segue de imediato dessa estrutura de G-moédulo que
(Homgz (M, N))¢ = Homg (M, N).
O funtor,

MOdG —  Mody
M —~ M¢

é exato a esquerda, isto é, se a sequéncia
0—-A—-B—=>C—=0

¢é exata, entao

0 — A - B¢ — C¢

31
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serda uma sequéncia exata.

Para isso, basta mostrar que hd um isomorfismo natural A ~ Homg(Z, A), pois Homg(Z, —)
é um funtor exato a esquerda.

Considere o mapa Homg(Z, A) — A%, tal que a,(1) = a. Temos,

oa =0a,(1l) =a,(0-1) = a,(l) = a,

para todo o € G. Entao, a € A% e o mapa esta bem definido.
Agora, tome o mapa AY — Homg(Z, A) onde a — 1 e defina ¢(1) = a. Com isso,
w(on) =1(n) =1¥(1-n) =ny(1l) = na para todo o € G e para todo n € Z. E por outro lado,
op(n) = o(na) =ocla+a+---+a) =ca+oca+---+oca = na. Logo, Y(on) = oh(n) e o
mapa esta bem definido.
Mostraremos que esse mapas sao mutuamente inversos.
(i) Homg(Z, A) — A% — Homg(Z, A).
ag — a1 tal que ¥ (1) = a. Por definigao, a,(1) = a, entdao o, = 9.
(ii) A% — Homg(Z, A) — AC.
a — 1 — (1) tal que (1) = a.

Portanto, Homg(Z, A) ~ A. Isso pode ser visto ainda mais facilmente que:
Homg(Z, A) = (Homg(Z, A))¢ = AY.
Definigao 2.1. Seja C uma sequéncia de R-mddulos
0 C0B 0t .oty om gt
A sequéncia C € chamada complexo de cocadeia se d, 1 0d, =0 para todo n.

Definicao 2.2. Seja A = A" e B = B"™ complexos de cocadeias. Um homomorfismo de
compleros o : A — B € o conjunto de homomorfismos o, : A™ — B™ tal que para todo n o
diagrama comuta:

An—1 dn An dnt1 Antl

Lan—l O lan O Lan+1
d

Bl B" n+1 Brtl

Seja M um G-moédulo e escolha uma resolucao injetiva

oMo S st
de M. O complexo de cocadeia
0% (19¢ %5 (16 ... D (1n)e L (e

nao precisa ser uma sequéncia exata longa, e um r-ésimo grupo de cohomologia de G' com
coeficientes em M é definido por

wGan - )

Esse grupo tem as seguintes propriedades:
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(i) HY(G, M) = MC.

Tome a sequéncia exata

0 MCE 5 (199 % (116,

Com isso, H*(G, M) = Ifner(do) = Ker(d") = Im(e) = M©.

Tm(d 1)
(73) Se I é um G-mdédulo injetivo, entao H"(G, I) = 0 para todo r > 0.

Basta notar que,
0—=+1—-1—=0---
é uma resolusao injetiva de I.
(771) Uma sequéncia exata
O—->M —-M-—>M'—0

de G-médulos da origem a uma sequéncia exata longa,
0 — H(G, M) = -+ — H"(G, M) = H"(G, M") & H'+Y(G, M") — -

Essa é a sequéncia de cohomologia.

(1v) Sejam M — I* e N — J* resolucoes injetivas de dois G-mo6dulos M e N. Um homomor-
fismo de G-médulos v : M — N levanta para um mapa de complexo

M—-1I°

-

N——J°
e 0s homomorfismos,
H"(«®) : H"(I*) — H"(J*)
nao dependem da escolha de a®. Assim, dado a temos que M — H"(G, M) é um funtor

da categoria dos G-mdédulos para a categoria de grupos abelianos.

Proposigao 2.1. (Lema do Shapiro)(Proposicio 1.11.2 de [13]). Seja H é um subgrupo de G.
Para todo H-mddulo N, existe um isomorfismo canonico

H"(G,Ind%(N)) ~ H"(H, N)
para todo r > 0.

Demonstragcao. Considere os seguintes casos:



34 CAPITULO 2. GRUPOS DE COHOMOLOGIA E HOMOLOGIA

(i) r =0 Como visto, N¥ ~ Homp(Z, N) e assim,

H°(H,N) = N" ~ Hompy(Z, N) ~ Homg(Z,Ind%(N)) ~ (Ind%(N))¢ = H(G, Ind% (N)).

(i4) r > 0 Escolha uma resolucio injetiva N — I* de N. Aplicando o funtor exato Ind%,
obtemos a seguinte resolucao injetiva:

Ind%(N) — Ind$(1°).
Pelo resultudo acima, (Ind$(I))¢ ~ I e dessa forma,

H"(G,Ind%(N)) = H"((Ind$(1))%) ~ H(I") = H"(H, N).

O
Corolério 2. Se M é um G-mddulo induzido, entao H" (G, M) = 0 para r > 0.
Demonstra¢do. Se M = Ind®(My), entdo pelo Lema do Shapiro
H"(G,M) ~ H"({1}, My) = 0 para todo r > 0.
O

Seja
O—-M—=J—=N-—=0

uma sequéncia exata de G-mddulos. Entao, essa sequéncia da origem a sequéncia exata de
cohomologia

0— H°(G,M) - H°(G,J) — H°(G,N) - H'(G,M) - H (G, J) — - --.
Se H"(G, J) = 0 para todo r > 0, entao
0— HY(G, M) — HYG,J) — H(G,N) > HY(G, M) = 0
é uma sequéncia exata e além disso, temos a cole¢cao de isomorfismos
H"(G,N) ~ H G, M).

Exemplo 1. Seja M wm G-mddulo e defina M, como o mddulo induzido ITnd$ (M) onde My é
M wvisto como um grupo abeliano. Como visto na demonstragao da Proposicao 1.5, existe uma
inclusdo canonica M — Ind®(My) de G-mddulos tal que g — gm,m € M. Seja My = M, /M.
Assim, a sequéncia

0= M— M, — M; =0
¢ exata e sendo H" (G, M,) =0 para r > 0, entdo

H"(G, M) ~ H (G, M), parar > 1.
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De maneira geral, uma sequéncia exata
0OMS A2 NS0 (2.1)
tal que H"(G, J") = 0 para todo r,i > 0, define isomorfimos
H"(G,N) ~ H*5(G, M) para todo r > 1.
Para provar esse resultado fragmentaremos a sequéncia acima em sequéncias menores e Mmos-
traremos que sao sequéncias exatas curtas. Primeiramente, considere a sequéncia
0-M3J' SN 50

onde N' = J!'/a(M). Claramente, @ é um mapa sobrejetivo. Basta mostrar que Ker(a@) =
Im(a). Para isso, tome @ € Ker(@), entdo @ € a(M) = Im(a). E por outro lado, tome
b€ Im(a) = a(M) e assim, b € Ker(a).

Agora, considere a sequéncia

0> N'S 25 N2 50

onde N? = J?/u(J?). Verificaremos que o mapa ¢ estd bem definido.
Considere o mapa induzido por 3

viJ a(M) —  J?
gio— BOY)-

Sendo a sequéncia 2.1 exata, esse mapa estd bem definido, pois 3(j1) = B(j1 + a(M)) = B(j1).
Logo, o seguinte diagrama

N

N

J! (M)

comuta. E além disso, esse mapa, ¢, é injetivo, pois ao tomar 3(j;) = B(j1) = 0 temos que
71 € Ker(B) = Im(a). Assim, j; = a(my) € a(M) e com isso, j; = 0.
Agora, defina N? = J?/.,(J?). Assim, o mapa 7 é, evidentemente, sobrejetivo.
Falta mostrar que Ker(m) = Im(¢). Para isso, basta notar que j' € Ker(w) < 5/ € Im(¢).
Logo, a sequéncia 2.1 pode ser fragmentada em sequéncia menores

0—>M-—>J =N =0
0> N - J> 5 N2>0
0> N1 5 J° 5 N0

e de modo analogo, essas sequéncias sao construidas e verifica-se que sao sequéncias exatas
curtas.
Com isso, temos os isomorfismos

H"(G,N) ~ H™+Y(G, N*~Y) ~ H™2(G,N*"2) ~ - .. ~ H™+(G, M),
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2.2 Descricao de Grupos de Comologia através de Coca-
deias

Nesta secao daremos as defini¢oes basicas de uma r-cocadeias homogéneas. E através dessas
cocadeias homogénias, definiremos as r-cocadeias nao homogéneas e com isso podemos dar uma
outra definicao para os Grupos de Cohomologia.

Como visto, Homgz (M, N) torna-se um G-médulo via
(op)(m) := o(p(o™"(m))), Vo € G.

Seja P, r > 0 um Z-mdédulo livre com base (09,01, -+ ,0,) de elementos de G dotados da
acao de G tal que

(cog,001,-+ ,00,) =0(0g,01,-+ ,0,), Vo € G.

E também, P, é visto como um Z[G]-médulo, com base {(1, 01,09, -+ ,0,)|0; € G}.
Defina um homomorfismo d, : P, — P,_; por

dr(007 T 7Ur) = Ei:O(_l)i(U[): e 7O'Ai> o 70r)
Lema 2.1. (Lema 1.15.2 de [13]). O complexo Py = 7 — 0 € exato.

Demonstracao. Tome o € G e defina k, : P, — P, por
kr(a()? 01, 7Ur) = (Ua 00,01, """ 7ar)-
Com isso, temos:
e dy
P3P 3P
dy. kr—
PS5 P_ "5 P

e verifica-se que d, 1 0o k. + k,_10d, = 1.
Sendo P, um complexo d,_; o d, = 0, entdao Im(d,,;) C Ker(d,).
Agora, suponha que d,.(P) = 0 para algum P € P,, entao

(dpy10k)(P)+ (kr_10d,)(P) = (dy10k.)(P)=P.

Com isso, P € Im(d,41).
Portanto, Ker(d,) = Im(d,;1) e o complexo é exato. O

Proposicao 2.2. (Proposi¢ao 1.16.2 de [13]). Para todo M G-mddulo
H"(G,M) ~ H"(Homg(P,, M)).

Sendo P, = Z[G™!], podemos identificar um elemento de Homg(P,, M) através do mapa
¢: Gt — M, e ¢ é fixado por G se, e somente se,

¢(oog, -+ ,00,) =oa(p(og, -+ ,0.)), para todo o,09, -+ ,0, € G.

O conjunto dos ¢‘s que satisfazem essas condigdes serd definido por C"(G, M), e os ¢'s serdo
chamados de r-homomorfismos de cocadeias de G' com valores em M.
O mapa d" : C"(G, M) — C"(G, M) induzido por d,. é
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(dr¢>(007 e ’07”4-1) = 2(_1)l¢(0—07 e 76—1'7 e 7OT+1)‘
Pela Proposigao 2.2 temos que

Ker(d")

Im(dr—1)

Uma cocadeia homogénia ¢ : G — M é determinada pelos elementos// (1,01, 0109, -+ , 0109
Agora, definiremos o grupo C"(G, M) das r-cocadeias nao homogéneas de G com valores

em M.
Seja o : G" — M, onde G° = {1} e C°(G, M) = M, e defina

H™(Homg(P,, M)) ~ H™(G, M) ~

@(017 e 70i) = ¢(17 01,0102, " ,071 """ Ui)-
Em termos das cocadeias nao-homogéneas, ficamos com:
dr:C"(G,M) — C™(G, M),

dado por (d"¢)(01, -+, 0741) =

o1p(0g, -+, 0rp1) + Zj:1<_1)j90(017 00, Opp1) (—1)r+190(01> L 0p).
Defina
Z"(G, M) =Ker(d") (grupo de r-cociclos)

B"(G, M) =TIm(d""") (grupo de r-cofronteiras).

Proposicao 2.3. (Lema 1.17.2 de [13]). A sequéncia de mapas

oo, My S ey, My S ora My B ot Gy M) < -
¢ um complexo, e existe um isomorfismo canonico

H(G, M) ~ %

Exemplo 2. O mapa ¢ : G — M é um homomorfismo cruzado se
p(or) = op(T) + p(o), Yo, T € G.
Para o elemento 1¢, identidade de G, temos
o(le) = ¢(le 1e) = ¢(le) + ¢(le)

e assim, o(1lg) = 0.
Para todo m € M, o mapa o — om —m é um homomorfismo cruzado, pois

p(oT) =0rm —m

)
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e, por outro lado,
oo(T) + (o) = o(tm —m) + om —m = orm —m.

FEsse mapa, o0 — om —m, € chamado de homomorfismo cruzado principal.
Analisaremos o grupo de Cohomologia para r = 1.
Tome 01,09 € GG, entao

(d'p)(01,02) = 019(02) — (0109) + @(01)

Ker(d'e) = {o1,02 € Glorp(02) — ¢(0102) + p(01) = 0}
= {01,090 € Glp(0102) = o19(02) + (01)}.

Com isso, Ker(d*y) é um homomorfismo cruzado.
Observe que a Im(d®) € CY(G, M) e tome ¢ € Im(d°) tal que

p:G = M

g = om—m.

Este mapa estd bem definido, pois M é um G-mddulo. Assim, Im(d°) é um homomorfismo
cruzado principal.
Portanto,

HY(G, M) = {homomor fismos cruzados G — M}
"7 {homomor fismos cruzados principais}’

Se a acao G em M ¢ trivial, entdo o homomorfismo cruzado ¢ um homomorfismo. FE sendo
o(lg) =0, temos

(@) (91) = g1p(1) — (1) = 0,Yg1 € G.
Neste caso o homomorfismo cruzado principal é nulo, e entao
H' (G, M) ~ Hom(G, M).
Exemplo 3. Seja M um grupo abeliano. Uma extensdo de G por M € uma sequéncia exata.
1-M-5ESG—1

Sendo Ker(m) = Im(c) = M entao M < E.

Uma segao, s, € um mapa, nao necessariamente um homomorfismo, tal que s : G — E e
m(s(0)) =0, Vo € G.

Considere as se¢oes 1 € sy tal que w(s1(0)) = w(s2(0)) = 0, Yo € G . Mostraremos que s
e sy diferem por um elemento m € M. Observe que

m(s1(0))(m(s2(0)) " = w(s1(0))m(s2(0)7)

= m(s1(0)s2(0) ")
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Como a sequéncia € exata, s1(c)sy(0)™! € Ker(mw) = Im(1) = M. Logo, existe m € M tal que

51(0)s2(0)™ = m

si(o) = msy(o).
Defina

om = s(o)ms(o)™t, YoeGemeM
para alguma se¢io s. Sendo M < E, entio s(o)ms(c)™t € M. Verificaremos que om nao
depende da escolha da secao s. Para mostrar essa independéncia, tome duas secoes s; € So.

Eziste m’ € M tal que si(0) = m'sy(0) Vo € G. Com isso,

om = si(o)msi(o)”!

= m'sy(o)m(m’sy(0))”
= m'sy(o)msy (o)m'™1.

Como sy(o)msy ' (o) € M e M € abeliano,

om = sy(0)ms;, .

Portanto, om nao depende da escolha da segao s.
Dado uma se¢ao s, om define uma acdo de G em M, pois

(1) Tomando o = 1¢g, 1g-m =m;
(i7) Sendo o = m(s(0)) e T =7w(t(1)). Mostraremos que o(tm) = (o1)m.
7)™t € M e com isso,
o(t(r) -m-t(r)7)
= s(o)(t(r) -m-t(r)"")s(o) "
Como nao depende da escolha da secdo, tome t = s. Assim,
a(r(m)) = s(o)(s(r)ms(r)")s(o)~ (2.2)
= s(0)s(t)ms(t) 's(o)7!

= s(o)s(r)m(s(o)s(r))”"

Dada uma se¢ao t, t(7) - m - t(
)

o(tm

e por sua vez,
(o1)m = s(oT)ms(oT)7 L.

Observe que m(s(oT)) = o1 e por outro lado, 7(s(0)s(1)) = n(s(o))w(s(T)) = o1. Logo,
mw(s(or) = w(s(o)s(T)) e por isso, existe mi € M tal que s(oT) = mys(o)s(t). Dessa
maneira,

(cT)m = s(oT)ms(or)™?

ms(1) " ts(o) " tmt

mys(o)s(T)m[mys(o)s(T)] ™!
) 1

mys(o)s(T
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Como s(o)s(T)ms(T)ts(o)™t € M, temos
(or)m = s(o)s(t)ms(t) 's(o) ™ .
Portanto, (o7)m = o(tm).

Tome p(o,7) € M tal que s(a)s(t) = ¢(o,7)s(oT). Mostraremos que p € Z*(G, M).
Pela associatividade em E e por s(0)s(1) = p(o,7)s(oT), temos

= (s(o)s(7))s(p)

)
() ( p)s(tp) = ¢(o,7)s(o7)s(p)
ap(r, p)s(a)s(tp) = (o, 7)s(aT)s(p)
oo(t,p)p(o,7p)s(oTp) = ¢(o,7)p(oT, p)s(oTp)
op(r.p)elo,7p) = (o, 7)p(oT,p).
Assim, na forma multiplicatica temos
oo(1, p)p(o, 7p)p(o, ) tplor,p)~ =1

e aditivamente,

oo(,p) = (o7, p) + ¢(0,7p) — (0, 7) = 0.
Logo, ¢ € Z*(G, M), onde ¢ : G x G — M.
Dada duas se¢des sy e sy tal que m(s1(0)) = m(se(0)) = o, existe
flo) € M e, si(0) = f(o)sa(o). Neste caso, também podemos de duas formas que f €
B?*(G,M). Da forma multiplicativa,

si(0)s1(1) = ¢'(0,7)s1(07)
flo)s2(0) f(T)sa(T) = @'(0,7)f(07)s2(0T
fo)af(T)s(0)sa(r) = ¢(0,7)f(07)sa(o7
flo)of(r)e(o,7)s(or) = ¢'(0,7)f(o7)s(o7)
f@)of(r)plo,7) = ¢'(o,7)f(oT)

e aditivamente,
¢'(0,7) —plo.7) = f(o) + o f(r) — floT).
Logo, f(o,7) = f(o)+of(T)— f(oT) € BXG, M).
Exemplo 4. Seja ¢ : G — M um homomorfismo cruzado,
o(or) =0op(T) + ¢(0),Vo,7 € G
Tomando T = o, p(c?) = op(c) + ¢(o) temos,
p(o0®) = op(o?) + (o)

= U[ p(0) +¢(0)] + ¢(0)

= 0°¢p(0) +op(0) + ¢(0).
e para qualquer n > 1,

p(0") = 0" 'p(0) + 0" Pp(0) + -+ op(0) + p(0).

Suponha que G seja um grupo finito e ciclico de ordem n gerado por o, entao o™ =1 e
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0=¢(lg) = p(0") = 0" lp(0) + 0" *p(0) + - + 0p(0) + ¢(0).
Com isso, o homomorfismo cruzado ¢ € determinado por m € M onde (o) =m, e
" 'm4 - Fom+m=0. (2.3)

Reciprocamente, dado m € M tal que c™" 'm + -+ + om + m = 0, verifica-se que p(c') =
o7 tm + -+ om +m define um homomorfismo cruzado ¢ : G — M. Além disso,

© € principal < m = ox — x para algum x € M.

Defina

c—1: M — M

m = om—1m.

Para um grupo G ciclico, finito de ordem n e gerado por o, temos que

Ker(Nmg) = {me M: Zam =0}
oeG
= {meM:oc'm+ao*m+---+7" 'm=0}

define um homomorfismo cruzado. E claramante, (o — 1)M € um homomorfismo cruzado
principal.
Portanto,

HY(G, M) ~ ~

2.3 A Cohomologia de L e L~

Seja L uma extensao finita de Galois do corpo K, e seja G = Gal(L/K). Entao, L e L* = L—{0}
sao G-modulos.

Proposigao 2.4. (Preposicio 1.22.2 de [13]). Seja L/K uma extensao finita de Galois com
grupo de Galois G. Entdo, H' (G, L*) = 0.

Demonstragao. Seja ¢ : G — L* um homomorfismo cruzado. Na notacao multiplicativa, temos

p(or) =0p(T) - p(o) o,1€QG.
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Mostraremos que ¢ é um homomorfismo cruzado principal, isto é, que existe v € L* tal que,
p(y) =% Voed.

O Teorema de Dedekind, sobre a independéncia de caracteres, garante que se L é um
corpo e H um grupo, entao todo conjunto finito {1;} de homomorfismo distintos, H — L*, é
linearmente independentes, isto é

Za,-wi(n)zo, Vhe H=a,=ay="---=a,=0.

7

Sendo ¢(7),7 € G nao nulo, entdo o Teorema de Dedekind garante que
Zg&(T)T L — L*
T€EG

é um mapa nao nulo. Assim, existe um o € L* tal que
def

B = elr)r(a) #0.

TEG

Tome o € G, entao

o = Z op(T)or ()

T€EG

= Y ¢l0) "p(om)or(a)

TEG

= p(0)™' Y plom)or(a)

TEG

Sendo G um grupo fechado pela multiplicacao dos seus elemetos, isto é, o7 € G, Vo,7 € G, e
como 7 percorre todo o grupo G,

B=Y e)r(@) =) ¢lor)or(a).
T€G TEG
Logo, 0 = p(0) !B e

plo) = 2.

1

Basta tomar = y~! e teremos (o) = %’- Mediante esse resultado, ¢ ¢ também um homo-

morfismo cruzado principal. Portanto, H'(G, L*) = 0. O

Corolario 3. Seja L/K uma extensdo ciclica e o o gerador de Gal(L/K). Se Nmg(a) = 1,
entao a ¢ da forma %b
Demonstracdo. Suponha que a ordem da extensao ciclica seja n. Por hipdtese,

Nmg(a) =) ofa) = 1.

ceG

sendo a extensao ciclica,

Za(a) =a-ca-ca---0" ta=1
oeG
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temos que ¢ : G — L* é um homomorfismo cruzado definido por
p(c)y=0"ta---ca-a
Com isso, ¢ é um homomorfismo cruzado principal e a = %b, para algum b € L*. O]

Proposigao 2.5. (Proposi¢io 1.24.2 de [13]). Seja L/K uwma extensdo finita de Galois com
grupo de Galois G. Entao, H" (G, L) = 0 para todo r > 0.

2.4 Cohomologia de Produtos

Seja M =[], M; de G-médulo. M é um G-médulo via a agdo diagonal:
olmy,...,mg...) = (my, - ,omy,...).
Proposicao 2.6. (Proposi¢ao 1.25.2 de [13]). Para todo M; G-mdédulos, temos
H'(G,[]; Mi) ~ [[, H'(G, M;).

Demonstracao. O produto de sequéncias exatas de grupos abelianos é também exata. Com
isso, o produto I =[], I;, onde cada /; é um G-mdédulo injetivo, serd injetivo pois

Homg(—,I) ~ [[, Homg(—, ;)

é exato. Seja M; — I? uma resolucdo injetiva de M;. Entao, [[, M; — [[, I é uma resolugao
injetiva de [[, M;. Assim,

H'(G.IT; Mi) = H'((T1; 17)°) ~ H(IT,(I9)9) = IT; H(179) = [T H"(G, M)
O

2.5 Propriedades Funtoriais de Cohomologia de Grupos

Veremos que dois homomorfismos compativeis um homomorfismo de complexos. Assim, tere-
mos homomorfismos entre dois Grupos de Cohomologia. E entre esses homomorfismos e sob
condicoes especiais, definiremos os homomorfismos restricao, inflagao, corestricao. E além disso,
mostraremos algumas relagoes existentes entre esses homomorfismos. Uma relagao importante
entre os homomorfimos, inflacao e restricao é que eles formaram uma sequéncia exata.

Sejam G-moédulo M e H-médulo N. Os homomorfismos
a:H—>G, p:M—N
sao chamados compativeis se
Blalg)m) = g'(B(m)), Vg’ € Hem € M.
Assim, (o, 3) define homomorfismos de complexos
C*(G,M) — C°*(H,N)
¢ = Poypod,

bem como os homomorfismos
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H" (G,M)— H"(H,N).
Exemplo 5. Seja H um subgrupo de G. Tome um H-modulo M e considere o mapa
o:nd$ (M) — M
¢ = ¢(lg)

e a inclusao natural
:H — G
h +— h.
Os mapas o e 8 sao compativeis, pois

e, por outro lado,

Entao, (o, ) induz o homomorfismo
H"(G,Ind$(M)) — H'(H, M)
e o Lema de Shapiro garante que sao isomorfos.

Exemplo 6. Seja H um subgrupo de GG. Considere o : H — G, e 8 € 0 mapa identidade no M
G-mddulo. Os mapas o e B sao compativeis, pois f(a(h)m) = S(hm) = hm = hf(m). Com
isso, (a, B) define o homomorfismo restri¢ao

Res: H"(G,M) — H"(H,M).

Esse homomorfismo restricao também pode ser construido da sequinte maneira:
Tome o mapa

¢Y: M — Ind$(M)
m — Y, g—gm

H"(G, M) — H"(G,Ind%(M))

e, pelo Lema de Shapiro, H" (G, Ind$(M)) ~ H"(H, M).
Portanto, ¢ uma mapa restricao.

Exemplo 7. Seja H um subgrupo normal de G. Considere o mapa quociente o : G — G/H,
e f: MH — M. Verifica-se que B(a(g)m) = B((g + H)m) = B(gm) = gm = gB(m). Assim,
(o, B) s@o compativeis e definem o homomorfismo inflagdo

Inf : H'(G/H, M") — H"(G, M).



2.5. PROPRIEDADES FUNTORIAIS DE COHOMOLOGIA DE GRUPOS 45

Exemplo 8. Tome gy € G e sejam o : G — G, 0+ googy*, e f: M — M, m +— go'm
homomorfismos. Observe que

Bla(o)m) = Bgoogy 'm) = gy ' googy ' m = agy 'm = o B(m).
Com isso, («, B) sdo compativeis e definem o homomorfismo
H" (G, M) — H"(G,M).

Provaremos que €é o mapa identidade.
Para r =0 temos o homomorfismo

o: M — MC¢
m galm
que, claramente, € o mapa identidade.
Seja r > 0 e suponha que a afirmacgao € vdlida para r — 1.

Tome a sequéncia 1
0= M— M, — M —0

onde M, = Ind®(M;). Assim, obtemos o seguinte diagrama

H'=Y(G, M,) —= HY(G, M;) >~ H" (G, M) —=0

| | l

H'=Y(G, M,) —= H" (G, My) >~ H" (G, M) —=0

Temos que H"™'(G, M,) = 0 e os mapas verticais sao definidos pelo par (a, 3). Verifica-se que
esse diagrama comuta e por hip6tese, o mapa do meio é a identidade. Logo, H"(G, M) —
H"(G, M) também sera o mapa identidade.

Exemplo 9. Seja H um subgrupo de indice finito de G, e seja S um conjunto de representantes
da classe lateral a esquerda de H em G, G = |J,cgsH. Seja M um G-mddulo. Para todo
m e MH,

Nmg/pm = Z sm

seS

¢ independente da escolha de S e além disso, é fixado por G. Para verificar essa afirmacao,
tome m € M e g € G e assim g(sm) = (gs)m. Sendo gs € G, existe h € H tal que gs = s'h
para algum s’ € S, entdo

g(sm) = (gs)m = (s’h)m = s'(hm) = s'm

Assim, Nmg/g € um homomorfismo de M para MC.
Esse resultado pode ser extendido para o homomorfismo de corestricao

Cor: H"(H,M) — H"(G, M)
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para todo r. Para isso, dado M G-mddulo, exite um homomorfismo canonico de G-maodulo

Entdo, H (G, Ind$ M) — H"(G, M) e pelo Lema de Shapiro,
H"(H,M) ~ H"(G,Ind$; M) — H"(G, M).
Proposicao 2.7. Seja H um subgrupo de G de indice finito. A composi¢ao
CoroRes: H"(G,M) — H"(G, M)
¢ a multiplicagdo pelo indice de H em G, [G : M].
Demonstracao. Para todo m € M, considere o mapa

om:G — M
g — gm.

Tome h € H, entdo ¢, (hg) = (hg)m = h(gm) = hem(g). Logo, ¢ € Ind§M e Cor o Res, é o
mapa na Cohomologia definido pela composicao
M — Ind$ M — M,

onde

m|—>g0m»—>2590(s’1) :Zss’lm:z:m: (G: H)m.

ses ses ses
O
Corolario 4. Se [G : 1] = m, entdo mH"(G, M) =0 para r > 0.
Demonstracao. Pela Proposi¢ao 2.7, multiplicando por m o mapa composto
H™(G, M) % Hr(1, M) ¥ H"(G, M),
e sabendo que H"(1, M) = 0, entao mH" (G, M) = 0 para r > 0. ]

2.5.1 A Sequéncia Inflagcao-Restricao

Proposicao 2.8. (Proposi¢io 1.34.2 de [13]). Seja H um subgrupo normal de G e M um
G-mddulo. Seja r um inteiro maior que 0. Se H'(H, M) = 0 para todo i com 0 < i < r, entdo
a sequéencia

0— H"(G/H,M™") ™ 17 (G, M) 5 B (H, M) (2.4)
¢ exata.

Demonstragao. Observa-se que, para r = 1 a hipdtese H'(H, M) é vazia, isto ¢, nao podemos
afirmar que a sequéncia ¢é exata para r = 1. Diante disso, verificaremos que é valido parar = 1.
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(7)

(i)

(iid)

Exatidao em HY(G/H, M*™).
Mostraremos que o mapa Inf é injetivo.

A inflacdo ¢ definida pelos mapas compativeis, (a, 8), onde a: G — G/H e 3 : M7 — M
é o mapa inclusao.

O mapa ¢ : G/H — M* induz o mapa inflagao da seguinte forma
G\—a> G/H

\ l¢
\ MH
Inf(e) \

\
\LB
N

M

onde Inf(p) = B(p(a)).

Tome ¢’ € Ker(Inf) e com isso, Inf(¢’') € H'(G, M) é um homomorfismo principal, isto
é, Inf(¢')(0) = om — m para algum m € M e para todo o € G. Diante disso,

Inf(¢")(0) = B(¢'(@))(0) = B(¢'(0)) = ¢'(T) = om —m.

E por outro lado,

¢ (F)=0=71m —m paratodor € H.
Assim, m € M¥ e ¢’ ¢ um homomorfismo principal. Portanto, Inf é um mapa injetivo.

ResoInf =0. Tome ¢ : G — M é 1-cociclo, entdo |y : H — M ¢é a restrigdo da classe
de . Dessa maneira, suponha que ¢ = Inf, entao a Inf restrita a H é igual a ¢(0) =0

Exatiddao em H'(G,M). Seja ¢ : G — M tal que ¢ é um homorfismo cruzado e ¢
restrito a H é um homomorfismo cruzado principal. Entao, ¢(h) = hmg — myg, para
algum mg € M. Defina ¢’ : G — M tal que ¢'(0) = p(0) — (6my — mg). Temos que ¢’ é
um homomorfismo cruzado, pois

' (T0) = p(T0) = (Tomg —mo) = T9(0) + (1) — (Tome —mg) V 7,0 €G
e por outro lado,

T(0) + ¢ (1) = (o) — (omo —mo)] + ¢(7) — (Tmo — mo)
= 1p(o) —Tomgy + (7)) + myp.

Assim, ¢/(10) = 7¢'(0) + ¢ (7).

Agora tome h € H, ¢'(h) = ¢(h) — (hmy — mg) = 0, pois ¢ ¢ homomorfismo principal
em H. Logo, ¢'(h) =0, Yh € H.

Defina " : G/H — M via ¢"(5) = ¢/(0), Vo € G. Tome 7 € H, entao ¢'(o7) =
oo (1) + ¢'(0) = ¢(0), para todo o € G. Mostraremos que ¢” estd bem definido. Para
isso, tome p € H e entao
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pe" (o) = pg'(o) = ¢'(po) = ¢'(p) = ¢'(po).
Note que, o = op/, onde p' = 0~ tpo € H, pois H <1 G.
Logo,
pe" (o) = ¢'(po) = ¢'(op) = ¢'(0) = ¢"(0 H)
e '(cH) € M. Com isso, temos a exatidao de H'(G, M).
Assuma que r > 1 e que a afirmacao é valida para r — 1. Tome a sequéncia exata
0— M — M, — M; — 0.

Entao, . .
H'(H, M) ~ H*Y(H, M), i >0,

e assim, H'(H, M;) = 0 para 0 < ¢ < r — 1. Por hipdtese, a sequéncia

Res

0— HN(G/H,M") ™ H(G, My) % HY(H, M)
é exata, e é isomorfa a sequéncia

Y (G/H, M) ™ 17(G, M) %5 HT(H, M),

2.6 Definicao de Homologia de Grupos

Dado um G-moédulo M, defina Mg como o maior quociente de M sobre o qual G age trivial-
mente. Entao, Mg é o quociente de M pelo subgrupo gerado por {gm —m|g € G, m € M}.
Para identificar o médulo Mg com um produto tensorial, lembramos do seguinte isomorfismo
bem conhecido.

Proposicao 2.9. Dado um A-mddulo M e a um ideal de A, entao

M A
 ~M il
aM ®Aa

onde aM = {3;a;m; | a; € a  Vi}.

Demonstracao. Considere o seguinte mapa

M A
- M _
aM ®a

m m®AT

Note que, m = m'moda < m = m/ +¥,a;m;. Aplicando o funtor —®41 em m’ + ¥,;a;m; temos,

m @41+ 3iam; @a1l=m' @1+ 2m; @0 =m' @4 1,
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pois @; = 0. Isso mostra que o mapa esta bem definido.
Tome o mapa

A M
M— — —
®a aM

Zimi XRaqa; +— Zlazml + aM

que, claramente, esta bem definido.
Verifica-se que os mapas acima sao mutuamente inversos, pois

Mo yeA M
aM ¢ M
m = m®ag1l—1m

e por sua vez,

A M A
Mot o5 2 syel
a aM a
Eimi Raa; Elalmz + aM
(§]
Eiaimi +aM — Elalml XA 1= Ezml X4 ;.
M A
Portanto, -7 ~ M ®4 <. O

Definimos o mapa aumento por

e:Z|G] —» Z
Yngg = Xng.

Dado n, € Z existe nyg € Z[G| tal que €(nyg) = n,, entdo € é um mapa sobrejetivo.

O ntcleo desse mapa é chamado ideal de aumento e é denotado por I5. Claramente, I5 é
um Z-submodulo livre de Z[G] com base {g — 1|g € G, g # 1}. Logo, pelo Primeiro Teorema
do Isomorfismo

Z|G]
Ie

Com isso, e pelo resultado da Proposicao 2.9

~7.

7|G
Mg ~ ~ M Xz[a] % ~ M Qz[a] 7.

IaM
Proposicao 2.10. O funtor,

Modg — Mody
M - MG

¢ exato a direita, isto €, se
0—-M —-M-—>M"—0

€ exata, entao
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M{, — Mg — M{ — 0
é exata.

Demonstragao. Sendo o funtor M +— M ®zq) Z exato e isomorfo ao funtor M — Mg, entao a
sequéncia M}, — Mg — M{ — 0 é exata. O

Definicao 2.3. Um objeto P na categoria abeliana € dito projetivo se satisfaz qualquer uma
das afirmacgoes:

1. Sejam D, L, M e N R-mddulos. Se
0=L5MEH N0

€ exata, entao a sequéncia
0 — Hompg(P, L) % Homp(P, M) £ Hompg(P, N) — 0 (2.5)
também é uma sequéncia exata.

2. Para todo M e N R-mddulos, se M > N — 0 ¢ exata, entdo dado o € Homp(P, N)
existe um levantamento ® € Hompg(P, M) que faz o sequinte diagrama comutar

P
Ve
e
2l
M-—*~N
3. Se P é um quociente de um R-modulos M, entao P é isomorfo a um somando direto de
M, isto €,
0= L% M5 P—0 cinde.

4. P ¢ a somando direto de um R-maodulo livre.
Vimos na Proposi¢ao 1.3 que essas relagoes sao equivalentes.
Seja M um G-moédulo e tome uma resolugao projetiva
s PBEP B R0
de M. O complexo
o (P B (P)e B (P)e — 0

nao é necessariamente uma sequéncia exata longa. O conjunto definido por

(G, M) = &z%‘f)

é r-ésimo grupo de homologia de G.
Esses grupos tem as seguintes propriedades béasicas:
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(1) Temos um isomorfismo natural Hy(G, M) = Mg.

(7i) Se P é um G-médulo projetivo, entao H,.(G, P) = 0 para todo r > 0, pois
o =0=P—=P—=0

é uma resolucao projetiva.

(73i) Sejam Py, — M e QQo — N resolugoes projetivas de doisn G-médulos M e N, respecti-
vamente. Dado « : M — N homomorfismo de G-médulos estende para um morfismo de
complexos

Py —

]\f
N

Qo -
e 0s homomorfismos
H, (o) : Hy(Po) — H,(Qa)

nao dependem da escolha de a,. Note que isso aplicado a identidade M — M nos diz que
os H.(G, M) estao bem-definidos.

(iv) Uma sequéncia exata curta
O—=M —=>M-—->M"—=0

de G-médulos induz a exatidao da sequéncia longa
oo Ho(G, M) = Ho (G, M) 25 Hy (G, M) = -+ — Ho(G, M") = 0.

Considere a sequéncia exata curta
0— I — ZIG| = Z
que induz a sequéncia exata longa dada por
- = Hi(G, 1g) — Hi(G,Z|G)) — Hi(G,Z) KN Ho(G,Ig) — Ho(G,Z|G]) — Hy(G,Z) — 0.

O Z|G] é um G-médulo livre e entdo, Z[G] é projetivo. Assim, H,(G,Z[G]) = 0. E além disso,
o mapa Hy(G, Ig) — Ho(G, Z[G]) é nulo, pois esse mapa pode ser visto como
1
¢ Z[G| ’
Iole  I6Z[G]

e é induzido pela inclusao I — Z[G]. Com isso, temos
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Iq
Iole

0— H(G,Z) >

isto 6, H\(G,7) ~ 76 ¢

- Iglg

0 — Ho(G,Z|G]) —» Ho(G,Z) — 0

implica que Z[G|g ~ Z.
Considere 1% := I - I é 0 Z-submédulo de Z[G] gerado pelos elementos da forma

(g - 1)(9/ - 1)7 gag, € G.

Lema 2.2. (Lema 2.6.2 de [13]). Seja G’ o subgrupo comutador de G. O mapa g — (g—1)+I%
induz o isomorfismo

G . Ig

G I

1 1

Demonstracao. O subgrupo comutador de G é gerado por [o1, 05, onde [0y, 09] = 010207
e sabemos que G/G’ é o maior quociente abeliano de G.

Considere o homomorfismo ¥ : G — A, onde A é um grupo abeliano aditivo. Tome
l01,09] € G, entao

Oy

(010907 M0y 1) = Y(01) + 1(02) — Y(01) — P(02) = 0.
Logo, o mapa v induz ¢ : G/G' — A tal que gG’ — ¥(g).
Mostraremos que o mapa ¢ : G/G' — Ig/I% é induzido pelo mapa
@ . G — [G/[é
g = (9-1)+12
através do resultado acima.
O mapa ¢ é um homomorfismo, pois

p(0103) = (p(01) + 9(02)) = [0102 =1 = (01 = 1) + (02 = 1))] + I& = (01 — 1)(02 — 1) + I,
Com isso, ¢(0102) = ¢(01) + ¢(02)mod I3.
Obeerve que G’ C Ker(p), pois Ig/IZ ¢ abeliano. Dessa forma, o mapa ¢ induz o mapa
?:G/G" — I/}
9G" = plg) = (9 1) + L.
Agora, considere o seguinte mapa
Vi Ig)IE = GG
Ygeang(g — 1) + [g; = ngnggGl
que, claramente, ¢ um homomorfismo. Tome (07 —1)(02—1) = (0109—1)—(01—1)—(09—1) € IZ
€ assim,
Y[(o1 — 1) (02 — 1)] = (0109)(01) Ho2) 'G' = 010907 0, ' G = G
Com isso, o mapa 1) esta bem definido.
Falta mostrar que os mapas ¢ e ¥ sdo mutuamentes inversos. Para isso, considere os casos:
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1. G/G — Ig/IE — GG
oG+ (0 —1)+ I3 — oG

2. Io)1% — G/ — Io)I3
(c—1)+ 13— oG +— (0 —1)+ 2.

Portanto, G/G' ~ I¢/I%.

23






Capitulo 3

Teorema de Golod-Shafarevich

Neste capitulo daremos algumas propriedades de p-grupos que sao essenciais para a demonstra-
¢ao do Teorema de Golod-Shafarevich. Depois, definiremos os Grupos de Tate e mostraremos
que os Grupos de Cohomologia e Homologia estao relacionados e formam uma sequéncia exata.
Além disso, provaremos dois lemas chaves para essa demonstracao que dao resultados nos Gru-
pos de Homologia e com isso, provaremos o poderoso Teorema de Golod-Shafarevich. Por
fim, veremos como esse teorema trouxe grandes contribui¢oes em varias areas da matematica,
bem como o primeiro contra exemplo que mostra que a conjectura de Burnside(1911) é falsa e
também um contra exemplo para o problema de Kurosh-Levitzki.

3.1 A estrutura de p-grupos finitos

Lema 3.1. (Lema 2.2 de [15]). Seja H é um subgrupo prdprio de um p-grupo finito G. Eziste
um elemento nao nulo x € H'(G,Z/pZ) tal que x |g=0

Demonstracao. Como H é um subgrupo proprio de (G, existe um subgrupo normal U tal que
omapa 7 : G — G/U, onde w(H) # G/U estda bem definido. Seja w(H) = Hy. Sendo G/U
um p-grupo finito, entdo G /U é soluvel. Com isso, existe uma cadeia, {1} < G; < Gy < -+ <
G, = G/U, de subgrupos de G/U onde G; <Gy e % sao abelianos para todo i =1,...,n.
Assim, existe um subgrupo normal N de G/U tal que [G/U : N] =p e Hy C N.

Como visto, x € HY(G,Z/pZ) = { h@%ﬁ%ﬁ%@s ;;ii‘;zgfs} e sendo acdo a de G em Z/pZ
trival, entao H'(G,Z/pZ) = Hom(G,Z/pZ).

Agora, considere a sequéncia de homomorfismos

GQG/U—@G—JCU:Z/Z)Z

e defina y = ¢ om. Assim,
X(H)=tom(H)=1(Hy) =0
pois Hy C N. O

Definicao 3.1. O subgrupo de Frattini de G € denotado por G*, € definido como a intersecao de
todos os subgrupos mazrimais de G. Caso G nao possua subgrupos maximasis, definimos G* = G.
Temos também a sequinte definicao equivalante quando G € um p-grupo finito:

95
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G* = n{Ker(x)|x € H'(G, Z/pZ)}.

Definigao 3.2. Um caracter x de G é um homomorfismo de G para C* com |x(c)| = 1. Defina
a estrutura de grupo no conjunto X (G) de todos os caracteres de G por

X1x2(0) := x1(0)x2(0) para todo x1, x2 € X(G).
E além disso, X(G) é chamado de grupo de caracteres ou grupo dual de Pontryagin de G.
Teorema 3.1. (Teorema A3.1 de [12])(Teorema da dualidade de Pontryagin)

1. Seja H um subgrupo de G. Seja X(H) ~ X(G)/{x|x(H) = 1}. Assim, H — X(H) ¢
uma correspondéncia injetiva entre os subgrupos de G e os grupos quocientes de X (Q).

2. Seja ¢ : G — X(X(G)) um homomorfismo tal que ¢(c)(x) = x(o) para todo o € G.
Entao ¢ é um isomorfismo de G em X (X(G)).

Proposicao 3.1. (Proposicao 22 de [15]). O subgrupo de Frattini, G*, de um p-grupo G tem
as sequintes propriedades:

1. Gr=G"- @

2. G/G* ¢ dual de Pontrjagin para H'(G,Z/pZ).

3. Se H € um subgrupo G, entao H = G se, e somente se, HG* = G.

4. Um homomorfismo ¢ : G — H de p-grupos induz um homomorfismo correspondente

¢« : G/G* — H/H*. Além disso, o homomorfismo ¢ € sobrejetivo se, e somente se, ¢, é
sobrejetivo.

Nesse instante, definiremos o p-grupo livre, Fj,(X), em X. Para isso, precisamos de algumas
defini¢cbes que serao dadas abaixo, tais como, conjuntos direcionados e limite inverso. Vale
ressaltar que também é possivel definir o limite direto, mas pelos objetivos desse trabalho, isso
nao sera feito aqui. Caso tenha interesse, é possivel ver a definigdo de limite direto em [15].

Seja I um conjunto direcionado com relacao a <. Isso significa que < é reflexiva e transitiva
e para todo iq,19 € I, existe um ¢ € I tal que i > iy e i > io.

Considere uma categoria € e seja { P, };c; uma familia de objetos de €, onde I é um conjunto
direcionado. Assim, temos um conjunto de morfismos, {fi; : P; — Bi|li < j;i,5 € I}, que
satisfazem as seguintes propriedades:

o fi=1p;
o fijo fix = fir, paratodo i < j < k.

Seja m; : I;e; P, — P, um mapa restricao e seja P = {(F;)ier € UB|P, = fi;(P;),i < j}.
Diremos que P é o limite inverso dos {P,};c; e denotamos por @ P, = P. Dessa forma, o

seguinte diagrama comuta
P
N
P; .t P,
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Seja F'(X) um grupo livre em X. Tome um subgrupo normal U de F(X) tal que o grupo
F(X)/U seja finito e F(X)/U seja um p-grupo. Entao, F,(X) = lim F(X)/U e F,(X) ¢ um
p-grupo livre em X.

Definigao 3.3. A dimensdo cohomoldgica de G € menor ou igual a n, denotada por cd(G) < n,
se, e somente se, H (G, A) = 0 para todo r > n e todo G-mddulo de torsao A. O infimo m
sobre todos os n's tais que cd(G) < n € dita a dimensdo cohomoldgica de G e assim cd(G) = m.

Proposicao 3.2. (Proposi¢io 23 de [15]). Seja G um p-grupo e X um conjunto finito. Se
¢ HY(G,Z/pZ) — UxZ/pZ um homomorfismo de espacos vetoriais, entio existe um homo-
morfismo de grupos correspondente m : F,,(X) — G tal que H'(7,Z/pZ) é o mapa ¢.

Corolario 5. Seja G um p-grupo e X finito é um conjunto. Se HY(G,Z/pZ) tem uma base tal
que sua dimensdo € menor ou igual a |X|, entdo p-grupo G € um quociente de F,(X) para o
conjunto X.

Proposicao 3.3. (Proposicio 24 de [15]) Seja G um p-grupo e o1,09, -+ , 0, um conjunto de
elementos de G. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. 01,09, - ,0, geram G.

2. O homomorfismo F,(X) — G induzido por 01,09, ,0,, onde | X |=n, € sobrejetivo.
3. Os elementos 71,03, ,0, de G/G* geram G/G*.

4. Cada x € HY(G,Z/pZ) que se anula em c;(j = 1,--- ,n) € identicamente nulo.

Corolario 6. (Ezemplo 2.5 de [3]). O nimero minimo de geradores de G é a dimensdo de
H'(G,Z/p).

Definicao 3.4. Dado um grupo livre F a dimensdio de H'(N,Z/pZ)*/N ¢ denotadoa por rp(N),
que representa o numero minimal de elementos, T1,...,T,, que podem gerar N como subgrupo
normal de F'.

Definigao 3.5. Defina h;(G) = dim H'(G,Z/pZ) para todo i > 0, e todo p-grupo finito G.
Neste instante, denotaremos o p-grupo livre F,(X) por F.

Proposicao 3.4. (Proposi¢ao 26 de [15]) Se G é um p-grupo que € finitamente gerado, e se a
sequéncia

0O=-N—=>F—-G—=0 (3.1)

¢ exata para algum conjunto finito X de cardinalidade n e N € um subgrupo normal em F,
entao rp(N) € finito, se e somente se, ha(G) € finito. Além disso, nesse caso, temos a equagdo

Demonstracao. A sequéncia inflagao-restricao

Res

0 — HY(F/N,Z/pz") ™ H\(F,2/pZ) "5 HY(N,Z/pZ)F/N — H2(F/N,Z/pZ") —
HQ(F, 7/p7)
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é uma sequéncia exata de espagos vetoriais sobre Z/pZ.

Sendo a sequéncia 3.1 exata, temos F'//N ~ G. E além disso, como a acao de N em Z/pZ
é trivial, entao nz = z para todo n € N e z € Z/pZ, isto é, (Z/pZ)N = Z/pZ. Temos que cd
G(F,(X)) = 1, ver referéncia Corolério 1, (capitulo III, de [15]) e com isso, H*(F,Z/pZ) = 0.
Assim, temos a sequéncia exata

Res

0— HYG,Z/pZ) o HY(F,Z/pZ) =% H'(N,Z/pZ)*'/N — H*(G,Z/pZ) — 0.
Pela soma alternada das dimensoes dos espagos vetoriais
hi(G) —n+rp(N) — hy(G) = 0.
Logo, rr(N) =n — hi(G) 4+ ha(G) e rp(N) é finito se, e somente se, hy(G) é finito. O

Corolario 7. Seja G um p-grupo finito e finitamente gerado, e seja B é uma base para
HY(G,Z/pZ). Entao na representacio canonica

0—=N—=F,(B)—G—0,
o inteiro rp(N) é exatamente hao(G).

Demonstracao. Suponha que a dimensao de B seja n, entdo hi(G) = n. E por outro lado, a
dimensao de F,(B) também ¢é n.
Sendo rp(N) =n — hi(G) + ha(G), temos que rp(N) = ho(G). Portanto, ho(G) é o nimero de

relacoes entre qualquer conjunto minimo de geradores que definem G. [

Definicao 3.6. O niumero inteiro definido por, 0(G) = ha(G) — hi(G), é chamado de nimero
de Shafarevich de G.

Proposicao 3.5. (Proposi¢ao 27 de [15]). Para todo p-grupo G, o nimero de Shafarevich é
nao negativo. Além disso, o(G) € o posto de H*(G,7Z), isto é, o niimero de fatores ciclicos de

H3(G,Z).
Demonstracao. Considere a seguinte sequéncia exata
07257 7/pZ,

e aplicando a cohomologia temos a sequéncia exata longa

0— H(G,Z) % HY(G,Z) - H(G,Z/pZ) — H (G, Z) & H'(G,Z) - H'(G,Z/pZ) —
H*(G,z7) % H*(G,7) — H*(G,Z/pZ) — H*(G,Z) & H3(G,Z) — ---.

Como a agao de G em Z é trivial, entao H'(G,Z) = Homz(G,Z). E sendo G um p-grupo e Z
é livre de tor¢ao, Homgz (G, Z) = 0.
Considere H*(G,7Z), = Ker(H*(G,Z) & H*(G, 7)), e assim temos a sequéncia exata

0— HYG,Z/pZ) — H*(G,Z) % H*(G,Z) — H*(G,Z/pZ) — H*(G,Z), — 0.
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Note que H*(G,Z) é o dual de G/G’. Com isso, é um grupo finito. E pela exatidao da sequéncia,
H3(G,Z), também é um grupo finito.

De modo andlogo como temos a soma alternada das dimensoes dos espacos vetoriais, temos
o produto alternado das ordens dos grupos. E nesse caso, esse produto alternado ¢ dado por

PO ]G Z)| P
|H(G,Z)| - p(©)

onde t = dimH?(G, Z),. Tomando o logaritimo na base p no produto acima, encontramos
0(G) = h(G) — hi(G)=t>0.

E para finalizar, falta mostrar que ¢ é o ntimero de fatores ciclicos de H3(G,Z), isto é,

t = dimH?*(G,Z), = posto de H3(G,Z).

Suponha que |G| = p* para algum k > 0. Pelo corolario 4, p"H3(G,Z) = 0 e isso implica

que H3(G,Z) é um p-grupo abeliano. Tomando a decomposi¢iao de fatores ciclicos do grupo
H3(G,Z) temos

H3(G,Z) = (1) x -+ x (1)
onde Tipai = 1 para todo i = 1,--- ,n. Por outro lado, pH*(G,Z), = 0 pois

H*(G,7), = Ker(H*(G,Z) & H*(G,Z)). Com isso, H*(G,Z), C H*(G,Z) e a base de
H3(G,Z), sera

{Tlpalfl’ L ’Tgan—l}‘
Portanto, dimH?*(G,Z), = posto de H*(G,Z).
Voltando ao nosso caso, 0(G) =t = dimH?*(G,Z), = posto H*(G,Z). O

3.2 Grupos de Tate

Ao longo dessa secao GG é um grupo finito.
Para todo G-médulo M, o mapa norma ¢é definido por

Nmg: M — M

m > YgeqOm.
Tome o’ € G e sendo G fechado pela multiplicdo dos seus elementos, entao
o'(Nmg(m)) = 0'3,cqgom = X,cqo’om.
Como o percorre todos os elementos de G, verifica-se que
Ypeqo om = X,ecqom = Nmg(m).
Com isso,

o'(Nmg(m)) = Nmg(m) = Nmg(o'm).
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Através desse resultado, Im(Nmg) C MC.
Agora, mostraremos que IgM C Ker(Nmg), onde I é o ideal de aumento. Assim,

IcM = {om —m|o € G,m € M}. Tome m' € IoM, entao

Nmg(m') = Nmg(om’ — m') = Nmg(om') — Nmg(m') =0

Portanto, podemos tomar a sequéncia exata

0 — Ker(Nmg)/IeM 4 M/IgM "2 ME 5 MC /Nmg(M) — 0
Claramente, os mapas ¢ e ™ estao bem definidos. Para verificar que Nm¢ estd bem definido,

tome m € M/IgM e assim,
ng(m + [GM) = ng(m) + ng(ng> = ng< )

O mapa fica bem definido pois Im(Nmg) C M©.
Sendo Ho(G, M) = M/IgM e H°(G, M) = M®, a sequéncia exata acima pode ser reestrita

da seguinte maneira
0 — Ker(Nmg)/IcM % Ho(G, M) "53¢ HY(G, M) = MS/Nmg(M) — 0

Defina os Grupos de Tate por:

H(G,M) = MC/Nmg(M)

H (G, M) Ker(Nmg(M)) /1M

H™(G, M) H,_,(G, M) paran > 2
H"(G,M) = H™“(G,M) paran > 0.

Dada qualquer sequéncia exata de G-mddulos,
0— M — M— M —0,

induz o seguinte diagrama comutativo

—— H,(G, M") —= Hy(G, M") — Hy(G, M) —= Hy(G, M")

L Nmg L Nmg leG

H(G, M") —= H*(G, M) — H(G, M") —= HY(G, M') — -

Aplicando o Lema da Serpente na parte central desse diagrama e pelos resultados obtidos,

temos o seguinte diagrama
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0 — Ker(a) —— Ker(M")
&1

Ker(M)

Ker(M")

= HY (G M) 2 HY (G M) —2— Hy (G, M) —— Hy(G, M)

Nmg Nmg Nmg

HOY(G, M) —— HY(G, M) —2~ H°(G, M") -2~ HY(G, M")

P

M'S /Nmg(M') = M€ /Nmg (M) = M" /Nmg(M") > Cokernel(3)

0

0 0 0
onde Ker(M') = Nmg(M')/IcM’, e de modo andlogo para Ker(M) e Ker(M").
Agora, mostraremos que os mapas d; e dy estao bem definidos.
Primeiramente, observe que

Im(d;) = Ker(a) C Ker(Nmg(M")) € Ho(G, M').
Com isso, 61 é o mapa induzido

01 : Hi(G,M") — Ker(Nmg(M"))
Y o= 6(y)

e dessa forma, estd bem definido.
Sendo o mapa ¢ sobrejetivo,

Im(ip) = Coker(8) = H*(G, M")/Im(B).
E por outro lado, Im(3) = Ker(8°) e pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,
Im(p) = H(G, M")/Ker(6°) ~ H'(G, M").
Assim, d5 é 0 mapa

0y : M"Y /Nmg(M") — HY (G, M)
m — 6°(m)

induzido por §° e por isso, estd bem definido.
Portanto, com esses resultados, temos a sequéncia exata

o HY(G, M"Y — H NG, M) — H PG, M) — -+ — HY(G, M) — - —

— H™(G,M") — H" "' (G,M") = -~ - .

61
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Teorema 3.2. (Teorema 17 de [15]). Seja A um G-mddulo para um grupo finito G. Entao
existe um isomorfismo N R
H NG, AP) ~ H"(G, A)P

onde ()P significa o dual de Pontrjagin de ().

Teorema 3.3. (Teorema 18 de [15]). Se G € um grupo finito, entdo existe um isomorfismo

H7(G,Z)~ H"(G,Z)".

3.3 O Teorema de Golod-Shafarevich

Lema 3.2. Seja G um p-grupo finito e A um G-mdédulo tal que pA = 0. Entao as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(1) A=0.
(i1) H°(G,A) =0
(131) Ho(G,A) =0
Demonstragdo. Claramente se A = 0, entao HY(G, A) = Hy(G, A) = 0. Para completar a
demonstragao considere os seguintes casos:
o (it) — (7).
Suponha que A # 0. Seja z um elemento nao nulo de A e assim, o G-submédulo B de A
gerado por z é finito de ordem p”* para algum k.

Considere a acao de G em B dada por

GxB — B
(9,b) — g-b.

Com isso, temos a drbita da agao, Orbg(b) = {g - blg € G}, e o estabilizador, Stabg(b) =
{9 €Glg-b=10}.

Pelo Teorema da Orbita-Estabilizador, [G : Stabg(b)] = |Orbg(b)| e assim, |Orbg(b)| =
pki, para todo b € B e para algum k; < k. Além disso, B = I,czOrbg(b).

Suponha que G tenha apenas um ponto fixo, b = 0, entao
pk :1—{—pk1 —|—pk2 _|__|_pk"
Essa igualdade é um absurdo e s6 é valida quando G tem pelo menos p pontos fixos.
Portanto, H°(G, A) = A # 0.
o (iii) — (i)
Por hipdtese, A é um G-mddulo tal que pA = 0. Por meio disso, mostraremos que A pode
ser visto como um espaco vetorial sobre [F,. Para isso, considere o mapa

F,xA — A

(m,a) — m-a.
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Para mostrar que esse mapa estd bem definido, suponha que exista m’ € Z tal que
m' = m + pr, para algum r € Z. Assim,

m'a = ma + pra = ma + rpa = ma
e esse mapa define a agdo de IF,, em A. Portanto, como (a; +a2) € A, para todo a;,as € A

e ma € A, para todo m € F,, entao A é um espaco vetorial sobre F,,.

Agora, serd mostrado que Homg, (A,F,) = Homyz(A,Z,), onde A é o definido acima.
Tome ¢ € Homy(A,Z,), entao

Mp(a) = p(Aa) = p(Xa) = Ap(a)

para todo A € Z e X € F,,.

Diante desses resultados, seja A’ = Homy (A, F,) ¢ o dual de A, considerando como espago
vetorial sobre IF), isto ¢,

A'xA — F,
(p,a) = ¢(a)

onde ¢ é linear em cada argumento e nao degenerada.

Ja foi visto que,
HY(G,A") = (A)Y = Homg(A,F,).

Com isso, mostraremos que H°(G, A’) é dual a Hyo(G, A) = A/IA. Para isso, considere

Homg(A,F,) x A/TA — F,
(v, @) = ¢la).

Pela dualidade entre A e A’ temos que ¢ é linear, entao falta mostrar que ¢ é nao
degenerada. Tome (o0 — 1)a € [ A e assim, ¢((c — 1)a) = (0 — 1)p(a) = p(a) — p(a) = 0.
Logo, o mapa (p,a) — ¢(a) estd bem definido.

Por hipétese, Hy(G,A) = 0 e pela dualidade, H°(G, A") = 0 e isso implica que A’ = 0.
Portanto, pela dualidade entre A e A’, A =0.

[]

Lema 3.3. (Lema 4.2 de [15]). Seja G um p-grupo finito e A = Z[G] o anel de grupo. Seja A
um G-médulo com pA = (0), A/pA o anel de grupo sobre Z/pZ e I o ideal de aumento de A.
Entdo o numero minimal de geradores de A como G-mddulo € a dimensao de Hy(G,A) = A/IA.
Isso significa que ay,--- ,a, geram A como G-mddulo se, e somente se, ay, -+ ,a, geram A/l A
como espago vetorial sobre Z/pZ.

Demonstracao. Claramente, se aq,--- ,a, geram A como G-médulo, entao ay,--- ,a, geram
A/IA como espago vetorial sobre Z/pZ. Para provar a afirmacdo contraria, suponha que
ai, - ,a, geram A/IA como espago vetorial sobre Z/pZ e seja B um submdédulo de A gerado

pelas pré-imagens aq, - - - ,a, em A. Considere a sequéncia exata
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0—-B—A—A/B—0
e tome sua sequéncia homolégica
-+ —= Hy(G,B) — Hy(G,A) — Hy(G,A/B) — 0.
Observe que o mapa H°(G, B) — H°(G, A) definido por
B/IB — AJIA

ap, - ,0ap > a_la y A

é, claramente, sobrejetivo. Pela exatidao em Hy(G, A/B) e com o Primeiro Teorema do Iso-
morfismo, Hy(G,A/B) = 0. E pelo Lema 3.2, implica que A/B =0, isto é, A = B. O

Lema 3.4. (Lema 5.2 de [15]). Seja G um p-grupo finito e A um G-mddulo com pA = (0).
Entao existe uma resolucao, isto €, uma sequéncia exata

=YY=V Y2 A0
com as sequintes propriedades:

1. Cada'y,, € livre sobre A/pA.

2. O numero de geradores livres de'Y,, sobre A/pA é precisamente a dimensao de H, (G, A)
sobre Z/pZ.

3. A itmagem de Y, 1 em Y, estd contida em 15Y,.

Demonstragdo. Suponha que dim H°(G, A) = d, entdo pelo Lema 3.3 é o niimero minimal de
geradores de A como G-médulo. Além disso, existe um A-moédulo livre de posto d, X, tal que
a sequeéncia

X—=A—=0

é exata. Seja Yy o cokernel do mapa X 5 X, isto é, Yy = X/pX. Entao Yy é um A/pA-médulo
livre de posto d.
Agora mostraremos que H,(G,Yy) = 0 para n > 1. Tome a sequéncia exata

0-X3X=0
e aplicando a homologia temos a sequéncia exata longa
oo = Hy(X) = Hy (Vo) = -+ — Hy(X) = Hi(Yy) = Ho(X) B Hy(X) — Hy(Yp) — 0.

Como X é um A-médulo livre, entdo X é projetivo. Com isso, H,(X) = 0 para todon > 0 e a
sequéncia acima é dada por

0= Hy (Yy) = 0= ---0 = Hy(X) = H(Yy) = Ho(X) D Ho(X) — Hy(Yy) — 0.
Isso implica que H,(Yy) = 0 para n > 2 e nos dé a sequéncia exata
0— H\(X) = H\(Yy) 5 X/IgX 5 X/IgX — Hy(Yy) — 0. (3.2)

Para mostrar que H;(Yp) = 0 observe que
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X/1cX = X @yq) (Z[G]/1e) = X Qi) Z

e, sendo X um A-médulo de posto d e aplicando as propriedades produto tensorial temos
X/1eX = X ®@z16) Z = Z[G]* @216 Z = (Z[G] ®z/c) Z) & (2]G] ®2/) Z) & - - & (Z[G] ®z1) Z).
Assim, X/IcX =Z®L D - DL =7

A exatiddo da sequéncia 3.2 em X/IgX implica que Ker{X/IcX & X/I} =Im(:) = 0
pois X/IgX = Z% ¢ livre de tor¢io. Como o mapa H;(Yy) — X/IgX ¢é injetivo, H;(Yy) ~
Im(¢) = 0. Portanto, H,(Yp) = 0.

Seja B = Ker(Yy — A) tal que a sequéncia

0—-B—Yy—A—0.
¢ exata. Mostraremos que o mapa de Yy — A estd bem definido. Para isso, seja ¢ : X — A e
defina @ : X/pX — A por @(z + pX) = ¢(x). Suponha que existe 2’ € X tal que 2’ = x + pz”,
isto é, ' + pX = x + pX. Assim,
p(@') = p(x) + ¢(pz") = p(z) + pp(z”)

e sendo p(z”) € Ae pA =0, p(z') = p(x).
A sequéncia de homologia sera

o= 0— Hy1(A) - Hy(B) —» -+ — 0— H{(A) — Hy(B) — Ho(Yo) = Ho(A) — 0 (3.3)

pois H,(Yp) = 0 para todo n > 1. Com isso, H,+1(A) ~ H,(B) para todo n > 0.
Verificaremos que Hy(Yy) ~ Hy(A). Note que Hy(Yp) é um espago vetorial sobre Z/pZ.
Para ver isso, basta observar que

Yo = X/pX = X ®7z Z/pZ = A @4 Z/pZ
e por outro lado
Yo/IcYo = Yo ®uq) Z = (A* Q7 Z/pZ) Qp Z = (A% @) Z) @7 Z/pL = L% @4 F,, = (Z/pZ)**.

Como visto, A também é um espago vetorial de dimensdo d sobre Z/pZ. Assim, sendo a
sequéncia 3.3 exata, o mapa Hy(Yy) — Hy(A) é sobrejetiva, e como a dimensao desses espagos
sdo iguais, entdao Hy(Yy) ~ Hy(A) como espagos vetoriais. Pelo Lema 3.3, Hy(Yy) ~ Hy(A)
como G-modulo. Portanto, o mapa

B/IaB = Ho(B) = Hy(Yo) = Yo/IcYy

¢ nulo e segue que B C I4Y).
Aplicaremos o mesmo procedimento acima para B. Observe que se pYy = (0) entao pB = 0.
Com isso, obtemos o médulo livre Y] e a sequéncia exata

0—-C—Y, —B—0.

Portanto, H,(C) ~ H,1(B) ~ H,2(A), para todo n > 0 e C C I5Y;. De modo andlogo,
verifica-se que o médulo Y] tem posto igual a dimensao de Hy(B) que por sua vez, tem a mesma
dimensao de Hi(A). Através do mapa Y; — Yj, obtemos por composigdo o mapa Y; — B — Y)
cuja imagem é B que esta contida em I5Yy. Com isso, esse procedimento pode ser estendido
por inducao e assim temos o esperado resultado. O]
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Teorema 3.4. (Golod-Shafarevich)(Teorema 19 de [15]) Seja G um p-grupo finito, entdo

Demonstracao. Pelo teorema de dualidade da cohomologia de p-grupos aplicada no moédulo
Z/pZ temos

H NG, 2/pZ) ~ H" (G, Z/pZ)".
Note que (Z/pZ)P = (Z/pZ), entdo a dimensio de H™"(G, Z/pZ) é a mesma de H" (G, Z/pZ).

Tome r = 2 e assim,

hi(G) = dim H (G, Z/pZ) = dim H,(G, Z/pZ),
e quando r = 3, temos

ho(G) = dimH (G, Z/pZ) = dim Hy(G,Z/pZ).

Dessa maneira, o teorema em questao consiste do comportamento da homologia de G' com
coeficientes em Z/pZ.

Agora aplicaremos o Lema 3.4 no G-médulo Z/pZ. Sendo a agao de G em Z/pZ é trivial,
Ho(G,Z/pZ) = Z/pZ e assim, tem dimensao um sobre Z/pZ. Com isso, é possivel encontrar
Yy sobre A/pA tal que o mapa Yy — Z/pZ é sobrejetivo cujo kernel estd contido em I5Y.
Portanto, como espagos vetoriais sobre Z/pZ, os grupos Yy /1Yy e Z/pZ sao isomorfos. E pelo
Lema 3.3, Yy /1Yy e Z/pZ séo isomorfos como G-médulos. Assim,

0= 1Yy —>Yy—Z/pZ — 0
¢ uma sequeéncia exata. Pelo Lema 3.4 a sequéncia
Yo=Y = IgYy — 0

é exata. Seja Yo = R, Y] = D, Yy = E, entdao R, D, E sao A/pA-mébdulos de posto hs(G),
hi(G) e 1 respectivamente. Logo, a sequéncia

R—D—IcFE—0 (3.4)

¢é exata.
Agora, para um G-mdédulo finito A com pA = (0), introduziremos o polinémio de Poincaré
e para isso, considere o grupo graduado

gr(A) = 1L, I"A/T" A,

onde I"A/I" A6 I"/In + 1@ pn A. Como visto, I/1? é isomorfo a G/G’ e como p-grupos
sao soldveis, existe um inteiro N tal que I™A/I™™ A = (0) para todo m > N. Os grupos
I"A/I" A sdo espacos vetoriais sobre Z/pZ. Defina c,(A) como a dimensao de I"A/I"A
sobre Z/pZ. O polinémio de Poincaré é dado por

xa(t) = Xp—oc, (A"
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Note que essa soma ¢ finita pois I™A/I™ ™ A = (0) para todo m > N.
Seja x(t) igual a xg(t). Se F' é um A/pA-médulo livre, entao xr(t) = nx(t) pois dimensao
de Yy = E é igual a um. Assim, podemos deduzir que

Xp(t) = ha(G)x(t);  xr(t) = hao(G)x(1).

Portanto, co(E) = dimE/IE = 1, e ¢,(IE) = dim["(IE)/I[""(IE) = dimI[""'E/I""?E.
Com isso, ¢, (IE) = ¢,41(E) e observe que

XIE(t) = EnZDCTL_H(E)tn = Cl(E)t + Cg(E)t + Cg(E)t2 + -
e por outro lado

x(t)—1_ s,
t

B L Bt e B+ es(BYE ) —

Logo, x1e(t) = X(ti_l-

Em particular, se 0 <t < 1 é uma variavel real, entao

1 . .
Xa(t) 7 = Xa(t)Zj=ot’ = Dnoca (A)t"Ej—0t’.

E com algumas manipulacoes algébricas,

A TA . I'A
ST(A> = dlmm + dlmm + -+ dlmm
e usando as somas altenardas das dimensoes dos espagos vetoriais, s,.(A) = dim A/I"T1A
sobre Z/pZ. Suponha que s_1(A) = 0, entao

t
XA (t) T . Z]7":057'71 (A)tr

1—1t
Sendo a sequéncia 3.4 exata, o mapa I"*1D — I""2F é sobrejetivo.
Seja R,41 é a imagem inversa de I"™! em D, isto é, R,1 = @ (1" D). Assim, a sequéncia

R @ D i IE .
Ryt "D [n2E

é exata. Para ver isso, defina o mapa p(7) = ¢(r)+I""1 D e note que estd bem definido, pois

ao tomar 1’ = r+7", onde 7,7 € Re 1" € R,y temos p(r') + 1" D = (o(r) +p(r")) + 1"+ D,

e sendo o(r") € I"™'D, p(r') + "D = (r) + "™ D. De modo andlogo, defina v (d) = v(d)

e verifica-se que estd bem definido. Pela exatidao da sequéncia 3.4 Ker(¢)) = Im(®) e ao tomar
¢ € IE, existe d € D tal que 1(d) = £ e por definicio, ¥(d) = (d) = €. Logo, ¢ é sobrejetivo.
Para mostrar que ® é injetivo suponha que @ = 0. Entao, (T) = ¢(r) € I""D e assim,
re€ o t(I"MD) =R, isto é, T = 0. Portanto,

0— 0

5p(D) = s,(IE) + dimzpz(R/Rpy1)
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Pelo Lema 3.4 a imagem de R esta contida em I D, entao a imagem de I"™ R esta contida em
"M D. Assim, I"R C R, e com isso, a dimR/R,1; < dimR/I"R = s,_1(R). Dessa forma,
$p(D) < sp(IE) + sp—1(R).

Voltando para a série de poténcia de Poincaré onde 0 < t < 1 e pelos resultados anteriores

()7 < xip + xall)
XD 1—¢ _XIEl_t XR 11—t
Com isso,
x(t)—1 1 t
< S—

m(GX() 7 < =7 T he(GOx(t)7—;

Assim, podemos deduzir a equacao
1< x@O)(1 = thi(G) +ha(@)), 0<t<l1. (3.5)

A equagao 3.5 é chamada Lema de Golod. Sendo x(¢) uma fungao positiva para valores positivos
de t, entao
1 —thi(G) + t*he(G) >0, 0<t<1.

Como visto, he(G) > hi(G) e assim, 2hy(G) > hi(G) tal que 0 <

hi(G)
ST(E)

< 1.

b (G)
2h2(G)

Tomando ¢t =

na inequacao acima obtemos,

ha(G) > 1/4(h(G))*.

3.4 Aplicacao do Teorema de Golod-Shafarevich

Para darmos uma aplicacao do Teorema de Golod-Shafarevich, definiremos a dlgebra polinomial
nao comutativa e enunciaremos o Teorema de Golod-Shafarevich para uma algebra polinomial
nao comutativa. Posteriormente, mostraremos os dois contra exemplos que negam a conjectura
de Burnside e também o problema de Kurosh-Levitzky.

Definigao 3.7. Seja F' um corpo qualquer, X = {xy, -+ ,x,} um conjunto finito e denote
por F(X) = F(xy,--- ,xq) a F-dlgebra associativa em X, isto €, a dlgebra de polinomios nas
varidavies nao comutativas (z1,--- ,xq) com coeficiente em F. Seja F(X), as componentes
homogéneas de grau n de F(X) tal que F(X) =To®T1®--- BT, D -, onde Ty = F, sao
as constantes, T} sao todas as combinacoes F' lineares de x1,--- ,xq, Ty sao as combinacoes F
lineares de todos os monénios quddricos e assim seque para todos os F(X)!s.

Seja F(X) = F(xq,--- ,x4) uma élgebra polinomial ndo comutativa nas variaveis xy, - - - , .
Considere R = {f1, f2,- -+ } um subconjunto de F'(X). Seja A = (fi, fa,---) um ideal bilateral
de F(X), gerado pelos elementos homogéneos de R de grau 2 < n; < ny < -- -, respectivamente.

Para cada n > 2 € N, r, é o nimero de elementos de R que tem grau n.

Seja A uma F-algebra dada por A = F(X) /2.

Observe que o ideal 2 é um ideal graduado, isto é, A = &2, onde A, = AN F(X),. E além
disso, A é uma &lgebra graduada, A = @A, onde A,, = F,,(X),, /., n > 0.

Seja b, = dimp(A,).

O teorema abaixo nos da condigoes suficientes para que A tenha dimensao infinita sobre F'.
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Teorema 3.5. (Golod-Shafarevich)(Teorema 8.1.1 de [8]). Para a dlgebra A como descrita
acima, considerando n; = 0(f;) o grau de cada polinémio homogéneo f; e r; o nimero de
polinomios homogéneos de grau i, temos

1. b, > db,_1 — X, <nbp_n, paran > 1.
2. Se para cada i r; < [(d —1)/2]?, entdo A tem dimensao infinita sobre F.

Definicao 3.8. Seja A uma dlgebra. Diremos que A é uma dlgebra nilpotente se existe m € N
tal que A™ =0, isto €, a1 - -+ - a,, = 0 para todo a; € A. E A € uma dlgebra nil se para cada
a € A existe m € N tal que a™ = 0, ou seja, todo elemento de A € nilpotente.

Usando os resultados do Teorema 3.5, o matematico Golod construiu uma algebra nilpotente,
que apesar de ser gerada por trés elementos, tem dimensao infinita. Esse resultado foi o primeiro
contra exemplo para o problema de Kurosh-Levitzki(1941)

Seja K um corpo. Suponha que A seja uma dlgebra finitamente gerada sobre K e que seja
uma nil dlgebra. Entao A tem dimensao finita?

Segue abaixo a construgao feita por Golod que nega essa afirmagao.

Teorema 3.6. (Teorema 8.1.3 de [8]). Se F' € qualquer corpo enumerdvel, entio existe uma
nil dlgebra de dimensao infinita sobre F' gerada por trés elementos.

Demonstragao. Seja T = F(xq,x3, r3) uma algebra polinomial sobre F' nas trés varidveis nao
comutativas, x1,x9, 3. Comisso, T = F @ T ®--- BT, ® ---, onde os elementos de T; sao
homogeéneos de grau .

Oideal " =T1®---&T,®--- é contavel e por isso, é possivel enumerar os seus elementos
{51, 82, }.

Veremos agora como cada s; é construido.

Tome m; > 2 e defina

Sit = S12+ S13+ -+ Siky,

onde S15 € ,_TJ emq < 5(81j) < 5(8173'4_1).
Suponha que 0(syy,) = M. Assim,

M+1 _
Sy ' = Soki41 Tt Sok,

onde S2.5 € CTJ e M < 5(82j) < 5(827j+1).

Esse processo é realizado para todo s; e assim, teremos uma colegao de polinomios homo-
géneos s;; onde cada s;; tem grau maior ou igual a m;. Além disso, para cada grau temos no
maximo um polinomio.

Dessa maneira, temos a algebra A = ®A; onde A; = Q‘:qu e 2 um ideal de T' gerado por
{si}

Sendo r; = 1 ou r; = 0 para cada i, entdao r; < 1 < [(d — 1)/2]%. Pelo Teorema 3.5 parte
(1), a dlgebra A tem dimensao infinita sobre F.

Agora, considere a édlgebra B = T/, Mostraremos que B é uma nil dlgebra finitamente
gerada e que tem dimensao infinita.
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e B =T'/A tem dimensao infinita.

Como2CT'CT,
0=>T/A—=T/A—T/T

é uma sequéncia exata de espagos vetoriais e sendo 7'/T" de dimensao finita, entao 7"/
tem dimensao infinita.

e B =T'/2 ¢ finitamente gerada por z; +2A, xo + A, x3 +2A .

e B =T'/A é uma nil dlgebra.

Tome b € B, entao
b= (fi+fot-+fo) +2

onde f; € T;. Como o elemento b nao tem termos constantes implica que f; também nao
tem termos constantes para cada i. Assim, para cada f; existe um n; € N tal que f;" € 2.

Tome N = max{n;}, entdo
N e A=V =0.

Logo, B é uma nil algebra.

A conjectura de Burnside (1911) era a seguinte

Se G € um grupo finitamente gerado com todo elemento de ordem finita, entao G tem ordem
finita?

E o seguinte resultado dado por Golod-Shafarevich é o primeiro contra exemplo que nega
essa conjectura.

Teorema 3.7. (Teorema 8.1.4 de [8]). Se p um nimero primo qualquer, existe um grupo G
infinito, gerado por trés elementos em que cada elemento de G tem ordem finita de poténcia de

p.

Demonstracao. Seja F' o corpo com p elementos e T' = F < x1, 29, x3 > a algebra polinomial
sobre F' nas varidveis nao comutativas xq,zs9,x3. Considere 2 o ideal de T construido na
demonstracao do Teorema 3.6 e assim, temos A = T/2L a élgebra polinomial ndo comutativa
gerada pelos elementos de 1 + A, x5 + A, x3 + 2.

Considere G um mondide multiplicativo em A gerado por 1+4aq, 14 a9, 1+ as, onde aq, as, as
sao elementos de x1 + 2, x5+, z3+ 2, respectivamente. Observe que, qualquer elemento em G
é da forma 1+ a, onde a € T"/2, entdo a é nilpotente. Diante disso, para um n suficientemente
grande, a?" = 0 e assim, (1 +a)?" =1+ a”" = 1. Logo, 1 + a tem inverso em G e assim G é
um grupo. Com isso, todo elemento de G tem ordem poténcia de p.

Suponha que G seja finito e assim, as combinacoes lineares dos seus elementos formam uma
algebra B de dimensao finita sobre F'. Como 1,1+ a; sdo elementos de G entdo, (1+a;) —1 =
a; € B. Logo, B = A contrariando o fato de A ter dimensao infinita. Portanto, G é um grupo
infinito.
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Portanto, com esse resultado Golod-Shafaverich mostraram que a conjectura de Burnside é
falsa.
m
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