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Resumo

O objetivo deste trabalho foi estudar a geometria hiperbdlica construindo uma modelo
que imita a construcao do modelo da geometria da esfera no espaco euclidiano R3. Para
isso, iniciamos fazendo um resumo de cunho histérico do surgimento das geometrias nao
euclidianas (a geometria hiperbdlica e a geometria esférica). Em seguida, no capitulo 1
apresentamos as nocgoes bdsicas, definicoes e resultados, relevantes para o entendimento
dos dois préximos capitulos. No capitulo 2, estudamos a geometria esférica determinando
a métrica esférica (induzida da métrica euclidiana do espago — em diferentes coordenadas
de S?), as geodésicas na esfera e as isometrias. J4 no capitulo 3, estudamos a geometria
hiperbdlica de forma semelhante ao capitulo 2, isto é, determinando a métrica hiper-
bélica (nos modelos de Minkowski (HA,), do disco de Poincaré (H3) e do semiplano de
Poincaré (H%)), as geodésicas de H% e as isometrias de H%. Finalizamos este trabalho
com o apéndice A que aborda alguns resultados importantes referentes as relagoes métri-
cas hiperbdlicas tais como: a distancia hiperbdlica entre dois pontos de C , as versoes do
teorema de Pitdgoras, leis dos senos e dos cossenos para a geometria hiperbdlica e a drea

de um tridngulo hiperbdlico.

Palavras-chave: Geometria Nao Euclidiana, Métrica, Geodésica e Isometria.






Abstract

The objective of this work was to study the hyperbolic geometry building a model
that mimics the construction of the model of the geometry of the sphere in Euclidean
space R3. For this, we begin by doing a summary of historical nature of the emergence
of the non-Euclidean geometries (the hyperbolic geometry and the spherical geometry).
Then, in Chapter 1 we presented the basics notions, definitions and results, relevant to the
understanding of the next two chapters. In chapter 2, we study the spherical geometry
determining the spherical metric (induced of the metric Euclidean of the space — on
different coordinates of S?), the geodesics in the sphere and the isometries. Already in
chapter 3, we study the hyperbolic geometry similarly to the chapter 2, this is, determining
the hyperbolic metric (in the models of Minkowski (H3,), of the disk of Poincaré (H%)
and of the semiplane of Poincaré¢ (H%)) the geodesics of H% and the isometries of HZ.
We end this work with the Appendix A that approach some important results referents
the hyperbolic metrics relations such as: the hyperbolic distance between two points of
C., the versions of the Pythagorean theorem, laws of the sines and of the cosines to the

hyperbolic geometry and area of a triangle hyperbolic.

Keywords: Non-Euclidean Geometry, Metric, Geodesic and Isometry.
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Introducao

A geometria (do grego geo: terra e metria: medida) surgiu a partir da necessidade do
homem em resolver situacgoes praticas tais como marcacoes, medigoes, cdlculos de dreas e
volumes de regides. As primeiras civilizagoes que comecaram a estudar a geometria foram

a egipcia, a babilonica e a grega na antiguidade por volta do século XX a.C.

Em 306 a.C. com Ptolomeu I (367 — 283 a.C.) no comando do Egito foi criado em
Alexandria um instituto cientifico chamado de Museu que reunia todo o saber da época.
Para o Museu foram chamados, como professores, sdbios de notédvel importancia e entre
eles estava Euclides (325 — 265 a.C.), que jé tinha publicado Os Elementos (Stoichia),
a obra referéncia para matemdtica na época, que sistematizava todo o conhecimento
matemadtico que se tinha, onde Euclides procurou estabelecer uma ordem légica na dis-
tribuicdo dos contetidos. Os Elementos! ¢ dividido em treze livros e foi o primeiro tratado

cientifico, pois passou a ser modelo para os outros ramos da ciéncia.

A geometria para Euclides era uma ciéncia que podia ser deduzida a partir de cinco
axiomas (para Euclides noges comuns) e cinco postulados. Segundo Barbosa (2002, p.
2—-3):

1. Nogoes comuns

a

(
(b

Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais.
Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sdo iguais.

(d
(e

c¢) Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sdo iguais.
) Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais.

O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

10s Elementos ¢ dividido em: Livro I — Os fundamentos da geometria plana; Livro II —
Algebra geomeétrica; Livro III — Teoria da circunferéncia; Livro IV — Figuras inscritas e
circunscritas; Livro V — Teoria das proporgoes abstratas; Livro VI — Figuras geomeétricas
semelhantes e proporcionais; Livro VII — Fundamentos da teoria dos nimeros; Livro VIII —
Continuacao de proporcgao e teoria dos nimeros; Livro IX — Teoria dos nimeros; Livro X —
Classificagao dos incomensuraveis; Livro XI — Geometria dos sélidos; Livro XII — Medigao
de figuras e Livro XIII — Sélidos regulares.

17



18 INTRODUCAO

2. Postulados
I. Pode-se tragar uma (dnica) reta ligando quaisquer dois pontos.

II. Pode-se continuar (de uma unica maneira) qualquer reta finita
continuamente em uma reta.

III. Pode-se tracar uma circulo com qualquer centro e com qualquer
raio.

IV. Todos os dngulos retos sao iguais.

V. E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos
internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do que dois angulos
retos, entao as duas retas, se continuadas, encontrar-se-do no lado
onde estao os dngulos cuja soma é menor do que dois Angulos retos.

A geometria desenvolvida a partir destas no¢oes comuns e postulados recebeu o nome

de Geometria Fuclidiana.

O quinto postulado de Euclides era visto com desconfianca pelos matematicos, pois
eles achavam que ele poderia ser deduzido a partir dos quatros primeiros postulados.
Durante 2000 anos varios matematicos tentaram demonstra-lo, mas sem sucesso. Com as
tentativas de demonstrar o quinto postulado obteve-se vdrias proposicoes equivalentes ao
quinto postulado que foram chamados de substitutos. O substituto do quinto postulado
mais famoso ¢ o do matemético escocés John Playfair (1748 — 1819): Por um ponto fora
de uma reta pode-se tracar uma unica reta paralela a reta dada — o que acabou batizando
o 5° Postulado de Postulado das Paralelas.

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) na tentativa de provar o Postulado das Paralelas,
através do método de reducao ao absurdo, foi o primeiro a perceber a existéncia de uma
nova geometria, em que veio a chamar de Geometria Nao FEuclidiana. Mas temendo
retaliagoes por parte da Igreja Catélica (da Inquisicao) Gauss preferiu ndo publicar seus
resultados, pois a Igreja Catélica tinha adotado as ideias de Immanuel Kant (1724 — 1804)

sobre geometria (Euclidiana) como dogma.

Ao contrério de Gauss, o matemdtico Johann Bolyai (1802 — 1860), filho do hingaro
e amigo de Gauss — Wolfgang Bolyai (1775 — 1856), publicou em 1832 um apéndice do
Tentamen, livro publicado em 1804 em dois volumes de Wolfgang em que colocou suas
ideias sobre a teoria das paralelas. Nele Johann Bolyai publica suas ideias e descobertas ao
negar o 5° Postulado (negagao: por um ponto nao contido em uma reta dada, passa mais
de uma ou nenhuma reta paralela a reta dada) chegando a resultados que direcionavam a

uma Geometria Geral em que a Geometria Fuclidiana era um caso particular.

Mas o primeiro matemético a publicar seus trabalhos referentes a negacao do 5° Pos-
tulado de Euclides (que ndo continham contradi¢oes e tinha clareza do que aquilo rep-
resentava) foi o russo Nikolai Ivanovich Lobachewsky (1793 — 1856) em 1829, onde ele

admite a existéncia de uma nova geometria em que nesta geometria por um ponto fora de
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uma reta dada passam pelo menos duas retas paralelas a reta dada € a soma dos dngulos
de qualquer tridngulo é menor do que dois dngulos retos. O reconhecimento desta nova
geometria s6 veio apds a morte de Lobachewsky em 1868 quando Eugenio Beltrami (1835
— 1900) provou que o 5° Postulado nao poderia ser provado e que esta nova geometria
era tao consistente quanto a Geometria Euclidiana. Em 1871 Felix Christian Klein (1849
— 1925) deu o nome de Geometria Hiperbdlica a esta nova geometria que surgira. Dessa
forma, Lobachewsky é considerado o pai da Geometria Hiperbdlica.

Com a descoberta desta nova geometria a comunidade matematica se perguntava se
além das geometrias Euclidiana e Hiperbdlica era possivel a existéncia de outra geometria,
mas este questionamento foi esclarecido em 1851 na aula inaugural do matematico Georg
Bernhard Riemann (1826 — 1866) na Universidade de G&ttingen, em que ele expos os seus
resultados obtidos ao negar o 5° Postulado mostrando uma geometria que se passava na
superficie de uma esfera e que nao possufa retas paralelas. Esta geometria recebeu o nome
de Geometria de Riemann ou Geometria Esférica.

Agora, apés este breve resumo da histéria do nascimento das Geometrias Nao Euclidi-
anas: Esférica e Hiperbdlica, vejamos como serd desenvolvida esta monografia. Em
primeiro lugar, o nosso objetivo neste trabalho ¢ estudar a geometria hiperbdlica con-
struindo uma modelo que imita a construcao do modelo da geometria da esfera no espaco
euclidiano R3. Para isso, utilizaremos trés capitulos: Nocoes Bésicas, Geometria Es-
férica e Geometria Hiperbdlica. Neste trabalho também consta um apéndice intitulado
de Relacoes Métricas Hiperbdlicas.

No Capitulo 1, Nocgoes Bésicas, procuraremos apresentar alguns resultados impor-
tantes para o desenvolvimento dos dois préximos capitulos.

No Capitulo 2, Geometria Esférica, comecaremos definindo o espaco, a esfera S?, onde
se passa a geometria esférica e, em seguida, parametrizaremos a esfera S? — determinando
a sua métrica (induzida pela métrica de R?) em coordenadas cartesianas e esféricas. Con-
cluiremos, o capitulo 2, determinando as isometrias e as geodésicas de S?.

No Capitulo 3, Geometria Hiperbdlica, apresentaremos trés modelos para a geometria
hiperbélica — com destaque para o modelo do semiplano de Poincaré H% — determinando a
métrica hiperbédlica em cada um deles. Finalizaremos, o capitulo 3, obtendo as geodésicas
e as isometrias em Hz.

Concluiremos este trabalho com o apéndice A em que trataremos das relacoes métricas
hiperbdlicas, ou seja, determinaremos a distdncia hiperbdlica entre dois pontos de C,,
apresentaremos e provaremos as versoes do teorema de Pitdgoras, das leis dos senos e dos
cossenos para a geometria hiperbdlica e determinaremos a expressao que fornece a drea

de um tridngulo hiperbdlico.
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Capitulo 1
Nocoes Basicas

Neste capitulo apresentaremos algumas definigoes e resultados (de grupos, transfor-
magcoes lineares, teorema da aplicacao inversa, derivada de um funcao complexa, superficie
regular, métrica riemanniana, etc.) que serao tteis para o entendimento dos capitulos 2 e
3 desta monografia. O leitor pode encontrar mais detalhes das temdticas abordadas neste
capitulo nas obras [6], [7], [11], [13], [16], [23], [26], [34] e [36].

1.1 Grupos, Subgrupos e Homomorfismo de grupos

DEFINICAO 1.1: Sejam G um conjunto nao vazio e * uma operacao tal que

x: GxG—G .

Dizemos que (G,*) é um grupo se, e somente se, * goza das propriedades:
(i) (Associativa) (a*xb)*xc=ax*(bxc),Va,b, c€QG.
(ii) (Existéncia de elemento neutro) Eziste e € G tal que axe =exa=a, ¥V a € G.

(iii) (Existéncia de inverso) Para cada a € G, 3b € G tal que axb =Dbxa = e

(denotaremos b por a™1').

E comum representar o grupo (G, *), simplesmente, por G.

ExempLO 1.1: (Z,+) é um grupo.

EXEMPLO 1.2: Sejam G = {A € M, (R);det A # 0} e - a operagao de multiplicacao de

matrizes. Entdo, (G, -) é um grupo.
Se um grupo (G, ) goza da igualdade
axb=bxa,Va,beaq,
21



22 CAPITULO 1. NOCOES BASICAS

entdo dizemos que (G, *) é um grupo abeliano.
Note que, o grupo do exemplo 1.1 é um grupo abeliano. J& o grupo do exemplo 1.2

nao é um grupo abeliano.

DEFINICAO 1.2: Sejam (G,*) um grupo e & # H C G. Dizemos que (H,*) é um

subgrupo de (G,x*), se (H,*) é um grupo. Denotaremos (H,*) < (G, ).

PROPOSICAO 1.1: Sejam (G,*) e H C G. Entao, as sequintes afirmagées sao equiva-

lentes:

(1) (H,*) é um subgrupo de (G, ).

(ii) a. Va,be H tem-seaxbe H.
b. Yae€ H tem-se a~! € H.

(ili) H#A 2 eV a,be H tem-se axb™' € H.

EXEMPLO 1.3: Seja H = Z - my = {zmg; 2z € Z e my é um numero inteiro fixo}. Entdo,
(H,+) < (Z,+).

EXEMPLO 1.4: Sejam (H;, *), parai =1, 2, ..., n, subgrupos de um grupo (G, ). Entao,

(H,x) < (G, %),

onde H = ﬂi;l H;.

DEFINICAO 1.3: Sejam os grupos (G, x) e (G',e). Dizemos que a fungio f: G — G é

um homomorfismo de G em G’ se, e somente se, f(xxy) = f(x)eo f(y),Vz,yed.
EXEMPLO 1.5: Sejam os grupos (C*,-) e (]Ri,-). A funcao f : C* — R7 dada por

f (2) = |z| € um homomorfismo de grupos.

DEFINICAO 1.4: Um grupo G atua num conjunto X se existe um homomorfismo de G no

conjunto das bijecoes de X. Dizemos que G atua transitivamente em X se V x, y € X,
Jg€G tal que g(x) =y.

LEMA 1.1: Sejam G um grupo que atua sobre um conjunto X e xg em X. SeV y € X
3 g€ G tal que g (y) = xo, entao G atua transitivamente sobre X.

1.2 Espacos Vetoriais, Transformacoes Lineares, Pro-

duto Interno e Formas Bilineares

DEFINICAO 1.5: Sejam V' um conjunto nao vazio e K um corpo. Dizemos que V é um

espago vetorial sobre K se, e somente se, as operagoes + (soma) e - (produto por escalar)

estiverem definidas em V' de modo que:

(i) Vu,veV tem-seu+veV.
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a. u+v=v+u,Vu, veV (propriedade comutativa).
b. (u+v)+w=u+ (v+w),Vu,v, weV (propriedade associativa).

c. Existe o elemento 0 € V (vetor nulo) tal que w+ 0 = u, V u € V (elemento

neutro da soma).

d. Para cada v € V existe v € V tal que u+ v = 0 (denotaremos v por —u).
(ii) VueVeVaecKtemsea-ueV.

a. (af)-u=a(f-u),YVueV eV a, €K (propriedade associativa).

b. Euxiste o elemento 1 € K tal que 1 -u = u, YV u € V (elemento neutro da

operagao -).
(i) a- (u+v)=a-u+a-v,Vu,veVeVack
(iv) (a+p8) u=a-u+p-u,YueVeVa,peck.

Daqui em diante, trabalharemos, apenas, com espacos vetoriais sobre R.

EXEMPLO 1.6: Temos que,

R*=Rx---xR={(a, - ,a,);a, e R, Yi=1,--- n}, para n € N* fixo,
—————

n

é um espaco vetorial com as operagoes de + e - tais que
((11,"' 7an>_{_(b1’... ;bn):<al+b17"' 7an_|_bn),
V(ar, -, an), (b, -+ ,by) ER™ e
a-(ar, - an) = (aar, - aay),

V(ay, - ,a,) ER"eVaecR.

DEFINICAO 1.6: Seja V' um espaco vetorial.

(1) Dizemos que um vetor v € V' é uma combinagao linear dos vetores vy,--+ ,v, € V

se existirem escalares o, --- , o, € R tais que

n
vV = E ;0;.
i=1

(ii) Se A é um subconjunto de V', entao dizemos que A gera V se todo elemento de V

for uma combinagao linear de um nimero finito de elementos de A.
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DEFINICAO 1.7: Sejam V' um espago vetorial e A um subconjunto de V.

(i) A é linearmente independente (l.i.) se, e somente se,
av+ -t apu,=0=>a=--=a,=0, para vy, - ,v, € Aeap, - ,a, €R.
(ii) A é linearmente dependente (l.d.) se A ndo é linearmente independente.

DEFINICAO 1.8: Sejam V' um espaco vetorial e A um subconjunto de V. Dizemos que

A é uma base de V' se, e somente se,
(i) A gera V; e
(i) A é L.

ExEMPLO 1.7: O conjunto

A:{(170707 7O>7(071707"' 70)7"' 7(070707"' 71)}

¢ uma base de R™ (chamada de base candénica de R™).

Chamamos de dimensao do espaco vetorial V' o nimero de elementos de uma base A
deste espaco vetorial. Se a base A tem infinitos elementos, entao a dimensao do espaco
vetorial é infinita. Denotaremos a dimensao do espaco vetorial V' por dim V. No exemplo
1.7, dimR"™ = n.

PROPOSICAO 1.2: Sejam V' um espacgo vetorial, onde dimV =n > 1, e A um subcon-

junto de V. As afirmacoes, a sequir, sio equivalentes:

(i) A € uma base de V.

(ii) Cada elemento de V' se escreve de maneira tinica como combinagao linear de ele-

mentos de A.

Seja V' um espaco vetorial tal que dimV =n > 1. Se A = {vy,--- ,v,} é uma base

de VeveV, entao d aq, - ,a, € R tais que

n
v = E i:laivi.

Pela unicidade do item (ii) da proposi¢ao 1.2, podemos representar v com relagao a base

A como

03]



1.2. ESPACOS VETORIAIS, TRANSFORMACOES LINEARES, PRODUTO INTER25

onde aq, - -+, a, sao as coordenadas de v na base A.

DEFINIGAO 1.9: Sejam V' um espaco vetorial e W um subconjunto de V. Dizemos que W

é um subespacgo vetorial de V' se, e somente se, W é um espago vetorial com as operagoes

de V.

PrROPOSIGAO 1.3: Sejam V' um espago vetorial e W um subconjunto de V. Entdao, W é

um subespaco vetorial de V' se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes condi¢coes:

(i) se u, ve W, entao u+ve W.

(ii) se \e ReueW, entao \-u e W.

EXEMPLO 1.8: Sejam V' um espago vetorial e R- ug := {a - ug;a € R e ug é elemento

fixo de V'}. Note que, R- 4y ¢ um subespago vetorial de V.

DEFINIGAO 1.10: Sejam U e V espacos vetoriais e T : U — V' uma aplicagao. Dizemos

que T é uma transformacao linear se, e somente se,
(i) T(Ul +U2) = T(ul) +T(u2), \ Uy, Uy € U,‘ e
(i) T(Mu) =T (u),VueU eV AXeR.

LEMA 1.2: Sejam U e V espagos vetoriais. A aplicacao T : U — V' é uma transformagao
linear se, e somente se, T (Auy + ug) = AT (u1) + T (uz), V uy, ug € U e ¥V X € R.

ExEMPLO 1.9: Sejam ay,--- ,a, € R. A aplicagao T': R — R dada por

n
T (1, xp) = Zi:l aiT;

¢ uma transformacao linear.

DEFINIGAO 1.11: Sejam U e V espacos vetoriais e T : U — V' uma transformagao

linear.

(1) Se T ¢ bijetora, entio dizemos que T é um isomorfismo.

(ii) Se T' é um isomorfismo, entdo dizemos que U e V sdo espagos vetorias isomorfos
(U~V).

PROPOSIGAO 1.4: Se uma transformagao linear é bijetora, entdo a sua inversa também

¢ uma transformacao linear.

PROPOSIGAO 1.5: Sejam U e V' espacgos vetoriais, onde dimU = dimV =n > 1, e

T :U — V uma transformacao linear. Entao, as afirmagoes, a sequir, sao equivalentes:

(i) T ¢é um isomorfismo.

(ii) T é injetora.
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(iii) T é sobrejetora.

TEOREMA 1.1: Sejam U e V espagos vetoriais tais que dimU = dimV =n > 1. Entdo,
U~V.

DEFINICAO 1.12: Sejam V' um espago vetorial e T : V. — V' um operador linear.

(i) Chamamos de autovalor de T' um elemento A\ € R tal que existe 0 #v € V em que
T (v) = v.

(ii) Seja A € R um autovalor de T'. Chamamos cada vetor 0 # v € V tal que T (v) = \v

de autovetor de T associado a .

(iii) Suponha que dimV = n > 1. Dizemos que T é diagonalizdvel se existe uma base

de V' formada por autovetores de T.

DEFINICAO 1.13: Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e T :'V — V um o-

perador linear. Considere A como uma base de V. Chamamos de polinémio caracteristico

da transformagdo T, denotado por pr (x), o polindmio
det ([T'] , — ).

Temos que o polindmio caracteristico de 7' nao depende da base.

DEFINICAO 1.14: Sejam V um espaco vetorial e T : V' — V' um operador linear. Se W

¢ um subespago de V e T (w) € W, ¥V w € W, entao dizemos que W é um subespago T

— tnvariante de V.

DEFINICAO 1.15: Seja V' um espago vetorial. Um produto interno sobre V' é uma fungao

(,):V xV — R que satisfaz as sequintes condigdes:
(1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Y u, v, weV.

(i) (M\u,v) =A{u,v), Vu,veVeVAIeR.

(iii) (u,v) = (v,u), Vu,veV.

(iv) (u,u) >0, se u #0.

EXeEMPLO 1.10: A fungdo (, ) : R" x R — R dada por

(e, @) (e ) = D @

¢ um produto interno sobre R". Este produto interno é chamado de produto interno

canénico ou produto interno euclidiano em R".
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EXEMPLO 1.11: A fungdo (, ) : R* x R* — R dada por

((z1, 91, 21, w1) , (T2, Y2, 20, W2)) = 22129 + Y1y + 2122 + Wiws

¢ um produto interno de R*.

DEFINICAO 1.16: Seja V' um espago vetorial com produto interno. Dizemos que uma
base A = {vy,--- ,v,} de V é ortonormal se

<M,>_{0 Vi#
1 Yyl T . .o
1 ,i=7

A base candnica de R" (ver exemplo 1.7) é uma base ortonormal de R" (considerando
o produto interno canénico em R").

DEFINICAO 1.17: Seja A € M, (R).

(i) Se A= A" dizemos que A é uma matriz simétrica.
(ii) Se A- At = A'- A =T dizemos que A é uma matriz ortogonal (A~' = A?).

EXEMPLO 1.12: As matrizes

cosf) —sinf 0

1 0 O
A= sinf cosf 0 e B= 01 O
0 0 1 0 0 —1

sao exemplos, respectivamente, de matriz ortogonal e de matriz simétrica.

TEOREMA 1.2: Se A é uma matriz ortogonal, entdo det A = +1.

DEFINICAO 1.18: Se V' é um espaco vetorial com produto interno, o é uma base orto-

normal de Ve T :V — V' é um operador linear, entdo T é chamado um.:
(i) operador autoadjunto se [T'], é uma matriz simétrica.

(ii) operador ortogonal se [T'], é uma matriz ortogonal.

TEOREMA 1.3: Se T : V. — V é um operador autoadjunto, entdo existe uma base
ortonormal de V' formada por autovetores de T'.

TEOREMA 1.4: Sejam V' um espago vetorial com produto interno (, ) e T :V — V um
operador linear. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) T é um operador ortogonal.
(ii) T transforma bases ortonormais em bases ortonormais.

(iii) (Tw,Tv) = (u,v), YV u, v eV (T preserva produto interno).
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(iv) ||[Tv]| = ||v||, YV v € V (T preserva norma).

DEFINICAO 1.19: Sejam U e V espagos vetoriais. Uma fungio f: UxV — R é chamada

de forma bilinear de U xV em R se satisfaz as condigoes:
(1) f(Aug +ug,v) = Af (ur,v) + f (ug,v), Vug, ug €U, Vo eV eV AeR.

(1) f (u, Aoy +v9) = Af (u,v1) + f (u,v9), VueU, Vv, €V eV AeR.

Denotamos por B (U, V') o conjunto formado por todas as formas bilineares de U x V/
em R. Se U = V, entdo escreveremos, simplesmente, B (V). Note que, B (U,V) é um

espago vetorial.

DEFINICAO 1.20: Sejam V' um espago vetorial e f € B (V). Dizemos que f é uma forma

bilinear simétrica se f (u,v) = f(v,u), Vu, ve V.

Representaremos por Bg (V') o conjunto formado por todas as formas bilineares simétri-
cas de VV? em R. Note que, Bs (V) ¢ um subespago de B (V).

ExemPLO 1.13: Considere o espago vetorial R". O produto interno euclidiano (ver

exemplo 1.10) de R™ é uma forma bilinear simétrica sobre R™.

DEFINIGAO 1.21: Sejam V um espaco vetorial e f € B (V). Chamamos de forma

quadrdtica associada a f a fungdo q:V — R dada por q (v) = f (v,v).
A forma quadrética associada ao produto interno euclidiano, do exemplo 1.13, é

t

U1 1 --- 0 U1

()= (o) =vitedoi=| 2 Lo = Pl T
Un can 0 e can Un can

onde v = (vy,---,v,) € R" (ver coroldrio 1.1).

TEOREMA 1.5: Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e f € Bs (V). Entao,

existe uma base A de V' tal que [f], é uma matriz diagonal.

COROLARIO 1.1: Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita, f € Bs (V) e q :

V — R a forma quadrdtica associada a f. Entdo, existem A\, -+, A\, € R e uma base A

={vy, - ,v,} de 'V tais que f (v;,v;) = X\;d;; para cada 1 <i,j <neq((v)= CoNa?
J J -1 1
para cada v = E n

1=

1 ou0; € V.

Note que, para conhecer f € Bg (V') basta conhecer f em uma base de V.

1.3 Homeomorfismo, Difeomorfismo e o Teorema da

Aplicacao Inversa

Seja x = (1, g, -+ ,x,) um vetor de R". A norma euclidiana de x é dada por



1.3. HOMEOMORFISMO, DIFEOMORFISMO E O TEOREMA DA APLICACAO IN29

o] = /21 + a3+ ad.

DEFINIGAO 1.22: Sejam a € R" e r € RY.

(i) Chamamos de bola aberta o conjunto

B(a;r) ={z e R"; |z —a|] <7}.
(ii) Chamamos de bola fechada o conjunto

Bla;r] ={z € R";|x —a| <r}.

Seja a € A C R™. Dizemos que a é um ponto interior de A se existe uma bola aberta
B (a;r), onde r > 0, tal que B(a;r) C A. O conjunto formado por todos os pontos
interiores de A é denotado por int A e, consequentemente, estd contido em A. E ainda,

diz-se que A é uma vizinhanca de a.

DEFINICAO 1.23: Seja A C R™. O conjunto A é chamado de aberto se, e somente se,
A=int A.

Sejam a € R" e A C R". Diz-se que o ponto a é aderente ao conjunto A se existe uma
sequéncia (ay), .y tal que a, € A,V n € N, elima, = a. O conjunto formado por todos

os pontos aderentes de A é chamado de fecho de A e é denotado por A.

DEFINICAO 1.24: Diz-se que um conjunto F é fechado quando F = F.

TEOREMA 1.6: Um conjunto F' C R™ é fechado se, e somente se, seu complementar
R™ — F' é aberto.

Dizemos que a € R"™ é um ponto de acumulagao de X C R"™ se V r > 0 tem-se
B (a;r) N X\{a} # 2.
Sejam f: X C R™ — R"” e a € R™ um ponto de acumulacao de X. Diz-se que b € R"

¢ o limite de f (z) quando x tende para a se
Ve>0,36>0;2€X,0<|z—al<d=|f(z)—b| <e

Representamos o limite de f () quando x tende para a por lim f (z) = b.

r—a

Seja uma aplicacao f: A C R™ — R" dada por

f@)= (), fa(@), - fu ().

Chamamos as fungoes reais f; : A — R, parai =1,2,--- ,n, de fungoes coordenadas de
f.

DEFINICAO 1.25: Seja a € A C R™. Dizemos que f: A — R"™ é uma aplicagdo continua

em a se

Ve>0,36>0;,z€A, |lx—al<d=|f(z)— f(a)] <e.
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Se f: ACR"™ — R"” é continua em todos os pontos de A, entao diremos que f é

continua em A.

TEOREMA 1.7: Seja uma aplicagao f: A C R™ — R" dada por

f@)= (), fa(@), - fu (7)),

A aplicagao f é continua no ponto a € A se, e somente se, suas funcgoes coordenadas

fi:A—=R, parai=1,2,--- ,n, sio continuas em a.

DEFINICAO 1.26: Sejam A C R™ e B C R". Dizemos que a aplicacao f: A — B é um

homeomorfismo se:
(1) f € uma bijegao continua; e
.e . -1 . z . ~ .
(ii) sua inversa f~1, também, é uma aplicagao continua.

EXEMPLO 1.14: A bola aberta B (0;1) C R” ¢ homeomorfa a R", pois f : B(0;1) — R”
dada por

f(ﬂf)zl_;lx‘ﬂf

¢ um bijecao continua em B (0;1) tal que sua inversa

também, é continua em R".

Seja uma aplicacao f : A — R", onde A C R™ é um aberto. Chamamos de derivada

parcial de f em a € A o vetor

) te;) —
—f(a) :hmf(a—i- ) f(a), para cada i = 1,2,---  m,
caso exista. E claro que se f = (f1, fa, -+, fn), entéo
0 0 of,
8xfi (a) = ((‘32 (@), -, 8;- (a)), para cada i =1,2,--- ,m.
Se as funcoes afj : A — R forem continuas em A dizemos que f é uma aplicacao de
T

classe C'. De modo geral, se f : A — R" possui, em cada ponto de A, todas as derivadas
parciais de ordem k tal que todas elas s@o continuas em A, entao dizemos que f é uma
aplicacdo de classe C* (f € C*). Note que, toda aplicacdo de Classe C! é continua.

Seja uma aplicacao f : A — R", onde A C R™ é um aberto. Diz-se que a aplicacao f

é diferencidvel em a € A se satisfaz as condigoes:
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Of:
(1) As derivadas parciais a—f] (a), parai=1,2,--- 'mej=12 -+ n, existem.
T
(ii) Para todo v = (aq,---, ) tal que a +v € A tem-se
m 9 rj (v)

(a) - a; +7; (v) com lim ]|v|

filatv)=fi(a)=>" =0,

i=1 Ox;

para cada j =1,2,--- ,n.

Se f: ACR™— R” é diferencidvel em todos os pontos de A, entao dizemos que f é
diferencidvel em A.

A matriz Jf (a) = (aji),,,, tal que a;; = % (a) é chamada de matriz jacobiana de f

%
em a.

DEFINICAO 1.27: A derivada da aplicagao [ em a é a transformagao linear f'(a) : R™ —

R" tal que [f'(a)] 45 = Jf (a), onde A e B sio as bases canodnicas, respectivamente, de
R™ e R™.

Como a derivada direcional da aplicacao f em a, na direcao do vetor v, é

of . flattv)—fl(a)
% (CL) - 115)% t I
entao
oy = (@)

Temos que, toda aplicacao de Classe C! é diferencidvel.

DEFINICAO 1.28: Sejam A, B C R"™ abertos. Dizemos que a aplicacdo f: A — B é um

difeomorfismo entre A e B se:
(1) f é uma bijecao diferencidvel; e
(ii) sua inversa f~! também é uma aplicacio diferencidvel.

Se f: A — B éum difeomorfismo, onde A, B C R" sao abertos, entao a derivada de
f é um isomorfismo.

Diz-se que uma aplicacao f : A — R", onde A C R" é um aberto, € um difeomorfismo
local, quando para cada a € A existe uma bola aberta B = B (a;d) C A tal que f é um
difeomorfismo de B sobre um aberto V' contendo f (a).

Note que, um difeomorfismo local f : A — R", onde A C R" é um aberto, ¢ um
difeomorfismo de A sobre o aberto f(A) C R™ se, e somente se, f é uma aplicagdo
injetiva.

TEOREMA 1.8: (TEOREMA DA APLICACAO INVERSA) Seja f: A — R™ uma aplicagio
de classe C* (k > 1), onde A C R™ é um aberto. Se a € A tal que f'(a) : R® — R" ¢é

invertivel, entdo existe uma bola aberta B = B (a;d) C A tal que f|g é um difeomorfismo

de B sobre um aberto V' contendo f (a).
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1.4 Numeros Complexos e a Derivada de uma Funcao

Complexa

DEFINICAO 1.29: Um miimero complexo z é um par ordenado de nimeros reais z = (x,y)

satisfazendo as regras

(i) da soma:

21+ 20 = (x1,11) + (2, y2) = (T1 + X2, y1 + y2) €

(ii) do produto:

2129 = (3317 yl) (x27 y2) = ($1$2 — Y1Y2, T1Y2 + ywz)-

As operacoes da soma e do produto de nimeros complexos tém as seguintes pro-

priedades:

1.

2.

3.

7.

21+ 20 = 25+ 21 € 2125 = 2921 (propriedade comutativa).
(214 22) + 23 = 21 + (20 + 23) € (2122) 23 = 21 (2923) (propriedade associativa).

(0,0) & o elemento neutro da soma, isto é, z + (0,0) = z, V z complexo.

. (1,0) é o elemento identidade do produto, isto é, z (1,0) = z, V z complexo.

. —z = (—z, —y) € o elemento simétrico aditivo de z = (z,y), ou seja, z+(—=z) = (0,0),

V z complexo.

. Todo (0,0) # z = (x,y) tem um inverso multiplicativo 2~ = ( v Y >7

x2+y2’_$2+y2
ou seja, z (271) = (1,0).

21 (22 + 23) = 2129 + 2123 (propriedade distributiva do produto em relagdo a soma).

Representamos por C o conjunto formado pelos nimeros complexos. Como o conjunto

C munido das operacoes de soma e de produto, da definicao 1.29, satisfaz as propriedades

de 1 a 7, entao dizemos que C é um corpo.

O nimero complexo (z,0) é idenficado como o nimero real x e o nimero complexo

(0,1) & denotado por i (unidade imagindria). Temos que,

2 =i =(0,1)(0,1) =(0-0—1-1,0-141-0) = (=1,0) = =1 = i = \/—1

(y,0)(0,1) =(y-0—-0-1,y-1+0-0) = (0,y).
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Donde vem que,
(@,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0) (0,1) = z + yu.

Em um nimero complexo z = (z,y) = = + yi chamamos x de parte real e y de parte
1magindria. Denotamos

r=Rezey=Imz.

Geometricamente representamos um nimero complexo z = (z,y) = x + yi como na

figura 1.1.
Im 4

y ______ ;Z:I—.—yl
|
|
|
|
1 N

0 T Re

Ficura 1.1.

O mddulo de um nmimero complexo z = (x,y) = = + yi é a distancia do ponto z a

origem (0, 0) do plano complexo, ou seja,

|z| = Va2 +y? = \/(Rez)2 + (Im 2)*.

Dessa forma,
|Zl + 22| S |Zl| + |22|, A 21, %2 € C.

O conjugado de um nimero complexo z = (z,y) = =+ yi é o nimero complexo obtido
através da reflexao de z em relagao ao eixo real. Denotamos o conjugado do nimero

complexo z por Z. Assim,

Im
2= )
Yypr=----- ] Ty
|
|
|
0 1L P:e
I
|
_y ______ ¢
Z=x —yi

Ficura 1.2.
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Vejamos algumas propriedades que envolvem z e z:

(i) 2z = |7
1 -
(ii) Rez:é(z—l—z)
1
(iii) Imz = E(z—z)

(Vii) |2122’ = |Zl‘ |22’

Im

z=(z,y)=(r.0)

Ficura 1.3.

O numero complexo z = (z,y) em coordenadas polares ¢ dado por (r,6), onde r = |z]
e 0 (argumento de z denotado por arg z) é o angulo, em radianos, formado pelo segmento
de reta de extremos na origem e em z com o eixo real (parte positiva) — medido no
sentido anti-hordrio. Se o niimero complexo z = (r, ) em coordenadas polares, entao, em

coordenadas cartesianas,
z =1 (cosf +isinf) = re? — forma polar de z.

Uma func¢do complexa f : C — C é uma correspondéncia que associa a um nimero

complexo z um unico nimero complexo w, isto é, f (2) = w. Se z = x +yi = (z,y), entdo
f(2) =u(z,y) +iv(zy) = (u(zy),v(zy) = f(zy)

DEFINICAO 1.30: Sejam A C C um aberto e f: A — C uma fungdo complexa de varidvel

z. Dizemos que o limite de f quando z tende a zy € A é o nimero complero wy se, e
somente se, ¥V € >0, 36 >0 tal que se z € A e 0 < |z — 25| <9I tem-se |f (2) —wy| < €.

FEscrevemos

lim f (2) = wp.

Z—20
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PrROPOSIGAO 1.6: Sejam A C C um aberto e f, g : A — C fungdes complexas. Se

2o € A, lim f(2) =w; e limg(z) = w,, entdo:
z—20

z—20

(i) limcf (z) = cwq, onde c € C.

z—20

(i) lim (f (=) +9(2) = wy +ws.

zZ—20

(iii) lim f (2) g (2) = wiws.

z—20

1
iv) lim —— = — 0.
() Jin 7y =y se 0 #
DEFINICAO 1.31: Sejam A C C um aberto e f: A — C uma funcdo complexa. Dizemos

que [ é uma fungdao continua em zy € A se lim f (2) = f(20). Se f é continua em todos
z2—20

os pontos de A, entdo dizemos que f é continua em A.

PrOPOSIGAO 1.7: Sejam A, B C C abertos, f, g : A — C e h : B — C fungoes

complexas, onde f(A) C B. Se f e g sio continuas em zy € A e h é continua em f (z),

entao:
(1) as fungoes cf, f+ g e fg sdo continuas em zy, onde ¢ € C.
. L1 .

(i) a funcao 7 ¢ continua em 2o, se f(zy) # 0.

(iii) a fungdo ho f é continua em z.

DEFINICAO 1.32: Sejam A C C um aberto e f : A — C uma funcao complexa. Se

€ Aeo

o L) = f ()

z2—20 zZ— 2

existe, entao chamamos este limite de derivada de f em zy e denotamos por f'(z).

PrROPOSIGAO 1.8: Se f é derivdavel em zy, entdo f é continua em zy.

PROPOSICAO 1.9: Se f e g sdo derivdveis em zy, entdo as fungées cf (onde ¢ € C),

1 .
f+g, fg e = (com f(z) #0), também, sao derivdveis em zy. Além disso, temos que:

f
(i) (cf) (20) = cf' (20)-
(i) (f +9) (20) = f' (20) + ¢’ (20)-
(iii) (f9)' (z0) = f"(20) 9 (20) + [ (20) ¢ (20).

o ()iu--f
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PrOPOSICAO 1.10: (REGRA DA CADEIA) Sejam A, B C C abertos, f : A — C e

g : B — C fungoes compleras, onde f(A) C B. Se f é derivivel em zy € A e g é
derivdvel em f (), entdo go f é derivdvel em zy e (go f) (20) = ¢ (f (20)) f' (20)-

PrROPOSICAO 1.11: (CONDICOES DE CAUCHY-RIEMANN) Se a fun¢do complexa f (z,y) =

u(z,y) +iv (z,y) é derivdavel em zy = (xg,yo), entdo

ou ov
% (3707y0) = a_y (370, yo)
ov ou

% (9507y0) = _0_y (330, yo)

Da demonstragao da proposicao acima, obtemos que

0 0
(%) = G_Z (20, Y0) + Za_;), (20, %0)

0 0
' (20) = (9_Z (w0, Y0) — Zé’_Z (20, Y0)-

DEFINICAO 1.33: Sejam A C C um aberto e f: A — C uma fung¢ao complexa. Dizemos

que f é holomorfa em A se f'(z) existe para todo ponto z € A.

O conceito de fungao complexa anti-holomorfa é semelhante ao de funcao holomorfa,

mas distinta, pois f, agora, é derivdvel com respeito a z, ou seja:

DEFINICAO 1.34: Sejam A C C um aberto e f: A — C uma fun¢do complexa de varidvel

Z. Entao, f é anti-holomorfa em A se f'(Z) existe para todo ponto Z € A.

1.5 Superficie Regular, Plano Tangente, Métrica Rie-

manniana e Isometria

DEFINICAO 1.35: Seja S um subconjunto de R®. Dizemos que S é uma superficie reqular

se, YV p €S, existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacio X : U — VNS, onde

U C R? é um aberto, tal que:

1. X é diferencidvel;
2. X é um homeomorfismo; e

3.V qeU tem-se dX, : R* — R? injetora.

A aplicacao X é chamada de uma parametriza¢cao ou um sistema de coordenadas.
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Seja X (u,v) = (x (u,v),y (u,v), 2 (u,v)). A condi¢ao 3 da definigdo 1.35 é equivalente

as seguintes afirmacoes:

oz ox ox %

L Oy %(Q) %(q) 0w %(Q) 7 (9) .
Vot = o o |0 S T o0 7
ou v ou ov
9y %

0(0.2) | au'? 3@

) | 02y 02 |70
ou'V o
(ii) os vetores X, (¢) := %_X (q) e X, (q) == %—X (q) sao linearmente independentes.
u v

(iii) X. (q) x X, (q) #0.

Assim, para verificar a condi¢ao 3 da definicao 1.35 basta verificar uma destas afir-
macoes.

Seja f : U — R uma funcao diferencidvel em um conjunto aberto U C R2. Temos
que o gréfico de f é uma superficie regular cuja parametrizagdo é dada por X (u,v) =

(u,v, f (u,v)), para (u,v) € U.

PROPOSICAO 1.12: Sejam S uma superficie reqular, p € S e X : U — VNS uma

aplicacdo bijetora que satisfaz as condicoes 1 e 3 da definicio 1.35, onde U C R? é um

aberto, p € X (U) e V ¢é uma vizinhan¢a de p. Entdo, X' é continua.

DEFINICAO 1.36: Sejam S uma superficie reqular, p € S e « : (—e€,€) — S uma curva

parametrizada diferencidvel tal que o (0) = p. Diz-se que o' (0) é um vetor tangente a S

em p.

O conjunto formado por todos os vetores tangentes a S em p é chamado de plano

tangente a S em p e é notado por T},S.

TEOREMA 1.9: Seja S uma superficie reqular. Entao, T,S é um subespago vetorial de

dimensao 2 em R3.
Para mais detalhes sobre o teorema 1.9 ver a referéncia [26].

PrOPOSICAO 1.13: Seja S wma superficie reqular tal que X : U — VNS é uma

parametrizacio em X (q) = p, onde U C R? é um aberto, ¢ € U e V ¢é uma vizinhanca
de p. Entao, dX, (R?) =T,5S.

Seja S C R? uma superficie regular tal que X : U C R? — S é uma parametrizacao de
S, onde U é um aberto. Vamos induzir o produto interno euclidiano de R? em S, isto ¢é,

) , onde o subespago vetorial 7,5 C T,R* = R?

para cada p € S tomaremos (S, (s )
7,8

(ver figura 1.4).
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Figura 1.4.
0X 0X - . .
Temos que, os vetores . (q) e E (q) s@o linearmente independentes, ou seja,
I T2

B = ox (q), ox (q) ¢ € uma base de T,,S, onde ¢ = (¢1,42) € U e X (q) = p.
81’1 (9@

U ml:’f%'
FiGuraA 1.5.
Dado w € T,,S, entao 3 «, 5 € R tais que w = aa—X (q) + Ba—X (q). Assim,
81’1 81’2
0X 0X 0X 0X
o) = (a3 @)+ 55 (@ a5 @)+ 55 (o))

= (G 5 @) 208 (5 0. 5 @)+ (G @5 )
(@ 5 @) (@ @)/,
(o @) (5 @5 @) ( )

Chamamos este produto interno de primeira forma fundamental da geometria diferencial.

Podemos estender esta nocao com a seguinte definicao:
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DEFINICAO 1.37: Uma métrica riemanniana em uma superficie reqular S é uma cor-

respondéncia que associa a cada ponto p € S wm produto interno ( , >p (uma forma
bilinear simétrica e positiva definida) em T,S cuja dependéncia em relagdo & p é dife-
rencidvel, isto é, se X : U C R? — S ¢é um sistema de coordenadas locais em p, onde

0X , . 0X 0X
X(g=peX(U)e (q) =dX,-e; parai=1,2, entaogij(q)—< (q),—(q)> ,
p

para cada i, 7 = 1,2, é uma funcgao diferencidvel em U.
Representaremos a métrica riemanniana em S por gg (u,v),onde p € Seu,veT,S.

ExEMPLO 1.15: Como exemplo de uma métrica riemanniana em uma superficie regular

S podemos destacar a 1* forma fundamental de S:
0X 0X 0X 0X
(05 @) (5 @5, 0)
P 0X , . 0X 0X , . 90X
(@5 @) (5 @5 @)

Um exemplo fora deste contexto é:

EXEMPLO 1.16: Seja R? = {(z,y) € R%y > 0} (semiplano superior). Agora, considere

S =R? ep=(z,y) € R:. Temos que,

R2 1 1 0
gp = —
Y 01

¢ uma métrica riemanniana® em R? .

Note que, a métrica riemanniana em ]Ri, do exemplo 1.16, depende do ponto (mais

precisamente, da ordenada do ponto).

DEFINICAO 1.38: Sejam S uma superficie regular, gﬁ : 1,8 xT,S — R uma métrica rie-
manniana e 7y : [to, t1] C R — S um segmento de uma curva diferencidvel. O comprimento

deste segmento é dado por

éié () = /1; 1\/95 (Y (1), ())dt.

Podemos estender a nocao de comprimento para curvas seccionalmente diferencidveis.

DEFINIGAO 1.39: Sejam Q C U C R? e g¥ : T,U x T,U — R wma métrica riemanniana.

Entao, a drea da regiao ) é dada por

A(Q) = //\/mdxdy.

Q

?Estudaremos esta métrica riemanniana com mais detalhes no capitulo 3.
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DEFINICAO 1.40: Sejam M uma superficie reqular, p, g € M e S (p,q) = {a : [to,t1] = M

ca(tg) =peal(ty) =q} o conjunto formado pelos segmentos de curvas continuas que pas-
sam por p e q. Considere v : 1 C R — M uma curva parametrizada diferencidvel tal que

v (to) =p e v(t1) = q. Dizemos que y é uma geodésica de M ligando os pontos p e q se

lia (v) = min {£ (@) ;0 € S (p,q)}-

Na geometria euclidiana a reta é a curva que fornece o segmento de menor compri-

mento, ou seja, a reta é a geodésica na geometria euclidiana.

DEFINICAO 1.41: Sejam S wma superficie reqular e gg a métrica definida sobre S. Um

difeomorfismo f : S — S é chamado uma isometria se

g?'(p) (dfp - U, dfp : U) = 95 (U, U);

para todop € S e u, v € T,S.

7

DEFINICAO 1.42: Uma geometria é um par (2, g) tal que 2 é um espago e g é uma

métrica riemanniana definida sobre ).



Capitulo 2
Geometria Esférica

A geometria esférica ¢ um exemplo de uma geometria que nao satisfaz o 5° Postulado
de Euclides (geometria nao euclidiana), ou seja, dada uma reta e um ponto fora dela nao
existe uma reta que passa por esse ponto e ¢é paralela a reta dada (nesta geometria as retas
sdo concorrentes ou coincidentes). E esta geometria que vamos estudar neste capitulo.
Comecaremos definindo a esfera S? e, em seguida, determinaremos a métrica induzida
de R3 sobre S? em duas parametrizagoes (em coordenadas cartesianas e em coordenadas
esféricas) de S?. Depois, encontraremos as isometrias de S? e finalizaremos o capitulo

determinando as geodésicas de S?.

2.1 A Esfera $?

Neste capitulo consideraremos o produto interno euclidiano de R?, ou seja, se u =

(uy,ug,u3) € v = (v, v9,v3) 520 vetores do R3, entao
(U, v) = vy + UV + U3V3.

Chamamos de esfera unitdria o lugar geométrico do R? formado pelo conjunto de

pontos cuja distancia & origem é igual a 1. E a representaremos por S?. Assim,

§* = {(z,y,2) € R%||(z,y, 2)[| = 1}.

FIGURA 2.1: A esfera S2.

41
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Sejam p, ¢ € S? C R3. Sabemos que a curva que realiza o menor comprimento entre
os pontos p e ¢ em R3 é a reta que passa por esses pontos. Mas, queremos encontrar a
curva, que estd sobre S?, que realiza o menor comprimento entre os pontos p e q. Para
isso, utilizaremos a métrica euclidiana de R?® induzida sobre S2. Uma forma de fazer isso

¢ trabalhando com parametrizacoes de superficie.

2.1.1 Meétrica Riemanniana de S2 em Coordenadas Cartesianas

Em coordenadas cartesianas, temos que a esfera S? é dada pelo conjunto de pontos,

do R3, que satisfaz a equacao x? + y? + 2% = 1.

As aplicacoes

X, (u,0) = (u,v, 1— (2 + v2)),
Xg(u,v):<u,v,— 1—(u2+v2)>,
Xg(u,v):( 1—(u2+02),u,v>,
X4(u,v):(— 1—(u2+v2),u,u),
X5(u,v):<u, 1— (u2 + 02) v)
X (,0) = (w,—y/T= (@ + 7)),

onde (u,v) € U = {(u,v) € R*%;u* +v* < 1}, sdo parametrizacoes de S* que cobrem,
totalmente, a esfera S?. Vamos verificar que X; : U — S? é uma parametrizacio de S?.

Temos que, X; ¢é diferencidvel em U (X é continua em U). Como

1 0
d(X,), = 0 L , onde ¢ = (ug,v) € U,

q B UO B
V1= (ug + v§) 1 — (ug + vg)

entdo d (X;), : R® — R® ¢ injetora em U. Note que, X; : U — X, (U) ¢é bijetora. Com
efeito, se Xi (u1,v1) = X (ug,vs) tem-se (u1,v1) = (ug,v2), ¥V (u1,v1), (ug,v3) € U. A
inversa de X; é a aplicagao 7 : R* — R?, dada por 7 (z,y, z) = (z,y), restrita a X; (U), ou
seja, (X1)~" = 7|x, ). Perceba que, (X;)~" é contfnua em X; (U). De maneira analoga,
prova-se que Xo, X3, X4, X5 e Xg, também, sdo parametrizacoes de S?. Com isto, S? é

uma superficie regular.
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g2 < o

> <

‘v Y y ‘v ‘));5
\/XQ

X

Ficura 2.2.

Vamos encontrar a métrica riemanniana esférica para os pontos de X; (U) C S%. Seja

q = (up,vo) € U tal que X (¢) = p. Os vetores

(Xl)u (U’07U0) - <1707 - 0 )

1 — (ug + vg)

1— (ud +v3)

(Xl)v (u0>UO) = <O717_ 0 )

sao, vetores em T,S?, linearmente independentes. Assim, o conjunto A = {(X3), (¢),

(X1), (¢)} € uma base para o espago vetorial T,,S?.

VA
;s - —777\ > LU
[V=" & \\ X1
( A47 >
/ w ~- L
\ U U=, s Xa(uo,0)
\
N - 1 d 7
T T

Ficura 2.3.

Sendo w1, we € T,S?, entao 3 oy, 3; € R tais que w; = o; (X4),, (¢) + 5, (X1), (¢), para
i =1,2. Assim, pela defini¢ao 1.37,

9?2 (w1, wa)

_ K al) ]t,(<<xl>u<q>,<xl>u<q>> <<X1>u<q>,<xl>v<q>>>_<a2) |
B )\ X)L @) (X0, @) (X)), (@), (50, @) ) \ 6 ),
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Como uy 1 — (ug +vg) + ug 1 — v
_= s _= 1—1— = =
g = ((X1), (9), (X1), (9)) T (2 + 0d) 1= (w2 + 00 1= (@ + )
UpVo

912 = g = ((X1),, (0), (X1), (9)) = =2+ 00

= (30, (0). (1), @) = T

Logo, a métrica riemanniana esférica induzida pela métrica euclidiana de R? para a carta

(U, X,) é dada por

1 1—v2  wuu
S? 0 ovo

= . 2.1
gp 1— (U% —+ U%) < UpVo 1-— U,(2] ) ( )

Perceba que a métrica riemanniana esférica depende do ponto. De maneira andloga,
pode-se obter a métrica riemanniana esférica para os pontos de S? no hemisfério sul e
no equador, para isto, basta considerar as cartas correspondentes (note que, elas terao a

mesma forma de (2.1)).

2.1.2 Meétrica Riemanniana de S? em Coordenadas Esféricas

ZN
Py
e P(p,6,0)
&/
P
B
) — >
P/ o N Y
P,

FI1GURA 2.4: Sistema de coordenadas esféricas.

O ponto P é dado em coordenadas esféricas pelo terno ordenado (p, ¢,0), onde p =

HO_I)’ , ¢ (colatitude - complemento da latitude) é o &ngulo formado pelos os vetores O P,

e OP e 0 (longitude) é o angulo polar associado & projegao P, (ver figura acima). Note
que, p>0,0<op<7me0<60<2m.

A esfera S%, em coordenadas esféricas, ¢ dada por
p=1. (2.2)

O nosso objetivo, aqui, ¢ trabalhar com a esfera S? em coordenadas cartesianas, mas
com os parametros das coordenadas esféricas — isto ¢, uma nova parametrizacao para SZ.
Para isto, vamos, primeiro, encontrar a relagao entre os dois sistemas de coordenadas.

Temos que,
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o=

cost, y = Hm

sinfl e z = pcos ¢.

Mas,

H()ny

Logo, as coordenadas cartesianas e esféricas estao relacionadas através das relagoes

PZPH = psin ¢.

x = psin ¢ cos
y = psin ¢sinf (2.3)
2 = pcos o

=22 4o 4 2
Passando (2.2) para o sistema de coordenadas cartesianas através das relagoes de (2.3)

obtemos

r = sin ¢ cos
y=singsinf com0<¢p<mel<H <27

Z =Cos¢
Assim, podemos definir a seguinte aplicacao para S?
X (¢,0) = (sin ¢ cos @, sin ¢sin b, cos ¢).

Mas, a fim de que tenhamos uma parametrizacao devemos restringir o dominio de X ao
conjunto V = {(¢,0);0 < ¢ <me0 <6 <2r}. Com efeito, X é uma aplicacao diferen-

cidvel em V (continua). Temos que,

0 (z,y) det cos¢pcosf —sin¢psinf
cos¢sinf  sin¢cosl

) = sin ¢ cos ¢ cos? 0 + sin ¢ cos ¢ sin? f

1
— Z—sin?2
281n¢,

0(x,2) det < cospcosf) —sin¢sind ) — in®dsing

d(¢,0) —sin ¢ 0
e
d(y, 2) — et cos ¢sinf sin ¢ cosl _ sin? ¢ cos .
d(e,0) —sin¢ 0
9 (z,y) . ™ d(z,z2)
Se = 0, entdao ¢ = —. Agora, supondo que = 0 devemos ter 0 = .
960 T MO T g A IO A 55,0
Dessa forma, 3 EZ” Z; =—1#0, em <g, 7T>. Como os trés determinantes jacobianos nao
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sao, simultaneamente, iguais a zero em V', entao concluimos que d.X, ¢ injetora, V ¢ € V.
Note que, X[y ¢é bijetora. Como jd sabemos que S? ¢ uma superficie regular, entao, pela
proposigao 1.12, X! ¢ continua. Com isso, fica verificado que X |y é uma parametrizacio
de S2.

Perceba que, X |y nao cobre totalmente S?, ou seja, fica sem cobertura os pontos de
C = {(z,y,2) €S}0<z<1ey=0}. Para cobrir C' basta tomar a parametrizacao
Y (¢,0) = (sin ¢ cos b, cos ¢,sin¢sinf), onde 0 < ¢ < me —m < 0 < 7 (ver figura abaixo).

z
A
Py’ L P(p,.0)

: PN

: ¢ \\h N

AP B y

0
P,
Xr

Ficura 2.5.

~ , . . . . . SZ
Agora, vamos encontrar a expressao da métrica induzida (riemanniana) g,~ em coor-

denadas esféricas. Seja p € S?\C tal que X (q) = p, onde q = (¢y,6y) € V.

0
2w

D
N

Ficura 2.6.

Sendo
X (q) = (cos ¢ cos O, cos ¢ sin Oy, — sin ¢)

Xy (q) = (— sin ¢ sin by, sin ¢ cos by, 0),

entdo A = {X(¢), Xy (¢)} € uma base de T,S*. Sejam wq, wy € T,S* tal que

(5 (3)
s T s )
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Como
g1 = (X4 (q), Xy (q)) = cos? ¢y cos? O + cos? ¢, sin® Ay + sin? oo = 1,

1 . . 1 . .
g12 =921 = (X4 (¢), Xo (¢)) = ~1 sin 2¢, sin 260y + 1 sin 2¢, sin 26y = 0

go2 = (X (q), Xp (q)) = sin® ¢, sin? Oy + sin? ¢, cos? Oy = sin? ¢y,
temos que, a métrica riemanniana esférica de S?, para a carta (V, X), em coordenadas

esféricas é dada por

. e\ ] (@ X @) (K@ Ko@) ([ e
gp <w17w2) —
L /81 .A— A

) (k) ()
| 5 n 0 sin® ¢, Iep A

=y + 3B, sin’ ¢

A aplicagao linear dX, : T,V — T,S? é um isomorfismo. Dessa forma, podemos definir

a métrica riemanniana esférica em V', ou seja,

1 0
vV _ _
Ja ( 0 sin® ¢, >

Agora, vamos encontrar a expressao que fornece o comprimento de um segmento de
uma curva parametrizada diferencidvel sobre S? e, em seguida, a expressao da drea de
uma regiao de S2.

Seja uma curva v : [to, ;] C R — S?* dada por v (t) = X (¢ (t),0 (t)). Agora, considere
acurva 3 (t) = (¢ (t),0(t)), com t € [to,t1]. O comprimento esférico de v &

la () = /t 1\/9% (v (), (¢))dt

- /t ) \/ Iy (B (), B (t))dt

_ /t VI OF + 10 (1) sin 6 (1)

Vamos determinar o comprimento de uma circunferéncia méxima de S?. Considere?
B(t) = (g,t), onde t € (0,27) (y(t) = X <g,t> ¢ a circunferéncia maxima). Temos
que, ¢' (t) =0 e ' (t) = 1. Daf vem que,

2
T (y) = / 02+12s1n2gdt
0

2
:/dt
0

= 2.

3Veremos na préxima secio que a aplicacdo linear rotacio de R? é uma isometria de S2.
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. ;. . ™ . . 2. .
Note que, a métrica esférica sobre a linha do equador, em (5, 0> , coincide com a métrica
euclidiana de R?.

Sejam Qg C S? e Q C V tais que X (Qy) = Q2. A drea esférica da regiao Qg2 é
AQ2) = A@)

- //Wd@dd)

Calculando a drea de S? obtemos

A(S?) = /0 ’ /O 2ﬂsin¢d9dd)

= 2 in ¢d
7T/0 sin pd¢
= 2m[—cos¢l,

= A4r.

2.2 Isometrias de $?

Representaremos por Isom (S?) o conjunto formado por todas as isometrias de S? e

por O3 o conjunto {7 ; T é um operador linear ortogonal de R3}.

PROPOSICAO 2.1: (Os,0) é um grupo.

PRrOVA. Vamos verificar a defini¢ao 1.1.
(i) Sejam Ty, Tp € Oj tais que T (u) = [Th]g - u e Ty (u) = [T3]5 - u, onde 8 é uma
base ortonormal de R®. Temos que, Ty (T3 (u)) = [Th], - To (u) = [Th]g - ([Tg}ﬂ : u) =

t

(11, 731,) . Como (171, - (1], 13- 7], = (170,) | (1) - 7, | [ -

t
([TQ]B) T[T, = I, entio Ty o T € Os.
(i) Sejam Ty, T3, T3 € Os tais que Ty (u) = [Ti]g-u, To (u) = [Ta]5-u e T3 (u) = [T3]4-u,

onde 3 ¢ uma base ortonormal de R3. Entdo,
T(ToTy) (w) = T ([T, 1)) )
= [0, (B, [B];) v
= (I, - [T, - [T], -

= (T10T) (T3 (u)).
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(iii) Como Ty (u) = u € O3 e Ty (T'(uw)) = T (u) = T (T (u)), entdo Ty € o elemento
identidade de (Os, o).

(iv) Seja T € O3. Temos que, T—! = T*. 0

TEOREMA 2.1: Isom (S?) = O;.

PROVA. Primeiramente, mostraremos que Oz C Isom (S?). Seja T' € Oz. Temos que T

preserva produto interno, ou seja,
(T (u), T (v)) = (u,v), Vu, veR>

Assim, T|g2 : S? —S? estd bem definida. Com efeito, se p € S?, entao ||T (p)|| =
VT (), T (p)) = /(0,p) = |Ipll =1, isto & T (p) € S*®. Como T é uma transformagio
linear, entao 7' é diferencidvel e T (u) = d1}, - u. E, ainda, como 7" ¢ um operador ortogo-
nal, entdo 7 é um isomorfismo, T~ (u) = (dT,)"-u. A aplicagio T~' é uma transformagao
linear e, consequentemente, é diferencidvel. Donde vem que, 7' ¢ um difeomorfismo de S?

sobre S%. Sejam u, v € T,S*. Entao,

Frp (AT, - u,dT, - v) = g5, (T (u), T (v))
= (T'(w), T (v))
= <u,v>

= g§2 (u,v).

Logo, T é uma isometria de S?, ou seja, O3 C Isom (S?). Reciprocamente, considere uma
base ortonormal 3 = {ey, e, e3} de R3 e uma aplicacio ¢ € Isom (S?). Como ¢ : S? —§?
é diferencidvel e a aplicagao linear dip preserva a métrica esférica e, consequentemente, o
produto interno, entao ¢, também, preserva o produto interno (a prova deste fato pode

ser encontrada em [32]). Agora, defina a aplicagao T : R* — R3 tal que

u

. IIUI|¢<m> A0
0 ,u=20

A aplicacao T ¢ linear. De fato, sejam u, v € R3> e k € R. Observe que, 7 =
{T (e1),T (e3),T (e3)} ¢ uma base ortonormal de R?. Entao, se u # 0,

a1 T (e1) + aoT (e2) + asT (e3) = T (u)
= a1 (T (e1),T (e1)) + azx (T (e2),T (e1)) + az (T (e3), T (e1)) = (T (u), T (e1))

= a; = (u,ep).
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De forma geral, a; = (u, e;), para i = 1,2, 3 (verifica-se que esta relagao ¢é vilida, também,

para u = 0). Assim,
T (u) = 2?21 (u,e;) T (e;), ¥V u € R3.
Dai vem que,

T(utv) = S (hutuv,e) T ()

= Y k(u,e) + (v,e)] T (e:)

= kY (we) T(es) + 20 (v,e) T (e)
ET (u) + T (v).

Segue que T é um operador linear. Temos que, se u # 0,

1T (Wl = VAT (), T (u))

- e () e (7))
_ |u||\/ u u ””(Huu)>
= lul <u I ||u||>

[l

= |lu||. (vale, também, para u = 0)

Com isso, T preserva a norma. Dessa forma, 7' é um operador ortogonal. Note que,
T(u) = ¢(u), Vu € S% Assim, p = T|se € Os, isto &, Isom (S?) C Os. Portanto,

Isom (S?) = Os. -

Sendo 8 uma base ortonormal de R* e 7' uma isometria de S?, entao det[T]z = +1,
ou seja, as isometrias de S? sao de dois tipos: as que preservam orientagao (det[T|s =
1) e as que invertem orientacao (det[T]s = —1). O conjunto formado pelas isometrias
que preservam orientagao munido com a operacao de composicao de fungoes forma um
subgrupo de (Isom (S?), o).

DEFINICAO 2.1: Seja {e1,e2} uma base ortonormal de um plano © em R3. Considere

B = {e1,es,e3} como a base ortonormal de R3, onde e3 = e; X e5. Chamamos de:

i) rotacdo de um dngulo 0 sobre m a transformacao linear R} : R® — R? que rota um
g 0

angulo 0, no sentido anti-hordrio, em relagao ao vetor es. Temos que,
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cos@ —sinf 0
[Rfls=| sinf cosf 0O
0 0 1

(ii) reflexio sobre m a transformagao linear v, : R> — R3 cuja matriz em relagdo a base
£ é dada por

0

[rﬂ]ﬁ = 0

o O =
o = O

—1

A rotagao (preserva orientagdo, pois det [lf]; = 1) e a reflexdo (inverte orientagao,

pois det [r;]; = —1) sdo exemplos de isometrias de S*.

PROPOSICAO 2.2: Seja T € Isom (S?). Entdo,

(i) T:R?® — R® fiza uma dire¢io em R3.

(ii) existe uma base ortonormal B e um dngulo 0 € R tais que

cosf) —sinf 0 cosf) —sinf 0O
[T]s=| sinf cosf® 0 | oul[T]z;=1| sinf cosf 0
0 0 1 0 0 -1

ProvaA.

(i) Basta mostrar que 7" possui pelo menos um autovalor A. O polindomio caracteristico
de T' é dado por

pr(A) =det ([T], — M) =N 4a)\>+b\+c

can

e como todo polindémio real de grau impar tem pelo menos uma raiz real, entao T fixa

uma direcio em R3. E mais, como T é um operador ortogonal, entao
(T (u), T (u)) = Au, Au) = N (u,u) = (u,u) = N2 =1= \==+I,

onde u # 0 é um autovetor associado ao autovalor A. Dessa forma, 7" (u) = tu.
(ii) Temos dois casos a considerar.
1° caso: A\ = —1:
Sejam es o autovetor unitério associado ao autovalor —1 e W C R? o plano, ortogonal
a ez, que passa pela origem (subespago vetorial de R3). Como T' € Isom (S?), entao, para
we W,

(T (w),e3) = —(T(w),—ez)
— (T (w), T (e3))
— (w, e3)

= 0,
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e, consequentemente, T (w) € W,V w € W, isto ¢, W é um subespago 7' — invariante
de R3. Considere o = {e1,es} uma base ortonormal de W e Ty : W — W. Assim,

[ = {e1, e, €3} ¢ uma base ortonormal de R3. Temos que,

|/ T(el) = ay1-€e1+as -e3+0-e;3
W > T(Gg) = Qip-€1+ax-e3+0-e;3
T(eg) = O'€1+0'62+(—1)'€3

[T)s = ( mgﬂa _01 )

Como T'|y é uma transformagao linear e preserva produto interno em W, entao T'|y é

assim,

um operador ortogonal. E, ainda, como W =~ R? (pois, dim W = 2) e para toda matriz
A € M, (R) ortogonal existe 6 € R tal que

g C‘OSQ —sinf ou A — C?SQ sin @ (ver [17]),
sinf) cosf sinff —cos6

temos que

sinff cosf

Tlwl. = ( cosf) —sinf ) (2.4)

ou

Tl = ( cosf sinf ) . (2.5)

sinf —cosf

Se ocorrer (2.4), segue o resultado. Caso ocorra (2.5), basta observar que os autovalores

de [T'|w], sao —1 e 1, distintos, o que implica que existe uma base o/ de autovetores tal

que
-1 0
T , = .
[Tlwla ( 0 1 >
Note que, T|w é autoadjunto. Entao, existe uma base, o’ = {e,e}}, ortonormal de
autovetores de T'|w tal que [T'|w],,» = [T|w], - Assim, tomando a base ortonormal 3’ =

{ef, s, €5} de R,

-1 0 0 cosm —sinwm 0
T]y = 0 —1 0 | =] sinm cosm O
0 0 1 0 0 1

22 caso: \ = 1:

E andlogo ao caso anterior, mas pode ser encontrada em [17]. ]
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COROLARIO 2.1: Toda isometria de S* é uma rotagdo ou uma composicao de uma rotacao

com uma reflexao sobre planos que passam pela origem de R3.

2.3 Geodésicas de S?

Denotaremos por My o meridiano descrito pela semicircunferéncia {(x,vy,2) € S?
y=0ex <0}

Vamos mostrar que dados dois pontos (ndo antipodas) em My o menor comprimento,
dentre todas as curvas sobre S? que ligam esses pontos, é dado pelo comprimento do arco
de circunferéncia, de extremos nesses pontos, que estd sobre o meridiano Mj.

Seja v : [to,t1] — My uma curva parametrizada diferencidvel dada por v (tf) =
(—sin¢ (t),0,cos¢(t)), onde 0 < ¢ (t) < m, V t € [to,t1]. Entdo, o comprimento es-

férico desta curva é

G = [0 + s o o

-/ "1 (0] d.

LEMA 2.1: Sejam p e q € My tais que p e q nao sao pontos antipodas. A geodésica
ligando p a q descreve um segmento de M.

Prova. Considere « : [tg,t;] — S? uma curva parametrizada diferencidvel dada por
a(t) = (sing (t)cosf (t),sin¢ (t)sind (t),cos ¢ (1)) tal que o (tg) = pe a(t1) = g, onde p

e ¢ nao sao polos. Entao,

0 (a) = /t 1\/[¢’ O + [0 (t)]” sin2 ¢ (£)dt > / 1|¢’ ()] dt = €% (v), onde y C Mj.

to

Portanto, segue o resultado. 0

TEOREMA 2.2: Sejam p e q € S? tais que p e q ndo sio pontos antipodas. Entdo, existe

uma nica geodésica (circunferéncia mdxima) de S* que passa por p e q.

PROVA. Temos que, existe uma isometria T : S* — S? tal que T (p) e T (¢q) pertencem
ao meridiano M. Assim, pelo lema 2.1, a geodésica que liga T'(p) a T (q) descreve um
segmento de Mj. Dessa forma, a geodésica que passa por T' (p) e T (¢) é uma circunferéncia
médxima, que denotaremos por Cy. Pelo coroldrio 2.1, 77! (Cp) é uma circunferéncia

méxima. Logo, a geodésica de S? que passa por p e ¢ é uma circunferéncia méaxima.

Note que, se p e ¢ € S? sdo pontos antipodas, entdao existem infinitas circunferéncias
méximas que passam por p e q. E estas circunferéncias maximas sao geodésicas de S?
que passam por p e q. Com isso, o primeiro postulado de Euclides nao se verifica nesta

geometria, ou seja, a geometria esférica nao é uma geometria de incidéncia. Pode-se
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contornar este problema fazendo uma alteracdo na geometria esférica (que nao serd feita
aqui), isto é, considera-se como ponto o par de pontos antipodas em S? (esta geometria
chama-se de geometria eliptica e esta modificacao foi proposta por Felix Klein em 1871 —
ver detalhes em [14]).

Pelo que foi exposto acima, temos que na geometria esférica nao existem retas esféricas
(circunferéncias méximas) paralelas. Assim, fica claro que o quinto postulado de Euclides
nao vale na geometria esférica.

Perceba que, dados dois pontos distintos de S? temos que a geodésica de S? que passa
por esses pontos é obtida através da intersecao de um plano que passa pela origem e por

esses pontos com a esfera S?. A geodésica de S?, também, ¢ chamada de equador.



Capitulo 3
Geometria Hiperbdlica

Ao considerarmos as nogoes comuns, os quatro primeiros postulados de Euclides e a
afirmacao de que “por um ponto fora de uma reta dada passam pelo menos duas retas
paralelas a reta dada” temos a Geometria Hiperbdlica (que é tao consistente quanto a
Geometria Euclidiana). Esta geometria serd estudada, neste capitulo, através de trés
modelos — com destaque para o modelo do semiplano de Poincaré. Primeiro obteremos a
métrica hiperbdlica nestes trés modelos e, em seguida, determinaremos as geodésicas e as

isometrias hiperbdlicas no modelo do semiplano de Poincaré.

3.1 Modelos para a Geometria Hiperbdlica

Iremos apresentar trés modelos para a geometria hiperbdlica: o modelo de Minkowski,

o modelo do disco de Poincaré e o modelo do semiplano, também, de Poincaré.

3.1.1 Hf\/l: Modelo de Minkowski

Sejam p um ponto do R? e u = (uy,us,u3) € v = (vy, ve, v3) vetores do R3. Definimos

o pseudoproduto interno como

(u, U>p = —UV] — Ul + U3V3.

Pode-se verificar que o pseudoproduto interno satisfaz as trés relacoes a seguir.

(i) (utv,w), = (u,w), + (v,w),, Vu, v, w € R

p

—_—~—

ii) \u,v) = Mu,v) ,Vu,v € R®e A € R.
(i) {(Au,v), »

(ii) (u,v), = (v,u),, Yu,v € R’

Observe que o pseudoproduto interno ndo é um produto interno, pois ( , )p nao é

—_~—

positivo definido (se u = (1,0,0) tem-se (u,u), = —1).

95



56 CAPITULO 3. GEOMETRIA HIPERBOLICA

DEFINICAO 3.1: O conjunto de pontos do R3 acima do plano-ry cuja pseudonorma é

‘ ) 2
igual a 1 é chamado de pseudoesfera. Representaremos a pseudoesfera por HZ .

Podemos escrever a definicao 3.1 como
B2 = {(@,y,2) € R%]|(,9,2)l|, = 1, onde 2 > 0},
ou ainda, como
H2 = {(z,y,2) € R} 2? + y* — 2> = —1, onde z > 0}.

Note que, a pseudoesfera corresponde a folha superior de um hiperboléide de duas

folhas com o eixo ao longo do eixo-z.

==
+n

@\

F1GURrA 3.1: Pseudoesfera.

Veremos na subsecao 3.1.2 que o pseudoproduto interno sobre T, H?2 ¢ negativo definido

para todo p € H%r Dessa forma, temos a seguinte definicao:

DEFINICAO 3.2: Seja a fungio ( >;Vl : T,HA xT,H? — R. Entdo, (u,v%w = —(u,v),,
onde u, v € TpHi.

Note que, (, >1/3M

produto interno de produto interno de Minkowsk:.

¢ um produto interno sobre T,H?, V p € H?. Chamaremos este

. M .
Para cada ponto p € H? associaremos ( , ), em T,H2. Com isso, temos um outro
lo de métrica ri i h de métrica hiperbdli bre H?
exemplo de métrica riemanniana que chamamos de métrica hiperbolica sobre HZ e repre-
H2
sentamos por g, ©.

2
DEFINIgAO 3.3: H3, = (Hi, g]}“) é o modelo de Minkowsk: para a geometria hiperbdlica.

Assim como na geometria esférica, as geodésicas da geometria hiperbélica, no modelo
de Minkowski, sdo obtidas através da intersecdo de H3 com os planos que passam pela

origem (ver [33]).
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N

<Y

x
Fi1GURrA 3.2: Geodésica de H?\/t

Como exemplos de isometrias de H}, podemos citar as transformagoes:

i. Ry(z,y,2) = (xcosf —ysinf, xsinf + ycosh, z) chamada de rotacdo em torno do

eixo-z.
N
R,(P)
[
P

LV

T
FicurA 3.3: Rotagdo em torno do eixo-z.

ii. 7., (z,y,2) = (z, —y, z) chamada de reflexdo em relac¢do ao plano-zz.

zZAN

T
FicUura 3.4: Reflexdo em relacao ao plano-xz.
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3.1.2 HZ%: Modelo do Disco de Poincaré

Vamos parametrizar a pseudoesfera. Para isso, utilizaremos a projecao estereografica

de H?2 sobre o plano-zy, isto ¢, o ponto P € H? & projetado no plano-zy, em P’, através

<
da reta AP, onde A = (0,0,—1).

: fned . 2
FIGURA 3.5: Projecao estereografica de H?.

Considere um ponto P (z,y,2) € Hi tal que z, y # 0, consequentemente, u, v # 0 (ver
figura 3.5). Como AAP,P,, ~ ANAOP), e AAP,P,, ~ ANAOP), (~ significa semelhante),
entao

x
- = z+1
U
go_ z+1
v
Donde vem que,
x:y-uez:y—l.
v v

Assim, substituindo as expressoes correspondentes a x e z na equacao cartesiana de Hi,

obtemos a equagao
Y
[(—1+u? + vy + 20] - 2 = 0.
Como 2 # 0, entao
v
(1—u?—2v%)y = 2uv.
Observe que, u? + v? # 1. Destarte,

2v
= 3.1
V=TT (3.1)
consequentemente,
21 1+ u? + v?
e prw e Ll B (3.2)
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Agora, vamos analisar o caso que desconsideramos no inicio deste processo, ou seja,
se P é(0,0,1). As relagdes (3.1) e (3.2) sao validas para P = (0,0, 1), pois se x = y = 0,

entdo, pela projegao estereogréfica, v = v = 0 e se utilizarmos as relages (3.1) e (3.2)

para estes valores de u e v obtemos t =0,y =0e z = 1.

O

N

FIGURA 3.6: SecOes verticais dos planos xz e yz com Hﬁ_

Observe que, os pontos da pseudoesfera sao projetados no disco aberto D? = {(u,v) €
R%u? + v? < 1} (isto serd provado em seguida) que chamaremos de disco de Poincaré.

Dessa forma, uma parametrizacao para ]I-]I2+ é a aplicacao p : D? — ]I-]I2+ dada por

1
_ 2,2
o (u,v) = T (2u, 20,1 + u® + v?).

FIGUrA 3.7: Pontos de ]I-]I%r projetados no plano-zy.

Note que, ¢ estd bem definida, pois se (u,v) € D?, entao

14 u? + v?

(@) "
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1
[ (w,0)[l, = m\/— (2u)” = (20)* + (1 + u? + v2)*
1 2 2
i A

= 1.

Assim, ¢ (D?) C H2.

A aplicagio ¢ : D* — H? ¢é bijetora. De fato:

(i) sabemos que por dois pontos passa uma tnica reta. Como todas as retas que
projetam os pontos da pseudoesfera no plano-ry tém um ponto em comum (o ponto A),
entao se  (u1,v1) = @ (ug, v2) tem-se (u1,v1) = (ug,vs), pois as retas sdo coincidentes.
Logo, ¢ ¢ injetora.

(ii) note que, a reta que passa por um ponto da pseudoesfera e o ponto A forma

7 s
um angulo entre 1 e T com a sua projecao ortogonal no plano-ry. Como as retas que

s 3T
passam pelo ponto A e pela fronteira de ID? formam um angulo de 1 ou T com a sua,

respectiva, projecao ortogonal no plano-zy, entao todo ponto da pseudoesfera tem um
ponto correspondente no disco D? (ver figura 3.6). Assim, ¢ ¢é sobrejetora.

Agora, vamos mostrar que ¢ é, efetivamente, uma parametrizagao da pseudoesfera.
Antes, note que H? = {(x,y,f (z,9)) € RS f(z,y) = /22 + 9> + 1} ¢ uma superficie
regular.

Seja p € H2. Tome, o préprio, R* como uma vizinhanga de p em R? e a aplicagao ¢ :
D? — Hi (pois ¢ & bijetora). A primeira condi¢do da definigdo 1.35 estd satisfeita, pois

¢ é diferencidvel em D?. Temos que, dip, : R> — R* é dada por

. 2 (14 u? —v?) 4up
dp, = 4uv 2(1—u?+0?)
1 — (u?+02)]
1= )] » 1
Como
4 1+ u?—0? 2uv _4(1—|—u2+1)2)7£0
[1— (u2 +v2)]* 2uv 1—u?+0? [1— (u2 +v2))° ’

Vq = (u,v) € D?, entao dy, ¢ injetiva Vq € D? — isto &, a terceira condicdo da definicao
1.35 estd satisfeita. Como H2 ¢ uma superficie regular e ¢ ¢ uma aplicagao bijetora que
satisfaz as condicoes 1 e 3 da definicdo 1.35, entdo, pela proposicao 1.12, a aplicacao ¢ *
é continua. Assim, ¢ é um homeomorfismo e a segunda condicao da defini¢cao 1.35 estd
satisfeita. Portanto, a aplicagao ¢ é uma parametrizagao de H? .

Vamos induzir o pseudoproduto interno de R* em H?. Seja ¢ = (uo, vp) € D? tal que

¢ (q) =p € H2. Como os vetores

1
©, (10, v9) = (2 (1 4+ ug — v3) , 4ugvg, dug)
[1— (g + )" s
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1
©, (1o, 1) = (dugug, 2 (1 — ud + v2) , 4vg)
[1 - (g + )" S

sao vetores linearmente independentes, entdo o conjunto A = {¢, (¢) , ¢, (¢)} € uma base

para o espacgo vetorial TpHi.

24
)
AT D~ —1p?
/ A \
(V=Y i ; \ ®
/ 97 >
\ : g | U
\ 2 u=1u, s
\ D /
R I e Yy
T
Ficura 3.8.

Sejam wy, wy € T,HY. Assim,

wy = a1, (q) + B1p, (@) = < gl )
L/ a

wy = agp, (q) + Bap, (q) = ( s, )A-

Dessa forma,

e~

(w, ws),
= {aap, () + B, @Ewu (9) + Botpy (a),
= qraa(p, (@), 2o (@), + (1B + B102) (2, (1), 20 (@), + B1Ba(0y (@) 00 (2)),

[( ) ] ( (@), (@), <m@<q>>,,>_<a2) |

q v( >>p <90v (Q)agov (Q)>p 62 A
Como o
(eu (@) s 0u (D)),
1

—\%o 0
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1
[~ (ug + o))"
4
1= (uf + o))"

[—4 + 8ud — dug + 8v3 — 8ulvi — dvg]

—_——

(pu (@), 0, (@),

1

[1 _ (u2 + U2)]4 [_8,&0,00 (1 + u% - Ug) — 8uguyg (1 - U% + ’Ug) + 16’LL0’00]
0 0
1

T

0

P

(¢o (@), 0, (@),

1
R “16u20? — 4 (1 — 2 +02)? + 16vg]
0T
1
T [—4 + 8u? — 4ud + 8vZ — Budvd — 4v]]
— (ug + g
4

[1— (u}+v3)*

i [( al) ]f(m@ D), <wu<@<q>>p>,<a2>
g B ) 4 (u (@)%, (@), (2, (a),,(0)), B2 ) 4

= - 7 (102 + 1) - (3:3)

Assim, o pseudoproduto interno sobre T,H?2 ¢ negativo definido para todo p € H?.

Como T,D* ~ T,H? e os vetores em T,H2 na base A tém as mesmas coordenadas de

seus vetores correspondentes em T,D? na base canonica de R?, entao podemos induzir a

métrica hiperbélica sobre D? através da definicao 3.2 e da relagao (3.3). Dessa forma,

segue a definicao:

DEFINIGAO 3.4: A métrica hiperbdlica sobre D? é a aplicagdo 933)2 que para cada ponto

q = (u,v) € D? é dada por

4
1 - (u? + 02

ggDZ (wy, we) = (wy,wy), onde wy, wy € T,D%.
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DEFINICAO 3.5: HZ = (]D)Q,ggy) é o modelo do disco de Poincaré para a geometria

hiperbolica.

FIGURA 3.9: Modelo HZ,.

Dizemos que duas circunferéncias sao ortogonais quando os vetores tangentes a estas

circunferéncias em cada ponto de interse¢ao formam um angulo reto.

FiGurA 3.10: Circunferéncias ortogonais.

As geodésicas de H3, sao os diametros do disco D? e os arcos de circunferéncias orto-
gonais & 02,

Y

8y

FiGurA 3.11: Geodésicas de ]HIQD.
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O conceito de angulo em H coincide com o conceito de angulo da geometria euclidiana,
isto ¢, o angulo entre duas curvas de H2 que se interceptam em um ponto ¢ o dngulo
formado pelos vetores tangentes a estas curvas no ponto de intersecao.

O comprimento hiperbélico de uma curva diferencidvel « : [tg,t;] — D? dada por

a(t) = (u(t),v(t) e

o) = [ ol (@ O )

t1 4
_ 7 [ (1) + (v (1)*] e
/to\/[l—[(u(t))2+(v(t))2ﬂ | |
t1 1
2

' /t 1= [(u(t)*+ (v(t)]

A 4rea hiperbdlica de uma regiao R C D? é

A(R) = //\/mdudv

_ // 16
PN L= [ () + (0 ()]

1
_ . 5dudv.
Z/ (1= [(u(®)®+ (v (1)?]]

Sao exemplos de isometrias em H% (ver a prova na subsegao A.2.2 do Apéndice A):

(i) Ry (z,y) = (xcosf — ysinh, xsinh + ycosf) chamada de rotagdo em torno do cen-

tro de D? — no sentido anti-horario.

Yl

T

]Y

FicuraA 3.12: Rotagao.
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(ii) 7, (z,y) = (x, —y) chamada de reflexdo em relacdo ao eixo-z.

Yyh

- /!

FicuraA 3.13: Reflexdo em relagao ao eixo-z.

3.1.3 H%: Modelo do Semiplano de Poincaré

Lembre-se que R% = {(z,y) € R%y > 0}.

Considere a aplicacao ¢ : R — D? dada por

1
¢(x,y) = ——= (2®+y°—1,-22).
Esta aplicagao em termos de nimeros complexos ¢ dada por ¢ (z) = & _T_ Z
241

Como Im z > 0, entao

4Tm 2
_ — <
|z + i

Assim,
|6 (2)] <1, Vz € C tal que Imz > 0.

Isto &, ¢ (R2) C D? — ¢ estd bem definida.

Agora, tome w € C tal que |w| < 1. Facamos ¢ (z) = w, ou seja,

z—1
z+1

= w.

Dai obtemos

(1+w)i
1—w
2Imw 1 —|w|?.

C—wf l—w]

65
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Observe que,
1—|w> > 0.

Entéao, z € C tal que Imz > 0 o que implica que D? C ¢ (R?). Logo, ¢ (R%) = D? (¢ &
sobrejetora).

Sejam z1, z3 € C tais que Im 2z, Im 25 > 0. Se ¢ (21) = ¢ (22), entao

Zl—i Zg—i

Zl—i‘i ZQ"i‘i
= 21 = Z9.

Assim, ¢ é injetora.
Dessa forma, a aplicacao diferencidvel ¢ é bijetora. Como

¢ (z,y) = (—2y,1— (2> + %))

(1—2)" 442
é diferencidvel, temos que ¢ é um difeomorfismo, ou seja, 7} hRi ~ T,D? Com isso,
podemos induzir a métrica hiperbélica de H3, sobre R? .

Considere wq, wy € Tq]D)z. Entao, 3 uqy, us € ThRi tais que wy = doy,-uy € wy = doy,-us.
Logo,

4
g(IIDQ (wlaw2) - - 2 <w17w2>
1 2
1-— ; 22[(x2—|—y2—1) + 4a?]
(22 + (y +1)7]

4
= - 5 ()"~ [(dgy)" - Lo - doy,] - us
4y [22 + (y +1)7] [ ]

| [22+ (y+1)7]°

_ [x2+(3/+1)2]2_ 4 T
4y [x2+(y+1)2}2(1) s
1
= E<U1,'LL2>.

Dai vem a préxima definicao:
2
DEFINICAO 3.6: A métrica hiperbdlica sobre Ri ¢ a aplicacao gf* que para cada ponto

h = (z,y) € R% ¢é dada por

2 1
gf* (u,v) = — (u,v), onde u, v € TRY.
Y

2
DEFINIGAO 3.7: H% = (Ri, gf*) ¢ 0 modelo do semiplano de Poincaré para a geometria

hiperbdlica.
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FIGURA 3.14: Modelo HZ.
No semiplano de Poincaré:

(1) o comprimento hiperbdlico de uma curva diferencidvel 5 : [to,t1] — Ri dada por

p(t) = (x(t),y(t) ¢

G0 = [ a6 0.8
Otl 1

- [V ersworae

1 p 2 , 2
\/[y 7 [(@ ()" + (' (1)) ]dt

(ii) a drea hiperbdlica de uma regido R C R% ¢

A(R) = //, [ det (g,”f?*)d:cdy

- [\ [5e
- Z/ Y

OBSERVACAO 3.1: Vamos comparar os modelos H% e H2, através da aplicagao (3.4).

10

rd
0o 1|7

(i) J4 vimos que se p € R?, entdo ¢ (p) € D? (¢ (R?) = D?).

(i) Seja (a,0) € eixo-z. Temos que,

lim )gb(w,y)—(az_l 2a )

(#:y)—(a,0 a2+1 a2+1
a®> -1 2a
Chamemos o u e “Erl v. Note que:
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e —1<u<lely <1
De fato,

=u=(l—-uw)a*=1+u
assim, —1 < u < 1 e, também, como existe a € R para cada u neste intervalo, entao

v=20
v#0=>4(1-0v?)>0=>0# v <1

—v:>va2+2a+v—0—>{

o u’+ 12 =1.

Como
B a?—1
a2 +1
2a ’
V= —
a?+1
entao

s o <a2—1>2+( 2a )2a4—2a2+1+4a2 (a2—|—1)271

a2 +1 (a® + 1)2 - (a® + 1)2

Logo, ¢ leva o eixo-x na 0D?\ {(1,0)}.

(iii) Considere co o ponto (a,c0) para qualquer a € R fixo. Dessa forma,

( )hn(q )gzﬁ (x,y) = (1,0), para todo a real fixo.
z,y)—(a,00

Y VA
R

De //Q\\

¢ // 2
—> / D° A\
| \

___________________________ >
z | U

o(p)e /
\\() y

\\_///
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Y .
R}
lim Plx,y) = (0,1)
¢ (%ZJ) — (7170)
=i ]D)2
(10 09  ©D 7 lm  ély=(L0) u
(z,5)— (0,0
(,y) — (1,0)
(b)
Y 00 v
R 2 -7 T N
+ ¢ /// , N
—— J D*
___________________________ N / ! R
z | linf o(wy =10 @«
\\ (173/) — 00 //

(c)

FicurA 3.15: Visualizacao geométrica da observacao 3.1.

3.2 Geometria Hiperbdlica em H%

Nesta sec¢ao, comegaremos estudando duas reflexdes em H% (a reflexdo em relagao a

uma semirreta vertical e a inversao) e, em seguida, obteremos as geodésicas e as isometrias

2
em [H.

3.2.1 Reflexoes em H%

Seja a semirreta vertical [ = {(a:o, y)eR:;zpeRé ﬁxo}. Considere a transformacao

r; : R2 — R? tal que [ é a mediatriz do segmento de extremidades (a,b) e r; (a,b), para

todo (a,b) € R2.
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YA l

FicurA 3.16: Visualizacao geométrica da aplicagao r;.

Fagamos,
r (a,b) = (', V).
Entao,
To—a =a—x9=d =—a+2x
e
b=5o
Assim, de forma geral,
i (2,y) = (=2 + 220,y) - (3.5)

Note que, a aplicagao (3.5) estd bem definida. Chamaremos esta aplicagao de reflexao

em relacao & semirreta vertical [.

PROPOSIGAO 3.1: A reflexdo em relagio a semirreta vertical é uma isometria de Hz.

PrROVA. Sejam [ C R? uma semirreta vertical e r; : RY — R? a reflexao em relagao a [.
Temos que, 7 (z,y) = (—x + 2x0,y), onde z( é a abscissa de [. Se r; (x1,11) = 71 (T2, Y2)
tem-se (21,y1) = (z2,42), isto &, r; & injetora. Tome (u,v) € R, entdo r; (z,y) = (u,v) =
(z,y) = (—u + 2x9,v) € R%, ou seja, r; € sobrejetora. Dessa forma, r; é bijetora e, ainda,
diferencigvel. A sua inversa ¢ a aplicago diferencidvel r; ' (z,y) = (=2 + 220, y). Logo,

r; ¢ um difeomorfismo sobre R? . Agora, considere wy, wy € T,R?. Assim,

R? 1
grl&,) (d (Tz)p F w1, d(Tz)p : w2> = ? <d(7‘z)p cw, d (Tl)p : w2>
] -

= — (wl)t . [d (Tl>p]t Iy -d (Tl)p} - Woy

1, /=10 ~1 0
:?(wl)'(o 1)'<0 1)]”2

1, (10
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1

= E<wl’w2>
R}

= gp (wy,wy).

Portanto, 7, ¢ uma isometria de HZ. O

Se considerarmos R? como C podemos escrever a reflexao (3.5) como r; (z) = —z+ 2,
onde z =z + yi = (x,y).

DEFINICAO 3.8: Sejam A um ponto do plano e C uma circunferéncia de centro em A e

raio r > 0. A inversao do plano sobre C é a aplicacao r¢ do plano no plano tal que:

(1) r¢ (A) = 0.
2
ii) ¢ (P) =P/, onde AP = —— com P+ A e P' € AP.
AP
Note que,

(a) se P € C, entao r¢ (P) = P, ou seja, r¢ (P) € C.

(b) se P estd no interior (resp. exterior) de C, entdo r¢ (P) estd no exterior (resp.

interior) de C.

(c) re(re (P)) = P, para todo ponto P no plano.

F1GURA 3.17: Interpretagao geométrica da inversao.

AP’ - 2
Como NAP'T ~ NAPT, entao = ;, ou seja, AP' = 2 Dessa forma, fica
r AP AP

facil ver que:

(d) Se s é uma reta que passa por A, entdao ¢ (s\{A}) = s\ {A} (ver proposi¢ao 3.2

em (i) — (a)).

Vamos escrever a inversao em coordenadas cartesianas. Sejam O = (0,0), A = (a,b),
—
P = (z,y) e rec : R? — R2 Temos que, AP' = l{;z@, onde k > 0. Assim,
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—
HAP’ 2 2
k pr— p— pu— .
Hﬁ” H,@HQ (x—a)*+ (y—b)”
Como
—_— — —
OP' — OA = kAP,
entao
2
TC(x7y): 2($—a,y—b)—|—(a,b).

(z—a)’ +(y— )

PROPOSICAO 3.2: A inversao, em R2, transforma:

(i) uma reta em uma reta ou uma circunferéncia.

(ii) wma circunferéncia em uma reta ou uma circunferéncia.

PROVA. Seja a inversao 7¢ : R? — R? dada por

2

ro (z.4) = r x —a,y —b) + (a,b).
C(?y) (a:—a)2+(y—b)2( Y )+(’)
Fagamos
re (z,y) = (u,v),
u—a = r r—a I
e @
v—b = d (y—b)  (ID)

Dividindo (I) por (IT) obtemos

y—bzv_b(:p—a). (I11)

u—a

Agora, somando os quadrados de (I) e (II) temos

7,4

(= =0 = s

(IV)

De (III) e (IV) temos que,




3.2. GEOMETRIA HIPERBOLICA EM H% 73

r? (v —b)

—b= .
Y (u—a)® + (v —1b)°

(i) Considere a reta | = {(z,y) € R*};az + Sy +¢ = 0 com a, (3, ¢ € R fixos}. Di-
gamos que, (u,v) € r¢ (I). Entao,

ar? (u—a) + Br? (v —"b) + [(u—a)* + (v — b)’] - (aa + Bb+ ¢) = 0. (3.6)
Temos dois casos a considerar de (3.6).
(a) aa + b+ = 0.

Assim, au + Sv 4+ ¢ = 0, ou seja, r¢ (1) é uma reta.
(b) aa+Bb+ ¢ =0 #0.

Entao,
2
ar?\1? Br2\1? r?y/a? + 32
u—la—— || +|lv—|b—== = ——1,
20 20 216
ou seja, r¢ (1) é uma circunferéncia.

(ii) Considere a circunferéncia C; = {(z,y) € R% (z — a)’ + (y — 8)° = R? com «q,
BeReReR: fixos}. Se (u,v) € r¢ (Cy), entdo

rt+2r(a—a)(u—a)+(b—B)(v-0)]=[R*—(a—a) = (b—B)"] [(u—a)+
(v—1b)?]. (3.7)
Vamos considerar dois casos para (3.7).
() B = (a—a)’ = (b=p)" =0. )
Destarte, (a — ) (u —a) 4+ (b— ) (v —b) + % =0, ou seja, r¢ (C;) é uma reta.
(b) R2—(a—a)*—(b—B)*=0+#0.

Assim,
(P (252 - ()

isto &, r¢ (C1) € uma circunferéncia.

Y
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C

() (d)

FIGURA 3.18: Visualizagao dos casos de (i) e (ii) da proposic¢ao 3.2.

PROPOSICAO 3.3: Seja a inversio r¢ : RE — R2 tal que

7,2

m(x—a,y) + (a,O).

rc (l‘, y) =
Entao r¢ ¢ uma isometria de H.
PROVA. Primeiro, observe que r¢ é diferencidvel em R?. Temos que, a inversao pode ser
escrita, em nimeros complexos, da seguinte forma,
2

TC(Z):Eizo+ZO’ onde z =z +yi = (z,y) comy >0e 2z =a+ 0i = (a,0).

Se re (21) = re (22), entdo

T2 7,.2

— + 20 = —
21 — 20 22 — 20

= Z1— 2 =7%2— 2

‘|‘ZO
= Z1=2
= 21 = Z2.

Assim, 7¢ é injetora. Seja wy € C tal que Im wy > 0. Fazendo 7¢ (2) = wy temos que,

2

r
= + 20 = Wo
Z— 20
r2
= — = Wy — 2o
zZ— 20
r2
= Z—2 = (’U}O—Z()%O)
Wo — 20
_ r
= Z= + 2o
Wo — 2o
r? o
= 2= — + 29 (20:20)
Wy — 20
r2
= = (wo—Zo)+Zo.

2
Wo —Zol
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Note que, Im z > 0. Dessa forma, r¢ é sobrejetora. Logo, a aplicagao r¢ é bijetora e sua

inversa é a aplicacao diferencidvel

7,2

Gt om0

ret (z,y) =

Donde vem que, r¢ ¢ um difeomorfismo sobre R?. Agora, vamos verificar se r¢ preserva

a métrica hiperbélica. Sejam wy, wy € T,R%. Como

r? —(z—a)’+y®? 2@ —a)y
d(re), = ,
N TR ( )y (—af -y )
entao
ety (7€), wn, (7))
= 21 5 <d(rc)p ~wy, d(re), - w2>

1

= E(wl)t'IZ W2
RZ

= gp ' (w1, ws)

Portanto, ¢ é uma isometria de Hz.
O

A proposicao anterior afirma que, toda inversao do plano sobre uma circunferéncia
com centro no eixo-z ¢ uma isometria de HZ.

Por uma questao de simplicidade na escrita usaremos daqui em diante a palavra re-
flexao para nos referirmos tanto a uma reflexao em relacao a uma semirreta vertical quanto

a uma inversao do plano sobre uma circunferéncia com centro no eixo-z.

OBSERVACGAO 3.2: Se pensarmos nas transformacoes r; e r¢ como fungoes complexas,

entao elas serao fungoes anti-holomorfas, ou seja, preservam angulo e invertem orientagao.
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3.2.2 Geodésicas de H%

PROPOSICAO 3.4: Seja a semirreta vertical | = {(:EO, y) e R3; g & ﬁxo}. Entao | é uma

geodésica de HE.

PROVA. Seja a curva diferencidvel v : RY — R2 dada por 7 (t) = (zo,t) uma parame-
trizagad de I. Agora, considere dois pontos py, p1 € R3 tais que 7 (to) = po e v (t1) = p1.
Assim, o comprimento hiperbdlico de v de py a p; é

" o R 1 ty
gto (’y) = ;\/0 +1 dt: ;dt:h'lt—
to to

0

Suponha que « : I C R — R?% dada por a (t) = (z (t),y (t)) é uma curva de R? tal que
a(to) = po € a(t1) = p1. Entéo,

b)) = tlL x! 2 ! 2 tli ! = ny = nt_lz t
i) = [ OP > [y @ =i =il = o)

Logo, | ¢ uma geodésica de HZ. 0

COROLARIO 3.1: Toda semicircunferéncia com centro no eixo dos infinitos é uma ge-

odésica de H.

PROVA. Seja a semicircunferéncia S = {(z,y) € R?; (z — )’ +y? = R?}. Basta mostrar

que existe uma isometria que transforma S em uma semirreta vertical [.

. _
1o(B) =B
7, (preserva comprimento)
menor p——> ¢

comprimento
N !, 2/
de A"a B 1o(A) = A

B

menor
comprimento f——> S ¢ geodésica
de A a B

o
[ (geodésica)

FicuraA 3.19. Ideia da demonstragao.

Considere a nossa isometria como sendo a reflexao r¢ sobre a circunferéncia C =
{(z,y) €R% (x—a)® +y? =712}. Se (u,v) € r¢ (S), entdo de (3.7) temos que,

i +2r? (a—a)(u—a) = [R*— (a— a)z} lu— a)® + v?] . (3.8)

Para que (3.8) seja uma semirreta vertical, faca R?> — (a — a)® = 0, ou seja, devemos

tomar a = a — R ou a = a+ R. Assim,

TC(S)ZZ:{<G_2(ar—ia)7U) eRi}.

Logo, como r¢ é uma isometria e ¢ (S) = [ é uma semirreta vertical, segue da proposigao
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anterior que, S é uma geodésica de H%. -

FIGURA 3.20: Reflexdo de S = {(z,y) € R%;2? + y* = 4} sobre
C={(z,y) eR*(z—2)* +y* = 4}.

PROPOSICAO 3.5: Sejam p, q € Ri. Entao, ou existe uma semirreta vertical ou existe

uma semicircunferéncia, com centro no eixo-r, que passa Por p e (.

PrOVA. Temos dois casos:
(i) os pontos p e ¢ tém a mesma abscissa.
Entao, pelos pontos p e ¢ passa uma semirreta vertical.
(ii) os pontos p e ¢ ndo tém a mesma abscissa.
Facamos:
1°) trace uma reta ¢ passando por p e q.
2°) trace a mediatriz do segmento pg obtendo o ponto médio m de pq e o ponto o (o, 0) no

eixXo-T.

FicUurA 3.21. Semicircunferéncia que passa por p e gq.

Como Apmo = Agmo, entao op = oq = R. Logo, a semicircunferéncia de centro o e

raio R passa pelos pontos p e q. 0O
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DEFINIGAO 3.9: Sejam p, ¢ € RZ e L(p,q) = {{i (v);7 €é uma curva diferencidvel que

passa por v (tg) =p e v (t1) = q}. A distancia hiperbdlica entre p e q é dada por

dy (p,q) = InfL(p, q).

Pela proposigao 3.5, temos que L(p,q) possui elemento minimo (dado pelo compri-
mento hiperbdlico da geodésica de p a ¢), ou seja, o infimo pertence a L(p,q). Dessa

forma,

dH% (p’ Q) - Ei(l) (’7),

sendo v a geodésica que passa por v (fo) =p e v (t1) = ¢.
Quando néo houver possibilidade de confuséo, escreveremos apenas d (p,q) ao invés
de dg (p, q)-

PROPOSICAO 3.6: (Ri,dH%> é um espagco métrico.

PROVA. Sejam py, pa, ps € RZ e 7y : [tg, t1] — R3 a geodésica que passa por p; e p; dada
por 7 (t) = (z, () ,y, (t)) tal que 7 (to) = p1 e ¥ (t1) = ps.

(i) Assim,
oo = [0
0.

v

Note que,

d(p1,ps) =0 p1 = ps.
(ii) Considere 6 : [to,t1] — R2 tal que 0 (t) = v ((to + t1) — t). Temos que, 0 (ty) =
v (t1) =ps e d(t1) =y (to) = p1. Agora, defina a fungao h : [tg,t1] — [to, 1] tal que
h(t)=(to+t1) —t.

Perceba que, § ¢ mesma curva que 7, mas com orientagao contraria. Entao,

d(p1,p3) = /tl%dt

_ /’W O,
h

) Yy (1)
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(iii) Sejam 41, s : [to, t1] — R3 geodésicas que passam, respectivamente, por p; e ps

e por py e ps tais que 0y (to) = p1, 01 (t1) = pa = 02 (tg) € 02 (t1) = p3 (com 0 # ¢ # 2tp).
Considere § : [tg, t1] — R2 tal que

2(t; —t tot t
51((1 o) 01) ,setggtggl

ty— 2ty t— 2t
(5(t) _ , 1t 750 1 0 t .
5 (MH—(%O—Q)) Jse = <t <t
t 2
Note que, § (tp) = &1 (to) = p1, 0 (t1) = d2 (1) = ps e £} (8) = L3 (1) + L5} (02). Temos

que,

d (pl,p?,) = gié (’Y)

0 (5)

G (61) + €3} (62)

d (p1, p2) + d (p2, p3) -

IN

O
DEFINICAO 3.10: Sejam p e q pontos hiperbdlicos distintos. Chamamos de segmento

hiperbolico pq a geodésica de p a q.
PROPOSIQAO 3.7: Sejam p1, pa2, ps € R%. Entdo, d(p1,ps) = d (p1,p2) + d (p2,ps) se, e

somente se, py pertence ao segmento hiperbdlico p,ps.
A prova desta proposigao pode ser encontrada em [6].

TEOREMA 3.1: Sejav: I C R — R% uma geodésica de Hy. Entao, ou v é uma semirreta

vertical ou vy é uma semicircunferéncia com centro sobre o eixo dos infinitos.

PROVA. Sejam p, ¢ € v (I). Temos dois casos:

(i) se p e ¢ tétm mesma abscissa.
Entao, v estd sobre uma semirreta vertical, pelas proposicoes 3.6 e 3.7. Segue que ~ é
uma semirreta vertical.

(ii) se p e ¢ ndo tém mesma abscissa.
Entao, pela proposicao 3.5, existe uma semicircunferéncia com centro no eixo dos infinitos
que passa por p e ¢q. Assim, pelas proposigoes 3.6 e 3.7, v estd sobre esta semicircunfe-

réncia. Logo, 7 € uma semicircunferéncia com centro no eixo dos infinitos. 0

A NN

xT
FI1GURA 3.22. Geodésicas de ]H[?g
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COROLARIO 3.2: Sejam p, q € ]R%r. FExiste uma unica geodésica que passa por p e q.

OBSERVACAO 3.3: Na prova do coroldrio 3.1 mostramos que existe uma reflexao que leva

uma semicircunferéncia em uma semirreta vertical. Na verdade, temos mais do que isso,
existe uma reflexao que leva uma geodésica em uma dada semirreta vertical. De fato, se
a geodésica é uma:

(i) semirreta vertical {(a,y) € R2;  é fixo} e a semirreta vertical dada é {(zo,y) € R2
; o € fixo}, basta tomar a reflexao sobre | = { (% (xo + ) ,y) € Ri}, ouseja, r (z,y) =
(~ + (a0 +0) ).

(ii) semicircunferéncia {(z,y) € RZ; (z — ) +y? = R*} e a semirreta vertical dada é
{(z0,y) € R2;z ¢ fixo}, basta tomar a reflexao sobre a semicircunferéncia C = {(z,y) €
R? (z — a)® 4+ y? = r?} onde:
ea=oa—R,sexg>a—R.

Com isso, 7 = \/2R [zg — (o — R)] > 0.
ea=a+R,serg <a—R.
Assim, r = /2R [(a + R) — xo] > 0.

3.2.3 Isometrias de H?g

Representaremos o conjunto formado por todas as isometrias de H% por Isom (H%).

DEFINIGAO 3.11: Cy = {z € C;Im 2z > 0}.

Utilizaremos C, ao invés de Ri quando tratarmos as aplicagoes de ]Ri como funcgoes

complexas.

DEFINIGAO 3.12: C = CU {oo} (esfera de Riemann).

DEFINIGAO 3.13: Dizemos que T : C — C é wma transformacdo de Mobius, se T (z) =

az+b tal que a, b, ¢, d € C e ad — be # 0.
cz+d
) . N az+b
DEFINIGAO 3.14: MOB(HZ) =<7 :CL - C;T (2) = g o o b, c,d e R e ad—
cz
bc:l}.
az+0b

Note que, a transformagao 7' : C, — C, tal que T'(z) = —d onde a, b, ¢, d €
cz
R e ad — bc = 1 estd bem definida. Seja z = z 4+ yi € C,. Entao,

b b d 2
T(Z):az—F :(ax—I—)(Cx:- ) + acy 4 yz icC,.
cz+d (cx + d)” + 2y? (cx +d)” + c2y?
PROPOSIGAO 3.8: (MOB(HZ),0) é um grupo.
PrOVA. Basta verificar a definicao 1.1.
N b b
(i) Sejam Ty, T, € MOB(HZ) tais que T} (2) = hzth eTy(z) = w. Assim,

012+d1 N sz+d2
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(a1a2 + blcg) Z+ (a1b2 + bldg)
(Clag + dlcg) zZ + (Clbg + d1d2)7

T (Ty (2) =

onde

(a1ag + bica) - (c1be + didy) — (a1be + bids) - (craz + dica)
= (a1dy — bicy) - (agdy — bacy)
= 1-1
1.

Entéo, T} o T, € MOB(H3).

N 2+ b; ‘
(ii) Sejam T3, Ty, T3 € MOB(HZ) tais que T; (z) = Z;—td-’ onde i = 1, 2, 3. Temos
que, (2 (2
(Ty 0 13) (T3 (2))
_ [(alaz + blcg) as + (Cllbg + bldg) 3] z+ [(alaz + blcg) bg -+ (albg + bldg) 3]
[(Clag + dlcg) as =+ (Clbg + dldg) 3] z + [(Clag + dlcg) b3 + (Clbg + dldg) dg]
[(ll (a2a3 + 5203) + bl (62(13 + dgCg)] Z+ [CL (a2b3 + bgdg) + b1 (Cgbg + dgdg)]
[Cl (CLQCLg + bgCg) + d1 (02a3 —+ dgCg)] z 4+ [Cl (a2b3 + bgdg) -+ d1 (021)3 —+ dgdg)]
= T (T2 0T3)(2))-
ooy Qs . 2N 4o az+b
(iii) Sejam T, T} € MOB(HY) taisque T’ (2) = z e T} (2) = ol Como T' (11 (2)) =
(674
azj_—z =Ti(z) e 1 (T (2)) = Ti(2), entdao T (z) = z é o elemento identidade de
(674

(MibB(ER). o)
(iv) Seja T'(z) = € MOB(HZ). Temos que, T é:

e injetora. De fato, sejam z;, 2o € C, tais que

az+b

T (21) =T (22)
az1+b  az+0
cz1+d  czm+d

= (ad —bc) zy = (ad — be) 2z

= 21 = Z9.

e sobrejetora. Seja w € C,. Facamos T (z) = w, entdo (—cw + a) z = dw — b. Note que,

—cw + a # 0, pois se —cw + a = 0, temos dois casos.

(a) c=0:
Assim, a = 0 e, consequentemente, ad — bc = 0 (absurdo!).
(b) ¢ #£0:
Logo, w = Yer ¢ C, (absurdo!).
c
dw —
Donde vem que, z = v Considere w = x + yi, com y > 0. Entao,

—cw + a
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(dx —b) (—cx + a) — cdy? N (ad —be)y

2z =
(—cx + a)® + 22 (—cx + a)® + 22
_ (dz—b)(-cx+a)- cdy? Y )
(—cx + a)® + c2y? (—cx + a)® + 22 -
dz —b N
Assim, T admite inversa T~!'. Perceba que, 77! (z) = : - € MOB(HZ%), pois
—cz+a

T(T(2)=2=T""T(2) eda— (=b)(—c) = ad — bc = 1. -

PROPOSIGAO 3.9: MOB(HZ%) C Isom (H%).

b
PrROVA. Seja T : C, — C, tal que T'(z) = azt ,onde a, b, ¢, d € Read—bc=1.
— cz

Perceba que, pelo item (iv) da prova da proposicao 3.8, cz + d # 0. Assim, 7" (z) =
1

W, ou seja, T' é diferencidvel. Ainda pelo item (iv) da prova da proposi¢ao 3.8,
cz +
temos que T' é bijetora e sua inversa é diferencidvel. Logo, T' é um difeomorfismo. Dessa

forma dT, : T,R% — Tp(,)R% é um isomorfismo. Sejam r, s € T,y R2, entdo Ju, v € T,R?
taisquer = dT,-ues=dTl,-vcomu= (uy,u) e v = (vy,vy). Considere z = z+yi € C,
e T (z) =m(z,y) +n(x,y)i =m+ ni. Portanto,

2

R R2
gTz—z) (’I“, S) = gTz_z) (de - U, de : U)
1

= T T T )
Im T (z
om  Om om  Om
- _ < oxr Oy > . (ul) ( Ooxr Oy > . <Ul)>
= on  on '\ on om
[ T ox oy Uz ox oy U2
om on am on
_ < %‘%)_(ul)<%—%>_(vl)>
o on om ’ an om
[T(2) =T (2 9 o U2/ \ 5 e v2
om on om Bn
_ et~ g2\ [ Hrvi— ax
T 8nu + Bmu an + om
[ oz 1 oz 2 oz 1 oz 2

= — 4 8_m a—nz2<u v)
[T(z)—T(z)f or  Ox ’
4
= - ———— T (2) | (u, v)
[T (2) =T (2)]
_ _4(cz+d)2(cz—|—d)2_ 1 ()
(z —2)° (cz4+d)?(cz+d)? "
4
B —(2_52(%1))
— )
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R2

= gz+(u,v). |:|

PROPOSICAO 3.10: Toda isometria de Hz leva geodésicas de Hz em geodésicas de H.

PRrOVA. Sejam p, q € ]Ri e a a geodésica que passa por estes pontos tal que o (0) =p e
a (1) = q. Agora, considere f € Isom (H%). Temos que, a curva 3 = foa é a geodésica que
passa por f (p) e f(q). De fato, do contrario existiria uma curva ¢ que seria a geodésica

que passa por f (p) e f(q) tal que ¢ (0) = f(p) e ¢ (1) = f (q). Assim,
ls (fhop) =15 () < L3 (B) = £ ().

Dessa forma, o nao é a geodésica que passa por p e ¢ (absurdo!).
O

COROLARIO 3.3: Todo elemento de MOB(H3) leva geodésicas de H% em geodésicas de
H.

PROPOSICAO 3.11: (MOB(HZ),0) atua transitivamente sobre C,.

PROVA. Sejam T € MOB(HZ%) e BIJ(C,) = {f : C; — C,; f é uma bijegao}. Note que,
T € BLJ(C,). Agora, defina a funcdo ¢ : MOB(HZ) — BLJ(C,) tal que ¢ (T) = T, VT €
MOB(HZ%). Assim, ¢ (ToG) =T oG = ¢ (T) o ¢ (Q), VT, G € MOB(H%), ou seja, ¢
é um homomorfismo de grupos. Dessa forma, (MOB(H?S), o) atua sobre C,. Considere
u=a+bi,comacRebeR], e

a_

1
a1,
T(z) = % € MOB(H2).

Temos que, T (u) = i. Logo, pelo lema 1.1, (MOB(H%),o) atua transitivamente sobre

C..
0

DEFINICAO 3.15: Sejam u e v dois vetores no ponto z € Cy e 6 o dngulo formado por

eles. Entao,

RQ

g " (u,v)

cosf = T+, com 0 € [0,7].

R2 R2
o ) g5 (0,0)]
Da identidade acima, temos que,

1

(Im z) 1
TR B
G M G ]

{u, v)
lull - ol

5 (u,v)

cosf =



84 CAPITULO 3. GEOMETRIA HIPERBOLICA

Assim, a definicao de angulo entre dois vetores coincide com a defini¢ao euclidiana.

Perceba que, toda isometria hiperbdlica preserva angulo entre curvas.

PrROPOSIGAO 3.12: (MOB(H%), 0) atua transitivamente sobre o conjunto formado pelas

P 2
geodésicas de Hs.

PROVA. Seja G o conjunto formado pelas geodésicas de H%. Considere T € MOB(H3)
e BIJ(G) = {f : G — G; f ¢ uma bijecao}. Pelo coroldrio 3.3, temos que T € BILJ(G).
Defina a funcdo ¢ : MOB(H2) — BIJ(G) tal que ¢ (T) = T, VT € MOB(HZ%). Entdo,
@(ToW)=ToW =¢(T)op (W),VT, W € MOB(H%), ou seja, ¢ ¢ um homomorfismo
de grupos. Assim, (MOB(H%), o) atua sobre GG. Sejam p € G e z € p. Pela proposigao
3.11, existe T € MOB(H3) tal que T (2) = i. Agora, seja 6 o angulo entre as geodésicas
I ={yi;y € R%} e T'(p) em i. Considere a transformagao

>

[% —qin @
(cos3) = "2 e MOB(HZ).
(sm 5) Z + cos 5

Wg (Z) =

N

Temos que,

1 0 0 1
= ésine—l— (0032 5) 1+ (sin2 5) 7 — §sin9

ou seja, Wy fixa i. Como

(y2 —1)sincos ¢ + yi
Wy (1) = L= sy eRY S,
o (1) { y? sin? g + COS2g Y *

entdo, o vetor tangente a geodésica Wy (1) em i é

Wy (1) =sinf +icosf = (sinb, cos0).

Temos que, i = (0, 1) é o vetor tangente a [ em i. Seja ¢ o angulo entre [ e Wy (). Assim,

((0,1),(sin 6, cos 0))
10, D - [[(sin6, cos 0|
= cos/,

cos 1

isto é, ¥ = 6. Dessa forma, ou

(1) Wo () =T (p) = 1 =W, (T (p)), ou

(i) M (W (1) = T (p) = 1 = Wy (M= (T (9))), onde M (2) = —=

Como W, ' oT, W, ' o M~' o T € MOB(H2), entdo, pelo lema 1.1, (MOB(H%), o) atua

transitivamente sobre G.

O
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Uma geodésica p de HE divide R? em duas regioes, que sao chamadas de semiplanos.
A geodésica p é chamada de fronteira destes dois semiplanos. Dizemos que o semiplano
é aberto se o semiplano nao contém a geodésica p. Do contrario, o semiplano é fechado.
Representaremos o semiplano aberto determinado pela geodésica p por Z: ou ZZ

Assim,

Z;ijzzeZ:UpuZi:Ri.
Y

2%

___________________________ >
T

FIGURA 3.23. Semiplanos le) e Zi

PROPOSICAO 3.13: (MOB(H%), O) atua transitivamente sobre o conjunto formado pelos

semiplanos abertos de H.
PROVA. Seja S o conjunto formado pelos semiplanos abertos de H%. Considere T €
MOB(HZ%), BIJ(S) = {f:S — S; f ¢ uma bijecio} e p uma geodésica de H%. Temos

que,

(1) 1 2
(Y )ur(Y)=r-T().
(1) vale, pois 3 pn Y 5. T 6 bijecio o + t(p)t T(3)nTpn
va, Z:, pois >, Np =9, T & bijecao e, consequentemente, , ) 1
T ( E ) = @. Lembre-se que T (p) ¢ uma geodésica de H%. Suponha que, A, B € g
P P

1 2 . )
tal que A # B, T (A) € ZT(p) eT(B) € ZT(,;)' Sendo 7 a geodésica de Hg que passa
por T (A) e T (B), entao 7NT (p) # &. Digamos que D € 7NT (p) tal que T~ (D) = C.
Assim, 77! o m ¢ a geodésica de H% que passa por A, B e C. Como B estd entre A
e C, entao d(A,C) > d(A,B). Isto implica que d(T(A),T(C)) > d(T (A),T (B)),
absurdo!, pois T (C) = D estd entre T (A) e T'(B). Logo, T (Z;) eT (Zi) sao
semiplanos abertos determinados pela geodésica T (p). Agora, defina T : S — S. Se

Zl + Zi, entao existe zy € Zl tal que g £y, Vy € Zi Dessa forma, T (Zl)
ST (xg) #T(y) €T (Zi) para todo y € Zi, ou seja, T (Zl) £ T (Zi) e,

consequentemente, T' é injetora. Seja Z)\ € S. Facamos
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T(X)=Y".
= ) =7 (X))

o X=T1 (Zi) s,

T & sobrejetora. Com isso, T € BIJ(S). Considere a funcio ¢ : MOB(HZ%) — BILJ(S) tal
que o (T) =T, VT € MOB(H%). Temos que, ¢ (ToW) =T oW = o (T) o p (W), VT,
W € MOB(H%). Assim, ¢ é um homomorfismo de grupos, ou seja, (MOB(H%), o) atua
sobre S. Sejam a = {yi;y € R} }, Zl = {z€ C,;Rez >0} € S e § uma geodésica
de H%. Temos que, existe uma 7' € MOB(HZ) tal que T () = « (pela proposigao 3.12).

1 1 1 1
Dessa forma, ou T’ <25> = Z ou M <T <25>> = Z ,onde M (z) = —Z. Portanto,

pelo lema 1.1, (MOB(H%), o) atua transitivamente sobre S.
[

PROPOSICAO 3.14: Sejam z1, 22, wy, wy € C tais que os pares (z1,22) e (wy,wsy) sdo
distintos. Eriste T € MOB(M32) tal que T (z;) = w; para i = 1, 2 se, e somente se,
d(Zl,ZQ) = d(wl,wg).

PROVA. (=) Seja a a geodésica que passa por z; € 22 tal que o (t;) = z1 e a(t2) = 2.

Assim, =T o « é a geodésica que passa pelos pontos w; e wsy. Portanto,

to 5
denz) = / V(0 (1) o (1)
t1
to =2
- / \/QT(Z@)) (AToy - o' (8)  dTagey - o (1)) dt

- / Ve (8 (1), 8 ()t

- w17 w2)

(<) Seja | = {yz y € RY } Pela proposicio 3.12, temos que existe £ € MOB(H3) tal
que E(a) = [ com E(z) = i. Assim, E(z) é igual a e?*1*2)i ou e~¥=122)i. Como
W (e‘d(“’z?)i) = e¥=1.2) ¢ T, fixa i, entdo sempre podemos escolher F' € MOB(HZ) tal
que F (z) =i e F(z) = e“*2)j Dessa forma, tome G € MOB(H2) tal que G (w;) =

e G (wy) = e@12)i Temos que, F (z1) = G (wy) = i e, como d (21, 2) = d(wl,wg)
F(z) = edr22)j = edwrw2)j — G (w,). Logo, para T = G~ o F € MOB(H2) tem-se
T(z1) =G (F(2) =G (i) =wi e T(2) = G (F(2)) = G (edwr2)§) =y

DEFINICAO 3.16: Sejam z1, 2o € C,. A mediatriz do segmento hiperbdlico z1zo € o lugar

geométrico dado pelo conjunto {z € Ci;d (z1,2) = d (22, 2)}.

PROPOSIGAO 3.15: Sejam z1, 20 € C, e v a geodésica que passa por estes pontos. Entdo,

a mediatriz do segmento hiperbdlico z1zo é a unica geodésica ortogonal a .

A prova desta proposigao pode ser encontrada em [16].
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TEOREMA 3.2: Isom (H%) = MOB(H3).

PROVA. A inclusdo Isom (H%) D> MOB(HZ) j4 foi provada na proposicao 3.9. Vamos

mostrar a outra inclusio, ou seja, que Isom (H%) C MOB(H2). Seja f € Isom (HZ).
Agora, considere zj, 29 € a = {yi; Yy € Ri} Temos que, pela proposicao 3.14, e-
xiste T € MOB(HZ) tal que T'(f(21)) = 21 e T(f(22)) = 2. Seja z € a. Note
que, as distancias hiperbdlicas d (z1,2) e d(z,22) determinam, unicamente, z. Como
T o f & uma isometria, entao d(z1,2) = d(T(f(z1)),T(f(2)) = d(z1,T(f(2))) e
d(2,20) = d(T(f(2)),T(f (22))) = d(T'(f (2)), 22) implicam que T'(f (2)) = z, ou seja,
To f fixa todo elemento de a. Tome w € C,\«. Seja p a geodésica que passa por w e é or-
togonal a « (semicircunferéncia de centro zy = 0 e raio |w|). Considere que p ¢ a mediatriz
de um segmento hiperbélico pq tal que p, ¢ € . Como T (f (p)) =peT (f (¢)) = g, entéao,
pelo corolario 3.2, T'(f (p)) T (f (¢)) = pq. Temos que, T (f (p)) é mediatriz do segmento
T(f ()T (f(q). Dessa forma, T (f (p)), também, é mediatriz do segmento pqg. Assim,
T (f(p)) = p. Sendo z € aNp, entao d(z,w) =d (T (f (2)),T (f (w))) =d(z,T(f (w))).
Se T o f preserva os semiplanos abertos determinados por «, entdo 7' (f (w)) = w. Por-
tanto, T'o f & a identidade e, consequentemente, f = T~ € MOB(HZ%). Em caso contrario,

basta tomar G oT o f, onde G (2) = —z. Com isso, f =T 1o G~! € MOB(H%). O

COROLARIO 3.4: (Isom (H%),o0) atua transitivamente sobre C, .

COROLARIO 3.5: Toda isometria de H é determinada por trés pontos de C..

PROVA. Note que, se T(z) = z € Isom(H%), entao T tem infinitos pontos fixos. Agora,
az+b

cz+d
entdao cp® + (d—a)p — b = 0. Isto é, T possui no mdximo dois pontos fixos. Sejam z1,

considere T'(z) = € H%, onde T nao ¢ a identidade. Facamos T (p) = p € C,,

29 € z3 trés pontos distintos de C, tal que T'(21) = uy, T (22) = ug € T (23) = us, onde
u; # up # uz. Suponha que existe S € H% tal que S (z;) = u;, parai = 1, 2 e 3. Daf
vem que, S~ (T (2;)) = z;, para i = 1, 2 e 3. Dessa forma, S™' o T' € H% tem pelo menos

trés pontos fixos. Com isso, S™1 (T (2)) = z, Vz € C,, ou seja, S = T. Logo, trés pontos

determinam uma isometria de HZ. B
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Conclusao

Vimos que as geometrias nao euclidianas (a geometria hiperbélica e a geometria es-
férica) levaram cerca de 2.000 anos até que fossem descobertas. E estas descobertas sé
foram possiveis por que os matematicos suspeitaram que o 5° postulado de Euclides pode-
ria ser obtido a partir dos quatro primeiros postulados (mais tarde, provou-se que isso
nao é possivel). A partir dai, os matemdticos comegaram a trabalhar em cima desta
suspeita, o que possibilitou, mais tarde, uma maior clareza da ideia de geometria, isto é,
para se ter uma geometria nao era necessdrio que 5° postulado de Euclides fosse vilido
nela. Este processo histoérico, além de ser interessante, nos motiva, sempre, a buscarmos
o entendimento do objeto que estamos estudando ao invés de, simplesmente, aceitarmos
determinadas afirmagoes sobre este objeto como sendo verdades absolutas.

A tabela, abaixo, apresenta uma comparacao entre as geometrias esférica e hiperbdlica

de acordo com os capitulos 2 e 3.

Geometria Esférica Geometria Hiperbdlica
FEspago S? H2 ou D? ou R?
(w1, ws) ,, em H3, ou
4
wy,we) em HZ ou
Métrica aras + 518, sin? N [1 _ (u2 + UQ)]Z < 1 2> D
1

E (wy,ws) em H?g

Geodésicas | Circunferéncias maximas | Semirretas verticais e semicircunferén-
cias com centro no eixo-r em ]I-]I?S
Isometrias | Os MOB(H%)

TABELA 1.

Este trabalho foi bastante positivo, pois através dele pude conhecer outros tipos de
geometrias (geometrias nao euclidianas: as geometrias esférica e hiperbdélica), compreen-
der a importéancia dos postulados de Euclides para a geometria (euclidiana e nao euclidi-
ana) e entender (melhor) os conceitos de métrica, geodésica e isometria que estdo presentes

nas geometrias.

89
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Apéndice A
Relacoes Métricas Hiperbdlicas

Neste apéndice, apresentaremos (com as demonstragoes) alguns resultados importantes
referentes as relagoes métricas hiperbdlicas tais como: a férmula da distancia hiperbdlica
de dois pontos de C ., as versoes do teorema de Pitdagoras, leis dos senos e dos cossenos para
a geometria hiperbdlica e a drea de um tridngulo hiperbdlico. Além disso, determinaremos
o comprimento de uma circunferéncia hiperbdlica, veremos que tridngulos hiperbdlicos
semelhantes sao congruentes e que a soma dos &ngulos internos de um tridngulo hiperbélico

¢ menor do que 180°.

A.1 Distancia Hiperbdlica em HZ

Na subsegao 3.2.2, através da definigao 3.9, definimos a distancia hiperbélica em H%
entre dois pontos de C, de tal forma que para determinar esta distdncia é necessario
encontrar a geodésica (semirreta vertical ou semicircunferéncia com centro no eixo-x) que
passa por estes dois pontos e, em seguida, calcular o comprimento desta geodésica entre
estes pontos. Nesta secao, vamos encontrar a expressao que fornece o valor desta distancia
sendo conhecido apenas os dois pontos do semiplano superior. Além disso, definiremos
a circunferéncia na geometria hiperbélica em H% e determinaremos o seu comprimento

hiperbdlico.

LEMA A.1: Sejam z, w € C, e f:C, — C, uma isometria de H%. Entdo,

JO Sl w
VIm(f(2) - Im(f(w)) VImz-Imw

b
PROVA. Sejam z = z+yi, comy > 0, e f(z) = m:—d tal que a, b, ¢, d € R e ad—bc = 1.
— cz

Temos que,

91
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az+b aw-+b
cz+d cw+d
aczw + adz + bcw 4 bd — aczw — bez — adw — bd
(cz + d)(cw + d)
(ad — be)(z — w)
(cz+d)(cw + d)
(z —w)
(cz +d)(cw + d)

I T e

cz+d
(ax +b) + ayi
= Im -
(cx +d) + cyi
(ax + b)cy — (cx + d)ay
(cx 4+ d)? + (cy)?
_acxy + bey — acxy — ady
(cx + d) + cyil?

~ (ad —be)y
ez +d)?
B Im =z
ez +d)F
Assim,
|2 — wl
/() = f(w)] |z +d] - Jew + d]

|z + d|? . lcw + d|?

\/Im(f(z)) ~Im(f(w)) \/ Im 2z Imw

B |z — w|
VImz-Imw 0
PrOPOSICAO A.1: Sejam z, w € C,. Entao,
d(z,w) =1n |Z_f|+ |2 = wl :
|z —w| — |z —w|

PrROVA. Suponha que z = yi e w = bi, onde 0 < y < b. Como z e w estao sobre a

b b
geodésica | = {(0,¢) € R2}, entdo d(z,w) = In—. Considere d(z,w) = d, entdo ¢! = — e
Y Y

e 4= % Assim,

coshd =

N = N~ N

VR
>
(3]
& |+
<
[ V]
~~
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_ 1, -y
2 by
i

2Imz - Imw
2
L+ 1 ( |2 — wl )
2 \VImz-Imw/
Agora, considere z,w € C, e d(z,w) = d. Pelo teorema 3.2 e a proposigao 3.12, existe

uma isometria f que leva a geodésica que passa por z e w na geodésica [. Dessa forma,

pelo que foi exposto anteriormente e o lema A.1, temos que

coshd — H%( £(z) = f(w)] )

VIm(f(2)) - Im(f(w))
. (i)z (A1)
2\VImz -Imw/ '
Como coshd = 1 + 2sinh? g, entao

sinh — = |z — vl

1
2 5\/Imz-lmw.

Da identidade fundamental cosh? 5~ sinh? 5= 1, obtemos

d \/ 1 |z —w|
h—- = 1+-——
cos 2 JrélIm,z Imw

B \/4Imz Imw + |z — w|®

4Imz Imw

d
tanh—- =

™
|
=

VIimz-Imw
VIimz--Imw

NI~ -
~
|
&l

~
!
=

~
|
sl
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d

d e*— .
Como tanh SRR entao

el =1  |z—wl
ed+1  |z—1w
= |z—wlel—|z—w| = |z —w|e? + |z — w]

= (z—w|—|z—w|)el= |z —w|+ |z — w|.

Note que, |z —wW| — |z — w| > 0. De fato, sejam z = z + yi e w = a + bi, onde b,y > 0.

Entao,
4by > 0
= 220y + b > y? — 2by + b?
= (2—a)’+(y+b)’>(@—a)+(y-b)’
= @ —a? + @+ > @ -a) + (y - b’
= |z—w|—|z—w|>0.
Portanto,

dzln(|z—w\+\z—w|)'

|2 =] = |z = w| O

Definiremos a seguir a circunferéncia na geometria hiperbélica em H%:

DEFINICAO A.1l: O lugar geométrico dado pelo conjunto de pontos {z € C,;d(z,w) = R,

onde w € C, e R > 0 sdo fizos} em H% é chamado de circunferéncia hiperbdlica de
centro em w e rato R.
Agora, vamos encontrar a curva euclidiana, no semiplano superior, que satisfaz a

definicao de circunferéncia hiperbdlica. Sejam z = z +yi, w =a+bi € C, e R > 0,

onde w e R sao fixos. Da proposicao A.1, temos que tanhg = :Z _g: Chamemos
Z—w
tanhg = k. Assim,
2wl
|z — ]
= |z—wf=k" |z -1
= (a:—a)2+(y—b)2:k2~[(x—a)Q—i-(y—i-b)Q]
= (1-k)(z-a)’+y—b"—k(y+b’=0.
Como 0 < k < 1, entao
1=k (z—a)l+Q =k -1 +k)2y+(1—kH® =0
2 1+ k?
= (r—a) +y2—1_k226y+b2:0
1+ k2 1+ k2 \> 0%+ 20%k2 + b2k
2 2 2
— -2 b —b| = —b
= (r=afty (1—k2> (1—k2> 1—2k2 + i

1+k2\? 2k \>
= (x—a)2—|—(y—1_k2b) :(1—k2>'
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Facamos g = a, yp = ——=b > 0er = > 0. Dessa forma, a circunferéncia

hiperbdlica é descrita, no semiplano superior, pela equacao
(& —20)* + (y — 90)* =17, (A.2)

ou seja, a circunferéncia hiperbdlica estd contida em uma circunferéncia euclidiana. Temos

que, r < yo. De fato,

0<k<1
= (k—1°>0
= 2k <1+k?
= 2bk < (1+Kk%)b
N 20k <1+k2b
1—k2 1-—FKk?
= 7 <.

Dai vem que, a circunferéncia hiperbdlica é uma circunferéncia euclidiana de centro em

(x0,%0) € raio T que estd contida no semiplano superior.

yh

F1GurA A.1: Circunferéncia hiperbdlica de centro em C = (5, 3) e raio R = In3.

Iremos calcular o comprimento hiperbdlico de uma circunferéncia hiperbdlica de centro
w=a+bi € C, eraio R > 0. Primeiramente, observe que a coordenada yy e o raio r

podem ser expressos em funcao do raio da circunferéncia hiperbdlica R, isto é,

N
Yo = 112

1 + tanh? E

- —}2% b
1 — tanh?® —
2

ef+24e Bpeltl —2 ek
el42+eR—ef42—e R
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R —R
_ et
2

bcosh R

2bk
1 — k2

R
2btanh —
anh 2

bsinh R.

(A.3)

(A4)

Parametrizando a equagdo (A.2), da circunferéncia hiperbélica em R?%, obtemos

7(0) = (2o + rcosb,yo + rsinf), com § € [0, 27].

O comprimento hiperbélico da circunferéncia hiperbélica é

2m
1
0o — Y (0)]| db
I eV ARAQ
2m 1
= / ———  |[(—rsind, r cos 0)|| dO
0o Yo+rsind
21 1
= / E——— \/(7"2 sin? @ + 72 cos? 0)d9
0o Yo+ rsind
27
0o Yo+ rsind
0 2t 2dt
agora, facamos t = tan 7 Assim, sinf) = oS e df = T Com essa substituicao
temos
2 %)
2
/ — i = / L dt
o Yo+ rsinf o 2t 241
Yo + Tt2 1

2r [ 1

& 1
2r/ dt
ot (B 1)+ 2t

dt,

Yo J -0 T 2
() +(
Yo

facamos uma nova substituicao, ou seja,

ys —
Y

")
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r
u =t + — e, consequentemente, du = dt.

Yo
Com isso,
2 o 1 2 o 1
y—r ———dt = y—T St
. — oo 7
ey e
Yo Yo Yo
= Q—TL arctan St
Yo \/yg — 12 Y —r? e
B 2r |:7T N 7Ti|
yo—r?t2 2
B 2mr
v — 1
Das relagoes (A.3) e (A.4), temos que
2wbsinh R
Gy = - -
\/(b cosh R)” — (bsinh R)
B 2mbsinh R
b\/ cosh? R — sinh? R

= 2rsinh R.

A.2 Relacoes Métricas em Tridngulos Hiperbdlicos

Dizemos que trés pontos hiperbdlicos sao colineares quando eles pertencem a uma

mesma geodésica hiperbdlica.

Y Y

~
-
- ~
- ~
’ N
7z N
’ N
’
/ \
/ \ p
/ \
’ ! \

/ C \

/ \
| \
) \ /
| B B

(a) (b)

FiGurA A.2: Pontos hiperbdlicos colineares.
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DEFINICAO A.2: Sejam A, B e C pontos hiperbdlicos nao colineares. O lugar geométrico

dado pela uniao dos segmentos hiperbolicos AB, BC' e AC' é chamado de tridngulo hiper-

bolico. Os pontos A, B e C sao chamados de vértices do tridngulo hiperbdlico e os

segmentos AB, BC' e AC de lados do tridngulo hiperbélico.

Y Y

|
BN
sy

|
|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
|7

(a) (b)

Ficura A.3: Triangulos hiperbdlicos.

O tridngulo hiperbélico em H2, ¢ mais facil de vizualizar do que em H%, pois o seu
formato é semelhante ao de um tridngulo euclidiano o que nem sempre ocorre com o
triangulo hiperbélico em H%.

Sejam A, B e C os vértices de um triangulo hiperbélico em H2,. Entao existem quatro
possibilidades para este tridngulo hiperbdlico. Sao elas:

(i) A, B e C pertencem a D?. Assim, em HZ%, o tridngulo hiperbdlico correspondente

de vértices ¢ ' (A), ¢ 1 (B) e ¢ (C) (¢ é a aplicacio dada em (3.4)) estd contido
em R?.

YA

(e
¢ 1(4) ¢ '(B)

Ficura A 4.

(ii) A € 9D? e B, C € D? Dessa forma, em H%, os vértices do triangulo hiperbélico
correspondente sdo ¢~ ' (4) = oo ou € eixo-z, ¢ " (B) e ¢~ (C) € R2 (lembre-se
que oo = (k,00), onde k € R ¢ fixo).
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¢ '(4)
YA Y

Ficura A.5.

(iii) A, B € 9D% e C € D? Entao, em H%, os vértices do tridngulo hiperbélico cor-
respondente sio ¢~ ' (A) = oo (resp. € eixo-r), ¢~ (B) € eixo-r (resp. € eixo-r) e
¢~ (C) e RE.

¢ H(A)

Y YA

Ficura A.6.

(iv) A, B, C € D% Logo, em H%, os vértices do triangulo hiperbélico correspondente
sio ¢~ (A) = oo (resp. € eixo-1), ¢ ' (B) € eixo-x (resp. € eixo-z) e ¢ (C) €

eixo-z (resp. € eixo-x).

¢ '(4)

y i v

Ficura A.7.

Determinaremos as relagoes métricas em um tridngulo hiperbélico em duas partes: a
primeira para um tridngulo hiperbdlico retdngulo e a segunda para um tridngulo hiper-

bélico qualquer.
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A.2.1 Relagoes Métricas em um Tridngulo Hiperbdlico Retan-

gulo

Nesta subsecao, apresentaremos a versao do teorema de Pitdgoras para geometria
hiperbélica (com sua demonstracao) e veremos que dois tridngulos hiperbdlicos retangulos

com 0s mesmos angulos internos sao congruentes.

TEOREMA A.1: (TEOREMA DE PITAGORAS) Seja ABC um tridngulo hiperbdlico retdn-

gulo tal que med(B%’) = g, med(@) =pfe med(A/C'\B) = v e 0s lados opostos a

estes dngulos medem, respectivamente, a, b e c. Entao, cosha = coshb - cosh c.

ProvA. Note que, pela observacao 3.3 e como med(@) = g, existe uma reflexao que
leva o lado AB em um segmento hiperbdélico sobre o eixo-y, o vértice A em i (em caso
contrario aplique uma reflexao sobre a circunferéncia de centro em (0, 0) e de raio igual a
raiz quadrada da ordenada do ponto correspondente a A no eixo-y) e o lado AC' em um
segmento hiperbdlico, no primeiro quadrante, sobre a circunferéncia de centro em (0,0)
e de raio unitério (em caso contrério aplique uma reflexdo sobre o eixo-y). Se apos este
processo o ponto correspondente a B estiver abaixo do ponto correspondente a A aplique
uma reflexdo sobre a circunferéncia de centro em (0,0) e de raio unitario. Assim, sem
perda de generalidade, A =i, B=kieC =m+ni,ondek > 1, m >0, n>0e

m?+n?=1.

Ficura A.8.

Da relagao (A.1) temos que,

1|m+ (n—k)i?
ha = 1+=
cosha —|—2 o

1m? + (n — k)?
N 1+§ kn
1m? +n? —2kn + k?
2 kn

2kn + 1 — 2kn + k2

2kn

1+ k2

= Tokn (A.5)

= 1+
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Portanto,

cosh b

cosh ¢

coshd-coshe = —-

1lm+ (n—1)4?
2 n
1m?+(n— 1)

2 n
1m?+n?—2n+1
2 n
2n+1—-2n+1

2n

1+

1+

1+

1
n

1|(k—1)if

e

2k + (k —1)?
2%k

2k + k*> -2k +1

2k

E2+1
2k

101

(A.6)

[l

Pela relacdes (A.5), (A.6) e (A.7) e a identidade fundamental cosh® z — sinh®z = 1,

obtemos

sinh a

1+ k2 2_1
2kn

\/(1 + k) — 4k2n?

4k%n2
V14 2k2 4+ k% — 4k2n?
2kn
V=22 4k (1 - n2)
2kn

V= 2?4 a2
2kn ’
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1\ 2
sinhb = <—) —1
n

1 —n?
_ g
2
- V2
_om
T on

sinhe =

2+ 1)\ .
2k

E* +2k% + 1 — 4k?

-

4k2
B k* — 2k + 1
B 2k
(k2 —1)°

- 2k

k-1

2k

PrROPOSIGAO A.2: Seja ABC' um tridngulo hiperbdlico retangulo tal que med(B/A\C’) = g,

med(A/B\C’) =pe med(A/C'\B) = e os lados opostos a estes dngulos medem, respectiva-

mente, a, b e c. Entao,

. sinh b . sinh ¢
sinff = - siny = -
sinh a . sinh a
tan tanh b . tanhe
an = an =
sinh ¢ " sinh b

PROVA. Sejam A =i, B=kieC=m+ni,ondek >1,m>0,n>0em?+n?=1.
Agora, considere P = p o centro da semicircunferéncia (geodésica) que passa pelos pontos

B e C (ver figura a seguir).

Ficura A.9.
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Note que, 0 < 5 < g Como PB = PC, entao

VP2 + k2 =/ (m —p)® +n?
= p’+Ek2=m%—-2mp+p*+n?
= 2mp=1-—k?

Temos que,

Logo,

1 — k2
= p=—5—
PB = /p?+k?
1—k2\?
k2
\/( 2m > +
V(L= k2 4 4k
2m '
sin 3 %
k
V(L= 827 1 k2
2m
m
n
V(1= k) 4 4k
2kn
sinh b
sinh a
tan 3 %
k
1—k?
2m
2km
k2 —1
m
k2 —1
2k
tanh b

sinh ¢’

103



104 APENDICE A. RELACOES METRICAS HIPERBOLICAS

. i . sinh ¢ tanh ¢
De maneira anédloga obtemos sin~y = =

sinh a

sinh b’ 0
T

COROLARIO A.1: Seja ABC um triangulo hiperbolico retdngulo tal que med(B//E’) =5
med(@) =pe med(@) = e os lados opostos a estes dngulos medem, respectiva-

mente, a, b e c. Entao,

(

cosha = cotf-cot~y
cos
coshb = - b
siny
coshe = C,OS v
L sin 3

ProvA. Pela proposicao A.2, temos que tanhb = tan - sinh ¢ e tanh ¢ = tan~y - sinh b,
T
onde 0 < 3, v < 5 Assim,

tanh? ¢

sinh? b = 5
tan® ~y

e, consequentemente,

tan?~ + tanh? ¢

cosh?b = 5
tan”®

Substituindo as expressoes de sinh?b e cosh? b em tanh? b = tan? 3 - sinh® ¢, obtemos

tanh? ¢
tan® 3 - sinh? ¢ = 5 .
tan®y + tanh” c
cosh?c — 1
Como tanh? ¢ = ————, entao
cosh” ¢
tanh? ¢

tan? 3 - sinh? ¢ =

tan?~ + tanh? ¢

cosh?c — 1
—
= tan?p- (cosh2 c— 1) — cosh c
tan? + M
K cosh? ¢
= cosh?ctan® 3 (tan®~y + 1) — tan? 3 = 1
1 + tan?
= cosh’c = 5 + r; B
tan® 5 (tan®*y + 1)
cos® B + sin” 3
2
= cosh’c= cos 3

sin? B cos? vy + siny

cos? 3 cos?
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1
2
cOS
= cosh’c= — 5 B
sin” 3 1
cos? f cos?y
2
oS
= cosh?c = — 5 7
sin® 8
oS
= coshc = — 7
sin
: . cos 3 . o :
De maneira andloga, temos que coshb = ——. Assim, pelo teorema de Pitdgoras hiper-
sin vy
bélico,
cosha = coshb-coshc

cos 3 cosy

siny sinf

cos 3 cosy

sin 3 sin~y

= cot 3 - cotn.
O
Do corolério acima, temos que um tridngulo hiperbdlico retangulo é determinado por
seus angulos internos. Assim, se dois triangulos hiperbdlicos retangulos possuem os angu-
los internos correspondentes congruentes tem-se que estes tridngulos hiperbdlicos retan-

gulos sao congruentes.

A.2.2 Relagoes Métricas em um Tridngulo Hiperbélico Qual-

quer

Comecaremos esta subsegao provando que a rotagao e a reflexao em relagao ao eixo-z
sdo isometrias de H%, pois desenvolveremos esta subsegao através do modelo do disco de
Poincaré. Em seguida, estabeleceremos as versoes das leis dos cossenos e dos senos para
a geometria hiperbdlica. E por fim, concluiremos que dois tridngulos hiperbdlicos com os

mesmos angulos internos sao congruentes.

PrROPOSICAO A.3: Seja Ry a aplicacdo linear rotacao de um dngulo 0, no sentido anti-

hordrio, em R2. Entdo, Ry : D* — D? é uma isometria de H.
PROVA. Seja Ry : D? C R? — R? tal que Ry (z,y) = (vcos —ysinf, zsinf + ycosb).
Note que, Ry (D?) C D% De fato, seja (g, yo) € D?, entao
(0 cos O — yosin B)® + (9 sin 6 4 yo cos )
= 22c08? 0 — woyo sin 20 + y2 sin? O + 22 sin? O + woyo sin 20 + y2 cos? 0
23 (cos? 0 + sin®0) + y3 (sin® 6 + cos? 0)
= T+

< 1.
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Assim, facamos a restricio Ry : D? — D?. Temos que, Ry é diferencidvel em D?. Agora,
vamos mostrar que Ry é bijetora. Sejam (z1,11), (T2,y2) € D? tal que Ry (71,71) =
Ry (x2,y2). Entao,

(x1co80 — yy sin B, x18in 0 + y; cos 0) = (x5 cos — yosin b, x5 sin 6 + yo cos )

{ x1c080 — y;sinf = x5 cos ) — ypsinf

x18inf 4 y, cos = x4 8in 6 + yo cos

N (x1 — x2) cos — (y1 — ya)sinf = 0
(1 — x2)sinf + (y; — y2) cosd =0 '

Chamemos 1 — o = m e y; — yo = n. Assim,

mcos —nsinf =0
msin® +mncosf =0

Pela regra de Cramer, temos que

0 —siné
0 cosf 0
m = =—-=0=21—22=0=21 =29
cos —sinf 1
sinfl  cosf
e
cosf@ 0
sinf 0 0
n = :IZOZ>?/1—Q2=0=>Q1:?J2-

cosf) —sind

sinf cos6

Como (z1,y1) = (x2,y2), entdo Ry & injetora. Seja (zg,y0) € D?. Fazendo Ry (z,y) =

(%0, Y0), entao

xcosf —ysinf = xg
zsinf 4+ ycosh =yo

Novamente, pela regra de Cramer, temos que

Tg —sind

Yo cosf

T = = x9cosf + ygsin

cosf@ —sinf

sinf cos®
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cost xg

sinf  yp '
Yy = = —xgsin @ + yy cos .
cosf) —sinf

sinf cos0

Perceba que, 72 + y*> = z3 + y2 < 1, ou seja, (z,y) € D% Assim, Ry é sobrejetora. A
aplicacdo R, '(z,y) = (zcos + ysinf, —zsinf + ycosd) é diferencidvel em D?. Dessa

forma, Ry é um difeomorfismo de D? sobre D?. Temos que,

J(xcosh —ysinh) O (xcosh — ysinh)

4() B or oy [ cos f —sinf
ey — | o (xsin€ + ycosh) O (rsinb+ ycosb) ~\ sing  cosd )
ox dy

Sejam P = (z,y) € D? e u, v € TpD?. Entao,

QEZ(P) (d(Ro)p - u,d(Ry)p-v)

- ! (dRo)p -, (dRg) p - )

[1— ((zcosf — ysin 0)> + (xsinf + y cos 9)2)}2
4

T I—@rP [((dRo)p)" - Lo - (dRg)p] - v

4 . cosf) sind 10 cosf) —sind
= u . . . . U
[1— (22 +92)) —sinf cosf 0 1 sinf  cosf

= 1 ut-<1 0)-1}
[1— (22 + ) 01

= g (uv).

Logo, Ry é uma isometria de H.
O

PROPOSIGAO A.4: Seja r, a transformacdo linear reflexdao em relagdo ao eivo-r em R2.

Entao, r, : D* — D? é uma isometria de H3.

PROVA. De maneira andloga a proposicao anterior, pode-se verificar que 7, : D? — D?,

onde 7, (z,y) = (z, —y), ¢ um difeomorfismo de D? sobre D?. Sejam P = (x,y) € D? e u,
v € TpD?. Como

9(x) 9(x)
B ox dy (1 0
e =1 oy o |7\ o —1)’
ox dy

entao
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2

QEL(P) (d(r2)p - u,d(re)p - v)

4
5 (d(re)p - u,d(ry)p - v)
[1— (22 + (=)°)]

4
ut - drxpt- - d(ry)p| v
o [0 e,

4 Cffr o (fro) (1 o0)]
- 2+)f |\o -1 0 1 0o -1 /|

Portanto, segue o resultado.

Como

entao

0
Sejam z, w € D? e § = £(z,w). Temos que, ver [22],
1 11— 2w
cosh? <—d(z,w)> =
2 (1= 12[*) (1 = Jwl*)
, 1 1z — wl|?
sinh? (—d(z,w)) = .
2 (1= 12F) (1= )
1 1
cosh (d(z,w)) = cosh? (Ed(z,w)> + sinh? (éd(z,w))
11— 2w + |2 — w|?
cosh (d(z,w))
(1= [2) (1= JwP)
(11— 2w — |z — wﬂ + 2|z —w|
(1= [2) (1= hwP)
142 |z — w’
(1= 12*) (1 = [wl®)
2 2
-2
oy |2|” + |w] 2| |w]| cos O (A8)

(1= 12*) (1 = [wl®)
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PRrROPOSICAO A.5: (LEI DOS COSSENOS) Seja ABC um tridngulo hiperbolico em H2,
tal que med(B%’) = a, med(z@) =fe med(A/C\B) = v e 0s lados opostos a estes

angulos medem, respectivamente, a, b e c. Entao,

( cosh bcosh ¢ — cosh a
cos o =

sinh bsinh ¢
cosh acoshc — coshb

cos 3 = . .
sinh ¢ sinh ¢
cosh acosh b — cosh ¢
cosy = - -
\ " sinh a sinh b

PrROVA. Considere A = 0 (caso contrério, lembre-se que ¢(0,1) = (0,0), onde ¢ é a

aplicagao (3.4), e os modelos do disco e do semiplano superior de Poincaré sao equiva-

lentes), o vértice B acima do eixo-x e o vértice C' sobre o eixo-z (caso contrério, utilize as
proposigoes A.3 e A.4). Seja C' = z¢. Temos que, os pontos A e C' estao sobre a geodésica

n(t) = (¢,0). Assim, o comprimento da geodésica n de A a C' ¢é igual a b. Dessa forma,

zc 1
2/ dt =b
. 1-

1 [ 1 1 [ 1
= 2 i/ ——ﬂﬁ+—/ —dt| =b
2, 1=t "2), 1+¢

1
S ey
1—20
1
= +Zczeb
1—ZC
N et —1
Z =
¢ b1

b
= z¢ = tanh 27

b
ou seja, C' = tanh 3 De maneira analoga ao que fizemos para determinar o ponto C' e
. c
aplicando a R, obtemos B = ' tanh 3 Da relagao (A.8), temos que

cosha

COos

. c
zat h_‘
(& an 5

b2
tanh —| —2
ant 5

- 142

b

4 c|2 b
“tanh tanh
e'“tan 5 + an 5
. c
e tanh — tanh 3

(1= o) (1= s

b b
(cosh2 g + sinh? g) cosh? 3 + (cosh2 g + sinh? g) sinh? 3~ sinh bsinh ¢ cos «

b b
(cosh2 g — sinh? g) cosh? 3~ (cosh2 g — sinh? g) sinh? 5
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b b
cosh ¢ cosh? 3 + cosh ¢ sinh? 3~ sinh bsinh c cos «

b
h? = — sinh? =
COS 5 S1n 5

b b
= <cosh2 3 + sinh? 5) cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos «

= cosh b cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos a,
isto &,

cosh bcosh ¢ — cosh a

cosqa = - -
sinh bsinh ¢

As duas tltimas relacoes sao obtidas por analogia. .

COROLARIO A.2: (LEI DOS SENOS) Seja ABC um tridngulo hiperbdlico em Hz, tal que
med(B/A\C’) = q, med(@) =0fe med(A/C'\B) = 7 e os lados opostos a estes dngulos

medem, respectivamente, a, b e c. Entao,

sin a sin 3 sin y

sinha sinhb sinhe’

cosh bcosh ¢ — cosh a

Prova. Como cosa = entao
sinh bsinh ¢ ’
. 9 ] cosh bcosh ¢ — cosh a2
sin“a = —
sinh bsinh ¢

sinh? bsinh? ¢ — cosh? b cosh? ¢ + 2 cosh a cosh b cosh ¢ — cosh? a
sinh? bsinh? ¢
(cosh2 b— 1) (cosh2 c— 1) — cosh? bcosh? ¢ 4+ 2 cosh a cosh b cosh ¢ — cosh? a
sinh? bsinh? ¢
2 cosh a cosh b cosh ¢ — cosh? a — cosh? b — cosh? ¢ + 1
sinh? bsinh? ¢ '

De maneira anéloga, temos que

2 cosh a cosh b cosh ¢ — cosh? @ — cosh? b — cosh? ¢ + 1

. 9
sin“ 3 =
b sinh? a sinh? ¢
e
.9 2 cosh a cosh b cosh ¢ — cosh? a — cosh? b — cosh? ¢ + 1
sin® y = ———5 .
sinh” @ sinh“ b
Portanto,

sin o sin 3 sin 7y

sinha sinhb sinhe’
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COROLARIO A.3: (LEI DOS COSSENOS) Seja ABC' um tridngulo hiperbolico em H tal
que med(B/A\C) =a, med(@) =fe med(A/C’\B) = v e 0s lados opostos a estes dngulos

medem, respectivamente, a, b e c. Entao,

;

cos 3 cos ¥ + cos «
cosha = ; -
sin 3 sin 7y
cos v cosy + cos 3
coshhd = - -
sin o sin 7y
cos v cos 3 + cosy
coshe = - -
L sin v sin (3

PrOVA. Considere z = cosha, y = coshb, z = coshc e w = 2wyz — 2% — y* — 22 + 1.

Note que, sin «, sin 3 e siny > 0 e, consequentemente, w > 0. Das leis dos cossenos e dos

senos, temos que

1
_ 2
cosa = y=—2 T, sina = [ 5 ad 5 } ,
(2 — 1) (22 —1)]2 (y* =1 (2> = 1)
1
_ 3
cos f = =Y r, sinff = |: 2 - 2 :| )
(22 — 1) (22— 1)]2 (z2 =1) (2 = 1)
1
Cosy = i 1esinfy:[ 5 w2 }
(22— 1) (y2 — 1)]2 (22 =1)(y* = 1)
Entao,
cos 3 cos y + cos «
sin 3 sin 7y
xz—y ' Ty — 2 N yz —

(2= D2 (@) -DF (61 2]

S N e
[( (w2-yy—2) Yz —x ](3[,-2_1)(3/2_1)

) [Vl R G VL el VR Gt VE

N|=
N|=

(2% = 1)

2?yz — w2 —ayt yr+2%yz —yz — 23+

w
o (2eyz— a2t -yt -2+ 1)
B w
_aw
T w
= =z
= cosha.

As duas tltimas relagoes sao obtidas por analogia.
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Do corolério acima segue o teorema abaixo.

TEOREMA A.2: (CAsO AAA) Se dois triangulos hiperbélicos possuem os dngulos inter-

nos, correspondentes, congruentes, entao estes tridngulos hiperbolicos sao congruentes.

A.3 Area de um Triangulo Hiperbélico

Veremos nesta se¢ao que a drea de um tridngulo hiperbdlico sé depende da medida de
seus angulos internos e que a soma deles ¢ menor do que 180°.

Vimos, na subsecao 3.1.3, que a drea hiperbdlica de uma regiao R em Ri é dada por

zum—//imw.

DEFINIGAO A.3: Uma regido, em R3, formada por um tridngulo hiperbolico, onde wm

dos vértice é oo, e o seu interior é chamada de gomo hiperbdlico. A fronteira de um

gomo hiperbdlico é formada por duas semirretas verticais e um arco de semicircunferéncia,

centrada no eixo-r, na qual chamaremos de base.

YA

FiGurA A.10: Gomo hiperbdlico ABC.

LEMA A.2: Seja Q um gomo hiperbolico tal que 02 = p; U py, U ps, onde py, py € ps
s@o os segmentos hiperbdlicos que delimitam ), e py é a base de Q. Se o = £ (py,py) €

B = 4(py, p3), entao
AQ) =7 — (a+f).

PROVA. Sem perda de generalidade, considere p, C {(z,y) € R?;2 =rcosf e y = rsin#,
onde 0 < § <mer >0 fixo} e p; aesquerda de p;. Sejam p, Npy, = {B} e pyNp; = {C},
onde B = (zp,yp) e C = (z¢,yc). Temos trés casos a considerar para o ponto B. Sao
eles:

(i) B esta a direita do eixo-y.
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Ficura A.11.

Assim, para obter o ponto B devemos tomar § = 7w — a.

(ii) B esta sobre do eixo-y.

Ficura A.12.

™
Logo, para obter o ponto B devemos tomar § = 7 — 5 =T

(iii) B estd a esquerda do eixo-y.

Ficura A.13.

Portanto, para obter o ponto B devemos tomar # = 7 — «.

Como nos trés casos acima obtemos o ponto B fazendo # = m — «, entao zp =
rcos (m — ). De maneira andloga, obtemos o ponto C' tomando 6 = 5. Assim, 2o =
rcos 3. Dessa forma, Q = {(z,y) € R%;rcos(m —a) <z <rcosfeVr2—az% <y < oo}.

Assim,
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rcosf3 0o 1
AQ) = / —dydx
reos(m—a)JvVrZ—z2 Y
B /r cos 3 1 00
rcos(m—a) Y

rcosf3 1
S
rcos(m—a) V r? — a2

rcosf3

dx
N

T
= — arccos —
T lrcos(m—a)

= —fB+71—-«
— = (a+A).

O

TEOREMA A.3: Seja ABC um tridngulo hiperbdlico tal que med(B%’) = a, med(%@) =
b e med(A/C'\B) = . Entao, a drea deste triangulo hiperbdlico é dada por

Apape =7 — (e + B+ 7).

PrOVA. Temos trés casos a considerar. Sao eles:

(i) um dos vértices do tridngulo hiperbdlico é co. Neste caso, segue o resultado pelo
lema anterior — note que, a medida do angulo deste vértice é igual a 0.

(ii) um dos vértices estd sobre o eixo-z. Observando esta situagao no disco de Poincaré,
temos que este vértice estd sobre D%\ {(1,0)}. Sem perda de generalidade, digamos que
este vértice € A. Seja # o angulo formado pelo didmetro do disco, onde um dos extremos
¢ o vértice A, com o eixo-z. Aplicando a isometria Ry, g temos que, Ror—g (A) = (1,0).
Agora, olhando este tridngulo hiperbdlico no semiplano superior de Poincaré ele é um
gomo hiperbdlico, entao segue o resultado pelo lema anterior — perceba que, o = 0.

(iii) AABC C R2. Sem perda de generalidade, suponha que AB estd sobre uma
semirreta vertical (caso contrério, aplique uma isometria de H% em que leve este segmento
em um segmento sobre uma semirreta vertical). Agora, considere as semirretas verticais
P, € py tais que AB C p; e C' € p,. Assim, obtemos dois gomos hiperbdlicos 2 e
de bases, respectivamente, AC' e BC'. As medidas dos angulos internos, formados com a

base, de {2; sao iguais a a e v, e de {2y sao iguais a T — [3 e 7,5, onde y; — vy = 7.

Yk m P2 YA iy

Ficura A.14.
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Entao,

Apapc = A(h) — A(Q)
— r—(atm) = [T = (T = B+ )
T —(a+7) = (B-)
T—(a+B8+71—72)
T—(a+p+7).
0

COROLARIO A.4: Seja ABC um tridngulo hiperbdlico tal que med(B/A\C’) = q, med(z@)
=fe med(@) =7. Entao, o+ p+ vy <.
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