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Universidade Federal de Minas Gerais

Belo Horizonte

10 de junho de 2014
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Capı́tulo 1

Introdução

A abordagem rigorosa para sistemas contı́nuos constituı́dos por um grande
número de partı́culas interagintes cuja dinâmica é governada pelas leis da Mecâni-
ca Clássica tem sido tema de profunda investigação durante as últimas décadas.
Em particular, o estudo da fase de baixa densidade, onde o comportamento do
sistema deve ser próximo àquele de um gás ideal, deu origem a alguns dos mais
notáveis resultados da Fı́sica-Matemática. A maioria destes resultados foram ob-
tidos entre 1962 e 1968.

Para tais sistemas, a série de Mayer da pressão (pressão em potências da fuga-
cidade) e a série de virial da pressão (pressão em potências da densidade) eram
conhecidas desde a década de 40. J.E. Mayer foi o primeiro a encontrar expressões
explı́citas para o coeficiente de ordem n da série de Mayer em termos de uma
soma sobre grafos conexos entre os n vértices das integrais de cluster, e para o
coeficiente de ordem n da série de virial em termos de grafos 2-conexos entre
n + 1 vértices das integrais de cluster irredutı́veis [27]. No entanto, as questões
relacionadas à convergência destas séries foram mantidas sem respostas durante
as duas décadas seguintes, pois uma cota superior “direta” do tipo Cn, onde C
é uma constante, para estes coeficientes de ordem n, necessária para garantir a
analiticidade daquelas séries, era considerada muito difı́cil de se obter, uma vez
que o número de grafos conexos (ou mesmo grafos 2-conexo) entre n vértices é
muito grande (da ordem de Cn2 , onde C > 1).

A análise rigorosa da série de Mayer e da série de virial para a pressão de
um sistema de partı́culas começou a produzir resultados com o trabalho de Groe-
neveld [29] em 1962, onde, pela primeira vez, foi obtida uma cota superior do
tipo Cn para o coeficiente de ordem n de Mayer-Ursell, porém com a severa
restrição de que o potencial em pares considerado era não-negativo. Um ano
depois, Penrose [40,41] e independemente, Ruelle [17,18], mostraram que a série
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de Mayer de um sistema contı́nuo de partı́culas interagindo via um potencial em
pares estável e temperado é uma função analı́tica para pequenos valores da fuga-
cidade, e também obtiveram uma cota inferior para o seu raio de convergência.
No ano seguinte, Lebowitz e Penrose [30] determinaram uma cota inferior para
o raio de convergência da série de virial (a pressão em função da densidade). To-
dos estes resultados foram obtidos “indiretamente” (isto é, não se tentou explorar
os cancelamentos existentes nas expressões explı́citas para os coeficientes como
uma soma sobre grafos conexos) via as conhecidas Equações de Kirkwood-Salzburg
(EKS) , que são relações iterativas entre as funções de correlação do sistema, cujo
o possı́vel uso para o controle da convergência da série de Mayer e da série de
virial foi percebido desde os anos 40, veja [26, 28].

Um método alternativo às KSE foi proposto nos mesmos anos por Penrose
[42], que provou a convergência da série de Mayer de um sistema de partı́culas
interagindo via um potencial em pares com um hard-core repulsivo a curtas
distâncias (mas, possivelmente, atrativo a grandes distâncias). Para obter este
resultado, ele reescreveu a soma sobre os grafos conexos do coeficiente de or-
dem n de Mayer-Ursell os agrupando em termos de árvores, obtendo, o primeiro
exemplo, até onde sabemos, de uma Identidade Grafo-Árvore (IGA). Uma década
se passou, quando Brydges e Federbush [16], foram capazes de fornecer, pela se-
gunda vez, uma prova da analiticidade da série de Mayer para a pressão de um
gás contı́nuo cotando diretamente seus coeficientes de ordem n por meio de um
novo tipo de IGA. Posteriormente, tal abordagem direta baseada em IGA foi me-
lhor desenvolvida e sistematizada por diversos autores [1, 8, 9, 15, 16, 20, 50, 53].
Métodos baseados em EKS e IGA são casos particulares do método mais geral,
Cluster Expansion (CE). IGA são, atualmente, muito mais populares que as anti-
gas EKS, isto se deve, principalmente, a sua flexibilidade e adaptabilidade; mas
convém observar que, para sistemas de partı́culas contı́nuas interagindo através
de um potencial em pares estável e temperado, as cotas obtidas em [17, 18, 30, 40]
via EKS nunca foram superadas.

Outra ferramenta muito popular no escopo do método da CE, que precisa-
mos mencionar aqui, é o Gás de Polı́meros Abstratos (GPA). O gás de polı́meros
abstratos é, basicamente, um gás de subconjuntos de algum conjunto maior cha-
mados de polı́meros que possuem uma fugacidade e interagem por meio de po-
tencial em pares hard-core. Tal modelo, é, de fato, uma ferramenta geral para
investigar a analiticidade de funções termodinâmicas de virtualmente todo tipo
de sistemas em lattices e o seu estudo possui uma longa história que remonta
aos anos 60. Na verdade, um gás de subconjuntos de Zd, foi originalmente pro-
posto por Gallavotti e Miracle Solé [24] (como uma ferramenta para o estudo do
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modelo de Ising a baixa temperatura) e Gruber e Kunz [14], em que a analiti-
cidade da pressão de um gás a baixas densidades foi provada via métodos das
EKS. Este modelo também foi estudado usando-se os métodos IGA, em geral,
por Seiler [22] e Cammarota [13]. Em 1986, Kotecký e Preiss [45] propuseram
uma generalização deste modelo, em que os polı́meros considerados não eram
apenas subconjuntos de conjunto dado, e apresentaram uma prova para a con-
vergência da pressão que não era baseada nos métodos da Cluster Expansion
usuais, a saber, EKS e IGA. Eles também obtiveram um critério para estimar o
raio de convergência que melhoravam aqueles encontrados, até então, por meio
da CE. O critério de Kotecký-Preiss foi simplificado e sensivelmente melhorado
por Dobrushin [47,48] que o reduziu a um simples argumento indutivo. A beleza
da abordagem indutiva para o gás de polı́meros formulada por Dobrushin (a que
ele chamou, uma abordagem sem Cluster Expansion) foi então generalizada e popu-
larizada pelo trabalho de Sokal [3] que apresentou uma extensão do critério de
convergência para o gás de polı́meros abstratos para interações em pares que não
são do tipo hard-core repulsivas. Finalmente, a robustez da Cluster Expansion foi
recente revalidada em [43], em que os critérios de Dobrushin e Kotecký-Preiss fo-
ram melhorados por meio de IGA argumentos. Além disto, sempre usando como
ferramentas IGA’s, generalizações adicionais do critério de convergência para o
gás de polı́meros abstratos para interações em pares que não sejam hard-core e
repulsivas foram recentemente dadas em [6, 7, 49].

Voltando aos sistemas contı́nuos de partı́culas, como mencionado acima, to-
dos os resultados rigorosos a respeito da analiticidade na fase de baixa densi-
dade foram obtidos no Ensemble Grande Canônico. Muito recentemente, Pul-
virenti e Tsagkarogiannis [21] obtiveram uma prova da analiticidade da ener-
gia livre de um sistema de partı́culas contı́nuas no Ensemble Canônico. Na sua
demonstração, eles combinaram, dentro de método da Cluster Expansion, uma
expansão usual de Mayer com a teoria do gás de polı́meros abstratos. Neste traba-
lho, os autores usaram o critério de convergência para o gás de polı́meros abstra-
tos dados em [2] e [23]. No entanto, este não é o melhor critério encontrado na lite-
ratura. De fato, ele é inferior não apenas ao recente critério de Fernández-Procacci
[43], como também, ao critério de Kotecký-Preiss. Além disto, por razões técnicas,
em [21], os autores usaram condições de fronteira periódicas (ao contrário das
usuais, condições de fronteira livre), e, consequentemente, tiveram que impor
restrições adicionais sobre o potenciais em pares considerados, além da estabili-
dade e temperança usuais.

Em [51], revisitamos os cálculos no Ensemble Canônico, propostos por Pulvi-
renti e Tsagkarogiannis, porém, assumimos somente que as partı́culas interagem
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via um potencial em pares estável e temperado e estão sujeitas à condição de fron-
teira livre. Usando o critério de Fernández-Procacci para checar a convergência
da expansão em polı́meros, mostramos a analiticidade da energia livre a baixas
densidades no Ensemble Canônico e estabelecemos uma cota inferior para o raio
de convergência da série de virial que melhora a cota obtida em [21] e é, surpre-
endentemente, idêntica à cota inferior para o raio de convergência da série de
virial no Ensemble Grande Canônico estabelecido por Lebowitz e Penrose [30]
em 1964. Mostramos também que a energia livre de Helmholtz pode ser escrita
como uma série em potências da densidade, cujo coeficiente de ordem k coincide,
a menos de termos o(N)/N , com o coeficiente de virial de ordem k dividido por
k + 1, de acordo com sua expressão em termos de integrais de cluster conexos
originalmente dada por Mayer em 1942 [25]. Por fim, estabelecemos uma cota
superior para o coeficiente de virial de ordem k que sensivelmente melhora, no
mı́nimo a altas temperaturas, a cota obtida por Lebowitz e Penrose em [30].

Complementarmente, cabe ressaltar que em [16], Brydges e Federbush consi-
deraram apenas a classe de potenciais em pares absolutamente integráveis. Tal
classe não engloba a maioria dos potenciais fisicamente relevantes, tais como, o
potencial em pares hard-core e de Lennard-Jones (ambos não-integráveis, devido
a sua divergência à curtas distâncias). No entanto, um recente desenvolvimento
da identidade de Brydges-Federbush foi dado em [6,7], dentro do escopo da teo-
ria de gás de polı́meros abstratos. Tal abordagem foi utilizada em [7] para cons-
truir uma Cluster Expansion válida para polı́meros abstratos interagindo via um
potencial que não é puramente hard-core. Adicionalmente, os resultados con-
tidos em [6, 7] indicam fortemente que o domı́nio de aplicabilidade da igual-
dade grafo-árvore de Brydges-Federbush poderia ser estendido para considerar
também sistemas contı́nuos de partı́culas interagindo através de potenciais que
não são absolutamente integráveis.

Para tanto, em [52], utilizamos a identidade grafo-árvore de Brydges-Federbu-
sh sob a luz das generalizações obtidas em [6,7] e mostramos que esta pode utili-
zada para produzir cotas alternativas para importantes classes de potenciais em
pares que não foram consideradas no trabalho original de Brydges e Federbush.
Mais precisamente, a partir da identidade grafo-árvore de Brydges-Federbush,
derivamos novas desigualdades que aplicadas a classe de potenciais considera-
das por Penrose em 1967 (ou seja, potenciais hard-core a curtas distâncias com
cauda atrativa) nos levam, claramente, a melhores cotas quando confrontadas
aos resultados clássicos obtido por Penrose e Ruelle.

Além disto, nossas desigualdades também nos permitem implementar cotas
superiores para uma nova classe de potenciais que engloba o importante caso
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de potenciais do tipo Lennard-Jones. No entanto, neste caso, uma comparação
direta com os resultados clássicos é muito complicada e, em geral, depende do
modelo, uma vez que, deve-se ser capaz de calcular ou cotar as constantes de
estabilidade envolvidas nas estimativas para os potenciais considerados. Ape-
sar disto, esperamos que nossas cotas possam promover uma melhoria das cotas
clássicas mesmo para potenciais do tipo de Lennard-Jones e planejamos investi-
gar tais questões em um trabalho futuro.

Neste trabalho, descrevemos os resultados apresentados em [51] e [52]. De
maneira a tornar a exposição mais simples e organizada, estruturamos nosso
texto da seguinte forma:

No Capı́tulo 2, introduzimos o que foi, historicamente, a primeira aplicação
da Cluster Expansion, a saber, a expansão de Mayer para o logaritmo da função
de partição, no Ensemble Grande Canônico, de um sistema de partı́culas a baixa
densidade e alta temperatura (gás de partı́culas), conhecida como Série de Mayer.
Também, discutimos os problemas relacionados à convergência desta série formal
e como Lebowitz e Penrose estabeleceram indiretamente uma cota inferior para
o raio de convergência desta série através das Equações de Kirkwood-Salzburg.
Conforme mostramos, embora este método produza a melhor estimativa para o
raio de convergência da Série de Mayer encontrada na literatura, o mesmo de-
pende de complicadas manipulações, de modo que, sua adaptação a contextos
mais gerais se torna impraticável.

Os métodos práticos para se determinar a convergência da Série de Mayer são
apresentados no Capı́tulo 3 por meio das Identidades Grafo-Árvore de Penrose e
Brydges-Federbush, que nos permitem resolver diretamente os problemas com-
binatórios inerentes a esta série. Também estabelecemos, através da manipulação
da identidade grafo-árvore de Brydges-Federbush, algumas desigualdades ne-
cessárias para a demonstração de alguns de nossos resultados.

O Capı́tulo 4 foi dedicado a teoria do Gás de Polı́meros Abstratos, discussão
e comparação de seus principais critérios de convergência. Também aplicamos
tais critérios ao importante caso do gás de subconjuntos finitos não-sobrepostos
de um conjunto enumerável.

Finalmente, no Capı́tulo 5, enunciamos e provamos os principais resultados
em [51] e [52].

Para tornar este trabalho o mais auto-contido possı́vel, acrescentamos ao final,
um Apêndice em que explicamos rapidamente como o formalismo dos Ensem-
bles Gibbsianos unifica as descrições da Mecânica Estatı́stica e da Termodinâmica
para sistemas macroscópicos.
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Capı́tulo 2

Mecânica Estatı́stica de sistemas à
alta temperatura e baixa densidade:
O método das Cluster Expansions

Os modelos mais simples considerados pela Mecânica Estatı́stica são aque-
les em que os seus constituintes são, ou podem ser tratados como, entidades
não-interagintes. Apesar da sua importância intrı́nseca, tais modelos possuem
limitações quando aplicados a sistemas que realmente são encontrados na natu-
reza.

Assim, de maneira a obter um contato real entre teoria e experimento, deve-
mos levar em conta as interações entre as partı́culas que compõem o sistema. No
entanto, encontramos, na maioria dos casos, sérias dificuldades de análise. Estas
dificuldades são menos severas no caso de sistemas tais como gases à baixa den-
sidade para o qual, o correspondente sistema não-interaginte pode servir como
uma primeira aproximação (neste caso, a distância média entre as partı́culas é
grande o suficiente, de modo que, podemos desprezar a interação entre as mes-
mas). As expressões matemáticas para as várias quantidades fı́sicas pertencentes
a tal sistema podem ser escritas na forma de expansões em séries, cujos primeiros
termos descrevem os resultados do sistema ideal correspondente e os termos sub-
sequentes fornecem as correções advindas das interações entre as partı́culas dos
sistema real. Um método sistemático para realizar tais expansões, no caso de ga-
ses obedecendo às leis da Mecânica Clássica, foi desenvolvido por Mayer e seus
colaboradores [25, 27], a partir de 1937, e é conhecido como método das ”Cluster
Expansions”.

Sua generalização, aplica-se também a gases obedecendo às leis da Mecânica
Quântica, foi iniciada por Kanh e Uhlenbeck [11] e aperfeiçoada por Lee e Yang
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[31–35].

2.1 Notações sobre grafos

Começamos apresentando algumas definições sobre grafos que serão úteis
posteriormente. Seja V um conjunto finito, denotamos por |V |, o número de ele-
mentos de V . Também, denotaremos por P (V ), o conjunto das partes de V (isto é,
o conjunto de todos os subconjuntos de V ) e por P k(V ) = {U ⊂ V : |U | = k} (ou
seja, o conjunto de todos os subconjuntos de V com cardinalidade k). Em particu-
lar, quando V = {1, 2, · · · , n}, escrevemos resumidamente, P ({1, 2, · · · , n}) := Pn

e P k({1, 2, · · · , n}) := P k
n .

Definição 2.1. Um grafo é um par g = (Vg, Eg), onde Vg é um conjunto enumerável e
Eg ⊂ P 2(Vg). O conjunto Vg é chamado de conjunto de vértices de g e os elementos de Vg
são conhecidos como vértices do grafo g, enquanto Eg é chamado de conjunto de elos de g
e os seus elementos, são ditos elos do grafo g.

Dado um grafo g = (Vg, Eg), o conjunto Supp g = {x ∈ Vg : ∃e ∈ Eg com x ∈ e}
é chamado como suporte de g. Note que Supp g ⊂ Vg. Sejam g = (Vg, Eg) e
f = (Vf , Ef ) dois grafos, dizemos que f ⊂ g, se Vf ⊂ Vg e Ef ⊂ Eg.

Definição 2.2. Um grafo g = (Vg, Eg) é dito conexo se para cada par B,C de subcon-
juntos de Vg tais que B ∪ C = Vg e B ∩ C = ∅, existe e ∈ Eg tal que e ∩ B 6= ∅ e
e ∩ C 6= ∅. Se g é conexo, então Supp g = Vg.

Denotaremos por GV , o conjunto de todos os grafos com conjunto de vértices
em V e por GV , o conjunto de todos os grafos conexos com conjunto de vértices
V . Em particular, para V = {1, 2, · · · , n} escreveremos Gn = G{1,2,··· ,n} para repre-
sentar o conjunto de todos os grafos com conjunto de vértices {1, 2, · · · , n} e por
Gn = G{1,2,··· ,n}, o conjunto de todos os grafos conexos com conjunto de vértices
{1, 2, · · · , n}. Também escreveremos, resumidamente:

[n] = {1, 2, · · · , n}, (2.1)

En = {{i, j} ∈ P 2
n}, (2.2)

isto é, En é o conjunto de todos pares não-ordenados {i, j} no conjunto [n].

Definição 2.3. Um grafo conexo τ ∈ GV tal que |Eτ | = |V | − 1 e chamado de grafo
árvore.
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Denotaremos por TV , o conjunto de todas as árvores com conjunto de vértices
V . Note que TV ⊂ GV . O conjunto de todas as árvores no conjunto [n] será
denotado por Tn.

Definição 2.4. Sejam g = (Vg, Eg) um grafo e x ∈ Vg. O grau (ou número de incidência)
dx do vértice x em g é o número de elos e ∈ Eg tais que x ∈ e.

Observe que em uma árvore τ ∈ Tn, os números de incidência d1, d2, · · · , dn
dos vértices 1, 2, · · · , n satisfazem a identidade:

d1 + d2 + · · ·+ dn = 2n− 2, (2.3)

isto segue, imediatamente, do fato de que em uma árvore temos exatamente n−1

elos e cada elo contém dois vértices da árvore. Além disto, temos as seguintes
restrições para o número de incidência di de um vértice i em uma árvore τ

1 6 di 6 n− 1. (2.4)

O número de árvores em Tn pode ser explicitamente calculado usando as fórmulas
de Cayley. Tais fórmulas são apresentadas no seguinte Lema:

Lema 2.1. ∑
τ∈Tn

d1,d2,··· ,dn fixados

1 =
(n− 2)!∏n
i=1(di − 1)!

. (2.5)

Além disto,

|Tn| =
∑
τ∈Tn

1 = nn−2. (2.6)

Demonstração. Provaremos (2.5) por indução. Note que (2.5) é trivialmente verda-
deira para n = 2. Suponha, agora, que (2.5) é verdadeira para toda árvore com n

vértices e com quaisquer números de incidência d1, d2, · · · , dn e provaremos que
(2.5) também será válida para toda árvore com n + 1 vértices e com quaisquer
número de incidência d1, d2, · · · , dn, dn+1.

Tome uma árvore τ com n + 1 vértices e números de incidência nos vértices
fixados nos valores d1, d2, · · · , dn, dn+1. Tal árvore possui no mı́nimo dois vértices
com número de incidência iguais a 1. Sem perda de generalidade, iremos supor
que dn+1 = 1 (caso contrário, podemos sempre renomear os vértices de τ ). Agora,
se dn+1 = 1, então existe um elo em τ que liga o vértice n + 1 a algum vértice
j ∈ {1, 2, · · · , n}. Este vértice j possui seguramente dj > 2, isto é, há no mı́nimo
outro elo começando em j que termina em um outro vértice k ∈ {1, 2, · · · , n},
uma vez que τ é conexa. De modo que, podemos contar as árvores com n + 1
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vértices e números de incidência d1, d2, · · · , dn fixados com se segue.
Cada vez que fixamos o elo unindo n + 1 a algum vértice j ∈ {1, 2, · · · , n}, con-
tamos todas as árvores em {1, 2, · · · , n} com número de incidência fixados nos
valores d1, d2, · · · , dj−1, dj − 1, dj+1, · · · , dn, usando a hipótese de indução. A sa-
ber, ∑

τ∈Tn+1

d1,d2,··· ,dn+1 fixados

1 =

=
∑

j∈{1,2,··· ,n}:
dj>2

(n− 2)!

(d1 − 1)!(d2 − 1)! · · · (dj−1 − 1)!(dj − 2)!(dj+1 − 1)! · · · (dn − 1)!
=

=
∑

j∈{1,2,··· ,n}:
dj>2

(n− 2)!(dj − 1)

(d1 − 1)! · · · (dj−1 − 1)!(dj − 1)!(dj+1 − 1) · · · (dn − 1)!(dn+1 − 1)!
=

=
(n− 2)!∏n+1
i=1 (di − 1)!

n∑
j=1

(dj − 1),

onde acima reescrevemos,

1

(dj − 2)!
=

(dj − 1)

(dj − 1)!(dn+1 − 1)!
,

e usando o fato que dn+1 = 1 e daı́, (dn+1 − 1)! = 0! = 1. Agora, por (2.3), temos:

n∑
j=1

(dj − 1) =
n+1∑
j=1

(dj − 1) =
n+1∑
j=1

dj − (n+ 1) = 2(n+ 1)− 2− (n+ 1) = n− 1,

portanto, ∑
τ∈Tn

d1,d2,··· ,dn fixados

1 =
(n− 2)!∏n+1
i=1 (di − 1)!

(n− 1) =
(n− 1)!∏n+1
i=1 (di − 1)!

,

e (2.5) está provado. Agora, (2.6) segue diretamente de (2.5). De fato, usando
(2.3), (2.4) e (2.5), segue que:∑

τ∈Tn

1 =
∑

d1,d2,··· ,dn:16di6n−1
d1+d2+···+dn=2n−2

(n− 2)!∏n
i=1(di − 1)!

=
∑

s1,s2,··· ,sn:06si6n−2
s1+s2+···+sn=n−2

(n− 2)!∏n
i=1 si!

= nn−2,

onde na última igualdade acima, usamos o Multinômio de Newton.
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2.2 Cluster expansion para o gás clássico e a Série de

Mayer

Considere um gás monoatômico composto por n partı́culas idênticas, obede-
cendo às leis da Mecânica Clássica, confinadas em uma caixa Λ ⊂ R3, cujo volume
será denotado por |Λ|. O Hamiltoniano do sistema é dado por:

H(x1, · · · ,xn;p1, · · · ,pn) =
n∑
i=1

p2
i

2m
+ U(x1, · · · ,xn), (2.7)

onde pi representa o momento de i-ésima partı́cula e U(x1, · · · ,xn), a energia
potencial entre as partı́culas do sistema.

Assumiremos que as partı́culas interagem via um potencial em pares V (xi;xj) =

V (|xi− xj|) depende apenas da distância entre as partı́culas i e j, de modo que, a
energia potencial U do sistema pode ser escrita como:

U(x1, · · · ,xn) =
∑

16i<j6n

V (xi − xj). (2.8)

Admitimos, também, que o potencial em pares V (x) satisfaz as seguintes pro-
priedades:

• Estabilidade: Existe B > 0 tal que, para todo n ∈ N e todo (x1, · · · ,xn) ∈ R3n:∑
16i<j6n

V (xi − xj) > −Bn. (2.9)

• Temperança: Existem constantes δ > 0, A > 0 e r0 > 0 tais que:

|V (x)| 6 A

‖x‖3+δ
, ∀x ∈ R3 : ‖x‖ > r0. (2.10)

Observação 2.1. As condições de estabilidade e temperança de um potencial em pares V
implicam que:

C(β) =

∫
R3

∣∣e−βV (x) − 1
∣∣ dx < +∞, ∀β > 0. (2.11)

Demonstração. De fato, sejam r0, δ e A tomados como na definição (2.10).
Dado ε > 0, existe r∗β > r0, tal que:

β|V (x)| 6 βA

‖x‖3+δ
< ε; ∀x ∈ R3 : ‖x‖ > r∗β. (2.12)
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Deste modo, se ‖x‖ > r∗β , podemos representar e−βV (x) como:

e−βV (x) =
∞∑
n=0

(−1)nβn[V (x)]n

n!
. (2.13)

Logo, pela estimativa de erro para uma série alternada, temos:

|e−βV (x) − 1| 6 β|V (x)|, se ‖x‖ > r∗β. (2.14)

Assim, segue que:∫
R3\B(r∗β)

|e−βV (x) − 1|dx 6 β

∫
R3\B(r∗β)

A

‖x‖3+δ
dx = 4πAβ

∫ +∞

r∗β

1

r1+δ
dr < +∞,

(2.15)
onde B(r∗β) denota a bola aberta centrada na origem de raio r∗β .

Por outro lado, a condição de estabilidade (2.9), para n = 2, implica que:

V (x) > −2B. (2.16)

Portanto,∫
B(r∗β)

|e−βV (x) − 1|dx 6
∫
B(r∗β)

|e2βB − 1|dx = |e2βB − 1|V (B(r∗β)), (2.17)

onde V (B(r∗β)) denota o volume da bola B(r∗β).

Usando (2.15) e (2.17) na expressão de C(β), obtemos o resultado.

Com o precedente Hamiltoniano, a função de partição do sistema no forma-
lismo do Ensemble Grande Canônico é definida por:

Ξ(β,Λ, z) =
∞∑
n=0

zn

n!h3n

∫
dp1 · · ·

∫
dpn

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxne
−βH(x1,··· ,xn;p1,··· ,pn),

(2.18)
onde h é a constante de Planck e β = (kT )−1, com T representando a temperatura
do sistema e k, a constante de Boltzmann. O parâmetro z acima conhecido como
“fugacidade” do sistema.

Note que o termo h3n acima, foi escolhido de modo a tornar Ξ(β,Λ, z) uma
grandeza adimensional1.

1Veja Apêndice 1 para detalhes
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Agora, observe que podemos realizar, facilmente, as integrações com relação
aos momentos para reescrever a função de partição Ξ como:

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxne
−βU(x1,··· ,xn), (2.19)

onde:

λ = z

(
2πm

βh2

)3/2

.

A série em (2.19) é denominada função de partição “configuracional” do sistema
no Ensemble Grande Canônico e o parâmetro λ é chamado de “atividade confi-
guracional” do sistema (ou simplesmente, “atividade”).

A Termodinâmica do sistema é obtida através da função de partição, por meio
da seguinte relação:

βPΛ(β, λ) =
1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ),

onde PΛ representa a pressão do sistema a volume finito.

Mais especificamente, estamos interessados na existência do limite termodinâmico
da pressão 2, definido por:

lim
|Λ|→∞

βPΛ(β, λ) = lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ) ≡ βP (β, λ).

Pode-se mostrar que, se o potencial em pares V (x) é estável e temperado,
então o limite acima sempre existe e é finito [19].

Consequentemente, procuramos por uma expansão em série de potências em
λ para o logaritmo de Ξ(β,Λ, λ), válida para pequenos valores de λ e β, que cor-
responde à região em que o sistema possui baixa densidade e alta temperatura.
Tal expansão é sempre possı́vel, devido à estrutura de (2.19). De fato, como uma
série de potências em λ esta função possui a seguinte forma:

Ξ(β,Λ, λ) = 1 + c1λ+ c2λ
2 + c3λ

3 + · · · = 1 +O(λ).

Assim, ln(1 + O(λ)) pode ser expandido, novamente, em séries de potências
de λ. De fato, provaremos o seguinte teorema:

2Veja Apêndice 1 para detalhes
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Teorema 2.1. Seja Ξ(β,Λ, λ) definida como em (2.19), então:

1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ) =

∞∑
n=1

bn(β,Λ)λn, (2.20)

onde
bn(β,Λ) =

1

|Λ|
1

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn ΦT (x1, · · · ,xn), (2.21)

com

φT (x1, · · · ,xn) =


∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

]
, se n > 2

1 , se n = 1
, (2.22)

onde lembramos que Gn é o conjunto de todos os grafos conexos em {1, 2, · · · , n} e se
g ∈ Gn, então o seu conjunto de elos é denotado por Eg.

A série de potências do lado direito de (2.20) é conhecida como a série de
Mayer da pressão e os coeficientes bn(β,Λ) são chamados de coeficientes de or-
dem n de Mayer-Ursell (ou integral de cluster conexo de ordem n). Por enquanto,
a Série de Mayer é apenas uma série formal, uma vez que o teorema não nos diz
nada a respeito da convergência desta série.

Demonstração. Inicialmente, observamos que o tipo usual de potencial em pares
V (|x|) = V (r) apresenta a forma qualitativa mostrada na figura abaixo:

Figura 2.1: Potencial em pares V (r) e função de Mayer fij(r)

Note que V (r) é zero para grandes valores de r, decresce a valor mı́nimo ne-
gativo a uma distância r pequena, tipicamente da ordem 10−10 m, e então cresce
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rapidamente, conforme r decresce, atingindo valores positivos muito altos para
distâncias próximas de zero.

Deste modo, cada termo e−βV (r) aproxima-se da unidade para grandes valores
de r, para os quais V (r) é zero, de modo que, será conveniente definir a função:

fi,j(r) := e−βV (|xi−xj |) − 1 = e−βVi,j(r) − 1,

que se aproxima de zero, para grandes valores da distância r entre as partı́culas i
e j. Tal função é conhecida como função de Mayer e o seu comportamento quali-
tativo, correspondente ao potencial V (r), também é mostrado na figura 2.1.

Daı́, podemos escrever:

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn e
−β

∑
16i<j6n V (xi−xj) =

= 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

16i<j6n

e−βV (xi−xj) =

= 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

16i<j6n

[1 + fi,j(r)] . (2.23)

Agora, expandindo o produtório acima, obtemos:∏
16i<j6n

[1 + fi,j(r)] =

= 1 +
∑
i1<j1

fi1,j1(r) +
∑
i1<j1

∑
i2<j2

fi1,j1(r)fi2,j2(r) + · · ·+

+
∑
i1<j1

∑
i2<j2

· · ·
∑
ik<jk

k∏
s=1

fik,jk(r) + · · ·+
n−1∏
i=1

∏
1<j6n
j>i

fi,j(r). (2.24)

Um modo conveniente de enumerar todos os termos na expansão acima é
associar cada termo a um grafo (não necessariamente conexo) no conjunto [n],
definido da seguinte maneira:

O conjunto de vértices do grafo é representado por uma coleção de cı́rculos distin-
tos enumerados por 1, 2, · · · , n e adicionamos um elo, neste grafo, ligando o cı́rculo i ao
cı́rculo j se, e somente se, a função fi,j ocorre neste termo.
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Observe que qualquer termo em (2.24) pode ser representado por um grafo
desta forma e, reciprocamente, todo grafo com conjunto de vértices [n] corres-
ponde a exatamente um termo da soma (2.24).

Por exemplo, se n = 12, ao termo:{
f1,2(r)f1,4(r)f1,5(r)f2,5(r)f3,6(r)f6,8(r)f7,11(r)f9,11(r)f10,11(r)

}
, (2.25)

associamos o seguinte grafo:

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

Figura 2.2: O grafo g ∈ G12 associado a (2.25)

Deste modo, podemos escrever:∏
16i<j6n

[1 + fi,j(r)] =
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

fi,j(r), (2.26)

onde Gn é o conjunto de todos os grafos (conexos ou não) no conjunto {1, 2, · · · , n}.
Note que ao termo 1 da expansão, associamos o grafo vazio, ou seja, o grafo g tal
que Eg = ∅.

Qualquer grafo g ∈ Gn pode, em geral, ser decomposto em unidades meno-
res chamadas componentes conexas de g. Onde cada componente conexa é com-
posta por um subgrafo conexo g′ de g, ou seja, um grafo tal que g′ ⊂ g e cujos
vértices que estão direta ou indiretamente ligados, através de elos, a todos os ou-
tros vértices de g′. Por exemplo, na Figura 2.2, as componentes conexas do grafo
g estão representadas por vértices de mesma cor.

Isto sugere que podemos reorganizar a soma sobre os grafos g ∈ Gn em (2.26)
em termos de grafos conexos no conjunto [n].
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Para tanto, se 1 6 k 6 n, denotamos por {P1, P2, · · · , Pk}, uma partição do
conjunto [n]. Ou seja, para todo i, j ∈ {1, 2, · · · , k}, temos Pi 6= ∅, Pi ∩ Pj = ∅ e
∪ki=1Pi = [n]. Representaremos, também, por xPi , o conjunto de coordenadas xj

com j ∈ Pi e, por Πn, o conjunto de todas as partições do conjunto [n].

Agora, observe que cada grafo g ∈ Gn, induz naturalmente uma partição
{P1, P2, · · · , Pk} do conjunto {1, 2, · · · , n}, a saber, aquela determinada pelas com-
ponentes conexas do grafo g. Em contrapartida, fixada uma partição {P1, P2, · · · , Ps}
existem, em geral, diversos grafos g′ ∈ Gn cujas componentes conexas coincidem
com os átomos da partição dada. Por exemplo,

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

Figura 2.3: Exemplos de dois grafos em G12 cujas componentes conexas coin-
cidem com os átomos de uma partição do conjunto {1, 2, · · · , 12}. Novamente,
representamos os vértices pertencentes a uma mesma componente conexa pela
mesma cor.

Definindo, a relação de equivalência

g′ ∼ g ⇔ g′ e g induzem a mesma partição do conjunto {1, 2, · · · , n},

ou seja, g′ ∼ g se, e somente se, as componentes conexas de g′ e g denotadas,
respectivamente, por {g′1, g′2, · · · , g′k} e {g1, g2, · · · , gk} possuem o mesmo conjunto
de vértices, isto é:

Vg′1 = Vg1 ; Vg′2 = Vg2 ; · · · ; Vg′k = Vgk .

Denotando a classe de equivalência de um grafo g por:

ḡ = {g′ ∈ Gn : g′ ∼ g},
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segue que: ∑
g∈Gn

[...] =
∑

ḡ∈(Gn/∼)

∑
g′∈ḡ

[...],

onde (Gn/ ∼) representa o conjunto de todas as classes de equivalência.

Por outro lado, note que ao somar sobre todas as classes de equivalência da
relação (∼) estamos, na verdade, realizando uma soma sobre todas as possı́veis
partições do conjunto {1, 2, · · · , n}. Isto é,

∑
ḡ∈(Gn/∼)

[...] =
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

[...].

Além disto, observe que se {P1, P2, · · · , Pk} é a partição induzida pela classe
de equivalência ḡ, então fazer a soma sobre todos os grafos g′ ∈ Gn tais que g′ ∈ ḡ
é equivalente a somar sobre todos os grafos conexos gi com conjuntos de vértices
em Pi. Ou seja, ∑

g′∈ḡ

[...] =
∑

g1∈GP1

· · ·
∑

gk∈GPk

[...].

Consequentemente,

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

fi,j(r) =
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

∑
g′∈ḡ

∏
{i,j}∈Eg′

fi,j(r) =

=
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn


 ∑
g1∈GP1

∏
{i1,j1}∈Eg1

fi1,j1(r)

 · · ·
 ∑
gk∈GPk

∏
{ik,jk}∈Egk

fik,jk(r)

 =

=
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

k∏
j=1

φT (xPj).

Logo: ∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

fi,j(r) =
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}

k∏
j=1

φT (xPj),

onde

φT (xPj) =


∑

g∈GPj

∏
{i,j}∈Eg

fi,j(r) , se |Pj| > 2

1 , se |Pj| = 1
,

observe que, agora,
∑

g∈GPj
corre sobre todos os grafos conexos no conjunto Pj .

Assim,

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

n∏
j=1

φT (xPj).
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Note que cada termo φT (xPj) depende apenas do conjunto de coordenadas
xi com i ∈ Pj e uma vez que {P1, P2, · · · , Pk} forma uma partição do conjunto
{1, 2, · · · , n}, podemos escrever:∫

Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn =

∫
Λ|P1|

dxP1 · · ·
∫

Λ|Pk|
dxPk ,

onde denotamos por dxPj =
∏

i∈Pj dxi. Daı́,

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

k∏
j=1

∫
Λ|Pj |

φT (xPj) dxPj .

Observe que o fator∫
Λ|Pj |

φT (xPj) dxPj =

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dx|Pj | φ
T (x1, · · · ,x|Pj |),

depende apenas de |Pj| e não mais de xi (uma vez que as coordenadas espaciais
foram integradas) e nem mesmo do conjunto Pj , pois i ∈ Pj é apenas um ı́ndice
atribuı́do a uma variável muda. Isto é,

∫
Λ|Pj |

φT (xPj) dxPj =

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dx|Pj | φ
T (x1, · · · ,x|Pj |) = ϕ(|Pj|),

onde os números |Pj| são inteiros não-negativos submetidos à condição
∑n

j=1 |Pj| = n.
Portanto, temos:

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

k∏
j=1

ϕ(|Pj|).

Agora, note que:

∑
{P1,P2,··· ,Pk}∈Πn

k∏
j=1

ϕ(|Pj|) =
1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

∑
{P1,P2,··· ,Pk} :

|P1|=m1,··· ,|Pk|=mk

k∏
j=1

ϕ(mj) =

=
1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

k∏
j=1

ϕ(mj)
∑

{P1,P2,··· ,Pk} :
|P1|=m1,··· ,|Pk|=mk

1 =

=
1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

k∏
j=1

ϕ(mj)

(
n!

m1! · · ·mk!

)
.

Uma vez que ∑
{P1,P2,··· ,Pk} :

|P1|=m1,··· ,|Pk|=mk

1 =
n!

m1! · · ·mk!
,
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ou seja, n!/(m1! · · ·mk!) é o número de partições do conjunto {1, 2, · · · , n} con-
tendo k átomos P1, P2, · · · , Pk tais que os números |P1|, |P2|, · · · , |Pk| estão fixados
nos valores m1,m2, · · · ,mk, respectivamente.

Também dividimos por k!, pois a mesma partição {P1, P2, · · · , Pk} aparece
exatamente k! vezes na soma: ∑

m1,m2,··· ,mk : mi>1
m1+···+mk=n

∑
{P1,P2,··· ,Pk} :

|P1|=m1,··· ,|Pk|=mk

.

Daı́, podemos escrever:

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
n=1

λn

n!

n∑
k=1

1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

n!

m1! · · ·mk!

k∏
j=1

ϕ(mj) =

= 1 +
∞∑
n=1

λn
n∑
k=1

1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

1

m1! · · ·mk!

k∏
j=1

ϕ(mj) =

= 1 +
∞∑
n=1

n∑
k=1

1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

k∏
j=1

ϕ(mj)

mj!
λmj =

= 1 +
∞∑
k=1

∞∑
n=k

1

k!

∑
m1,m2,··· ,mk : mi>1

m1+···+mk=n

k∏
j=1

ϕ(mj)

mj!
λmj =

= 1 +
∞∑
k=1

1

k!

k∏
j=1

 ∞∑
mj=1

ϕ(mj)

mj!
λmj

 = 1 +
∞∑
k=1

1

k!

[
∞∑
m=1

ϕ(m)

m!
λm

]k
.

Logo,

Ξ(β,Λ, λ) = 1 +
∞∑
k=1

1

k!

[
∞∑
n=1

λm

m!
ϕ(m)

]k
= exp

{[
∞∑
n=1

λn

n!
ϕ(n)

]}
.

E finalmente,

ln Ξ(β,Λ, λ) =
∞∑
n=1

λn

n!
ϕ(n) =

∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxnφ
T (x1, · · · ,xn) =

=
∞∑
n=1

λn

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

fi,j(r)

 ,

que conclui a prova do teorema.
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Observação 2.2. O coeficiente de ordem n de Mayer-Ursell, bn(β,Λ), definido por:

bn(β,Λ) =
1

|Λ|
1

n!

∑
g∈Gn

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eg

f(|xi − xj|). (2.27)

É uma grandeza adimensional e no limite, quando |Λ| → ∞, se aproxima de um valor
finito, b∗n(β), que é um número independente do tamanho de Λ. Ou seja,

lim
|Λ|→∞

bn(β,Λ) := b∗n(β). (2.28)

Demonstração. De fato, fixados um grafo g ∈ Gn e uma das n partı́culas, na
posição x1, digamos, realizamos a integração sobre as n − 1 partı́culas remanes-
centes, para determinar:∫

Λ

dx2 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eg

f(|xi − xj|). (2.29)

Se o potencial em pares V é temperado, a maior contribuição para o termo
(2.29) provém de configurações em que as n partı́culas se encontram mais próximas
umas das outras 3.

Finalmente, integramos sobre a coordenada x1 que foi mantida fixada e obte-
mos um fator |Λ|, que cancela-se com |Λ| no denominador de (2.27).

Deste modo, a dependência do coeficiente bn(β,Λ) relação ao tamanho da
caixa nada mais é que um mero “efeito de superfı́cie”, efeito que desaparece
quando |Λ| → ∞, resultando em um número independente do volume b∗n(β).

Observação 2.3. Pelo Teorema 2.1 e pela Observação 2.2, temos que:

βP (β, λ) = lim
|Λ|→∞

βPΛ(β, λ) = lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ) =

∞∑
n=1

b∗n(β)λn, (2.30)

e

ρ = lim
|Λ|→∞

(
λ

|Λ|
∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ)

)
=
∞∑
n=1

nb∗n(β)λn. (2.31)

As expansões formais (2.30) e (2.31) constituem as famosas cluster expansions no
formalismo de Mayer-Ursell. Eliminando a atividade λ entre estas equações, obtemos a
equação de estado dos sistema.

A cluster expansion de Mayer-Ursell foi, historicamente, a primeira representação
gráfica de uma série perturbativa. Grafos tornaram-se ferramentas indispensáveis em
problemas envolvendo muitos corpos e em teoria quântica de campos, em que o análogo de
(2.30), conhecido como linked cluster theorem, possui uma importância fundamental.
Em termos muito gerais, ele afirma que a soma de todos os grafos (conexos ou não) é a
exponencial da soma de todos os grafos conexos.

3Daı́, o adjetivo cluster, ou em português, aglomerado
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2.2.1 O problema combinatório

A convergência da série de Mayer para ln Ξ esconde um severo problema com-
binatório. Para compreender tal problema, vamos tentar obter uma cota superior
para o n-ésimo coeficiente da série de Mayer por dado por:

bn(β,Λ) =
1

|Λ|
1

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

] .

A maneira mais simples para limitar |bn(β,Λ)| é a seguinte:

|bn(β,Λ)| 6 1

|Λ|
1

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

]∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

|Λ|
1

n!

∑
g∈Gn

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eg

∣∣e−βV (xi−xj) − 1
∣∣ .

Observe que se V é estável, então temos:

V (xi − xj) > −2B,

que é, simplesmente, a condição de estabilidade, U(x1, · · · ,xn) > −Bn, para o
caso n = 2. Deste modo, o fator,∣∣e−βV (xi−xj) − 1

∣∣ 6 max{1, e2Bβ − 1} = 1, (2.32)

para β suficientemente pequeno (alta temperatura).

Note que qualquer grafo conexo g, pertencente ao conjunto [n], contém no
mı́nimo uma árvore τ . Assim, para cada g, podemos escolher uma árvore τ(g) tal
que τ(g) ⊂ g, de acordo com o seguinte procedimento:

Se g ∈ Gn com |Eg| = n − 1, tomamos τ(g) = g. No entanto, se |Eg| > n − 1,
fixamos um vértice qualquer i0 de g e denotamos por D(i0)

g (v) a distância em elos,
no grafo g, do vértice v ao vértice fixado i0. Uma vez que, g é um grafo conexo,
D(i0)
g (v) é bem definida para todo v ∈ Vg.

Agora, excluı́mos todos os elos {u, v} ∈ Eg, com D(i0)
g (u) = D(i0)

g (v).

Desta forma, obtemos um novo grafo g′ ⊂ g, que afirmamos ser conexo. De
fato, pela conexidade de g, para todo i ∈ Vg′ , existe pelo menos um v(i) ∈ Vg′ com
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D(i0)
g′ (v(i)) = D(i0)

g′ (i)− 1 tal que {i, v(i)} ∈ Eg′ .

Assim, indutivamente, podemos encontrar pelo menos uma sequência de vértices
v

(i)
0 , v

(i)
1 , · · · , v(i)

m , tais que os elos:

{i = v
(i)
0 , v

(i)
1 }; {v

(i)
1 , v

(i)
2 }; · · · ; {v(i)

m−1, v
(i)
m = i0},

ligam o vértice i dado ao vértice fixado i0 em g′.
Portanto, se i e j são vértices quaisquer de g′, consideramos a sequência (uk)

definida por:

uk =

{
v

(i)
k , se k 6 m

v
(j)
n−(k−m)+1 , se m < k 6 m+ n+ 1

.

De maneira que, a sequência de elos:

{i = u0 = v
(i)
0 , u1 = v

(i)
1 } , · · · , {um−1 = v

(i)
m−1 , um = v(i)

m = i0} ,

{um+1 = v(j)
n = i0 , um+2 = v

(j)
n−1} , · · · , {um+n = v

(j)
1 , um+n+1 = v

(j)
0 = j},

una os vértices i e j em g′. Logo, g′ é um grafo conexo.

Se |Eg′ | = n − 1, definimos τ(g) = g′. Caso contrário, existe pelo menos um k

tal que o conjunto

E
(k)
g′ = {v ∈ Vg′ : {v, k} ∈ Eg′ com D(i0)

g′ (v) = D(i0)
g′ (k)− 1},

possua cardinalidade |E(k)
g′ | > 2.

Para este k, tomamos v(k)
∗ := min

v∈E(k)

g′
v, e deletamos todos os elos da forma

{v, k} ∈ Eg′ com v ∈ E(k)
g′ e v 6= v

(k)
∗ .

Deste modo, criamos um novo grafo g′′ ⊂ g′, conexo por construção.

Se |Eg′′ | = n− 1, tomamos τ(g) = g′′. Do contrário, iteramos o passo anterior,
gerando uma sequência decrescente de grafos conexos

g′′ ⊃ g′′′ ⊃ g(4) ⊃ · · · ⊃ g(s),

e definimos τ(g) = g(s), quando |Eg(s)| = n− 1.
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Daı́, escolhida a árvore τ(g) ⊂ g, por (2.32), temos:∏
{i,j}∈Eg

∣∣e−βV (xi−xj) − 1
∣∣ 6 ∏

{i,j}∈Eτ(g)

∣∣e−βV (xi−xj) − 1
∣∣ .

Agora, considere a integral:∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eτ(g)

∣∣e−βV (xi−xj) − 1
∣∣ ,

sem perda de generalidade, podemos supor que, Eτ(g) = {i1, j1}, · · · , {in−1, jn−1},
de modo que: ∫

Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eτ(g)

∣∣e−βV (xi−xj) − 1
∣∣ =

=

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

n−1∏
k=1

∣∣e−βV (xik−xjk ) − 1
∣∣ ,

e definindo a mudança de coordenadas:

yk = xik − xjk , para todo k = 1, 2, · · · , n− 1,

y1 = x1,

segue que: ∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

n−1∏
k=1

∣∣e−βV (xik−xjk ) − 1
∣∣ 6

6
∫

Λ

dx1

∫
R3

dy1 · · ·
∫
R3

dyn−1

n−1∏
k=1

∣∣e−βV (yk) − 1
∣∣ =

= |Λ|
[∫

R3

∣∣e−βV (y) − 1
∣∣]n−1

,

onde |Λ| é o volume da caixa Λ.

Pela Observação 2.1, se V é um potencial em pares estável e temperado, temos:∫
R3

∣∣e−βV (x) − 1
∣∣ dx = C(β) < +∞.

Portanto,

|bn(β,Λ)| 6 [C(β)]n−1

n!

∑
g∈Gn

1 =
[C(β)]n−1

n!
Cn,

onde Cn é o número de grafos conexos no conjunto [n]
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Deste modo, obtemos:

|βPΛ(β, λ)| 6
∞∑
n=1

|bn(β, λ)| |λ|n 6
∞∑
n=1

[C(β)]n

n!
Cn|λ|n.

Consequentemente, se conseguı́ssemos encontrar uma boa cota para Cn, isto
é, uma cota do tipo n!Mn ondeM é uma constante, mostrarı́amos que a pressão
do sistema a volume infinito é analı́tica na região:

|λ|C(β)M < 1,

com a restrição (2.32) sobre β.
Infelizmente, não é possı́vel obter uma cota superior deste tipo pois Cn satisfaz

a seguinte desigualdade:

Proposição 2.1. Para todo n > 2,

Cn > 2
(n−1)(n−2)

2 .

Demonstração. Primeiramente, observe que o número de grafos, conexos ou não-
conexos, denotado por Cn, no conjunto {1, 2, · · · , n} é dado por:

Cn =
∑
g∈G

1 = 2
1
2
n(n−1).

De fato, podemos construir uma correspondência um-a-um entre o conjunto
dos grafos em Gn e o conjunto Ωn de sequência {σi,j}{i,j}∈P 2

n
com σ{i,j} = {0, 1}

seguindo a seguinte regra:

σ{i,j} =

{
1 , se {i, j} ∈ g
0 , se {i, j} /∈ g

.

Daı́, um grafo g ∈ Gn pode ser visto como uma sequência ordenada de n(n− 1)/2

números que podem ser escolhidos como 0 ou 1. Deste modo, o número total de
grafos é igual ao número de tais sequências que é claramente 2n(n−1)/2.

Agora, é fácil obter uma cota inferior para Cn = |Gn|. Considere o subconjunto
Ω̃n ⊂ Ωn formado pelas sequências {σ{i,j}}{i,j}∈P 2

n
tais que:

σ{1,2} = 1, σ{2,3} = 1, · · · , σ{n−1,n} = 1,

isto é, Ω̃n é composto pelas sequências em que os primeiros n−1 elos são fixados,
enquanto os n(n− 1)/2− (n− 1) = (n− 1)(n− 2)/2 restantes são arbitrários.

Claramente, qualquer grafo correspondente a uma sequência em Ω̃ é conexo
por construção, pois o mesmo conterá a árvore τ = {1, 2}, {2, 3}, · · · , {n− 1, n} e
|Ω̃n| = (n− 1)(n− 2)/2. Logo,

Cn > 2(n−1)(n−2)/2.
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A cota acima mostra que não podemos controlar a convergência absoluta da
série de Mayer se não explorarmos cuidadosamente os cancelamentos que ocor-
rem no fator: ∣∣∣∣∣∣

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

]∣∣∣∣∣∣ .
Na próxima seção, mostraremos como este problema combinatório foi resol-

vido, indiretamente, através das Equações de Kirkwood-Salzburg.
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2.3 Convergência da Séries de Mayer: Método indi-

reto

2.3.1 Equações de Kirkwood-Salzburg

O primeiro método para resolver o problema combinatório inerente à con-
vergência da série de Mayer é baseado em uma técnica indireta. Em tal abor-
dagem, definimos uma classe infinita de funções de sistemas, chamadas funções
de correlação, e mostramos que elas podem ser expressas via uma expansão abso-
lutamente convergente cujo o raio de convergência é menor ou igual ao raio de
convergência da série de Mayer.

Para tanto, usamos o fato de que a energia potencial de um sistema con-
tendo n partı́culas, U(x1,x2, · · · ,xn), é descrita através de um potencial em pares
V (xi−xj) e que pode ser decomposta na soma da interação de uma das partı́culas
com todas as restantes W (x1;x2, · · · ,xn) =

∑n
j=2 V (x1−xj) com a energia poten-

cial U(x2, · · · ,xn) entre as demais n − 1 partı́culas e aplicamos um argumento
indutivo sobre o número de partı́culas do sistema.

Consideramos um sistema de partı́culas dentro de uma caixa Λ e interagindo
via um potencial em pares V estável e temperado. Para n > 1, definimos as
funções de correlações do sistema da seguinte forma:

ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ) :=
1

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λn+m

m!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dyme
−βU(x1,··· ,xn,y1,··· ,ym),

(2.33)
onde usamos a convenção que:

U(x1) = 0, (2.34)

e para n = 0

ρ0(∅;λ) = 1. (2.35)

Podemos interpretar os números ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ) como a densidade de
probabilidade de encontrar no sistema n partı́culas nas posições x1, · · · ,xn inde-
pendentemente de onde estão localizadas as partı́culas y1, · · · ,ym.

É importante salientar que as funções ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ), por construção,
são simétricas pela permutação das posições x1,x2, · · · ,xn, ou seja, se:

σ : {1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n},

i 7→ σ(i),
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é uma função bijetiva, então:

ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ) = ρn(xσ(1),xσ(2), · · · ,xσ(n);λ). (2.36)

Observe também que, devido a estabilidade da energia potencial, o numera-
dor e denominador de (2.33) são funções analı́ticas de λ em todo C. Consequen-
temente, ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ) é uma função meromorfa de λ, ou seja, analı́tica
em todo plano complexo, exceto nos zeros da função de partição Ξ(β,Λ, λ). E
portanto, ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ) possui um raio de convergência no mı́nimo igual a
menor distância da origem a uma das raı́zes de Ξ(β,Λ, λ). Por outro lado, usando
a Regra de Cadeia, temos:

∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ) =

1

Ξ(β,Λ, λ)

∂

∂λ
Ξ(β,Λ, λ). (2.37)

Considere agora a função de correlação em um ponto ρ1(x1;λ) dada por:

ρ1(x1;λ) =
1

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λ1+m

m!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dyme
−βU(x1,y1,··· ,ym). (2.38)

Daı́, podemos escrever:∫
Λ

ρ1(x1;λ)dx1 =
λ

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λm

m!

∫
Λ

dx1

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dyme
−βU(x1,y1,··· ,ym).

(2.39)
Usando a definição de Ξ(β,Λ, λ), segue que:

∂

∂λ
Ξ(β,Λ, λ) =

∞∑
n=0

λn

n!

∫
Λ

dx1

∫
Λ

dx2 · · ·
∫

Λ

dxn+1e
−βU(x1,x2,··· ,xn+1).

Substituindo (2.37) na equação (2.39), temos:∫
Λ

ρ1(x1;λ)dx1 = λ
∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ). (2.40)

Em contrapartida, note que:

1

|Λ|

∫
Λ

ρ1(x1;λ)dx1 =
λ

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

cm(β,Λ)λm,
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onde:
cm(β,Λ) =

1

|Λ|
1

m!

∫
Λ

dx1

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

e−βU(x1;y1,··· ,ym).

Agora, pela Observação 2.2, temos:

cm(β,Λ) = bm+1(β,Λ),

onde bm+1(β,Λ) são números finitos independentes do tamanho de Λ e tais que:

lim
|Λ|→∞

cm(β,Λ) = lim
|Λ|→∞

bm+1(β,Λ) = b∗m+1(β).

Assim, garantimos a existência do limite:

lim
|Λ|→∞

1

|Λ|

∫
Λ

ρ1(x1;λ)dx1 =
λ

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

b∗m+1(β)λm.

Logo, o limite termodinâmico da pressão no Ensemble Grande Canônico pode
ser representado por:

lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ) =

∫ λ

0

ξ−1

(
lim
|Λ|→∞

1

|Λ|

∫
Λ

ρ1(x1; ξ)dx1

)
dξ. (2.41)

Uma vez que, a função ρ1(x1;λ) é meromorfa, o lado direito da equação (2.41)
também o é, possuindo o mesmo raio de convergência de ρ1(x1;λ).

Portanto, estimando o raio de convergência da expansão de ρ1(x1;λ) em potências
de λ, obteremos uma cota inferior para o raio de convergência de

lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ).

Para tanto, escrevemos a expansão em série de potências de ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ)

como:

ρn(x1,x2, · · · ,xn;λ) =
∞∑
l=0

ρn,l(x1,x2, · · · ,xn)λn+l. (2.42)

Note que pela convenção (2.35), temos:

1 = ρ0(∅;λ) =
∞∑
l=0

ρ0,l(x1,x2, · · · ,xn)λl, (2.43)
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cuja solução é:

ρ0,l(x1,x2, · · · ,xn) = δ0,l, (2.44)

onde δi,j é o delta de Kronecker.

Agora, observe que:∫
Λ

ρ1(x1;λ)dx1 = λ

∞∑
l=0

[∫
Λ

ρ1,l(x1)dx1

]
λl. (2.45)

Através da expansão em série de Mayer para ln Ξ(β,Λ, λ), segue que:

∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ) =

∞∑
l=0

λl

l!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxl+1ΦT (x1, · · · ,xl+1). (2.46)

Usando as equações (2.40), (2.45) e (2.46), temos:∫
Λ

ρ1,l−1(x1)dx1 =
l

l!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxlΦ
T (x1, · · · ,xl) (l > 1). (2.47)

Pode-se agora calcular facilmente o primeiro termo na expansão (2.42) pela
divisão em (2.33). De fato, uma vez que Ξ(β,Λ, λ) = 1 +O(λ), segue que também
Ξ−1(β,Λ, λ) = 1 +O(λ) e portanto o primeiro termo em (2.33) é o primeiro termo
que aparece no numerador. Logo,

ρn,0(x1, · · · ,xn) = e−βU(x1,··· ,xn). (2.48)

Podemos encontrar relações de recorrência para os coeficientes de ordem maior
ρn,l(x1, · · · ,xn), l > 1. Para tal fim, observe que podemos decompor a energia po-
tencial U(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,ym) como:

U(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,ym) = W (x1;x2, · · · ,xn)+
m∑
j=1

V (x1−yj)+U(x2, · · · ,xn,y1, · · · ,ym),

(2.49)
onde:

W (x1;x2, · · · ,xn) =
n∑
i=2

V (x1 − xi).
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Substituindo (2.49) em (2.33), temos:

ρn(x1, · · · ,xn;λ) =

λe−βW (x1;x2,··· ,xn)

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λn−1+m

m!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dyme
−β[

∑m
j=1 V (x1−yj)+U(x2,··· ,xn,y1,··· ,ym)] =

λe−βW (x1;x2,··· ,xn)

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λn−1+m

m!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dym

m∏
j=1

[(
e−βV (x1−yj) − 1

)
+ 1
]
e−βU(x2,··· ,xn,y1,··· ,ym).

(2.50)

Expandindo o produtório
∏m

j=1

[(
e−βV (x1−yj) − 1

)
+ 1
]
, temos:

m∏
j=1

[(
e−βV (x1−yj) − 1

)
+ 1
]

=

1+
m∑
j1=1

[
e−βV (x1−yj1

) − 1
]
+

∑
j1, j2

16j1<j26m

[
e−βV (x1−yj1

) − 1
] [
e−βV (x1−yj2

) − 1
]
+· · ·+

m∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

]
=

=
m∑
s=0

∑
j1,··· , js

16j1<j2<···<js6m

s∏
k=1

[
e−βV (x1−yjk

) − 1
]
. (2.51)

Substituindo (2.51) na equação (2.50), obtemos:

ρn(x1, · · · ,xn;λ) =

=
λe−βW (x1;x2,··· ,xn)

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λn−1+m

m!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dym

m∑
s=0

∑
j1,··· , js

16j1<j2<···<js6m

s∏
k=1

[
e−βV (x1−yjk

) − 1
]
e−βU(x2,··· ,xn,y1,··· ,ym).

Note que acima o termo com s = 0 corresponde a 1. Dado que as variáveis y

possuem ı́ndices mudos, para qualquer termo da soma acima sobre os ı́ndices
j1, · · · , js, podemos renomear as variáveis y1, · · · ,ym de maneira que:

yj1 = y1, · · · ,yjs = ys,

e observando que ∑
j1,··· ,js

16j1<j2<···<js6m

1 =
m!

s!(m− s)!
,

e o fato que U(z1, · · · , zp) é simétrico sobre permutações de suas variáveis, obte-
mos:

ρn(x1, · · · ,xn;λ) =
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=
λe−βW (x1;x2,··· ,xn)

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
m=0

λn−1+m

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dym

m∑
s=0

1

s!(m− s)!

s∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

]
e−βU(x2,··· ,xn,y1,··· ,ym).

Podemos permutar a soma sobre m e s, notando que

∞∑
m=0

m∑
s=0

· · · =
∞∑
s=0

∞∑
m=s

· · · ,

fazendo t = m− s e a renomeação apropriada das variáveis mudas y, temos:

ρn(x1, · · · ,xn;λ) =

λe−βW (x1;x2,··· ,xn)

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
s=0

1

s!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dys

s∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

] ∞∑
t=0

λn−1+s+t

t!
ϕt(x2, · · · , xn, y1, · · · , ys),

onde

ϕt(x2, · · · , xn, y1, · · · , ys) =

∫
Λ

dy′1 · · ·
∫

Λ

dy′t e
−βU(x2,··· ,xn,y1,··· ,ys,y′1,··· ,y′t),

ou seja,

ρn(x1, · · · ,xn;λ) =

λe−βW (x1;x2,··· ,xn)

∞∑
s=0

1

s!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dys

s∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

]
ρn−1+s(x2, · · · ,xn,y1, · · · ,ys;λ).

(2.52)

A equação acima é conhecida como a Equação de Kirkwood-Salzburg. Subs-
tituindo (2.42) em (2.52), temos:

∞∑
k=0

ρn,k(x1, · · · ,xn)λk =

e−βW (x1;x2,··· ,xn)

∞∑
s=0

1

s!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dys

s∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

] ∞∑
r=0

ρn−1+s,r(x2, · · · ,xn,y1, · · · ,ys)λ
s+r,

e igualando os coeficientes com a mesma potência de λ, obtemos:

ρn,k(x1, · · · ,xn) =

e−βW (x1;x2,··· ,xn)

k∑
s=0

1

s!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dys

s∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

]
ρn−1+s,k−s(x2, · · · ,xn,y1, · · · ,ys).

(2.53)
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Tal equação é válida para n > 1 e k > 0. No caso particular em que n = 0, pela
convenção (2.44), a equação acima é trivialmente verdadeira. Note que quando
n = 1, a fórmula (2.53) degenera-se em:

ρ1,k(x1) =
k∑
s=0

1

s!

∫
Λ

dy1 · · ·
∫

Λ

dys

s∏
j=1

[
e−βV (x1−yj) − 1

]
ρs,k−s(∅,y1, · · · ,ys). (2.54)

Assim, de maneira a estimar o raio de convergência das funções de correlação
ρn(x1, · · · ,xn;λ), e consequentemente o de ln(ΞΛ(β,Λ, λ)), temos que calcular co-
tas superiores efetivas para os coeficientes da expansão (2.53).

Para tanto, observe que dado um par de ı́ndices (n, k), seja l = n+k, a equação
(2.53) nos diz que ρn,k é uma função dos ρi,j tais que i + j = l − 1. Portanto, é
natural procurar por uma cota sobre ρn,k através de indução sobre n+ k. A saber,
procuramos uma cota superior da forma:

|ρn,l−n(x1, · · · ,xn)| 6 Kn,l−n (n = 1, 2, · · · , l), (2.55)

e faremos a indução sobre o inteiro l. Primeiramente, note que, por (2.44), pode-
mos impor:

K0,l = δ0,l. (2.56)

Adicionalmente, por (2.48) e (2.34), temos:

K1,0 = 1. (2.57)

Agora, para l > 1, procederemos por indução em l. Assuma que (2.55) é
verdadeira para todo l 6 M − 1, onde M − 1 é qualquer inteiro positivo, então
por (2.53), temos:

|ρn,M−n(x1, · · · ,xn)| 6 e−βW (x1;x2,··· ,xn)

M−n∑
s=0

1

s!
[C(β)]sKn−1+s,M−n−s, (2.58)

onde
C(β) =

∫
Rd

∣∣e−βV (x) − 1
∣∣ dx. (2.59)

Para cotar o fator e−βW (x1;x2,··· ,xn) em (2.58), faremos uso da simetria da função
ρn,M−n(x1, · · · ,xn) sobre a permutação de x1, · · · ,xn.

38



Sejam i ∈ {1, 2, · · · , n} e σ1�i, a permutação em {1, 2, · · · , n}, tal que
σ1�i(1) = i, σ1�i(i) = 1 e σ1�i(k) = k para todo k 6= 1, isto é, σ1�i apenas troca i
com 1. Então, por estabilidade, para no mı́nimo um j ∈ {1, 2, · · · , n}, teremos:

W (xσ1�j(1);xσ1�j(2), · · · ,xσ1�j(n)) > −2B. (2.60)

De fato,

n∑
i=1

W (xσ1�i(1);xσ1�i(2), · · · ,xσ1�i(n)) = 2U(x1, · · · ,xn) > −2nB,

e isto implica imediatamente (2.60) para no mı́nimo um j. Deste modo, esco-
lhendo a permutação σ1�j que satisfaz (2.60), temos:

|ρn,M−n(x1, · · · ,xn)| = |ρn,M−n(xσ1�j(1);xσ1�j(2), · · · ,xσ1�j(n))| 6 e2βB

M−n∑
s=0

1

s!
[C(β)]sKn−1+s,M−n−s.

Portanto, (2.55) também vale para l = M desde que:

Kn,M−n > e2βB

M−n∑
s=0

1

s!
[C(β)]sKn−1+s,M−n−s. (2.61)

Logo, provamos por indução que (2.55) vale para todo l > 1, se Kn,l−n satisfaz
(2.57) e (2.61) para todos valores não-negativos de n e l, e também para l = 0

aplicando a convenção (2.56).

Para determinar o melhor valor de Kn,l−n, devemos resolver o conjunto de
equações:

Kn,M−n = e2βB

M−n∑
s=0

1

s!
[C(β)]sKn−1+s,M−n−s, (2.62)

com

K0,l = δ0,l, (2.63)

e
K1,0 = 1. (2.64)

Tais equações são recursivas. A saber, os coeficientes Kn,M−n são funções dos
coeficientes Kj−1,M−j (j = 1, 2, · · · ,M − 1) de modo que (2.62), (2.63) e (2.64)
determinam todos os coeficientes Kn,M−n.
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Nestas condições, a única solução de (2.62) é dada por:

Kn,l = e2βB(n+l−1)n(n+ l)l−1 [C(β)]l

l!
. (2.65)

De fato, pela expressão (2.65), temos:

Kn−1+s,l−s = e2βB(n+l−2)(n− 1 + s)(n+ l − 1)l−s−1 [C(β)]l−s

(l − s)!
,

e segue que:

Kn,l = e2βB

l∑
s=0

1

s!
[C(β)]sKn−1+s,l−s =

= e2βB

l∑
s=0

1

s!
[C(β)]s e2βB(n+l−2)(n− 1 + s)(n+ l − 1)l−s−1 [C(β)]l−s

(l − s)!
=

= e2βB(n+l−1)(n+ l − 1)l−1 [C(β)]l

l!

l∑
s=0

(
l

s

)
(n− 1 + s)

(n+ l − 1)s
=

= e2βB(n+l−1)(n+ l − 1)l−1 [C(β)]l

l!

[
l∑

s=0

(
l

s

)
(n− 1)

(n+ l − 1)s
+

l∑
s=0

(
l

s

)
s

(n+ l − 1)s

]
.

(2.66)
Agora, note que:

l∑
s=0

(
l

s

)
(n− 1)

(n+ l − 1)s
= (n−1)

l∑
s=0

(
l

s

)
1

(n+ l − 1)s
= (n−1)

[
1 +

1

(n+ l − 1)

]l
=

(n− 1)(n+ l)l

(n+ l − 1)l
.

(2.67)
Por outro lado, sabemos que:

(1 + x)l =
l∑

s=0

(
l

s

)
xs.

Assim,

l(1 + x)l−1 =
d

dx
(1 + x)l =

d

dx

l∑
s=0

(
l

s

)
xs =

l∑
s=0

(
l

s

)
sxs−1. (2.68)

Fazendo x =
1

n+ l − 1
em (2.68), temos:

l∑
s=0

(
l

s

)
s

(n+ l − 1)s
=

1

n+ l − 1

l∑
s=0

(
l

s

)
s

(n+ l − 1)s−1
=

l(n+ l)l−1

(n+ l − 1)l
. (2.69)

De (2.67) e (2.69) em (2.66), temos:
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Kn,l = e2βB(n+l−1)n(n+ l)l−1 [C(β)]l

l!
.

Portanto, os coeficientes da série de potências em λ em (2.42) podem ser cota-
dos por:

|ρn,l(x1, · · · ,xn)| 6 e2βB(n+l−1)n(n+ l)l−1 [C(β)]l

l!
. (2.70)

Isto implica que (2.42) possui raio de convergência no mı́nimo

R >
1

e2βB+1C(β)
.

Para tanto, observe que a função de correlação |ρn(x1, · · · ,xn;λ)|, veja (2.42) e
(2.70), é no mı́nimo menor ou igual a:

|ρn(x1, · · · ,xn;λ)| 6 |λ|n
∞∑
l=0

e2βB(n+l−1)n(n+ l)l−1 [C(β)]l

l!
|λ|l =

= |λ|ne2βB(n−1)

[
1 + n

∞∑
l=1

(n+ l)l−1

(
e2βBC(β)|λ|

)l
l!

]

= |λ|ne2βB(n−1)

[
1 + n

∞∑
l=1

(
1 +

n

l

)l−1 ll−1

l!

(
e2βBC(β)|λ|

)l]

6 |λ|ne2βB(n−1)

[
1 + n

∞∑
l=1

enel
(
e2βBC(β)|λ|

)l]

= |λ|ne2βB(n−1)

[
1 + nen

∞∑
l=1

(
e2βB+1C(β)|λ|

)l]
.

Note, ainda, que acima usamos a cota
nn

n!
6

en√
2πn

e o fato que a sequência

crescente (1 + n/l)l tende a en, quando l→∞.

É também interessante calcular a cota obtida para os coeficientes de Mayer-
Ursell utilizando a equação (2.58). Primeiramente, observe que por (2.53) para o
caso particular n = 1:

|ρ1,M−1(x1)| 6
M−1∑
s=0

1

s!
[C(β)]sKs,M−1−s, (2.71)
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observe que, neste caso, o fator e−βW (x1;x2,··· ,xn) é igual a 1. Então, usando (2.62) e
(2.65), temos:

|ρ1,l−1(x1)| 6 e−2βBK1,l−1 = e2βB(l−2)ll−2 [C(β)]l−1

(l − 1)!
.

Relembrando a definição dos coeficientes de Mayer-Ursell e usando (2.47),
teremos:

n|bn(β,Λ)| 6 1

|Λ|

∣∣∣∣ nn!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxnΦT (x1, · · · ,xn)

∣∣∣∣ =

=
1

|Λ|

∣∣∣∣∫
Λ

ρ1,n−1(x1)dx1

∣∣∣∣ 6 e2βB(n−2)nn−2 [C(β)]n−1

(n− 1)!
.

Ou seja,

|bn(β,Λ)| 6 e2βB(n−2)nn−2 [C(β)]n−1

n!
. (2.72)

Esta cota é válida para todo potencial em pares estável V (x) tal que C(β),
definido em (2.59), seja finito.
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Capı́tulo 3

Desigualdades algébricas
grafo-árvore

No Capı́tulo anterior, mostramos como determinar uma cota inferior para o
raio de convergência da série de Mayer, indiretamente, através das Equações de
Kirkwood-Salzburg e um processo indutivo que nos permitiu estabelecer cotas
superiores para as funções de correlação do sistema. É importante salientar que
as cotas superiores, dadas em [40] e [19], assim obtidas, para os coeficientes bn’s,
definidos via um potencial em pares V estável e tais que C(β) <∞, permanecem,
até onde sabemos, como as melhores encontradas na literatura.

No entanto, esta técnica é baseada em complicadas manipulações algébricas,
que, de certo modo, restringe o seu domı́nio de aplicabilidade a contextos menos
gerais.

No que segue, apresentamos o método alternativo para se explorar o pro-
blema combinatório relacionado à convergência da série de Mayer. Este proce-
dimento consiste em obter formulações alternativas para as expressões dos coe-
ficientes φT (x1, · · · ,xn), definidos em (2.22), dadas através de uma soma sobre
árvores no conjunto {1, 2, · · · , n} e, conforme veremos, isso nos possibilita anali-
sar esta questão diretamente.

Uma vez que, as expressões alternativas para φT são essencialmente algébricas,
antes de introduzi-las, devemos estabelecer algumas notações preliminares. Lem-
bre-se que denotamos por [n] = {1, 2, · · · , n} e por En, o conjunto de todos os
pares não-ordenados em [n]. Também usaremos a notação EX para denotar o
conjunto de todos os pares não-ordenados no conjunto X ⊂ [n].
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3.1 Notações

Definição 3.1. Uma interação em pares no conjunto [n] é um mapa V : En → R ∪ {+∞}
que associa a todo par {i, j} ∈ En , um número denotado por Vij ∈ R ∪ {+∞} (com a
convenção que i < j).

Definição 3.2. Sejam V uma interação em pares em [n] e {i, j} ∈ En. Se Vij = +∞,
dizemos que o par {i, j} é incompatı́vel e escrevemos i � j. Se Vij < +∞, dizemos que
{i, j} é compatı́vel e escrevemos i ∼ j.

Um conjunto X ⊂ [n] é chamado compatı́vel se i ∼ j, para todo {i, j} ∈ EX .
Caso contrário, o conjunto X será chamado incompatı́vel. Ou seja, um conjunto X será
incompatı́vel, se existir pelo menos um {i, j} ∈ EX tal que i � j.

Definição 3.3. Um interação em pares V no conjunto X é dita hard-core se, para todo
{i, j} ∈ EX , a interação assume apenas os valores:

Vij = {0,+∞}.

Definição 3.4. Uma interação em pares V é chamada estável, se para todo i ∈ N existe
Bi > 0 tal que, para todo X ∈ P<∞(N) (conjunto das partes finitas de N) com |X| > 2,
temos:

∑
{j,k}∈EX

Vjk > −
∑
l∈X

Bl, (3.1)

onde, |X| denota a cardinalidade do conjunto X .

As constantes Bi são chamadas constantes de estabilidade associadas a V . Note
que, se B = maxi∈[n] Bi, então uma interação em pares estável é tal, que para todo
X ⊂ [n], com |X| > 2, temos:

∑
{j,k}⊂EX

Vjk > −B|X|, (3.2)

que coincide com a definição usual de estabilidade, veja Equação (2.9). Observe
que, na prática, basta checar a condição (3.1) para aqueles conjuntos X que não
contenham pares incompatı́veis, pois, se X é um conjunto incompatı́vel, o lado
esquerdo de (3.1) assume o valor +∞.
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Lema 3.1. Seja V um potencial em pares estável. Então, para todo X ⊂ [n], existe no
mı́nimo um i ∈ X tal que:

W (i,X \ {i}) :=
∑
j∈X
i 6=j

Vij > −2Bi > −2B, (3.3)

onde B = maxi∈X Bi.

Demonstração. Se V é estável, então para todo X ⊂ [n], temos:

∑
{i,j}∈EX

Vij =
1

2

∑
i∈X

∑
j∈X
i 6=j

Vij =
1

2

∑
i∈X

W (i,X \ {i}) > −
∑
i∈X

Bi,

sendo a última desigualdade devido à estabilidade. Isto implica que:

1

2

{∑
i∈X

[W (i,X \ {i}) + 2Bi]

}
> 0.

Portanto, existe pelo menos um i ∈ X tal que W (i,X \ {i}) > −2Bi.

Definição 3.5. Uma interação em pares V é dita ultra-estável se, para todo i ∈ [n], existe
Bi > 0 tal que, para todo conjunto compatı́vel X ∈ [n] com |X| > 2, temos:∑

j∈X\{i}

Vij > −2Bi > −2B, (3.4)

onde novamente B = maxi∈[n] Bi.

Observe que se a condição (3.4) é automaticamente satisfeita se i é incom-
patı́vel com algum j ∈ X , de modo que, podemos nos limitar a pares (i,X), tais
que i ∼ j, para todo j ∈ X e j′ ∼ j, para todo j′, j ∈ X .

É importante salientar que a ultraestabilidade implica estabilidade. Para de-
monstrar este fato, suponha que V : En → R ∪ {+∞} obedeça à condição (3.4) e
considere Y ⊂ [n] um conjunto compatı́vel, então para qualquer i ∈ Y , temos:∑

j∈Y \{i}

Vij > −2Bi,

e deste modo, ∑
{i,j}∈EY

Vij =
1

2

∑
i∈Y

∑
j∈Y \{i}

Vij > −
∑
i∈Y

Bi.

No entanto, a recı́proca é falsa, existem potenciais estáveis que não são ultra-
estáveis, vide [19] e [5] para um exemplo não-algébrico.
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Definição 3.6. Uma interação em pares V em [n] é dita repulsiva se, para todo {i, j} ∈ En,
temos:

Vij > 0.

Definição 3.7. Uma interação em pares V em [n] é dita limitada se, para todo {i, j} ∈ En,
temos:

|Vij| < +∞.

Definição 3.8. Uma interação em pares V em [n] será chamada de Ruelle-estável se,
V = Φ(1) + Φ(2), onde Φ(1) é uma interação em pares repulsiva e Φ(2) é uma interação em
pares limitada e estável, e ambas estão definidas no conjunto [n].

Definição 3.9. Dada uma interação em pares V em [n], chamamos de energia potencial
originada por V , a função U : Pn → R definida como se segue. Para todo X ⊂ [n],

U(X) =


∑

{i,j}∈EX
Vij , se |X| > 2

0 , caso contrário
,

onde, Pn é o conjunto das partes de [n].

Definição 3.10. O fator de Gibbs da energia potencial U é a função:

e−U : P<∞(N)→ R,

X 7→ e−U(X) =
∏

{i,j}∈EX

e−Vij .

Definição 3.11. Os coeficientes de Mayer-Ursell é o mapa

φTU : P<∞(N)→ R,

X 7→ φTU(X),

cujo valor é determinado pelas 2|X| equações:

e−U(X) =

|X|∑
r=1

∑
{Y1,Y2,··· ,Yr}∈Πr(X)

φTU(Y1) φTU(Y2) · · ·φTU(Yr), φTU(∅) = 1, (3.5)

onde Πr(X) representa o conjunto de todas as partições {Y1, Y2, · · · , Yr} do conjunto X
em exatamente r subconjuntos.
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Observação 3.1. Uma vez que, U(X) =
∑
{i,j}∈EX Vij , é possı́vel inverter as equações

(3.5) e escrever os coeficientes de Mayer-Ursell explicitamente. Isto é realizado por meio
de uma expansão de Mayer do fator de Gibbs. De fato, para todo X ⊂ N, podemos
escrever:

e−U(X) =
∏

{i,j}∈EX

[(
e−Vij − 1

)
+ 1
]

= 1 +
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
,

e reescrevendo a soma acima em termos das componentes conexas de cada grafo g ∈ Gn,
temos:

e−U(X) =

|X|∑
r=1

∑
{Y1,Y2,··· ,Yr}∈Πr(X)

KU(Y1) KU(Y2) · · ·KU(Yr), (3.6)

com

KU(X) =


∑
g∈GX

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
, se |X| > 2

1 , caso contrário
. (3.7)

Comparando (3.5) e (3.6), obtemos KU(X) = e−U(X), e daı́, por (3.7), temos:

φTU(X) = KU(X) =
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
. (3.8)

Conforme vimos anteriormente, a expressão (3.8) não é conveniente se estamos in-
teressados em determinar a convergência absoluta da série de Mayer. Nas próximas
seções, mostraremos expressões alternativas para os coeficientes de Mayer-Ursell defi-
nidas através de somas sobre árvores no conjunto [n].

3.2 Identidade grafo-árvore de Penrose

Esta identidade será obtida construindo-se um mapa entre Gn (conjunto de
todos os grafos conexos com vértices em [n]) e Tn (o conjunto de todas as árvores
em [n]).

Este mapa é definido, de modo que, a cada grafo conexo associamos uma
única árvore, e cada árvore define um único grafo “maximal”, dentre aqueles
mapeados nela.

Primeiramente, escolhemos um dos vértices no conjunto [n] para ser a raiz i0
da futura árvore (sem perda de generalidade, podemos sempre supor que i0 = 1).

Escolhida a raiz 1, para todo g ∈ Gn, denotamos por dg(i), a distância em g da
raiz ao vértice i, definida como o número de elos do menor caminho ligando a
raiz ao vértice i.
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Construı́mos a árvore m(g), a partir do grafo g ∈ Gn , via o mapa definido
pelas regras abaixo 1:

(m.1) Deletamos todos os elos {i, j} ∈ Eg com dg(i) = dg(j).

Após esta operação, obtemos um novo grafo g′ que ainda é conexo (existe,
pelo menos, um caminho ligando todos os vértices, a saber, aquele passando pela
raiz), com dg′(i) = dg(i) para todos os vértices i ∈ [n]. Além disto, cada elo
{i, j} ∈ Eg′ é tal que |dg′(i)− dg′(j)| = 1.

(m.2) Para qualquer vértice diferente da raiz, isto é, i 6= 1, considere o con-
junto:

Ui = {j ∈ [n] : {j, i} ∈ Eg′ e dg′(j) = dg′(i)− 1}.

Agora, para todo i ∈ Vg′ , deletamos do grafo g′, todos os elos {j, i} ∈ Eg′ com
j ∈ Ui, exceto um, digamos, {j0, i}, onde j0 = min{j : j ∈ Ui}.

O grafo resultante, g′′ = m(g) ⊆ g, é conexo, por construção, e possui a pro-
priedade de que para todo i 6= 1, existe um único caminho unindo o vértice i à
raiz 1. Deste modo, g′′ = m(g) não possui ciclos e, portanto, é uma árvore com
m(g) ∈ Tn. Note que o mapa m é sobrejetivo de Gn em Tn.

Por exemplo, se g ∈ G6 , é como o grafo mostrado abaixo, então:

1

5

3

4

2

6

a) grafo inicial : g

1

5

3

4

2

6

b) passo (m.1) = g ′

1

5

3

4

2

6

c) passo (m.2) = g ′′

1

5

3

4

2

6

d) m(g) = g ′′

Figura 3.1: Um exemplo do mapa m.

1Este mapa é idêntico aquele usado em 2.2.1
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Definiremos também um mapa p : Tn → Gn que associa a cada árvore τ ∈ Tn
um grafo “maximal”, p(τ), no sentido que se g ∈ Gn é tal que m(g) = τ , então
g ⊆ p(τ).

Para tanto, observamos que se τ ∈ Tn é uma árvore cuja raiz está fixada no
vértice 1, então os vértices de τ ∈ Tn pode ser tratados como parcialmente ordena-
dos, de modo que, cada vértice i de τ possui um único antecessor, denotado por i′,
isto é, para todo vértice i pertencente a τ , existe um único vértice i′ em τ tal que
{i′, i} ∈ Eτ e dτ (i′) = dτ (i) − 1, onde dτ (k) denota a distância em elos, na árvore
τ , da raiz 1 ao vértice k. Nestas condições, também, diremos que o vértice i é um
descendente do vértice i′. Se um dado vértice k possui sk descendentes, estes serão
representados por, k1, k2, · · · , ksk .

Considere o mapa p que a cada árvore τ ∈ Tn associa o grafo p(τ) ∈ Gn ,
obtido a partir de τ pela adição de elos {i, j}, ligando os vértices i e j na árvore
que satisfazem uma das seguintes condições:

(p.1) dτ (i) = dτ (j).

(p.2) dτ (j) = dτ (i)− 1 e j > i′.

Observe que, na construção de p(τ), incluı́mos exatamente aqueles elos que
seriam “deletados” pelo mapa m(p(τ)).

Por exemplo, se τ ∈ T6 , é uma árvore como a mostrada abaixo, terı́amos:

1

5

3

4

2

6

a) árvore inicial : τ

1

5

3

4

2

6

b) passo (p.1) : τ ′

1

5

3

4

2

6

c) passo (p.2) : τ ′′ = p(τ)

A identidade de Penrose afirma que:
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Teorema 3.1 (Identidade de Penrose). Para qualquer {Vij}16i<j6n com Vij ∈ R ∪ {+∞}.
Vale a seguinte igualdade:

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij−1) =
∑
τ∈Tn

(Ep(τ)\Eτ)∩E�n=∅

exp

− ∑
{k,l}∈Ep(τ)\Eτ

Vkl

 ∏
{i,j}∈Eτ

(
e−Vij − 1

)
,

onde E�n = {{i, j} ∈ En : i � j}.

Demonstração. Primeiramente, observe que
∑
g∈Gn

[· · · ] =
∑
τ∈Tn

∑
g∈Gn
m(g)=τ

[· · · ].

Assim, temos:∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
=
∑
τ∈Tn

∑
g∈Gn
m(g)=τ

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
=

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(
e−Vij − 1

) ∑
g∈Gn
m(g)=τ

∏
{k,l}∈Eg\Eτ

(
e−Vkl − 1

)
. (3.9)

Uma vez que, para todo grafo g ∈ Gn , temos τ ⊆ g ⊆ p(τ), o último somatório
da equação (3.9), vai de τ a p(τ) e podemos interpretá-lo com uma expansão de
Mayer da seguinte forma:

∑
g∈Gn
m(g)=τ

∏
{k,l}∈Eg\Eτ

(
e−Vkl − 1

)
=

∑
τ⊆g⊆p(τ)

∏
{k,l}∈Eg\Eτ

(
e−Vkl − 1

)
=

=
∏

{k,l}∈Ep(τ)\Eτ

[
1 +

(
e−Vkl − 1

) ]
. (3.10)

Substituindo (3.10) em (3.9), temos:

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(
e−Vij − 1

) ∏
{k,l}∈Ep(τ)\Eτ

e−Vkl =

=
∑
τ∈Tn

exp

− ∑
{k,l}∈Ep(τ)\Eτ

Vkl

 ∏
{i,j}∈Eτ

(
e−Vkl − 1

)
=

=
∑
τ∈Tn

(Ep(τ)\Eτ)∩E�n=∅

exp

− ∑
{k,l}∈Ep(τ)\Eτ

Vkl

 ∏
{i,j}∈Eτ

(
e−Vij − 1

)
.
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Observe que, quando
(
Ep(τ) \ Eτ

)
∩ E�n 6= ∅, existe um elo {i, j} ∈ Ep(τ) \ Eτ

tal que i � j, de modo que o fator, exp {−
∑
{k,l}∈Ep(τ)\Eτ Vk,l}, é nulo.

Esta identidade é particularmente útil no caso em que a interação Vij é pura-
mente hard-core, isto é, se Vij assume valores no conjunto {0,+∞}.

Definição 3.12. Seja Vij uma interação hard-core no conjunto [n]. Denotamos por gV , o
grafo com conjunto de vértices em [n] e conjunto de elosEgV = {{i, j} ∈ P 2

n : Vij = +∞}.

Definição 3.13. Dada uma interação em pares hard-core {Vij}16i<j6n no conjunto [n],
definimos o conjunto de árvores de Penrose em [n] como um subconjunto P gV

n ⊆ Tn, cujos
elementos τ ∈ P gV

n , satisfazem as seguintes condições:

t.0) Se {i, j} ∈ Eτ , então i � j, ou seja, {i, j} ∈ EgV .

t.1) Se i e j são dois vértices de τ , tais que dτ (i) = dτ (j), então i ∼ j e {i, j} /∈ EgV .

t.2) Se i e j são dois vértices de τ , tais que dτ (j) = dτ (i) − 1 e j > i′ (lembre-se
que i′ denota o antecessor de i), então {i, j} /∈ EgV ⇔ i ∼ j.

Temos o seguinte resultado:

Corolário 3.1. Para toda interação em pares hard core {Vij}16i<j6n, vale a seguinte
identidade: ∑

g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
=
∑
g∈Gn
g⊆gV

(−1)|Eg | = (−1)n−1
∑
τ∈P gVn

1. (3.11)

Demonstração. Primeiramente, observe que
(
e−Vij − 1

)
= 0 sempre que i ∼ j, ou

seja, se {i, j} /∈ EgV , assim podemos somar apenas sobre os grafos g′s tais que
g ⊆ gV . Se gV não é conexo, então qualquer fator na soma sobre os grafos conexos
g conterá no mı́nimo um elo {i, j} ∈ Eg tal que {i, j} /∈ EgV . Deste modo, quando
gV não é conexo, temos: ∑

g∈Gn
g⊆gV

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij − 1) = 0.
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Se gV é conexo, consideramos novamente o mapa p que associa a cada árvore
τ ⊆ gV o grafo maximal p(τ) dentre aqueles tais que m(g) = τ .∑

g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
=
∑
g∈Gn
g⊆gV

(−1)|Eg | =

=
∑
τ∈Tn

(−1)|Eτ |
∑
g∈Gn
g⊆gV
m(g)=τ

(−1)|Eg |−|Eτ | =

= (−1)n−1
∑
τ∈Tn

∑
g∈Gn
g⊆gV
m(g)=τ

∏
{k,l}∈Eg\Eτ

(−1) =

= (−1)n−1
∑
τ∈Tn

∑
τ⊆g⊆p(τ)
g⊆gV

∏
{k,l}∈Eg\Eτ

(−1) =

= (−1)n−1
∑
τ∈Tn
τ⊆gV

[1 + (−1)]|Ep(τ)|−|Eτ | =

= (−1)n−1
∑
τ∈Tn
τ⊆gV
p(τ)=τ

1,

onde acima, usamos um argumento análogo aquele utilizado em (3.10).

A condição τ ⊆ gV é equivalente a t.0) e p(τ) = τ ocorre se, e somente se, as
condições da Definição 3.13, t.1) e t.2), são satisfeitas.
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3.3 Identidade grafo-árvore de Brydges-Federbush

Teorema 3.2 (Identidade grafo-árvore de Brydges-Federbush). Seja V um potencial
em pares limitado em [n], isto é, (tal que |Vij| < +∞ para todo {i, j} ∈ En). Então, vale
a seguinte identidade:

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(e−Vij − 1) =
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−Vij)
∫
dµτ (Xn, tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})Vij ,

(3.12)
onde:

• tn denota um conjunto de n − 1 parâmetros interpolantes tn ≡ (t1, · · · , tn−1) ∈
[0, 1]n−1.

• o sı́mbolo Xn denota um conjunto de sequências “crescentes” de n−1 subconjuntos,
Xn ≡ X1, · · · , Xn−1 tais que ∀i,Xi ⊂ [n], Xi ⊂ Xn−1, |Xi| = i e X1 = {1}.

• o fator tn({i, j}), dependente de Xn, é definido como:

tn({i, j}) = t1({i, j})t2({i, j}) · · · tn−1({i, j}),

com

tk({i, j}) =

{
tk ∈ [0, 1], se i ∈ Xk e j /∈ Xk ou vice-versa

1, caso contrário.

• a medida∫
dµτ (Xn, tn)[...] =

∫ 1

0

dt1 · · ·
∫ 1

0

dtn−1

∑
Xn

compatı́vel com τ

tb1−1
1 · · · tbn−1−1

n−1 [...],

onde Xn compatı́vel com τ significa que ∀i ∈ In−1, Xi contém exatamente i−1 elos
de τ e bi é o número de elos de τ que contêm um vértice em Xi e o outro em [n] \Xi.

Observe que a hipótese de que V é um potencial em pares limitado é uma
condição necessária para que o lado direito de (3.12) faça sentido. No entanto, o
Teorema 3.2 implica, imediatamente, o seguinte Corolário:

Corolário 3.2. Seja V um potencial em pares em [n] não necessariamente limitado (ou
seja, podemos ter Vij = +∞ para algum {i, j} ∈ En). Então, a seguinte igualdade é
válida:∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V

H
ij − 1

)
= lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−V H
ij )

∫
dµτ (Xn, tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij ,

(3.13)

53



onde V H
ij é o potencial em pares limitado em [n] dado por:

V H
ij =

{
H, se Vij = +∞
Vij, caso contrário.

(3.14)

Demonstração. De fato, pelo Teorema 3.2, temos que para todo H ∈ R:∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−V H
ij )

∫
dµτ (Xn, tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij =

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V

H
ij − 1

)
,

então, segue que:∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
= lim

H→+∞

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V

H
ij − 1

)
=

= lim
H→+∞

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−V H
ij )

∫
dµτ (Xn, tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij .

Prova do Teorema 3.2. Definindo

V ([n]) =
∑

16i<j6n

Vij =
∑

{i,j}∈En

Vij,

e para todo subconjunto X ⊂ [n] ,

V (X) =

{ ∑
{i,j}∈EX Vij, se |X| > 2

1, caso contrário.

Os coeficientes de Ursell serão dados por:

K(X) =

{ ∑
g∈GX

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
, se |X| > 2

1, caso contrário.

Tais coeficientes são a única solução do conjunto de equações:

e−V (X) =
n∑
r=1

∑
{Y1,Y2,··· ,Yr}∈Πr(X)

K(Y1)K(Y2) · · ·K(Yr), ∀X ⊂ [n], (3.15)

onde Πr(X) representa o conjunto de todas as partições de X contendo r átomos.
Também denotaremos um elo em [n] por λ, isto é, um subconjunto de [n] tal

que |λ| = 2. Deste modo, para qualquer X ⊂ [n] com |X| > 2, V (X) =
∑

λ∈EX Vλ.
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Dada uma sequência crescente de subconjuntos Xl ≡ X1, X2, · · · , Xl tal que
∀i,Xi ⊂ Xi+1 ⊆ X, |Xi| = i e X1 = inf{j ∈ X}. Seja

WX(Xl; tl) ≡ WX(X1, X2, · · · , Xl; t1, t2, · · · , tl) =
∑
λ∈EX

t1(λ)t2(λ) · · · tl(λ)Vλ,

onde

ts({i, j}) =

{
ts ∈ [0, 1], se i ∈ Xs e j /∈ Xs ou vice-versa

1 , caso contrário.

Se, ts({i, j}) = ts , resumidamente, diremos que o elo {i, j} “cruza” o conjunto
Xs.

Agora, observe que podemos decompor WX(Xl; tl) como:

WX(Xl; tl) = WX(X1, X2, · · · , Xl; t1, t2, · · · , tl) =
∑
λ∈EX

t1(λ)t2(λ) · · · tl−1(λ)tl(λ)Vλ =

=
∑

λ cruza Xl

t1(λ)t2(λ) · · · tl−1(λ) tl Vλ +
∑

λ não cruza Xl

t1(λ)t2(λ) · · · tl−1(λ)Vλ.

Consequentemente, WX(Xl; tl) satisfaz as seguintes propriedades:

WX(Xl; tl | tl = 0) = WXl(Xl−1; tl−1) + V (X \Xl),

WX(Xl; tl | tl = 1) = WX(Xl−1; tl−1),

∂

∂tl
WX(Xl; tl) =

∑
λl cruza Xl

t1(λl)t2(λl) · · · tl−1(λl)Vλl . (3.16)

A estratégia da prova será, basicamente, decompor o fator e−V (X) como uma
soma sobre partições do conjunto X por meio de um procedimento iterativo que
passamos a descrever abaixo:

Primeiramente, observe que as Equações (3.16) para l = 1 se tornam:

WX(X1; t1 | t1 = 0) = V (X \X1),

WX(X1; t1 | t1 = 1) = V (X),

∂

∂t1
WX(X1; t1) =

∑
λ1 cruza X1

Vλ1 .

55



Assim, usando o Teorema Fundamental do Cálculo, podemos reescrever o termo
e−V (X) como:

e−V (X) = e−WX(X1;t1 | t1=1) =

∫ 1

0

dt1
∂

∂t1
e−WX(X1;t1) + e−WX(X1;t1 | t1=0)

=

{∫ 1

0

dt1 e
−WX(X1;t1)

(
− ∂

∂t1
WX(X1; t1)

)}
+ e−V (X\X1)

=

{ ∑
λ1 cruza X1

(−Vλ1)

∫ 1

0

dt1 e
−WX(X1;t1)

}
+ e−V (X\X1).

Agora, para cada λ1 na soma acima, tomamos X2 = X1 ∪ λ1 e usamos, nova-
mente, o Teorema Fundamental do Cálculo e as Equações (3.16) com l = 2, ou
seja:

WX(X1, X2; t1, t2 | t2 = 0) = WX2(X1; t1) + V (X \X2),

WX(X1, X2; t1, t2 | t2 = 1) = WX(X1; t1),

∂

∂t2
WX(X1, X2; t1, t2) =

∑
λ2 cruza X2

t1(λ2)Vλ2 ,

para reescrever a expressão acima para e−V (X) como:

e−V (X) =

{ ∑
λ1 cruza X1

(−Vλ1)

∫ 1

0

dt1 e
−WX(X1;t1)

}
+ e−V (X\X1) =

=
∑

λ1 cruza X1

(−Vλ1)

∫ 1

0

dt1

{[∫ 1

0

dt2
∂

∂t2
e−WX(X2;t2)

]
+ e−WX(X2;t2 | t2=0)

}
+e−V (X\X1) =

=

 ∑
{λ1 cruza X1}

∑
{λ2 cruza X2}

(−Vλ1)(−Vλ2)

∫ 1

0

dt1

∫ 1

0

dt2 t1(λ2) e−WX(X2;t2)

+

+

{ ∑
λ1 cruza X1

∫ 1

0

dt1 e
−WX2

(X1;t1) e−V (X\X2)

}
+ e−V (X\X1).

Analogamente, para cada λ2 na soma acima, tomamos X3 = X2 ∪ λ2 e aplica-
mos novamente as Equações (3.16) à expressão anterior, resultando em:

e−V (X) =
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=
∑

{λ1 cruza X1}

∑
{λ2 cruza X2}

∑
{λ3 cruza X3}

(−Vλ1)(−Vλ2)(−Vλ3)

∫ 1

0

dt1

∫ 1

0

dt2

∫ 1

0

dt3 t1(λ2)[t1(λ3)t2(λ3)] e−WX(X3;t3)+

+
∑

{λ1 cruza X1}

∑
{λ2 cruza X2}

(−Vλ1)(−Vλ2)

∫ 1

0

dt1

∫ 1

0

dt2 t1(λ2) e−WX3
(X2;t2) e−V (X\X3)+

+
∑

λ1 cruza X1

(−Vλ1)

∫ 1

0

dt1 e
−WX2

(X1;t1) e−V (X\X2) + e−V (X\X1).

Podemos iterar este procedimento por n−1 vezes (lembre-se queX ⊆ Xn = [n]),
obtendo a seguinte igualdade:

e−V (X) =
n∑
l=1

∑
{λ1 cruza X1}

· · ·
∑

{λl−1 cruza Xl−1}

l−1∏
j=1

(−Vλj)
∫ 1

0

dt1 · · ·
∫ 1

0

dtl−1×

×
l−2∏
k=1

t1(λk+1) · · · tk(λk+1) e−WXl
(Xl−1;tl−1)e−V (X\Xl), (3.17)

subordinada às seguintes convenções:

• O termo, na soma acima, correspondente a l = 1 é igual e−V (X\X1).

• V (X \Xs) = 0, para s = n− 1 e s = n.

•
l−2∏
k=1

t1(λk+1) · · · tk(λk+1) = 1, para l = 1 e l = 2.

Lembre-se que a soma
∑
{λ1 cruza X1} · · ·

∑
{λl−1 cruza Xl−1} foi construı́da de ma-

neira que Xj+1 = Xj ∪λj . Isto significa que {λ1, · · · , λl−1} forma um grafo-árvore
pertencente ao conjunto TXl , e, por construção, a sequência Xl assim obtida satis-
faz a relação de compatibilidade enunciada no Teorema 3.2. Portanto, esta soma
pode ser reorganizada como:∑

{λ1 cruza X1}

∑
{λ2 cruza X2}

· · ·
∑

{λl−1 cruza Xl−1}

=
∑

Xl⊆X : |Xl|=l
{inf i: i∈X}∈Xl

∑
τ∈TXl

∑
Xl−1

compatı́vel com τ

.

No lado direito da expressão acima, temos primeiro a soma sobre todas as
sequências de subconjuntos de Xl compatı́veis com um grafo-árvore τ dado,
então somamos sobre todas as árvores em Xl e finalmente fazemos a soma so-
bre as possı́veis subconjuntos Xl.

O fator
∏l−2

k=1 t1(λk+1) · · · tk(λk+1) depende da árvore τ e da sequênciaX1, · · · , Xl−1

compatı́vel com τ e pode ser reescrito para uma árvore fixada τ e dada sequência
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fixada compatı́velX1, · · · , Xl−1, ou seja, para uma dada escolha dos elos λ1, · · · , λl−1;
como:

l−2∏
k=1

t1(λk+1) · · · tk(λk+1) = tb1−1
1 · · · tbl−1−1

l−1 ,

onde bi é o número de elos em τ que cruzam Xl. Isto porque ti(λ) = ti apenas
para os elos λj que cruzam Xi e , por construção, λi sempre cruza Xi.

Deste modo, a Equação (3.17) pode ser reescrita de uma forma mais compacta:

e−V (X) =
n∑
l=1

∑
Xl⊆X : |Xl|=l
{inf i: i∈X}∈Xl

∑
τ∈TXl

∏
λ∈Eτ

(−Vλ)
∫ 1

0

dt1 · · ·
∫ 1

0

dtl−1×

×
∑
Xl

compatı́vel com τ

tb1−1
1 · · · tbl−1−1

l−1 e−WXl
(Xl−1;tl−1) e−V (X\Xl). (3.18)

Definindo, Q(Xl) = 1, quando |Xl| = 1, e:

Q(Xl) =
∑
τ∈TXl

∏
λ∈Eτ

(−Vλ)
∫ 1

0

dt1 · · ·
∫ 1

0

dtl−1

∑
Xl

compatı́vel com τ

tb1−1
1 · · · tbl−1−1

l−1 e−WXl
(Xl−1;tl−1) e−V (X\Xl),

se |Xl| > 2, a Equação (3.18) se torna:

e−V (X) =
n∑
l=1

∑
Xl⊆X : |Xl|=l
{inf i : i∈X}∈Xl

Q(Xl) e
−V (X\Xl). (3.19)

Usando recursivamente a Equação (3.19), obtemos:

e−V (X) =
n∑
r=1

∑
{Y1,Y2,··· ,Yr}∈Πr(X)

Q(Y1)Q(Y2) · · ·Q(Yr), (3.20)

onde Πr(X) é o conjunto de todas as partições de X contendo r átomos.

Comparando as Equações (3.15) e (3.20), concluı́mos que para todo X ⊂ [n],
temos:

K(X) = Q(X). (3.21)

Em particular, para X = [n] , (3.21) se torna:

e−V ([n]) = Q([n]) =
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)
=
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=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−Vij)
∫
dµτ (Xn; tn) e−WIn (Xn;tn), (3.22)

que é exatamente a identidade grafo-árvore dada em (3.12) e o Teorema está pro-
vado.

Observação 3.2. A medida dµτ (Xn−1; tn−1) em (3.12) é uma medida de probabilidade.
Isto é, para toda árvore τ , temos a seguinte igualdade:∫ 1

0

dt1 · · ·
∫ 1

0

dtn−1

∑
Xn

compatı́vel com τ

tb1−1
1 tb2−1

2 · · · tbn−1−1
n−1 = 1. (3.23)

Para cada árvore τ fixada, começamos integrando tn−1 em (3.23) (que é igual a 1,
pois devemos ter necessariamente bn−1 = 1), então somamos sobre todos os possı́veis
Xn−1 (que também é igual a 1), agora, integramos tn−2 e, posteriormente, somamos sobre
os possı́veis Xn−2, e assim por diante. Observe que para cada i, fixada a árvore τ e
X1, X2, · · · , Xi ; o conjunto Xi+1 pode ser escolhido exatamente de bi maneiras, portanto∑

Xi+1
= bi e a integração em dti resulta no fator

∫ 1

0
dti t

bi−1
i = 1/bi. Daı́, a cada passo,

somar sobre os todos os possı́veis conjuntos Xi e depois integrar em dti sempre produzirá
o fator 1. Iterando até i=2 e lembrando que X1 está fixado no ponto {1}, segue (3.23).

3.3.1 Desigualdades grafo-árvore via Identidade de Brydges- Fe-

derbush

Proposição 3.1. Seja V um potencial em pares limitado em [n], então para qualquer
τ ∈ Tn, temos:∏

{i,j}∈Eτ

∣∣e−Vij − 1
∣∣ =

∏
{i,j}∈Eτ

|Vij|
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j}) Vij . (3.24)

Demonstração. Considere na Equação (3.12) o potencial V τ
ij definido como:

V τ
ij =

{
Vij, se {i, j} ∈ Eτ
0, caso contrário.

Então, no lado esquerdo da Equação (3.12), todos os termos da soma sobre
os grafos g ∈ Gn se anulam, exceto quando g = τ . O mesmo ocorre com o lado
direito da Equação.

Proposição 3.2. Seja Vij (1 6 i < j 6 n) uma potencial em pares estável, então, para
todo X1, X2, · · · , Xn−1 e todo (t1, t2, · · · , tn−1) ∈ [0, 1]n−1

∑
16i<j6n

tn({i, j}) Vij > −
n∑
i=1

Vii. (3.25)
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Demonstração. Para todo X e Xl subconjuntos de [n], definimos:

Ṽ (X) =
∑
i∈X

Vii +
∑

{i,j}∈EX

Vij,

e também
W̃Xl(Xl−1; tl−1) =

∑
i∈Xl

Vii +WXl(Xl−1; tl−1),

então:

Ṽ (X) > 0 ⇐⇒ V (X) > −
∑
i∈X

Vii,

W̃Xn(Xn−1; tn−1) > 0 ⇐⇒ WXn(Xn−1; tn−1) > −
∑
i∈Xn

Vii.

Se s é um inteiro positivo, provaremos a seguinte identidade:

W̃Xs+1(Xs; ts) =
s∑
r=1

s−r∑
k=0

(1− tk)tk+1 · · · tk+r(1− tk+r+1)Ṽ (Xk+r+1 \Xk), (3.26)

com t0 = ts+1 = 0 e X0 = ∅.

Para isto, procederemos através de indução. Primeiramente, note que não é
difı́cil verificar (3.26) para s = 1 e s = 2. Agora, suponha que (3.26) é válida para
s−1, mostraremos que ela também é válida para s. De fato, observe que podemos
reescrever W̃Xs+1(Xs; ts) como:

W̃Xs+1(Xs; ts) = V (X1) + t1It2,t3,··· ,ts(X1;Xs \X1)+

+W̃Xs+1\X1(X2 \X1, X3 \X1, · · · , Xs \X1, t2, t3, · · · , ts),

onde It2,t3,··· ,ts(X1;Xs\X1) representa a interação entreX1 eXs\X1. Por exemplo,
se X1 = {1}, X2 = {1, 2}, · · · , Xs = {1, 2, 3, · · · , s}, então:

It2,t3,··· ,ts(X1;Xs \X1) = V12 + t2V13 + t2t3V14 + · · ·+ t2t3 · · · tsV1s+1.

Agora, note que:

V (X1) + It2,t3,··· ,ts(X1;Xs \X1) =
s+1∑
j=2

t2 · · · tj−1(1− tj)[V (Xj) \ (V (Xj \X1))],

onde convencionamos t2 · · · tj−1(1− tj) = (1− t2) quando j = 2.
Deste modo,

WXs+1(X1, X2, · · · , Xs; t1, t2, · · · , ts) = (1− t1)V (X1)+
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+(1− t1)WXs+1\X1(X2 \X1, · · · , Xs \X1; t2, · · · , ts)+

+t1

{
WXs+1\X1(X2 \X1, · · · , Xs \X1; t2, · · · , ts)+

+
s+1∑
j=2

t2 · · · tj−1(1− tj)[V (Xj) \ (V (Xj \X1))]

}
.

Uma vez que, assumimos que (3.26) é verdadeira para s− 1, podemos expan-
dir WXs+1\X1(X2 \X1, · · · , Xs \X1; t2, · · · , ts) usando (3.26) (procurando cuidado-
samente pelos ı́ndices certos); e substituindo na expressão acima, a indução está
completa. Agora, se V é um potencial em pares estável então Ṽ (X) > 0 para
todo X ⊂ In, mas por (3.26), W̃Xs+1(Xs; ts) é uma soma de termos não-negativos.
Logo, temos que W̃Xs+1(Xs; ts) > 0 e Proposição está provada.

Corolário 3.3. Seja V um potencial em pares repulsivo em [n], então a seguinte desi-
gualdade é válida: ∣∣∣∣∣∣

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ 6
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣e−Vij−1
∣∣ . (3.27)

Demonstração. Pelo Teorema 3.2 e Corolário 3.2, temos que:∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ = lim
H→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V

H
ij − 1

)∣∣∣∣∣∣ =

= lim
H→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−V H
ij )

∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij

∣∣∣∣∣∣ 6
6 lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij = lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

wHτ ,

onde:
wHτ ≡

∏
{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij .

Como Vij > 0, por hipótese, temos:∑
16i<j6n

tn({i, j})V H
ij >

∑
{i,j}∈Eτ

tn({i, j})V H
ij .
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Daı́, segue que:

wHτ 6
∏

{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j})V Hij =

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣∣e−V Hij − 1
∣∣∣ ,

onde na última linha usamos a Proposição 3.1 e a Equação (3.24). Deste modo,
uma vez que:

wHτ 6
∏

{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j})V Hij =

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣∣e−V Hij − 1
∣∣∣ ,

temos:∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ 6 lim
H→+∞

∑
τ∈Tn

wHτ 6 lim
H→+∞

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣∣e−V Hij − 1
∣∣∣ =

=
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣∣e−V Hij − 1
∣∣∣ .
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Capı́tulo 4

O gás de polı́meros abstratos

4.1 Introdução

O modelo do gás de polı́meros abstratos é construı́do especificando-se um con-
junto enumerável qualquer, P , cujos elementos serão chamados polı́meros.

A cada polı́mero γ ∈ P , associamos um número complexo zγ (um número
real em situações fı́sicas) que será interpretado como a atividade do polı́mero γ.
Denotaremos por z = {zγ}γ∈P e para qualquer Λ ⊂ P , zΛ = {zγ}γ∈Λ.

Em situações gerais, polı́meros interagem via um potencial em pares. A saber,
a energia U de uma configuração (γ1, γ2, · · · , γn) de n polı́meros é dada por:

U(γ1, γ2, · · · , γn) =
∑

16i<j6n

V (γi, γj),

onde V (γi, γj) é uma função simétrica em P ×P tomando valores em R ∪ {+∞}.
Note que, não assumimos que o potencial seja sempre atrativo ou repulsivo.

Assim, o sinal de V (γi, γj) pode ser positivo para alguns pares e negativo para
outros.

Um potencial em pares V (γi, γj) induz uma relação RV ⊆ P × P . A saber,
dizemos que um par (γ, γ′) pertence aRV se, e somente se, V (γ, γ′) = +∞. Deste
modo,RV define uma relação simétrica em P × P , por hipótese.

Quando (γ, γ′) ∈ RV , isto é, V (γ, γ′) = +∞, escrevemos γ � γ′ e dizemos que
γ e γ′ são incompatı́veis. Caso contrário, se (γ, γ′) /∈ RV , dizemos que os polı́meros
γ e γ′ são compatı́veis e o denotaremos por γ ∼ γ′. Observe que, se V é definido
de modo queRV é reflexiva, então teremos γ � γ, para todo γ ∈ P .

A relaçãoRV induzida por V é chamada de relação de incompatibilidade.

Fixemos agora um conjunto finito Λ ⊂ P (“volume”). Se zγ > 0, ∀γ ∈ P ,
definimos a probabilidade de ocorrer a configuração (γ1, γ2, · · · , γn) ∈ Λn por:
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Prob(γ1, γ2, · · · , γn) =
1

ΞΛ

zγ1zγ2 · · · zγne−
∑

16i<j6n V (γi,γj),

onde, a constante de normalização, ΞΛ, é a função de partição do Ensemble Grande
Canônico no volume Λ , dada por:

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,γ2,··· ,γn)∈Λn

zγ1zγ2 · · · zγne−
∑

16i<j6n V (γi,γj). (4.1)

Note que, as configurações em que existe um par γi � γj possuem probabili-
dade zero de ocorrer, isto é, elas são proibidas.

Uma vez que, o potencial em pares V não é puramente repulsivo ou atrativo,
vamos requerer que a energia potencial U seja estável em um sentido análogo
àquele usado para um sistema contı́nuo de partı́culas. Por esta razão, redefinimos
as condições de estabilidade e ultraestabilidade para o gás de polı́meros abstratos
da seguinte forma:

Definição 4.1. Um potencial V (γi, γj) é estável se, existe uma função B(γ) > 0 tal que,
para todo n ∈ N e toda n-upla (γ1, γ2, · · · , γn) ∈ Pn, temos:∑

16i<j6n

V (γi, γj) > −
n∑
i=1

B(γi). (4.2)

Observe que se algum par (γi, γj) é incompatı́vel, então a desigualdade é tri-
vialmente satisfeita.

Definição 4.2. Um potencial V (γi, γj) é ultra-estável se, existe uma função B(γ) > 0

tal que, para todo n e toda n-upla (γ1, γ2, · · · , γn) ∈ Pn, não contendo pares incom-
patı́veis, temos:

n∑
j=2

V (γ1, γj) > −2B(γ1). (4.3)

Como antes, é facil mostrar que a ultraestabilidade implica estabilidade. Em-
bora, a recı́proca não seja verdadeira.

Definição 4.3. Um potencial V (γ, γ′) é dito repulsivo se, para todo (γ, γ′) ∈ P × P ,
temos:

V (γ, γ′) > 0.

Definição 4.4. Um potencial V (γi, γj) é puramente hard-core se, V (γ, γ′) = +∞, para
todo (γ, γ′) ∈ RV ; V (γ, γ′) = 0, para todo (γ, γ′) /∈ RV . E além disso, a relação de
incompatibilidade RV definida por V for reflexiva, ou seja, se tivermos V (γ, γ′) = +∞,
∀γ ∈ P .
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Observação 4.1. A condição de estabilidade implica, novamente, na convergência de ΞΛ.
De fato,

|Ξ(zΛ)| 6 1 +
∑
n>1

1

n!

[∑
γ∈Λ

|zγ|eB(γ)

]n
6 exp

{∑
γ∈Λ

|zγ|eB(γ)

}
6 |Λ|max

γ∈Λ
e|zγ |e

B(γ)

,

onde |Λ| denota a cardinalidade de Λ. Observe que, na verdade, a estabilidade é uma
condição suficiente para analiticidade de ΞΛ em todo o conjunto C|Λ|.

A “pressão” do gás de polı́meros a volume finito Λ é definida por:

PΛ(zΛ) =
1

|Λ|
log ΞΛ(zΛ). (4.4)

Tomando o limite quando Λ → P , espera-se que a pressão PΛ(zΛ) convirja,
pelo menos, quando z pertença a algum polidisco {zγ : |zγ| 6 ργ}γ∈Λ, com
ρ = {ργ}γ∈P sendo alguma função positiva, ρ : P 7→ R+ : γ → ργ , independente
de Λ. Assim, em princı́pio, seria possı́vel encontrar uma cota superior para
|P (zΛ)| uniforme em Λ.

É possı́vel escrever a pressão (4.4) como uma série formal por meio da ex-
pansão de Mayer do fator de Gibbs, exp

{
−
∑

16i<j6n V (γi, γj)
}

. Primeiramente,
observe que:

e−
∑

16i<j6n V (γi,γj) =
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}
partição de [n]

φTU(P1; γP1) · · ·φTU(Pk; γPk), (4.5)

onde, {P1, P2, · · · , Pk} representa uma partição do conjunto [n] e

φTU(P ; γP ) =


∑
g∈GP

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
, se |P | > 2

1 , se |P | = 1
. (4.6)

Assim, podemos escrever a função de partição ΞΛ, como:

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,γ2,··· ,γn)∈Λn

zγ1zγ2 · · · zγne−
∑

16i<j6n V (γi,γj) =

= 1 +
∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,γ2,··· ,γn)∈Λn

zγ1zγ2 · · · zγn
n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}
partição de [n]

k∏
i=1

φTU(Pi; γPi). (4.7)
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Agora, observe que partições do conjunto [n] induzem partições nas configurações
dos polı́meros (γ1, γ2, · · · , γn) ∈ Λn. Portanto, podemos reescrever (4.7), como:

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑
n>1

1

n!

n∑
k=1

∑
{P1,P2,··· ,Pk}
partição de [n]

k∏
i=1

 ∑
γPl∈Λ|Pi|

φTU(Pi; γPi)
∏
h∈Pi

zγh

 ,
onde, se Pi = {p1, p2, · · · , pm}, então γPi é uma notação reduzida para γPi =

(γp1 , γp2 , · · · , γpm).
Por outro lado, temos:∑
γPi∈Λ|Pi|

φTU(Pi; γPi)
∏
h∈Pl

zγh =
∑

(γ1,··· ,γ|Pi|)∈Λ|Pi|

φT (γ1, · · · , γ|Pi|)zγ1 · · · zγ|Pi| ≡ φ|Pi|(zΛ),

(4.8)
isto porque, (γp1 , · · · , γpm), é arbitrário e portanto só depende da cardinalidade
do conjunto Pi. Daı́,

∑
{P1,P2,··· ,Pk}
partição de [n]

k∏
i=1

φ|Pi|(zΛ) =
1

k!

∑
n1,··· ,nk:ni>0
n1,··· ,nk=n

n!

n1! · · ·nk!

k∏
i=1

φni(zΛ).

E segue que:

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑
n>1

1

n!

n∑
k=1

∑
n1,··· ,nk:ni>0
n1,··· ,nk=n

n!

k!n1! · · ·nk!

k∏
i=1

φni(zΛ)

= 1 +
∑
k>1

1

k!

∞∑
n=k

∑
n1,··· ,nk:ni>0
n1,··· ,nk=n

k∏
i=1

φni(zΛ)

ni!

= 1 +
∑
k>1

1

k!

∞∑
n1=1

· · ·
∞∑

nk=1

k∏
i=1

φni(zΛ)

ni!

= 1 +
∑
k>1

1

k!

(
∞∑
n=1

φn(zΛ)

n!

)k

.

Por (4.8), temos:

φn(zΛ) =
∑

(γ1,··· ,γn)∈Λn

φT (γ1, · · · , γn)zγ1 · · · zγn .

E portanto:

log ΞΛ(zΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Λn

φT (γ1, · · · , γn)zγ1 · · · zγn , (4.9)
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com

φT (γ1, · · · , γn) =


∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V (γi,γj) − 1

)
, se n > 2

1 , se n = 1
,

onde,
∑

g∈Gn é a soma sobre todos os grafos conexos em [n].

A Equação (4.9) só faz sentido para aqueles z ∈ CP em que a série, do lado
direito de (4.9), converge absolutamente. Estudaremos a convergência absoluta
desta série, definindo:

| log Ξ|Λ(ρΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Λn

|φT (γ1, · · · , γn)|ργ1 · · · ργn , (4.10)

para ρ ∈ (0,+∞)P . Observe que

| log ΞΛ(zΛ)| 6 | log Ξ|Λ(ρΛ),

para todo z ∈ C|Λ| no polidisco {zγ : |zγ| 6 ργ}γ∈Λ.

Então, se provarmos que a série (4.10) converge, para todo Λ, em algum valor
de ρ = {ργ}γ∈P ∈ (0,+∞)P , provaremos que (4.9) converge absolutamente, para
todo Λ, no polidisco {zγ : |zγ| 6 ργ}γ∈Λ.

Definiremos também outra função diretamente ligada a (4.9). Fixado γ0 ∈ P ,
seja:

|Σγ0|(ρ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn
∃i: γi=γ0

|φT (γ1, · · · , γn)|ργ1 · · · ργn . (4.11)

Agora, note que:∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn
∃i: γi=γ0

=
∑

(γ1=γ0,γ2,··· ,γn)∈Pn
+

∑
(γ1,γ2=γ0,··· ,γn)∈Pn

+ · · ·+
∑

(γ1,γ2,··· ,γn=γ0)∈Pn

=
∑

(γ1=γ0,··· ,γn)∈Pn

n

mγ0(γ1, · · · , γn)
,

onde:
mγ0(γ1, · · · , γn) = |{i ∈ [n] : γi = γ0}|.

Assim, podemos reescrever (4.11), como:

|Σ|γ0(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,··· ,γn)∈Pn

|φT (γ0, · · · , γn)|
mγ0(γ1, · · · , γn) + 1

ργ0 · · · ργn .
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Portanto, será conveniente definir a função:

|Π|γ0(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn

|φT (γ0, · · · , γn)|ρ1 · · · ρn. (4.12)

Note que as séries (4.11) e (4.12) estão diretamente relacionadas, pois:

|Σ|γ0(ρ) = ργ0

∫ 1

0

|Πγ0|(ρ(α))dα,

com

ργ(α) =

ργ, se γ 6= γ0

αργ, se γ = γ0

.

Além disto, temos que:

|Σ|γ0(ρ) 6 ργ0|Π|γ0(ρ),

e para todo {zγ : |zγ| 6 ργ}γ∈P ,

|PΛ(zΛ)| = 1

|Λ|
|log ΞΛ(zΛ)| 6 sup

γ0∈P
ργ0|Π|γ0(ρ).

Logo, se somos capazes de mostrar a convergência de |Π|γ0(ρ) para algum
valor da função ρ ∈ (0,+∞)P , também mostraremos a convergência absoluta da
pressão |PΛ(zΛ)|, para todo Λ, quando z está no polidisco {zγ : |zγ| 6 ργ}γ∈P e que
neste polidisco vale o seguinte cota uniforme em Λ:

|PΛ(zΛ)| 6 sup
γ0∈P

ργ0|Π|γ0(ρ).

Portanto, doravante, vamos nos ocupar com a convergência absoluta da série
|Π|γ0(ρ) definida em (4.12).

Para entender o significado fı́sico das séries |Π|γ0(ρ) e |Σ|γ0(ρ) considere as
seguintes funções definidas em um conjunto finito Λ ⊂ P :

Σγ0(zΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Λn

∃i:γi=γ0

φT (γ1, · · · , γn)zγ1 · · · zγn ,

e

Πγ0(zΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Λn

φT (γ0, γ1, · · · , γn)zγ1 · · · zγn .

Estas equações estão diretamente relacionadas com log ΞΛ(zΛ). Para tanto, ob-
serve que:

Πγ0(zΛ) =
∂

∂zγ0

log ΞΛ(zΛ),
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e
Σγ0(zΛ) = log ΞΛ(zΛ)− log ΞΛ\γ0(zΛ).

Portanto,

Σγ0(zΛ) =

∫ 1

0

∂

∂α
log ΞΛ(zΛ(α))dα = zγ0

∫ 1

0

∂

∂zγ0

log ΞΛ(zΛ(α))dα

= zγ0

∫ 1

0

Πγ0(zΛ(α))dα,

onde

zγ0(α) =

zγ, se γ 6= γ0

αzγ, se γ = γ0

.

4.2 O caso hard-core

Estudaremos agora o gás de polı́meros abstratos interagindo via um potencial
puramente hard-core. Como antes, dizemos que um par (γ, γ′) é incompatı́vel se,
e somente se, V (γ, γ′) = +∞ e escrevemos γ � γ′. Por outro lado, se V (γ, γ′) = 0,
dizemos que o par (γ, γ′) é compatı́vel e o denotamos por γ ∼ γ′. Observe que,
pela Definição 4.4 , devemos ter γ � γ, para todo γ ∈ P .

A função de partição do gás de polı́meros com potencial hard-core é dada por:

ΞΛ(zΛ) = 1 +
∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Λn

zγ1 · · · zγne−
∑

16i<j6n V (γi,γj).

Lembre-se que esta função é analı́tica em todo C|Λ|, uma vez que admite a
seguinte cota:

|ΞΛ(zΛ)| 6 e
∑
γ∈Λ |zγ |.

A “pressão” do gás de polı́meros hard-core a volume finito Λ é definida por:

PΛ(zΛ) =
1

|Λ|
log ΞΛ(zΛ).

Como visto na seção anterior, podemos escrever:

log ΞΛ(zΛ) =
∞∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Λn

φT (γ1, · · · , γn)zγ1 · · · zγn ,

onde φT (γ1, · · · , γn) é definido em (4.9).
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Agora, dada uma n-upla, (γ1, · · · , γn) ∈ Pn, podemos sempre definir um grafo
G(γ1, · · · , γn) ∈ Gn com um elo {i, j} se, e somente se, γi � γj . No caso do gás de
polı́meros hard-core (veja a demonstração do Corolário 3.1), temos para n > 2 :

φT (γ1, · · · , γn) =


∑
g∈Gn

g⊆G(γ1,··· ,γn)

(−1)|Eg | , se G(γ1, · · · , γn) ∈ Gn

0 , se G(γ1, · · · , γn) /∈ Gn

,

novamente, Gn é o conjunto de todos os grafos conexos ou não-conexos no con-
junto [n] e Gn é o conjunto de todos os grafos conexos em [n].

Pelo Corolário 3.1, podemos reescrever φT (γ1, · · · , γn), se G(γ1, · · · , γn) ∈ Gn,
como:

φT (γ1, · · · , γn) = (−1)n−1
∑

τ∈Tn:τ⊆G(γ1,··· ,γn)
p(τ)=τ

1.

Conforme dissemos na seção anterior, para mostrar a convergência absoluta
da pressão precisamos, apenas, considerar a função definida em (4.12).

Agora, reorganizaremos a série |Πγ0|(ρ), usando as ideias contidas no Co-
rolário 3.1. Para tanto, passamos a recordar algumas definições necessárias.

Denotaremos por T 0
n o conjunto de todas as árvores indexadas com conjunto

de vértices {0, 1, · · · , n} para as quais o vértice 0 foi escolhido como raiz. Lem-
bramos que o conjunto de vértices Vτ em uma árvore com raiz, τ ∈ T 0

n , admite
naturalmente uma ordem parcial, denotada por ≺, introduzida da seguinte ma-
neira:

Dados dois vértices distintos u e v de τ , dizemos que v é um descendente de u or u é
antecessor de v, e escrevemos que u ≺ v, se existe um caminho da raiz 0 ao vértice v que
contenha u.

Se {u, v} é um elo de uma árvore com raiz fixada τ , então v ≺ u ou u ≺ v.
De modo que, todo elo {u, v} em uma árvore com raiz fixada é dirigido, isto é, é
um par ordenado, e escrevemos (u, v) quando u ≺ v. Seja (u, v) um elo dirigido
em uma árvore com raiz fixada τ , então u é chamado de antecessor (ou pai) e v é
chamado de sucessor (ou descendente). Observe que, todo vértice em uma árvore
τ ∈ T 0

n , diferente da raiz 0, possui um e somente um, antecessor. Vértices de τ
com mesmo antecessor são chamados irmãos.

Também, usaremos as seguintes notações:
Dado qualquer vértice v 6= 0 em τ ∈ T 0

n , denotamos por dτ (v), o seu número
de geração, que é a distância, em elos de τ , do único caminho unindo a raiz ao
vértice v. Nas mesmas condições, escrevemos v′, para representar o antecessor
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do vértice v. Se o vértice v, possui sv descendentes, estes serão denotados por,
v1, v2, · · · , vsv . Se sv = 0, o vértice v é chamado de extremidade de τ . Finalmente,
note que os descendentes de um vértice v de τ ∈ T 0

n podem ser naturalmente
ordenados seguindo a ordem de seus ı́ndices, e convencionamente, ordenaremos
v1, v2, · · · , vsv , de modo que, v1 < v2 < · · · < vsv . Doravante, trataremos os
elementos τ ∈ T 0

n como árvores ordenadas, no sentido que, todos os descenden-
tes de qualquer vértice v de τ são ordenados de acordo com seus ı́ndices, isto é,
v1 < v2 < · · · < vsv .

Agora, fixado (γ0, γ1, · · · , γn) ∈ Pn+1, de modo que, G(γ0, γ1, · · · , γn) (isto é, o
grafo cujos vértices estão no conjunto {0, 1, · · · , n} e com conjunto de elos dados
por E(γ0, γ1, · · · , γn) = {{i, j} : γi � γj}) seja conexo.

Seja
TG(γ0,γ1,··· ,γn) = {τ ∈ T 0

n : τ ⊂ G(γ0, γ1, · · · , γn)}.

Lembramos que aqui dτ (i) denota a distância (em elos) da raiz 0 ao vértice i e
que o antecessor de i é representado por i′.

Definição 4.5. O conjunto das árvores de Penrose de G(γ0, γ1, · · · , γn), denotadas por
PG(γ0,γ1,··· ,γn), é formado pelas árvores τ ∈ T 0

n tais que:

(t.0) Se {i, j} ∈ Eτ , então {i, j} ∈ E(γ0, γ1, · · · , γn)⇔ γi � γj .

(t.1) Se dois vértices i e j, são tais que dτ (i) = dτ (j), então {i, j} /∈ E(γ0, · · · , γn)

⇔ γi ∼ γj .

(t.2) Se dois vértices i e j, são tais que dτ (j) = dτ (i) − 1 e j > i′, então {i, j} /∈
E(γ0, γ1, · · · , γn)⇔ γi ∼ γj .

Novamente, o Corolário 3.1 nos diz que:

|φT (γ1, · · · , γn)| =
∑
τ∈T 0

n

1PG(γ0,··· ,γn)(τ),

onde 1PG(γ0,··· ,γn) é a função caracterı́stica do conjunto das árvores de Penrose
PG(γ0, · · · , γn) em T 0

n , isto é,

1PG(γ0,··· ,γn)(τ) =

1, se τ ∈ PG(γ0, · · · , γn)

0, se τ /∈ PG(γ0, · · · , γn)
.
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Também usando o Corolário 3.1, podemos reescrever (4.9), como:

|Π|γ0(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn

∑
τ∈T 0

n

1PG(γ0,··· ,γn)ρ(γ1) · · · ρ(γn)

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn

1PG(γ0,··· ,γn)ρ(γ1) · · · ρ(γn)

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

φγ0(τ), (4.13)

onde
φγ0(τ) =

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn

1PG(γ0,··· ,γn)ρ(γ1) · · · ρ(γn).

Isto mostra que a série |Π|γ0(ρ) da Equação (4.12) pode ser reorganizada como
uma soma sobre árvores com ı́ndices. Note que o fato de φγ0(τ) depender dos
ı́ndices da árvore τ se deve a condição (t.2) das árvores de Penrose.

Mostraremos agora que novas cotas para |φT (γ1, · · · , γn)| podem ser obtidas
escolhendo-se novas famı́lias de árvores P̄G(γ0, γ1, · · · , γn) tais que:

PG(γ0,γ1,··· ,γn) ⊂ P̄G(γ0,γ1,··· ,γn) ⊂ TG(γ0,γ1,··· ,γn),

com
TG(γ0,γ1,··· ,γn) = {τ ∈ T 0

n : τ ⊂ G(γ0, γ1, · · · , γn)}.

Abaixo, daremos três possı́veis escolhas para P̄G(γ0,γ1,··· ,γn). Cada uma delas
produz um critério diferente de convergência para a Cluster Expansion do gás de
polı́meros abstratos.

Definição 4.6. O conjunto de árvores fracamente Penrose de G(γ0, · · · , γn), denotadas
por P ∗G(γ0,γ1,··· ,γn) é formado por aquelas árvores τ ∈ T 0

n com conjunto de elos Eτ tais que:

(t.0) Se {i, j} ∈ Eτ então γi � γj , isto é, τ ⊂ G(γ0, γ1, · · · , γn).

(t.1)* Se i e j são irmãos, então γi ∼ γj .

Definição 4.7. O conjunto de árvores de Dobrushin de G(γ0, γ1, · · · , γn), denotadas por
PDob
G(γ0,γ1,··· ,γn) é formado por aquelas árvores τ ∈ T 0

n com conjunto de elos Eτ tais que:

(t.0) se {i, j} ∈ Eτ então γi � γj .

(t.1)D se i e j são irmãos, então γi 6= γj , isto é, γi ∼ γj ou γi � γj .

Definição 4.8. O conjunto de árvores de Kotecký-Preiss de G(γ0, · · · , γn), denotadas
por PKP

G(γ0,γ1,··· ,γn) é formado por aquelas árvores τ ∈ T 0
n com conjunto de vértices Eτ tais

que:
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(t.0) se {i, j} ∈ Eτ então γi � γj .

Pelas definições acima, segue que:

PG(γ0,γ1,··· ,γn) ⊂ P ∗G(γ0,γ1,··· ,γn) ⊂ PDob
G(γ0,γ1,··· ,γn) ⊂ PKP

G(γ0,γ1,··· ,γn) ⊂ TG(γ0,··· ,γn).

Em particular, a Definição 4.8 implica:

PKP
G(γ0,γ1,··· ,γn) = TG(γ0,γ1,··· ,γn).

Assim,

|φT (γ0, γ1, · · · , γn)| 6 |P ∗G(γ0,γ1,··· ,γn)| =
∑
τ∈T 0

n

1τ∈P ∗
G(γ0,γ1,··· ,γn)

(4.14)

6 |PDob
G(γ0,γ1,··· ,γn)| =

∑
τ∈T 0

n

1τ∈PDob
G(γ0,γ1,··· ,γn)

(4.15)

6 |PKP
G(γ0,γ1,··· ,γn)| =

∑
τ∈T 0

n

1τ∈TG(γ0,γ1,··· ,γn)
. (4.16)

Daı́, podemos limitar a série |Π|γ0(ρ) usando (4.14) que é a melhor das três
cotas obtidas. Então,

|Π|γ0(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,··· ,γn)∈Pn

|φT (γ0, γ1, · · · .γn)|ρ(γ1) · · · ρ(γn)

6
∞∑
n=0

1

n!

∑
(γ1,γ2,··· ,γn)∈Pn

∑
τ∈T 0

n

1τ∈P ∗
G(γ0,γ1,··· ,γn)

ρ(γ1), · · · ρ(γn)

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈Tn0

∑
(γ0,γ1,··· ,γn)

1τ∈P ∗
G(γ0,γ1,··· ,γn)

ρ(γ1), · · · , ρ(γn).

Portanto,
|Π|γ0(ρ) 6 Π∗γ0

(ρ), (4.17)

onde

Π∗γ0
(ρ) =

∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈Tn0

φ∗γ0
(τ, ρ), (4.18)

com
φ∗γ0

(τ, ρ) =
∑

(γ0,γ1,··· ,γn)∈Pn
1τ∈P ∗

G(γ0,γ1,··· ,γn)
ρ(γ1) · · · ρ(γn).

Da mesma maneira, podemos usar as cotas (4.15) e (4.16) para encontrar duas
séries que também limitam (4.12). A saber,

ΠDob
γ0

(ρ) =
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈Tn0

φDobγ0
(τ, ρ), (4.19)
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e

ΠKP
γ0

=
∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈Tn0

φKPγ0
(τ, ρ), (4.20)

com
φDobγ0

(τ, ρ) =
∑

(γ0,γ1,··· ,γn)∈Pn
1τ∈PDob

G(γ0,γ1,··· ,γn)
ρ(γ1) · · · ρ(γn),

e
φKPγ0

(τ, ρ) =
∑

(γ0,γ1,··· ,γn)∈Pn
1τ∈PKP

G(γ0,γ1,··· ,γn)
ρ(γ1) · · · ρ(γn).

É importante enfatizar que diferente de φγ0(τ) definido em (4.13), os três fa-
tores φ∗,Dob,KPγ0

(τ, ρ) não dependem das etiquetas da árvore τ mas apenas de sua
estrutura topológica, assim os termos da série Π0

γ0
podem ser agrupados em ter-

mos das árvores com raiz que agora não possuem ı́ndices. Isto é o que faremos
na próxima seção. Para concluir, vamos relembrar que as equações (4.18)-(4.20),
implicam que:

|Π|γ0(ρ) 6 Π∗γ0
(ρ) 6 ΠDob

γ0
(ρ) 6 ΠKP

γ0
(ρ).

4.2.1 Reorganização das séries Π∗γ0(ρ)

Agora, reorganizaremos a soma sobre as árvores τ ∈ T 0
n , aparecendo na Equa-

ção (4.18), em termos de árvores conhecidas por árvores planares com raiz. O que
torna isto possı́vel é o fato de φ∗γ0

não depender da maneira como as etiquetas
de τ são distribuı́das. A cada árvore τ ∈ T 0

n , podemos associar um desenho no
plano chamado árvore planar com raiz de τ . Este desenho é obtido colocando-se
os antecessores à esquerda dos seus sucessores, sendo estes ordenados de cima
para baixo, consistentemente, de acordo com a ordem de seus ı́ndices, isto é, co-
locamos em primeiro lugar, o vértice de menor ı́ndice, e o vértice de maior ı́ndice
ocupa a última posição.

Desta forma, estamos definindo um mapa m : τ 7→ m(τ) que associa a cada
árvore τ ∈ T 0

n um único desenho t = m(τ) no plano, chamado de árvore planar com
raiz associada a τ . Denotaremos por T 0

n , o conjunto de todas as árvores planares
com raiz contendo n vertices e por T0,k o conjunto de todas as árvores planares
com raiz cujo número de geração máximo é k e também por T 0 o conjunto de
todas as árvores planares com raiz. Note que, T 0 = ∪n>0T 0

n = ∪k>0T0,k.
Um elemento t ∈ T 0

n pode ser visto como uma classe de equivalência de ele-
mentos τ ∈ T 0

n+1, a saber, dizemos que τ ′ é equivalente a τ se, m(τ ′) = t = m(τ),
ou seja, se elas produzem a mesma árvore planar com raiz. Podemos também de-
finir esta equivalência por meio de permutações no conjunto de ı́ndices {1, 2, · · · , n},
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dizendo que τ ′ ∈ T 0
n é equivalente a τ ∈ T 0

n se, existe uma permutação σ no con-
junto {1, 2, · · · , n} preservando a ordem dos descendentes de cada vértice de τ de
maneira que τ ′ = σ(τ) ( onde σ(τ) é o grafo com conjunto de vértices dado por
Vσ(τ) = {0, σ(1), · · · , σ(n)} e conjunto de elos Eσ(τ) = {{σ(i), σ(j)} : {i, j} ∈ Eτ}).

O conjunto de todas as classes de equivalência é o conjunto das árvores pla-
nares com n vértices diferentes da raiz.

Obviamente, o mapa m : τ 7→ m(τ) = t não é injetivo e a cardinalidade da
pré-imagem de uma árvore planar com raiz t, isto é, o número de maneiras que
os n vértices diferentes da raiz podem ser indexados de forma a respeitar a ordem
“cima para baixo” em todos os vértices de τ , é dado por:∣∣{τ ∈ T 0

n+1 : m(τ) = t}
∣∣ =

n!∏
i<0 si!

,

onde i < 0 significa que os vértices i ∈ Vτ são tomamos de acordo com a ordem
parcial estabelecida anteriormente.

De fato, observe que n! é o número de todas as permutações no conjunto
{1, 2, · · · , n}, enquanto para cada vértice v, sv! são as permutações dos seus des-
cendentes. De modo que, n!/

∏
i<0 si! é o número de permutações dos vértices de

τ diferentes da raiz, que não alteram a ordem dos descendentes em cada vértice.
Deste modo, o número de árvores τ ∈ T 0

n que pertencem a mesma classe de
equivalência t, ou seja, aquelas associadas a mesma árvore planar com raiz, é:

|[τ ]| = n!∏
i<0 si!

,

onde t = [τ ] é a árvore planar com raiz associada a τ caracterizada pela sequência
{si}i<0.

Enfatizamos que toda árvore planar com raiz t ∈ T 0
n pode ser representada

de maneira única como uma sequência hierárquica de inteiros, construı́da da se-
guinte forma:

Primeiramente, associamos um inteiro s0 ∈ N ∪ {0} à raiz fixada 0. Se s0 = 0,
então t é a árvore trivial composta apenas da raiz. Se s0 > 1, isto significa que, a
árvore bifurca em s0 ramos que ligam a origem 0 a outros s0 vértices, denotados
por, v1

0, v
2
0, · · · , v

s0
0 (descendentes da raiz), que, por convenção, são representados

de cima para baixo, de acordo com a ordem de seus ı́ndices, na árvore t. Para
continuar a construção de t, agora associamos a cada um dos vértices v1

0, · · · , v
s0
0 ,

respectivamente, os inteiros não-negativos, sv1
0
, sv2

0
, · · · , svs00

, significando que o
vértice vi0 bifurca em svi0 ramos com i = 1, 2, · · · , s0 (se svi0 = 0, o processo ter-
mina) e, assim por diante, até que o vértice de ı́ndice vs00 bifurque em svs00

ramos.
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Em seguida, iteramos este procedimento. Consequentemente, qualquer árvore
planar com raiz t pode ser representada de maneira única por uma sequência
hierárquica de inteiros não-negativos:

{s0}, {sv1
0
, sv2

0
, · · · , svs00

}, · · · , {0, 0, · · · , 0}.

Deste modo, denotaremos abreviadamente uma árvore planar com raiz como:

t = {sv}v<0.

Agora, observe que o fator φ∗γ0
(τ, ρ) depende apenas da árvore planar com raiz

associada a τ . Daı́, podemos escrever:

φ∗γ0
(τ, ρ) = φ∗γ0

([τ ], ρ) = φ∗γ0
(t, ρ) =

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,γv2 ,··· ,γvsv )∈Psv
γv�γvi γvi∼γvj

ρ(γv1) · · · ρ(γvsv )

 .
Note que, em cada vértice v, a soma sobre os polı́meros γv1 , γv2 , · · · , γvsv as-

sociados aos descendentes de v, depende do polı́mero γv. Portanto, a ordem do
produto na equação acima é relevante e, este é organizado de forma a respeitar a
ordem parcial sobre a árvore, ou seja, os antecessores são considerados antes que
seus descendentes na expansão do produtório. Convencionaremos que, para um
vértice v tal que sv = 0, o fator entre colchetes é igual a 1.

Podemos agora reorganizar o lado direito de (4.18) como segue:

Π∗γ0
(ρ) =

∞∑
n=0

1

n!

∑
τ∈T 0

n

φ∗γ0
(τ, ρ) =

∑
n>0

1

n!

∑
t∈T 0

n

∑
τ∈t

φ∗γ0
(t, ρ)

=
∑
n>0

1

n!

∑
t∈T 0

n

φ∗γ0
(t, ρ)

∑
τ∈t

1 =
∑
n>0

1

n!

∑
t∈T 0

n

φ∗γ0
(t, ρ)|[τ ]|

=
∑
n>0

∑
t∈T 0

n

[∏
v<0

1

si!

]
φ∗γ0

(t, ρ)

=
∑
n>0

∑
t∈T 0

n

∏
v<0

 1

si!

∑
(γv1 ,γv2 ,··· ,γvsv )∈Psv
γv�γvi γvi∼γvj

ρ(γv1) · · · ρ(γvsv )

 .
Portanto,

Π∗γ0
(ρ) = (4.21)∑

t∈T 0
n

∏
v<0

 1

sv!

∑
(γv1 ,γv2 ,··· ,γvsv )∈Psv

sv∏
i=1

1{γv�γvi}
∏

16i<j6sv

1{γvi∼γvj }ρ(γv1) · · · ρ(γvsv )

 .
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De modo completamente análogo, obtemos:

ΠDob
γ0

(ρ) = (4.22)∑
t∈T 0

n

∏
v<0

 1

sv!

∑
(γv1 ,γv2 ,··· ,γvsv )∈Psv

sv∏
i=1

1{γv�γvi}
∏

16i<j6sv

1{γvi 6=γvj }ρ(γv1) · · · ρ(γvsv )

 ,

e também

ΠKP
γ0

(ρ) = (4.23)∑
t∈T 0

n

∏
v<0

 1

sv!

∑
(γv1 ,γv2 ,··· ,γvsv )∈Psv

sv∏
i=1

1{γv�γvi}ρ(γv1) · · · ρ(γvsv )

 .

4.2.2 Árvores e convergência

Dadas duas funções µ = {µγ}γ∈P e ν = {νγ}γ∈P em (0,+∞)P , dizemos que
µ < ν ⇔ µγ < νγ , para todo γ ∈ P .

Vamos considerar, para todo n ∈ N e para todo (γ0; γ1, · · · , γn) ∈ Pn+1, números
bn(γ0; γ1, · · · , γn) tais que, bn(γ0; γ1, · · · , γn) > 0. Uma vez que, bn(γ0; γ1, · · · , γn)

são dados, podemos definir a seguinte função:

ϕb : (0,+∞)P → (0,+∞]P : u 7→ ϕb(u),

cujas entradas são:

[ϕb(u)](γ)
.
= ϕbγ(u) = 1 +

∑
n>1

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn

bn(γ; γ1, · · · , γn)u(γ1) · · ·u(γn). (4.24)

Definimos também o conjunto

Db = {u : P → (0,+∞)P ;ϕbγ(u) < +∞, ∀γ ∈ P}.

Deste modo, a restrição de ϕ a Db define uma função em (0,+∞)P , isto é:

ϕbγ(u) < +∞, ∀γ ∈ P , sempre que u ∈ Db. (4.25)

Note que, se u ∈ Db e u′ < u, então u′ ∈ Db.

Seja µ : P → (0,+∞)P uma função no conjunto Db, definimos:

r =
µ

ϕb(µ)
,
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cujas entradas são dadas por;

r(γ) =
µ(γ)

ϕbγ(µ)
, γ ∈ P . (4.26)

Por construção, r ∈ Db. E também r(γ) > 0, para todo γ ∈ P pois, se
µ ∈ (0,+∞)P e µ ∈ Db o que implica ϕbγ(µ) < +∞, para todo γ ∈ P .

Considere agora, para qualquer ρ ∈ Db, o mapa T ρ = ρϕb dado por:

T ρ : Db → (0,+∞]P : u 7→ T ρ(u),

com entradas

[T ρ(u)](γ)
.
= T ργ (u) = ρ(γ)ϕbγ(u), γ ∈ P . (4.27)

De (4.26) e (4.27) segue que:

µ = T r(µ). (4.28)

Ou seja, µ é um ponto fixo para o mapa T r. Assim, por (4.28), para todo
γ0 ∈ P , temos:

µ(γ0) = T rγ (µ) =

r(γ0) + r(γ0)
∑
γ1∈P

b1(γ0; γ1)µ(γ1) + r(γ0)
∑

(γ1,γ2)∈P2

b2(γ0; γ1, γ2)µ(γ1)µ(γ2) + · · ·

· · ·+ r(γ0)
∑

(γ1,··· ,γn)∈Pn
bn(γ0; γ1, · · · , γn)µ(γ1) · · ·µ(γn) + · · · (4.29)

A equação (4.29), pode ser visualizada da seguinte forma:

•
γ0

.
= µ(γ0)= T rγ0

(µ)
.
= ◦

γ0
+ ◦

γ0
•
γ1

+ ◦
γ0

��
�•γ1

H
HH•γ2

+ · · · + ◦
γ0

�
��
•γ1

��
�•γ2...

@
@@•γn

+ · · ·

onde
◦γ0 = r(γ0),

e, para qualquer n ≥ 1
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◦
γ0

�
��
•γ1

��
�•γ2...

@
@@•γn

= r(γ0)
∑

(γ1,...,γn)∈Pn
bn(γ0; γ1, . . . , γn)µ(γ1) . . . µ(γn).

A iteração [T r]2(µ) = T r(T r(µ)) corresponde a trocar cada uma das bolas pre-
tas pelo diagrama correspondente da expansão de T r.

Isto leva a árvore planares com raiz de no máximo três gerações, sendo que
nos vértice das primeiras duas gerações temos bolas brancas e nos vértices da
terceira geração temos bolas pretas. A k-ésima iteração leva a todas as possı́veis
árvores planares com raiz tendo no máximo k+1 gerações, sendo que nos vértices
das k primeiras gerações temos bolas brancas e bolas pretas nos vértices da (k+1)-
ésima geração. Vamos denotar por T 0,k o conjunto de todas as árvores com raiz
zero contendo no máximo k gerações. Um argumento indutivo direto mostra que:

[T r]kγ0
(µ) = r(γ0)

[
k−1∑
l=0

Φ(l)
γ0

(r) +R(k)
γ0

(r, µ)

]
, (4.30)

com

Φ(l)
γ0

(r) =
∑
t∈T 0,l

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,··· ,γvsv )∈Psv

bsv(γ0; γv1 , · · · , γvsv )r(γv1) · · · r(γvsv )

 , (4.31)

e

R(k)
γ0

(r, µ) =
∑
t∈T 0,k

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,··· ,γvsv )∈Psv

bsv(γ0; γv1 , · · · , γvsv )χt,v
1

γv1
· · ·χt,vsvγvsv

 , (4.32)

onde

χt,vγv =

r(γ), se d(v) < k

ρ(γ), se d(v) = k
, (4.33)

onde d(v) é o número de geração de v em t e assumimos que b0(γv) = 1. Por
(4.29), temos:

[T r]kγ0
(µ) = µ(γ0),

que implica imediatamente, por meio de (4.30),

r(γ0)
k−1∑
l=0

Φ(l)
γ0

(r) 6 µ(γ0), para todo k ∈ N. (4.34)

Esta equação implica imediatamente o seguinte lema.
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Lema 4.1. Sejam µ : P → (0,+∞)P tal que µ ∈ Db e ϕbγ(µ) a função definida por (4.24)
e (4.25). Considere r ∈ (0,+∞)P como definido em (4.26). Então para todo ρ 6 r:

A série

Φb
γ0

(ρ)
.
=
∑
t∈T 0

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,··· ,γvsv )∈Psv

bsv(γ0; γ1, · · · , γvsv )ρ(γ1) · · · ρ(γvsv )

 , (4.35)

converge para todo γ0 ∈ P e admite os seguintes limites:

Φb
γ0

(ρ) 6 Φb
γ0

(r) 6 ϕbγ0
(µ), ∀γ0 ∈ P .

Demonstração. Por (4.34), temos:

r(γ0)
n∑
l=0

Φ(l)
γ0

(r) 6 T n+1
γ0

(µ), ∀n ∈ N,

mas, por definição, temos para qualquer k ∈ N que T kγ0
(µ) = µ(γ0). Então obtemos

r(γ0)
n∑
l=0

Φ(l)
γ0

(r) 6 µ(γ0), ∀n ∈ N,

mas por (4.26), vem:
n∑
l=0

Φ(l)
γ0

(r) 6 ϕbγ0
(µ), ∀n ∈ N,

e por monotonicidade, para qualquer ρ 6 r, temos

Φb
γ0

(ρ) 6 Φb
γ0

(r) 6 ϕbγ0
(µ).

4.2.3 Critérios de convergência

Critério de Fernández-Procacci

Escolhemos

bn(γ0; γ1, · · · , γn) = bFPn (γ0; γ1, · · · , γn)
.
=

1

n!

n∏
i=1

1{γ0�γi}
∏

16i<j6n

1{γi∼γj}, (4.36)

e deste modo

ϕb
FP

γ0
(µ) = 1 +

∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn
γ0�γi γi∼γj

µ(γ1) · · ·µ(γn) = ΞPγ0
(µ). (4.37)
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Então, o Lema anterior nos diz que a série

ΦbFP

γ0
(r) =

∑
t∈T 0

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,··· ,γvsv )∈Psv

1

sv!

sv∏
i=1

1{γv�γvi}
∏

16i<j6sv

1{γi∼γj}r(γv1) · · · r(γvsv )

 ,

(4.38)
converge. Comparando (4.22) com (4.38) é imediato ver que;

Π∗γ0
(ρ) = ΦbFP

γ0
(ρ).

O que nos dá imediatamente o seguinte critério de convergência para a cluster
expansions.

Teorema 4.1. Escolha µ ∈ Db ⊂ (0,+∞)P e seja r∗ ∈ (0,+∞)P definido por:

r∗(γ0) =
µ(γ0)

ΞPγ0
(µ)

, γ0 ∈ P . (4.39)

Se ρ é tal que
ρ(γ) 6 r∗(γ), ∀γ ∈ P . (4.40)

Então, a série |Π|γ0(ρ) definida em (4.12) é finita para todo γ0 ∈ P e

|Π|γ0(ρ) 6 ΞPγ0
(µ), (4.41)

e portanto
ρ(γ0)|Π|γ0(ρ) 6 µ(γ0), (4.42)

para todo γ0 ∈ P .

Demonstração. Pelo Lema anterior (4.1), é imediato ver que a série Π∗γ0
(ρ) definida

em (4.18) é finita para todo γ0 ∈ P e com ρ tal que ρ 6 r∗ , sendo r∗ definido em
(4.39). Além disso ,

Π∗γ0
(ρ) 6 ΞPγ0

(µ),

para todo γ0 ∈ P . Por (4.17), o mesmo vale para a série |Π|γ0(ρ).

Critério de Dobrushin

Agora, escolhemos

bn(γ0; γ1, · · · , γn) = bDobn (γ0; γ1, · · · , γn)
.
=

1

n!

n∏
i=1

1{γ0�γi}
∏

16i<j6n

1{γi 6=γj},

deste modo

ϕb
Dob

γ0
(µ) = 1 +

∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn
γ0�γi γi 6=γj

µ(γ1) · · ·µ(γn) =
∏
γ�γ0

[1 + µ(γ)]. (4.43)
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Novamente, o Lema anterior (4.1) nos diz que a série

ΦbDob

γ0
(r) =

∑
t∈T 0

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,··· ,γvsv )∈Psv

1

si!

sv∏
i=1

1{γv�γvi}
∏

16i<j6n

1{γvi∼γvj }r(γv1) · · · r(γvsv )

 ,

(4.44)
converge. Comparando (4.23) e (4.44), temos:

ΠDob
γ0

(ρ) = ΦbDob

γ0
(ρ).

Deste modo, chegamos ao seguinte critério de convergência para cluster ex-
pansions.

Corolário 4.1 (Dobrushin). Escolha µ ∈ (0,+∞)P e considere rDob definido por

rDob(γ) =
µ(γ)∏

γ̄�γ[1 + µ(γ̄)]
. (4.45)

Seja ρ ∈ (0,+∞)P tal que

ρ(γ) 6 rDob(γ) =
µ(γ)∏

γ̄�γ[1 + µ(γ̄)]
∀γ ∈ P . (4.46)

Então, a série |Π|γ0(ρ) definida em (4.12) é finita para cada γ0 ∈ P e

|Π|γ(ρ) 6
∏
γ̄�γ

[1 + µ(γ̄)], (4.47)

ou
ρ(γ)|Π|γ(ρ) 6 µ(γ), ∀γ ∈ P . (4.48)

Critério de Kotecký-Preiss

Finalmente, se escolhemos

bn(γ0; γ1, · · · , γn) = bKPn (γ0; γ1, · · · , γn)
.
=

1

n!

n∏
i=1

1{γ0�γi},

e

ϕb
KP

γ0
(µ) = 1 +

∑
n>1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈Pn

γ0�γi 16i<j6n

µ(γ1) · · ·µ(γn) = exp[
∑
γ�γ0

µ(γ)]. (4.49)

Novamente, o Lema anterior (4.1) nos diz que a série

ΦbKP

γ0
(r) =

∑
t∈T 0

∏
v<0

 ∑
(γv1 ,··· ,γvsv )∈Psv

1

si!

sv∏
i=1

1{γv�γvi}r(γv1) · · · r(γvsv )

 , (4.50)

converge para todo ρ 6 r. Comparando (4.24) e (4.50) temos:

ΠKP
γ0

(ρ) = ΦbKP

γ0
(ρ).

Então, chegamos ao critério de Kotecký e Preiss, a saber:
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Corolário 4.2 (Kotecký-Preiss). Escolha µ ∈ (0,+∞)P e considere rKP ∈ (0,+∞)P

definido por:

rKPγ0
=

µ(γ0)

exp[
∑

γ�γ0
µ(γ)]

. (4.51)

Seja ρ ∈ (0,+∞)P tal que

ρ 6 rKPγ =
µ(γ)

exp[
∑

γ̃�γ µ(γ̃)]
. (4.52)

Então a série |Π|γ0(ρ) definida em (4.12) é finita para todo γ0 ∈ P e

|Π|γ(ρ) 6 exp[
∑
γ̃�γ

µ(γ̃)], (4.53)

ou
ρ(γ)|Π|γ(ρ) 6 µ(γ), ∀γ ∈ P . (4.54)

Em suma, os três critérios apresentados são da forma

ρ(γ) 6 r(γ) =
µ(γ)

ϕγ(µ)
, (4.55)

com

ϕγ(ρ) =


exp[

∑
γ̃�γ µ(γ̃)] (Kotecký-Preiss)∏

γ̃�γ(1 + µ(γ̃)) (Dobrushin)

ΞPγ (µ) (Fernández-Procacci)

. (4.56)

Além disso, para todo µ ∈ (0,+∞)P , temos:

ΞPγ (µ) 6
∏
γ̃�γ

(1 + µ(γ̃)) 6 exp[
∑
γ̃�γ

µ(γ̃)].

Isto implica que:
r∗γ > rDobγ > rKPγ .

Portanto, o critério dado pelo Teorema (4.1) dá a melhor estimativa do raio de
convergência para a cluster expansions entre os três propostos.

4.3 Gás de subconjuntos finitos não-sobrepostos de

um conjunto enumerável

Agora estudaremos um caso particular do gás de polı́meros abstratos que fre-
quentemente aparece em aplicações da Mecânica Estatı́stica.

Sejam V um conjunto infinito enumerável qualquer, e o espaço de polı́meros
definido por:
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PV = {R ⊂ V : |R| <∞}.

Em PV, considere a relação de incompatibilidade dada por:

γ � γ′ ⇐⇒ γ ∩ γ′ 6= ∅.

Note que agora os polı́meros possuem uma cardinalidade |γ|, de modo que,
podemos falar em polı́meros grandes ou pequenos. Como antes, associamos a
cada polı́mero γ uma atividade ρ(γ) ∈ [0,∞). Aqui, permitiremos também que
ρ(γ) = 0 para algum γ. Por exemplo, na expansão de polı́meros de alta tem-
peratura para sistemas de spins, teremos PV para um conjunto apropriado V e
ρ(γ) = 0 sempre que |γ| = 1.

Usualmente, em aplicações, V é o conjunto de vértices de um grafo infinito,
G = (V,E), com conjunto de elos E. Por exemplo, se V = Zd, então E é o con-
junto dos primeiros vizinhos em Zd. Quando V é o conjunto de vértices de um
grafoG, entãoV possui uma estrutura métrica natural induzida pela distância so-
bre o grafo G. Tal estrutura métrica em V nos permite dizer o quão “espalhado”
se encontra um dado polı́mero (dizemos que um polı́mero é “espalhado” se to-
dos os pontos estão distantes uns dos outros) e também, podemos dizer quando
dois polı́meros γ e γ′ estão próximos ou afastados. De modo que, a partir do
contexto abstrato podemos passar para realizações mais concretas que possuem
uma estrutura mais rica. A saber, se supomos que os polı́meros são subconjun-
tos finitos de um conjunto enumerável V com relação de incompatibilidade dada
por �= ∩, qualquer polı́mero possui uma atividade e cardinalidade, e podemos
fazer a distinção entre polı́meros grandes e pequenos. Mais ainda, se V é o con-
junto de vértices de algum grafoG, podemos no perguntar sobre a distância entre
polı́meros e dizer o quão espalhado um dado polı́mero se encontra.

Apesar destas considerações, no que segue, não supomos nenhuma estrutura
de grafo para o conjunto V. Nosso espaço de polı́meros abstratos será o conjunto
de todos os subconjuntos finitos de um dado conjunto infinito enumerável cuja
relação de incompatibilidade será dada pela não-intersecção entre os subconjun-
tos.

Agora, considere Λ um subconjunto finito de V. Uma configuração do gás de
polı́meros em Λ é dada quando especificamos o conjunto dos polı́meros que estão
presentes em Λ. Obviamente, estes polı́meros devem ser par a par compatı́veis,
isto é, uma configuração em Λ é uma n-upla não-ordenada {γ1, · · · , γn} tal que
γi ∩ γj = ∅ para todo i, j ∈ {1, 2, · · · , n}. A probabilidade de se encontrar a
configuração {γ1, · · · , γn} na caixa Λ é definida como:
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Probγ(γ1, · · · , γn) = Ξ−1
Λ

n∏
i=1

ρ(γi),

onde ΞΛ é a função de partição dada por:

ΞΛ(ρ) = 1 +
∑
n>1

∑
(γ1,··· ,γn):γi⊂Λ

γi∩γj=∅

ρ(γ1) · · · ρ(γn). (4.57)

4.3.1 Convergência via os critérios dos polı́meros abstratos

Vamos comparar os três critérios de convergência obtidos em (4.40), (4.46) e
(4.52) para este modelo.

Começamos com o critério de Kotecký-Preiss, escolhendo µ(γ) = ργe
a|γ| onde

a > 0, a condição (4.52) torna-se:∑
γ̄∈PV
γ̄�γ

ργ̄e
a|γ̄| 6 a|γ|, ∀γ ∈ P . (4.58)

Usando o fato que γ̄ � γ significa γ̄ ∩ γ 6= ∅, temos:∑
γ̄∈PV
γ̄�γ

ργ̄e
a|γ̄| 6 |γ| sup

x∈V

∑
x∈γ̄

ργ̄e
a|γ̄|.

Portanto, (4.58) torna-se a seguinte condição:

sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ| 6 a. (4.59)

Por outro lado, a condição de Dobrushin pode ser escrita como:

ργ 6
µ(γ)∏

γ∈PV:γ̄�γ[1 + µ(γ̄)]
. (4.60)

Escolhendo novamente µ(γ) = ργe
a|γ| a condição acima fica:∏

γ̄∈PV
γ̄�γ

(1 + ργe
a|γ|) 6 ea|γ|, ∀γ ∈ P , (4.61)

isto é, ∑
γ̄∈PV
γ̄�γ

log(1 + |ργ̄|ea|γ̄|) 6 a|γ|, ∀γ ∈ P , (4.62)

e
sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

log(1 + |ργ|ea|γ|) 6 a, (4.63)
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que um pouco melhor que (4.58).
Finalmente, a condição (4.40), colocando novamente µ(γ) = |ργ|ea|γ| , torna-se:

Ξγ
PV(µ) 6 ea|γ|, (4.64)

onde

Ξγ
PV(µ) = 1 +

|Λ|∑
n=1

1

n!

∑
(γ1,··· ,γn)∈PnV
γ�γi, γi∼γj

n∏
i=1

|ργi |ea|γi|. (4.65)

Novamente, usaremos o fato que γ � γ′ ⇐⇒ γ ∩ γ′ 6= ∅ para estimar o fator:∑
(γ1,··· ,γn)∈PnV
γ�γi, γi∼γj

n∏
i=1

|ργi |ea|γi|. (4.66)

Observe que este fator é zero sempre que n > |γ|, uma vez que não podemos
escolher n subconjuntos γi de V todos compatı́veis entre si e incompatı́veis com
um subconjunto fixado γ ∈ V. Por outro lado, para n 6 |γ|, podemos limitar o
fator acima por:

∑
(γ1,··· ,γn)∈PnV
γ�γi, γi∼γj

n∏
i=1

|ργi |ea|γi| 6 |γ|(|γ| − 1) · · · (|γ| − n+ 1)

sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ|


n

6

(
|γ|
n

)
n!

sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ|


n

.

Deste modo,

Ξγ
PV(µ) 6 1 +

|Λ|∑
n=1

(
|γ|
n

)sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ|


n

=

1 + sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ|


|γ|

.

Assim, (4.64) pode ser escrito como:

1 + sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ|


|γ|

6 ea|γ|,

isto é,

sup
x∈V

∑
γ∈PV
x∈γ

|ργ|ea|γ| 6 ea − 1. (4.67)
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Capı́tulo 5

Nossos Resultados

5.1 Sistemas contı́nuos de partı́culas no Ensemble Canônico

como um gás de polı́meros abstratos

Lembremos que, conforme as convenções estabelecidas no Capı́tulo 2, se S re-
presentar um conjunto indicaremos a sua cardinalidade por |S| e quando n deno-
tar um inteiro não-negativo designaremos por [n], o conjunto: [n] = {1, 2, · · · , n}.

5.1.1 Sistemas contı́nuos de partı́culas: Notações

Consideramos um sistema composto por um grande número N de partı́culas
clássicas, idênticas, delimitado por uma caixa cúbica Λ ⊂ Rd com volume |Λ|
(e portanto, a uma densidade fixada ρ = N/|Λ|). Denotaremos por xi ∈ Rd, a
posição da i-ésima partı́cula e por, |xi|, o seu módulo. Assumimos que não exis-
tem partı́culas fora de Λ (condição de fronteira livre) e que estasN partı́culas inte-
ragem via um potencial em pares V (xi−xj), de modo que, a energia configuracio-
nal do sistema quando as N partı́culas ocupam as posições (x1,x2, · · · ,xN) ∈ ΛN

é dada por:

U(x1,x2, · · · ,xN) =
∑

16i<j6N

V (xi − xj).

Faremos as seguintes considerações usuais sobre o potencial em pares V (x):

i) Estabilidade:
Existe B > 0 tal que, para todo N ∈ N e para todo (x1,x2, · · · ,xN) ∈ RdN ,∑

16i<j6N

V (xi − xj) > −BN. (5.1)
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ii) Regularidade de V :

C(β) =

∫
Rd

∣∣e−βV (x) − 1
∣∣ dx < +∞. (5.2)

A função de partição do sistema no Ensemble Canônico com uma densidade
fixada ρ = N/|Λ| e inverso da temperatura fixado β ∈ R+ é dada pela seguinte
função:

ZΛ(β, ρ) =
1

N !

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxN e−β
∑

16i<j6N V (xi−xj).

A Termodinâmica do sistema pode ser derivada da função de partiçãoZΛ(β, ρ).
Em particular, a energia livre de Helmholtz por unidade de volume do sistema é
obtida por:

f(β, ρ) = lim
Λ,N→∞
N/|Λ|=ρ

fΛ(β, ρ), (5.3)

onde acima, Λ→∞ significa que o volume da caixa cúbica tende a infinito e

fΛ(β, ρ) = − 1

β|Λ|
lnZΛ(β, ρ). (5.4)

Convém observar que o limite em (5.3) sempre existe, quando o potencial
V (x) satisfaz as propriedades de estabilidade e regularidade de V , vide [19].

Também faremos uso das seguintes notações para um sistema no Ensemble
Grande Canônico:

A função de partição de um sistema no Ensemble Grande Canônico delimi-
tado por caixa Λ de volume |Λ|, submetido a uma temperatura inversa fixada β e
uma fugacidade λ fixada, é dada por:

ΞΛ(β, λ) = 1 +
∑
N>1

λN

N !

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxN e−β
∑

16i<j6N V (xi−xj).

A pressão a volume finito do sistema PΛ(β, λ) no Ensemble Grande Canônico
é definida como:

βPΛ(β, λ) =
1

|Λ|
ln ΞΛ(β, λ) =

∑
n>1

bn(β,Λ)λn, (5.5)

onde, b1(β,Λ) = 1, e, para n > 2,

bn(β,Λ) =
1

|Λ|
1

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

]
, (5.6)
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onde Gn representa o conjunto de todos os grafos conexos com vértices no con-
junto [n] e se g ∈ Gn, denotamos por Eg, o seu conjunto de elos.

Lembramos que o lado direito de (5.5) é conhecido como a série de Mayer para
a pressão e o termo bn(β,Λ) é o coeficiente de ordem n de Mayer-Ursell (também
chamado integral de cluster de ordem n). Cota superiores para este termo foram
obtidas por diversas vezes na literatura, usando os métodos das (EKS) ou (IGA).
No entanto, até onde sabemos, a cota obtida por Penrose em [40] ou (2.72) nunca
foi superada. A cota para |bn(β,Λ)| em (2.72) é, uniforme em Λ e para todo n > 2,
é dada por:

|bn(β,Λ)| 6 e2βB(n−2)nn−2 [C(β)]n−1

n!
, (5.7)

onde C(β) é definido na Equação (5.2).

A densidade a volume finito, ρ = ρΛ(β, λ), do sistema no Ensemble Grande
Canônico é dada por:

ρ =
∑
n>1

nbn(β,Λ)λn. (5.8)

De modo que, podemos eliminar λ em (5.5) e (5.8) para obter a conhecida
Expansão de Virial da pressão, isto é, a pressão em potências da densidade P =

PΛ(β, ρ), no Ensemble Grande Canônico:

βPΛ(β, ρ) = ρ−
∑
k>1

k

k + 1
βk(β,Λ)ρk+1, (5.9)

onde, como mostrado por Mayer em [27],

βk(β,Λ) =
1

|Λ|
1

k!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxk+1

∑
g∈G∗k+1

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

]
, (5.10)

com G∗k+1 representando o conjunto de todos os grafos 2-conexos com vértices
no conjunto [k + 1]. O termo βk(β,Λ) é conhecido na literatura como integral de
cluster irredutı́vel de ordem k.

Conforme observado na Introdução, provou-se em [17, 18, 40, 41] que a série
de Mayer no lado direito de (5.5) é absolutamente convergente, uniformemente
em Λ, para todo λ complexo, dentro do disco

|λ| 6 1

e2βB+1C(β)
, (5.11)

onde B é a constante de estabilidade definida em (5.1) e C(β) é a função defi-
nida em (5.2). Além disto, Lebowitz e Penrose em [30], mostraram que a série de
Virial do lado direito de (5.9) converge para todo complexo ρ = ρΛ(β, λ), unifor-
memente em Λ, dentro do disco:

|ρ| 6 g(e2βB)
1

e2βBC(β)
, (5.12)
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com
g(u) = max

0<w<1

[(1 + u)e−w − 1]w

u
. (5.13)

Enfatizamos que a cota em (5.11), obtida em 1963, bem como (5.12), encon-
trada um ano depois, permanecem até os dias atuais, como as melhores cotas
inferiores para o raio de convergência da série de Mayer da pressão e para o raio
de convergência da série de virial da pressão, respectivamente, de um sistema
contı́nuo de partı́culas.

5.1.2 Um Teorema no Ensemble Canônico

Seguindo [21], introduzimos as seguintes notações:

ZΛ(β, ρ) =
|Λ|N

N !
Z̃Λ(β, ρ),

onde:
Z̃Λ(β, ρ) =

∫
λ

dx1

|Λ|
· · · dxN
|Λ|

e−β
∑

16i<j6N V (xi−xj). (5.14)

Definindo:
QΛ(β, ρ) =

1

|Λ|
ln Z̃Λ(β, ρ). (5.15)

Então, a energia livre de Helmholtz fΛ(β, ρ) definida em (5.4) pode ser escrita
como:

fΛ(β, ρ) = − 1

β

[
1

|Λ|
ln

(
|Λ|N

N !

)
+QΛ(β, ρ)

]
. (5.16)

Observe que − 1
β|Λ| ln

|Λ|N
N !

é a energia livre de Helmholtz de um gás ideal, e
− 1
β
QΛ(β, ρ) corresponde a parte da energia livre de Helmholtz devido a presença

da interação V (x).

Teorema 5.1. Seja QΛ(β, ρ) como definido em (5.15), então as seguintes afirmações são
verdadeiras:

i)

QΛ(β, ρ) =
∑
k>1

Ck(β,Λ)

k + 1
ρk+1, (5.17)

onde, para qualquer k fixado,

lim
|Λ|→∞

Ck(β,Λ) =
k∑

n=1

(−1)n−1 (k − 1 + n)!

k!

∑
{m1,m2,··· ,mk+1}

mi∈N∪{0},
∑k+1
i=2 mi=n∑k+1

i=2 (i−1)mi=k

k+1∏
i=2

[ b∗i (β) i ]mi

mi!
, (5.18)
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onde b∗i (β) é o limite termodinâmico do coeficiente de Mayer-Ursell de ordem i de-
finido em (2.28).

ii) Seja

ρ∗β =
F(e2βB)

e2βBC(β)
, (5.19)

onde C(β) é a função definida em (5.2) e

F(u) = max
a>0

ln [1 + u(1− e−a)]
ea [1 + u(1− e−a)]

. (5.20)

Então, a série do lado direito de (5.17) converge absolutamente, uniformemente em
Λ, no disco complexo |ρ| 6 ρ∗β .

iii) Se a densidade é tal que |ρ| 6 ρ∗β , os fatores Ck(β,Λ) no lado direito de (5.17),
admitem a cota superior, uniforme em Λ, dada por:

|Ck(β,Λ)| 6
[

1

k + 1
+ (ea

∗
β − 2)ea

∗
βk

]
e2βB(k−1) (k + 1)k

k!
[C(β)]k , (5.21)

onde a∗β é o único valor de a ∈ (0,+∞) em que a função no lado direito de (5.20)
atinge seu valor mı́nimo, isto é, atinge ρ∗β .

Observação 5.1. O Teorema acima implica imediatamente que a energia livre a volume
infinito f(β, ρ) definida em (5.3) também é analı́tica em ρ no mesmo disco |ρ| 6 ρ∗β .

Observação 5.2. Não é difı́cil checar que F(e2βB) é uma função crescente de β com
F(1) ≈ 0.1448 e limβ→∞F(e2βB) = e−1. Além disto, a∗β é uma função decrescente de β
com a∗β = 0.426 . . . e limβ→∞ a

∗
β = 0. Deste modo, podemos comparar este resultado com

a melhor cota inferior para o raio de convergência da série de virial no Ensemble Grande
Canônico, encontrado por Lebowitz e Penrose em 1964. Eles mostraram que a série de
virial é analı́tica no disco aberto |ρ| < R, onde:

R =
g(e2βB)

e2βBC(β)
, (5.22)

com
g(u) = max

0<w<1

[(1 + u)e−w − 1]w

u
. (5.23)
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Foi muito surpreendente perceber que g(e2βB) = F(e2βB), de modo que, a cota infe-
rior (5.19) para o raio de convergência da energia livre de Helmholtz como uma função da
densidade no Ensemble Canônico e a melhor cota inferior (5.22) do raio de convergência
para a série de virial no Ensemble Grande Canônico são, de fato, idênticas.

Para tanto, primeiramente, note que, a função G(w) = [(1 + u)e−w − 1]w/u den-
tro do máximo em (5.23) é positiva apenas no intervalo w ∈ (0, ln(1 + u)) e G(0) =

G(ln(1 + u)) = 0. Assim, podemos escrever:

g(u) = max
0<w<ln(1+u)

[(1 + u)e−w − 1]w

u
. (5.24)

Por outro lado, realizando a mudança de variáveis w = ln [1 + u(1− e−a)], temos
que ea = u/(u+ 1− e−w), e (5.20) pode ser reescrito como:

F(u) = max
a>0

ln [1 + u(1− e−a)]
ea [1 + u(1− e−a)]

= max
0<w<ln(1+u)

w

ew
(u+ 1− ew)

u
= g(u). (5.25)

Observação 5.3. A equação (5.18) também é notável, pois ela implica imediatamente
que Ck(β,Λ) coincide, a menos de sinal e termos da ordem o(N)/N , com o coeficiente
de virial de ordem k, βk(β,Λ). Na verdade, o lado direito de (5.18) é a representação
das integrais de cluster 2-conexo βk(β,Λ) definida em (5.10) em termos das integrais
de cluster simplesmente conexos bi(β,Λ), i = 1, 2, · · · , k + 1, definido em (5.6), como
primeiramente mostrado por Mayer em [25]. Portanto, de acordo com [21], temos que:

Ck(β,Λ) =

[
1 +

o(N)

N

]
βk(β,Λ). (5.26)

Observação 5.4. Finalmente, comparamos nossa cota (5.21) para os coeficientes de vi-
rial, com aquela obtida por Lebowitz e Penrose, veja equação (3.13) em [30]:

kβk(β,Λ) =

[
(e2βB + 1)C(β)

0.28952

]k
. (5.27)

Por outro lado, (5.21) comporta-se assintoticamente, tomando para a∗β o seu maior
valor (e daı́, estamos no pior caso), a∗β = 0.426, na ordem de:

O

([
e2βBC(β)

0.24026

]k)
. (5.28)

Nossa cota é assintoticamente melhor que (5.27) para valores de β pequenos (isto é,
alta temperatura) e pior para β grande (baixa temperatura).
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5.2 Prova do Teorema 5.1

Primeiramente, seguindo [21], reescrevemos Z̃Λ(β, ρ) definido em (5.14) como
uma função de partição de gás de polı́meros hard-core. Para tanto, usamos uma
expansão de Mayer usual do fator exponencial, para reescrever:

e−β
∑

16i<j6N V (xi−xj) =
∏

16i<j6N

[
1 +

(
e−βV (xi−xj)

)]
=

=
∑

{R1,R2,··· ,Rs}∈ΠN

ξ(R1)ξ(R2) · · · ξ(Rs),

onde ΠN é o conjunto de todas as partições do conjunto [N ] = {1, 2, · · · , N}; e

ξ(R) =


∑
g∈GR

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (xi−xj) − 1

]
, se |R| > 2

1 , caso contrário
,

onde GR é o conjunto de todos os grafos conexos com vértices em R e, dado
g ∈ GR, Eg denota o conjunto de elos de g.

Agora, para cada R ⊂ [N ] tal que |R| > 2, definimos:

ζ|R| =

∫
Λ

· · ·
∫

Λ

∏
i∈R

dxi
|Λ|

ξ(R). (5.29)

Note que ζ|R| depende apenas da cardinalidade do polı́mero R (as variáveis
{xi}i∈R são mudas). Observe que:

ζn =
bn(β,Λ)n!

|Λ|n−1
, (5.30)

onde, para qualquer n > 2, bn(β,Λ) é o coeficiente de Mayer-Ursell de ordem n

definido em (5.6).
Segue que:

Z̃Λ(β, ρ) = Ξ[N ] =
∑
n>0

∑
{R1,R2,··· ,Rn}:Ri⊂[N ]

|Ri|>2; Ri∩Rj=∅

ζ|R1| · · · ζ|Rn|, (5.31)

com o termo n = 0 correspondendo ao fator 1. De modo que, a função de partição
de um gás contı́nuo no Ensemble Canônico é igual a função de partição Ξ[N ]

de um gás de polı́meros hard-core, em que os polı́meros são subconjuntos não-
sobrepostos do conjunto [N ] com cardinalidade maior que um, e a atividade de
um polı́mero R é dada por ζ|R| definida em (5.29). Note que a atividade ζ|R| pode
ser negativa, uma vez que, por (5.30), ela possui o mesmo sinal do coeficiente de
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Mayer-Ursell, b|R|(β,Λ).

Como visto no Capı́tulo 4, Equação (4.9), o logaritmo da função de partição
do gás de polı́meros hard-core Ξ[N ] pode ser escrito como:

ln Ξ[N ] =
∞∑
n=1

∑
{R1,R2,··· ,Rn}∈[N ]n

φT (R1, R2, · · · , Rn) ζ|R1| · · · , ζ|Rn|, (5.32)

com

φT (R1, R2, · · · , Rn) =


∑
g∈GR

g⊂G(R1,R2,··· ,Rn)

(−1)|Eg | , se n > 2,

1 , caso contrário

, (5.33)

onde G(R1, R2, · · · , Rn) é o grafo com conjunto de vértices [n] e conjunto de elos
EG(R1,R2,··· ,Rn) = {{i, j} ∈ P 2

n : Ri ∩Rj 6= ∅}. Agora,
∑

g∈Gn é uma soma sobre
todos os grafos conexos com vértices em [n] e que também são subgrafos de
G(R1, R2, · · · , Rn).

Portanto, podemos reescrever a função QΛ(β, ρ), definida em (5.15), como:

QΛ(β, ρ) =
1

|Λ|

∞∑
n=1

1

n!

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

φT (R1, R2, · · · , Rn) ζ|R1| · · · ζ|Rn|. (5.34)

5.2.1 Critério de convergência: Prova do Teorema 5.1, parte ii)

Demonstração. Uma vez que identificamosQΛ(β, ρ) como uma função de partição
de um gás de polı́meros hard-core, estamos em condições de provar a parte ii) do
Teorema 5.1. Pelo critério de Fernández-Procacci aplicado a um gás de conjun-
tos de Rd, veja equação (4.67), temos que ln Ξ[N ] definido em (5.32) (e portanto
QΛ(β, ρ)) pode se reescrito como uma série absolutamente convergente para to-
das as atividades complexas ζ|R|, que satisfazem a condição abaixo:

sup
i∈[N ]

∑
R⊂[N ]; i∈R
|R|>2

|ζ|R||ea|R| 6 ea − 1. (5.35)

Agora, observe que o lado esquerdo de (5.35) não depende de i ∈ [N ] e usando
o fato que a atividade ζ|R| também depende apenas da cardinalidade do polı́mero
R. Podemos reescrever a condição (5.35) como:

N∑
m=2

eamCρ
m 6 ea − 1, (5.36)
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onde
Cρ
m = |ζm|

(
N − 1

m− 1

)
. (5.37)

Assim, uma cota superior para a atividade |ζ|R|| do polı́mero R se torna um
ingrediente chave para implementar o critério de convergência (5.35). Tal cota
segue imediatamente da cota superior obtida por Lebowitz e Penrose para o co-
eficiente de Mayer-Ursell de ordem n, veja Equação (2.72). Deste modo, temos
que:

|ζm| 6 |Λ|−m+1e2βB(m−2)mm−2 [C(β)]m−1 , (5.38)

e, lembrando que ρ = N/|Λ|, segue que, Cρ
m admite a seguinte cota:

Cρ
m 6 ρm−1e2βB(m−2) mm−2

(m− 1)!
[C(β)]m−1 , (5.39)

onde acima, usamos (
N − 1

m− 1

)
N−m+1 6

1

(m− 1)!
.

Daı́, o critério de convergência (5.36) é satisfeito, se

N∑
m=2

[
ρ ea C(β) e2βB

]m−1 mm−2

(m− 1)!
6 e2βB(1− e−a), (5.40)

isto é, se
∞∑
n=1

nn−1

n!

[
ea

κ

]n−1

6 1 + e2βB(1− e−a), (5.41)

onde
κ =

1

[ρ e2βB C(β)]
.

Definindo,

K∗ = min
a>0

[
inf

{
κ :

∞∑
n=1

nn−1

n!

[
ea

κ

]n−1

6 1 + e2βB(1− e−a)

}]
. (5.42)

Como foi mostrado em [10, 12, 44], K∗ pode ser escrito explicitamente como:

K∗ = min
a>0

ea [1 + e 2βB(1− e−a)]
ln [1 + e2βB(1− e−a)]

.

Logo, (5.36), e consequentemente (5.35), valem para complexo ρ satisfazendo

|ρ| 6 ρ∗β,
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onde
ρ∗β = F(e2βB)

1

e2βBC(β)
, (5.43)

e
F(u) = max

a>0

ln [1 + u(1− e−a)]
ea [1 + u(1− e−a)]

. (5.44)

5.2.2 Energia livre em potências da densidade: Prova do Teo-

rema 5.1, parte i)

Demonstração. Para provar (5.17), reorganizamos a expansão (5.32), ou seja,

QΛ(β, ρ) =
1

|Λ|

∞∑
n=1

1

n!

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

φT (R1, R2, · · · , Rn) ζ|R1| · · · ζ|Rn|,

como uma série em potências da densidade ρ. Primeiramente, usamos a identi-
dade de Penrose, veja a Equação (3.11), isto é:

φT (R1, R2, · · · , Rn) = (−1)n−1
∑
τ∈Tn

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
,

onde PG(R1,R2,··· ,Rn) são as árvores de Penrose do grafoG(R1, R2, · · · , Rn) com con-
junto de vértices [n] e raiz fixada no vértice 1. Assim,

QΛ(β, ρ) =
1

|Λ|

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
ζ|R1| · · · ζ|Rn|. (5.45)

Fazendo,
ζs = ρs−1µs, (5.46)

onde, lembrando (5.30)

µs =
bs(β,Λ)s!

N s−1
. (5.47)

Então,

QΛ(β, ρ) =
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
τ∈Tn

∑
s1,s2,··· ,sn

si>2

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
ζ|R1| · · · ζ|Rn| =

=
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
s1,s2,··· ,sn

si>2

ζs1 · · · ζsn
∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
=
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=
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
s1,s2,··· ,sn

si>2

ρs1−1µs1 · · · ρsn−1µsn
∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
=

=
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
k1,k2,··· ,kn

ki>1

ρk1µk1+1 · · · ρknµkn+1

∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=ki+1

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
=

=
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
k>n

ρk
∑

k1,k2,··· ,kn: ki>1
k1+k2+···+kn=k

µk1+1 · · ·µkn+1

∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=ki+1

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
=

=
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
k>n

ρk
∑

s1,s2,··· ,sn: si>1
s1+s2+···+sn=k+n

µs1 · · ·µsn
∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
=

=
ρ

N

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
k>n

ρk
∑

s1,s2,··· ,sn: si>1
s1+s2+···+sn=k+n

µs1 · · ·µsn
∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
=

=
∑
k>1

ρk+1

k + 1

k∑
n=1

(−1)n−1

n!

∑
s1,s2,··· ,sn: si>1

s1+s2+···+sn=k+n

n∏
i=1

[bi(β,Λ) si!]
k + 1

Nk+1

∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
.

Assim, provamos a fórmula (5.17), ou seja,

QΛ(β,Λ) =
∑
k>1

Ck(β,Λ)

k + 1
ρk+1, (5.48)

onde

Ck(β,Λ) =
k∑

n=1

(−1)n−1Wn(k), (5.49)

e

Wn(k) =
k + 1

n!

∑
s1,s2,··· ,sn: si>2

s1+s2+···+sn=k+n

n∏
i=1

[bi(β,Λ) si!] P(s1, s2, · · · , sn), (5.50)

com
P(s1, · · · , sn) =

1

Nk+1

∑
τ∈Tn

∑
(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|R1|=s1,··· ,|Rn|=sn

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
. (5.51)

Agora, mostraremos (5.18). Começamos fazendo a seguinte observação. Para
k e n fixados, os inteiros s1, s2, · · · , sn tais que s1 + s2 + · · · + sn = k + n, de-
finem de maneira única, uma k-tupla de inteiros {m1,m2, · · · ,mk+1} tais que
mi ∈ {0, 1, 2, · · · } e {#j ∈ [n] : sj = i} = mi com a propriedade que

∑k+1
i=1 mi = n e
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∑k+1
i=1 (i− 1)mi = k, de modo que,

∏n
j=1

[
bsj(β,Λ) sj!

]
=
∏k+1

i=2 [bi(β,Λ) i!]mi . Deste
modo, podemos escrever:

Wn(k) =
k + 1

n!

∑
{m2,m3,··· ,mk+1}
mi>0,

∑k+1
i=2 mi=n∑k+1

i=2 (i−1)mi=k

k+1∏
i=2

[bi(β,Λ) i!]mi
∑

s1,s2,··· ,sn: si>2

{#j∈[n]: sj=i}=mi

P(s1, s2, · · · , sn).

(5.52)

Agora, calculamos P(s1, s2, · · · , sn), onde, s1, s2, · · · , sn, é uma n-upla de in-
teiros tais que si > 2 e s1 + s2 + · · · + sn = k + n e tais que definem uma k-tupla
de inteiros {m2, · · · ,mk+1}.

Mantendo em mente (5.51), fixe uma árvore τ ∈ Tn e considere o fator:

wτ =
∑

(R1,R2,··· ,Rn)∈[N ]n

|R1|=s1,··· ,|Rn|=sn

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
. (5.53)

Lembre-se que se τ é uma árvore de Penrose, então {i, j} ∈ Eτ se, e somente
se, i � j. No presente caso, os vértices da árvore são subcojuntos Ri ⊂ [N ]. Deste
modo, existe um elo {Ri, Rj} se, e somente se, Ri � Rj ⇔ Ri ∩ Rj 6= ∅. Ou seja,
existe um elo na árvore τ ligando os polı́meros Ri e Rj se, e somente se, estes
conjuntos possuem pelo menos um elemento em comum.

O fator (5.53) é, basicamente, um polinômio em [N ] e, em vista do limite
N → +∞, reteremos apenas o termo de grau máximo em N . Não é difı́cil ver
que, fixada uma árvore τ ∈ Tn, a contribuição de maior ordem em N aparece da
soma sobre os polı́meros submetidos às seguintes restrições:

• Para qualquer vértice fixado i da árvore τ , diferente da raiz, com grau di e
i1, i2, · · · , idi−1 descendentes; a soma sobre os polı́meros Ri1 , Ri2 , · · · , Rdi−1

é de tal modo que, cada um dos polı́meros compartilha exatamente um
vértice com Ri, sendo que, todos estes di−1 vértices compartilhados são
distintos. Em particular, devemos ter di − 1 6 |Ri|. Caso contrário, a
contribuição desta árvore é nula, pois a sequência (R1, · · · , Ri, · · · , Rn) será
incompatı́vel com a árvore τ , previamente especificada.

Deste modo, os fatores:(
N

|Ri1 | − 1

)
; · · · ;

(
N

|Ridi
| − 1

)
,

possuem potência máxima em N . Note que, neste caso, cada fator:(
N

|Rij | − 1

)
,
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pode ser interpretado como o número ”máximo”de maneiras em que po-
demos escolher o polı́mero Rij de forma compatı́vel com a árvore τ dada.

Para a raiz 1 de τ , com grau d1 e i1, i2, · · · , id1 , descendentes, agimos de
maneira análoga, mas, desta vez, consideramos d1 6 |R1| .

• Para qualquer vértice i de τ , diferente da raiz, podemos escolher os |Rij |−1

vértices restantes em cada polı́mero Rij associado ao descendente ij de i,
com (j = 1, 2, · · · , si) dentre Nij vértices, que devem satisfazer as seguintes
condições:

N − k − n = N − (k + n) 6 Nij 6 N − 1,

lembre-se que, |R1| = s1, · · · , |Rn| = sn e s1 + s2 + · · ·+ sn = n+k, de acordo
com os vı́nculos impostos pela condição de Penrose τ ∈ PG(R1,··· ,Rn). Agora,
para k fixado, temos que, k + n 6 2k, e consequentemente:

N

(
1− 2k

N

)
6 Nij 6 N

(
1− 1

N

)
,

ou seja,

Nij = N

[
1 +

o(N)

N

]
.

Pelas observações acima, para qualquer τ ∈ Tn, temos que:

wτ =

(
N

s1

)(
s1

d1

)
d1!

n∏
i=2

(
N

si − 1

)(
si

di − 1

)
(di − 1)!

[
1 +

o(N)

N

]
1{s1>d1; si>di−1}.

Note que acima, (
N

s1

)(
s1

d1

)
d1!,

é o número de maneiras em podemos escolher o polı́mero R1, com |R1| = s1,
dentre todos os possı́veis N vértices, e tal que R1 possua s1 descendentes. Analo-
gamente, para i = 2, · · · , n:(

Ni

si − 1

)(
si

di − 1

)
(di − 1)!,

representa o número de modos em que podemos escolher o polı́mero Ri, com
|Ri| = si, escolhidos dentre os Ni = N [1 + o(N)/N ] possı́veis vértices, de modo
que, ele possua di − 1 descendentes, coerentemente com a definição das árvores
de Penrose.
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Deste modo, segue que:

wτ =

(
N

s1

)(
s1

d1

)
d1!

n∏
i=2

(
N

si − 1

)(
si

di − 1

)
(di − 1)!

[
1 +

o(N)

N

]
1{s1>d1; si>di−1} =

=
N s1

s1!

(
s1

d1

)
d1!

n∏
i=2

N si−1

(si − 1)!

(
si

di − 1

)
(di − 1)!

[
1 +

o(N)

N

]
1{s1>d1; si>di−1} =

= Nk+1 1

s1!

s1!

d1!(s1 − d1)!
d1!

n∏
i=2

1

(si − 1)!

si!

(di − 1)!(si − di + 1)!
(di−1)!

[
1 +

o(N)

N

]
1{s1>d1; si>di−1} =

= Nk+1 1

(s1 − d1)!

n∏
i=2

si
(si − di + 1)!

[
1 +

o(N)

N

]
1{s1>d1; si>di−1}.

Relembrando que para toda árvore τ ∈ Tn, temos que, d1 + · · · + dn = 2n− 2,
onde di é o grau do vértice i em τ . Somando sobre todas as árvores τ ∈ Tn e
usando a fórmula de Cayley, veja equação (2.5), temos que:

P(s1, · · · , sn) =
1

Nk+1

∑
τ∈Tn

wτ =
1

Nk+1

∑
d1,d2,··· ,dn: di>1
d1+···+dn=2n−2

∑
τ∈Tn

d1,··· ,dn fixados

wτ =

=
∑

d1,··· ,dn: di>1
d1+···+dn=2n−2
s1>d1; si>di−1

(n− 2)!∏n
i=1(di − 1)!

1

(s1 − d1)!

n∏
i=2

si
(si − di + 1)!

[
1 +

o(N)

N

]
=

=
(n− 2)!∏n
i=1(si − 1)!

∑
d1,··· ,dn: di>1
d1+···+dn=2n−2
s1>d1; si>di−1

(s1 − 1)!

(d1 − 1)!(s1 − d1)!

n∏
i=2

si!

(di − 1)!(si − di + 1)!

[
1 +

o(N)

N

]
=

=
(n− 2)!∏n
i=1(si − 1)!

∑
l1,··· ,ln: li>0
l1+···+ln=n−2
s1−1>l1; si>li

(s1 − 1)!

(l1)!(s1 − l1 − 1)!

n∏
i=2

si!

(li)!(si − li)!

[
1 +

o(N)

N

]
=

=
(n− 2)!∏n
i=1(si − 1)!

∑
l1,··· ,ln: li>0
l1+···+ln=n−2
s1−1>l1; si>li

(
s1 − 1

l1

) n∏
i=2

(
si
li

)[
1 +

o(N)

N

]
.

Portanto, temos:

P(s1, · · · , sn) =
(n− 2)!∏k+1

i=2 [(i− 1)!]mi

∑
l1,··· ,ln: li>0
l1+···+ln=n−2
s1−1>l1; si>li

(
s1 − 1

l1

) n∏
i=2

(
si
li

)[
1 +

o(N)

N

]
.

(5.54)
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Mostraremos, agora, a seguinte identidade:

∑
l1,··· ,ln: li>0
l1+···+ln=n−2
s1−1>l1; si>li

(
s1 − 1

l1

) n∏
i=2

(
si
li

)
=

(
k − 1 + n

n− 2

)
. (5.55)

Fazendo a mudança t1 = si − 1 e ti = si para i = 2, · · · , n. Então, precisamos
mostrar que para qualquer n-upla t1, · · · , tn tais que

∑n
i=1 ti = n+ k − 1, t1 > 1 e

ti > 2 para i > 2: ∑
l1,··· ,ln: li>0
l1+···+ln=n−2

ti>li

n∏
i=1

(
ti
li

)
=

(
k − 1 + n

n− 2

)
. (5.56)

Para provar esta identidade, supomos que temos um conjunto V contendo
n+ k− 1 objetos e seja V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn onde V1, · · · , Vn são n conjuntos dis-
juntos com cardinalidade |V1| = t1, · · · , |Vn| = tn. Denotando por Kn,k o número
de maneiras em que podemos escolher n − 2 objetos dentre todos os n + k − 1

elememtos de V . É claro que, diretamente, obtemos Kn,k =
(
k−1+n
n−2

)
, que é o lado

direito de (5.56). Por outro lado, uma vez que, os conjuntos V1, · · · , Vn formam
uma partição do conjunto V , podemos também computar Kn,k escolhendo, para
cada i ∈ [n], li objetos de Vi, que pode ser feito de

(
ti
li

)
maneiras, e então somar

sobre todas n-uplas l1, · · · , ln tais que l1 + · · ·+ ln = n−2, que é exatamente o lado
esquerdo de (5.56). Deste modo, provamos (5.56) e consequentemente, (5.55).

Agora, substituindo (5.55) em (5.54), temos que:

P(s1, · · · , sn) =
(n− 2)!∏k+1

i=2 [(i− 1)!]mi

(
k − 1 + n

n− 2

)[
1 +

o(N)

N

]
. (5.57)

Note que (5.57) implica que o fator P(s1, · · · , sn) é, a menos de termos da
ordem o(N)/N , uma função simétrica de s1, · · · , sn, isto é, ela depende apenas de
n, k e dos números {m2, · · · ,mk+1}. Observe que, pela definição (5.51), segue que
P(s1, · · · , sn) é invariante pela permutação de s2, · · · , sn, se a raiz da árvore de
Penrose é mantida fixada no vértice 1. No entanto, pela construção da identidade
de Penrose, o lado direito de (5.51) não depende da escolha da raiz, de modo que,
P(s1, · · · , sn) é, na verdade, invariante por permutação de s1, · · · , sn.
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Substituindo (5.57) em (5.52), obtemos:

Wn(k) =
k + 1

n!

[
1 +

o(N)

N

] ∑
{m2,··· ,mk+1}

mi>0,
∑k+1
i=2 mi=n∑k+1

i=2 (i−1)mi=k

k+1∏
i=2

[bi(β,Λ) i!]mi
(n− 2)!∏k+2

i=2 [(i− 1)!]mi

(
k − 1 + n

n− 2

) ∑
s1,··· ,sn:si>2

{#j∈[n]; sj=i}=mi

1.

Uma vez que ∑
s1,··· ,sn:si>2

{#j∈[n]; sj=i}=mi

1 =
n!∏k+1

i=2 mi!
,

temos:

Wn(k) = (k+1)(n−2)!

[
1 +

o(N)

N

] ∑
{m2,··· ,mk+1}

mi>0,
∑k+1
i=2 mi=n∑k+1

i=2 (i−1)mi=k

k+1∏
i=2

[ bi(β,Λ) i ]mi

mi!

(
k − 1 + n

n− 2

)
=

=
(k − 1 + n)!

k!

[
1 +

o(N)

N

] ∑
{m2,··· ,mk+1}

mi>0,
∑k+1
i=2 mi=n∑k+1

i=2 (i−1)mi=k

k+1∏
i=2

[ bi(β,Λ) i ]mi

mi!
.

Portanto,

Ck(β,Λ) =

[
1 +

o(N)

N

] k∑
n=1

(−1)n−1 (k − 1 + n)!

k!

∑
{m2,··· ,mk+1}

mi>0,
∑k+1
i=2 mi=n∑k+1

i=2 (i−1)mi=k

k+1∏
i=2

[ bi(β,Λ) i ]mi

mi!
,

(5.58)
que conclui a prova da parte i) do Teorema 5.1.

Observe que o lado direito de (5.58) é, a menos de termos da ordem o(N)/N ,
exatamente a expressão dada na equação (29), p.319 de [46] para o coeficiente de
virial de ordem k. De modo que, Ck(β,Λ) pode ser escrito em termos de uma
soma sobre grafos 2-conexos entre k + 1 vértices. Ou seja,

Ck(β,Λ) =

[
1 +

o(N)

N

]
βk(β,Λ),

onde βk(β,Λ) é a integral de cluster irredutı́vel de ordem k, definido em (5.10).
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5.2.3 Limite superior para a energia livre: prova do Teorema 5.1,

parte iii)

Demonstração. Começamos definindo a série de termos positivos

|Q|Λ(β, ρ) =
1

|Λ|

∞∑
n=1

1

n!

∑
τ∈Tn

∑
(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
|ζ|R1|| · · · |ζ|Rn||. (5.59)

Então, claramente:
|QΛ(β,Λ)| 6 |Q|Λ(β, ρ).

Agora,

|Q|Λ(β,Λ) =
ρ

N

∞∑
n=1

1

n!

∑
τ∈Tn

∑
s1,··· ,sn
si>2

∑
(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1PG(R1,··· ,Rn)
|ζ|R1|| · · · |ζ|Rn|| =

=
ρ

N

∞∑
n=1

1

n!

∑
k>n

ρk
∑

s1,··· ,sn
si>2

∑
τ∈Tn

∑
(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1PG(R1,··· ,Rn)
|µs1| · · · |µsn| =

=
ρ

N

∞∑
k=1

ρk
k∑

n=1

1

n!

∑
s1,··· ,sn
si>2

∑
τ∈Tn

∑
(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1PG(R1,··· ,Rn)
|µs1| · · · |µsn| =

=
∞∑
k=1

ρk+1

k + 1

k∑
n=1

1

n!

∑
s1,··· ,sn
si>2

n∏
i=1

[bsi(β,Λ) si! ]
k + 1

Nk+1

∑
τ∈Tn

∑
(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

|Ri|=si

1PG(R1,··· ,Rn)
.

Portanto, obtemos:

|Q|Λ(β, ρ) =
∑
k>1

|C|k(β,Λ)

k + 1
ρk+1, (5.60)

onde

|C|k(β,Λ) =
k∑

n=1

|W |n(k), (5.61)

com

|W |n(k) =
k + 1

n!

∑
s1,··· ,sn: si>2
s1+···+sn=k+n

n∏
i=1

[|bsi(β,Λ)| si! ]P(s1, · · · , sn). (5.62)
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Obviamente, temos que:

|Ck(β,Λ)| 6 |C|k(β,Λ). (5.63)

Agora, obteremos uma cota superior para |Q|Λ(β,Λ) válido quando ρ 6 ρ∗β .
Primeiramente, tendo em mente (5.59), escrevemos:

|Q|Λ(β,Λ) =
1

|Λ|

∞∑
n=1

1

n!

∑
τ∈Tn

uτ , (5.64)

onde
uτ =

∑
(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

1τ∈PG(R1,··· ,Rn)
|ζ|R1|| · · · |ζ|Rn|. (5.65)

Observe que para n = 1, o termo na série acima pode ser escrito como:

1

|Λ|
1

1!

∑
τ∈T1

uτ =
1

|Λ|
∑
R⊂[N ]

|R|>2

|ζ|R|| =
1

|Λ|
∑
s>2

|ζs|
∑
R⊂[N ]

|R|>2

1 =
1

|Λ|
∑
s>2

(
N

s

)
|ζs| =

=
1

|Λ|
∑
s>2

N

s

(
N − 1

s− 1

)
|ζs| = ρ

∑
s>2

1

s
Cρ
s . (5.66)

Para n > 2 e uma árvore τ ∈ Tn fixados, temos:

|uτ | 6 u∗τ =
∑

(R1,··· ,Rn)∈[N ]n

1τ∈P ∗
G(R1,··· ,Rn)

|ζ|R1|| · · · |ζ|Rn||, (5.67)

onde P ∗G(R1,··· ,Rn) denota o conjunto das árvores fracamente Penrose, veja definição
4.6.

O Lema abaixo nos garante o seguinte:

Lema 5.1. Para cada τ ∈ Tn ,

u∗τ 6 w(d1, · · · , dn), (5.68)

onde:

w(d1, · · · , dn) ≡
∑

R1⊂[N ]

|R1|>d1

(
|R1|
d1

)
d1! |ζ|R1||

n∏
i=2

 sup
j∈[N ]

∑
Ri⊂[N ], Ri3j
|Ri|>di−1

(
|Ri|
di − 1

)
(di − 1)! |ζ|Ri||

 .
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Demonstração. Seguindo [44], procederemos por indução. Em termos qualitati-
vos, a ideia será “decompor” a árvore dada, realizando, primeiramente, a soma
sobre os ı́ndices de cada um de seus extremos (isto é, vértices i, diferentes da raiz,
com di = 1). Isto produzirá alguns dos termos do lado direito de (5.1) vezes o
peso de uma árvore menor.

Para tanto, considere a partição do conjunto [n], I0 ∪ I1 ∪ · · · ∪ Ir = [n], onde Ii
é a famı́lia de vértices da i-ésima geração e r, o número de máxima geração de τ .
Lembre-se que o único vértice da 0-ésima geração é, por definição, a raiz. Então,
temos que, I0 = {1}.

Introduzimos, também, as atividades “infladas”:

|ζ̃|Ri|| = |ζ|Ri||
(
|Ri|
li

)
li! 1{|Ri|>li}, (5.69)

onde li é o número de descendentes do vértice i, ou seja, l1 = d1 e li = di − 1, se
i > 2. Aplicaremos o argumento indutivo à seguinte expressão, que é obtida pela
reordenação da soma em (5.67):

u∗τ =
∑

RI0∈[N ]|I0|

|ζ|RI0 ||
∑

RI1∈[N ]|I1|

C(RI0 ;RI1) |ζ|RI1 || · · ·

· · ·
∑

RIr−1
∈[N ]|Ir−1|

C(RIr−2 ;RIr−1) |ζ|RIr−1
||

∑
RIr∈[N ]|Ir |

C(RIr−1 ;RIr) |ζ̃|RIr ||,

(5.70)
onde, denotamos por RIk = (Rj)j∈Ik e por |ζ|RIk || =

∏
j∈Ik |ζ|Rj ||. Pelo o que vi-

mos anteriormente, a expressão é válida para n = 1, veja (5.66). Observe que,
o til na atividade das últimas gerações é trivialmente válido, pois esta envolve
apenas os extremos da árvore, em que, li = 0. Os fatores C(RIk−1

;RIk) encorpo-
ram as condições requeridas na definição das árvores fracamente Penrose, que
envolvem apenas vértices de gerações consecutivas. Para escrevê-los em deta-
lhes, particionaremos cada Ik de acordo com os seus antecessores. Escreveremos
Ir = ∪

i∈Ir−1I
(i)
r

, onde I(i)
r representa a famı́lia de li descendentes de i, temos:

C(RIr−1 ;RIr) =
∏
i∈Ir−1

[ ∏
16j6li

1{Ri∩Rij 6=∅}

][ ∏
16j<k6li

1{Rij∩Rik=∅}

]
, (5.71)

com i1, · · · , ili , denotando os descendentes de i.
Agora, fazemos a última soma em (5.70):

∑
RIr∈[N ]|Ir |

C(RIr−1 ;RIr)|ζ̃|RIr || =
∏
i∈Ir−1

[ ∑
(Ri1 ,··· ,Rili )∈[N ]li

Ri∩Rij 6=∅; Rij∩Rik=∅

|ζ|Ri1 || · · · |ζ|Rili ||

]
. (5.72)
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Como os conjuntos Rij são disjuntos, eles podem interceptar Ri em li pontos
diferentes. Estes pontos podem ser escolhidos de |Ri|(|Ri| − 1) · · · (|Ri| − li + 1)

modos. Portanto,

∑
RIr∈[N ]|Ir |

C(RIr−1 ;RIr)|ζ̃|RIr || =
∏
i∈Ir−1

[(
|Ri|
li

)
li! 1{|Ri|>li}

] ∏
16j6li

[
sup
j∈[N ]

∑
Rij∈[N ]

Rij3j

|ζ̃|Rij ||

]
,

(5.73)
e

|ζ|RIr−1
||

∑
RIr∈[N ]|Ir |

C(RIr−2 ;RIr−1)|ζ̃|RIr || 6

[ ∏
i∈Ir−1

|ζ̃|Ri||

] ∏
k∈Ir

[
sup
j∈[N ]

∑
Rk∈[N ]
Rk3j

|ζ̃|Rk||

]
.

(5.74)

Aplicando esta desigualdade em (5.70), obtemos:

u∗τ 6

[ ∑
RI0∈[N ]|I0|

|ζ|RI0 || · · ·
∑

RIr−1
∈[N ]|Ir−1|

C(RIr−2 ;RIr−1) |ζ̃|Rr−1||

] ∏
k∈Ir

[
sup
j∈[N ]

∑
Rik∈[N ]

Rik3j

|ζ̃|Rik ||

]
.

(5.75)

O primeiro colchete possui extamente a forma do lado direito de (5.1), mas
envolvendo uma geração a menos. Aplicando a hipótese de indução, temos:

u∗τ 6


∑

RI0∈[N ]|I0|

|ζ̃|RI0 ||
∏

16k6r

∏
jk∈Ik

[
sup
m∈[N ]

∑
Rjk∈[N ]

Rjk3m

|ζ̃|Rjk ||

] , (5.76)

que é precisamente a desigualdade (5.68).

Agora, usando o Lema (5.1) e aplicando novamente a fórmula de Cayley,
Equação (2.5), e também a Definição (5.37), temos:

1

n!

∑
τ∈Tn

|uτ | 6
1

n!

∑
d1,··· ,dn

d1+···+dn=2n−2

(n− 2)!∏n
i=1(di − 1)!

w(d1, · · · , dn) =

=
1

n(n− 1)

∑
d1,··· ,dn

d1+···+dn=2n−2

∑
R1⊂[N ]

|R1|>d1

|ζ|R1||
(
|R1|
d1

)
d1

n∏
i=2

[
sup
j∈[N ]

∑
Ri⊂[N ], j∈Ri
|Ri|>(di−1)

(
|Ri|
di − 1

)
|ζ|Ri||

]
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=
N

n(n− 1)

∑
d1,··· ,dn

d1+···+dn=2n−2

∑
s1>d1

Cρ
s1

s1

(
s1

d1

)
d1

n∏
i=2

[ ∑
si>(di−1)

(
si

di − 1

)
Cρ
si

]
. (5.77)

Seja α > 0, então, para qualquer n e qualquer d1, · · · , dn tais que d1 + · · ·+dn =

2n− 2, escrevemos:

1 =
1

αn−1
αd1

n∏
i=2

αdi−1. (5.78)

Substituindo (5.78) em (5.77), obtemos, para n > 2:

1

n!

∑
τ∈Tn

|uτ | 6
Nα−n+1

n(n− 1)

∑
d1,··· ,dn

d1+···+dn=2n−2

∑
s1>d1

Cρ
s1

s1

(
s1

d1

)
d1α

d1

n∏
i=2

[ ∑
si>(di−1)

(
si

di − 1

)
Cρ
si
αdi−1

]

6
N

αn−1n(n− 1)

∑
s1,··· ,sn
si>2

Cρ
s1

s1

Cρ
s2
· · ·Cρ

sn

s1∑
d1=1

(
s1

d1

)
d1 α

d1

n∏
i=2

[
si∑

di−1=0

(
si

di − 1

)
αdi−1

]

=
N

αn−1n(n− 1)

∑
s1,··· ,sn
si>2

Cρ
s1

s1

Cρ
s2
· · ·Cρ

sn s1 α(1 + α)s1−1

n∏
i=2

[1 + α]si

=
N

n(n− 1)
α
∑
s1>d1

Cρ
s1

(1 + α)s1−1

[
1

α

∑
s>2

(1 + α)s Cρ
s

]n−1

.

Agora, escolhendo α = ea
∗
β − 1, obtemos, pelo critério de convergência (5.36),

que, para ρ 6 ρ∗β :
1

α

∑
s>2

(1 + α)s Cρ
s 6 1.

De modo que, para ρ 6 ρ∗β ,

1

|Λ|
∑
n>2

1

n!

∑
τ∈Tn

|uτ | 6 ρ(ea
∗
β − 1)

∑
s1>2

Cρ
s1
ea
∗
β(s1−1), (5.79)

e, juntando (5.66) e (5.79), temos a seguinte cota superior:

|Q|Λ(β,Λ) 6 ρ
∑
s>2

[
1

s
+
(
ea
∗
β − 1

)
ea
∗
β(s−1)

]
Cρ
s .

Portanto, relembrando a cota (5.39) para Cρ
s , segue que:

|Q|Λ(β,Λ) 6
∑
k>1

ρk+1

k + 1

[
1 + (k + 1)(ea

∗
β − 1)ea

∗
βk
]
e2βB(k−1) (k + 1)k−1

k!
[C(β)]k .

(5.80)
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Comparando (5.80) com (5.17), obtemos, imediatamente:

|C|k(β,Λ) 6

[
1

k + 1
+ (ea

∗
β − 1)ea

∗
βk

]
e2βB(k−1) (k + 1)k

k!
[C(β)]k ,

e, por (5.63), obtemos a cota (5.21).
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5.3 Novos limites inferiores para o raio de convergência

da Série de Mayer em sistemas contı́nuos de partı́culas

5.3.1 Definições

Definição 5.1. Um potencial em pares V (x) é dito admissı́vel se ele for estável e satisfizer
a condição de regularidade definida em (5.2).

Uma vez que, fixaremos nossa atenção a potenciais admissı́veis, convém re-
lembrar a melhor cota rigorosa encontrada na literatura para |bn(β,Λ)|, o módulo
do coeficiente de Mayer-Ursell de ordem n da série de Mayer, obtida por Penrose
e Ruelle em 1963, equação (2.72).

Teorema 5.2. Sejam V (x) um potencial em pares admissı́vel e B, sua constante de es-
tabilidade. Então, o coeficiente de Mayer-Ursell de ordem n, bn(β,Λ) admite a seguinte
cota:

|bn(β,Λ)| 6 e2βB(n−2)nn−2 [C(β)]n−1

n!
, (5.81)

onde
C(β) =

∫
Rd
|e−βV (x) − 1| dx < +∞. (5.82)

Consequentemente, a série de Mayer converge absolutamente, uniformente em Λ para
qualquer λ complexo no disco:

|λ| < 1

e2βB+1C(β)
. (5.83)

Dentre todos os potenciais admissı́veis, fixaremos nossa atenção em dois tipos
particulares, cuja relevância deve-se a sua utilidade em aplicações fı́sicas.

Definição 5.2. Um potencial admissı́vel V (x) em Rd é chamado de Penrose se, existe
uma constante a > 0 tal que V (|x|) = +∞ sempre que |x| < a. A constante a é dita raio
hard-core do potencial em pares de Penrose.

Note que, se V (|x|) é um potencial em pares de Penrose, então qualquer par
xi,xj tal que |xi − xj| < a é incompatı́vel no sentido usado no Capı́tulo 4.

A segunda classe de potencial em pares que consideraremos será a seguinte:

Definição 5.3. Um potencial em pares admissı́vel V (x) em Rd é dito Ruelle se

V (|x|) = Φ1(|x|) + Φ2(|x|), (5.84)

onde Φ1(x) é não-negativo e temperado e Φ2(x) é estável e absolutamente integrável (isto
é,
∫
Rd |Φ2(|x|)| dx < +∞).
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Observação 5.5. Na verdade, Ruelle considerou potenciais em pares da forma V (|x|) =

Φ1(|x|) + Φ2(|x|), com uma condição mais restritiva sobre Φ2(|x|). A saber, que Φ2(|x|)
fosse um potencial em pares definido-positivo, isto é, Φ2(|x|) é uma função lisa com trans-
formada de Fourier positiva. Observe que, toda função definida-positiva Φ2(|x|) é abso-
lutamente integrável, pois admite uma transformada de Fourier, e estável com constante

de estabilidade igual a
φ2(0)

2
[19]. Ruelle também conjecturou que qualquer potencial

estável e temperado poderia sempre ser escrito via tal decomposição, mas isto se mostrou
falso [5, 38]. No entanto, é interessante nos perguntar se a classe de potenciais de Ruelle
definido em 5.3, em que a condição definido-positivo foi trocada pela estabilidade e inte-
grabilidade em módulo de Φ2(|x|), realmente, coincide com a classe inteira de potenciais
admissı́veis. Em outras palavras, faremos a seguinte conjectura:

Conjectura 5.1. Qualquer potencial em pares estável e regular, de acordo com a Definição
5.2, pode ser sempre escrito como uma soma entre um potencial não-negativo mais um
potencial estável absolutamente integrável.

A classe de potenciais introduzida em 5.3 é grande o suficiente para incluir
muitos dos potenciais fisicamente significativos. Em particular, contém os poten-
ciais do tipo Lennard-Jones.

Definição 5.4. Um potencial em pares admissı́vel V (|x|) em Rd é chamado do tipo
Lennard-Jones se, existem constantes w, r1, r2 (com r1 6 r2) e funções não-negativas
ξ(|x|), η(|x|) tais que:

V (|x|)


> ξ(|x|), se |x| 6 r1

> −w, se r1 6 |x| 6 r2

> −η(|x|), se |x| > r2,

(5.85)

com ∫
|x|6r1

ξ(|x|) dx = +∞, (5.86)

e ∫
|x|>r2

η(|x|) dx < +∞. (5.87)

De fato, provaremos o seguinte Lema:

Lema 5.2. Seja V (|x|) um potencial em pares do tipo Lennard-Jones de acordo com a
Definição 5.4. Então, V (|x|) é do tipo Ruelle, de acordo com a Definição 5.3.

Demonstração. Sejam V (|x|) um potencial em pares do tipo Lennard-Jones, a > 0

e

Va(|x|) =

{
V (|x|) , se |x| > a

V (a) , se |x| < a.
(5.88)
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Mostraremos que, para a suficientemente pequeno tal que a ∈ (0, r1), o poten-
cial Va(|x|) definido em (5.88) é estável provando que ele pode ser escrito como
uma soma entre um potencial positivo e um potencial do tipo positivo-definido.
Basicamente, seguiremos a estratégia adotada por Ruelle-Fisher [37] que mostra-
ram o mesmo no caso de potenciais do tipo Lennard-Jones. A prova será desen-
volvida em três passos:

1) Primeiramente, construı́mos uma função limitada monótona decrescente e
não-negativa, η3(|x|), tal que:

Va(|x|) > −η3(|x|), (5.89)

e tal que a transformada de Fourier η̂3(p) de η3(|x|) (cuja existência é garan-
tida, pois η3(|x|) será absolutamente integrável) e limitada por:

|η̂3(p)| 6 C1

(|ap|2 + 1)d
, (5.90)

onde C1 é uma constante e a é o número previamente definido em (5.88).
Uma vez que, η3(|x|) é uma função radial em Rd, então sua transformada
de Fourier também será radial, ou seja, η̂3(p) = η̂3(|p|) e, além disto, η̂3(|p|)
será uma função real, devido a paridade de η3(|x|).

2) Então, construı́mos uma função monótona, não-negativa, limitada e de su-
porte compacto (e portanto, temperada), ξ1(|x|), tal que:

ξ1(|x|) =

{
6 Va(|x|) , se |x| 6 r1

0 , caso contrário,
(5.91)

e a transformada de Fourier ξ̂1(p) = ξ̂1(|p|) de ξ1(|x|) (cuja existência será
assegurada, pois ξ1(|x|) será absolutamente integrável), é positiva e limitada
por

ξ̂1(|p|) > C2

(|ap|2 + 1)d
, (5.92)

com C2 constante e a, novamente, como deteminado em (5.88).

3) Uma vez que as funções η3(|x|) e ξ1(|x|) com as propriedades (5.89),(5.90),(5.91)
e (5.92) foram construı́das, escrevemos:

Va(r) = Ψ1(r) + Ψ2(r),
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com
Ψ1(r) = Va(r) + η3(r)− ξ1(r),

e
Ψ2(r) = ξ1(r)− η3(r).

Note que ambas Ψ1(r) e Ψ2(r) são temperadas, uma vez que são somas de
funções temperadas (lembre-se de que V (r) é temperada, por hipótese).
Além disto, por (5.89) e (5.91), segue imediatamente que Ψ1(r) > 0 para
todo r > 0. Finalmente, por (5.90) e (5.92), temos que Ψ2(r) possui transfor-
mada de Fourier não-negativa e portanto é do tipo definida-positiva.

Construção da função η3(|x|):

Passamos, agora, a construir a função η3(|x|) que satisfaz as propriedades
(5.89) e (5.90). Começamos definindo:

η1(r) =

{
w , se r 6 r2

η(r) , se r > r2.

De modo que, para todo r > 0, temos:

Va(r) > −η1(r). (5.93)

Então, para a ∈ (0, r1), (estabelecido em (5.88)), definimos:

η2(r) =

{
w , se r 6 a

η1(r − a) , se r > a.
(5.94)

Por construção, η1(r) e η2(r) são funções absolutamente integráveis, uma vez
que η(r) é temperado. De fato, definindo H =

∫
|x|>r2 η(|x|)dx. Temos:

‖η1‖1 =
π
d
2 (r2)d

Γ
(
d
2

+ 1
)w +H.

‖η2‖1 =
π
d
2 (r2 + a)d

Γ
(
d
2

+ 1
) w +H 6

π
d
2 (r2 + r1)d

Γ
(
d
2

+ 1
) w +H.

Além disto, temos que:

η2(r′) > η1(r) , se |r − r′| 6 a. (5.95)
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Agora, considere uma função radial, não-negativa e limitada, ψ(r), tal que
ψ(r) = 0 quando r > 1 e tal que ∫

Rd
ψ(|x|)dx = 1. (5.96)

É sempre possı́vel escolher a função ψ de modo que ela possua derivadas
contı́nuas de todas as ordens, mas esta condição implica que a sua transformada
de Fourier ψ̂(|p|) =

∫
ψ(|x|) eip·xdx decaia à grandes distâncias mais rápido que

qualquer polinômio em |p|. Ou seja, é sempre possı́vel encontrar uma constante
C ′ tal que a seguinte desigualdade é válida para todo p:

ψ̂(|p|) 6 C ′

(1 + |p|2)d
. (5.97)

Assim, definindo

ψa(|x|) =
1

ad
ψ

(
|x|
a

)
, (5.98)

temos que: ∫
Rd
ψa(|x|)dx = 1, (5.99)

e ψa(|x|) = 0, se |x| > a. Agora, considere:

η3(|x|) =

∫
ψ(|x− x′|)η2(|x′|) dx′. (5.100)

Devido a (5.95) e o fato que ψa(|x|) = 0 se |x| > a, temos:

η3(|x|) =

∫
ψa(|x− x′|)η2(|x′|) dx′ >

∫
ψa(|x− x′|)η1(|x|) dx′ = η1(|x|),

portanto, por (5.93), segue que:

Va(|x|) > −η3(|x|), ∀x ∈ Rd.

Além disto, η3(|x|) é absolutamente integrável por (5.99), e sua transformada
de Fourier é dada por

η̂3(p) = η̂2(p)ψ̂a(p) = η̂2(p)ψ̂(ap).

De modo que

|η̂3(p)| 6 ‖η2‖1|ψ(ap)| 6

[
π
d
2 (r2 + r1)d

Γ
(
d
2

+ 1
) w +H

]
C ′

[1 + (a|p|2)]d
.
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5.3.2 Novas cotas inferiores para o raio de convergência

Nossos resultados podem ser resumidos nos dois seguintes teoremas:

Teorema 5.3. Seja V (|x|) um potencial do tipo Penrose, de acordo com a definição 5.2.
Se B é a sua constante de estabilidade e a > 0 o seu raio hard-core. Então, o coeficiente
de Mayer-Ursell de ordem n, bn(β,Λ), admite a seguinte cota:

|bn(β,Λ)| 6 eβBnnn−2 [C∗(β)]n−1

n!
, (5.101)

onde, se denotamos por Wa(d), o volume da esfera de raio a em d dimensões,

C∗(β) = Wa(d) + β

∫
|x|>a
|V (|x|)| dx. (5.102)

Consequentemente, a série de Mayer converge absolutamente para todo atividade com-
plexa λ tal que:

|λ| < 1

eβB+1C∗(β)
. (5.103)

Observação 5.6. Claramente, a fórmula (5.103) representa uma melhoria da cota clássica
(5.83), no mı́nimo, para potenciais do tipo Penrose com cauda atrativa, isto é, V para os
quais V (|x|) < 0, quando |x| > a (que são, de fato, os potenciais de interesse). Na
fórmula (5.103), além da presença do fator eβB que já melhora (exponecialmente) o fator
e2βB da fórmula (5.83), observe que que sempre temos que C∗(β) < C(β) pata todo β,
pois ex − 1 > x para todo x > 0.

Teorema 5.4. Sejam V (|x|) = Φ1(|x|)+Φ2(|x|) um potencial em pares do tipo Ruelle, da
acordo com a definição 5.3 e B̃, a constante de estabilidade de Φ2(|x|). Então, o coeficiente
de Mayer-Ursell de ordem n, bn(β,Λ), admite a seguinte cota:

|bn(β,Λ)| 6 eβB̃nnn−2

[
C̃(β)

]n−1

n!
, (5.104)

onde
C̃(β) =

∫ [ ∣∣e−βΦ1(|x|) − 1
∣∣+ β |Φ2(|x|)|

]
dx. (5.105)

Consequentemente, a série de Mayer converge absolutamente para todo λ complexo
tal que:

|λ| < 1

eβB̃+1C̃(β)
. (5.106)
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Observação 5.7. Neste caso, uma comparação desta nova cota com a cota original de-
vido a Penrose e Ruelle (5.83) parece ser mais complicada, uma vez que, a possı́vel me-
lhoria da estimativa para o raio de convergência da série de Mayer obtida através da
fórmula (5.106) com relação a fórmula clássica (5.83) é fortemente dependente do mo-
delo e, para um potencial fixado, repousaria na procura de uma decomposição minimal
V (|x|) = Φ1(|x|) + Φ2(|x|), encontrando a menor constante B̃ e, ao mesmo tempo, o
menor valor possı́vel da quantidade C̃(β).

5.3.3 Prova dos Teoremas 5.3 e 5.4

As provas dos Teoremas acima decorrem imediatamente a partir de adaptações
da identidade grafo-árvore de Brydges-Federbush aos potenciais em pares do
tipo Penrose e Ruelle. Além disso, é importante salientar que, os Lemas apresen-
tados abaixo não eram conhecidos na literatura.

Lema 5.3. Seja V um potencial em pares algébrico estável em [n] cuja constante de esta-
bilidade é B, então a seguinte desigualdade é válida:∣∣∣∣∣∣

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ 6 enB
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

Fij, (5.107)

onde

Fij =

{
|e−Vij − 1| , se Vij = +∞
|Vij| , caso contrário.

(5.108)

Demonstração. Pelo Teorema 3.2 e Corolário 3.2, temos que:∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ = lim
H→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V

H
ij − 1

)∣∣∣∣∣∣ =

= lim
H→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

(−V H
ij )

∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij

∣∣∣∣∣∣ 6
6 lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij = lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

wHτ ,

onde
wHτ =

∏
{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij .

Agora, observe que, para qualquer árvore τ ∈ Tn, o seu conjunto de elos Eτ é
naturalmente particionado em dois conjuntos disjuntos EH

τ e Eτ \ EH
τ , onde:

EH
τ = {{i.j} ∈ Eτ : i � j}.
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Então, pela Definição 3.14:

wHτ = |H||EHτ |
∏

{i,j}∈Eτ\EHτ

|Vij|
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})V Hij . (5.109)

Note que∑
16i<j6n

tn({i, j})V H
ij =

∑
16i<j6n

tn({i, j}) U (1−ε)H
ij +

∑
16i<j6n

tn({i, j})V εH
ij , (5.110)

onde ε > 0 e

U
(1−ε)H
ij =

{
(1− ε)H , se i � j

0 , caso contrário,

V εH
ij =

{
εH , se i � j

Vij , caso contrário.

O potencial em pares V εH
ij em [n] é, quandoH é suficientemente grande, estável.

Ou seja, existe um H0 > 0 (que depende de de V e n) tal que para todo H > H0:∑
{i,j}∈EX

V εH
ij > −B|X|,

para todo X ⊂ [n]. Pela Proposição 3.2, segue que:∑
16i<j6n

tn(Xn; tn) V εH
ij > −nB,

e deste modo, podemos cotar, para H > H0,

wHτ 6 enB

 ∏
{i,j}∈Eτ\EHτ

|Vij|

H |EHτ | ∫ dµτ (Xn; tn) e−
∑

16i<j6n tn({i,j}) U(1−ε)H
ij .

Por outro lado, o potencial U (1−ε)H
ij é não-negativo, de modo que:∑

16i<j6n

tn({i, j}) U (1−ε)H
ij >

∑
{i,j}∈EHτ

tn({i, j}) U (1−ε)H
ij =

=
∑

{i,j}∈EHτ

tn({i, j}) (1− ε)H + η
∑

{i,j}∈EHτ \EHτ

tn({i, j})− η
∑

{i,j}∈EHτ \EHτ

tn({i, j}) >

>
∑

{i,j}∈EHτ

tn({i, j}) (1− ε)H +
∑

{i,j}∈EHτ \EHτ

tn({i, j})η − |Eτ \ EH
τ |η =

=
∑
{i,j}∈Eτ

tn({i, j})V τ
ij − η|Eτ \ EH

τ |, (5.111)
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onde V τ
ij é potencial em pares positivo (dependente de H) dado por:

V τ
ij =

{
(1− ε)H , se {i, j} ∈ EH

τ

η , se {i, j} ∈ Eτ \ EH
τ .

(5.112)

Colocando (5.111) em (5.112), podemos escrever:

H |E
H
τ | =

[
1

η

]|Eτ\EHτ | [ 1

1− ε

]|EHτ | ∏
{i,j}∈Eτ

V τ
ij ,

e daı́, temos:

wHτ 6 enB

 ∏
{i,j}∈Eτ\EHτ

|Vij|

[eη
η

]|Eτ\EHτ | [ 1

1− ε

]|EHτ |
×

×
∏

{i,j}∈Eτ

V τ
ij

∫
dµτ (Xn, tn) e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j}) V τij .

Agora, usando a Proposição 3.1, segue que:∏
{i,j}∈Eτ

V τ
ij

∫
dµτ (Xn, tn) e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j})V τij =

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣e−V τij − 1
∣∣ =

=
∏

{i,j}∈EHτ

∣∣∣e−U(1−ε)
ij − 1

∣∣∣ ∣∣e−η − 1
∣∣|Eτ\EHτ | 6 ∏

{i,j}∈EHτ

∣∣e−Vij − 1
∣∣ ∣∣e−η − 1

∣∣|Eτ\EHτ | ,
onde na última linha, usamos que U (1−ε)H

ij < Vij para todo H > 0 e para todo
{i, j} ∈ En tal que i � j. Deste modo, para H > H0,

wHτ 6 enB

 ∏
{i,j}∈Eτ\EHτ

|Vij|

[eη|e−η − 1|
η

]|Eτ\EHτ | [ 1

1− ε

]|EHτ | ∏
{i,j}∈EHτ

|e−Vij − 1| =

= enB

 ∏
{i,j}∈Eτ

(eη − 1)

η
|Vij|

 ∏
{i,j}∈EHτ

1

1− ε
|e−Vij − 1|.

Portanto, uma vez que η e ε podem ser tomados tão pequenos quanto quiser-
mos, temos:

wHτ 6 enB
∏

{i,j}∈Eτ

Fij,

onde Fij é a função definida em (5.108).
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Lema 5.4. Se V = Φ1 + Φ2 é um potencial em pares algébrico do tipo Ruelle em [n], de
acordo com a Definição 5.3, com Φ1 não-negativo e Φ2 estável. Seja B0, a constante de
estabilidade associada a Φ2. Então, a seguinte desigualdade é válida:∣∣∣∣∣∣

∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ 6 enB0

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

[
|e−Φ1

ij − 1|+ |Φ2
ij|
]
. (5.113)

Demonstração. Primeiramente, observe que, por definição, Φ2 é um potencial li-
mitado, de modo que, se para algum {i, j} temos que Vij = +∞, então Φ1

ij = +∞,
enquanto Φ2

ij < +∞. Daı́, definimos:

Φ1,H
ij =

{
H , se Φ1

ij = +∞
Φ1
ij , caso contrário,

(5.114)

e
V H
ij = Φ1,H

ij + Φ2
ij.

Então, pelo Teorema 3.2 e o Corolário 3.2, temos que:∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ = lim
H→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

(
e−V

H
ij − 1

)∣∣∣∣∣∣ =

= lim
H→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
τ∈Tn

∑
{i,j}∈Eτ

(−V H
ij )

∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn(Xn;tn)V Hij

∣∣∣∣∣∣ 6
6 lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

∑
{i,j}∈Eτ

|V H
ij |
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn(Xn;tn)V Hij 6

6 lim
H→+∞

∑
τ∈Tn

∑
{i,j}∈Eτ

[
|Φ1,H

ij |+ |Φ2
ij|
] ∫

dµτ (Xn; tn) e−
∑

16i<j6n tn(Xn;tn)[Φ1,H
ij +Φ2

ij ] 6

6 enB0 lim
H→+∞

∑
τ∈Tn

∑
{i,j}∈Eτ

[
|Φ1,H

ij |+ |Φ2
ij|
] ∫

dµτ (Xn; tn) e−
∑

16i<j6n tn(Xn;tn)Φ1,H
ij ,

onde, na última linha, usamos a constante de estabilidade no fator e−
∑

16i<j6n tn({i,j})Φ2
ij .

Agora, vamos definir, para uma árvore fixada τ ∈ Tn, uma variável σ com
valores no conjunto {1, 2} associada a cada elo de Eτ dada por:

Φσ
ij =

{
|Φ1,H

ij | , se σ = 1

|Φ2
ij| , se σ = 2.
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Seja Στ o conjunto de todas as funções σ : Eτ → {1, 2}, então, claramente:∏
{i,j}∈Eτ

[
|Φ1,H

ij |+ |Φ2
ij|
]

=
∑
σ∈Στ

∏
{i,j}∈Eτ

Φσ
ij.

Então, podemos escrever∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eτ

(
e−Vij − 1

)∣∣∣∣∣∣ 6
enB0 lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

∑
σ∈Στ

∏
{i,j}∈Eτ

Φσ
ij

∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j})Φ1,H

ij =

= enB0 lim
H→+∞

∑
τ∈Tn

∑
σ∈Στ

wHτ,σ, (5.115)

onde
wHτ,σ =

∏
{i,j}∈Eτ

Φσ
ij

∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6N tn({i,j}) Φ1,H

ij .

Observe que , para cada árvore τ ∈ Tn e para cada σ ∈ Στ . o conjunto de elos
Eτ é naturalmente particionado em dois conjuntos disjuntos E1

τ e E2
τ = Eτ \ E1

τ ,
onde

E1
τ = {{i, j} ∈ Eτ : σ({i, j}) = 1}.

Em outras palavras, E1
τ é formado por aqueles elos {i, j} de τ tais que Φσ

ij =

|Φ1,H
ij | e Eτ \ E1

τ é formados por elos {i, j} de τ tais que Φσ
ij = |Φ2

ij|. Então,

wHτ,σ =
∏

{i,j}∈E1
τ

|Φ1,H
ij |

∏
{i,j}∈E2

τ

|Φ2
ij|
∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
16i<j6n tn({i,j}) Φ1,H

ij .

O potencial Φ1,H
ij é não-negativo, de modo que:∑
16i<j6n

tn({i, j})Φ1,H
ij >

∑
{i,j}∈E1

τ

tn({i, j})Φ1,H
ij =

=
∑
{i,j}∈E1

τ

tn({i, j})Φ1,H
ij + η

∑
{i,j}∈Eτ\E1

τ

tn({i, j})− η
∑

{i,j}∈Eτ\E1
τ

tn({i, j}) >

>
∑
{i,j}∈E1

τ

tn({i, j})Φ1,H
ij +

∑
{i,j}∈Eτ\E1

τ

tn({i, j})η + |E2
τ |η =

=
∑
{i,j}∈Eτ

tn({i, j}) V τ
ij − |E2

τ |η, (5.116)
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onde V τ
ij é o potencial em pares positivo (dependente de H) dado por:

V τ
ij =

{
Φ1,H
ij , se {i, j} ∈ E1

τ

η , se {i, j} ∈ E2
τ .

(5.117)

Colocando (5.116) e (5.117), temos que:

wHτ,σ 6

[
eη

η

]|E2
τ | ∏
{i,j}∈E2

τ

|Φ2
ij|

∏
{i,j}∈Eτ

V τ
ij

∫
dµτ (Xn; tn)e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j}) V τij .

Agora, usando a Proposição 3.1, obtemos:∏
{i,j}∈Eτ

V τ
ij

∫
dµτ (Xn; tn) e−

∑
{i,j}∈Eτ tn({i,j})V τij =

∏
{i,j}∈Eτ

∣∣e−V τij − 1
∣∣ =

=
∏

{i,j}∈E1
τ

∣∣∣e−Φ1,H
ij − 1

∣∣∣ ∣∣e−η − 1
∣∣|E2

η .

Deste modo, temos:

wHτ,σ 6

 ∏
{i,j}∈E2

τ

(eη − 1)

η
|Φ2

ij|

 ∏
{i,j}∈E1

τ

∣∣∣e−Φ1,H
ij − 1

∣∣∣ .
Portanto, uma vez que η podem ser tomado tão pequeno quanto quisermos,

segue que:

wHτ,σ 6

 ∏
{i,j}∈E2

τ

|Φ2
ij|

 ∏
{i,j}∈E1

τ

∣∣∣e−Φ1,H
ij

∣∣∣ . (5.118)

De (5.118) e (5.115), temos:∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

e−Vij − 1

∣∣∣∣∣∣ 6
6 enB0 lim

H→+∞

∑
τ∈Tn

∑
σ∈Στ

 ∏
{i,j}∈E2

τ

|Φ2
ij|

 ∏
{i,j}∈E1

τ

∣∣∣e−Φ1,H
ij − 1

∣∣∣ =

enB0

∑
τ∈Tn

∑
σ∈Στ

 ∏
{i,j}∈E2

τ

|Φ2
ij|

 ∏
{i,j}∈E1

τ

∣∣∣e−Φ1
ij − 1

∣∣∣ =

= enB0

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

[∣∣Φ2
ij

∣∣+
∣∣∣e−Φ1,H

ij − 1
∣∣∣] .
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Prova do Teorema 5.3. Sejam V (|x|), um potencial em pares do tipo Penrose de
acordo com a Definição 5.2, e B sua constante de estabilidade. Então, para qual-
quer n ∈ N e (x1, · · · ,xn) ∈ Rdn, Vij = βV (|xi − xj|) com 1 6 i < j 6 n, é um
potencial algébrico estável em [n] com constante de estabilidade dada por βB.
Portanto, podemos usar a desigualdade (5.107) para obter uma cota do coefici-
ente de ordem n da série de Mayer, Cn(β,Λ), da seguinte forma:

bn(β,Λ) 6
1

|Λ|
1

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (|xi−xj |) − 1

]∣∣∣∣∣∣
6

1

|Λ|
1

n!
enβB

∑
τ∈Tn

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eτ

Fβ(|xi − xj|), (5.119)

onde:

Fβ(|xi − xj|) =

{
|e−βV (|xi−xj |) − 1|, se V (|xi − xj|) = +∞
β|V (|xi − xj|)|, caso contrário.

Seja a o raio hard-core do potencial V (|x|). Então, por (5.102), temos:∫
Rd
Fβ(|x|) dx =

∫
|x|6a

1 dx + β

∫
|x|>a
|V (|x|)| dx = C∗(β).

Agora, para qualquer árvore τ ∈ Tn, temos que:∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eτ

Fβ(|xi − xj|) 6 |Λ|
(∫

Rd
Fβ(|x|) dx

)n−1

= |Λ| [C∗(β)]n−1 .

(5.120)

Substituindo (5.120) em (5.119), e relembrando que
∑

τ∈Tn 1 = nn−2, provamos
(5.101).

Prova do Teorema 5.4. Como antes, seja V (|x|) = Φ1(|x|) + Φ2(|x|), uma potencial
em pares do tipo Ruelle, de acordo com a Definição 5.3 e denote por B̃, a constante
de estabilidade de Φ2(|x|). Então, para todo n ∈ N e (x1, · · · ,xn) ∈ Rdn, Vij =

V (|xi−xj|) com 1 6 i < j 6 n é um potencial algébrico do tipo Ruelle estável em
[n], tal que:

Vij = Φ1
ij + Φ2

ij com Φ1
ij = βΦ1(|xi − xj|) e Φ2

ij = βΦ2(|xi − xj|).
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Além disto, Φ2 possui constante de estabilidade βB̃. Agora, podemos utilizar
a desigualdade (5.113) para cotar o coeficiente de Mayer de ordem n, como segue:

|bn(β,Λ)| 6 1

|Λ|
1

n!

∫
Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn

∣∣∣∣∣∣
∑
g∈Gn

∏
{i,j}∈Eg

[
e−βV (|xi−xj |) − 1

]∣∣∣∣∣∣
6

1

|Λ|
1

n!
enβB̃

∑
τ∈Tn

∏
{i,j}∈Eτ

[
|eβΦ1(|xi−xj |) − 1|+ |βΦ2(|xi − xj|)|

]
. (5.121)

Relembrando (5.105) e procedendo de maneira análoga na prova do Teorema
5.3, temos que, para qualquer árvore τ ∈ Tn:∫

Λ

dx1 · · ·
∫

Λ

dxn
∏

{i,j}∈Eτ

[
|eβΦ1(|xi−xj |) − 1|+ β|Φ2(|xi − xj|)|

]

6 |Λ|
(∫

Rd

[
|e−βΦ1(|x|) + β|Φ2(|x|)|

]
dx

)n−1

= |Λ|
[
C̃(β)

]n−1

. (5.122)

Substituindo (5.122) em (5.121) e usando, novamente,
∑

τ∈Tn 1 = nn−2, mos-
tramos a desigualdade (5.104).
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Capı́tulo 6

Apêndice

6.1 O que é Mecânica Estatı́stica?

A Mecânica Estatı́stica é um formalismo cujo objetivo é explicar as proprie-
dades fı́sicas de sistemas macroscópicos ou radiação com base no comportamento
dinâmico de seus constituintes microscópicos (partı́culas elementares, átomos, mo-
léculas, etc). Deste modo, a Mecânica Estatı́stica considera um sistema fı́sico ma-
croscópico qualquer como um sistema mecânico composto por um enorme número
de constituintes, e, consequentemente, o propósito deste formalismo se reduz
ao estudo de sistemas mecânicos contendo uma quantidade gigantesca de graus
de liberdade. Uma vez que conheçamos as leis que governam a dinâmica mi-
croscópica podemos, em princı́pio, descrever qualquer sistema fı́sico com extra-
ordinário grau de precisão.

No entanto, o número de constituintes em um sistema macroscópico tı́pico é
da ordem de 1023 e, portanto, para especificarmos completamente o estado do
sistema, precisarı́amos determinar uma quantidade aproximadamente igual de
soluções para todas as equações de movimento. Além disso, a resolução das
equações de movimento para um tal sistema é tão complicada que nem mesmo
os mais modernos computadores são capazes de processar tamanha quantidade
de dados. Por outro lado, mesmo se fóssemos capazes de derivar explicitamente
as equações de movimento de cada constituinte do sistema, não saberı́amos como
utilizar essa gama monstruosa de informação para descrever e explicar as propri-
edades macroscópicas do sistema.

Assim, à primeira vista, poderı́amos esperar que aumentando-se o número
de constituintes em um sistema, estarı́amos elevando o grau de complexidade e
obscuridade do sistema mecânico subjacente e que, portanto, serı́amos incapazes
de encontrar qualquer traço de regularidade no corpo macroscópico.
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Paradoxalmente, a Termodinâmica prevê que conforme o número de constitu-
tintes de um sistema aumenta, alguns tipos de regularidade vêm à tona. Tais
regularidades são leis estatı́sticas resultantes da presença do enorme número de
partı́culas no sistema e que não podem ser, de maneira alguma, reduzidas à leis
puramente mecânicas.

Algumas regularidades são meros efeitos aditivos das ações individuais de
cada partı́cula, enquanto outras são paradigmas de comportamentos emergentes,
não possuindo contrapartida nas propriedades dinâmicas individuais das partı́cu-
las.

A análise e derivação dessas regularidades formam o cerne da Mecânica Es-
tatı́stica.

6.2 Descrição microscópica versus descrição macroscópica

Considere um sistema composto por uma grande número N de partı́culas
pontuais todas com massa igual a m confinadas em um subconjunto compacto
Λ ⊂ R3 (em geral, tomamos como Λ um cubo de lado L centrado na origem do
sistema de coordenadas), cujo o volume denotaremos por |Λ|, e que se movimen-
tam obedecendo às leis da Mecânica Clássica.

A posição e o momento da i-ésima partı́cula em Λ no tempo t são denotados,
respectivamente, por qi(t) ≡ (xi(t), yi(t), zi(t)) e pi(t) ≡ (pxi(t), pyi(t), pzi(t)).

Em princı́pio, as leis da Mecânica Clássica nos permitem conhecer a evolução
temporal deste sistema, ou seja, podemos determinar q(t) ≡ (q1(t),q2(t), · · · ,qN(t))

e p(t) ≡ (p1(t),p2(t), · · · ,pN(t)) para todo t ∈ R, dada a posição q(t0) e o mo-
mento p(t0) de todas as partı́culas em algum instante particular t0.

Mais especificamente, pode-se mostrar que, a evolução temporal do sistema
é completamente descrita por uma função real que depende das posições e mo-
mentos das partı́culas chamada Hamiltoniano. No caso especial em que o sistema
dado é isolado, o Hamiltoniano possui a seguinte expressão:

H(q;p) ≡ H(q1,q2, · · · ,qN ;p1,p2, · · · ,pN) =
N∑
i=0

p2
i

2m
+ U(q1,q2, · · · ,qN). (6.1)

O termo
∑N

i=0
p2
i

2m
é chamado de energia cinética total do sistema enquanto

U(q1,q2, · · · ,qN) é conhecido como energia potencial total do sistema. Observe
que se as partı́culas estão na caixa, suas posições devem satisfazer a condição
qi(t) ∈ Λ para i = 1, 2, · · · , N e para todo t ∈ R, por outro lado, não temos
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restrições sobre os momentos pi(t) (as partı́culas podem assumir velocidades ar-
bitrariamente grandes). Observe também que, para sistemas isolados, o Hamil-
toniano não depende explicitamente do tempo e portanto deve ser uma cons-
tante ao longo da evolução do sistema. De fato, não é difı́cil mostrar que nestas
condições teremos:

H(q(t);p(t)) = H(q(0);p(0)) = E, (6.2)

onde E é a energia total do sistema.
A dinâmica do sistema é governada pelas 6N equações abaixo:

dqi
dt

=
∂H

∂pi
e

dpi
dt

= −∂H
∂qi

; i = 1, 2, · · · , N, (6.3)

onde ∂/∂qi = (∂/∂xi, ∂/∂yi, ∂/∂zi) e ∂/∂pi = (∂/∂pxi , ∂/∂pyi , ∂/∂pzi). As equações
acima são conhecidas como equações canônicas de Hamilton.

Sob circunstâncias muito gerais, pode-se mostrar que estas equações apresen-
tam uma única solução qi(t) e pi(t) para todo i = 1, 2, · · · , N desde que sejam es-
pecificados q(t0) = (q1(t0),q2(t0), · · · ,qN(t0)) e p(t) = (p1(t0),p2(t0), · · · ,pN(t0))

em algum instante particular t0.
Assim, teoricamente, poderı́amos obter uma descrição completa do sistema.

No caso de sistemas macroscópicos, tipicamente, o número de partı́culas é da or-
dem de N ≈ 1023. Suponha que queiramos resolver as Equações (6.3) . Conforme
mencionado anteriormente, devemos especificar em dado instante de tempo, t = 0,
por exemplo, 6 × 1023 números, a saber, q(0) e p(0). Neste momento, esbarra-
mos em severas restrições tanto computacionais como práticas. As dificuldades
práticas são advindas do fato que medidas reais possuem precisão finita, em con-
trapartida, a quantidade de informação requerida para especificar as condições
iniciais do sistema é essencialmente infinita (a posição de cada partı́cula deve ser
encontrada com precisão infinita e deve ser determinada simultaneamente para
todas as partı́culas do sistema estudado).

Mesmo se nos contentarmos com uma precisão quádrupla1, um pequeno cálcu-
lo nos mostra que a quantidade de informação necessária para especificar o es-
tado inicial seria da ordem de 1017 Gbytes. De fato, basta notar que tal precisão
demandaria em torno de 128 bytes= 27 ≈ 102 bytes para armazenar cada número
real. Atualmente, o mais poderoso supercomputador possui aproximadamente
105 Gbytes de memória 2. Ou seja, precisarı́amos de 1012 supercomputadores

1Veja https://en.wikipedia.org/wiki/Quadruple-precision floating-point format
2Veja mais em http://www.lanl.gov/roadrunner/
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deste tipo apenas para armazenar a condição inicial do sistema! Isto sem levar
em conta os cálculos necessários para a resolução das equações em (6.3). Des-
nessário dizer que tal abordagem para estes sistemas é impraticável. Além disto,
mesmo se fosse possı́vel determinar as soluções de (6.3), não conseguirı́amos in-
terpretar esta quantidade monstruosa de informação em termos das proprieda-
des macroscópicas (mensuráveis) do sistema. Devemos, então, estabelecer um
método alternativo para o estudo de sistemas compostos por um grande número
de constituintes. Tal abordagem é baseada no seguinte fato experimental:

Todo sistema submetido, durante um intervalo de tempo suficientemente lon-
go, a um conjunto de condições externas fixadas atingirá uma condição em que
algumas poucas variáveis macroscópicas, independentes do tempo, (chamadas
variáveis de estado) caracterizam o sistema. Em tal condição, dizemos que o sis-
tema está em equilı́brio termodinâmico, ou simplesmente, equilı́brio.

A Termodinâmica nos mostra que as variáveis macroscópicas de um sistema
são manisfestações do efeito médio de algumas propriedades microscópicas, por
exemplo, a pressão em um gás está relacionada com a média temporal das trans-
ferências de impulso entre as partı́culas constituintes e o recipiente. Assim, po-
derı́amos esperar que se seguissémos a evolução de um grande número de sis-
temas semelhantes, todos sujeitos às mesmas condições externas, mas partindo
de estados microscópicos iniciais diferentes, estes sistemas teriam essencialmente
as mesmas caracterı́sticas macroscópicas (temperatura, pressão, etc) na condição
de equilı́brio, mesmo se a evolução microscópica detalhada de cada sistema no
tempo fosse muito diferente. Isto sugere que as variáveis macroscópicas para
um sistema em equilı́brio são extremamente insensı́veis quanto à condição ini-
cial e dinâmica microscópica e que acompanhar todos os detalhes microscópicos
é completamente inútil e desnecessário.

A natureza geral do procedimento da Mecânica Estatı́stica para o tratamento
de sistemas complicados consiste em abandonar a tentativa de seguir mudanças
precisas no estado que ocorreriam em sistema particular, e estudar em vez disto
o comportamento de uma coleção ou ensemble de sistemas de estrutura similar
ao sistema de interesse real, distribuı́dos sobre uma gama de diferentes estados
precisos. A partir do conhecimento do comportamento médio dos sistemas no en-
semble representativo, apropriadamente escolhido de modo a corresponder ao co-
nhecimento parcial que temos do estado inicial do sistema de interesse, podemos
então fazer predições quanto o que podemos esperar na média para este sistema
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particular.

6.3 Espaço de fase e ensembles

O estado microscópico ou microestado do sistema é uma especificação do con-
junto completo de posições e momentos do sistema em um dado instante de
tempo.

Deste modo, o microestado de um sistema composto por N partı́culas em um
instante de tempo t é completamente caracterizado quando especificamos a 6N -
upla:

(q(t);p(t)) = (q1(t),q2(t), · · · ,qN(t);p1(t),p2(t), · · · ,pN(t)),

onde qi(t) = (xi(t), yi(t), zi(t)) e pi(t) = (pxi(t), pyi(t), pzi(t)); i = 1, 2, · · · , N.

Observe que a 6N -upla (q(t);p(t)) pode ser geometricamente interpretada
com um ponto no espaço cartesiano 6N -dimensional cujos eixos coordenados cor-
respondem a 3N coordenadas qi = (xi, yi, zi) e a 3N momentos pi = (pxi , pyi , pzi);

i = 1, 2, · · · , N . O espaço 6N - dimensional, assim construı́do, é denominado
espaço de fase do sistema.

Consequentemente, a evolução temporal do sistema pode ser representada
pela trajetória do ponto (q(t);p(t)) no espaço de fase cuja dinâmica é governada
pelas Equações (6.3) com a condição adicional qi(t) ∈ Λ para todo i = 1, 2 · · · , N
e t ∈ R.

Adicionalmente, se o sistema considerado for isolado, sabemos de (6.2) que:

H(q(t);p(t)) = H(q(0);p(0)) = E, (6.4)

mas esta condição define uma hiperfı́cie de dimensão 6N − 1 no espaço de fase,
na qual a trajetória deve permanecer.

Estamos, agora, em condições de fornecer uma definição menos informal de
ensemble.

Um ensemble é uma idealização consistindo em um grande número de cópias
virtuais (às vezes, infinitas) do sistema, todas consideradas ao mesmo tempo,
cada uma das quais representando um possı́vel microestado em que o sistema
real pode ser encontrado .
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Note que o conceito de ensemble é completamente análogo ao processo de me-
dida usual no laboratório, em que um dado experimento é repetidamente reali-
zado sob as mesmas condições macroscópicas, sendo a incapacidade de controlar
os detalhes microscópicos durante o processo refletida em nosso conhecimento
parcial do sistema original.

Além disto, devido à natureza intrı́seca de nossos aparatos de medida, somos
incapazes de distinguir entre microestados “vizinhos”, associando a todos estes
microestados um único microestado representante.

Lembrando que cada microestado pode ser associado a exatamente um ponto
do espaço de fase, a representação geométrica de um ensemble é uma “nuvem”
de pontos no espaço Γ. A medida que, o número de elementos N do ensemble
aumenta, é razoável supor que a distância média entre dois pontos quaisquer
nesta “nuvem” decresce e no limite em que N → ∞, a distribuição discreta de
pontos na “nuvem” será indistinguı́vel de uma contı́nua. Portanto, podemos des-
crever um ensemble formado por um número suficientemente grande elementos
por uma função contı́nua µ∗(r;p) definida por:

N =

∫∫
Γ

µ∗(q;p) dq dp, (6.5)

onde dq = dq1dq2 · · · dqN ; dp = dp1dp2 · · · dpN e N é o número de elementos no
ensemble. Observe que acima, a integração é ao longo de todo o espaço de fase
Γ.

No entanto, será mais conveniente trabalhar com a função definida por:

µ(q;p) =
µ∗(q;p)

N
,

que por (6.5) satisfaz:

1 =

∫∫
Γ

µ(q;p) dq dp. (6.6)

Observe que, a quantidade µ(q;p) dq dp pode ser interpretada como a proba-
bilidade de se encontrar um sistema no ensemble em um microestado contido no
volume dq dp em torno do ponto (q;p) ∈ Γ. Assim, µ(q;p) representa a densidade
de probabilidade da distribuição de microestados no ensemble.

Com o conhecimento da dependência real de µ(q;p) com q e p, é possı́vel cal-
cular qualquer tipo de média, sobre todos os elementos do ensemble, para qual-
quer função que depende das coordenadas e momentos do sistema. Por exemplo,
se considerarmos a quantidade macroscópica F que caracteriza os elementos do
ensemble, descrita em termos microcóspicos por f(q;q), o seu valor médio de f
sobre o ensemble seria dado por

128



〈f〉ensemble ≡
∫∫

Γ

f(q;p)µ(q;p) dq dp. (6.7)

Todo este formalismo será inútil, a menos que, possamos mostrar que 〈f〉ensemble,
a média sobre o ensemble, concorda com o valor da grandeza macroscópica F .
Por outro lado, experimentos reais são realizados em um único sistema em que to-
dos os movimentos microscópicos detalhados estão presentes. Medidas durante
a experimentação levam uma quantidade finita de tempo, que é comparativa-
mente muito maior que o perı́odo tı́pico de movimento das partı́culas presentes
no sistema, de maneira que o medimos no laboratório é, presumilvemente, um
média temporal, 〈f〉temporal, da grandeza macroscópica F correspondente. Assim,

F = 〈f〉temporal ≡ lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(q(t);p(t)) dt. (6.8)

Portanto, toda a estrutura da Mecânica Estatı́stica é baseada na seguinte hipó-
tese fundamental:

〈f〉ensemble = F = 〈f〉temporal. (6.9)

Por razões históricas, a hipótese (6.9) é conhecida como Hipótese Ergódica. A
razão para tal termo, se deve a corrente de pensamento, vigente no final do
século XIX, que sustentava que (6.9) seria válida apenas para sistemas cujo o
ponto representativo no espaço de fase (representando a evolução microscópica
do sistema) visitasse todos os microestados consistentes com as condições ma-
croscópicas do sistemas real (microestados acessı́veis ao sistema real) durante o
tempo de medição de uma propriedade macroscópica. Claramente, esta condição
nunca é satisfeita para sistemas com um número muito grande de constituin-
tes. De fato, em 1913, esta impossibilidade foi provada, independemente, por
Rosenthal e Plancherel. Posteriormente, Khinchin [4] e Landau [36], mostraram
através de argumentos fı́sicos que a ergodicidade não é necessária para validade
da Mecânica Estatı́stica em sistemas contendo um grande número de partı́culas.
Logo, a hipótese (6.9) é verdadeira para todo caso de interesse, tipicamente, um
sistema macroscópico. Considerações históricas e uma breve discussão sobre o
assunto podem ser encontrados em [39].
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6.4 Ensembles Termodinâmicos

Vimos na seções anteriores que, a Mecânica Estatı́stica descreve os sistemas
macroscópicos a partir de valores médios de grandezas microscópicas obtidos
por meio da função densidade µ(q;p). Assim, nosso problema se reduz a espe-
cificar a estrutura desta função para sistema considerado, ou equivalentemente,
o ensemble descrito pela função densidade. Trataremos, apenas, os três tipos
principais de ensembles investigados em Mecânica Estatı́stica, que são: Ensemble
Microcanônico, Ensemble Canônico e Ensemble Grande Canônico.

6.4.1 Ensemble Microcanônico

O Ensemble Microcanônico é usado para descrever sistemas perfeitamente
isolados. Assim, considere um sistema formado por partı́culas idênticas de mesma
massa m confinadas em uma caixa Λ perfeitamente isolante, de forma que não
há troca de energia e nem de partı́culas com o exterior. Deste modo, o sistema
pode ser descrito pelas seguintes variáveis macroscópicas: energia E, volume |Λ|
e número de partı́culas N , que são mantidas fixadas.

Portanto, é natural, definir o conjunto de todos os microestados acessı́veis ao
sistema, ΓMicro, como o conjunto de pontos no espaço de fase com energia entre
E e E + ∆E (∆E pode ser pensado como o erro que cometemos na medida da
energia), ou seja:

ΓMicro ≡ ΓMicro(E,N,Λ) = {(q;p) ∈ Γ : E 6 H(q;p) 6 E+∆E, qi ∈ Λ, ∀i = 1, 2, · · · , N}.
(6.10)

A medida de probabilidade é escolhida de maneira de todo microestado permi-
tido ao sistema seja igualmente provável, isto é, não existe nenhuma razão para
atribuir diferentes probabilidades a microestados diferentes. Esta hipótese é co-
nhecida como postulado de igual probabilidade a priori. Portanto,

µMicro(q;p) =

{
[Ω(E,N,Λ)]−1, se(q;p) ∈ ΓMicro

0, caso contrário,
(6.11)

onde:
Ω(E,N,Λ) =

∫
ΓMicro

dq dp,

é o volume no espaço Γ ocupado pelo conjunto de microestados permitidos ao
sistema, ΓMicro. A quantidade Ω(E,N,Λ) é chamada de função de partição do En-
semble Microcanônico.

130



Agora, estabeleceremos a conexão entre a mecânica do Ensemble Microcânoni-
co e a Termodinâmica dos sistemas constituintes. Para tanto, observe que existe
uma relação direta entre os vários microestados acessı́veis ao sistema e as várias
localizações no espaço de fase. O volume Ω(E,N,Λ) (o conjunto de todos os mi-
croestados permitidos ao sistema) é, portanto, uma medida direta da quantidade
de microestados W acessı́veis ao sistema. Para determinar a correspondência
numérica entre Ω(E,N,Λ) e W , precisaremos descobrir volume fundamental Ω0

que pode ser tratado como “equivalente a um único microestado”. Feito isto, a
Termodinâmica do sistema seguiria da através da função entropia definida por:

S(E,N,Λ) = k ln

[
Ω(E,N,Λ)

Ω0

]
, (6.12)

onde k é a constante de Boltzmann. Assim, o problema básico consiste em deter-
minar Ω0. Observe que através de considerações dimensionais, Ω0 deve ser da na-
tureza de um “momento angular elevado a 3N” (lembre-se que a entropia é uma
grandeza adimensional). Classicamente, poderı́amos pensar que o volume fun-
damental reflete a imprecisão de nossos instrumentos de medida, e teoricamente,
poderia ser tornado cada vez menor, melhorando a precisão destes. Surpreen-
dentemente, pode-se mostrar que mesmo se atingı́ssemos a precisão infinita de
nossos instrumentos, o volume fundamental não seria nulo! De fato, o volume
fundamental assume o valor Ω0 = N !h3N , onde h é a constante de Planck.

Observe que este é um forte indı́cio da natureza quântica do sistema de partı́cu-
las (além, obviamente da presença da constante de Planck), ou seja, dizer que o
volume fundamental não pode ser tornado arbitrariamente pequeno significa que
não podemos medir, mesmo em prı́ncipio, simultaneamente a posição e momento
de uma partı́cula, que nada mais é, que o conhecido princı́pio da incerteza de Hei-
senberg! Uma outra caracterı́stica não-clássica se deve à presença na expressão do
volume microscópico Ω0 do fator N !, que historicamente, foi introduzido para re-
solver o paradoxo de Gibbs, vide [46], tendo como consequência conceitual, o fato
que partı́culas clássicas idênticas também devem ser tratadas como indistinguı́veis.
Portanto, na descrição de um sistema composto por partı́culas clássicas, nem
mesmo teoricamente, seria possı́vel atribuir ı́ndices a cada partı́cula presente no
sistema, uma vez que não podemos diferenciá-las.

Agora, voltemos à Equação (6.12). Note que, devido ao postulado de igual pro-
babilidade a priori podemos interpretar W = Ω(E,NΛ)

Ω0
(o número de microestados

possı́veis) como medida de imprecisão do nosso conhecimento ou a medida da
desordem de um sistema.

Assim, podemos utilizar a expressão (6.12) para darmos uma interpretação
probabilı́stica da 2o Lei da Termodinâmica. Sabemos que a entropia de sistema
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isolado atinge o seu valor máximo no estado de equilı́brio. Consequentemente, o
estado de equilı́brio de um sistema macroscópico com parâmetros termodinâmi-
cos fixados será a configuração macroscópica que maximiza Ω(E,N,Λ), ou seja,
aquela correspondente ao maior número de microestados.

É interessante, também observar que a Definição 6.12 satisfaz todas as reque-
ridas propriedades termodinâmicas de entropia. O leitor é encorajado a consul-
tar [46], para detalhes adicionais.

6.4.2 Ensemble Canônico

O Ensemble Canônico descreve sistemas que não isolados mas estão em equilı́-
brio térmico com um sistema maior (chamado reservatório térmico), por exemplo,
um gás mantido em uma caixa cuja paredes conduzem calor que, por sua vez,
está totalmente imerso em uma caixa muito maior contendo um gás mantido à
temperatura constante T . Portanto, o sistema contém um número fixado N de
partı́culas idênticas confinadas em uma caixa Λ, com temperatura constante no
valor T , no entanto, a energia não é mais fixada, uma vez que as paredes per-
mitem a transferência de calor entre a caixa e o reservatório térmico. Passemos,
agora, a especificação do Ensemble Canônico de um sistema.

Iremos denotar o espaço de configurações (conjunto de todos os microestados
possı́veis) do ensemble como:

ΓCan ≡ ΓCan(β,N,Λ),

onde β = (kT )−1 e k é novamente a constante de Boltzmann.
A medida de probabilidade para o Ensemble Canônico é dada por:

dµ Can(q;p) =
1

Υ(β,N,Λ)

e−βH(q;p)

N !h3N
dq dp, (6.13)

onde h é, como antes, a constante de Planck e Υ(β,N,Λ) é a função de partição do
Ensemble Canônico definida como:

Υ(β,N,Λ) =
1

N !h3N

∫
ΓCan

e−βH(q;p)dq dp, (6.14)

aqui, H(q;p) é dado por (6.1).
A Termodinâmica do sistema é obtida via a função energia livre de Helmholtz,

F (β,N,Λ), definida por:

F (β,N,Λ) = − 1

β
ln Υ(β,N,Λ). (6.15)

132



Podemos integrar o lado direito da (6.14) com relação aos momentos das partı́culas
para obter:

Υ(β,N,Λ) =
1

N !h3N

∫
ΓCan

e−βH(q;p)dq dp =

1

N !h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dpN

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqNe
−βH(q1,··· ,qN ;p1,··· ,pN )

1

N !h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dpN

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−β
∑N
i=1

pi
2

2m e−βU(q1,··· ,qN ) =

1

N !h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dpN

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN

N∏
i=1

e−β
pi

2

2m e−βU(q1,··· ,qN ) =

1

N !h3N

∫
e−β

p2
1

2mdp1 · · ·
∫
e−β

p2
N

2m dpN

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,··· ,qN ) =

1

N !h3N

[∫
e−β

p2

2mdp

]N ∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,··· ,qN ) =

1

N !h3N

[∫ +∞

−∞
e−β

x2

2m dx

]3N ∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,··· ,qN ) =[
(2mπ/βh2)3/2

]N
N !

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,··· ,qN ). (6.16)

A constante acima
∫

Λ
dq1 · · ·

∫
Λ
dqN e−βU(q1,··· ,qN ) é conhecida como função de

partição “configuracional” do sistema. Em geral, é muito difı́cil calcular expli-
citamente a parte configuracional da função de partição para gases reais. No
entanto, para gases ideais, o cálculo é direto, (neste caso, U(q1, · · · ,qN) = 0).
Consequentemente, a função de partição no Ensemble Canônico de um gás ideal
é dada por:

Υ(β,N,Λ) gás ideal =
|Λ|N

N !

(
2mπ

βh2

)3N/2

. (6.17)

Daı́, de (6.17) em (6.15), obtemos:

F (β,N,Λ) gás ideal = −kT ln Υ(β,N,Λ) = −kTN

{
1 + ln

[
|Λ|
N

(
2mπ

βh2

)3/2
]}

,

(6.18)
em que usamos a aproximação de Stirling lnN ! ≈ N lnN − N , para N muito
grande.

A partir da energia livre podemos calcular qualquer quantidade termodinâmica.
Por exemplo,

P = −∂F
∂V

=
NkT

V
⇒ PV = NkT,
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S =
∂F

∂T
= Nk

{
5

2
+ ln

[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]}

,

E = F + TS =
3

2
NkT,

onde V , acima, representa o volume de Λ. Note também que E, nas equações
acima, significa a energia média do sistema. Isto sugere que a energia E =

〈H(q;p)〉 pode ser calculada diretamente por:

E = 〈H(q;p)〉 = [Υ(β,N,Λ)]−1 1

h3NN !

∫
e−βH(q;p)H(q;p) dq dp =

3

2
NkT, (6.19)

onde, neste caso, H(q,p) =
∑N

i=1
pi

2

2m
. Assim, 3

2
kT é a energia média por partı́cula

no Ensemble Canônico, que é um caso particular do teorema do equipartição da
energia.

Um sistema no Ensemble Canônico pode, em prı́ncı́pio, possuir microestados
em todos valores de energia. Vamos checar as flutuações de energia no Ensem-
ble Canônico. Isto pode ser feito calculando-se o desvio padrão da grandeza f
definido por

σf =
〈(f − 〈f〉)2〉
〈f〉2

=
〈f 2〉 − 〈f〉2

〈f〉2
. (6.20)

Para tanto, escrevemos a energia média no Ensemble Canônico (6.19) como:

E = 〈H(q;p)〉 =

∫
H(q;p)e−βH(q;p) dq dp∫

e−βH(q;p) dq dp
. (6.21)

Diferenciando ambos os lados de (6.21) com relação à β, temos:

∂E

∂β
= −

∫
H2(q;p)e−βH(q;p) dq dp

∫
e−βH(q;p) dq dp(∫

e−βH(q;p) dq dp
)2

+

∫
H(q;p)e−βH(q;p) dq dp

∫
H(q;p)e−βH(q;p) dq dp(∫

eβH(q;p) dq dp
)2

=

[∫
H(q;p)e−βH(q;p) dq dp∫

e−βH(q;p) dq dp

]2

−
∫
H2(q;p)e−βH(q;p) dq dp∫

e−βH(q;p) dq dp
.

Daı́, segue que:

〈H2(q;p)〉 − 〈H(q;p)〉2 = −∂E
∂β

= −∂E
∂T

∂T

∂β
= kT 2∂E

∂T
.

Sabemos da Termodinâmica que ∂E
∂T

= CV , onde CV é a capacidade de calor à
volume constante. Em geral, temos CV ∝ N e também E ∝ N , por exemplo, para
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o gás ideal CV = 3
2
kN e E = 3

2
kTN . Portanto,

√
〈H2(q;p)〉 − 〈H(q;p)〉2

〈H(q;p)〉
=

√
kT 2

∂E

∂T
E

≈ 1√
N
� 1.

Deste modo, as flutuações de energia no Ensemble Canônico são macrosco-
picamente pequenas. Isto significa que neste ensemble é altamente provável se
encontrar o sistema em microestados com energia igual à energia média E =

〈H(q,p)〉. Então, o Ensemble Canônico é “aproximadamente” um Ensemble Mi-
crocanônico pois apesar da energia não estar fixada, ela pode flutuar em torno do
valor médio com flutuações relativas da ordem de N−1/2 ≈ 10−11 para sistemas
macroscópicos.

6.4.3 Ensemble Grande Canônico

O Ensemble Microcanônico descreve sistemas com isolados com número de
partı́culas N , volume |Λ| e energia fixados, enquanto o Ensemble Canônico trata
de sistemas com um número fixo N de partı́culas, um volume |Λ| constante, mas
com energia E variável. Uma vez que é muito difı́cil construir sistemas per-
feitamente isolados, o Ensemble Canônico nos parece descrever sistemas mais
próximos de nossa realidade. No entanto, mesmo neste ensemble nos confrota-
mos com uma condição extremamente restritiva, a saber, o número de partı́culas
do sistema é conhecido e mantido fixado no valor N , que também é uma situação
muito difı́cil de se reproduzir experimentamente. Geralmente, lidamos com siste-
mas em que tanto a energia como o número de partı́culas não são conhecidos exa-
tamente. Definiremos, agora, um ensemble que nos permite estudar sistemas que
podem trocar energia e partı́culas com o exterior. Os parâmetros termodinâmicos
fixados para tal sistema são o volume Λ, temperatura T e o potencial quı́mico µ.
Daı́, o espaço de todos os microestados possı́veis no Ensemble Grande Canônico
é definido por

ΓGrand =
⋃
N>0

ΓCan(N),

onde ΓCan(N) é o conjunto de todos os microestados possı́veis no Ensemble Canô-
nico com N partı́culas presentes. Observe que ΓCan(0) é o único microestado em
que nenhuma partı́cula está presente no volume Λ. A medida de probabilidade
no Ensemble Grande Canônico é dada por:

dµ Grand(qN ;pN) =
1

Ξ(β,Λ, µ)

eNβµ

N !h3N
e−βH(qN ;pN ) dqN dpN . (6.22)
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Assim, dµ Grand(qN ;pN) é a probabilidade de se encontrar o sistema em um micro-
estado com exatamente N partı́culas, com posições e momentos de um pequeno
“volume” dqN dpN centrado no ponto (qN ;pN) do espaço de fase Γ Can(N). Con-
vencionamos que:

dµ(Γ Can(0)) =
1

Ξ(β,Λ, µ)
,

é a probabilidade de se encontrar o sistema em um microestado em que nenhuma
partı́culas está presente em Λ.

A função de partição no Ensemble Grande Canônico é definida por

Ξ(β,Λ, µ) =
∞∑
N=0

zN

N !h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dpN

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqNe
−βH(q1,··· ,qN ;p1,··· ,pN ),

(6.23)
em que z = eβµ é chamado de “atividade” ou “fugacidade” e novamente β =

(kT )−1. Como feito anteriormente, podemos integrar (6.23) com relação aos mo-
mentos para obter:

Ξ(β,Λ, µ) = Ξ(β,Λ, λ) =
∞∑
N=0

λN

N !

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,··· ,qN ), (6.24)

com

λ = eβµ
(

2πm

βh2

)3/2

.

O parâmetro é conhecido como “atividade configuracional” do sistema (ou sim-
plesmente, “atividade” quando ficar claro diante do contexto). A termodinâmica
do sistema é obtida via a expressão:

βP (β,Λ, λ) =
1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ), (6.25)

onde a função P (β,Λ, λ) é identificada com a pressão termodinâmica do sistema.
Outra quantidade de interesse do sistema é densidade média do sistema, obtida
através do número médio de partı́culas no sistema 〈N〉 dado por:

〈N〉 =
1

Ξ(β,Λ, λ)

∞∑
N=0

NλN

N !

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,··· ,qN ) = λ
∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ).

(6.26)
Deste modo, a densidade média ρ(β,Λ, λ) = 〈N〉/|Λ|, temos:

ρ(β,Λ, λ) =
1

|Λ|
λ
∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ). (6.27)
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Vamos agora considerar o gás ideal no Ensemble Grande Canônico. Neste
caso, é muito simples calcular a função de partição do Ensemble Grande Canônico
pois U(q1, · · · ,qN) = 0 e assim segue de (6.24) que:

Ξ(β,Λ, λ) gás ideal =
∞∑
N=0

λN

N !

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqN =
∞∑
N=0

(λ|Λ|)N

N !
= eλ|Λ|. (6.28)

Usando (6.25) e (6.27), temos:

βP gás ideal = λ,

ρ gás ideal = λ.

Portanto, para um gás ideal temos:

βP gás ideal = ρ gás ideal,

que é a equação de estado de um gás ideal.
Notemos que a Termodinâmica nos ensina que a pressão P (β,Λ, λ) e a den-

sidade ρ(β,Λ, λ) de sistema macroscópico são grandezas intensivas, ou seja, elas
não dependem do volume Λ do sistema estudado. Portanto, poderı́amos espe-
rar que a dependência do volume em (6.25) e (6.27) deve ser apenas residual.
Deste modo, tomando-se valores cada maiores de volume |Λ|, mas mantendo-se
fixados os valores do potencial quı́mico µ e a temperatura (ou equivalentemente,
mantendo-se β constante), as variáveis intensivas do sistema, espera-se que os
valores da pressão e densidade não variem de modo apreciável. Os valores de vo-
lume usados em Termodinâmica são macroscópicos, portanto, são muito grandes.
Podemos pensar em tomar valores de volume |Λ| arbitrariamente grandes (que
é formalização daquilo que entendemos como “macroscopicamente” grande) e
definir:

βP (β, λ) = lim
|Λ|→∞

1

|Λ|
ln Ξ(β,Λ, λ), (6.29)

e
ρ(β, λ) = lim

|Λ|→∞

1

|Λ|
λ
∂

∂λ
ln Ξ(β,Λ, λ). (6.30)

Os limites acima em que |Λ| → ∞ são chamados de limites termodinâmicos
do Ensemble Grande Canônico. Note que existem diversas maneiras de fazer
o volume tender ao infinito, mas que não reproduzem comportamentos termo-
dinâmicos. Pense, por exemplo, em fazer uma dimensão de Λ tender ao infinito
enquanto as demais são mantidas fixadas. Claramente, o volume tenderá a infi-
nito, porém o sistema não irá apresentar o comportamento termodinâmico espe-
rado (Λ que será um cilindro infinito). Portanto no limite termodinâmico, vamos
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requerer que todas as dimensões de Λ tendam a infinito de uma maneira uni-
forme (apresentem a mesma taxa de crescimento), ou seja, nenhuma dimensão é
privilegiada em detrimento das demais, no cálculo do volume, vide [19].

Observe que em (6.29) e (6.30), podemos, a princı́pio, expressar a atividade
do sistema λ como função da densidade ρ e β. De modo que, a pressaõ P pode
ser reescrita como uma função da densidade e do inverso da temperatura, que é
conhecida como a equação de estado do sistema.

Podemos também tomar limites termodinâmicos nos Ensembles Microcânico
e Canônico, para tanto, fixamos a densidade ρ = N/|Λ| e fazemosN →∞ e |Λ| →
∞ de forma a manter ρ constante. E definimos, no Ensemble Microcanônico:

S(E, ρ) = lim
N→∞; |Λ|→∞

ρ=N/|Λ|; E/|Λ| constantes

1

|Λ|
k ln Ω(E,N,Λ). (6.31)

No Ensemble Canônico, consideramos:

F (β, ρ) = − lim
N→∞; |Λ|→∞

ρ=N/|Λ| constante

1

|Λ|
kT ln Υ(β,N,Λ). (6.32)

Teoricamente, os três ensembles são equivalentes apenas no limite termo-
dinâmico, quando os efeitos de fronteira são eliminados. Assim, as equações
da Termodinâmica são recuperadas exatamente no limite termodinâmico.

Os problemas matemáticos tı́picos da Mecânica Estatı́stica são mostrar a exis-
tência dos limites (6.29), (6.31) e (6.32) e que eles produzem a mesma Termo-
dinâmica.

6.4.4 Condições sobre energia potencial

Nossa discussão adiante, será restrita ao Ensemble Grande Canônico. Lembre-
se que, a função de partição no Ensemble Grande Canônico, Equação (6.24), é
dada por:

Ξ(β,N,Λ) = 1 +
∞∑
N=0

λN

N !

∫
Λ

dq1 · · ·
∫

Λ

dqNe
−βU(q1,··· ,qN ).

A energia potencial U(q1, · · · ,qN) é uma função U : R3N → (R ∪ +∞) e que
assumimos possuir a seguinte forma:

U(q1, · · · ,qN) =
∑

16i<j6N

V (qi − qj) +
N∑
i=1

Φe(qi), (6.33)

onde V (q) : R3 → (R ∪ +∞), é uma função simétrica, ou seja, V (q) = V (−q)

e Φe(q) : R3 → (R ∪ +∞). Fisicamente, isto significa que restringiremos nossa
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atenção ao caso de partı́culas interagindo via um potencial em pares V mais um
potencial externo Φe. A interação

∑
16i<j6N V (qi − qj) é “interna” no sentido de

que depende apenas das posições relativas das partı́culas no sistema e a interação∑N
i=1 Φe(qi), uma vez que, depende das posições absolutas das partı́culas, pode

ser interpretada como a influência do mundo “externo” na i-ésima partı́cula de
Λ. A escolha de Φe é, de certo modo, arbitrária no sentido que ela é depende
das condições que supomos fora de Λ. Uma dada escolha de Φe é chamada de
condições de contorno. Qualquer condição de contorno deveria ser equivalente
no limite termodinâmico, em que as condições de contorno desaparecem. Em
particular, espera-se que a pressão seja independente da escolha da condição de
contorno. Em sistemas de partı́culas contı́nuas, a análise do efeito das condições
de contorno no limite termodinâmico é muito difı́cil. Assim, salvo menção em
contrário, faremos a escolha Φe = 0, ou seja, nenhuma influência do exterior na
partı́culas do sistema conhecida como condições de contorno livre. Daı́, segue a
energia potencial será da forma:

U(q1, · · · ,qN) =
∑

16i<j6N

V (qi − qj).

Por fim, vamos exigir que a função potencial U(q1, · · · ,qN), ou equivalente-
mente, V (q), satisfaça as seguintes propriedades:

i) U seja simétrica com relação a troca de partı́culas.
Considere {σ(1), σ(2), · · · , σ(N)}, uma permutação no conjunto {1, 2, · · · , N},
então:

U(qσ(1),qσ(2), · · · ,qσ(N)) = U(q1,q2, · · · ,qN). (6.34)

ii) U seja invariante por translação.
Para qualquer u ∈ R3, então:

U(q1 + u,q2 + u, · · · ,qN + u) = U(q1,q2, · · · ,qN). (6.35)

iii) U seja estável (ou, possua a propriedade de estabilidade).
Existe um B > 0 tal que para todo N e todo (q1,q2, · · · ,qN) ∈ R3N

U(q1,q2, · · · ,qN) > −BN. (6.36)

Se o potencial em pares V é escolhido de forma que (6.36) é satisfeita, então
V será chamado de potencial em pares estável.
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iv) V é temperado.
Se existe r0 > 0, ε > 0 e A > 0 tais que:

|V (q)| 6 A

|q|3+ε
; ∀q ∈ R3 : |q| > r0. (6.37)

As condições acima são motivadas por considerações fı́sicas. Em particular,
as condições i) e ii) seguem da observação que a maioria das interações fı́sicas
são simétricas por troca de partı́culas e invariantes por translação. As condições
iii) e iv) são necessárias para que o sistema apresente um “comportamento ter-
modinâmico” adequado. Por exemplo, a condição iii) evita que as partı́culas do
sistema se atraiam também à curtas distâncias, ou seja, diminui a probabilidade
de se encontrar o sistema em microestados em que todas as partı́culas estão co-
lapsadas em um pequeno volume de Λ. Já a condição iv) se deve a observação de
que as interações microscópicas se tornam desprezı́veis, à medida que, a distância
relativa entre as partı́culas se torna muito grande. Além disso, pode-se mostrar,
vide [19], que a união entre as condições iii) e iv) é suficiente para garantir a
existência do limite termodinâmico.

Devemos, também, enfatizar que a estabilidade da energia potencial U é uma
condição absolutamente fundamental em toda construção da Mecânica Estatı́stica
Rigorosa, devido ao seguinte resultado:

Teorema 6.1. Sejam U(q1,q2, · · · ,qN) uma interação estável e λ em (6.24) pertencente
a C, então a série em (6.24) é absolutamente convergente para todo λ ∈ C, para todo
β ∈ R+ e todo conjunto Λ mensurável à Lebesgue em R3, ou seja, Ξ(β,Λ, λ) como uma
função de λ em todo plano complexo, é holomorfa.

Demonstração. Seja V =
∫

Λ
dq.

|Ξ(β,Λ, λ)| 6 1 +
∞∑
N=1

|λ|N

N !

∫
λ

dq1

∫
Λ

dq2 · · ·
∫

Λ

dqN e−βU(q1,q2,··· ,qN )

6 1 +
∞∑
N=1

|λ|N

N !

∫
Λ

dq1

∫
Λ

dq2 · · ·
∫

Λ

dqN eβBN

=
∞∑
N=0

(V |λ|eβB)N

N !
= exp (V |λ|eβB).

Logo, a estabilidade do potencial U(q1,q2, · · · ,qN) é uma condição suficiente
para a convergência da função de partição do Ensemble Grande Canônico.
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[45] R.Kotecký and D.Preiss, Cluster expansion for abstract polymer models, Com-
munications in Mathematical Physics 103 (1986), 491–498.

[46] R.K.Pathria and P.D.Beale, Statistical Mechanics, third ed., Elsevier, 2011.
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