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Introducao

Contextualizacao

Nesta dissertacdo seguiremos a exposigao de [1], onde o matematico holandés
= 1
J. J. Duistermaat (1942-2010) faz um estudo detalhado da funcao g — sen(n’z).
n
n=1

Definiremos essa fun¢ao na forma

1 2
f(z) = ; po sen(n“mx), (1)
com o fator de escala 7 introduzido para simplificar formulas futuras.

Segundo o relato de Weierstrass no dia 18 de julho de 1872 & Academia Real
de Ciéncias em Berlim, essa funcao havia sido introduzida por Riemann como
um exemplo de uma funcao continua que nao possui derivada em nenhum ponto.
Weierstrass nao conseguiu demonstrar essa propriedade para a fungao f, mas teve

sucesso em prova-la para fungoes da forma

=1
Z pon sen(b"mx), (2)
n=0

, L e, b T )
em que a > 1, b é um inteiro positivo impar ¢ — > 1 + —. Foi neste mesmo

relato que Weierstrass apresentou o artigo em queafazia essa construcgao, provando
a nao-diferenciabilidade de (2).

Ao contrario desta funcao de Weierstrass, a funcao “de Riemann” f na verdade
é diferencidvel em alguns pontos. G. H. Hardy [4] provou em 1916 que f(x) nao
é diferencidvel em nenhum irracional = e nos racionais da forma (2p + 1)/2q e
2p/(4g+1). Ainda em [4] 1&-se ...f(x) ndo possui derivada num conjunto denso de
valores de x. ...FEssa questao é muito mais dificil do que qualquer questdo relacio-
nada & funcao de Weierstrass devido a que a sequéncia n® tem, comparativamente,
crescimento moderado. J. Gerver [3]| conseguiu, em 1970, obter uma descrigao com-

1
pleta, provando que f(z) é diferencidvel e possui derivada f'(r) = —5 em todos
. . p . ~ ~ . .,
0s pontos racionais r = = tais que p e ¢ sao impares, nao sendo diferencidvel em
q
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nenhum outro ponto. Varias demonstracoes mais curtas do que a de Gerver foram
encontradas posteriormente.

A continuidade de f é consequéncia imediata da convergéncia uniforme da série
o0

1 1
(1). De fato, essa série é limitada por — ((2), sendo ((s) = Z — a fungdo zeta
T n
n=1
de Riemann. J4 o estudo da diferenciabilidade de f exige muito mais trabalho.
Para compreender melhor a funcao f, é conveniente definir a fungao complexa
¢ como

=1 e
¢($) _ Z % eV T (3)
n=1

Com essa defini¢ao, temos ¢(z) = f(x) —i-g(x), sendo g(x) a série de cossenos

o0

g(x) = Z % cos(n?mx). (4)

A Figura 1 mostra o grafico da fungao f(x), para z no intervalo [—1,1]. Note
que a funcao apresenta bastante ruido em todos os pontos, o que ja era esperado
pela nao diferenciabilidade de f. Mas seu grafico traz propriedades ainda mais
impressionantes.

Notamos alguns picos e mudangas de dire¢ao bastante pronunciadas, e provare-
mos adiante que eles se dao exatamente nos pontos racionais da forma par/impar
ou fmpar/par. Além disso, os picos sdo mais intensos nos racionais mais simples
(aqueles que tem menor denominador). Alguns dos mais evidentes sdo o ponto

r = —eopontoxr = 3’ onde a funcao atinge seu maximo. E outro fenomeno bem

visivel no grafico é a repeticao de padroes. Por exemplo, podemos ver um padrao
que se repete em escalas cada vez menores, convergindo em direcao a origem. Os
padroes sao ainda mais evidentes se fizermos uma ampliacao dos graficos, como
nas Figuras 3.5 e 3.9. Provaremos a existéncia de infinitas autossimilaridades desse
tipo, classificando os tipos de singularidades visiveis nos gréficos.

Ja a Figura 2 traz o grafico da fungao g. Notamos que os mesmos fenomenos
também se apresentam nessa fungao. E a Figura 3 mostra o tragado da curva
xr — ¢(x) no plano complexo. Note que essa figura é ainda mais impressionante,
com singularidades bem delineadas e a repeticao de padroes evidente ao longo de
toda a curva. Ha diversos pontos onde o grafico de ¢ apresenta um angulo reto,

em que duas curvas se encontram com inclinagoes multiplas de 1 Veremos mais

: <. L P,
adiante que esses pontos sao justamente os racionais da forma r = = tais que p e
q

q tem paridades diferentes.
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Figura 1: Gréfico de f (1 periodo).

Figura 2: Gréfico de ¢ (1 periodo).
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Figura 3: Funcao ¢ no plano complexo.
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Estrutura do texto

A seguir, daremos uma visao dos passos seguidos nesse trabalho para o estudo
da funcao ¢. O primeiro passo é o uso da Férmula de Somatorio de Poisson.
Duistermaat afirma em [1], que ele primeiramente aplicou essa férmula diretamente

—1
sobre a fungao ¢, obtendo uma equagao que mostrava que ¢(x) é similar a ¢ ( —) ,
x

a menos da adi¢ado de um termo suave (diferenciavel). Mais tarde, ele percebeu que
isso era apenas uma versao integrada de uma féormula de transformacao conhecida
para a funcao theta, definida por

0(z) = Z e, (5)

neL

para x no semiplano superior do plano complexo.
Aqui, usaremos aqui a mesma estratégia de [1], obtendo a equacao de trans-
formagao

=

e@g::9(23>-eﬂ-x—, (6)

T

para a funcao 6 e depois integrando-a para obter a relacao correspondente para a
fungdo ¢. Para provar (6), aplicamos a Férmula de Somatdério de Poisson.

A equacgdo (6) nos d4 uma autossimilaridade da fungao 6. Para obter outras
infinitas autossimilaridades, basta utilizar o fato de que 6 é periddica,

O(z) = 0(x + 2). (7)
As equagoes (6) e (7) sdo ambas da forma

0(x) = 0(7(x)) - py (), (8)

—1
sendo 7y a transformacdo o(x) = — ou a transformagao 7(z) = z + 2 e p,(x)
T

uma funcao que depende de 7.
As transformacoes 7 e o ambas pertencem a grupo modular 9%, que é o con-
junto das transformacoes v da forma
(2) = “0 hed ez, ad—be—1 (9)
r)=—", a,0,C , ad — 0Cc = 1,
7 cr+d
Iterando as relagoes (6) e (7), é possivel obter a equagao (8) que relaciona 0(x)
com 0(~y(x)) para toda transformagao v que esteja no subgrupo de 9t gerado por
75 ¢ 0. Uma descricao completa desse subgrupo, chamado de 9%y, é apresentada
no Teorema 1.3.4. Também provaremos que os ntmeros que podem ser pélos de

transformacoes v € 9y sao exatamente os racionais da forma r = =, em que p e
q

g tem paridades diferentes.
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A seguir, calculamos os multiplicadores 1, (z), obtendo, para toda transformagao
v € My, a relagao

ol

0(z) = 0(v(x)) - €37 g2 (w —7) 72, (10)

sendo r = P o pélo de v e m um inteiro que depende apenas de r. Uma férmula para

a funcdo m = m(r) é obtida em funcao dos simbolos de Jacobi no Teorema 2.3.3.
Para estender as autossimilaridades de 6 para a funcao ¢, utilizamos a relagao

O(z)—1
¥ o) = T, (1)
valida para = no semiplano superior complexo. A funcao ¢ possui extensao
continua para a reta real, mas sua derivada nao. Mesmo assim, integrando (10),
podemos obter a relacao

D=
SIS

(w—r)+ei™ g2 (z—1)2-¢(y(z)) +(z), (12)

DO | —

¢(x) = o(r)+e' g 2 (x—7)
que continua valendo quando x estd sobre a reta real. Aqui, 1) é uma func¢ao suave
(diferencidvel) e de ordem pequena quando x — 7. A equagdo (12) nos permite
descrever o comportamento de ¢ nas proximidades dos pontos racionais que sao
da forma par/impar ou impar/par. Ela explica a repetigao de padroes em torno
desses pontos nos graficos de ¢, f e g, além de demonstrar que essas fungoes nao
possuem derivada nesses pontos.

Ja para analisar o comportamento de ¢ em torno dos pontos racionais da
forma fmpar/fmpar, é necessario obter uma nova relagdo para a fungdo ¢. O
método acima nao funciona para esses pontos, ja que eles nao podem ser levados
em oo através da aplicacao sucessiva das transformacoes 7, e 0. Se tivéssemos
uma férmula que determina ¢(x) em funcao de ¢(x + 1), poderiamos usar a trans-
formagao 71 (z) = x 4+ 1 nesse processo iterativo, o que permitiria atingir todos os
pontos racionais. Nao temos essa féormula, mas conseguimos

B +1) = So(dr) — 6(x), (13)

que relaciona ¢(x + 1) com ¢(x) e ¢p(4z). Usando (13), provamos o Teorema 3.3.1,
que descreve o comportamento local de ¢(z) nas proximidades de s = B, com p
q

e ¢ ambos fmpares. Esse teorema prova que ¢ é diferenciavel e possui derivada

—5 nesses pontos, além de descrever qual é o padrao especifico que se repete nas

proximidades desses pontos.

Para o estudo de ¢ nos pontos irracionais, a ideia é aproximar cada irracional
p por numeros racionais. Utilizando as aproximagoes da fracao continua de p e
aplicando (12) em torno dos racionais que forem pélos de transformagoes v € My,
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conseguimos provar que ¢ nao ¢ diferenciavel em p. De fato, conseguimos mostrar
que, para quase todo ponto p, a fungao ¢(x) apresenta um comportamento da
ordem de |z — p|T nas proximidades de p.

A seguir, mostramos que as autossimilaridades de ¢ podem ser estudadas pelos
pontos fixos das transformacoes v € 9y, e nao apenas pelos seus poélos. Isso fornece
uma nova visao sobre os padroes repetidos em torno dos pontos racionais, além de
demonstrar que autossimilaridades também existem nos irracionais quadraticos.

Nos proximos capitulos, todas as demonstragoes serao exibidas em detalhes.
Para tornar esse texto o mais autocontido possivel, foram incluidas também as
demonstracoes de fatos conhecidos, como as propriedades aritméticas dos simbolos
de Legendre e Jacobi.

No Capitulo 1, a Férmula de Somatoério de Poisson é demonstrada e entao
utilizada para provar a equagao (6) de transformagao da funcao 6. Além disso, é
caracterizado o grupo modular da fungao #. Ja no Capitulo 2, é obtida uma férmula
para a autossimilaridade da funcao €. Os multiplicadores sao determinados e os
expoentes m(r) sdo expressos em termos dos simbolos de Jacobi.

No Capitulo 3, a autossimilaridade da funcao ¢ ¢é obtida a partir da funcao 6.
Sao obtidas as formulas que descrevem o comportamento de ¢ em torno de cada
ponto racional. Ja no Capitulo 4, a funcao ¢ é estudada nas vizinhancas de pon-
tos irracionais, utilizando-se aproximacoes por fracoes continuas. E no Capitulo 5
as autossimilaridades de ¢ sao descritas em termos dos pontos fixos das trans-
formacoes v € My.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Formula de Somatorio de Poisson

Definicao 1.1.1. Uma funcdo ¢ em R € dita de decrescimento rapido se, para

todo inteiro ndo-negativo a, a fungdo t — t¢(t) € limitada em R. O espago de
b

Schwartz § = S(R) consiste de todas as funcgoes ¢ € C°(R) tais que le—;f(t) ¢ de

decrescimento rdpido para todo inteiro nao-negativo b. Se ¢; € uma sequéncia em

S e¢eS, entao ¢; converge a ¢ em S, notado lim;_, ¢; = ¢ em S, se, para
b

quaisquer inteiros nao-negativos a e b, a sequéncia t®——= converge uniformemente

, dtb
em R a t“%(t).

No que se segue, considera-se que a fun¢ao f pertence ao espago S(R).

Definicao 1.1.2. Definimos a Transformada de Fourier da funcdo f como
+oo
FHw) = [ 10 ar (L)

Teorema 1.1.3. (Formula de Somatdrio de Poisson) Usando a convengdo acima
para a Transformada de Fourier, temos, para qualquer T > 0,

> fint) = %; #n(5) (12

Demonstragao. Definindo a fungao

g(t) = f(t+nT),

nez

11
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temos que ¢ é infinitamente diferencidvel (ja que f € S(R)) e é periédica com
periodo T'. Logo, a Série de Fourier de g converge uniformemente para g e, assim,
também converge pontualmente. Temos

com

Em particular,

+T/2

Z / e TR gy

keZ T2
+T/2

::%EZE:(/(ﬂt+nTye%?“ﬁ

keZ nesz/Z
+T/2

1 B
T Z Z ft+nT)- ot FR(tnT) gy

O

Se considerarmos a Transformada de Fourier aplicada a distribuicoes, pode-
mos ver que a Férmula de Somatério de Poisson segue diretamente do fato de a
transformada de um trem de impulsos ser um trem de impulsos. Ou seja,

=> 6(t—nT) = }:5(y——)

nez kEZ

em que a distribui¢ao § de Dirac representa o impulso unitario (massa pontual na
origem).
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1.2 A funcao 0

Primeiramente, provaremos um lema sobre a integral da funcao Gaussiana que
serd utilizado a seguir.

Lema 1.2.1. Temos

/ e dy = /7, (1.3)

sendo I' um caminho que percorre a reta real em sentido crescente. Além disso, a

equagao (1.8) também é vdlida quando o caminho I' é uma reta que faz um dangulo
T ™

a € ( T Z) com a reta real.

+oo
Demonstracao. Sendo I = f e“Ude, temos

—00

—+00 —+00 +00

17 = /e’”Qdaz /e vy = // =9 drdy

—00 —00

21 400 27 too
1 -
// rdrdﬁ—/{——e ’"1 df = .
0

Isso prova o caso real. J& se I' for um caminho no plano complexo que faz angulo
« com a reta real, podemos representa-lo por

I'R—C,
I'(t)=(1+itana)t +b

sendo b um imaginario puro.
Usando a notagao 21,25 para o caminho retilineo que vai de z; a 2o, temos, pelo
teorema de Cauchy para fungoes holomorfas,

/ e dr = / e du + / e dx + / e da, (1.4)

[(—R)I(R) “RER I(-R),-R RI(R

para qualquer R > 0. O lado esquerdo de (1.4) tende a [ e da quando R — +-o00.
r

Mas o primeiro termo do lado direito de (1.4) tende a \/_ . E os dois ultimos termos
tendem a 0 quando R — +o0 (aqui, usamos a € ( T %) para mostrar que —z>
fica sempre no semiplano esquerdo para R suﬁc1entemente grande). Isso completa
a demonstragao.

]
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Defini¢ao 1.2.2. Sendo H = {z € C | Im(z) > 0}, definimos 0 : H — C por

Oz) =) e (1.5)

neL

Note que 6(z) converge uniformemente em {x € C | Im(z) > €} para todo
e > 0.

No que segue convencionamos o ramo do logaritmo logz = log |z| 4 iargz de
forma que argz € [0,7] quando Im(z) > 0. Dessa forma, a exponenciagao

z¥ = exp(ylog z)
fica bem definida para z € H.
Teorema 1.2.3. Com essa convencao, a funcao 0 satisfaz

0(z) = 0(x +2), (1.6)

para todo x € H.

Demonstracao. A relagao (1.6) é imediata a partir de (1.5). Para provar (1.7),
usaremos a Férmula de Somatério de Poisson (1.2). Para cada x fixado, a fungao
fa(n) = "™ definida para n € R pertence ao espaco de Schwartz S(R). Podemos
entao aplicar (1.2) com T = 1, para obter

= faln)

neZ

=Y (Ffa)(k)
keZ

— E : / n?miz . 72mknd
keZ

S, m

Fazendo a mudanca de varidveis n = ———— + —, obtemos
e s - \Jmx X

kEZ T
Note que, quando n percorre a reta real (—oo, + 00), m percorre uma reta com
angulo de inclinagao arg ( i \/71'56) ( T +§) Assim, pelo Lema 1.2.1, temos

[e™dm = /7. Isso nos d
r
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O

Note que, a partir das equagdes (1.6) e (1.7), podemos obter o valor de 6(z)
a partir do valor de #(y(z)) quando v : H — H é uma das duas transformagoes

n(x) =x+2, o(x) = ——. Tterando esse processo, é possivel obter uma relacio

entre 0(x) e 0(v(x)) para qualquer v no grupo de composi¢ao gerado por 7, e 0.
Estudaremos esse grupo a seguir.

1.3 O grupo modular da funcao ¢

Definicao 1.3.1. Sendo C = CU {o0} 0 plano complexo estendido, o grupo mo-
dular 9N € o grupo das transformagoes fraciondrias lineares v : C — C da forma

b
y(z) = %, a,b,e,d € Z, ad — bc =1, (1.8)
com a operacao de composicao.
O grupo modular da funcao 6 ¢ o subgrupo My de M gerado pelas duas trans-
formacoes
-1
E)=2+2 e o(x)=—. (1.9)
x

Note que todas as transformacgoes v € 9t levam H em H, ja que

9% . T ar+b\ ar+b ar+b (ad—bc)(x —T) 2i-Im(z)
cx+d) crx+d T+d cx + d|? er +d?’

o que garante que Im(y(z)) > 0 quando Im(z) > 0.

Lema 1.3.2. Sendo SL(2,Z) o grupo das matrizes 2 x 2 em Z com determinante
1, temos que M € isomorfo ao quociente SL(2,Z)/{—1,1}.

Demonstra¢ao. Um simples cdlculo mostra que a funcao de SL(2,Z) em 9 que leva

b
cada matriz (CCL Z) € SL(2,Z) na transformagao fraciondria linear v(z) = sz_— y

¢ um homomorfismo de grupos. O lema segue do fato de esse homomorfismo ser
sobrejetivo e possuir niicleo {—1,1}. O
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O lema mostra que podemos caracterizar os elementos de 9 como matrizes em
SL(2,Z) de forma tnica, a menos de sinal.
Iremos agora estudar 9ty através da acao desse grupo sobre elementos de C.

Teorema 1.3.3. A My-orbita de 0 consiste em todos os racionais da forma r = §
em que p e q tem paridades diferentes, junto com oo. A IMy-orbita de 1 consiste
em todos os racionais da forma r = §, com p e q ambos impares.

Demonstragao. A transformagao o definida em (1.9) leva 0 em oo, o que mostra
que ambos estao na mesma érbita. Sendo B = {§ | p,q € Z,q > 0, p, q impares},
é facil ver que o e 75 deixam B invariante. O mesmo ocorre com o complementar
A = (QU {o0})\B. Isso mostra que a My-6rbita de 1 estd contida em B e a
My-orbita de 0 esta contida em A.

Para provar a inclusao inversa, basta mostrar que todo racional esta na orbita
de 0 ou de 1. Comecando com um racional 2’—8 escrito na forma irredutivel, com
Po,q0 € Z, qo > 0, iteramos o seguinte processo. Primeiro aplicamos k translagoes
de 2 unidades, k € Z, de forma a obter um racional no intervalo (—1,1]. Se esse
racional for diferente de 0 e 1, aplicamos a transformacao o para obter um novo
racional o (75 (E2)) = EL. E repetimos o processo sobre esse racional. O algoritmo
é tal que |g1| < |qo|, pois, como —& € (—1,1], temos |2| = || < 1. Assim, como
os denominadores sempre decrescem, o algoritmo precisa terminar. Isso significa
que, através da aplicacdo sucessiva de transformacoes o, 73,7, - sobre o nimero
racional original, sempre ¢é possivel obter 0 ou 1. O

Teorema 1.3.4. Dado v € N, temos que v € My se, e somente se, a matriz de

SL(2,Z) que representa v é da forma ((1] (1]) ou ((1) (1)) quando vista modulo 2.

Demonstragao. E facil ver que o conjunto das transformagoes v € 9 que possuem
uma matriz da forma acima é um subgrupo 9 C 9. Como 0,75 € 9N, segue
imediatamente que My C M. Para provar a reciproca, considere v € 9 represen-

tado por uma matriz <? Z) € SL(2,Z). Se ¢ = 0, como ad — bc = 1 precisamos

tera =d =1oua =d= —1, o que mostra que v é uma translacao de uma
quantidade par de unidades. Logo, v € My. J4 se ¢ # 0, temos v~ 1(o0) = ’Td
¢ um racional cujo numerador e denominador tem paridades diferentes. Logo,
pelo Teorema 1.3.3, existe & € My tal que 5(_—6‘1) = 00. Assim, a transformacao
e = 6o ! é tal que e(c0) = oo. Isso implica que € é uma translacio e, como
€ € ﬁ, é uma translacao de uma quantidade par de unidades. Logo, € € My e
y=¢1tod €M,y O

Além disso, temos que o indice [: My| vale 3 e que My nao é um subgrupo
normal de 9. Essas observagoes seguem do homomorfismo entre M e SL(2,Z/27Z)
obtido olhando os coeficientes da matriz em SL(2,Z) médulo 2. Esse homomorfismo
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é sobrejetivo, tem o nicleo contido em My e leva Ny em um subgrupo nao normal
de 2 elementos do grupo SL(2,Z/27Z), que possui 6 elementos.



Capitulo 2

Autossimilaridade da funcao 6

2.1 O sistema de multiplicadores

Agora iremos estender as leis de transformacao da funcao 6 para todas as trans-
formacoes v € My. Vamos demonstrar que, para cada v € My, existe uma fungao
iy : H — C, chamada multiplicador, tal que

0(z) = 0(7(2)) - sy (). (2.1)
De fato, pelo Teorema 1.2.3 isso é valido para as transformagoes 7, e o definidas
em (1.9), com multiplicadores pir, (z) = 1 e p,(z) = €5 - 272
Toda transformacao v € 9y pode ser gerada a partir de 7 e 0. Logo, s6
precisamos determinar a regra de composicao dos multiplicadores. Sendo 4,y €
My, temos

0(x) = 0(y(2)) - py(x) = 0(6(7(2))) - s (7()) - 1 ()

[sso mostra que

,u50~/<17> = ps(v(x)) - :u’y(x)' (2.2)
Note que essa lei de composicao dos multiplicadores é a mesma lei de com-
posigao das derivadas (regra da cadeia):

(009)(x) =& (v(x)) 7 (2). (2.3)
Isso sera usado para obter o sistema de multiplicadores no seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Para cada v € My, seja r = v~ (o) o pélo da transformagao
7. O multiplicador p., depende apenas do pdlo r. Se r = oo, v € uma translagao
de uma quantidade par de unidades e vale p1,(z) = 1. Jd se r = £ € um racional

escrito na forma irredutivel com q > 0, o multiplicador € dado por

o) = 50 g3 (o =), (24)

18
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em que os inteiros m(r) € 7 /87 podem ser calculados recursivamente por

m(oo) =0, m(0) =1, (2.5)

m(r 4+ 2) = m(r), (2.6)

m (_—1) — m(r) — sign(r). (2.7)

r

Além disso, o multiplicador i, também pode ser escrito como

fiy () = €1 - = Zemng (=) (2.8)

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que, para qualquer v € 9y, vale

iy (x) = €m0 ()8 (2.9)
para algum m., inteiro.
Dada 7(z) = ““T% ¢ o, sua derivada ¢ dad /() LA
ada y(z) = sua derivada é dada por 7/'(z) = ——. As-
7 r+d ’ v porT (cx + d)?

sim, usaremos a convencao de que arg(y'(x)) € (—2m,0], que é compativel com a
convengao arg(cx + d) € (0,7) usada para (cx +d) € H.

A equagao (2.9) é vélida para v = 7, caso em que p,(z) = 1 e 7/(z) = L
Além disso, ela também é valida para v = o, caso em que pi,(z) = €'1 - x
7 (z) =272

Para o caso geral, basta utilizar a lei de composigdo dos multiplicadores (2.2)
e das derivadas (2.3). Supondo que (2.9) seja vélida para as transformagoes 0 e 7,
temos

/Mow(x) = ps(y(x)) 'Nv(x)

el 5 (y ()5 - €T ()

= elalmstma) |5 (v () - fy’(a:)ﬁ . ol 1(arg (¥ (v(2)))+arg(v (2)))
) -

) (5 () - A () F - e KO0 () ey () —ara(8 (1) (@)
_ 6z§(m5+m7—26) . (5 o ’7)/(1')%,
onde / / / /
. - ae(0'(7(2))) + arg(v'(2)) — arg(d'(v(2)) - 7'(2)) (2.10)
—27 '

é um numero inteiro, pois arg(«) +arg(f) —arg(a- 5) sempre é um multiplo inteiro
de 27.
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De fato, precisamos ter € € {0,1}, j& que estamos usando a convengao de
que arg(y'(z)) € (—2m,0] para todo v € My nas férmulas. Temos € = 1 &

arg(0'(y(x))) + arg(v'(z)) < —2m.
Assim, provamos que vale (2.9) e que temos a relagao

Moy = Mg + My — 2, (2.11)

onde € é dado pela equagao (2.10).

Podemos verificar, também, que o multiplicador 11, depende somente do pélo
r de 7. De fato, se 6,y € My possuem o mesmo pélo r, a transformacao § oy~ 1
leva oo em oo e, portanto, tem que ser uma translacdo multipla de 75. Assim,
§ = 75 0, o que implica 5 = p..

O termo ”y’(x)i em (2.9) depende apenas do pélo r. De fato, se tivermos r = %’,
temos

V(@) =(qz—p) =q¢7 (x—1r)" (2.12)

Logo, o inteiro m, também s6 depende do pélo r, e sera denotado m(r). Isso
faz com que as equagoes (2.9) e (2.4) sejam equivalentes.

E facil verificar (2.5), j& que pia(z) = 1, iy (x) = €5 -0’ (x)7 e temos id(c0) = oo,
o(0) = oc.

Para provar (2.6), basta ver que, se 6 tem um pdélo em r, entao a transformagao
§ o7y tem um pélo em r + 2. Assim, a equacio (2.11) com v = 7, ! mostra que
m(r +2) = m(r), ja que, neste caso, m, =0 e e =0.

Para provar (2.7), vemos que, se 0 tem um pélo em r, entdo a transformagao

0 o 0 tem um poélo em ——. Neste caso, a equagao (2.11) com v = ¢ mostra que
r

—1
m <—) =m(r)+ 1 —2¢e. E temos
r

—1
Assim, m (—) = m(r) — sign(r), como desejado.
r

Para provar (2.8), consideramos a expansao assintética da funcao 6 nas proxi-

midades do ponto r = b Sabemos que p e ¢ tem paridades diferentes, de forma
q

que pq é sempre par. Assim, temos
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9 7’—|—Z€ Z n2mi( +ze
_ ZZ@ lg+k)? +ze)

0 leZ
- 2 :2 : pqm—f—?lkpm—l—mpk2—67r(lq+k)2
€7

I e nge—awmwa)?

=0 leZ
-1

q
— Z emng, quando € | 0.

€
k=0

Q

No tultimo passo, o somatério em [ foi visto como uma soma de Riemann para a

+00
integral [ e~%dx = /7.
—00

ar +b

cx +d’
que O(y(r + i€)) tende a 1 quando € | 0. Assim, usando (2.1) e (2.4), vemos que

_1 i

(r + ie) precisa tender assintoticamente a e’T™() . g7z . T: Isso mostra que

l
Por outro lado, sendo v(x) = temos 7y (—— + i€ | & ——, 0 que mostra
c c2e

1

am) gLl = 2 Z "¢k o que implica (2.8). L
17=0

O Teorema 1.3.3 mostra que todos os racionais cujos numeradores e denomi-
nadores tem paridades diferentes podem ser levados em 0 através da aplicagao
sucessiva das transformacoes 1o, 7, Le 0. Assim, as equacoes (2.5, 2.6, 2.7) forne-
cem fornecem um método recursivo para calcular os inteiros m(r). Basta seguir o
algoritmo mostrado na prova do Teorema 1.3.3, que é analogo ao algoritmo usado
para o céalculo de fragoes continuas.

A equagao (2.7) mostra que o aumento de uma unidade em m corresponde a
passagem Ay — A; — Ay — A3 — Ap, onde
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Es
I

|p€AZ +3,q€2Z,q>0p U{o0},

(2.13)

s
I

]pGQZ,qE4Z+1,q>O},
|p€4Z+1,q€2Z,q>0},

I

oy

I
—N— — =~
RQRIT Rt QI

A3:{§|p€22,q€42+3,q>0}.

Isso nos permite definir de forma imediata a classe de congruéncia de m mddulo
4. Temos m(r) = k (mod 4), se r € A,. Mas isso nao resolve todo o problema,
porque precisamos determinar o valor de m(r) médulo 8.

Para cada racional £ com p par e q impar, definimos a funcao
q

) (zz) _ () (2.14)

q
UL e py - Dy _
onde ¢ = e'1. E facil ver que € (—) = =1, ja que m (—) = ¢ (mod 4) quando ¢
q q
é fmpar.

. . p
Provaremos que existe uma féormula para € (— (e, consequentemente, para
q

m
o célculo desses simbolos, mas ja traz mais informagoes do que representacao re-

cursiva (2.5, 2.6, 2.7).
Nas secoes seguintes, definiremos os simbolos de Legendre e de Jacobi, provando
suas propriedades.

n
m <Z—? ) em funcao dos simbolos de Jacobi (—) Essa representacao ainda exige
q

2.2 O simbolo de Legendre

Definicao 2.2.1. Sejam a wum inteiro e p um primo impar. Dizemos que a €
residuo quadrdtico médulo p se existe b inteiro tal que b* = a (mod p). O simbolo

de Legendre (g> € definido por
p

0, sea=0 (modp),
a
(I_?) =41, sea#0 (modp) ea € residuo quadrdtico médulo p, (2.15)
—1, sea nao € residuo quadrdtico modulo p.
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Por completude, vamos demonstrar aqui as propriedades aritméticas do simbolo
de Legendre. As demostragoes foram obtidas de [5].

Lema 2.2.2. Dados a inteiro e p primo impar, temos

(2) = 0% (mod p). (2.16)

Demonstragao. O resultado é imediato quando a = 0 (mod p). Suponha, entao,
que a # 0 (mod p). Neste caso, temos mdc(a,p) = 1 e a é invertivel médulo p.
Assim, a funcao
fa: (Z[pL)" — (Z/pL)",
fo(z) = ax

é uma bijecao de (Z/pZ)* em si mesmo. A partir disso, temos que

p—-1=1-2-3---(p—1)
— (@ 1) (a2) (@3)(a-(p—1) (2.17)
=a"t-(p—1)! (mod p),

o que mostra que a?~! = 1 (mod p) (pequeno teorema de Fermat). Dessa forma,
todo a € (Z/pZ)* é raiz do polinémio 27~! — 1 = ("2 — 1)(z"z +1).

Mas se a é residuo quadratico médulo p, existe b tal que o' = (b2)% =
=1 =1 (mod p), o que mostra que a é raiz de 2" — 1. Por outro lado, existem

pelo menos residuos quadraticos em (Z/pZ)*, j4 que x*> = y? (mod p) &

r =ty (mod p). Assim, os elementos de (Z/pZ)* que sao residuos quadréticos sao
; p—1 ~ ~ . i
exatamente as raizes de 2z — 1 e os elementos que nao sao residuos quadréticos

sdo exatamente as rafzes de "2 + 1. Se (E) = 1, temos o' =1 (mod p) e se
p
a p—1
(—) = —1, temos a2 = —1 (mod p). O
p

Utilizando a mesma ideia da demonstracao do pequeno teorema de Fermat em

(2.17), vamos obter a seguir uma nova maneira de calcular o stmbolo de Legendre
a

p

-1
Considere o conjunto P = <¢1,23,... ,p—} Para cada j € P, podemos

escrever f,(j) = aj = €;m; (mod p) de forma tnica com ¢; € {—1,1} e m; € P.
E essa representacao é tal que a funcao

m: P — P,
j»—)mj

¢ uma bijegdo em P, ja que m; = m; < ai = taj & i = +j < i =j (mod p).



24 RAFAEL TUPYNAMBA DUTRA

Dessa forma, temos

(5)=
— | =a:2
p

1.2.3... 21 (2.18)
€1€9€3 - - '6%4 mq - Mo - M3 Mp-1
- 1.2.3...2-1

= 16263 €p1 (mod p).

Isso nos da uma forma de calcular <9> para qualquer a # 0 (mod p) através
p

do produto dos sinais ¢;, para todo j € P. Como uma primeira aplicacao, resolve-
remos o caso a = 2.

Lema 2.2.3. Sendo p um primo impar, temos

(g) _ (_1>% _ 1, sep=+1 (mod 8), (2.19)
P —1, sep=+43 (mod 8).

2
Demonstragao. Ja& sabemos que (—) = €1€2€3 - €p-1, COM €5 € {-1,1}. Para
cadajEP,temosej:—l(:)’%l§2j§p—1(:> P‘%ﬂ §j§7%1. Assim,
2 p— p
(—) = (—1)717(%11H e um estudo de casos mostra que isso é equivalente a
p
(2.19). O

Agora provaremos a lei de Gauss de reciprocidade quadratica, que, dados dois
primos impares p e ¢, estabelece uma relacao direta entre p ser quadrado méodulo
q e q ser quadrado médulo p.

Teorema 2.2.4. (Lei de reciprocidade quadrdtica) Sendo p e q primos impares,

(5)=roe-(2) <

-1 -1
Demonstracao. Definimos P = {1,2,3, e ’pT} e = {1,2,3, . ,qT} Te-

mos <g> = (=1)™, sendo m o numero de inteiros j € P para os quais existe y
p

inteiro tal que _]% < qj —py < 0. Para todo j € P, se esse inteiro y existir,
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+1p—-1 +1
q p <q

ele é Unico e satisfaz 0 < y < 5 5

. Assim, precisamos ter y € Q).

Isso mostra que m = | X|, com

-1
X={(fv,y)GPXQI—pTSqI—py<0}'

Analogamente, descobrimos que <1—9> = (=1)", onde n = |Y|, com
q

—1
Y:{(:v,y)EPXQ\0<qx—py§qT}.

Note que, para (z,y) € P x @, nunca podemos ter gr — py = 0. Portanto,
m—+n =|Z|, com

Temos (g) (%) =(=1)""em+n=|PxQ|—|Al —|B|, onde

-1
AZ{(ﬂc,y)EPXqux—py<—pT},

qg—1
B={(x,y)€P><Q|qx—py>T}-

—1lg—1
Como |PxQ| = qu—, basta mostrar que |A| e | B| tem a mesma paridade.

2
1 1
Mas a funcdo h : P x Q — P x Q, h(z,y)z(p; —x,q—; —

y) define uma
bijecao entre A e B.

Resumindo as propriedades do simbolo de Legendre, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.5. Sendo p e q primos impares, a e b inteiros, temos

(=22)-()
(=9)-()-6)
<
<

= (1), (2.24)

—(—1)FE . (2) , (2.25)
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Demonstragao. A equagao (2.21) é imediata a partir da definigdo do simbolo de
Legendre. Ja as relagbes (2.22) e (2.23) sdo consequéncias diretas do Lema 2.2.2.
A equagao (2.24) foi demostrada no Lema 2.2.3 e a relagao (2.25) foi provada no
Teorema 2.2.4. O

2.3 O simbolo de Jacobi

Agora iremos definir os simbolos de Jacobi, que sao uma generalizagao dos simbolos
de Legendre. Provaremos que eles também satisfazem propriedades analogas as do
Teorema 2.2.5.

Definicao 2.3.1. Sejam n um inteiro e m um inteiro positivo impar. O simbolo

de Jacobi <ﬁ> é definido por
m

GEEE e

A

sendo m = pl'ps® - - pi* a fatoragdo prima de m.

Esta incluida em (2.26) a convengao de que (%) = 1. Note que, a partir da

definigao, os simbolos de Jacobi coincidem com os simbolos de Legendre (e sao
representados com a mesma notacao) quando m é um primo impar.

Teorema 2.3.2. Sendo n,nq,ne inteiros e m,mi,mo inteiros positivos impares,

temos
(”;m) - (% , (2.27)
) : (@> , (2.28)

(%) = (-1)", (2.29)
) _ (- (2.30)

<%> — (—1)E (%) . (2.31)

Demonstracao. A periodicidade (2.27) segue diretamente da periodicidade dos
simbolos de Legendre (2.21). A multiplicatividade dos simbolos de Jacobi (2.28)
também segue diretamente da multiplicatividade dos simbolos de Legendre (2.22).

A propriedade (2.29) segue de (2.23) e do fato de que m = 3 (mod 4) se e
somente se m possui uma quantidade impar de fatores primos da forma p = 3
(mod 4). A propriedade (2.30) segue de (2.24) e do fato de que m = £3 (mod 8)
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se e somente se m possui uma quantidade impar de fatores primos da forma p = +3
(mod 8).

A reciprocidade quadrética (2.31) segue de (2.25) e do fato de que m =n =3
(mod 4) se e somente se existe uma quantidade impar de pares (p,q), com p e ¢
primos, tais que p|m,gln e p = ¢ =3 (mod 4). ]

Agora vamos usar o simbolo de Jacobi para representar a fungdo m(r) que é
definida recursivamente pelas equagoes (2.5, 2.6, 2.7).

P, com q >0, mde(p,g) = 1,

Teorema 2.3.3. Se v € My tem um polo em r = =
q

entao
0(x) = 0(y(x)) - T g (=) (2.32)
com
eizm(g) — ¢l34. (%) , seq € impar e p € par, (2.33)
GTm(2) — if ) (ﬁ) , sep € impar e q € par. (2.34)
b

Demonstracdo. Utilizaremos aqui a notacdo ¢ = e'i. A equacdo (2.32) ja foi
estabelecida no Teorema 2.1.1. Para demonstrar (2.33), provaremos que a fungao

€ (Z—D) = Cm(§>_q definida em (2.14) satisfaz

©-()

O caso (2.34) segue a partir de (2.33). De fato, suponha p fmpar, ¢ par. Se

p > 0, temos
¢m(5) = m(S)HL — ot (2) 7
p

e, se p < 0, temos

— C_p_l ) (_Q%‘l ) (ﬂ) — C—(p+1) ) <—2(p+1) . (i) — Cp+1 ) (i) ]
-p -p -p

Agora basta mostrar (2.35). Suponha, entdo, ¢ > 0 impar e p par. Provaremos
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que a funcao e satisfaz

¢ (’”;29’) — (g) , (2.36)
€<qf2p) =€<§> (=1)%, se g +2p >0, (2.37)
6(%_]?2]9) IE(g) (=1 seq+2p <0, (2.38)
(1) =t (2.:39)

=)-(3)
(q;pr) = (% (=1)2, se ¢+ 2p >0, (2.41)

(L) — —_p) - (—1)%, se q+2p <0, (2.42)

(_Tp) ~ 1. (2.43)

As equagoes (2.36-2.39) para a fungao € e (2.40-2.43) para os simbolos de Jacobi

[SiS]

implicam (2.35), j& que existe um algoritmo que leva qualquer racional r = b com ¢

impar e p par em 0 seguindo os passos descritos nessas equagoes, de forma similar

ao que foi feito na prova do Teorema 1.3.3. Os passos consistem em adicionar

1
numeros pares a fragao 7 Ou a Sua 1Inversa —.

,
A propriedade (2.39) é imediata e a propriedade (2.36) é consequéncia direta
de (2.6). Para provar (2.37) e (2.38), note que

(2) - - ot

q

sendo s = sign(p). Se tivermos g + 2p > 0, entdo usamos (2.6) novamente para
mostrar

(20) -t

q+2p
_ () <E> S
q

o que implica (2.37). Se tivermos ¢ + 2p < 0, precisamos ter p < 0 (ou seja,
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s = —1) e um argumento anélogo nos da

; (—_p) _ ol )bt _ om(SEE) et
—q—2p

_ Cm(_‘z"s)JrlJquer — (E) (22t
q

o que implica (2.38).

Agora provaremos as propriedades para os simbolos de Jacobi. (2.43) é con-
sequéncia direta da definigao desse simbolo e (2.40) segue de (2.27). Para provar
(2.41) e (2.42), estudaremos o simbolo de Jacobi ﬁ) para m > 0 impar e n par

m
através da decomposicao n = 2¥vs, em que s = sign(n), 28 > 2 é a parte par e v
é a parte impar.
Usando (2.28), (2.29), (2.30) e (2.31), temos

() = (-t

m

o]
m“
—
NE
N

Se m — 2n > 0, temos

n (m—2n)2-1 —2n—11-s  v—1m—2n—1 m—2n
= (_1) 8 k- 2n 25+ 2 - 2n .
m —2n v

o que implica (2.41), com m = ¢, n = —p. Ja se m — 2n < 0, precisamos ter n > 0
(ou seja, s = 1) e encontramos

14

(_—n> (1) T e st s g (s ) (m g 2n>

o que implica (2.41), com m = ¢, n = —p. ]

Usando (2.29) e (2.30) novamente, podemos sintetizar os valores de m =

m(L) e Z/8Z de acordo com as regras praticas
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Se q € 4Z + 1, entao:

Se q € 4Z + 3, entao:

Se p € 4Z + 1, entao:

Se p € 4Z + 3, entao:

RAFAEL TUPYNAMBA DUTRA



Capitulo 3

Estudo dos pontos racionais

3.1 A primitiva da funcao 6

Apods a descricao das autossimilaridades da funcao 6, agora vamos estudar a funcao
que ¢é o foco deste trabalho:

bla) = 3 ——erm, (3.1)

2
« nPTi
Note que essa série converge uniformemente em H = {z € C | Im(z) > 0},
1o 1 =1
or ser limitada por — —. A série ((2) = — ¢é convergente, como pode
p por —> -~ @ => - gente, p

2 2
n=1 n=1

(o]
1
ser facilmente verificado por comparacao com 1 + / t_zdt = 2. De fato, temos

1
2

((2) = % A prova original desse fato, devida a Euler, utilizava uma fatoracao da

fungao inteira sen(z) em termos de suas raizes

(D) 0 ) () o) )
(%) (=) ()

Uma prova rigorosa dessa férmula s6 foi obtida um século depois, com o teorema
de fatoragao de Weierstrass. Partindo dessa fatoragao, o resultado segue pela
comparacao do coeficiente do termo em 22 do lado esquerdo e do lado direito de
(3.2), que nos dé —& = — = L L

3 w2 (2m)2 (3m)2
Pela convergéncia uniforme de (3.1), ja sabemos que ¢ é uma fungao continua.
Na verdade, ela satisfaz uma propriedade um pouco mais forte, que provaremos a

seguir.

(3.2)

31
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Definigao 3.1.1. Sendo k > 0 inteiro ea € R, com 0 < o < 1, C**(R) € 0 espago
de fungoes de R em C que sao k vezes diferencidveis e cuja k-ésima derivada h
satisfaz a estimativa de Holder

[h(z) = h(y)| < Clo —y|*, (3.3)
para alguma constante C' > 0.
Lema 3.1.2. Temos ¢ € C’O’%(R), ou seja, existe uma constante C' tal que

1

[¢(z) — d(y)| < Clz —ylz, (3.4)

para todos x,y € R.

1
Demonstracao. Se |x—y| > 1, simplesmente usamos que |¢(z)| < —((2) = T para
T

6
T T 1
ver que |¢(z) — ¢(y)| < 5 < Slz —yl=.
Ja se |[x — y| < 1, escrevemos ¢(x) = Ay(z) + Bn(x), com

N 1 ) 1
2,7 2,7
An(z) = E eV ™ By(z) = E e T,
() n2mi ’ (z) n2mi
n=1 n=N-+1

Assim, podemos estimar o final da série By (x) como

RN T P 1 I - o 1 1
B <= — <= =1« " n N&
| N(x)| o nzgrl n* o nz;rl n(n N 1) T n;l n—1 " N

9 .
nemic
(&

<1

, . . /. d 1 n?mwix
J& para os primeiros termos da série, usamos |— [ ——e
dx \ n?mi

para mostrar que |Ay(z) — Ax(y)| < N|z — y|. Combinando as duas estimativas,
temos

2
[¢(2) = oY)l < Nlz =yl + .

Se permitirmos N € R, o lado direito da desigualdade assume valor minimo
1

ANr — 3 ) 2
2 (M) quando N vale Ny = <—> . Escolhendo N = [Ny|, conse-

0 mlz -yl

guimos |p(x) — ¢(y)| < 2 (@)2 +lr—y|l < (2 (%)2 + 1) |$—y|%-
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3.2 Estudo dos racionais da forma par/impar e
impar /par

Agora vamos finalmente descrever a autossimilaridade da funcao ¢ para trans-
formagoes v € My.

Teorema 3.2.1. Seja v € My com pdlo em r = 2, com q > 0, mde(p,g) =1 e
q

seja m = m(r). Entdao a funcdo ¢ satisfaz

~(.7}—7“)%—

=

¢(x) = o(r)+e'i™ g~ o(v(x))+(x), (3.5)
para todo x € R. Aqui, a fungio ¢(x) = .(x) depende apenas do pdlo r. FEla
satisfaz ¥(r) = 0 e € diferencidvel, com derivada

3 3
Yy = =5 e gh - )

N

-o(v(2)).

Demonstragao. Os termos da série (3.1) que define ¢ sdo primitivas dos termos
da série (1.5) que define . A diferenga é que a primeira é somada para inteiros
positivos, enquanto que a segunda é somada para todos os inteiros. Assim, essas
funcgoes satisfazem a relagao

, O(z)—1
Sy = "L (3.6)
Usando a autossimilaridade (2.1) da fungao 6, obtemos
, 1 1, 1 1
#(z) =5 -0(3(2)) - 1y (2) = 5 = ' (7(2)) - 11y (@) + 5 - 1 (2) = 5.
Integrando de £ a x, com &,x € H e usando integracao por partes, temos
— RO / d (Mw) ;
oW)ly=c = o(v(y)) 70 |, o(v(y)) aw \ S0y )Y
. f (3.7)

+

[ty = 5~

3

N | —

Mas, a partir de (2.4) e (2.12), temos

1 i it 1 1|y=2
§/uy(y)dy=e4 g2 (y—r)z|
/ y=¢
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P y) _ izm i
7' (y)

o que nos mostra que podemos estender (3.7) continuamente para £ e x tendendo

ao eixo real. Tomando o limite quando & — r em (3.7), obtemos (3.5) com

Njw

(y—r)2,

wle) = =3 gt [o0rw) - (v 1)tdy

Para provar que 1(x) depende somente de r, basta ver que, se 7,57 € My
posstiem mesmo pdlo, entdo 7 = 75 o v para uma translacao 75 de 2k unidades, o

que implica ¢(7(z)) = ¢(7(x)).
O

Note que (3.5) nos dd uma boa descricdo do comportamento assintético de ¢
nas proximidades dos pontos 7, que sao pdlos de transformacoes v € 9My. Todos

. . D . .
os racionais — em que p e ¢ tem paridades diferentes se enquadram nesse caso. O

Lema 3.2.2 a seguir mostra os termos principais dessa expansao.

Lema 3.2.2. Na notacao do Teorema 3.2.1, representamos 0s termos principais
da expansao de ¢ em torno de r por

0,() = 0r) + 57 g (@)~ L (a—1) (3.8)
e definimos i , ,
xe(@) = 3 gd - (2 = ) - (a (). (3.9)

Assim, temos ¢(x) = o,(x)+ X (2) +¢,(x), em que os termos restantes x,(x)+
.(x) sao limitados por

6(z) — 00 ()] = |xr () + 9, (2)] < o — 2. (3.10)

1
Demonstragao. Basta usar |¢(z)| < —((2) = g Assim, temos
7r

X ()] <

()] <
O

Assim, concluimos que ¢ apresenta singularidades do tipo raiz quadrada em
todos os racionais — tais que p e ¢ nao sao ambos impares. Em primeiro lugar,

isso ja implica que ¢ nao é diferenciavel nesses pontos. Além disso, uma outra
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observacao importante é que o fator q_% faz com que os racionais com denomina-
dores menores possuam singularidades mais acentudas. Assim, os racionais mais
“simples” sao distinguidos facilmente nos graficos de ¢, f e g.

Lembramos aqui que ¢(x) = f(z) —ig(x), sendo f e g fungoes reais, dadas por
séries de senos e de cossenos, respectivamente. Para analisar as singularidades de
f e g, precisamos tomar a parte real e a parte imaginaria de (3.5), lembrando da
convengao de que arg(x —r) =0sex >rearg(zr —r)=msex <7.

Primeiro estudamos o termo de grau 5 de (3.5), que vale €'i™ - g2 - (x — 7")%.
. p ) ,
No caso dos racionais 7 = = com ¢ fmpar e p par, temos m(r) fmpar, o que faz com
q

que €'i"™") tenha a parte real e a parte imaginaria valendo 49273 Logo, o termo
de grau 3 tem uma contribuicao com peso (2q)’% para as fungoes f e g, tanto a
esquerda quanto a direita do ponto z = r.

J4 para p fmpar e ¢ par, temos m(r) par, o que faz com que €™ seja real
ou imaginario puro. Assim, o termo de grau 3 contribui para as funcoes f e g em

apenas um dos lados do ponto x = r (esquerda ou direita), com peso q 2.

Em todos os casos, o termo de grau 5 se apresenta em pelo menos um dos lados
de f e de g. Assim, f e g nao sao derivaveis em nenhum dos pontos da forma
r = = em que p e ¢ tem paridades diferentes. Essas conclusoes também mostram

q

1
que o expoente de Holder 3 para f e g nao pode ser melhorado.

1
Ja o termo de grau 1 de (3.5) vale —=(z — r). Ele é sempre real, o que faz

com que esse termo so contribua para a funcao f e nao apareca na funcao g. Nas
regides laterais (a esquerda ou a direita do ponto z = r) em que o termo de grau
3 nao esta presente, a parte principal da funcao f é uma reta com inclinacao —%,
enquanto que a parte principal de g é uma reta horizontal. Nesses casos, as fungoes
f e g possuem derivadas laterais (a esquerda ou a direita), mas nao dos dois lados.

A Tabela 3.1 mostra os graficos de ¢ (no plano complexo), f e g nas proximida-
des de pontos racionais 7. Note que é possivel verificar todos os comportamentos

citados. As funcoes f e g se comportam, a esquerda ou a direita do ponto z = r,
como uma fungao do tipo raiz quadrada (positiva ou negativa) ou como uma reta

1 ,
(de inclinagao —3 para f ou 0 para g). E possivel ver que cada caso esté de acordo

com o esperado para os termos principais o,(x), mostrados em (3.8).

Além disso, acima deste comportamento principal, sao adicionados os termos
restantes x,.(x) e ¥,.(x). A fungao v¥,.(x) é bem suave, enquanto que a funcao y,.(x)
apresenta muitos fractais, sendo a principal responsavel pelas autossimilaridades
de feg.

Ja os graficos de ¢(x) para = préximo de r mostram que ¢(z) — ¢(r) possui
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Figura 3.1: Funcao f e as componentes de sua expansao em torno do ponto 0.

N - m A ‘o m m
angulo préximo a M para s > r e um angulo préximo a i + 5 para x <.
Assim, todos os racionais r que sao pélos de transformagoes v € My se apresentam

, . . ~ N m . .
no grafico de ¢ como um desvio brusco de direcao de angulo 5 1o sentido anti-

hordrio. A curva complexa x — ¢(x) nao possui uma velocidade, ja que a funcao

¢ nao é derivavel em quase nenhum ponto. Mas o termo dominante de grau 5 em

¢(z) faz com que essa curva se aproxime de ¢(r) infinitamente rapido com uma
direcao bem definida quando x 1 r ou = | r.

As Figuras 3.1 e 3.2 mostram os componentes o,, Y, € ¥, que compoem as
funcgoes f e g expandidos em torno do racional r = 0. A seguir, as Figuras 3.3 e 3.4

trazem os graficos andlogos, para a expansao em torno do ponto r = 3

Note que a fungao 1, é suave (de fato, ela possui uma derivada continua) e
ela decai rapidamente para 0 nas proximidades do ponto z = r. Mais adiante,
provaremos que ela é uma funcao de ordem

Yp(x) =0 <|x — r]g> ,quando z — r.

A componente principal o, (x) também é suave. De fato, ela é C*°(R) em todos
os pontos, exceto x = r. J& a funcdo x,(x) apresenta um comportamento fractal,
sendo responsavel pela autossimilaridade de ¢.

A partir de (3.9), vemos que a funcdo ¢ apresenta uma cépia de si mesma, com
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— —Im op(x)
— Im yo(x)
—— —Im ¢o()
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Figura 3.2: Funcao g e as componentes de sua expansao em torno do ponto 0.
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Figura 3.3: Funcao f e as componentes de sua expansao em torno do ponto —.
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Tabela 3.1: Classificagao das singularidades pelo expoente m(r)

m mod 8 r:Z—j
q
2
0 pEAL Y3, (%):1
p|
2
1 g€ AT + 1, (ZL):1
q
2 pEAT+1, ((1/—2) 1
p|
9
3 g€ AT +3, (%)_1

Ex. f(x) g(z)

[l e

[GSRN )

=~ o
s
<&
<&
«sg

Ot W~

a variavel transformada pela func¢do . Como 7(r) = 0o e ¢ é periédica de periodo
2, varios periodos de ¢ sao representados pela funcao x,(x), nas proximidades

do ponto x = r.

Por exemplo, considerando a transformacao y(r) = — de
x
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—
~

—— —Ima¢

N ~—

— —Imoi(x)
x)

x)

—Im yx
—— —Im<v

o~ o~

N L

" AVAWF/\\A w‘/\\'\ Ly

1
Figura 3.4: Fungao g e as componentes de sua expansao em torno do ponto 7

polo r = 0, cada periodo entre 2n e 2n + 2 aparece representado no intervalo

1 1 . . . . .
{—2—, “oamral Assim, o mesmo padrao aparece infinitas vezes em sequéncia,
n n

a medida que a distancia ao ponto x = r vai decaindo de forma inversamente
. i - . . 3
proporcional a n. A magnitude desses padroes decai proporcionalmente a |z —r|2,

mostrando que o grau 5 do Lema 3.2.2 nao pode ser melhorado.

Quando tomamos a parte real e a parte imaginaria de (3.9), percebemos que
os fractais presentes a esquerda ou a direita do ponto z = r nas fungoes f e g
correspondem aos graficos das fungoes +f, +¢g, ou +f + g, dependendo do valor
de m. Lembrando a convengao de que arg(x —r) =0sex >rearg(ex —r) =7
se x < r, determinamos qual funcao aparece em cada caso. Essas observagoes sao
mostradas na Tabela 3.1, por meio das expressoes escritas sobre os graficos de f e

g.

1
Por exemplo, a fungao f a esquerda do ponto r = — apresenta um fractal com

o grafico da fungao f, enquanto que a direita desse ponto apresenta um fractal
com o grafico da funcao g. A Figura 3.5 mostra a fun¢ao f nas proximidades do

1
ponto x = 3 Podemos ver a esquerda do ponto z = 3 o padrao da Figura 3.6 e a

direita o padrao da Figura 3.7.
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1
Figura 3.5: Grafico de f em uma vizinhanca de x = 7

Figura 3.6: Gréfico de f (2 periodos).

o

Figura 3.7: Grafico de g (2 periodos).
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3.3 Estudo dos racionais da forma impar/impar

Agora que ja descrevemos o comportamento de ¢, f e g nas proximidades dos

pontos racionais » = = em que p e g tem paridades diferentes, vamos analisar o
q
caso dos racionais com p e ¢ impares.
Teorema 3.3.1. Seja s = ]—9, com p e q impares. Entao, denotandor = s —1 =
q
u, temos m = m(r) = m(4r). Seja v € My tal que y(4r) = oo. Definindo
q
Y(x) = 4y(4x), temos 7 € My e §(r) = oo.
Definindo a func¢ao ¢ : H — C por
1
ola) = 16 (o) — olo). (3.11)
temos
1 iTm 3 ~
Oy) = d(s) = 5y —s) + 4™ g2 - (y = )2 - 0(y — 1)) + V(y).  (3.12)

sendo W diferencidvel, com ¥(s) =0 e

3 irgm 3 1
Viy) = —5- "2 (y =) - (3ly = 1))
Além disso, vale a estimativa
1 om 8 3
Oy) = dls) + 5y —s)| < 5 a2 - ly — 2, (3.13)

1
o que prova que ¢(y) é derivdvel em y = s, com derivada —5

Demonstragao. Comegamos observando que m(r) e m(4r) satisfazem (2.33). Usando

2
(2.28), é facil ver que m(r) = m(4r) segue de <_) =1.
q
Alp — b
Como v tem polo M, ela é uma fungao da forma ~(z) = L,
q gz —4(p — q)
. . dax +b . ; .
Assim, a transformagao y(x) = (—) é tal que ¥ € I e também satisfaz
qr — P —4q

as condicoes do Teorema 1.3.4, que implicam v € IMy.
Para provar (3.12), vamos usar uma férmula para ¢(z+1). A partir da defini¢ao

2 .
——e" ™, temos
n2mi

Glo+1) = to(x) = > tor1()

(3.1) da funcdo ¢, com a notagao t,(zr) =

o ~ . (3.14)
=2 t(r) = Y to(z) = S0(4x) — 6().

— n=1
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Assim, denotando y = = + 1, podemos obter a expansao de ¢(y) em torno de
s utilizando a expansao de ¢(4x) em torno de 4r e de ¢(x) em torno de r. Para
tanto, utilizamos (3.5) com as transformagoes 7 e 7, respectivamente. Precisamos
calcular

B +1) = J9(4z) - (z)
= 204 (42) = 0,(2) + Sxar(42) — e 0) + S0 (42) — (2.

Mas temos

Lo (dn) — 0,(2) = 2o(dr) — 6(r) — Sz 1) = G(r+ 1)~ Z(w— 1), (3.15)

(3.17)

Juntando (3.15), (3.16) e (3.17), obtemos (3.12) com y = x + 1. Para provar
(3.13), basta usar o Lema 3.2.2 para ver obter

1 1
S0(42) = o0 (4x) = 9(a) + 0, ()| < T - g - (4l —rlE + o —r1})
L
- |\ —=T|2.
=3 q

O

O Teorema 3.3.1 nos da a descricao completa do comportamento de ¢ nas
vizinhancas de s = ]—), com p e ¢ impares. Tomando a parte real e a parte imaginaria
de (3.12), podemos estender as conclusoes para f e g. A componente principal de

f é uma reta de inclinacgao —5 enquanto que a de g é uma reta horizontal. A

componente ¥(y) é uma func¢ao suave e de ordem pequena quando y — s.
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E a componente '™ - g3 - (y — s)% - p(J(y — 1)) é responséavel pelo padrao
que se repete infinitamente nas proximidades de y = s. Temos p(F(y — 1)) =
©((§ o7-1)(y)), sendo 71 € M a translagdo 7_1(x) = x — 1. Como 7 tem pdlo
em r, a transformagao 7 o 71 € 9 tem poélo em s. Assim, o grafico da funcao ¢
se repete infinitamente nas proximidades de y = s. Como ¢ possui periodo 2, a

funcao ¢ tem periodo 8. Além disso, ¢ satisfaz

i-o(x)=pr+2). (3.18)

Para provar (3.18), utilizamos a mesma idéia de (3.14). Temos

o (x + %) = it%(:@) +i- it%_l(az)

o o - (3.19)
=1 —i) > top(r) +i- Y to(r) = % - p(4x) + i - ().
Assim,
z 1 . ) T )
oat2) =16 (45 ) =00 = (1=0)-0la) 4406 (§) - oe) =i p(o).

O expoente m é sempre impar, ja que ¢ é impar e (p — ¢) é par. A Figura 3.8
mostra o grafico de

Re(e'T - p(e) = = (17 (32 ) + 40 () = 10) —ot)).

A partir de (3.18), é facil ver que, para qualquer k € Z, os graficos das fungoes
Re(i* - €7 - p(x)) e Im(i* - €'7 - ¢(x)) sdo todos iguais a este, a menos de uma
translagao horizontal.

Assim, a Figura 3.8 representa o padrao que se repete, nos graficos de f e g,

a esquerda e a direita de todos os pontos racionais da forma s = =, com p e ¢

impares. Por exemplo, na Figura 3.9, esse padrao pode ser visto a esquerda e a
direita do ponto 1, no grafico da funcao f.

3.4 Integracao por partes

Agora vamos demonstrar que o processo de integragao por partes usado para provar
(3.5) pode ser iterado repetidamente, gerando um somatério de termos de ordem
cada vez menor, acrescido de um erro que ¢é do tipo Cl’%(R), sendo [ um inteiro
positivo.

Para isso, usaremos as fungoes
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AN T\
TN

Figura 3.8: Grafico de Re(e'T - ¢(z)) (2 periodos).

Figura 3.9: Gréfico de f em uma vizinhanca de x = 1.
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=1 2
dr(z) = e (3.20)
n=1

para inteiros positivos k. Elas estdo definidas no fecho do semiplano superior H e

satisfazem %( ) = ¢p_1(x). Como ¢y = ¢ € C*2(R), temos ¢, € C¥12(R).
Além disso,

sup |¢r.(2)| = [dx(0)] = 77" - {(2k),

TEH
sendo (¢ a funcao zeta de Riemann.

Lema 3.4.1. Na notagao do Teorema 3.2.1, temos, para qualquer inteiro positivo

L,

B(x) = () + I g (@ — ) —

DO | —

K (3.21)

+aﬂ«m /@—r%€-@w@»@,

com as constantes dadas por

k

R ()

7j=1

1 ar+1
b= —ap- (142 ) = 2L
1 aj < + 2) =

Demonstragao. O caso | = 1 corresponde exatamente a equagao (3.5). O lema

segue por inducao em [. Utilizando integragao por partes e a expressao (2.12) para
a derivada de v, encontramos




Capitulo 4

Estudo dos pontos irracionais

Nosso objetivo agora é usar as propriedades obtidas para a funcao ¢ nas vizi-
nhangas dos pontos racionais para estudar seu comportamento em torno dos ir-

racionais. Por (3.5), j4 sabemos que ¢(z) apresenta um termo de grau 5 hasua

expansao em torno de todos os racionais r = P tais que p e ¢ tem paridades di-

ferentes. Como qualquer irracional pode ser aproximado por racionais desse tipo,
pode-se conjecturar que a funcao ¢ também apresente comportamento semelhante
na vizinhanga dos pontos irracionais, o que implicaria que ela nao é derivavel nesses
pontos.

Mas, para que possamos de fato provar isso, é necesséario que cada irracional p

seja bem aproximado por ntimeros racionais r = b O termo de grau 5 de (3.5)
q

possui magnitude q_% e — T|%, enquanto que os termos residuais x,(z) + 1.(x)
sio da ordem de ¢2 - |z — 7|2. Queremos usar a equacio (3.5) com |z — r| da
ordem de grandeza de |p — r|, para estudar ¢(x) com z préximo a p. Logo, para
que o comportamento de raiz quadrada nao seja ocultado pelos termos residuais,

¢ necessario que a aproximagao

1
b_ p| tenha ordem no méximo igual a —. Para
q q
conseguir aproximacoes com a qualidade desejada, utilizamos a representacao de

p em fragoes continuas que, de fato, fornece as melhores aproximacoes racionais
possiveis.

Para comecar, vamos provar os resultados basicos sobre fragoes continuas. Uma
exposi¢ao mais completa pode ser encontrada em [6].

4.1 Fracoes continuas

Definigao 4.1.1. Para x € R, denotamos por |z| o piso de z, que é o maior
inteiro tal que |x| < xz. Dado x € R, definimos a sequéncia de nimeros reais (o)

46
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e a sequéncia de inteiros (a,) recursivamente da sequinte forma:

Oy =T,0n = LanJ )

1
Se o, ¢ 7, apyqg = ———.
e, &7, anyy =

n — On

Se esse processo terminar com ., € 7Z para algum m, dizemos que x € repre-
sentado pela fragao continua finita

$:a0‘|‘ 1 y
e

denotada [ag; ay, . . . ,ap).
Ja se o processo continuar infinitamente, dizemos que x € representado pela
fragao continua infinita

a + ———
as + e
denotada [ag; ay,as, . . .].
Se utilizarmos apenas os primeiros n+ 1 termos da sequéncia (a,), obtemos a
aprorimacao

n =00+ ————— = [ag; a1, - - - ,ap].
at
S
G,
Pn . . . ,
Denotamos por r, = — o racional r,, escrito na forma irredutivel, com q, > 0.

n
Isso define mais duas sequéncias de inteiros, a dos numeradores (p,) e a dos
denominadores (qy,).

Se a fracao continua de z for finita, é 6bvio que z € Q. A reciproca é verdadeira,
pois, se x é racional, todos os «,, sao racionais, e eles possuem denominadores cada
vez menores. Assim, o processo precisa terminar com algum «, inteiro.

Temos x = [ag; a1, - - - ,an_1,0,], O que sugere que 1, = [ag; ay, . .. ,an_1,a,| pode
ser uma boa aproximagao racional de x. O lema seguinte fornece a cota desejada
para a qualidade dessa aproximacao.

. , . . . p A
Lema 4.1.2. Seja p € R um nimero irracional e sejam r, = — a sequéncia de

aprozimagoes da fragdo continua de p, com pp,q, € Z, g, > 0 e mde(pp,q,) = 1.
Entao temos, para todo n,
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pl < — (4.1)

Pn+19n — Gn4+1Pn = (_1)717 (42)

o que implica que Ppi1, Quil, Pn, Gn NGO sGo todos impares. Assim, existe uma
subsequéncia dessas aprorimagoes que pertence a Mg-orbita de oo.
Além disso, os racionais r, com n par crescem monotonicamente para p e 0S
rn, com n impar decrescem monotonicamente para p.
Demonstracao. Provaremos por inducao que, dada uma sequéncia de niimeros reais
(tn), com t, > 0 paran > 1, vale
Ty
[to;tla S 7tk] =
Yk

onde as sequéncias (z,), (y,) sdo definidas recursivamente por

To =to, Yo =1, &1 =tot1 + 1, y1 =14,
Lp42 = tn+2xn+1 + T, (43)

Yn+2 = ZfnJrQynJrl + Yn.

t tot 1
Os casos iniciais k =0, k = 1 e k = 2 seguem de [to] = TO’ [to; t1] = — ;_l_ e
1
totite + 1 t
[to; t1,ta] = 0 lt2t+—|-01+ 2 Seja n > 2 e suponha que a afirmagao esteja provada
12

para k =n. Para k =n + 1, temos

[th tlv e atnatn—‘rl]

1
= |losta, - tn + —
n+1

(tn + ﬁ) Tn-1+ Tnoa

<tn + L) Y1+ Yn_2

trt
 tngi (a1 T 0) + Tn
bt (Bt F Yne2) + Yot
tnt1Tn + Tp_1
tnt1Yn + Yn—1 '

Mas a recursao (4.3) pode ser escrita na forma matricial como M,, 11 = M, - A, 12,

sendo
T T t, 1
Mn _ n+1 n : An _ n .
(yn+1 yn) < 1 0)
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Mas temos det My = 1 e, para todo n, vale det A,, = —1. Logo, concluimos que
det M), = xp1Yn — Yni12n = (—1)". (4.4)

Assim, se tomarmos a sequéncia (t,) igual a sequéncia de inteiros (a,) obtida
para a fracdo continua de p, segue de (4.3) que todos os termos z, e y, serao
inteiros e y, > 0. Além disso, teremos mdc(z,,y,) = 1, como pode ser visto a

x
partir de (4.4). Assim, — é a representacao em fragao irredutivel de r,, o que
UYn
mostra que p, = x, € ¢, = y,. Isso prova que (4.2) é consequéncia de (4.4).

Para provar (4.1), note que p = [ag; ay, . . . ,apn,011], O que implica

Q + Pn— 1 1 1
@_p‘: Pn_ QnaaPnt+Pooi| < <. (45)
Adn dn Qni1qn + Gn-1 QTL(an—l-IQn + QH—I) qndn+1 qn

Para a tultima afirmacao do lema, basta ver que

P Pa _ (=D

Gn Gn—1 Gn—19n ’

e o valor absoluto dessa expressao decresce monotonicamente para 0. Assim, para
todo n impar, temos 7,1 < rpi1 < Tp € T < Tpao < Th.

]

4.2 Pontos irracionais

Agora vamos aplicar a teoria das fragdes continuas ao estudo das fungoes ¢, f e g
em torno dos pontos irracionais.

Teorema 4.2.1. Ezxistem constantes positivas 0, € tais que as afirmacoes sequin-
tes valem para qualquer nimero p € R irracional. Seja 1) = Pnld) g Jj-ésima
In(j)

aproximacao da fragcao continua de p que possui numerador e denominador com
paridades diferentes. Essa é uma sequéncia infinita que converge para p quando
j — 00. Entao existe uma sequéncia de pontos (x;) tal que, para todo j,

|25 = pl <0 - [rag) — ol (4.6)

1 1

£ (zs) = F(P) = € 4y - |rniy = pI?, (4.7)

o que implica

o

F(x;) = F(p)| = € |rugy — plT 2> =5 - |2 — p| 1.

Sl
»Mw| m

O mesmo resultado vale com [ substituida por g. Em particular, f e g nao sao
diferencidveis em nenhum ponto irracional.
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Demonstragao. Sendo r = r,(;), sabemos que 7 pertence a 9My-6rbita de co. Assim,
existe v € My tal que r = b 7 !(00) e podemos usar a representacdo do
q

Teorema 3.2.1 para um x devidamente escolhido.

Se m(r) for par, nos restringimos a usar x > r se m(r) =0 (mod 4) e x < r
se m(r) =2 (mod 4). Assim, garantimos que x estd do lado que apresenta o com-
portamento de raiz quadrada, e ndo do lado diferenciavel de f. Se m(r) for impar,
ambos os lados apresentam o comportamento de raiz quadrada, multiplicado por

um fator ok Em qualquer caso, ainda podemos escolher uma constante positiva
a livremente tal que
[z —r|=a-|r—pl

Entao, usando as estimativas (3.10) e (4.1), temos

Para termos um fator positivo do lado direito da desigualdade, precisamos

1
ter — — T. a > 0. Escolhendo constantes a, b tais que 0 < a < e
2 3 Vor
0<b<az ( ! u ) t
a2 - | —= — —-a |, temos
V2 o3

[f(z) = f(r)] = b-q 72 |r —p|2

para todo ¢ suficientemente grande.
Para finalizar, basta perceber que ou | f(r) — f(p)| ou | f(x) — f(p)| precisam ser

maiores ou iguais a 5] f(x) — f(r)|. Assim, escolhemos x; = r ou z; = x de forma

b
a maximizar |f(z;) — f(p)], o que implica (4.7) com € = 2 A estimativa (4.6) vale
com 0 = 14 a. A demonstracao segue analogamente quando f é substituida por
g.
]
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4.3 Expoentes de Holder

O Teorema 4.2.1 mostra que, em torno dos pontos irracionais p, as fungoes ¢(z),
f(z) e g(x) apresentam comportamento de ordem pelo menos |z — p[1. E em
torno de alguns pontos racionais r, ja vimos que elas apresentam singularidades
de ordem ainda maior, do tipo |z — T|%. Para estudar melhor essas propriedades,
vamos analisar os expoentes de Holder em diferentes pontos p € R.

Definicao 4.3.1. Utilizamos a notacao
v(z) = O(w(zx)) quando x — p

v(x)
w(x
O supremo dos expoentes de Holder no ponto p € denotado pela funcao a: R — R

dada por

para indicar que fica limitado quando x — p.

a(p) =sup{a > 0] f(z) = f(p) = O(|lz — p|*) quando x — p}.

O Teorema 3.3.1 prova «a(s) = 1 quando s é o quociente de dois impares, pois f
Co < . . 3
possui derivada nao-nula nesses pontos, com um termo residual que é O(|z — s|2).

1
E o Lema 3.2.2 mostra que «(r) = 3 quando r = Z—), com p e ¢ de paridades

diferentes, pois a componente principal de f possui grau 3 e o termo residual é

O(|z —r]).
Na verdade, o Lema 3.1.2 nos da um resultado mais forte ao mostrar que
1

a(p) > % para todo p € R. Assim, os racionais r tais que a(r) = 5 sao os pontos
onde a funcao apresenta os picos mais abruptos.

Para os irracionais p € R, o Teorema 4.2.1 nos dé a(p) < 2, ao mostrar que
nao pode satisfazer a condicao de Holder com nenhum expoente maior do que

1 3
. Assim, ja sabemos que — < «a(p) < — para todo p irracional. A seguir, vamos

NG IUAN

studar melhor esses expoentes de Holder dos pontos irracionais.
Como consequéncia do Teorema 4.2.1, temos que, se uma subsequéncia das
aproximagoes 1, da fracao continua de p satisfaz

D

|rn — pl = O(q,") quando n — oo,
para algum k > 2, entao (4.7) implica
1 1 1,1
() = f(P)] = Co - Irngy — PP - Irnsy — 12 = Cr - |y — pl 272+,
para certas constantes positivas Cy, C. Isso mostra que

I 1
a(p) < 5 "9 (4.8)
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ja que nenhum expoente maior do que esse poderia satisfazer a condi¢ao de Holder.
Ou seja, descobrimos que se o irracional p for bem aproximado por racionais, seu
expoente de Holder nao pode ser muito grande. O seguinte lema fornece uma
estimativa na diregao inversa.

Lema 4.3.2. Suponha que todas as aprorimagoes r, = P obtidas pela fracao

continua do numero irracional p satisfazem uma estimativa "da forma
Irn —pl >€-q,", (4.9)
para constantes € > 0, k > 2. Entao temos
[6(2) = 6(p)| = O — p|*" ) quando x — p,

o que 1mplica
3
alp) > Z(1+2f<;—,<;2). (4.10)
Demonstragio. A ideia da demonstracao é provar |¢(z)—¢(p)| < C-|z—p| 102547
para x no segmento de extremos r,_o € r,. Aqui, C' > 0 é uma constante que nao
depende de n. Se fizermos isso para todo n > 2, o lema estard concluido, ja que
esses segmentos cobrem uma vizinhanca pontuada de p, como vimos na ultima

afirmacao do Lema 4.1.2.

Quando x estd no segmento de extremos r,_s e r,, 0s pontos r,_o, &, 1y, p estao
posicionados sobre a reta real nesta ordem, em sentido crescente ou decrescente,

de forma que

[Tn —p| < |z —p| <|rne—p| e |z —r,] <]z —pl

No resto da prova, usaremos a convencao de que C; > 0 sao constantes que
dependem apenas de k e €, mas nao de n.

Usando o Lema 3.2.2 e o Teorema 3.3.1, podemos estimar a fung¢ao ¢ em torno
dos racionais r, para obter

|6(2) = d(p)| < [o(x) = d(ra)| + |d(rn) — 6(p)
<Co- (qﬁlx—rnlé+|$—Tn|+qn%|w—rn|% (4.11)

_1 1 3 3
a2 = ol + [ = ol + gaFlra = ol )

Agora sé precisamos limitar cada um dos seis termos do lado direito de (4.11)
por C; - |z — p|® para algum S > %(1 + 2k — K?%). Assim, garantiremos que esse

1+2/€71{2))

termo ¢ O(|z — p|1( quando = — p.

>

O segundo e o quinto termo somam |z — pl, e temos 1 > — > —(1 — k(K — 2))

A~ w
A~ w

para k > 2.
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Para o sexto termo, usamos (4.1) para obter

3 3 _3 3 3 3
G2l — p|2 <rp —p| 2|, —pl2 = |1y —p|t <o —p[t

Para o quarto termo, usamos (4.9) para obter

_1 1 1 1 1,1
Gn o = pl? < Co - frn = pl2e|rn — p|7 < Cy - |z —p[272
1 1 3 9 .
E temos 3 + o > 1_1(1 + 2k — K°) quando k > 2. Para provar isso, basta ver
K
que as duas fungoes coincidem quando k = 2 e, para k > 2, a derivada da primeira
) 1

3 3 3
52 2 g enquanto que a derivada da segunda é = — — - kK <
K

2 2
O primeiro termo é estimado de forma andloga, com

-1 1 1 1 1,1
G| — 1|2 < Cy - fry — pl2e|z — ]2 < Cy - o — p[2 72w,

Agora s6 falta o terceiro termo. Comecamos o desenvolvimento da mesma
maneira que o sexto termo, obtendo

3 3 _3 3 _3 3
G|z — |2 <rn = p[ 3w — ]2 < ry — p| 75 |2 — 2. (4.12)
Para continuar, precisamos de uma estimativa que mostre que |r,, — p| nao é

muito menor que |z — p|. Para tanto, usaremos que |x — p| < |r,_o — p|. Note que,
a partir de (4.5) e (4.9), temos

’Tnfl - P| S

1 1
S C14 : ’7"”71 - P|;|Tn - ,0‘;7
dn—14n

o que implica

(=

B 1
rn1—pl < Cs - |rn — pl! " Cs - |rn — p|=T.

Combinando esse resultado com a mesma estimativa obtida quando n é trocado
por n — 1, obtemos

1
|z — p| < |rn—e —p| < C6 - |rn — p| =17,

Inserindo esse resultado em (4.12), encontramos a estimativa desejada

Qn%‘x — rn‘% <Cy- ‘x — p|7%(”*1)2’x _ )0|% =C,- ’SL’ _ p|%(1+2nfn2)

O seguinte coroldrio mostra que a estimativa (4.8) é étima quando k = 2.
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Corolario 4.3.3. Se os coeficientes (a,) da fragio continua de p formam uma
sequéncia limitada, entao

¢(x) — ¢(p) = O(|z — p|1) quando = — p,

3
o que, juntamente com o Teorema 4.2.1, prova que o(p) = 1
Demonstracao. A partir de (4.5), podemos ver que o fato de os (a,,) serem limitados
implica (4.9) com k = 2. O

Para k > 2, existe um intervalo entre as estimativas (4.8) e (4.10). De fato, para
2
k>1+ %, percebemos que (4.10) ja nao consegue fornecer nenhuma melhora

sobre a estimativa do Lema 3.1.2. No entanto, o Lema 4.3.2 j& ¢é suficiente para
provar que, para quase todo p, a funcdo ¢(x) — ¢(p) pode ser cotada por |z — p|?

para todo 8 < 1 Esse fato serd demonstrado a seguir.

3
Coroldrio 4.3.4. Para quase todo p € R, vale a(p) = T

Demonstra¢ao. Como ¢, é periddica, podemos enxergar o problema moédulo 2, com
p € R/2Z. Seja F' o conjunto de todos os pontos p € R/2Z que sdo muito bem
aproximados por racionais, no sentido seguinte. Existe k > 2 tal que, para todo
€ > 0, podem ser encontrados inteiros p e g, com g > 0, tais que

‘p_l_" g (4.13)
q

Provaremos que F' é um conjunto de medida nula. Primeiramente, fixe os
valores de ¢ > 0, ¢ > 0 e kK > 2 e considere o conjunto F, ., dos pontos p € R/2Z
para os quais existe um inteiro p tal que vale (4.13). Obviamente, esse conjunto
esta contido na uniao de 2¢ intervalos de raio € - ¢7", logo sua medida ¢é limitada
por

p(Foer) <2q-2€-q " =4e- gt

Agora mantenha € > 0 e k > 2 fixos e considere o conjunto F,, dos pontos
p € R/27 para os quais existem inteiros p e ¢ com g > 0 tais que vale (4.13). Sua
medida é limitada por

M(FE,H) = (U F ,E,H) < 4e- qu_ﬁ =4e- C(’% - 1)

q>0 q
Agora deixe k > 2 fixo e considere o conjunto F,, dos pontos p € R/27Z tais
que para todo € > 0 existem inteiros p, ¢ com g > 0 tais que vale (4.13). Temos

F, = ﬂ F. ., o que nos mostra imediatamente que p(F,) = 0.
e>0
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Mas note que sempre que 2 < k1 < Ko, temos Fy,, D Fy,. Assim,

r=Un=Ure,
K>2 n=0
o que mostra que F' tem medida nula por ser uma uniao enumeravel de conjuntos
de medida nula.
Logo, para quase todo p € R/2Z, temos p ¢ F. E se p ¢ F, sabemos que para
todo k > 2, existe € > 0 tal que vale a estimativa (4.9). Assim, temos (4.10) para

todo k > 2, o que implica a(p) > 7 Como ja tinhamos obtido a desigualdade

3
inversa pelo Teorema 4.2.1, concluimos que a(p) = 1 ]



Capitulo 5

Estudo dos pontos fixos

No Teorema 3.2.1, vimos que, em torno de racionais r = b com p e q de paridades

diferentes, a funcao ¢(z) apresenta um comportamento similar a ¢(y(z)), sendo
v € My uma transformacao que tem pélo em r. Analogamente, no Teorema 3.3.1,

. . p ~
mostramos que, em torno de pontos racionais s = = em que p e ¢ sao impares, a

fungao ¢(z) é similar a p((§o7_1)(z)), sendo o 7_; € M uma transformagao com
polo em s.

Mostraremos que as autossimilaridades em torno de p € R podem ser estudadas
sob um outro ponto de vista, considerando-se transformacoes v € 91y nao triviais
tais que y(p) = p. Quando p é racional, encontraremos de volta os padroes ja
descritos. E, para certos valores irracionais de p, descobriremos outros tipos de
autossimilaridades.

5.1 Pontos fixos racionais

Lema 5.1.1. Utilizamos aqui a notagdo ,(x) = x+0b para translag¢do de um inteiro
b.
Seja p = P € Q. Sep eq tem paridades diferentes, entao existe 6 € My tal
q

que 6(p) = oo. Com isso, o elemento v = 6 ' omo0d € My fira p. E qualquer
elemento de My que fiza p tem que ser da forma ¥*, para certo k € 7Z.

Suponha agora p = = com p e q impares. Entao existe e € M tal que €(p) = oo

e a matriz de € € da forma quando vista modulo 2. Para esse €, o elemento

10
11
v=¢€¢"or0e €My fixa p. F qualquer elemento de My que fixa p tem que ser da
forma +*, para certo k € Z.

1

Demonstra¢ao. Suponha primeiramente que p e ¢ tem paridades diferentes. Nesse
caso, ja sabemos que existe & € My que tem poélo em p. Assim, temos

o6
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(07tommod)(p) = (671 om)(o0) = 671(c0) = p, 0 que mostra que p é ponto
fixo de 7. Se p for ponto fixo de alguma outra transformagao 5 € 9y, teremos
(0006 1 (0) = (d07)(p) = d(p) = co. Mas ja vimos que toda transformagao
com polo em co tem que ser uma translacao inteira. E, como ela pertence a 9y,
tem que ser uma translagio par. Assim, § 0y o0d ! =75, o que implica 7 = .
Agora suponha que p e ¢ sdo ambos impares. Entao existe uma transformacao
em 9T com polo em p. Por exemplo, tome a transformagao v, o 71, sendo vy, € My
uma transformacao com pélo em p + 1. Como p e ¢ sao impares, a matriz em

b )
g) comee d impares. E
como ad — bec = 1, isso implica que a e b tem paridades diferentes. Se a for impar e
b for par, tome € = y; o 77. Caso contrario, tome € = (y; 0 71) + 71, para obter uma
matriz da forma desejada. Como € tem pélo em p, é facil ver que p é ponto fixo

de v = €1 o1 oe. E para provar que v € My, basta ver que v tem uma matriz

10 11 10 0 1 ,
da forma <1 1) (O 1) (1 1) = (1 0) moédulo 2. Se algum outro elemento

5 € My fixa p, entdo é facil ver que e oy o e~ ! tem pdlo em infinito e tem que ser

SL(2,Z) que representa 7, o 71 tem que ser da forma

uma translacao. Assim, e o7 o el = Tl’“, 0 que mostra que y = 7’“.
]
ar +b . i .
Se y(x) = d a equacao y(p) = p é equivalente a
c-pP+(d—a)-p—b=0. (5.1)

. . a+
Assim, com a notacao t = — € 7, temos

cp+d=t+VE2—1. (5.2)

Como a matriz de uma translagao sempre tem traco £2 e o traco é invariante
por conjugacao, o Lema 5.1.1 implica que sempre temos ¢t = £1 quando p é racio-

+1—d
€ Q. Nesse

caso, temos 7/(p) = (cp+d)~? = 1. Isso implica uma convergéncia lenta em diregao
a p, como veremos a seguir. Como a matriz de v estd definida a menos de sinal,
podemos escolhé-la de forma que a + d = 2. Comegando a partir de um ponto x
préximo a p, definimos a sequéncia (x,,) recursivamente por x, 1 = y(x,). Temos

nal. E vale a reciproca, ja que, se t = =1 em (5.2), temos p =

1-d cx,+d—-1
xn—pzmn— ey
C c

arn, +b ap+0b Ty — P
crn+d cp+d (cx,+d)(cp+d)

Tn+1 — P =
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Mas c¢p +d =1, o que nos permite obter

1 1
= +c. (5.4)
Intl — P Tn— P

Assim, supondo ¢ > 0, temos que cresce linearmente se z estd na vizi-

‘xn - P ‘
nhanga direita de p e decresce linearmente quando x( esta na vizinhanca esquerda

de p. Assim, a sequéncia (x,) converge lentamente para p se xy > p e diverge
lentamente a partir de p se o < p. Para ¢ < 0, obtemos as conclusoes inversas.
. . L 1, )
Esse tipo de convergéncia em dire¢ao a p é da ordem de —, ja que o inverso da
n

distancia até p varia linearmente. Isso explica a repeticao de padroes encontrada
em torno de todos os pontos racionais. Como v € 9y, podemos usar a expansao
(3.5) para a fungao ¢(z). Mas dessa vez olhamos para o comportamento de x em
uma vizinhanca de p, e ndo de r. A equacdo (3.5) mostra que ¢(x) é similar a
#(v(z)), o que explica a presenga de padroes repetidos que convergem em dire¢ao

a p.

5.2 Pontos fixos irracionais

A equacao (5.1) mostra que, além de pontos racionais, alguns irracionais p também
podem ser pontos fixos de transformagoes v € 9My. Veremos que eles também
apresentam autossimilaridades, mas de um tipo diferente daquela que vimos no
estudo dos racionais.

Definicao 5.2.1. Um irracional quadrdtico é um numero irracional p € R que é
ratz de uma equacao de sequndo grau

ap® +bp+c=0,
com coeficientes inteiros a, b, c.
Teorema 5.2.2. Dado p € R, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) p € fixado por alguma transformagao v € My tal que 0 < v'(p) < 1.

Além disso, todas as transformacoes de My que firam p sao poténcias inteiras
de uma dessas.

(b) p € um irracional quadrdtico.
(c) A fragcao continua de p € periddica.

Demonstragao. Para provar (a)=-(b), basta notar que, se (a) vale, temos 7/'(p) # 1,
o que implica que p é irracional. Mas p satisfaz (5.1), o que mostra que ele é um
irracional quadratico.
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Para provar o resultado (b)=(c), devido a Lagrange, seguiremos os passos da
demonstragao apresentada no apéndice de [6]. Como p é irracional quadrético,
existem inteiros a, b e ¢ tais que vale ap® + bp + ¢ = 0, com b?> — dac > 0 e

v/b? — 4ac irracional.

Usando a mesma notagao da Definigao 4.1.1, temos p = [ag; a1, . - . ,Gp—1,0), O
que implica
o AnPn—1 +pn—2

B Andn—1 + qn—2 ’
conforme foi visto na demonstracao do Lema 4.1.2. Assim, temos

2
Oén TL*+ n— an TL7+ n—
a( Pn—1 TP 2) —|—b( Pn—1 TP 2)—1—0:0,
Andn—1 + Gn—2 Andn—1 + Gn—2

o que pode ser escrito na forma A,a2 + B,a, + C,, = 0, com

A, = ap?z—1 +bpn—1Gn-1+ ngl—b
Bn - 2apn—1pn—2 + b(pn—lQn—2 + pn—2Qn—1> + QCQn—IQn—%
C% ::api—Q +'bpn72Qn72'+'qu—2'
Note que C,, = A,_1. Vamos provar que os coeficientes A,, B, e C,, sao

limitados uniformemente em n. Sejam p e p as raizes de ax? + bx + ¢ = 0. Entao
temos ax? + bxr + ¢ = a(x — p)(x — p). Logo, podemos escrever

Pn-1 Pn—1 —_
dn—1 dn—1

Aplicando o Lema 4.1.2, temos

Pn—1

n—1

Pn—1
Gn—-1

|[Anl =lal - g5,

—ﬁ‘ <lal-(o=7+1)

Pn—1
o]

n—1

—ﬁ‘ <lal

Assim, existe uma constante M tal que |A,| < M para todo n. Isso implica
também |C),| < M. Mas um simples calculo nos mostra que

BEL - 4Ancn = (pn—IQn—Q - pn—Qqn—1)2(b2 - 4(16) - b2 - 4CLC.
Assim, temos
B? = 4A,C, +b* — 4ac < 4M?* + b* — 4ac,

o que mostra que B, também ¢é limitado.

Concluimos que existe apenas um nimero finito de triplas (A, B,,C,,) possiveis,
0 que mostra que o numero de equagoes de segundo grau que «,, pode satisfazer é
finito. Como cada uma s6 tem duas raizes, a quantidade de valores possiveis para
o, ¢ finita. Assim, necessariamente ocorrera repeticao e teremos o, = 1, para
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certos m > 0, k > 0. E a fracao continua precisa se repetir a partir deste ponto,
com v, = Qg € Ay = Gy para todo n > m.

Agora vamos provar (c)=-(a). Entdo suponha que a fracao continua de p sa-
tisfaz a,, = a1 para todo n > m. Como vimos na demonstracao de Lema 4.1.2,
vale a relacao M, .1 = M,, - A, .2 para as matrizes

Pn+1 Pn Gnp, 1
" (Qn+1 Qn) oo ( 1 0)
Assim, a condigao de periodicidade nos diz que A,,o = A, k12 para todo

n > m, o que implica M, L. M, = Mn+k_1 - My y1r11. Isso pode ser reescrito
como Myp - My ™' = Myipir - Mpi1 b, o que faz com que a matriz

B = Mn—i—k : Mn_l =M, An—l—? : An+3 toe An+k+1 : Mn_l (55)

seja a mesma para todo n > m. Temos M, = B - M, o que implica

Pn+k —B. Dn ’
An+k qn
para todo n > m. Podemos iterar essa transformagao, obtendo M, jx = B? - M,,.

Prijk

€ R? precisa convergir
qn+jk

Assim, a reta que passa pela origem e pelo ponto (

Prijk

para um autoespaco de B quando j — oo. Mas as fracoes convergem para

An+jk

T) ¢é autovetor de B.

A partir da equagao (5.5), temos que det B = (—1)’“, 0 que mostra que
det B2 =1. Assim, B? € SL(2,Z) é a matriz que representa uma transformagao
£ € 9. Mas, como consequéncia do Teorema 1.3.4, sabemos que alguma das
transformacoes 3, 5% ou 3% pertence a My.

Assim, existe uma poténcia de B que estd em SL(2,Z) e corresponde a uma

p
1

equivalente a dizer que v(p) = p. Entao ji provamos que p é ponto fixo de uma
transformacao v € 9.

Como p é irracional, precisamos ter 7/(p) # 1. Para provar isso, basta notar
que 7'(p) = 1 implicaria |t| = 1 em (5.2), o que exigiria que p fosse racional. Assim,
podemos escolher v de forma que 0 < 7/(p) < 1. Para tanto, basta trocar 7 por
v~1, se necessério, ja que v/ (p) - (71 (p) = 1.

Agora s6 falta mostrar que podemos escolher uma determinada ~ de forma que
todas a transformacoes em 9 que fixam p sejam da forma +*, para k € Z.

Note que, se p é raiz de duas equacoes de segundo grau com coeficientes inteiros,
Ap> + Bp+C =0e Ap?> + Bp + C = 0, é necessario que exista uma constante

p, 0 que mostra que (

transformacao v € My. Além disso, essa matriz tem autovetor , 0 que €
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racional r tal que A=7r-A, B=r-BeC =r-C. Caso contrario, existiria uma
combinagao linear das duas equagoes que é nao nula e possui grau menor que 2.
Absurdo, pois p € irracional.

Concluimos, assim, que todas as equacoes de segundo grau com coeficientes
inteiros que tem p como raiz possuem o mesmo valor para a outra raiz p. Dessa
forma, sempre que p satisfaz (5.1), p também satisfaz a mesma equacdo. Isso
mostra que p é fixado por todas as transformacoes v que fixam p.

Assim, se A é a matriz que representa uma transformacao de My que fixa p,

sabemos que A possui dois autovetores linearmente independentes (p) e (p )

1 1
_p-1_ 4. p_ A0 _(r P
D=P AP—(O NE para P = 1 1)

1
Além disso, det L = det A = 1, o que mostra que y = X Como A é determi-

Logo,

nada a menos de sinal, podemos supor A > 0.
Os elementos de My que fixam p formam um grupo. Entao os valores de
A que obtemos para cada um deles também formam um subgrupo A do grupo

1
multiplicativo R-y. Mas o numero \ + 1= tr, = trA precisa ser sempre inteiro,

o que mostra que A é um subconjunto discreto de R-y. Em particular, sendo \g
o menor elemento de A que é maior que 1, todos os elementos de A tem que ser
poténcias inteiras de Ag. Se, por absurdo, existir A € A tal que A = A\j*¢, com
ne€Zel<e<l1,oelemento A\ pertenceria a A e seria maior que 1 e menor que
Ag- Assim, o grupo A é gerado por Ay e o subgrupo de 9y que fixa p é gerado pela
transformacao correspondente 7.

O]

Agora suponha que p € R satisfaz as condigbes equivalentes (a), (b), (c) do
Teorema 5.2.2. Como a fragao continua de p é periddica, seus coeficientes a,, sao
limitados. Assim, o Coroldrio 4.3.3 nos mostra que ¢(z) — ¢(p) possui ordem
exatamente igual a |z — p|% quando x — p.

Seja v € My a transformagao que satisfaz 0 < +'(p) < 1 e que é geradora do

subgrupo de 9y que fixa p. Seja r = L pélo de v e seja m = m(r). Entao

podemos usar (3.5) para analisar o comportamento de ¢ nas proximidades de p,
como fizemos para os pontos fixos p racionais. No entanto, para p irracional,
percebemos que os padroes repetidos convergem muito mais rapido em direcao a
p, pelo fato de a derivada +/(p) ser diferente de 1.

Comegando com zy préximo a p e definindo a sequéncia (x,,) recursivamente por
Tni1 = Y(x,), a equacdo (5.3) continua valendo. Mas, dessa vez, temos cp+d > 1,
ja que v'(p) = (cp+d)~? < 1. E, para & ~ p, temos cx +d ~ cp+ d, o que mostra
que
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(Tnt1 = p) =7 (p) - (z0 — p).

Assim, percebemos que a sequéncia (x,,) converge para p de forma semelhante
a uma progressao geométrica. Essa convergencia ¢ muito mais rapida do que a
convergéncia harmonica que foi vista em (5.4) para p racional. Assim, no caso p
irracional, os padroes decrescem muito rapidamente, sendo dificil enxerga-los em
uma s6 figura.

Para visualizar a autossimilaridade, é ttil buscar pontos irracionais p para os
quais temos 7/(p) ndo muito distante de 1. Pela equagao (5.2), os melhores valores
sao obtidos com ¢t = 2. Nesse caso, temos

1 1 1
(2+v3) T+4/3 139

O irracional p = /3 satisfaz essa condicdo. Nesse caso, a compressao vy que é

2 3
geradora do subgrupo de My que fixa p é dada por vy(x) = x—:—z
x

/

v(p) =

(5.6)

. HEssa trans-

formacao satisfaz (5.6) e possui polo r = —2, com m = m(r) = 1.

Na Figura 5.1, mostramos o grafico de f em uma vizinhanca de p = /3.
O retangulo vermelho foi desenhado com uma largura que é igual ao fator 7/(p)
multiplicado pela largura da figura. J4 sabemos, pela equagao (3.5), que um dos
termos da expansdo de ¢(z) é x,(z) = €'i™ - ¢5 - (x — )2 - ¢(y(x)). Temos z > r
quando z est4 préximo a p. Assim, descobrimos que a funcio e*7 - ¢(z) é similar a
o(y(x)), sendo v a compressao no eixo x que leva a Figura 5.1 dentro do retangulo
vermelho. Tomando a parte real, percebemos que a funcao f — g na figura toda
deve se comportar de maneira similar a fungao f dentro do retangulo.

Por isso, a Figura 5.1 também mostra o grafico de f — g. Percebemos que o
grafico de f(p + x) — g(p + x) para |z| < 0,03 se assemelha muito ao grafico de
f(p+x) para || < 0,03 - (7 — 4\/§) Este ultimo se encontra dentro do retangulo
vermelho, que é mostrado de forma ampliada na Figura 5.2.

Percebemos que uma desvantagem na escolha deste valor de p é o fato de termos
m = 1, o que faz com que a autossimilaridade sé possa ser vista com o uso da
funcao auxiliar f — g. Mas todos os irracionais p que satisfazem (5.6) s@o tais que
m é fmpar. De fato, para que (5.6) seja satisfeita, precisamos ter t = 2 em (5.2).

. ar +b .y )
Isso significa que a +d = 4 em y(z) = d Se tivéssemos a e d impares, b e
cr
¢ pares, terfamos ad — bc = —1 (mod 4), o que é um absurdo. Assim, concluimos

que todas as transformacoes v que tem ¢t = 2 sao tais que d é par e ¢ é impar, o
que implica m fmpar.

Portanto, se quisermos ver um padrao em que a funcao f repete a si mesma,
precisamos de uma derivada 7/(p) mais distante de 1. O préximo melhor valor é

1 1 1
(31+2v2)7 17+12v2 340

/

v'(p) =

(5.7)
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obtido quando ¢t = 3 em (5.2). Escolhendo o racional p = 1 + v/2, conseguimos

ox + 2
obter (5.7) com a transformacao v(z) = )
(5.7) o (z) = o 1

Essa transformacao tem polo r = —3 o que implica m = 0. Assim, te-

mos a situagao ideal. A Figura 5.3 mostra o grafico de f em uma vizinhanga de
p=1++/2. O retangulo vermelho é mostrado de forma ampliada na Figura 5.4.
Essa ampliacao permite ver a autossimilaridade de f com bastante clareza.
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Figura 5.1: Gréficos de 0,221-(f(p+x)—f(p)) e %-((f—g)(p%—x)—(f—g)(p)), com
p = /3, para |z| < 0,03. O retangulo vermelho mostra os limites da Figura 5.2.

WARAN

Figura 5.2: Gréafico de 0,104 - (f(p + ) — f(p)), com p = +/3, para
2| < 0,03 (7—4V3).
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Figura 5.3: Gréfico de 0,169 (f(p+2) — f(p)), com p = 14+ +/2, para |z| < 0,005.
O retangulo vermelho mostra os limites da Figura 5.4.

Figura 5.4: Gréfico de 0,0664 - (f(p + x) — f(p)), com p = 1+ /2, para
2| < 0,005 - (17 — 12v/2).
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