UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS - UFMG
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Invariantes Aritméticos em Geometria Hiperbolica

Victor Mielly Oliveira Batista

Belo Horizonte - MG
2014



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS - UFMG
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Victor Mielly Oliveira Batista

Orientador: Heleno Cunha

Invariantes Aritméticos em Geometria Hiperbdlica

Dissertacao apresentada ao Pro-
grama de Pdés-Graduagao em Ma-
tematica do Instituto de Ciéncias
Exatas (ICEX) da Universidade Fe-
deral de Minas Gerais, como requi-
sito parcial para obtencao de titulo

de Mestre em Matematica.

Belo Horizonte - MG
2014



Agradecimentos

A Deus, por ter me dado saude e perseveranca para superar os obstaculos.

Ao Heleno, que com toda sua paciéncia foi muito mais que um orientador, tornou-se
um amigo e sempre me ajudou. Sou imensamente grato por tudo. Muito obrigado.

A minha amada esposa que sempre me apoiou, ajudou, motivou e esteve do meu lado
nos momentos dificeis.

Aos meus pais, pelo carinho, apoio e compreensao.

Aos amigos e companheiros de estudos que contribuiram de forma direta ou indireta

para realizacao deste trabalho.



Resumo

Nessa dissertacao estudamos alguns importantes invariantes aritméticos associados a
variedades hiperbélicas tri-dimensionais. Sao eles, o corpo de tragos, o corpo de tragos
invariante e a algebra de quatérnios. Assim estudamos em especial grupos Kleinianos de
covolume finito e verificamos que seu corpo de tragos invariantes é uma extensao finita
dos numeros racionais. Desenvolvemos ainda o estudo dessas invariancias aplicado mais

geralmente a qualquer subgrupo nao-elementar finitamente gerado de PSL(2,C).

Palavras-chave: Geometria hiperbdlica. Corpo de tracos. Grupos kleinianos.



Abstract

In this dissertation we study some important arithmetic invariants associated with
three-dimensional hyperbolic manifolds. They are the trace fields, invariant trace fields
and the quaternions algebra. Well studied in particular Kleinian groups of finite covolume
and find that your invariant trace field is a finite extension of the rational numbers. We
have also developed the study of these invariants applied more generally to any non-

elementary finitely generated subgroup of PSL(2, C).

Keywords: Geometry hyperbolic. Trace fields. Kleinian groups.
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Introducao

Alguns dos principais invariantes associados a um grupo Kleiniano sao os corpos de
tracos invariantes e a algebra de quatérnios invariantes. O motivo pelo qual este tema faz-
se importante é que sob certas hipdteses o corpo de trago de um subgrupo de PSL(2,C)
pode classificar a sua classe de conjugacao em PSL(2,C). Por sua vez, estudar as classes
de conjugacao de subgrupos de PSL(2,C) tem relevancia pelo seguinte fato. As classes
de isometrias de 3-variedades hiperbdlicas sao classificadas pelas classes de conjugacoes
de subgrupos de PSL(2,C).

Se denotarmos por I' um subgrupo de PSL(2, C) e considerarmos a proje¢ao natural
P:SL(2,C) — PSL(2,C)
Seja [ = P~1(T"). Entao o corpo de tragos de I', denotado por Q(trT'), é o corpo
Q7 |7 €l)

S6 para mencionar uma das importantes informagoes que nos pode dar o corpo tragos
podemos citar o seguinte resultado.

Teorema: Seja M = H3/T' uma 3-variedade hiperbdlica de volume finito. Entdo, o
corpo de tragos Q(trI") € um invariante topoldgico de M.

Uma vez definido o corpo de tracos, podemos definir uma algebra de quatérnios.
Consideremos agora I' um subgrupo nao-elementar de SL(2,C) e associamos a I' uma

algebra de quatérnios definida sobre Q(trI") por

Aol = {Z a;ivi; a; € Q(trl), v € F}

onde somente uma quantidade finita de a; sao nao nulos.
A seguir explicitamos de maneira global a estrutura do trabalho.
Iniciamos este trabalho abordando contetidos que serao necessarios para compreen-

der o capitulo seguinte. Apresentamos o modelo do semi-espago superior para o espaco



hiperbdlico e algumas relagdes com o grupo PSL(2,C). Destacamos ainda no capitulo
1 o conceito de transformacoes de Mobius, onde para cada transformacoes de Mobius
identificamos com um elemento de PSL(2,C). Em seguida, estipulamos um critério de
verificacao do tipo de isometria do espaco hiperbélico observando o trago de um elemento
em PSL(2,C). Na sequéncia definimos grupos discretos, fuchsianos e elementares, onde
relacionamos os grupos elementares com a quantidade de elementos no conjunto limite.
Uma vez conhecida a definicao de grupos discretos, passamos a definir os grupos Kleini-
anos, onde apresentamos uma série de resultados envolvendo os subgrupos de PSL(2, C)
e realizamos uma breve explicacao sobre as informagoes geométricas que podemos ter
dos elementos de PSL(2,C). Caracterizamos os grupos Kleinianos como os subgrupos I'
de PSL(2,C) que agem descontinuamente em H? e assim definimos um dominio funda-
mental para I, com o intuito de definir o covolume de um grupo Kleiniano, que se faz
necessario na compreensao da nocao de volume das 3-variedades hiperbdlicas orientaveis.
As referéncias para o desenvolvimento desse capitulo foram: [2], [5], [8] e [4].

Dedicamos o capitulo 2 ao estudo dos corpos de tracos e a algebra dos quatérnios.
Ao definir o corpo de trago, expomos que se um grupo Kleiniano tem covolume finito,
entao seu corpo de tragos é uma extensao finita dos racionais. Como os corpos de tracos
invariantes e a algebra de quatérnios invariantes sao os principais invariantes associados a
um grupo Kleiniano, dedicamos uma se¢ao para estas construgoes. Apresentamos ainda
os geradores para o corpo de tragos, onde no caso de um subgrupo de PSL(2,C) gerado
por dois ou trés elementos, a quantidade minima de geradores para o corpo de tragos é
bastante conhecida. As referéncias para o desenvolvimento desse capitulo foram: [5], [1],

3], [6] e [9].



Capitulo 1

Conceitos Basicos

O objetivo desse capitulo é introduzir alguns resultados fundamentais para a com-
preensao do capitulo seguinte, onde também iremos fixar algumas notacoes. Nao nos
preocupamos em demonstrar todos os resultados, no entanto, o leitor interessado podera

se basear nas seguintes referéncias: [2], [5], [8], [4].

1.1 O espaco hiperbdlico
Para os nossos propésitos trabalharemos com o modelo do semi-espago superior:
H* = {(z,t); € C, t e Ry},

munido da métrica
o |dz|* + di?
ds* = ————
t2
Nesse caso o espaco hiperbdlico é uma variedade riemanniana simplesmente conexa de
curvatura seccional constante igual a —1.

A fronteira ideal, OH?, do espaco hiperbdlico ¢ a compactificacao a um ponto de
{(,0); zeC} =C

Isto 6, OH® = {(2,0) ; z € C}U{oo} ~C

As geodésicas do espaco hiperbdlico sao os semi-circulos e as semi-retas ortogonais
a C. As subvariedades totalmente geodésicas bi-dimensionais do espago hiperbdlico sao
os semi-planos e as semi-esferas ortogonais ao plano C. Observe que tais subvariedades

totalmente geodésicas sao copias do plano hiperbélico mergulhadas em H?.



1.2 O grupo PSL(2,C)

Iniciamos essa secao apresentando o conceito de quatérnio e como interpretar o espago

hiperbélico H? utilizando este conceito. Um quatérnio é uma matriz 2 x 2 da forma

zZ W
q= o
—w Zz
onde z, w € C.
O conjunto dos quatérnios sera representado por H e com as operacoes de soma e

multiplica¢do induzidas por GL(2, C) temos que:
e [H é um grupo abeliano com respeito a soma;

e Os quatérnios nao-nulos formam um grupo nao-abeliano com respeito a multi-

plicacao;

e H é um espaco vetorial quadri-dimensional sobre o corpo dos complexos e os vetores

10 . t 0 . 0 1 0 ¢
1= y 1= y J = ) k =
0 1 0 —1 -1 0 1 0
formam uma base.
Observe que i? = j2 = k? = ijk = —1 e que o mapa a+bi — al+bi produz uma cépia

de C em H. Por outro lado, observe que se pusermos z = a + bi e w = ¢ + di, podemos
escrever ¢ = al + bi + ¢j + dk como (al + bi) + (c1 + di)j. O que sugere representar o
quatérnio ¢ como z + wj.

O uso dos quatérnios nos permite representar os espaco hiperbélico como abaixo:

H* = {(z,t) eCxR; t>0}

= {z+1tj; t>0}
az+b

Agora, tomemos uma transformagoes de Mébius, f(z) = e det f =ad — be # 0.
cz

Dado que uma transformacao de Mobius nao se altera quando multiplicamos os seus
coeficientes por um niimero nao-nulo, nao ha perda de generalidade em supor det f = 1.

Naturalmente, uma transformacao de Mobius age em C. A extensio de Poincaré
consiste numa maneira de estender sua acao ao espaco hiperbdlico. A extensao de Poincaré

é definida da seguinte maneira

_a(z4tj)+0b

fz+15) = c(z+tj)+d (1.1)

8



Nao estd claro que a extensao de Poincaré age de H? em H?. Esse o contetido da

proposicao abaixo.

Proposicao 1.2.1. Para cada transformacao de Méobius a extensao de Poincaré mapeia

H? em H3.

Demonstracao. Se z = x + yi, x,y € R, temos que:

Além disso,

jz = j(@ —yi) = jo —yji = xj + yij = (x +yi)j = zJ.

(c(z+tj)+d)((z—tj)c+d) = c(z+1tj)(z—tj)e+c(z+tj)d+d(z —tj)e+dd

Portanto,

Assim,

f(z+1j)

= c|2® = 2tj + 2tj + t*)c + czd + cdtj + dze — detj + |df

= |cz +d|* + |c|*.

L (z=tje+d
ez 4+ d2 + ]2t

(c(z+1tj) +4d)

a(z+tj)+b
c(z+tj)+d
a(z+tj)+b c(z—tj)+d
clz+tj)+d e(z—tj)+d
(a(z +tj) +b)((Z — tj)c + d)

lcz 4+ d|? + |c|?t?
a(z+tj)(z — tj)e+a(z + tj)d + b(Z — tj)e + bd

lcz 4+ d|? + |c|?t?
a(|z]* = ztj + 2tj + t*)¢ + azd + adtj + bzc — betj + bd

lcz + d|? + |c|?t?
(az + b)(cz + d) + act® + tj

lez + d|? + |c|?t?

(az +b)(cz + d) + act? t

lcz + d|? + |22 ez + d|? + [c]2t2”

O

Vamos finalizar a se¢ao caracterizando o grupo de isometrias que preservam orientagao

do espaco hiperbdlico.



Seja
s =d [“ ) adobe=1
c d
o grupo das matrizes de determinante igual a 1. Em SL(2, C) considere a seguinte relagao
de equivaléncia, f ~ g, quando f = +g. Seja PSL(2,C) = SL(2,C)/ ~. Com a operagao
de grupo induzida por SL(2,C), PSL(2,C) também é um grupo. Vamos denotar por P a
projegao canodnica de SL(2,C) em PSL(2,C).
O grupo PSL(2,C) age em H3. Essa acdo ¢ dada da seguinte maneira. Primeiro

associa-se um elemento de PSL(2,C),

a b a b
c d 7 c d ’
a transformacao de Mobius
az+b
(z) = cz+d

E a partir dai usa-se a extensao de Poincaré.

Proposicao 1.2.2. O grupo de isometrias que preservam orientacao do espago hiperbolico

¢ o grupo PSL(2,C).

Cada elemento de PSL(2, C) é um produto de um nimero par de inversées nos circulos
e linhas em C. Considerando C como linha na fronteira de H? quando t = 0, cada circulo
C e linha £ em C, tem um tunico hemisfério C ou plano L em H3, ortogonal a C e

intersectando C em C ou L.

1.3 Classificacao das isometrias

Estéd secao estd voltada a caracterizagao dos elementos de PSL(2, C) a menos de con-
jugacao. E estipularemos um critério para classificar as isometrias de H?, o traco de uma

aplicacao.

Definicao 1.3.1. Sejam Go e Gy subgrupos do grupo G. Dizemos que Go € conjugado a
G., se existe um h € G, tal que Gy = hG1h~t. Notacao: Gy ~ G.

Observe que se f é uma Transformacao de Mobius diferente da identidade, entao f
fixa no maximo dois pontos em C. Para ver isto, note que se

b
f(Z):z:>azid:z:>az+b:cz2—l—dz:>cz2+(d—a)z—b:O
cz
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assim, temos dois casos a considerar:
e f possui um unico ponto fixo em C.
e f possui dois pontos fixos em C.

Desde que dada uma Transformacao de Mobius sempre podemos associar um elemento
de PSL(2,C), a partir daqui trataremos Transformagdes de Mobius como elementos de

PSL(2, C).

Lema 1.3.2. Sejam f e g duas Transformagoes de Mobius em PSL(2,C). Entdo f fiza
2eC se, e somente se, F'= gfg~! fiza g(z).

Demonstracao. f(z) =z < gf(2) = g9(z) & gf9 '9(2) = g(2) & gfg " fixa g(2). O

Portanto, se f é uma Transformacao de Mobius diferente da identidade, o caso que f
tem um tnico ponto fixo em C podemos concluir o seguinte:
Seja z € C ponto fixo de f, pelo Lema anterior tome uma Transformacao de Mobius

g tal que ¢g(z) = co. Assim

f(z) =2 <= F(o0) = gfg " (00) = gf(2) = g(2) = 0

Logo, a menos de conjugacao, podemos supor que f fixa oo.
Para o caso em que f tem exatamente dois pontos fixos em (A:, considere g € PSL(2,C)

tal que
Z— 21

9(z) =

zZ — 29

onde z; # z3 e sao pontos fixos de f. Note que

g(z1) =0 e g(z2) = 0

F(0) = gfg ' (0)=gf(z1) = g(z1) =0
F(oo) = gfg '(00) = gf(z) = g(z2) = 00
Portanto, a menos de conjugagao podemos supor que f fixa 0 e oco.
Teorema 1.3.3. Seja f uma transformagao de Mobius distinta da identidade. Entao,
i) Se f possui um tnico ponto fixo em C entdo f € conjugada a uma translacao da

11
forma (z = z + 1) apresentada pela matriz ou

01

11



it) Se f possui dois pontos fizos em C entdo f € conjugada a uma aplicacdo da forma

k2 0
(z v kz), k€ C—{0,1} apresentada pela matriz )
0 k2
. . . _ az +b
Demonstracao. (i) Seja f € PSL(2,C), assim f(z) = —d Desde que a menos de
cz
conjugacao podemos supor que f(oco) = oo, devemos ter a_ 00, logo ¢ =0¢e f(z) =
c
a N b
—-z+ —.
d d a a
Dai, note que 7= 1, pois se p # 1, teriamos que f fixaria
b
z2= 5 d_ ¢ C,
2
d

o que é um absurdo, pois f fixa um tnico ponto em C.

b
Portanto, f(z) = z + 7 Mostraremos agora que
f~(z—2+1).

Para isto, tomemos h € PSL(2,C), tal que h(co) = oo e h(0) = 1. Se h é apresentada

pela matriz

a p
vy 5]
devemos ter v =0 e 8 = ¢, assim, h(z)z%z%—l. Logo,
gy onp (B2 on (Pt by a0l ab
lﬁh(@_hf03a )_hoaa +d>—z L+ g +l=s 55

«
Agora, tomando B =3 segue que f é conjugada a uma aplicacao z — (z + 1).

(77) Tomemos agora f € PSL(2,C) diferente da identidade. Pelas observagoes anteri-

ores, podemos supor a menos de conjugacao que f fixa 0 e co. Se f é apresentado pela

matriz
a b
c d 7
dizer que f fixa oo equivale a considerar ¢ = 0, dai
a b
Z)=—=z+-

e dizer que f(0) = 0 equivale a considerar b = 0. Portanto, f(z) = gz, onde k = g eC
e k # 0,1, pois se k = 1, f teria um ntmero infinito de pontos fixos e se k = 0, f seria

identicamente nula. O

12



Observacgao 1.3.4. As transformacoes v, e v, sao chamadas formas padrao.

Defini¢ao 1.3.5. Seja f um elemento de PSL(2,C) diferente da identidade, entdo
i) [ é parabdlico se, e somente se f é conjugado a .
ii) [ € eliptico se, e somente se f € conjugado a vy, com |k| =1, k # 1.

ii) f € loxodromico se, e somente se f é conjugado a vy, com |k| # 1.

Sumarizando, podemos assim classificar as transformagoes de Mdbius em PSL(2, C)
como segue.

Se g é qualquer transformagao de Mébius em PSL(2, C) diferente da identidade, entao
como observamos acima, g tem exatamente dois pontos fixos o e [ em @ ou g tem
exatamente um ponto fixo a em C. Como PSL(2,C) age triplamente transitivamente em

~

C, temos que existe h satisfazendo as seguintes condicoes

() = o0, h(B) =0 e h(g(B)) = 1se g(B) # .
Observe que hgh™'(00) = h(g(a)) = h(a) =00 e

0, se g(B)=p
1, se g(B)#p

dai, se ¢ fixa o e 3 entdo hgh™! fixa 0 e co. Se ¢ fixa somente o entao hgh™! fixa oo

hgh™(0) =

e hgh™'(0) = 1. Temos verificado que qualquer Transformacio de Mobius diferente da

identidade é conjugada a uma aplicacao que chamamos de forma padrao.

Proposicao 1.3.6. Sejam k; e ky € C—{0} distintos tais que ky # ky'. Entdo f(z) = k2

e F(z) = kyz nao sao conjugadas em PSL(2,C).

Demonstragdo. Suponha que F = gfg~', com g € PSL(2,C). Note que como f e F
fixam 0 e oo temos que F fixa g(0) e g(00). Assim, g(0) =0 e g(oco) = 0o ou g(0) = 00 e
g(o0) = 0.

Se g(0) =0 e g(oco0) = o0, entao g(z) = az, o € C. Dai, go f(z) = g(ki12) = akiz =

kiaz = kig(z) = fog(z). Logo, F = gfg~' = fgg~' = f o que é um absurdo.
az+b
cz +

SIS

Se g(0) = oo e g(oco) = 0, temos que se g(z) = entdo como ¢(0) =

g(o0) = g, temos que a = d = 0. Assim, g(2) = —.
c

cz
Além disso, como g~'(2) = — = g(z) entao
cz
b k1b b z
k = F — -1 e J— — _) = — = —
= F() = of () = of () =o*2) NN
cz

13



1
dai ky = . que também é absurdo. Portanto, segue o resultado. n
1

Agora vamos interpretar a agao dos elementos de PSL(2,C) em H? a menos de con-

jugacao.

e Suponha que f é um elemento de PSL(2,C) tal que f seja parabdlico, entao f é
conjugado a 7, ou seja, existe h € PSL(2,C) tal que hfh™! = 7. Dai, como

f(z) = z & m(h(z) = h(2),

estudar os pontos fixos de f é o mesmo que estudar os pontos fixos de 7, e 0 mesmo
vale para os elementos elipticos e loxodromicos, ou seja, estudar os pontos fixos
de elementos elipticos e loxodromicos equivale a estudar os pontos fixos da forma

padrao 7.

Seguindo esse raciocinio, temos uma equivaléncia onde podemos caracterizar os
elementos parabdlicos como os elementos de PSL(2,C) que possuem exatamente

um ponto fixo em OH?3.

Para notar que f € PSL(2, C) parabdlico nao fixa nenhum ponto em H?, observamos

a acao de vy, em H? pela extensao de Poincaré.

11
Como 7; é representado pela matriz , devemos ter

0 1

nmz+tj)=2z+1+1tj

portanto, se f ¢ parabdlico, temos que f fixa apenas um ponto em OH? e nao fixa

nenhum ponto em H?3.

Se f nao é parabdlico, temos que f é conjugada a forma padrao v para um k €
C — {0,1}. Note que 7, sempre fixa 0 e co. Para verificar a quantidade de pontos

fixos em H?, observamos a acao de v, em H? pela extensao de Poincaré.

[N

k 0
Como v, é representado pela matriz , temos que

0 k2

)

1
Vi ¢ .
VEL |t e kit

Vi

Ye(z +tj) =

1
k

i

14



e Se f é loxodromico, entdo f é conjugada a forma padrao v, com |k| # 1, assim f
fixa somente dois pontos, que estao na fronteira de H?, pois 7, fixa somente 0 e oo
em OH? e nao fixa nenhum ponto em H?, basta observar a acao de 7, em H? pela

extensao de Poincaré.
e Se f é eliptico, entdao f é conjugada a forma padrao v, com |k| =1, k # 1. Assim,
ez +tj) =kz+1tj

daf notamos que f possui uma quantidade infinita de pontos fixos em H?, pois o

conjunto de pontos fixos de v, é {tj; t € R} U{o0o}.

Agora exibimos como classificar o tipo da transformacao de M&bius em PSL(2,C)
observando seu traco.

Dada uma Transformagao de Mébius diferente da identidade em PSL(2,C), ja obser-
vamos que existem duas matrizes que representam f que diferem por um sinal, assim o
trago de um elemento em PSL(2,C) nao estd bem definido, mas difere apenas por um
sinal para representantes distintos. No entanto, o trago ao quadrado estd bem definido.
Um calculo simples mostra que trAB = tr BA, assim, o trago ¢é invariante por conjugagao,
pois trABA™' = trBAA™! = trB.

J& haviamos observado também que uma Transformacao de Mobius diferente da iden-

. az+0b .. . ~ .
tidade f(z) = T tem no maximo dois pontos fixos em C e determinar os pontos fixos
cz

de f é encontrar as raizes da equacao f(z) = z, que equivale a encontrar as raizes da
equacao cz? + (d — a)z — b = 0. Assim, temos dois casos a considerar, ¢ # 0 e ¢ = 0. Se

¢ # 0, temos que os pontos fixos de f sao

a—dE\/tr2f —4
2c

a b
Note que se ¢ = 0, entdo f(z) = 77 + 7 Dai, se f nao é parabdlica entao

f(z)=z&az+ Per= T

¢ um ponto fixo de f.
Portanto, note que conhecendo informacoes sobre tr?f, podemos obter informacoes
sobre os pontos fixos de f. Passamos assim a notar a importancia do nimero k definido

na forma padrao.

15



Proposicao 1.3.7. Seja f um elemento de PSL(2,C) diferente da identidade, entdo
tr’f =k+¢+2.

Demonstracao. Se f é parabdlica, temos que f é conjugada a forma padrao ~;, assim

11
trif =tr? =4
01

Se f nao é parabdlica, f é conjugada a forma padrao vx(z) = kz. Note que 7 estd

definida pela matriz

0

<)

2
assim, tr’f = triy, = <\/E+ \/LE) =k+142 -

Definigao 1.3.8. Seja f € PSL(2,C) uma transformagao lozodromica. Dizemos que f €
hiperbdlica se f(D) = D para algum disco aberto (ou semi-plano) D em C. Do contrdrio,

f € dito estritamente lozodromico.

Na prética, para testar o tipo de isometria de um elemento f € PSL(2,C) temos o

seguinte

Teorema 1.3.9. Seja f um elemento de PSL(2,C) diferente da identidade. Entao
(i) f € parabdlica se, e somente se trf = +2.
(ii) f € eliptica se, e somente se trf € (—2,2).
(111) f € hiperbdlica se, e somente se trf € (—oo0,—2) U (2, 00).

(iv) [ € loxodromica se, e somente se trf ¢ R.

Demonstragao. Inicialmente suponha que f € PSL(2,C) é conjugado a forma padrao -,
assim, temos que f ~ 7y, ~ 71 e tr?(f) = tr¥(y,) =p+ }D + 2.
p
i) [=] Se f é parabdlico, entdo f ~ 7y, assim p = 1 e consequentemente tr?(f) = 4.
[<] Se tr?(f) = 4 entao p + % +2 =4, dal p =1 e portanto f ~ 7;. Logo, f é

parabdlico.

ii) [=] Se f é eliptico, f ~~,, [p| =1, p# 1. Como p € C, temos que p=¢€", § e R e
, 1
cos(0) # 1, assim tr2(f) = e + ] +2 = 2cos(0) + 2, dai tr*(f) € [0,4) por uma

simples visualizacao grafica.
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[«] Se tr?(f) € [0,4) entao podemos escrever tr?(f) = 2+2cos(f), onde cos(6) # 1.
Assim, temos que p + 110 + 2 =2+ 2cos(0), entao as solugdes para essa equacao sao

p=c?oup=e Dai |p|=1,p#1elogo f é eliptico.

iii) [=] Suponha que f é hiperbdlico, como f ~ 7, temos que 7, também ¢é hiperbdlico.

Tomemos D um disco tal que v,(D) = D, dai se z € D, y,(...(7,(2))) € D, temos
—_—

nvezes

que {p"z;n € Z} C D. Como |p| # 1, concluimos que 0 e co estao no fecho de D.
Agora tomando z no exterior de D, concluimos que {p"z;n € Z} estd no exterior
de D, onde 0 e oo estao na fronteira de D. Assim, para preservar D, é necessario
que 7, deixe invariante cada semi-linha de 0 a oo na fronteira de D. Portanto, como

p > 0, temos tr?(f) > 4.

[<=] Temos que tr?(f) € (4,+00). Entao as possiveis solugoes para p + % + 2 sao
digamos p = k ou p = %, onde £ > 0. Logo, 7, preserva o semi-plano superior e

portanto é hiperbdlico, assim f é hiperbdlico.
iv) Basta utilizar os itens anteriores.

]

Proposicao 1.3.10. Sejam f e g elementos de PSL(2,C) diferentes da identidade. Entdo

f e g sio conjugadas se, e somente se, tr’f = trig.
Demonstragdo. [=] f ~ g entao existe h tal que f = hgh™!, assim
tr*(f) = tr*(hgh™) = tr*(g).

[«=] Temos que tr?(f) = tr*(g). Sabemos que f e g sdo cada um conjugado a uma

forma padrao, digamos f ~ v, e g ~ 7, entao

tr(yp) = tr2(f) = tr*(g) = tr’(7,)

e como tr?(vy) = k + + + 2, temos que,

1 1 1
p+—-—+2=q+-+2=p=qoup=—.
D q q

Afirmacao: vy, ~ 1.
P
De fato, se p = 1 nao ha nada para provar. Se p # 1, temos que considerando

h(z) = —1, segue que
_ 1
hy,h ™ (z) = hvp(—;) =h(—=)=-2z= g
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Temos assim f ~ 7,, g ~ 7, € cOmo p = g ou p = %, Yp ~ 74 Portanto, como

conjugacao € uma classe de equivaléncia, isso mostra que f ~ g. O]

1.4 Subgrupos: discretos, fuchsianos e elementares

1.4.1 Grupos discretos

Nesta secao estudamos algumas propriedades dos subgrupos do grupo PSL(2,C). De-

notamos J; o conjunto dos pontos fixos de f.

Lema 1.4.1. Sejam f e g transformacgoes em PSL(2,C), diferentes da identidade tais
que fg = gf. Entao, f preserva F, e g preserva Fj.

Demonstracao. Seja z € Fy, entdao fg(z) = gf(z) = g(z). Assim, g(z) € Fre g é

invariante em F;. Analogamente, f ¢ invariante em . m

Proposicao 1.4.2. Sejam f e g transformagoes em PSL(2,C). f e g comutam se, e

somente se, fitam o0s mesmos pontos.

Demonstragao. [=] Suponha que f e g comutam. Assim, se z € Fy, entao

logo, ¢g(z) € Fy, ou seja, g(Fr) C Fy. Como f e g comutam ¢ equivalente a dizer que f e

-1
g~ comutam, temos que

dai, g7!(2) € Fy, ou seja, g~ (Fy) C Fy. Portanto, g(Fy) = Fy. Analogamente, f(F,) =
Fy

[«<] Suponhamos que f e g fixam os mesmos pontos. Como comutar ou fixar os
mesmos pontos sao propriedades invariantes por conjugacao, podemos supor que f e g

sao translagoes ou sao da forma z — az que claramente comutam. ]
A seguir, demos a definicao de conjunto limite.

Definicao 1.4.3. Sejam a € Cel um subgrupo de PSL(2,C), dizemos que « é ponto
limite com respeito a I', se existem z € H? e transformacoes distintas f, em I, tais que

fu(2) = a, n — oc.
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Denotamos o conjunto dos pontos limites de um subgrupo por L(I').

Definigao 1.4.4. Dado um subgrupo I' de PSL(2,C), o conjunto C— L(T") é chamado o

congunto reqular ou dominio de descontinuidade.
Denotamos o conjunto regular por (T).
Proposicao 1.4.5. Se o conjunto limite € finito ele consiste de um ou dois pontos.

Dado um subgrupo I' de PSL(2,C), quando um ntmero infinito de transformacoes
fixam o ou um nimero infinito de interacoes distintas da mesma transformacao fixam «,
temos que a € L(I"). Assim, os pontos onde se acumula uma 6rbita definida por I' sdo

também os pontos limites.
Definigao 1.4.6. Seja I' um subgrupo de PSL(2,C), T' € descontinuo se Q(T") # ()

Definicao 1.4.7. Seja X um conjunto nao vazio. Dado x € X, a orbita de x sob a acdo

de um grupo G € denotada por G(x) ={g-x; g € G}.

Note que nenhuma 6rbita se acumula em um ponto regular a € Q(T'), pois caso
contrério, existiriam f, € I'e 2z € C tais que fn(z) — « implicando que a € L. o que é

um absurdo.

Teorema 1.4.8. Seja I' um subgrupo de PSL(2,C). Os conjuntos L(I") e Q(I") sao inva-

riantes pela acao de I'.

Demonstragao. Seja v € T', basta mostrar que y(L) = L. Seja a € L, entao existem

v, € T distintos e z € C tais que 7, (z) — «. Daf
() = (@) = y(a) e L= ~(L) C L.

Temos ainda que y~}(L) C L, assim vy (L) C (L) implica que L. C (L) e portanto
(L) =L O

Seja I' um subgrupo de PSL(2,C) transitivo na esfera de Riemann, ou seja, dados
quaisquer dois pontos em (/C\?, existe v € I' tal que leva um ponto no outro. Entao existe
apenas uma Orbita e o grupo I' nao é descontinuo, pois Vz € C a érbita de 2 se acumula
em z. Note que PSL(2,C) é transitivo, pois podemos mandar qualquer ponto ao co.

Se I' ¢é finito, segue por definicao que I' é descontinuo, pois nao ha uma sucessao de

elementos distintos em I.
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Defini¢ao 1.4.9. Sejam f, f, € SL(2,C), n € N. Dizemos que f, — f se a, — a,

b, = b, ¢, — ¢, d, — d, onde

¢, dy c

Definigao 1.4.10. Um subgrupo I' de SL(2,C) € discreto se nao existe uma sucessio de

matrizes distintas f, € I' tias que f, — f, n — o0 onde f € T

Lema 1.4.11. Seja I' subgrupo de SL(2,C). T' € discreto se, e somente se, nao existe

uma sucessao f, € I' distintas para todo n € N, tais que f, — Id.

Demonstragao. [=] Segue diretamente da definigao.

[«<] Suponhamos I' nao discreto, assim existem matrizes f, € I' distintas tais que
fn — f. Logo, f,' — f~!implica que f,1f, ' — ff~! = Id.

Se fni1f, ' € um conjunto finito de matrizes, temos que existe N € N tal que ¥n > N,
temos fny1f ' = Id, assim, f,i1 = fn, 0 que é absurdo pois as f, sdao distintas. Se
fos1ft é uma sucessdo infinita, podemos tomar uma subsequencia convergente, o que

também contradiz a hipotese. ]
Teorema 1.4.12. Seja T um subgrupo de PSL(2,C) descontinuo, entdo T ¢ discreto.

Demonstracao. Seja I' a pré-imagem de r pela projecao P : SL(2,C) — PSL(2,C) e
suponha I' nao discreto, assim existem matrizes distintas f, € ', tai que f,, — Id. Dali,

folz) > 2,V z € C implica que I' nao é descontinuo. Logo, T nio é descontinuo. O

Note que se um grupo nao é discreto entao todos os pontos sao pontos limites.
Um exemplo de grupos discretos sao os grupos Kleinianos ao qual estudamos mais

adiante.

1.4.2 Grupos Fuchsianos e elementares

Seja A um conjunto de indices e X uma variedade diferencidvel. Dizemos que uma
familia {A,; o € A} C X, com X = |JA,, é localmente finita, se para qualquer ponto

p € X existe uma vizinhanca V' de p tal que VN A, # () para um nidmero finito de o € A.

Definicao 1.4.13. Dizemos que um grupo qualquer G age de forma propriamente des-
continua em X, se para todo K C X compacto, existe uma quantidade finita de elementos

g € G tal que gK N K # (.
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Definigao 1.4.14. Sejam I' subgrupo de PSL(2,C), z € @, definimos o estabilizador de
zporT. ={fel; f(z) =2}
Lema 1.4.15. Seja I' subgrupo de PSL(2,C) e f um elemento em PSL(2,C). Entdo

iy = fT.f71

Demonstragdo. Temos que g € Ty, equivale a dizer que g(f(2)) = f(z), assim f~'gf(z) =
z. Dai, f~lgf € T, e por sua vez equivale a g € fI",f! O

Defini¢ao 1.4.16. Um subgrupo discreto de PSL(2,R) é chamado grupo fuchsiano.

Analogamente & métrica hiperbdlica em H?, podemos definir uma métrica hiperbdlica

em H?2.
Definicao 1.4.17. O semi-plano
H2 = {(l‘,y), VIS ]Rv y e R+}

munido com a métrica
dz? + dy?

Y
se chama o plano hiperbolico ou modelo do semi-plano.

ds?

Teorema 1.4.18. O grupo PSL(2,R) atua como um grupo de isometrias em H? com a

métrica hiperbolica definida acima.

1.5 Corpos numéricos e extensoes de corpos

Os corpos invariantes K sao definidos como extensoes de niimeros racionais Q gerado
por elementos ¢; € C,i € Q um conjunto de indices, ou seja, K = Q({t;;¢ € Q}) é o menor
subcorpo de C contendo {t;;i € Q}. O conjunto Q é usualmente finito e os elementos
t; sao frequentemente algébricos, isto €, satisfazem polinomios com coeficientes racionais.
Assim, K é dito uma extensao finita de Q e denominado corpo numérico.

Desde que Q tem caracteristica zero (o menor n € N tal que n-1 = 0), K é uma
extensao simples K = Q(t), onde ¢ satisfaz um polinémio monico irredutivel f(z) € Q[z]
de grau igual ao grau da extensao [K : Q] = d.

As raizes do polindomio minimal sao chamadas conjugados de t. Se denotarmos t =
t1,...,tq, entado a atribuicdo ¢t — t; induz isomorfismos de corpos Q(¢) — Q(¢;). Conse-

quentemente, se 0 : K — C é um monomorfismo de corpos (homomorfismo injetor), entao
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o(t) é uma raiz do polinémio minimal de ¢. Estes sdo exatamente d corpos (ou Galois)
de monomorfismos que denotamos por oy, ..., 04.

Desde que f tem coeficientes em Q, as raizes t; sao niimeros reais ou pares conjugados
complexos. Entao os monomorfismos serao designados como real se o; C R, caso contrario
eles ocorrem em pares (o;,0;).

Se denotarmos 7; 0 niimero de monomorfismos reais e r, 0 nimero de pares conjugados
complexos, temos

d=r1r142ry

1.6 Grupo Kleiniano

1.6.1 Subgrupos de PSL(2,C)

Nesta secao apresentamos alguns resultados interessantes envolvendo subgrupos de

PSL(2,C).

Definicao 1.6.1. Se f nao € parabdlico, entdo f tem um par de pontos fizos e a unica

geodésica em H? ligando-os é denominada eizo de f. Notagdo: Ay

Definigao 1.6.2. Sejam g e h elementos de PSL(2,C). O comutador de g e h é definido

por [g,h] = ghg™*h™'.

Pela definigdo de comutador, se A e B sao elementos de SL(2,C) e representam as
Transformacoes de Mobius g e h, temos que tr(g, h] = tr(ABA='B~!). Note ainda que o

traco do comutador estd bem definido independente da escolha de representantes.

Teorema 1.6.3. Sejam g e h elementos de PSL(2,C). Entdo g e h tem um ponto fixo

comum em C se, e somente se, tr(g, h] = 2.

Demonstragao. [=| Se g e h possuem um ponto fixo comum, podemos assumir a menos

de uma conjugacao que seja co. Dali,

az+b a
g(z)_cz—i—d’ g(oo)—oo:>2—oo:>0—0
(z)_az—i—ﬁ h(oo)—oo:>g—oo:> =0

oz 40 B v 7=
a b «

=g= , h= &
0 d 0 ¢



calculemos agora tr[g, h], para isso

a b o I 1 =B
[9.h] = ghg'h™" = a ald a alzs
0 d ) 0 0 1
ac af + bd i ;Tg _ ,,-#:5
0 do 0 1
1 X
0 1
onde X = —(af + db) {2+ ). Portanto, tr[g, ] = 2
! - acd | ads ) OO G = 2
[«<] Suponhamos agora que tr[g, h] = 2. Se g é parabdlico,
a b
9= ;
0 d

podemos tomar a = d = 1, b # 0. Dai, tomando

a B
v 0

h p—
temos
trlg,h] = 2+ b*y* + b(a — d)y(a = 6) — (a — d)*yB,

assim v = 0, ou seja, g e h fixam oo.
Caso g nao seja parabdlico, devemos ter que g fixa pelo menos 0 e 0o, assim ¢ = b = 0,

ad =1 com a # d, entdo 2 = tr[g, h] = 2 — (a — d)*yf. Portanto,
(a—d)?*y3=0=a—d=0ouvy8=0,

mas como a # d, devemos ter v3 = 0, assim v = 0 ou § = 0. Dal h e g possuem um

ponto fixo comum em C. O

Teorema 1.6.4. Um subgrupo I' de PSL(2,C) contém apenas elementos elipticos e a

identidade se, e somente se, os elementos de I' tem um ponto fixro comum em H?.

Note que se g é um elemento de PSL(2, C) diferente da identidade e tem ordem finita,

entao necessariamente g € eliptico. Portanto, temos o seguinte
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Corolario 1.6.5. Os elementos de um subgrupo finito de PSL(2,C) tem um ponto fixo

em comum em H3.

Na secao de classificacao das isometrias caracterizamos os elementos elipticos, pa-
rabdlicos e loxodromicos pelos seus pontos fixos e apresentamos como verificar o tipo
de elemento de PSL(2,C) observando seu trago. Agora apresentamos a nogao de ponto
atrator e repulsor, onde ressaltamos a importancia das formas padroes e as informagoes
geométricas que elas podem nos passar.

Se g é parabdlico, entao existe um elemento h de PSL(2,C) tal que
hgh™(2) = z + 1 = hgh '(hgh™'(2)) = hgh (2 + 1) = hg’h ' (2) = 2z + 2

= hg"h ' (z) =2z +n

tomando h~!(z) = w, temos z = h(w), assim
hg"(w) = h(w) +n = ¢"(w) = k' (h(w) +n) = ¢"(2) = h ' (h(z) +n).

Note que para cada z € @, hg"h~'(z) — oo quando |n| — oo. Portanto, considerando
a ponto fixo de g, temos que ¢"(z) — .
Por outro lado, se g nao é parabdlico, g tem pelo menos dois pontos fixos a e (3, assim

existe um elemento h em PSL(2,C) tal que
hgh™(z) =tz, (t#0,1) = hg"h '(2) = t"z.

Dai, se g é loxodromico, ou seja, |t| # 1, temos que se z # «a ou z # [3, entdo as
imagens ¢"(z) sdo distintas e se acumulam somente em « e 3. Se ¢g" se aproxima de «,
dizemos que « é ponto fixo atrator de g e 5 é chamado ponto fixo repulsor. Além disso,
g age como um movimento parafuso, transladando e rotacionando H? ao longo do eixo

ligando « e 8. Note ainda que

hgh™'(z) = re®z,

onde r é o parametro de translacao e 6 é o parametro de rotacao.
Se g é eliptico, ou seja, |[t| = 1, temos que g tem circulos invariantes. Além disso, g ro-

92, onde # é o parametro

taciona H? em torno do eixo ligando a e 3. Assim hgh™'(z) = €'
de rotacao. Essas observacoes sobre iteracoes de elementos elipticos, loxodromicos e pa-

rabolicos, nos levam ao seguinte
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Teorema 1.6.6. Seja g um elemento de PSL(2,C)

i) Se g € parabdlico com ponto fizo a. Entao para todo z € ((Af, g"(2) = «a, onde essa

convergéncia € uniforme nos subconjuntos compactos de C\ {a}

it) Se g € loxodromico, os pontos fizos de g, digamos « e 3, sdo tais que g"(2) — «, se

z # B, onde a convergéncia € uniforme nos subconjuntos compactos de C \ {8}

iii) Se g € eliptico com pontos fizos o e . Entao g deiza invariante cada circulo para

0 qual o e B sao pontos inversos.
Defini¢ao 1.6.7. Seja I' subgrupo de PSL(2,C).

i) Dizemos que T € redutivel se todo elemento de T' tem um ponto fizo comum em C.

Caso contrdrio, I' € dito irredutivel.

ii) Dizemos que T' € elementar se tem uma drbita finita na agdo em H> U C. Caso

contrdrio, I' € dito nao elementar.

Um resultado interessante envolvendo grupos elementares é o seguinte (ver a pagina

90 de [2]).

Teorema 1.6.8. Todo subgrupo ndo elementar de PSL(2,C) contém uma quantidade

infinita de elementos loxodromicos, onde nenhum par tem um ponto fixro comum.
Podemos caracterizar grupos redutiveis pela condicao trago, como afirma o seguinte

Lema 1.6.9. Sejam z, y elementos de PSL(2,C). Entao (x,y) € redutivel se, e somente
se, trlx,y] =2

Demonstracao. Basta aplicar o teorema 1.6.3. O

Mais geralmente, se x e y sao elementos de PSL(2,C) e X e Y sao suas pré-imagens
em SL(2,C), denotamos M(X,Y’) a matriz 4x4 onde suas colunas sao as matrizes Id, X,

Y e XY . Primeiramente verifiquemos que
detM(X,Y) =2 —tr[X,Y]

De fato, tomemos

1 a a aa+by

0 b + b6
M(X,Y) = B ap ,

0 ¢ v ca+dy

1 d ¢ cef+dd
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a a f
onde X = , Y = e Id=
c d v oo 01
Dai,
oy a4+ by apf + bd
ca+dy cf+dod
XY]= XYX- Tyl — ac+ by af +bd dé+by —df—ba
’ ca+dy cf+do —cd—ay cf+ax

Um célculo simples mostra que

detM(X,Y) = 2bcyf —2bdca — (cB)? — Bedd + Beda + d*yB + aBed — 2aBdy +

+b6%c — bddy — aBea + a®By + abdy + a’be + abdy — aaby — (by)?
Por outro lado,

2 —tr[X,Y] = 2—(cB)*— Beds + Beda + d*yB + afcs + bd*c — bédy —

—afBca + a®By + abdy + a’be + abdy — aaby — (by)?

Assim, eliminando os termos em comum, mostrar a igualdade desejada equivale a
verificar a igualdade

2byep — 2bdca — 2afdy = 2 — 2aadd,

que de fato acontece, pois

2bye — 2bdca — 2apdy + 2aadd = 2vP(be — ad) + 2ad(ad — be)

= 2(ad —7p)
— 9

Note que quando (z,y) é redutivel, temos tr[X,Y] = 2, assim, det M (X,Y) = 0. Logo,

temos o seguinte resultado:

Lema 1.6.10. Sejam x, y elementos de PSL(2,C). O grupo (x,y) € irredutivel se, e

somente se, os vetores Id, X, Y e XY sao linearmente independentes.

Defini¢ao 1.6.11. Um grupo Kleiniano I' é um subgrupo discreto de PSL(2,C).
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Anteriormente caracterizamos grupos discretos como grupos onde o elemento identi-
dade é isolado. Note que ser discreto também implica que a o6rbita de qualquer ponto em

H? é discreta, ou seja, para todo x em H? existe um compacto K contendo z tal que
gKNK =0 gr ==,

que ¢ equivalente a dizer que I' age descontinuamente em H? e nessas condicdes, temos
que o estabilizador de um ponto em H? é finito, pois caso contrério {f € T'; fK N K #
P} seria infinito e T’ nao agiria de forma descontinua em H3. Dai também podemos
caracterizar os grupos Kleinianos como os subgrupos de PSL(2, C) que agem propriamente

descontinuamente em H?.

Lema 1.6.12. Seja I' um grupo Kleiniano. Um elemento parabdlico e um elemento lo-

xodromico de I nao tem um ponto fizo comum em C.

Como um grupo Kleiniano I' age descontinuamente em H?, podemos construir um

dominio fundamental.

Definigao 1.6.13. Seja F um subconjunto fechado de H3. F é um dominio fundamental

se
o | JrF=m°
fer
o FONfF =0, Vf#1Id, feTl, F° interior de F.
e OF tem medida nula.
Adiante o cdlculo de volume serd importante em nossas discussoes. Isso nos leva a
seguinte

Definicao 1.6.14. O cdlculo de volumes € realizado com respeito ao elemento volume

dedydt
dv = 29 Notagio: Vol= [ dV

A

Definicao 1.6.15. Um grupo Kleiniano I' tem covolume finito se tem um dominio fun-

damental de volume finito. Denotamos o covolume de I" por Covol(I') = / av
.F

Uma importante consequéncia envolvendo subgrupos de PSL(2, C) com covolume finito

é que eles sao finitamente gerados.
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1.6.2 Variedade Hiperbdlica

Nesta segao relacionamos os grupos Kleinianos com uma 3-variedade hiperbdlica. As

principais referencias para esta segao foram [5] e [4].

Definicao 1.6.16. Um grupo G ¢é dito ser livre de tor¢ao se, e somente se, nenhum

elemento de G \ {e} tem ordem finita.

No capitulo seguinte trabalhamos com grupos Kleinianos de covolume finito, dai esta-

mos em condic¢oes de enunciar o seguinte

Teorema 1.6.17 (Selberg’s Lemma). Seja I' um subgrupo de GL(n,C) finitamente ge-

rado, entao I tem um subgrupo de indice finito livre de torcao.

Definicao 1.6.18. Uma n-variedade hiperbélica é uma variedade com o modelo do n-
espaco hiperbolico. Ou seja, todo ponto de uma n-variedade hiperbolica M com a métrica
riemanniana tem uma vizinhancga isométrica a um subconjunto aberto do n-espago hi-

perbalico.

Definicao 1.6.19. Seja X um espaco Hausdorff localmente compacto e G um grupo de
homeomorfismos de X. G age livre (livremente) em X se, e somente se, {Vx € X, g € G,

g(x) =2 = g=1d}.

Se I' é um grupo Kleiniano livre de torcao, entao I' age livre e descontinuamente em

H?3, de modo que o quociente H?/T" é uma 3-variedade hiperbélica orientdvel.

Teorema 1.6.20. Seja X € {E3, H3,S?}, e seja G um grupo de isometrias de X preser-

vando orientacdo. Sdao equivalentes:
e (G age de forma livre e descontinua em X.
o G é um subgrupo discreto livre de tor¢ao de Isom™(X).

Teorema 1.6.21. M ¢ uma 3-variedade hiperbolica orientdvel se, e somente se, o grupo

fundamental (M) é um subgrupo discreto livre de tor¢io de Isom™(H?), e M ~ H3 /7y (M).

Assim, 71 (M) pode ser identificado com um subgrupo I' de PSL(2, C) agindo livre e
descontinuamente em H?. Portanto, a importancia dos grupos Kleinianos torna-se mais

clara. Podemos agora enunciar o seguinte
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Teorema 1.6.22. Para qualquer 3-variedade hiperbélica orientdavel M existe um grupo
Kleiniano T livre de tor¢do tal que M = H3 /T, onde T é tinico a menos de uma conjugagio
em PSL(2,C).

Reciprocamente, para qualquer grupo Kleiniano T livre de tor¢ao, temos que M = H? /T

€ uma 3-variedade hiperbolica orientdvel.

Definigao 1.6.23. Seja T’ um grupo Kleiniano. O volume de H? /T € o volume de qualquer

dominio fundamental para T' em H3, ou seja, I' tem covolume finito.

29



Capitulo 2

Corpo de Tracos Invariantes e

Algebra de Quatérnios Invariantes

2.1 Corpo de tracos

Um dos principais invariantes algébricos para um grupo Kleiniano de covolume finito sao
os corpos de tragos e a algebra de quatérnios. Passamos a estudar agora o corpo de tragos
de um grupo Kleiniano de covolume finito e veremos que se trata de uma extensao finita

dos numeros racionais.

Definigao 2.1.1. Seja I' um subgrupo nao elementar de PSL(2,C) e considere a proje¢do
canonica P : SL(2,C) — PSL(2,C). Seja T = P~Y(T). Entdo o corpo de trago de T,
denotado por Q(trI"), é o corpo gerado pelos tragos de todos elementos de I sobre o corpo

dos nimeros racionais Q. Mais precisamente, Q(trT") = Q(try;7 € f) = Q(xtry; ye€Tl).

Lema 2.1.2. Seja X € SL(2,C), entao X" = p,—1(trX)X — q,—o(trX)Id, onde p,—1 e

Gn_2 Sao0 polinomios monicos de graun — 1 e n — 2 respectivamente.

a b
Demonstragao. Seja X = € SL(2,C). Temos que
c d
) a b a b a®>+ bc  ab+ bd
X = =
c d c d ca+dc cb+d?
ala+d) bla+d ad — be 0
tr(X)=a+d, (tr(X))X = ( ) o ) , Id =
cla+d) d(a+d) 0 ad — be
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(tr(X)) X —Id =

ca+cd d?+ be

a® + ad — ad + be ba + bd a2+ be ba + bd
ca + cd da + d* — ad + bc
X

X3=XX?=X(tr(X))X —Id) = (tr(X))X*—

{(tr(X))X —Id} - X
X —tr(X)Id - X

= {(tr(X))? = Id}X — tr(X)Id
= p2(tr(X))X — qu(tr(X))Id

Usaremos agora inducao sobre n. Suponha que a igualdade é valida para k = n e

mostraremos que também ¢é valida para k =n + 1. Dali,

X" = XX" = X(pp_1(trX)X — qu_o(trX)Id)
= o1 (1X)X? = gu2 (X)X
= Ppq(trX)[(trX)X — Id] — qu_o(trX)X
= P (0rX) (trX)X — pp_q (trX)Id — qp_o(trX)X
= Pa(trX)X — ppoi1 (trX)Id — g2 (trX)X
= {pn(trX) — qu_a(trX)}X — pp_y (trX)Id

= ﬁn (trX)X - (_ln—l(trX)Id
]

Usando a linearidade da fungao traco, temos a seguinte consequéncia imediata do lema

anterior.
Corolario 2.1.3. tr(X"™) é um polinémio ménico de grau n em tr(X).

Recordemos agora alguns conceitos de geometria algébrica. Considere o espago C™,
com n € Z,. Seja x = (x1,...,x,) € C" e P(zq,...,2,) um polinémio, denotamos

P(xy,...,z,) por P(z).

Definig¢ao 2.1.4. Seja S um subconjunto arbitrdrio de Clxy, ..., z,|. Uma variedade afim

¢ um subconjunto de C" definido por

V(S) = {z € C";¥P € 8, P(z) = 0}
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ou seja, os elementos de V (S) sao os zeros comuns de todos os polinomios em S. E comum
chamar V(S) o conjunto algébrico afim, ou subconjunto algébrico, ou ainda subvariedade

afim de C" definido por S.

Introduzimos um conjunto I, que é essencialmente o dual de V', que associa um ideal

no anel polinomial a um conjunto de pontos.

Definicao 2.1.5. Seja V' um subconjunto de C". O conjunto
I(V)={f € ClXy, ... X,];Vz €V, f(z) = 0}

¢ chamado o ideal de V. Ou seja, I(V') é o conjunto de fungoes polinomiais que se anulam

em V.

Definicao 2.1.6. Um conjunto algébrico complexo é um subconjunto Q2 de C™ tal que para

cada o € Q, existe f € S C C[Xy,...,X,], onde f(a) =0.

Note que pelo teorema da base de Hilbert’s, o ideal gerado pelo sistema de polinémios
S C C[Xy, ..., X,], digamos I(S), é finitamente gerado. Em geral, se I(S) C K[ X, ..., X,],
com K subcorpo de C, entao S é dito ser definido sobre K.

Quando S ¢ irredutivel, ou seja, nao é a uniao de dois subconjuntos algébricos nao

triviais, entdo S é uma variedade V e I(S) = I(V) é ideal primo. Denotamos C[V] =

ClXy, . Xu]/I(V) e C(V) ={f/g; f,g€C[V], g#0}.

Definigao 2.1.7. Seja V uma variedade algébrica. A dimensao de V' é o grau transcen-

dente do corpo de fung¢oes C(V') sobre C.

O resultado a seguir merece um destaque especial, onde ele é valido para dimensoes

maiores que 2 e vamos utiliza-lo na demonstragao do teorema 2.1.9.

Teorema 2.1.8 (Rigidez de Mostow). Sejam 'y e I's grupos kleinianos de covolume
finito e ¢ : Ty — Ty um isomorfismo. Entdo existe g € Isom(H?) tal que ¢(v1) = gyig~?,
\V/’}/l ely.

A grande distingao da teoria de grupos de superficies e grupos de 3-variedades hi-
perbdlicas de volume finito é que dada uma 3-variedade compacta orientavel, onde o
interior suporta uma estrutura hiperbélica de volume finito, entao essa estrutura é tnica.

O resultado a seguir é uma caracterizagao do corpo de tragos como uma extensao dos

numeros racionais.
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Teorema 2.1.9. Seja I' um grupo kleiniano de covolume finito. Entao o corpo Q(trI") é

uma extensao finita de Q.
Antes de demonstréa-lo precisamos de algumas defini¢cées e do seguinte

Lema 2.1.10. Seja V uma variedade algébrica, de dimensao 0, definida sobre um corpo
K de nimeros algébricos. Entao V € um inico ponto e suas coordenadas sao nimeros

algébricos.

Demonstragao. Desde que K é algébrico, temos que C(V') = C, dai C[V] = C. Tomemos
xr = (21, ...,2,) € V, defina o ideal maximal m, = {f € C[V]; f(z) =0} e como C[V] =C
temos que m, = {0}. Consideremos as fungoes f;(t) = t; — x; e note que f;(t) € m,, para
todoi =1,...,n, assim f;(t) € I(V) paratodoi = 1,...,n. Portanto, note que se f € I(V),
f(z) =0, para todo x € V, entao f € m,, ou seja, I(V) C m,. No entanto, se f € m,,
temos que f(z) = 0, mas ndo necessariamente para todo x € V, ou seja, m, ¢ I(V).
Como fi(t), ..., fu(t) € m, temos que t; = x; e V tem um unico ponto.

Desde que para o corpo algebricamente fechado K (V) = K, temos que t; — x; € K|[t]

estd em I(V), assim, z; € K. O

Seja I' um subgrupo finitamente gerado, digamos por 7y, ..., ¥, € supomos [ livre de
torgao.
Seja
Ri(V1y s V) = oo = Rpn(1y ooy ym) = 1d

relacoes entre os geradores de I'. Seja
Hom(T',SL(2,C)) := {p: I = SL(2,C); p é homomorfismo}

entao p(v;) = oy, onde
Ti Yi
o; = , Tw; — Yz = 1.
Z;  W;
Assim, as relacoes definidas acima determinam 4m equagoes polinomiais com coefici-
entes em Z. Entao Hom(T', SL(2,C)) tem estrutura de conjunto algébrico sobre Q.
Se assumirmos que I' é um grupo Kleiniano livre de tor¢cao de covolume finito, entao

I' ¢ finitamente gerado e finitamente apresentado.

Tomamos o7, ..., 0, 0 conjunto de geradores para I' satisfazendo as relagoes
Ri(01,..c;0n) = ... = Rp(0q, ..., 0,) = Id.

33



Como I' é nao-elementar, temos que existe um par de elementos loxodromicos oy e
09, onde esse par nao tem ponto fixo em comum. Assim, podemos assumir que (oq, o) é
irredutivel.

Seja

Ti Yi .
o; = , Tow; — iz =1, 1=1, .. n.
2 W
Por conjugacao assumimos que o7 fixa 0 e 0o e 05 fixa 1. Desta tltima informagao temos

que
n=z=0exy+1ys =29 + wo. (2.1)

Nos obtemos mais 4m equacgoes polinomiais com coeficientes em Z. Isto determina um
subconjunto algébrico em Hom(I',SL(2,C)).

Se I' contém elementos parabodlicos, teremos mais equacoes adicionais envolvendo
Ti, Ui, Zi, w;. Assim, denotamos V(I') o conjunto algébrico determinado por oy, ..., 0, sa-
tisfazendo as relagoes e as equagoes adicionais descritas acima.

Antes de iniciar a demonstracao do teorema 2.1.9, enunciamos o seguinte

Teorema 2.1.11. Seja i : I' = SL(2,C) o homomorfismo inclusao. Entdo para p € V(I)

suficiente proximo da aplicag¢do i, p é um isomorfismo e p(I') tem covolume finito.

Demonstracao do teorema 2.1.9. : Como I' é de covolume finito, temos que ele é
finitamente apresentado. Considerando a projegao natural P : SL(2, C) — PSL(2,C), por
abuso de notagio consideramos I' = P~}(T"). Agora, pelo lema de Selberg’s, temos que
I contém um subgrupo livre de tor¢ao de indice finito I';. Se todos os tracos em I'y sao
algébricos, temos pelo corolario 2.1.3 que todos os tracos em I' sao algébricos, note que
se v € I' =TI'y é de ordem finita, temos novamente pelo corolério 2.1.3 que try é algébrico.
Entao basta assumir que I' € livre de torgao.

Consideremos o conjunto algébrico V(I') definido anteriormente. Se dimV(I') = 0,
pelo lema 2.1.10, V(I') consiste de um tnico ponto e suas coordenadas sao nimeros
algébricos, assim existe um unico p € Hom(I', SL(2,C)) e as entradas das matrizes o; sao
numeros algébricos sobre Q. Como I' é finitamente gerado, temos que todas as entradas
das matrizes em I estdo em uma extensao finita L de Q, de modo que Q(trI") C L. Dai,

resta mostrar que nao podemos ter dimV (I') positiva.
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Portanto, suponha que dimV'(I") é positiva, entdo existem elementos p em V(I") sufi-
cientemente préximos da aplicagao inclusdo. Pelo teorema 2.1.11, p(I") é isomorfo a I' e
necessariamente um grupo Kleiniano de covolume finito. Agora pelo teorema 2.1.8 (Ri-
gidez de Mostow), os grupos p(I') sdo todos conjugados em Isom(H?) a I'. As equagoes
(2.1) implicam que somente quatro automorfismos internos de I'; respeitando seus pontos

fixos normalizados, sao possiveis, o que é um absurdo. O

Como consequéncia do teorema 2.1.8 e notando que o corpo de tracos é invariante por

conjugacao, temos o seguinte

Corolario 2.1.12. Seja M = H3/T" uma 3-variedade hiperbdlica de volume finito. Entdo
Q(trI") € um invariante topolégico de M.

2.2 Algebra dos Quatérnios

Nessa secao consideramos I' um subgrupo nao elementar de SL(2, C).

Definigao 2.2.1. Um R_mddulo unitdrio M é um grupo abeliano (M,+) em um conjunto

com a operagdo de um anel unitirio R em M, que se escreve (a,v) — av, satisfazendo:
i) a(vy + v) = avy + ave, a € R vy, vy € M.
it) (a1 + a2)v = a1v + agv, aj,as € R,v € M.
i11) ay(av) = (ajas)v, ay,as € Ryv € M.
) lv=wv, v € M.

Mais precisamente, um R_mddulo é um par (M,v), onde M € um grupo abeliano e ¢ é

uma aplicagao de R x M — M satisfazendo os itens acima.

Na definicao acima introduzimos o conceito de modulo a esquerda, onde podemos
definir analogamente os médulos a direita. Quando o anel R for comutativo, a distingao

de médulo a direita e esquerda nao se faz necessaria.

Definicao 2.2.2. Seja R anel com unidade. Uma dlgebra A sobre R é um anel tal que:
i) (A,+) € um R_mddulo com unidade.
ii) k(ab) = (ka)b = a(kb), para todo k € R e a,b € A.
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Masis precisamente, considere f : R — A um homomorfismo de anéis. Ser € R eb € A

defina um produto

rb = f(r)b.

Essa definicao de multiplicacao escalar torna o anel A um R_mddulo. Assim, o anel A

equipado com essa estrutura de R_mddulo é dito ser uma R_ dlgebra.

Definicao 2.2.3. Uma dlgebra de quatérnio A sobre um corpo F' de caracteristica dife-
rente de 2, € um F-espaco 4- dimensional com base 1,1, 7, k, onde a multiplicagao definida

em A requerendo que 1 € o elemento neutro da multiplicacdo, que
2

i*=al, j2=0b1, ij=—ji=k

para algum a e b € F* e estendendo linearmente a multiplicacao tal que A € uma dlgebra

associativa sobre F'.

Definigao 2.2.4. Seja Aq subespaco de A gerado pelos vetores i, j, e k. Entdo os elementos

de Ag sdo os quatérnios puros em A.

A ideia ¢ associar a I' uma dlgebra de quatérnio sobre Q(trI'). Seja

Aol = {Z a;ivi; a; € Q(trl), v € F}
onde somente uma quantidade finita de a; sao nao nulos.

Definicao 2.2.5. Uma dlgebra A € dita ser simples, se nao admite ideal préprio nao

trivial.
Definicao 2.2.6. Uma dlgebra A sobre R é dita central, se seu centro é R.

Aqui tratamos o centro de A uma R_algebra como sendo
Z(A)={x € A; ra=ax, Va € A},

ou seja, o centro de uma R_algebra A é o centro de A como anel.
Utilizaremos o seguinte teorema para mostrar que Agl' é uma &algebra de quatérnio,

onde sua demonstracdo pode ser encontrada na pagina 81 de [5].

Teorema 2.2.7. Toda dlgebra simples e central 4-dimensional sobre um corpo F de ca-

racteristica diferente de 2 é uma dlgebra de quatérnio.
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S6 para mencionar, a algebra de quatérnio pode ser denotada pelo simbolo de Hilbert
a,b

(?)7 onde k? = (i) = ijij = i(—ij)j = —i*j> = —ab.

Note que a algebra de quatérnio nao determina um tnico simbolo de Hilbert, pois

podemos denotar a mesma algebra por

) (55 -

b
Se K é uma extensao do corpo F, temos que (a;> Rp K ~ (a,?) , e para qualquer
corpo F,
1,1
MQ(F) ~ (F) s
com geradores
, 1 0 ‘ 01
1= , J= .
0 -1 10
Note que
I O P R I
0 1 0 1 0 1

Teorema 2.2.8. Seja A uma dlgebra de quatérnio sobre F. Entdo, Vx,y € A, T(z,y) =

tr(zy) define uma forma bilinear simétrica nao-degenerada em A e Ag.

Demonstra¢ao. Sejam x1,x9,y1,Y2, 2,y € Ae A € K, onde K é um corpo, assim
T(x1 4+ z2,y) = tr((x1 + x22)y) = tr(x1y + 22y) = tr(z1y) + tr(z2y) = T(x1,y) + T(22,y)

Analogamente, T'(x,y; + y2) = T'(z,y1) + T(z,y2). Ainda
T(A\x,y) = tr(Azy) = Mr(zy) = MT'(z,y) = tr(Azy) = tr(zy) = T(x, \y)

T(x,y) =tr(zy) = tr(yx) = T(y,x)

A condicao de ser nao-degenerada é satisfeita observando que para todo x € A, x # 0,

tal que tr(zy) = 0, entdo y = 0.

Teorema 2.2.9. Ay’ é uma dlgebra de quatérnio sobre Q(trl).

Demonstracao. Mostraremos que Agl' é uma algebra simples central 4-dimensional sobre

Q(trl).
Sejam a, ay, as € Q(trl'), v,v1,v9 € Apl', dal
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i) a(vr +v2)=a(X ajri + 3 aiy}) = ad (av) +aiy}) =
Yoalain) +aiv}) = Y (aajy) 4+ aaiy}) = a Y apy) +ads alyf = avy + avs

i) (a3 +ag)v = (a1 +a2) D> ary; = a1 Y, a7y +as > a;y; = a1v + asv
iii) a1(agv) = a1(az Y- ary;) = (a1a2) Y aiy; = (araz)v
iv) a(vive) = a(Xajvy) Yo aiv?) = 2 aaiy Y aiy; = (avi)vy = (via)vy = vi(avy)

Como I' é nao elementar, existem g, h € I" loxodromicos tais que (g, h) é irredutivel.
Entao Id, g, h, gh sao linearmente independentes em Ms(C). Assim, AoI'C tem dimensao
no minimo 4 sobre C. Dai, AjT'C = M,(C).

Note ainda que Agl' é central, pois se x estd no centro de Agl" entao x estda no centro
de M;(C), assim, x é um multiplo da identidade, pois My(C) é central.

Tomemos T como no teorema anterior, assim, temos que T define uma forma bilinear
simétrica ndo degenerada em A,. Consideremos {Id*, g*, h*, (gh)*} uma base dual de

M, (C). dai, se y € T,
v =xold" + 219" + x2h" + x3(gh)*  ;x; € C.
Para qualquer elemento do conjunto {Id, g, h,gh}
T(v,1d) = tr(vId) = z9 ; T(v,9) = tr(vg) = 21 ; T(v,h) = tr(yh) = z9
T(v, gh) = tr(ygh) = 3.
Como ~{id, g, h,gh} € T, tr(y{id, g, h, gh}) € Q(trT"), temos que x; € Q(trT"). Logo,
Q(trI)[Id, g, h, gh] C Ao’ € Q(t2I')[Id", g", h*, (gh)"]

Portanto, ApI" tem dimensao 4 sobre Q(trl).

Mostraremos agora que Ayl é simples. De fato, seja J um ideal nao trivial em Ay,
entdo JC é um ideal nao trivial em My(C), que é simples. Logo, JC = M;(C), implica
que dimJ = 4 sobre Q(trI"), entdo J = Ayl O

Como consequéncia imediata, observando apenas que Apl’ tem dimensao 4, temos o

seguinte

Corolario 2.2.10. Seja I' um subgrupo nao elementar de SL(2,C) e g, h qualquer par de
elementos lozodromicos tal que (g, h) € irredutivel, entao Aol' = Q(trT")[Id, g, h, gh]
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Corolario 2.2.11. Seja I' um subgrupo de SL(2,C) contendo dois elementos g e h tais
que (g, h) € irredutivel. Entao Aol' é uma dlgebra de quatérnio sobre Q(tr') e Agl' =

Q(trT)[Id, g, h, ghl.

2.3 O Corpo de Tracos Invariantes

O corpo de trago é um invariante para um grupo Kleiniano, no entanto, nao é em geral

um invariante para a classe de comensurabilidade. Passemos assim a seguinte

Defini¢ao 2.3.1. Sejam I'y, 'y < PSL(2,C). Dizemos que 'y e T's sao comensurdveis se
[, T1NTs) < 00 e[y, 1 NTy] < 0o. Dizemos ainda que T'y e Ty sGo comensurdveis no

sentido amplo, se I'y € comensurdvel a um conjugado de T's.

Definigao 2.3.2. Sejam M, = H3/Ty e My, = H3/Ty duas S-variedades hiperbdlicas.
Dizemos que My e My sao comensurdveis se eles tem uma cobertura hiperbdlica finita

comum.

Nesta ultima definicao, em termos de grupos, é equivalente dizer que I'y e algum
conjugado de 'y em PSL(2,C) tem em comum um subgrupo de indice finito, mostrando

assim que se duas 3-variedades hiperbdlicas sao comensuraveis, em geral, é um problema

dificil.

Definigao 2.3.3. Um numero complexo o € C € um numero algébrico se existe um po-

linomio f(x) € Q[z], onde o grau de f é maior ou igual a 1, tal que f(a) = 0. Denotamos

Q o conjunto de todos os niumeros algébricos.
Exemplo:
i) a € Qéraizde f(x) =2 — a € Q[z], assim Q C Q.
ii) V2 ¢ Q mas v2 € Q, pois V2 é raiz de f(z) = 2> — 2 € Q[z].
iii) i € Q, pois é raiz de f(r) = 2% + 1 € Q|z].
iv) e ,m > 1 6 algébrico, pois ¢ raiz de f(z) = 2™ — 1 € Q[z].

v) e e m nao sao algébricos, assim e,m € C — Q. Esses nimeros sdo chamados trans-

cendentes.
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Definicao 2.3.4. a € C ¢ um inteiro algébrico se existe um polinomio f(x) = a™ +
amx" . dan, a; €7, n > 1, tal que f(a) = 0. Denotamos Z o conjunto de todos os

inteiros algébricos. Note que Z C Q.
Teorema 2.3.5. Z ¢ um subanel do corpo C. Z é chamado o anel dos inteiros algébricos.

Definicao 2.3.6. Para um corpo numérico algébrico K, chamamos o anel Ox = KN7Z

o anel dos inteiros em K. Assim, Z C Ok.

Para mostrar que o corpo de trago nao é um invariante para a classe de comensurabi-

lidade, daremos o seguinte exemplo:

Seja I' < PSL(2,C), com I' = (X, Y), tal que

1 0
Y =
01 —w 1

X —

onde w = (=14 +v—d)/2, d € Z,, tal que o anel dos inteiros Oy no corpo Q(+v/—d) é
Zlw]. Por definigao, todos os inteiros das matrizes estdao em O,y Entao I' é discreto e

Q(trT) = Q(v/—d). Agora, se

7 —
0 —

note que Z normaliza I' e seu quadrado é a identidade. Entao, I'y = (I, PZ) contém T"

como subgrupo de indice 2 e contém a imagem de

i 0 1 0 11 i 0 11 i i
Y X = _ _

0 —i —w 1 0 1 W —i 01 W —i+w
assim, i € Q(trI';). Portanto o corpo de trago ndo é um invariante para a classe de
comensurabilidade.

Consideremos I' um subgrupo nao elementar finitamente gerado de SL(2,C). Iremos
construir um subgrupo de indice finito em I' onde o corpo de traco é um invariante da

classe de comensurabilidade. Para isto, considere a seguinte
Definigdo 2.3.7. I'® = (y% v € T)

Lema 2.3.8. I'® ¢ um subgrupo normal de indice finito de T' onde o quociente é um

2-grupo abeliano elementar.
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Demonstracio. Seja T' = (71, ..., ), se 7; € T/T? entdo 7; = {7, [®;~; € T'}. Como I
é finitamente gerado, temos que existem finitas classes laterais 71, ..., 7,, entao [I; F(2)] =
n < oo. Ainda, se v; # Id, entdo ;2 = Id. Logo, todos os elementos em I'/T? tem

ordem 2 que implica que I'/T? é um 2-grupo abeliano, onde é abeliano pois
Id = (777;)* = TP = 929710@ = 4247 = Id

analogamente, temos 7272 = Id. Assim, v;7; = 77 e consequentemente I'®) é subgrupo
g V3 WY = Vi g

normal de T'. O

Teorema 2.3.9. (Skolem Noether Theorem) Seja A uma dlgebra simples central de di-
mensao finita sobre F' e seja B uma dlgebra simples de dimensao finita sobre F. Se

¢, : B — A sao homomorfismos de dlgebras, entdo exite um elemento invertivel ¢ € A

tal que ¢(b) = ¢ 1(b)c, ¥V b € B.
Antes de provar o principal teorema dessa secao, provemos o seguinte

Lema 2.3.10. Seja I' um subgrupo nao elementar finitamente gerado de SL(2,C). Se
[[;T4] < o< entio Q(trI'¥) C Q(trly).

Demonstra¢ao. Podemos assumir que I'y < T' pois se Z(I';) denota o centro de I'y em T,
entdao Z(I')) < T e [I5 2(I')] < co. Como Q(trZ(I'y)) € Q(trl'y), basta mostrar que
Q(trI®) C Q(trZ(Ty)).

Seja Aoly = {D  aiyi;a; € Q(trly), v € Th}

Afirmagao: ¢g* € Agl',Vg € T.

De fato, como I'y < T, temos que Vg € T', Vy € 'y, gyg~ ! € I';. Isto define uma
aplicagao ¢, : I'y — Ty, tal que ¢,4(y) = gyg~'. Note que

bg(1172) = 911729 " = 9719 91297 = bg(71) g (72)

Gg(11) = dg(12) = g9~ = 91207 = 1 =
Dado h € T'y, temos que h = ¢,(g " hg), entdao ¢, é um automorfismo de I'y, dito
automorfismo interno induzido pela conjugacao de g. Consequentemente, existe um auto-
morfismo ¢, : Aoy = Aol'y tal que > a7y, — g a;v;9~ ", notando assim que Aq'y < T.
Como Apl'y é uma algebra de quatérnio sobre Q(¢rI'y), pelo teorema de Skolem No-
ether, existe um elemento invertivel a € AoT'y tal que ¢, (x) = ald(z)a™!, Vo € Al

entdao grg~! = aza~!, Vo € Apl'y, dai
grg la =ar = zg 'a = g tax, V€ Al
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assim em AyI'C = M,(C), g~'a comuta com todo elemento. Dai, g~'a = yId, para algum
y € C. Portanto
y* = det(g " a) = det(g~")det(a) = det(a).
Como a* —tr(a)a — det(a)ld = 0 é um polinomio em Ay(Ty), temos que y? € Q(¢rl'y),
dai

(g7'a)* = (yId)* = g ?%a* = y*Id = a* = ¢*y*Id = y 2a* = ¢* = ¢* € AT\,
Como g é arbitrario, temos que I'® C Ay(I), assim, Q(trI'®) C Q(trTy). O
Com isso, passamos agora a prova do resultado principal:

Teorema 2.3.11. SejaT' < SL(2, C) ndo elementar finitamente gerado. O corpo Q(trT'(?)

€ um tnvariante da classe de comensurabilidade de T'.

Demonstracao. Seja I'y um subgrupo de indice finito em I', pelo lema anterior temos que
Q(trI'®) C Q(trTy). Seja A comensuravel a I', ou seja, [A, TNA] < oo e [[,NA] < oo.
Como I'® e A® sao subgrupos normais de fndice finito em I' e A respectivamente, temos
que [I,T@] < 0 e [A, AP] < 0o entdo [P, TA NAP) < 0o e [AD TE NAR)] < oo,

ou seja, I'® e A® sdo comensuraveis e ainda [[,T®? NA®] < 0o e [A, T N AP < 0.

Portanto,
Q(trT®) C Q(trT'® N AP C Q(trA®)
(§]
Q(trA®) Cc Q(trI'® N A®) C Q(trT®@).
Entdo Q(trI'®) = Q(trA®). O

Coroléario 2.3.12. Se T' < SL(2,C) ndo elementar finitamente gerado entdo Agl'® € um

movariante da classe de comensurabilidade de T'.

Demonstracio. Se I' e A sdo comensuraveis, entdo Q(trI'®) = Q(trA®). Tomemos g e

h um par de elementos loxodrémicos tais que (g, h) é irredutivel entao

AL® = Q(trT®)[1d, g, h, gh] = Q(trA®)[1d, g, b, gh] = AeA®P)
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Portanto, temos verificado que o corpo de trago Q(trf(z)) é um invariante da classe
de comensurabilidade de I', onde o caso particular interessante acontece quando I' tem

covolume finito.

Definigao 2.3.13. Seja I' < PSL(2,C) nao elementar finitamente gerado. O corpo
Q(trT'®) serd denotado por kI' e denominado o corpo de traco invariante de I'. Também,
a dlgebra de quatérnio A,T® sobre Q(trI'®) serd denotado por AL e denominado como

a dlgebra de quatérnio invariante de I'.

Teorema 2.3.14. Se I é um subgrupo nao elementar de SL(2,C) tal que Q(trl") € um
subconjunto de R, entao I é conjugado a um subgrupo de SL(2,R).

Teorema 2.3.15. Se I' € um subgrupo Kleiniano de covolume finito entdo seu corpo de

trago invariante € uma extensao finita nao real de Q.

Demonstracao. Ja mostramos que kI' é uma extensao finita de Q. Mostraremos que é
uma extensao nao real. Suponha que kI' é um corpo real entao pelo teorema anterior,
I'® & conjugado a um subgrupo de SL(2,C), assim, I'® pode nao ter covolume finito, o

que é um absurdo. O

2.4 Geradores para os corpos de tracos

O objetivo dessa segao é mostrar que o corpo de tragos Q(¢rl') é gerado por uma
menor cole¢ao de tragos de elementos em I' = (7, ...,7,) e consequentemente obter uma
menor colecio de geradores para Q(tr['?)).

Counsideremos

= {7V, Vs t > 1, j; distintos Vi =1,...,t}
Q = {’Yiu---y%‘r; r Z 17 1 S 'il < .. < ir S n}

R = {7V Yo Vs Voo Vss 1 <0<, 1 <1 <jo<m, 1<k <ky<ks<n}
Para cada v € I', defina o comprimento de ~ por
l(v) = min {Z ail; v =5 -%?:}
i=1
onde o minimo é tomado sob todos os representantes de v em I'.

43



Definic¢ao 2.4.1. Um polinémio inteiro P(t), também conhecido como polinémio numérico,

¢ um polinomio onde P(n) € inteiro, para todo n € 7.

Claramente todo polinomio com coeficiente inteiro é um polinémio inteiro, mas a

reciproca nao é verdade. Por exemplo,

1 1, 1
P St=—t(t+1
2" 3 2(+>

toma valores inteiros sempre que t € Z

Lema 2.4.2. Seja v € I'. Entdo trvy é um polinomio inteiro em {trd; 6 € P}.

Demonstragao. Utilizaremos indugao no comprimento de 7. Suponha que {(y) = 1, entéo
v =7, onde |oy| = 1. Assim, try = try’, de onde temos que ¢ry é um polinémio com
coeficientes inteiros em {trd; § € P}.

Se I(7y) = 2 entdo v, vk, =y € P ou %i — v ¢ P. Dai,

try = Ty = vt — v

ou try = (try,)* — 2. De qualquer maneira try é um polinémio inteiro. Suponhamos
agora que [(7) > 3 e que o resultado vale para todo elemento de comprimento menor
que (7). Se v € P entdo trvy é um polinomio inteiro em {trd; § € P}. Se v ¢ P entao
k; = kj, para i # j ou «; # 1, para algum ;. Se k; = k;, digamos que

7:7k17k17k]7k57

assim, por conjugacao, temos que

(7’61 e 7&'—1)717(7’61 e 7&'—1) =V © Uk o VeV © " Yk = XYXZ

entdao try = trXYXZ = tr XYtrXZ —tr XY Z ' X' =tr XYtrXZ —trY Z~'. Podemos

.y '%_jl -+ Yk, , € Novamente por conjugacao temos que

ter ainda v = vy, -+ Yk
(7161 T %1-71)_17(%1 T fyk?ifl) = Vi ’Yk_]l VsVt Vi = XYX'Z
entao

try = trXYX ' Z=trXYtrX 'Z —trXYZ'X =tr XYtr X 'Z —trX*vy 7!

= trXtrXYZ ' —trZY L.
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Portanto, segue o resultado.
Se algum |a;| > 2, podemos ter v =y, - -+, -+ Yk, € POT CONjugacao
try =trX?YZ =tr Xtr XY Z ' —trZY 1.
E o resultado também segue. O]

Lema 2.4.3. Seja v € I'. Entdo trvy é um polinomio inteiro em {trd; 6 € Q}

Demonstracao. Para cada permutacao 7 de S,,, defina

7(Q) = {Vr) Yy 1 < <o < <}

tal que P = U 7"(Q). Cada 7 é um produto de transposi¢oes da forma (i ¢ + 1)

TGSn
e definimos o comprimento de 7 como sendo o nimero minimo de tais transposigoes.

Mostraremos que se v € 7°(Q) entdo trvy é um polinémio inteiro em {trd; 6 € Q}.
Procedemos por induc¢ao no comprimento de 7. Se o comprimento de 7 é zero entao
Y =i, Y, onde iy < ... < i, assim try € {trd; § € Q} e logo try é um polindémio
inteiro.

Seja 7 = 7’0, onde 0 = (¢ i+ 1) e comprimento de 7" < comprimento de 7. Usando
que

trXYZ +trYXZ +trXtrYtrZ =tr XtrYZ + trYitr X Z + tr Ztr XY,

obtemos que se 7 € 7%(Q) entao try é um polindomio inteiro em {trd;d € 7*(Q)}, usando

a hipdtese de inducao obtemos o resultado. O]

O grupo I" pode ser gerado por dois ou trés elementos. Assim, se I' = (g, h) entédo

Q(trl’) = Q(trg,trh,trgh). Se I' = (f, g, h) entdo

Q(trl) = Q(trf,trg,trh, trfg,tr fh, trgh,tr fgh).
Lema 2.4.4. Seja v € I'. Entdo trvy é um polinomio racional em {trd; § € R}.

Demonstracao. Usando o lema anterior e que

2Wr XY ZW = trXtrYZW +trYirZWX +trZtrWW XY +trWirXY Z +
trXYtrZW —tr XZtrYW +tr XWitrY Z — tr XtrYtrZW —
trYtrZtr XW — tr XterWitrY Z — tr Ztrtr XY + tr XtrYitr ZtrW,

temos o resultado O
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Dado I < SL(2,C) néo elementar, denotamos kI' = Q(tr['®).

Definigao 2.4.5. Seja I' < SL(2,C), ndo elementar, finitamente gerado. Denotamos

99 = (v2,...,72).

Lema 2.4.6. Seja ' = (1, ...,vn) um subgrupo de SL(2,C) ndao elementar e try; # 0 para
i=1,...,n. Entio kI = Q(trT'5?).

Demonstracdo. Seja v € I'59 entdao v = 2ok c {6} del} = I'®. Assim, '¢ C

I'® e temos que Q(trI'?) ¢ Q(I'®).
Como X? = (tr X)X — Id, temos que se try # 0 entao

V= (try)y — Id =y = (try)"'(y* — Id).

Assim, se v € I'®, temos que v = 62---62, com &; € I, onde &; = ;, - - *Y,,- E portanto,

pela observacao anterior, temos que

6 = (trvi,) "' (7 — Id) - - - (tr%rﬂ_l(%ii — Id)

entao

07 = (r9) " (0F, — ) (0%, )02, — 1d)* € T

ir,

Logo, v € I'? e segue que Q(trI'®) c Q(trI'99). H
Podemos ainda obter outra descricao de kI" em termos do traco.

Lema 2.4.7. Seja I' < SL(2,C) nao elementar finitamente gerado. Seja

k=Q({try* v eT}).
Entao k = kI

Demonstragao. Como v* = (try)y — Id temos que try* = tr’*y — 2, onde k C kI'. Agora
escolhemos um conjunto de geradores 7, ..., v, de ' tal que trvy; # 0, tr'yffyjz # 0, para
todo i e j. Pelos dois lemas anteriores, temos que se v € I'?, entdo try é um polinomio
racional em {trd; 6 € R}, assim é suficiente mostrar que try}7?, try7yiv; € k. Isso

garante que kI C k.
Note que

tr(v/y) +2 = tr(yy) +2 = () = (Ertry — try)?
= triyriyiyy — 2trytrytryiyg + triy;
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assim try;trytrv;yj € k e como tr% 'y] troytrytryiyg — triqy; — tr2’y]- + 2, temos que
try? ny € k. Agora

tr(Vvive ') +2 = (trivi ')’ = (rddtr — tri i)
T T

= A = 2trydytrtryyiv + B2

implica que try,try? 7] r € k, desde que trv? % # 0.
Como trfyk’yl fy] = tr'yktr’yz ’yj Vi — tr’yz fy], temos que tr*yf'yf’y,f €k O

Ja haviamos mencionado que se I' = (g, h) entao Q(trI") = Q(trg, trh,trgh).

Se I' = (f, g, h) entdo Q(trI') = Q(trf,trg,trh,trfg,trfh,trgh,trfgh).

Suponha que I' = (g, h) é nao elementar. Note que g e h podem nao ter ordem 2, mas
suponha que sim, e ainda que trg,trh # 0. Pelo lema 3.4.4 e a igualdade anterior, temos
que

Q(trT ) = Q(trg? trh?, tr(gh)?).
Como
tr(gh)* = trgtrhtrgh —tr*g —tr*h +2

= trgtrhtrgh —trg*> — 2 — trh® — 2 4 2

trgtrhtrgh — trg® — trh® — 2

temos assim o seguinte

Lema 2.4.8. Seja I' = (g, h), com trg,trh # 0, um subgrupo ndao elementar de SL(2,C).
Entio kT = Q(tr?g, tr*h, trgtrhtrgh)
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