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Resumo

Este trabalho é baseado no artigo A Note on Dizon’s Proof of Cauchy’s Integral Theorem, de
Peter A. Loeb, [6], que estabelece um resultado elementar na teoria de fungdes complexas e o aplica numa
simplificacdo da elegante prova dada por John D. Dixon para a Formula Integral de Cauchy, em [4]. A
demonstracao de Dixon usa a teoria local de Cauchy e é com isso que obtém-se a prova de que se f é
uma funcao analitica em uma regido G e v é uma curva fechada retificavel em G, entdo a integral

w) — f(z
[Lwott),,
v W=z

é uma fungdo analitica para todo z € G, com o integrando substituido por f’ (w) quando z = w. Esse
resultado é mostrado de maneira simples em [6] e aplicado na prova dada por Dixon. Neste trabalho,

apresentamos de maneira clara o que foi feito por Dixon e por Loeb para simplificar a demonstracao da

Férmula e do Teorema Integral de Cauchy.



Abstract

This work is based on A Note on Dizon’s Proof of Cauchy’s Integral Theorem, of Peter A. Loeb,
[6], that establishes an elementary result in complex function theory and applies that result to simplify
John D. Dixon’s elegant proof of the general Cauchy integral theorem and formula, [4]. Dixon’s proof

uses local Cauchy theory, based on this if f is analytic on a region G and ~ is a closed rectifiable curve

JECECH

in G, then the integral

w—z
(with the integrand replaced by f’(w) when z = w) is an analytic function of z on all of G. A simple
proof of this fact is given in [6], and applied in Dixon’s proof of Cauchy’s integral formula and theorem.
Here, we present clearly what Dixon and Loeb made to simplify the proof of Cauchy integral theorem

and formula.
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Introducao

Jonh D. Dixon no artigo A Brief Proof of Cauchy’s Integral Theorem, [4], apresenta uma de-
monstragdo curta e elegante do Teorema de Cauchy para curvas homoélogas a 0. Sua demonstragdo é
baseada em propriedades locais de func¢oes analiticas que seguem do Teorema Integral de Cauchy em um
disco e que podem ser comparadas ao tratamento dado no livro Ahlfors, [I]. Essa versdo da prova do
Teorema Integral de Cauchy ndo é sd mais natural do que a versdo homotopica, que aparece em varios
livros didaticos, como também é de mais facil compreensao.

Peter A. Loeb, no artigo A Note on Dizon’s Proof of Cauchy’s Integral Theorem, [6], estabelece
um resultado elementar na teoria de fungoes complexas que é aplicado na prova dada por John D. Dixon,

mostrando que se f é uma fun¢do analitica em uma regido G e v é uma curva fechada retificavel em G,

[Lnote),,

w—z

entdo a integral

com o integrando substituido por f’ (w) quando z = w, é uma fung¢io analitica para todo z € G.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos as defini¢des que serdo utilizadas ao longo do
texto. Introduzimos a nocdo de curvas, e algumas propriedades delas, para definirmos ciclos em um
conjunto aberto. Definimos, ainda, a integral de linha ao longo de uma curva e falamos sobre os conceitos
de funcao diferenciavel, analitica e inteira. Apresentamos, também, exemplos de algumas das defini¢oes
dadas para facilitar a compreensao das mesmas.

No segundo capitulo demonstramos o Teorema Integral de Cauchy, primeiramente em um triin-
gulo e depois em um disco, e outros resultados que compoem a teoria local de Cauchy. Concluimos esse
capitulo com resultados famosos como a Estimativa de Cauchy e o Teorema de Liouville. Aproveitamos,
ainda, para apresentar uma demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra que decorre facilmente
dos resultados aqui apresentados.

No terceiro capitulo apresentamos duas proposi¢oes que serao diretamente utilizadas na demons-
tragdo da Formula Integral de Cauchy em um aberto qualquer e, portanto, fazem parte do conjunto dos
resultados principais deste trabalho. Essas proposicoes apresentam a simplificacdo dada por Peter A.
Loeb para a demonstragao da Férmula Integral de Cauchy feita por John D. Dixon.

Por fim, no quarto e ultimo capitulo, enunciamos e demonstramos a férmula integral de Cauchy

definida em um aberto qualquer, objeto principal de estudo deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e defini¢oes que serdo utilizados ao longo deste trabalho e
exibimos exemplos para elucidar algumas das defini¢oes.

Uma curva é uma funcdo continua v: [a,b] — C, definida por duas fungdes reais = : [a,b] — R e
y : [a,b] — R, denominadas fung¢bes coordenadas de . Para cada ponto ¢ € [a, b] esta associado o ponto
do plano ~(t) = (z(t),y(t)) = x(t) + iy(t), como na Figura 1.1. O conjunto {7 (¢);a <t < b} é chamado
trago de v e o denotamos por {7}. Os pontos y(a) e v(b) sdo chamados ponto inicial e ponto final da

curva v, respectivamente. No caso em que 7 (a) = v (b), dizemos que 7 é uma curva fechada.
b— Y
Y

_— +(b)

v(a) -

Figura 1.1: Curva continua.

Se +'(t) existe para cada a <t < be~': [a,b] = C é uma funcdo continua, entdo v é uma curva
continuamente diferenciavel. Dizemos que v é uma curva diferenciavel por partes quando existe
uma parti¢do do intervalo [a,b], a = tp < t1 < ... < ¢, = b, tal que v é uma curva diferenciivel em cada
subintervalo [t;_1,¢;],1 < j <n. Um caminho é uma curva continuamente diferenciavel por partes.

Observagao: Dizer que a fungao v : [a,b] — C é diferenciavel significa que 7 tem derivada para

cada ponto t € [a, b], ou seja, o limite

(it +h) — @)

lim =7(t)

h—0

existe para cada t € (a,b) e, ainda, existem os limites & direita e & esquerda quando ¢ = a e t = b,

respectivamente.
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Exemplo 1.1. O segmento de reta que une dois pontos no plano, P; = (z1,y1) € P> = (22,¥2), é 0 trago

da curva v : [0,1] = C, dada por
() = (1 = t)zy + twa, (1 — t)ys + ty2),

que é continuamente diferenciavel.

Definimos o comprimento da curva v : [a,b] — C como sendo a distancia percorrida pelo ponto
~ (t) quando t varia de a até b. Uma curva ~ é retificavel se tem comprimento finito, nesse caso, o

comprimento de v é dado por

L) = [ W @l

Se v(t) = (z(t),y(t)), temos a seguinte expressdo para o comprimento de -,

b
L) = [ VR vt

Exemplo 1.2. Seja v : [0,27] — C a curva definida por «(t) = (cost,sint), Figura 1.2, entdo v é uma

curva retificavel e seu comprimento é

2 o
L(v) = V(= sint)2 + (cost)2dt = / dt = 2.
0 0

27T

Figura 1.2: Curva retificivel.

Definigao 1.1. Se 7 : [a,b] — C é uma curva retificavel e f é uma funcio definida e continua em {~},

entdo a integral (de linha) de f ao longo de v é

b

fy () () dt.

Também denotada por /
¥

= [ e

~
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Exemplo 1.3. Seja f : C — C a funcio definida por f(z) = 22. Vamos calcular a integral (de linha)
de f ao longo da curva «y determinada pelo segmento [z1, z2], que liga o ponto z; = 0 (P, = (0,0)) ao
ponto zo =2+ (P, = (2,1)). Para isso, usando a coordenada y como o parametro ¢, a parametrizagao
do segmento [z1, 23] € dada por z = 2y, com 0 < y < 1. O integrando 22 é continuo em C, em particular
sobre {7}, entao

2% = 2% — y? + 2ayi = 3y + 4y

Também,

(@' (t) + iy (t))dt = dx + idy = 2dy + idy = (2 + i)dy.

Portanto,

11

1 1
2
/ 22dz = / (3y? + 4y%i) (2 + i)dy = (3 + 4i)(2 + i)/ yidy = 3T 3h
o 0 0

Defini¢ao 1.2. Se 7 é uma curva fechada retificavel em C entao, para a ¢ {v},

n(vy,a) ! / ! dw
gl

2 ), w—a
¢é o indice de v com respeito ao ponto a.

Geometricamente, o indice de uma curva com respeito a um ponto é o nimero de voltas que a
curva dé em torno do ponto. As voltas realizadas em sentido anti-horario contam como positivas, e as

realizadas em sentido horario tem valor negativo.

Figura 1.3: Indice de curvas com respeito a diferentes pontos.

Na Figura 1.3, temos n(y,a) = 2, n(y,b) = 1 e n(v,c¢) = 0, enquanto que n(c,a) = n(o,b) =0
e n(o,c) = —1. Desde que, v e o estejam parametrizadas de maneira a dar uma dnica volta completa
sobre o seu trago.

Um ciclo ' é um conjunto finito de curvas fechadas retificaveis {7y;, 1 <i <n}. O seu trago,

que é denotado por {T'}, é dado por

U {vi}-
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Para qualquer funcdo f continua em {I'}, definimos a integral / f por
r

R

Se a € C\ {T'}, definimos o indice de I' com respeito ao ponto a por

1 1 1 1
F == 1y - d - d .
n(T,a) zzzn(,y @) QWZXi:[ww—aw 2mi Fw—aw
Dizemos que I" é um ciclo em um conjunto aberto G se {I'} C G.

Denotamos, ao longo do texto, o disco aberto centrado em z de raio r por D (z,7), {w € C;|w — z| < r},

e o disco fechado {w € C;|w — z| < r} por D (z,r).

Definigao 1.3. Sejam G um conjunto aberto em C e f : G — C. Dizemos que f é diferenciavel em
um ponto z € G se existe o limite

i LEHR = IC)
h—0 h

Quando esse limite existe, o denotamos por f’(z) e o denominamos derivada de f em 2. Se f é

diferenciavel em cada ponto de G, dizemos apenas que f é diferenciavel em G.

Quando f é diferencidvel em G, temos que f’ define uma funcio f': G — C e, se f’ é continua,
dizemos que f é continuamente diferenciavel. Uma funcao f : G — C é analitica se é continuamente

diferenciavel em G e é inteira quando ela é analitica em todo o plano complexo C, isto é, quando G = C.

Exemplo 1.4. Consideremos as fun¢oes f(z) = 22 e g(z) = Z (onde Z representa o conjugado de z),
ambas definidas em todo C. A primeira delas tem derivada em todos os pontos de C, enquanto que a
segunda nao tem derivada em ponto algum. De fato,

f(z) = flz0) _ 2° =23 (2= 20)(2 +20)

= = =z + 29.
zZ— 20 Z— 20 Z— 20

Portanto,

f(20) = lim M = lim 2z + 29 = 22.

zZ— 20 zZ— 20 zZ—r20

Ja para g temos

9(z)—g(z0) Z—%0 (2—%0)% (x—xo+ilyo—y))? (x—x0)? — (yo—y)? + 2i(x — 20)(yo — y).

- =
z— 20 2=z |z—z|  (@—0)*+ (yo—y)? (x —20)” + (yo — 9)?
Agora, vamos fazer z tender a zp e, como estamos no plano, ha infinitas maneiras de fazé-lo.
Entdo, se z é da forma z = (¢t + x9) + iy, a expressdo acima nos fornece

(t+x0 — 20)? — (o — Yo)? + 2i(t + xo — x0) (Yo — Yo) _ t?

(t+ 20— 20)% — (Yo — Yo)? 2’
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enquanto, se z é da forma z = xg + (¢t + yo), temos

(20 — 20)% — (yo — t — y0)? + 2i(wo — o) (yo —t —yo) 12

(zo — 20)? — (yo —t — Yo)? o
z)—g(z
Portanto, o quociente M assume o valor constante 1 ao longo da reta y = yg e assume
zZ— 20
_ : " _9(z) —g(z0) ..
o valor constante -1 ao longo da reta x = xg. Concluimos, entao, que lim “—————= nao existe.

z— 20 zZ— 20



Capitulo 2

Teoria local de Cauchy

Neste capitulo mostramos o Teorema Integral de Cauchy para um tridngulo e depois a Férmula
Integral de Cauchy em um disco. Também apresentamos resultados importantes como a Estimativa de
Cauchy e o Teorema de Liouville. E provamos, também, o Teorema Fundamental da Algebra, que decorre
facilmente dos resultados aqui apresentados. Concluimos o capitulo com o Teorema Integral de Cauchy

para um disco.

2.1 O Teorema integral de Cauchy em um triangulo

Seja {a,b,c} uma tripla ordenada em C e denotando por Ty, .} o tridangulo de vértices a,b e c,

Figura 2.1. Seja f é uma funcao definida e continua sobre a fronteira de T, entao,

/Tf N /[a,b] f+ /[b,c] U [c,a] I

onde [a, b] é o trago do caminho 7y, 4 : [0,1] — C, determinado por v, 4 (t) = (1 — t) a+tb, analogamente

para os caminhos [b, c] e [c, al.

Ya,b]

Figura 2.1: Triangulo de vértices a,b e c.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema Integral de Cauchy para um tridngulo, vejamos
a seguinte proposicao, que é um resultado direto do Teorema Fundamental do Célculo para integrais de

linha.



CAPITULO 2. TEORIA LOCAL DE CAUCHY 8

Proposigao 2.1. Seja f: G — C uma fun¢ao analitica com derivada continua em G. Entdo

Lﬂa

para todo caminho fechado v em G.

Demonstragao. Seja v : [a,b] — C, um caminho fechado em G, ou seja, um caminho tal que v(a) = v(b).

Entao, pelo Teorema Fundamental do Calculo

b
[ 5 @dz= [ 5 GO @t = ®) -1 (@) =0,

O

Teorema 2.1 (Teorema Integral de Cauchy para um triangulo). Sejam T,y um tridngulo em um

aberto G, p € G, f uma fun¢do continua em G e analitica em G\ {p}. Entdo

/Tf(z)dz:o.

Demonstragio. Primeiramente, suponhamos que p ¢ Ty, 5.c}- Sejam a’,b', e ¢’ os pontos médios de
[a,b],[b,c] e [c,a], respectivamente, e consideremos os triangulos t(, o, c'ys t{ppr,ar}y Heer b} € tar b e}

como na Figura 2.2:

Figura 2.2: Trifingulos t{a,a’,c'}: t{b,b/,a/}y t{C,C',b/} e t{a’,b/,c/}'

A integral ao longo de T sera a soma das integrais ao longo desses quatro tridngulos. Chamando

de t; o maior deles, temos

<4

/Tf(z)dz /tlf(z)dz

Denotando por L (T') o perimetro do triangulo T e por L (¢1) o perimetro do tridngulo ¢;, temos

Temos também, denotando por I(¢1) e [(T) o comprimento do maior lado dos triangulos ¢; e T,

respectivamente,
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Repetindo esse procedimento, obtemos uma sequéncia {t,},>1 de tridngulos tais que L (¢,) <
3L (T), ty1 C by €

S 22n

_[;f<z>dz jgbf(Z)dz

Por termos uma sequéncia de triangulos (compactos) encaixados, existe zg € NS21t,. Como T' é

compacto e zg € T, f é diferenciavel em zp, entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que
1f(2) = [ (20) = [ (20) (z — 20)| < €]z — 20],
sempre que |z — zg| < d, e é possivel encontrar n € N tal que |z — 2| < §, para todo z € t,,. Assim

o, F &)z = |[, (F () = £ (z0) = f (20) (= = z0)) d=
< ez — zo| L(ty)

< e-l(tn) - L(tn).

Pela Proposigio
/ [f(z0) — f'(20)(z — 20)]dz = 0.

in

Com isso,

UTf(Z) dZ’ < 2 ftnf(z) dz‘
< 22 e (tn) - L(ty)
< 2e g U(T) - 5 L(T)

I
™

G
=
3

Como isso vale para todo £ > 0, temos

/Tf(z)dz:o.

Agora, vamos avaliar os casos em que p € T'. Se p é um dos vértices do tridngulo 7', suponhamos,
sem perda de generalidade, que p = a. Consideremos pontos a; € ag, nos segmentos [a,b] e [a, ],

respectivamente, como na Figura 2.3:

a2

b=a aj b

Figura 2.3: Triangulo de vértices p = a,b e c.
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Entao,

[a= [ g [ g [ s

Fazendo a1,as — a, temos

/Tf(z)dz =0.

Se p nao é vértice do tridngulo T', tomemos os segmentos que ligam os vértices a,b e ¢ de T ao
ponto p, como na Figura 2.4, e teremos os triangulos t{, . p}, t{b,.cp} € t{a,c,p}, dOS quais p ¢ um vértice.

Procedemos, entao, como anteriormente.

Figura 2.4: Triangulos Labp}s Ubep) © Hayep}

Com isso, mostramos que

/Tf(z)dz =0.

2.2 O Teorema integral de Cauchy em um disco

Nesta secao mostramos que uma fungao f, analitica em um conjunto aberto G C C, possui uma
expansao em série de poténcias em cada ponto de G. Em particular, uma fun¢ao analitica é infinitamente

diferenciavel. Comecamos provando a Regra de Leibniz, um resultado muito importante de Calculo.

Proposi¢ao 2.2 (Regra de Leibniz). Seja ¢ : [a,b] X [e,d] = C uma fun¢do continua e definimos

g :[c,d] = C por

b
mw:/w@ww.

0
Entao g é continua. Mais ainda, se 8—(5 existe e € uma fung¢io continua em [a,b] X [c,d] entdo g é

continuamente diferencidvel e ,
dp
)= [ == (s,t)ds.
g (0= [ 5 (st)ds

Demonstragao. Primeiro, vejamos que g é continua em [c¢, d]. De fato, dado € > 0, tomemos ¢ > 0, que

€

existe pela continuidade de ¢, tal que, se |[t1 — to] < d e s € [a,b], vale |p(s,t1) — ©(s,t0)] < b-a
—a

Entao
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b b
lo(tr) — glto)| = / (s, tr)ds — / (s, to)ds

b
- / [o(s,t1) — p(s,t0)] ds

IN
S
—~
»
~
—

\
S
—~
»

~+
(=)
=

QU

V)

para to, t1 € [c, d] satisfazendo [t; —to| < d e s € [a,b]. O que mostra a continuidade de g.
Agora, se mostrarmos que g € diferenciavel e que g’ é dada como no enunciado da desta proposicéo,
- o 0 ~
teremos, pela primeira parte, a continuidade de ¢’, sempre que g for continua. Entao, vamos mostrar

ot

que

b
g () = / %‘f (5.1) ds.

0
De fato, fixando ty € [c, d], seja e > 0. Suponhamos que & seja continua em [a,b] X [c,d], entdo existe

ot
0 o
—w(s,t) — —Qp(s,to) < g, sempre que |t —tp| < d e a < s <b. Com isso,

ot ot
"oy dp
/to |:at(8,7') — at(S,to)] dT

3}
sempre que [t —tg] < d e a < s < b. Mas, para s € [a,b] fixado, a fungdo p(s,t) —¢- —w(s,to) é uma

6 > 0 tal que

SE‘t—tO‘,

ot
primitiva para 2—?(3, t) — %’:(s, to). Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
"Top D 9 D
[ Gren =G i = ot = Gt = ctssto)+t0- G s

= Jotsnt) = plovte) — = 10)- G20

< et —tol-
Entao,
‘W - %(S,to) <e.
Portanto,

quando 0 < |t — tg| < 6. Com isso, temos o resultado.
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Como consequéncia da proposi¢io anterior temos

27 18
e
/ pr st =2,
0 _

sempre que |z| < 1, o que seré ttil na demonstragdo da proxima proposigao.

Proposigao 2.3 (Férmula Integral de Cauchy no disco). Sejam f : G — C uma funcio analitica e

D(a,r) CG,r>0. Sey(t)=a+re’, 0 <t<2m, entio

&) =gm [ L%,

w—z

para |z —a| <.

1

Demonstra¢do. Consideremos o conjunto G; = { (z—a);z € G’} eafuncao g (z) = f (a + rz), definida
r

em G1. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a = 0 e r = 1, ou seja, D (a,7) C G.

Fixando z, tal que |z| < 1, queremos mostrar que

0 = [ Ll

27 3 LS
I O e A GO
2m Jo e —z

Ou seja,

1 2m f (eis) eis

27 eis eis
0 e z

Vamos aplicar a Regra de Leibniz para a func¢ao

f (z—&-t(eis —z)) es

ets — z

p(st) = —f(2),

para0<t<1le0<s <2m.
Como |2+t (e’ — z) | = |2 (1 — t)+te™| < 1, ¢ estd bem definida e ¢ continuamente diferenciavel.
Seja g (t) = fo% ¢ (s,t)ds, entdo g tem derivada continua.

Precisamos, entdo, mostrar que g (1) = 0, o que teremos se g (0) = 0 e g for uma funcdo constante.

2

90 = [ o0
_ /O%{J;(j) —f(z)]ds

27 is
— € ds—2
f(2) / s—onf(2)
0

eis

-z

ets — z
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Para mostrar que g é constante, vamos calcular sua derivada. Pela Regra de Leibniz,

2
g (t) :/0 p2 (s,t)ds,

onde @3 (s,t) =€ f' (z +t (e — 2)).
Fixando 0 < ¢ < 1, uma primitiva de @o é ® (s) = —it ™ f (z +t (eis — z)) Entao,

g'(t) =@ (2m) — 2(0) =0,

para 0 <t < 1. E, como ¢’ é continua, concluimos que g é constante.

O

A Foérmula Integral de Cauchy no disco serd especialmente util na demonstracdo do seguinte

teorema.
o0

Teorema 2.2. Seja f uma fun¢do analitica em D (a,R), R > 0. Entao f(z) = Zan (2 —a)", para
n=0

|z —al < R, onde a, = %f(") (a) e essa série tem raio de convergéncia maior do que ou igual a R.

Antes de demonstrarmos o Teorema consideremos o disco aberto |z — a| < r e suponhamos

que w pertence ao circulo |w — a| = r. Entdo,

11 1 1 i z—a\"
w—2z w-—a 17[@}7(11)—@)"_ w—a/’

w—a =0

f(w)
o

uma vez que |z —a| < r = |w — a|. Agora, multiplicando os dois lados por e integrando no circulo
v={w € C:|w—a| =r}, teremos o lado esquerdo igual a f (), pela Proposicio

Consideremos, também, o seguinte lema.

Lema 2.1. Seja v uma curva retificivel em C e suponhamos que F,, e F' sejam fungdes continuas em

{v}. Se F,, converge uniformemente para F em {7}, entio

/F:lim/Fn.
Y Y

Demonstra¢ao. Dado € > 0, existe um ndmero natural N tal que, se n > N, |F, (w) — F (w)| < L? ’
~
para todo w € {7}. O que nos da,
/Ff/Fn = /(Fan) §/|F(w)an(w)|\dz| <eg,
¥ ¥ ¥ v
sempre que n > N. O

Agora, vamos a prova do Teorema [2.2]:
Demonstragio. Seja 0 < r < R, entdo o disco D (a,r) C D (a, R). Se v(t) = a + re', 0 < t < 27, entdo,

_ 1 f(w)
f(Z)7277TZ ,Yw—Zdw7
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para |z —a| < r. Mas, uma vez que |z —a| <rew € {7},

[f w)llz—al” _ M (|z—aq "
|lw—al?tt  — r r ’

al w)(z —a)"

f(
< 1, temos que Z — gyt
n=0

onde M = max{|f (w)|;|w — a] = r}. Como ‘Z converge unifor-

memente, para todo w em {v}. Entdo,

Se estabelecemos

entdo a, ndo depende de z, e a expressdo para f (z) é uma série de poténcias que converge sempre que
|z —a| < r. Segue que a,, = %f(”) (a), de modo que o valor de a,, ndo depende de 7, isto &, ndo depende

de r. Assim,
z) = Zan(z—a)n,
n=0

para |z — a| < r. Como r foi tomado arbitrario, » < R, temos

o0
= Zan (Zia)na
n=0

para |z — a| < R, mostrando que seu raio de convergéncia é no minimo igual a R. O

Corolario 1. Se f é uma func¢ao analitica em G entdo f' também o é. Consequentemente, sendo

analitica, a funcao [ € infinitamente diferencidvel.

Corolario 2 (Férmula Integral de Cauchy para derivadas). Se f : G — C ¢é analitica e D (a,r) C G.
Entao,
|
) (q) = / _ )
L
onde vy (t) = a+re*, 0 <t < 2.

O proximo teorema estabelece, sob certas condigoes, uma reciproca para o Teorema .

Teorema 2.3 (Teorema de Morera). Seja f : G — C uma fung¢ao continua definida num aberto conexo

G € C tal que fT f =0, para todo tridngulo T C G. Entdo, f é analitica em G.

Demonstra¢do. Se provarmos que f é analitica em cada disco contido em G, teremos f analitica em G.
Por isso vamos assumir que G = D(a, R). Para z € G, seja F(z f[a .

Fixando zy € G, temos

Fz) = /[  Jwdu s | e,

[20,2]
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entao,
F(Z) — F(Z()) B 1 B
s 2= ( /[] flw)dw + /[] f(w)dw /[] f(w)dw)
1
= o /[ZO’Z] f(w)dw.

Com isso,

FELZE) p) = L [ (1) - sleiu

Z =20 zZ— 20 [2,20]

Entao,

F(z) = F(20) 1

U s < g [ 1 o

Como f é uma funcdo continua, para todo € > 0, existe § > 0 tal que |f(w) — f(z0)| < €, sempre

que |w — 29| < 0. Basta, entdo, tomarmos |z — zp| < § e teremos
F(z) = F(z)
LESTRI

zZ— 20

O

Combinando-se o Teorema Integral de Cauchy para um tridngulo e o Teorema de Morera, acima,

temos:

Proposigao 2.4. Seja f uma fungio continua em G e analitica em G\ {p}, p € G. Entdo [ € analitica
em G.

Como consequéncia da Formula Integral de Cauchy para derivadas, em um disco, temos o seguinte

resultado.

Proposigao 2.5 (Estimativa de Cauchy). Seja f wma fungdo analitica em D (a, R) e suponhamos que

|f (2)| < M para todo z € D (a, R). Entao,

11" (@) ] <

Rr

Demonstragao. Tomando r < R qualquer, temos

|
M) — L/ f(w) duw
@ = (o [
n! M
<
- <27r> pntl 2mr
. n!M
=

Como tomamos r arbitrariamente, r < R, o resultado estd provado fazendo r tender a R pela

esquerda. O

O préximo resultado é uma consequéncia da Estimativa de Cauchy.
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Teorema 2.4 (Teorema de Liouville). Se f for uma fun¢ao inteira limitada, entao f é constante.

Demonstrag¢io. Suponha que |f (z)| < M para todo z € C. Como f é inteira, ela é analitica em qualquer
disco D (z, R), R > 0.
Sabemos que |f' (z)| < % e podemos tomar R arbitrariamente grande, portanto, f’'(z) = 0 para

cada z € C. O

O Teorema de Liouville é uma ferramenta importante em Anélise Complexa. A seguir, exibimos

uma prova simples para o Teorema Fundamental da Algebra utilizando-o.

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental da Algebra). Se p(z) = a,2™ + ...+ a1z + ag for um polinémio,

com an, #0 (n € N={1,2,...}), entdo existe o € C tal que p (o) = 0.

Demonstracio. Suponhamos que p(z) # 0, para todo z € C, e seja f definida por f(z) = ﬁ. Entéo

f € uma fungdo inteira. Como a,, # 0, lim, ., p(z) = 0o, 0 que implica que lim,_, f (z) = 0. Dai,
decorre que a funcdo |f| é limitada em C. Logo, pelo Teorema de Liouville, f é constante e o polinémio

p também o é. Absurdo! O

Por fim, mostramos o Teorema Integral de Cauchy em um disco:

Teorema 2.6 (Teorema integral de Cauchy em um disco). Seja f uwma funcgao analitica no disco D (z,1)

e suponhamos que vy é uma curva fechada retificivel em D (z,7). Entdo

Afo.

oo
Demonstragdo. Pelo Teorema flz)= Z an (2 —a)", para |z —a| < r. Seja
n=0

F<z>§(nﬁ )<za>"“<za>fj(n“j1)<za>"

n=0

Como lim (n + 1)717 =1, essa série tem o mesmo raio de convergéncia de f(z) = Z an (z —a)". Assim,
n=0
F esta definida em D (a,r). Mais ainda, F/ = f, para |z — a| < 7.
Agora, seja v uma curva fechada em D (z,7) dada por v (t), onde ¢ € [a,b], entdo v (a) = 7 (b).

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, segue que

/vf(z) dz



Capitulo 3

Resultados Principais

Neste capitulo apresentamos as duas proposicoes feitas por Loeb que simplificam a demonstragao
dada por Dixon para a Formula Integral de Cauchy em um aberto qualquer, que fazem parte do conjunto

dos resultados principais deste trabalho.

Proposigao 3.1. Se v é uma curva fechada em G, entdo para qualquer z € {v} ewxiste outra curva

Af=lﬁ

fechada o em G, com z ¢ {0} tal que

para toda funcdo [ analitica em G.

Demonstra¢do. Assumimos que existe z’ € {y} com 2’ # z, caso contrario o resultado seria trivial.
Tomamos r > 0 de modo que D (z,r) C G e 2z’ ¢ D (z,r). Podemos supor que o caminho ~ (¢) satisfaca
7(0) = v (1) = 2. Pela continuidade uniforme de 7, existe n € N tal que, se s,t € [0,1] e [t — | < 1,
entédo |y (t) — v (s)| < r. Particionamos, entdo, o intervalo [0, 1] da seguinte forma 0 < 2 < ... < 2=1 < 1,

Sejam 0 = zg < 21 < -+ < @, = 1 os pontos da forma £ tais que v (£) # 2. Se entre dois
k

pontos adjacentes z; e x;11 ha algum ponto da forma 7, ou qualquer outro ponto to, tal que v (to) = 2,
entdo o caminho v (t), com z; <t < x;41, esta inteiramente contido no disco D (z,r).
Pelo Teorema Integral de Cauchy aplicado ao disco D (z,r), podemos substituir o caminho ~ (¢)

no intervalo [z;,2;41] por um caminho que va de vy (z;) a v (x;41) no conjunto D (z,7) \ {z}.

z'=~(0) =~(1)

17
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Essa substitui¢do ndo altera o valor da integral de qualquer funcdo f analitica em G. O novo

caminho nao contém z. O

Proposigao 3.2. Seja f uma funcdo analitica em G. Considere a funcio ¢: G x G — C, dada por

TOETIC I
plwz)=q W ’
1 (w), sew = z.

Entao, para cada z € G, ¢ (-, 2) € analitica em G. Mais ainda, a fun¢do g, definida por

M@=A¢WJMM

€ analitica em G, para qualquer curva v fechada em G.

Demonstrag¢io. Dado z € G, temos que ¢ (-, z) é continua em G e analitica em G\ {z}. Portanto, ¢ (-, z)
é analitica em G.

Se z ¢ {7}, entdo

v (w, z) dw

Q
g
Ky
Il
q\

L [t

w

_ Lde—f(z)Awizdw.

A fungao g é analitica em G\ {7}. Fixado z € {v}, a Proposi¢do 3.1 nos permite substituir 7

por uma curva o tal que z ¢ {o}. Portanto, existe um disco D (z, ) onde os valores de g nédo se alteram.

Logo g é analitica em D (z,¢), sendo assim, analitica em G. O



Capitulo 4

A Foérmula Integral de Cauchy

Finalmente, neste capitulo, enunciamos e demonstramos a Férmula e o Teorema Integral de

Cauchy em um aberto qualquer.

Teorema 4.1. Sejam G um subconjunto aberto de C e T’ um ciclo em G tal que n (I',a) = 0 para cada

ponto a ¢ G. Entao, para toda funcao [ analitica em G e z € G\{T'}, vale a Férmula Integral de Cauchy:

fz) n(l,z2) = L/F f(w)dw.

21 w—z

Dai, decorre o Teorema Integral de Cauchy:

/Ff(w)deO-

Demonstra¢do. Para provar a Formula Integral de Cauchy, sejam f uma funcdo analitica em G, ¢ e g

definidas como na Proposi¢ao O conjunto
H={zeC\{T'} : n(T,2) =0},

é um subconjunto aberto de C tal que H UG = C.

Consideremos a funcao analitica h, dada por

h(z)= de VzeH.
rw—2z

Para os pontos z € H NG,

o= [ L1,

w

19
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Entao,

9() = /f“’)

= h(z)—f(2) 2mi-nT,2)
= h(z)

Assim, g (z) = h(z) para z € HN G, de modo que podemos estender g para uma funcdo inteira.
Como lim g (z) =0, do Teorema de Liouville concluimos que g = 0 em C.
Z—00

Entao, para todos os pontos z € G\ {T'}, temos

1 1
2 Jpw — 2

1 f(z) 1
= %/Fw_zd“’*%'g(z)

f(Z)-nTz) = f(z) dw

L[ I@ L [ Iw-TE),
21 Jpw — 2 2w Jp w—z
W),

9

27 Jp w — 2

mostrando a Formula Integral de Cauchy.

Agora fixamos um ponto a € G\ {T'},

[ o= [ L0,

Definindo F(w) = f(w) - (w — a), temos

/Ff(w)dw = /Ff:(_widw

= (2mi) -n(T,a)- F(a)
— (2ni) (T, ) - f(a) - (a— )
- 0,

o que prova o Teorema Integral de Cauchy. O
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