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Resumo

Dados G um subgrupo do grupo de difeomorfismos holomorfos e F uma
folheacao gerada por um campo de vetores holomorfo X definido em 0 € C?,
quando o grupo G é conjugado ao grupo de holonomia projetivo associado a
F 7. O objetivo deste trabalho é o estudo do artigo de Alcides Lins Neto [2]

que da uma solucao parcial para esse problema:

Teorema. Seja G = {g1, ..., g, } um conjunto de germes em 0 € C de difeo-
morfismos holomorfos com ponto fixo em 0 e tais que g1,...,9, € g1 0---0g,
sao linearizaveis. Entao existe um germe de campo de vetores holomorfo X,
singular em 0 € C2, tal que o grupo de holonomia projetivo é analiticamente

conjugado ao grupo gerado por G.

Palavras-Clave: Folheacoes Holomorfas, Campos de vetores, Reducao
de Singularidades, Teorema de Seidenberg, Teorema de Camacho-Sad, indice

de Camacho-Sad, Classe de Chern, Holonomia, Teorema de Grauert.



Abstract

Let F be a foliation defined by a holomorphic vector field X on a neigh-
borhood of 0 € C? and let G be a group of holomorphic germs of diffeo-
morphisms at 0. We address to the question on whether G is conjugated to
the projective holonomy group associated to F. Our aim in this work is to

study Lins Neto’s article [2] that provides a partial solution to this problem.

Teorema. Let G = {g1,...,g,} be a group of germs at 0 € C of holomorphic
diffeomorphisms with leave O fized and such that g1,...,9, and gy o---0g,
are linearizable. Then there is a germ holomorphic vector field X, with a
singularity at 0 € C?, such that its projective holonomy group conjugated to

the group holomorphically generated by G.

Keywords: Holomorphic Foliations, Vector fields, Reduction of singula-
rities, Seidenberg Theorem, Camacho-Sad Theorem, The Camacho-Sad in-

dex, Class Chern, Holonomy, Grauert Theorem.
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Introducao

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo detalhado das Fo-
lheacoes Holomorfas em C2. Para esse fim, vamos nos centrar no estudo
de folheagoes singulares holomorfas de dimensao um em um espago ambi-
ente de dimensao dois. Comecaremos com o estudo das singularidades de
uma folheacao por curvas, do ponto de vista local. Estudaremos o processo
conhecido como redugao de singularidades [3], que reduz o estudo de uma
folheacao com singularidade isolada qualquer ao de uma folheacao com singu-
laridades especiais, chamadas de singularidades simples, através de explosoes
centradas num ponto p € C?. Estudaremos o indice de Camacho-Sad e sua
relacao com a primeira classe de Chern do fibrado normal do divisor excepci-
onal, e enunciaremos o teorema da separatriz [8]. Introduziremos o conceito
de grupo de holonomia de uma folheagao [6], estudaremos algumas das suas
propriedades e definiremos o grupo de holonomia projetivo relativo a uma
separatriz.

A prova do Teorema principal (4.1) consiste na constru¢ao de uma su-
perficie complexa que resulta da colagem de folheacoes induzidas localmente
por campos de vetores holomorfos, e uma aplicagao de um teorema de line-
arizacao de Grauert [25].

Concluiremos esse trabalho generalizando o teorema para o varias ex-

plosoes.
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Capitulo 1

Folheacoes holomortfas

Nesse capitulo introduziremos as folheagoes regulares e singulares, as ex-
plosoes centradas em pontos e as separatrizes de uma folheagao. As principais

referéncias usadas sao [4], [6], [10] e [15].

1.1 Variedades complexas

As variedades complexas sao o andlogo complexo das variedades diferenciais.
De maneira sucinta, uma variedade complexa é um espago topoldgico que
¢ localmente modelado por abertos de C™ e cujas cartas locais diferem por
transformacoes holomorfas.

Uma variedade complexa de dimensao n é uma variedade topologica M,
junto com um atlas {(U;, ;) }ier, tal que cada U; é um aberto de M, J,.,; U; =
M, ¢; : Uy — V; € C" é um homeomorfismo, ¢ se U; NU; # 0, a aplicagao
w00t 1 pi(U;NU;) — ¢;(U;NU;) é um biholomorfismo. Dois atlas holo-
morfos {(U;, v;) Yier, {(Vj, ¢j)}jes definem a mesma estrutura de variedade
holomorfa em M se sao compativeis, isto é, se U; N V; # ) ent@o a aplicagao

¢; o ;' é um biholomorfismo entre o;(U; N U;) e ;(U; N U;).
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Uma aplicagao holomorfa entre duas variedades complexas (M, (U;, ¢;)),
(N, (V;,¢;)) é uma aplicagdo continua f : M — N tal que ¢; o f o ;' é
holomorfa, onde essa aplicacao estiver bem definida.

Qualquer dominio (aberto conexo) U C C"™ é uma variedade complexa.
De fato, M = U tem um sistema de coordenadas {z} composto pela unica
coordenada local z = (2, ..., 2,) — 2.

O conceito de variedade complexa é uma generalizacao do conceito de
superficie de Riemann; de fato, uma superficie de Riemann ¢é simplesmente
uma variedade complexa de dimensao 1. Para mais detalhes de superficies
de Riemann, o leitor pode consultar [23].

Um subconjunto fechado S de uma variedade M de dimensao n é um
subconjunto analitico de M se para todo ponto p € S, existem um nimero
finito de fungoes analiticas fi, ..., fx, definidas em uma vizinhanca U de p,
tais que

SNU={peU;filp) =..= fulp) = 0}.
Um subconjunto analitico S de uma variedade M de dimensao n sem pontos
singulares é uma subvariedade complexa de M.

O leitor interessado em outros exemplos de variedades complexas pode

consultar as referéncias [23], [18] e [21].

Denotaremos por

e O(M) o anel de fungoes holomorfas em M.
e O*(M) o anel de fungoes holomorfas que nao se anulam em M.

e O, o anel de series de poténcias formais nas variaveis zi, ..., z,.

Exemplo 1.1. Linha projetiva complexa ou esfera de Riemann
Seja P! a reta projetiva complexa, isto é, o conjunto de subespacos 1-

dimensionais de C?, que também pode ser visto como o conjunto quociente
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[Cx C\{(0,0)}]/ ~, definido pela relagao de equivaléncia (vy, w;) ~ (v2, ws)
se e somente se existe A € C* tal que (v, w;) = A(ve, ws). Denotaremos por

[v, w] a classe de equivaléncia de (v, w). Consideremos os conjuntos abertos:

U = {[v,w]ePhiovo#£0} = {[1:t;teC}
Uy = {[v,w] ePhiw=#0} = {[u:1];ueC}
Teremos que P! = U; U U,, e definiremos

¢»p:U, — C Oy:Uy — C

1:t] — ¢t [u:1] — .

Tanto ¢; como ¢, sao bijetivas e ¢;(U; N Uy) = C*, para i = 1,2. Como
¢y 0 ¢ (t) = 1/t, as cartas sdo compativeis. Portanto P! é uma variedade

complexa de dimensao 1.

Exemplo 1.2. Colagem de variedades

Sejam XY variedades complexas, e sejam U C X e V C Y abertos nao
vazios. Suponhamos que existe um difeomorfismo ¢ : U — V. Formamos a
unidao disjunta X [TY = (X x {1}) U (Y x {2}). Sejam as inclusoes ix :
X — X]IY, iy : X — X]JY definidas por ix(z) = (x,1), iy(y) =
(y,2). Os abertos de X [[Y sao os subconjuntos cujas pré imagens via iy,
1y sao abertos respectivamente de X,Y. Consideremos o espaco quociente
(XTIY)/[u = ¢(u)], para u € U, onde u = ¢(u) denota a identificacao pelo

difeomorfismo ¢. Temos uma parti¢ao de X [[Y formada por:
e conjuntos de um elemento {z} para x € X \ U,
e conjuntos de um elemento {y} paray € Y \ V,

e pares {(u,p(u))} para u € U.
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Denotaremos o quociente Z como X | J Y, €0 chamaremos de colagem do
espago X e o espaco Y ao longo de U e V através de ¢. A projegao 7 :
X]IY — Z é continua, e um subconjunto W C Z é aberto se e somente se

7 (W) é aberto de X [ Y.

Exemplo 1.3. Explosao centrada em um ponto

A nocgao de explosao pode ser definida em geral em muitas situagoes, nés
somente utilizaremos em sua forma mais simples. A idéia basica é a seguinte:
partiremos do ponto p sobre uma superficie complexa M, e construimos uma
nova superficie M e uma aplicacao m : M — M tal que 71 (p) = D é uma
curva em M , chamada de divisor excepcional, onde m sera um isomorfismo
entre M\D e M\ {p}.

Descreveremos a explosdo de C? centrada na origem. Para esse fim, con-

sideremos o seguinte subconjunto de C? x P*:
C? = {((z,y), [v:w]) € C* x PYzw = yv}.
Mostraremos que C? é uma superficie complexa. De fato, os conjuntos
U ={((z,),[v: w]) € C*v # 0} = {((w, 2t), [1: 4]); (1) € C*},
U = {((w9). o+ wl) € C5w £ 0} = { (v, fu: )3 (w.9) € €2}
sao abertos em @2, e as aplicagoes

(,011U1 — C? QOQZUQ — C?

((:L',xt), [1: t]) — (z,1) ((yu, w), [u: 1]) — (u,y)

sao holomorfas, invertiveis e com inversa continua. Além disso, U; UU, = C?

e as mudangas de coordenadas

_ 1 B 1
P2 007 (x,1) = (;,xt), p109; (uy) = (yu, E)
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Figura 1.1: Explosao na origem de C? (figura tomada de [11]).

sao biholomorfismos, logo dao a C? uma estrutura de superficie complexa.
Por outro lado, a aplicacao
:C? — (2
((z,9), [v,w]) +— (2,9)
é holomorfa, logo o divisor D é dado, nas respectivas cartas, por
2 C?

Top;t:C? —
(x,t) — (z,xt)

, DNU, = {z =0}

(C2
(uy,y)

Ll
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Observemos que 7 ¢ um biholomorfismo entre C2\ D e C2\ {0}, onde

D c C?

Referimo-nos a (C2, 7, D, C2) que denotaremos por C2, como a explosio de

C? centrada na origem.

Essa construcao se transporta, através das cartas, a qualquer superficie

complexa.

1.2 Folheacoes holomorfas regulares

Dada uma superficie complexa M, uma folheagcao holomorfa regular F por

curvas € uma decomposicao de M em subvariedades holomorfas imersas de

dimensao 1 disjuntas duas a duas, chamadas folhas de F.

Apresentamos duas formas equivalentes de definir uma folheacao sobre

M:
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Defini¢ao 1.1 (Por cartas distinguidas). Uma folhea¢ao holomorfa reqular
em M ¢é um atlas mazximal holomorfo F = {(U;, pi) }ier de M que satisfaz as

sequintes propriedades:
1. ¢;i(U;) = P, x Q;, onde P;,Q; sdo ambos discos de C.

2. Se U;NU; # 0, entao a mudanca de cartas @; o @' € localmente da

forma

pjow; (z,y) = (hij(z,9), 9;5(y)), € P CC, ye@; CC (L1)
onde hi; e gi; sao aplicagoes holomorfas.

Os conjuntos da forma a; = ¢; (P, x{c}), ¢ € Q;, sio chamados placas de
F. Essas placas definem uma relacao de equivaléncia ~ em M: se p,q € M
entao p ~ ¢ se, e somente se, existe uma colecao de placas aq, ..., a,, tal que
PEQL,GE a,eaqNay #0,V1 <1 <m—1. A classe de equivaléncia L,

que contém p € M é chamada folha de F que passa por p.

Figura 1.3: Folheacao por cartas distinguidas.
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Definigao 1.2 (Por submersoes locais). Uma folheagdo holomorfa regular
F € uma cobertura aberta M = U;c;U; junto com uma cole¢ao {g;}icr que

satisfazem:

1. Para todoi € I, g; : Uy — C é uma submersao.

2. Se U;NU; # 0 entao existe um biholomorfismo g;; : ¢;(U; N U;) —
g;(U; N U;) tal que
9;(p) = gij © 9:(p) (1.2)
para todo p € U; NUj;.

As placas de F em U; sao as componentes conexas dos conjuntos da forma
g; '(c), c € gi(U;) C C.

O exemplo mais simples de folheacao é a folheacao trivial de C2, isto é a
decomposicao de C? = C x C. Tal decomposicao define uma folheacao F em

C?, cujas folhas sao os subespacos C x {c}, c € C.

Mostraremos que as definigoes 1.1 e 1.2 sao equivalentes. Para isso pre-

cisaremos do seguinte resultado (o leitor pode consultar [17]).

Teorema 1.1 (Forma local das submersoes holomorfas). Seja M uma su-
perficie complexa, U C M um dominio em M, e g : U — C uma submersao
holomorfa. Entao para todo p € U existem uma vizinhanga aberta U, de p,
uma vizinhanga aberta Q de g(p), um dominio aberto P C C e uma aplicag¢ao
holomorfa f : U, — P tais que q — (f(q),g(q)) define um biholomorfismo
v = (f,g) entre U, e um subconjunto aberto de P x Q.

Seja F uma folheacao dada por um atlas {(U;, ¢;)}ier. Como (Ui, ;) é
uma carta, entao g; = m o ; é uma submersao. Além disso, as aplicagoes

holomorfas g¢;; da equacao (1.1) satisfazem a equagao (1.2). De fato, como

pj o (x,y) = (hij(,9), 95 (v) = (hij(x,y), gij 0 ma(2,y))
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entao
g; = T2 0 Qj :7r20g0jo<pi_10gpi:gijo7rgocpi:gijogi.

Reciprocamente, seja F uma folheagao holomorfa dada pela Definigao 1.2.

Pelo Teorema 1.1 segue que para todo p € U; existem uma vizinhanca aberta

Uip € U; e uma funcao f;, tais que ¢, = (fip, 9ilv,,) ¢ um biholomorfismo
entre U;, e um subconjunto aberto V x W de C%. Assim, obteremos um
atlas {(Ui,, pip)} de M. Mostremos que esse atlas satisfaz a equagao (1.1).
Consideremos duas cartas (U; p, ©ip) € (Uj g, ©jq) com U; ,NU; ; # 0, e sejam

z€ Ui, NUjq e (7,y) = wip(2), isto é, & = f;,(2) e y = gi(2). Entdo
Pia © Pip(T,Y) = 050(2) = (f1.4(2), 9;(2)) = (Fia(2), 915 (9:(2)))

logo ;4 © <p,;; (x,y) = (fj,q o @ZZ} (x, y),gij(y)). Portanto, as definigoes 1.1 e

1.2 sao equivalentes.

1.2.1 Folheacoes definidas por campos de vetores ho-

lomorfos

Seja X um campo de vetores holomorfo, que nao se anula, definido em um
aberto U de uma superficie complexa M. As trajetdrias (curvas complexas
integrais) de X definem uma folheagao F por curvas no aberto U. A estrutura

de folheacao decorre do seguinte teorema:

Teorema 1.2 (Teorema do Fluxo Tubular para campos holomorfos). Para
todo p € M tal que X(p) # 0, existe uma carta local (U, gp(a:,y)),gp U —
p(U)=PxQCCxC empnaqual X =0/0z.

Como as trajetérias de X sdo as solugoes da equagao diferencial dz/dt =

X(z,y), z = (x,y), e X|y = 0/0x, segue-se que as trajetérias de X em U
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sdo da forma ¢ '(P x {c}) com ¢ € Q). Obteremos dai e da Definigao 1.1
uma folheagao por curvas, cujas folhas sao as trajetérias de X.

Além disso, notemos que se U' C M é aberto com UNU’ # 0, e X’ é um
campo de vetores nao singular que satisfaz X |pnyr = fX'|unyr para alguma
fungao f € O*(UNU’) entdo X e X’ induzem a mesma folheagao em UNU".
Obteremos assim, uma folheacao definida em U U U’.

Reciprocamente uma folheacao holomorfa regular é induzida por campos
de vetores nao singulares. De fato, basta tomar em cada aberto U;, da carta
distinguida, o campo X; = d(p; ')(2). Se U; N U; # 0, entdo para cada
p € U;NU; existe f;; € O(U; NU;) tal que X;(p) = fi;(p)X;(p). A funcao

fi; assim definida é holomorfa.

Proposicao 1.1. Uma folheacao holomorfa regular sobre uma superficie
complexa pode ser descrita de forma equivalente por: uma colecdo de pa-
res (U;, X;) onde X; € um campo de vetores holomorfo que ndao se anula em
U;, e tal que se U;NU; # O entao X; e X; diferem em U;NU; por multiplicagdo

por uma fungao holomorfa que nao se anula.

1.3 Folheacgoes holomorfas singulares

Consideremos uma superficie complexa M.

Definicao 1.3. Uma folheacdao holomorfa singular de dimensao 1 é um par
F = (F',Sing(F)), onde Sing(F) é um subconjunto analitico prdprio de M
e F' € uma folheacao holomorfa regular em M \ Sing(F).

Os pontos de Sing(F) sao chamados singularidades. As folhas de F
sao as folhas da folheacdo regular F|pnsingr). Dizemos que a folheacao

singular holomorfa é saturada se ela nao pode ser estendida a nenhum ponto
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de Sing(F). Observemos que, pelo Teorema de Hartogs [22], o conjunto
singular de uma folheacao saturada é discreto. Nesse trabalho, a palavra
folheagao denotara sempre uma folheacao holomorfa singular saturada.

A seguir, mostraremos que toda folheacao F provém de uma colecao de
campos de vetores holomorfos com singularidades isoladas. Para esse fim,

precisaremos do seguinte resultado cuja prova pode ser consultado em [22].

Teorema 1.3 (de extensao de Levi). Sejam U um aberto de C* e V. C U um
subconjunto analitico de codimensdo pelo menos 2. Se f € uma fungao mero-
morfa definida sobre U \ 'V, entdo existe uma fungdo meromorfa ]7 definida

sobre U tal que ﬂU\V = f.

Proposicao 1.2. Seja U uma vizinhanca de 0 € C?, seja F uma folheagdo
em U com conjunto singular Sing(F) = {0}. Entao existe um campo de

vetores holomorfo X em U, singular em 0, tal que as curvas integrais de X

em U\ {0} coincidem com as folhas de F.

Demonstracao. A partir da Proposicao 1.1, consideramos campos de vetores
holomorfos {X;}ic; que definem F em abertos {U;} que cobrem U \ {0}.
Nas coordenadas (z,y) de U, escrevemos X; = ai(x,y)% + bi(x,y)(%. As
fungoes b;/a; definem uma fungao meromorfa f em C? \ {0}. Pelo Teorema
1.3 existem fungoes holomorfas a,b em U tais que f(z,y) = b(x,y)/a(x,y).
O campo X = a(x,y)% + b(x,y)(% define a folheacdo F em U \ {0}, e se
anula em 0. O

A partir da Proposicao anterior e os resultados da secao 1.2, daremos a

seguinte definicao equivalente de folheagao:

Definigao 1.4. Uma folheagio F em M € definida por colecoes {X;}ier,

{Ui}ier e {gij}UmUﬁé@, tais que
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1. {U;}ier € uma cobertura aberta de M.

2. Para cada i € I, X; é um campo de vetores holomorfo nao identica-

mente nulo sobre U; com singularidade isoladas.
3. 9i; € O*(UZ N UJ)
4. Em U; N U; # 0 teremos que X; = g;; X;.

Para cada campo X; consideremos o conjunto singular dado por: Sing(X;)
{p € U;; X;(p) = 0}. Denotamos por Sing(F) = USing(X;) C M.
Definiremos uma folheacao singular, de forma equivalente, por meio de

1-formas diferenciais.

Proposicao 1.3. Uma folheag¢ao holomorfa singular F sobre uma superficie

complexa M ¢é definida por cole¢oes {Ui}ier, {witier € {hijtu,nu -0 tais que:
1. {U;}ier € uma cobertura aberta de M.

2. Para cada i € I, w; € uma 1-forma holomorfa nao identicamente nula

sobre U; com singularidades isoladas.
3. hij € O*(Uz N U])
4. Em U;NU; # 0 teremos que w; = hjjw.

Demonstragao. Consideremos as colegoes { X }icr, {Ustier € {945 fvinu, 0 que
definem F como na Definigao 1.4. Podemos supor, sem perda de generali-
dade, que para todo i € I, U; é um dominio de uma carta local ¢; = (x;, ;) :
U, — C2. Para cada i € I escrevemos X; = aia%i +biaiyiv onde a;,b; € O(U;).
Seja w; a 1-forma dual de X; dada por w; = b;dz; — a;dy;, onde w;(X;) = 0.
Se U;NU; # 0, entao X; = g;;X; implica que w; = h;jw;, onde h;; = g:;;D;;,

e D;; ¢ o determinante jacobiano de ¢; o @; . A reciproca é ansloga. O]
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1.4 Separatrizes de folheacoes

Seja F uma folheacao holomorfa numa superficie complexa M e seja ' =

{h =0} um germe de curva analitica no ponto p em M.

Definicao 1.5. Uma separatriz de F € uma curva holomorfa irredutivel

I' C M, tal que I\ Sing(F) ¢ uma folha da folheagio F.

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert [15], I" é uma separatriz de F se, e
somente se, h divide w A dh, isto é, existe um germe de 2-forma 7 holomorfa
tal que w Adh = hn. Assim, se h € @2 é irredutivel e nao é uma unidade, ou
seja h(0) # 0, portanto h é uma separatriz formal de F em p se, e somente
se, h divide a 2-forma w A dh.

Determinar a existéncia de uma separatriz de uma folheacao holomorfa
F gerada pela 1-forma w que passa por 0, é determinar a existéncia de uma

0 0
curva integral do campo dual X = b(z,y)— — a(z,y)= que passa por 0,

ox dy
isto é, encontrar uma solucao do sistema
T =b(z,y)
y = —(I(ZE, y)

Todo germe I' de uma curva irredutivel admite uma parametrizacao v :
(C,0) — (C2,0) da forma ~(t) = (t*,>", a;t") dada pelo Teorema de Pui-
seux [22].

Lema 1.1. Sejam F um germe de folheagio em C? gerada pela 1-forma
w = a(z,y)dx + b(z,y)dy e I' = {h = 0} uma curva irredutivel formal, com

parametrizacao de Puiseux . Entao, sao equivalentes:
1. T' é uma separatriz formal (isto é, h divide a w A dh).

2. v*w = 0.
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Demonstragio. Seja v(t) = (a(t), 3(t)). Derivando ho~y(t) = 0 teremos

oh do oh d
)5 + 2 am) Y

=0,

ou seja, os vetores

(o ) « (52489

Y

sao proporcionais. Portanto,

Oh Oh
ox oy
oh

= (a(x, y)a—y(a:, y) — b(x, y)%(:c, y))dx N dy.
= A(z,y)dx ANdy

Segue-se que h divide w A dh se, e somente se, h divide A(z,y), isto é
A(~(t)) =0, ou seja
oh oh
A e B — — B — —
(v(®) = a(v(®)) o (v(1) =b(x(1) 7 (v(®)) =0,
0 que equivale a

da(t)
dt

+b(~(1)) %it) = 0.

vw=a(y(t)

Determinaremos as separatrizes nos seguintes exemplos:

Exemplo 1.4. Seja w = pydr + qxdy, onde p,q € N. Determinaremos as

. . _ o o . .
curvas integrais do campo dual X = qz5- — DY, 80 resolvermos o sistema:

T =qx
y=-py

segue-se que as Unicas separatrizes sao x =0 e y = 0.
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Exemplo 1.5. Consideremos w = pxdy — qydx onde p,q € N. Existe uma

infinidade de separatrizes da forma y? — cx? = 0.



Capitulo 2

Teoremas de Seidenberg e de

Camacho-Sad

Nesse capitulo apresentamos o teorema de Seidenberg de reducao de singu-
laridades e o teorema de Camacho e Sad de existéncia de curvas invariantes
para folheacoes holomorfas em dimensao dois. As principais referéncias uti-
lizadas sao [8], [14], [9], [13] e [15].

Nesse capitulo F denotard um germe de folheacao holomorfa em C? e

w = a(z,y)dx + b(z,y)dy uma 1-forma holomorfa que determina F.

2.1 Explosao de folheacoes

Escrevemos
o0

w= Z(ajdx + b;dy)

j=v

onde a; e b; sao polinomios homogéneos de grau j, tal que a, Z 0oub, Z 0. O
numero v é chamado multiplicidade da folheagao F na origem e denotado por
vo(w). Sejam: C2 — C2 a explosio de C2 centrada na origem e D = 771(0) o

divisor excepcional. Como g, p : C2\ D — C2\ {0} ¢ um biholomorfismo,

16
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entao F|c2\joy pode ser levada a uma folheacao em C2 \ D, que o denotamos
por 7 1(F) e que é gerada por m*w. Mostraremos que a folheacao 7~ 1(F)
estende-se de maneira natural a uma folheacao definida sobre todo C2 que
denotaremos 7*F = F e chamaremos transformado estrito de F.
Na carta (Uy, 1) da explosao, m*w é dada por:
mw=a"Y a7 V[(a;(1, 1) + thy(1,))da + xb;(1,t)d1].
j=v

Dividindo a 1-forma acima por x¥ obteremos:
W =2 "1'w = [(ay(1,t) + th,(1,t))dz + b, (1, t)dt] + za

onde v = Y2 @97 ([a;(1, 1) + tb;(1,t)]dx + xb;(1,)dt). Analogamente,

na carta (Us, p2) teremos:
Wy =y "m'w = [yay (u, Ddu + (uay(u, 1) + b, (u, 1)) dy] + y 3

onde 8= 37" o7 (yay(u, 1)du + [uaj(u, 1) + b;(u, 1)]dy).
Seja P(z,y) = za,(x,y) + yb,(z,y), polindmio de grau v + 1, chamado

de cone tangente de w. Temos duas situacoes a considerar:

1. Se P(z,y) # 0, a 1-forma w; ndo pode ser mais dividida e define o
transformado estrito 7*F de F por m na carta (U, ;). Os pontos
singulares da folheacao 7*F no divisor D sao dados pelas raizes da
equagao P(1,t) = a,(1,t) +tb,(1,t) = 0 e possivelmente a origem da
carta (Us, ¢3), portanto 7* F possui v+ 1 singularidades, contadas com
multiplicidade, no divisor. Além disso, o divisor D é uma separatriz
da folheacao 7*F. Nesse caso, dizemos que a explosao é nao-dicritica.
Na intersecao U; N Uy, pela mudanca de coordenadas (u,y) = (%7 :z:t)
segue-se que w; = t’wy. Uma vez que w; e W tém singularidades

isoladas, elas definem a folheagao 7*F em C2.
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h
N c

. i
r+1
D g 0

DcCC?

Figura 2.1: Explosao nao dicritica.

2. Se P(x,y) = 0, entao b,(1,t) # 0 e a 1-forma w; ainda pode ser dividida

v=1r*w. Fora de

por x. O transformado estrito de F é definido por =~
b,(1,t) = 0, as folhas da folheagao sao transversais ao divisor D, e
sua projecao sao separatrizes lisas da folheacao F que tem portanto
uma infinidade de separatrizes. Nesse caso, dizemos que a explosao é

dicritica.

Figura 2.2: Explosao dicritica.

A seguir estudaremos a relacao entre separatrizes de F e as separatrizes
de 7*F. Para isso introduziremos a nocgao de transformado estrito de uma

curva formal I' = {h = 0}. O desenvolvimento de Taylor de h é da forma

ho=hy + hoit + ...
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onde cada h; é homogénea de grau ¢ e v é a ordem de h, isto é, h, # 0.

Escrevemos
k
hu(may) - Hf:l(y - aix)pi> a; € (Ca V= sz
i=1
Da carta (Uy, p1) da explosao, segue-se que
hon(z,t)=a"h(z,t), hz,t) =T (t —a)” +z(..).

Vemos que hom se anula sobre o divisor excepcional {x = 0} e quando h=0.

A transformada estrita de I' = {h = 0} ¢ a curva I' = {h = 0}.

Lema 2.1. Seja F um germe de folhea¢ao holomorfa gerada por uma 1-forma

w. Se ' € C? € uma curva irredutivel, entdo sdo equivalentes:
1. T' € uma separatriz de F.
2. T ¢ uma separatriz de F no ponto T N7 1(0).

Demonstracao. Denotaremos por 7 e 7 as parametrizacoes de Puiseux de I’
el respectivamente. Pelo Lema 1.1 segue-se que v*w = 0. Como m o~y = v
entao Yr*w = v*w e a equivaléncia segue do Lema 1.1. Portanto [ é uma

separatriz. 0

2.2 Singularidades simples de folheacoes ho-
lomorfas

Seja F um germe de folheacao holomorfa em 0 € C? definida por w =

a(xz,y)dz + b(z,y)dy. Dizemos que 0 é uma singularidade pré-simples de
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D C C2
G /i—i’

AN
il

Figura 2.3: Relagao entre separatrizes de F e as separatrizes de 7*F.

F se algum dos autovalores A\, u da matriz
el Jda
2.(0) —32(0)
o) da
5.(0) —52(0)
que representa a parte linear do campo dual de w, é nao nulo. Dizemos que
é uma singularidade simples se A # 0 e u/A € Q~o.
Quando a origem ¢é uma singularidade simples de F, podemos diagonalizar
a parte linear de w por uma mudanca de coordenadas. Isto é, existe um

sistema de coordenadas (x,y) tal que w se escreve como:
w = \ydz — prdy + d'(v,y)dz + V' (z,y)dy,
onde d'(z,y), b (z,y) sdo fungdes holomorfas.

Proposicao 2.1 (Estabilidade por explosoes). Suponha que a origem é uma
singularidade simples de F e seja 7 : M—Ma explosao de C* centrada na

origem. Denotaremos por Fo transformado estrito de F por w. Entao:

1. A explosao € nao-dicritica.

2. A folheagao F possui exatamente duas singularidades sobre D que sdao

simples.
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Demonstracao. Pela observagao acima, podemos escolher uma mudanca de
coordenadas (z,y) tal que w = ydr — axdy+d'(x,y)dx+V (x,y)dy. Da carta

(U1, ¢1) da explosdo, o morfismo 7 é dado por 7o ;' (x,t) = (z,2t), entdo
mw = z{[(1 —a)t +zA(z,t)|dx — x[a + xB(z,t)|dt}

onde A(z,t), B(x,t) sdo fungdes holomorfas. A folheacao F é dada por iﬂ*w;
observemos que o divisor excepcional D = {x = 0} é uma separatriz de Fe
que a unica singularidade de F sobre D é a origem, que ¢ uma singularidade
simples.

Analogamente, ao considerarmos a carta (Us, @2), obteremos que a origem
é uma singularidade simples e que o divisor excepcional {y = 0} é uma

separatriz de F. O

Esses dois pontos singulares de F correspondem a duas direcoes I, C
ToC? e I, C TyC?. Dizemos que a direcao [; é forte quando o valor préprio
correspondente é nao nulo, isto é, se a parte linear de w é da forma Aydx —
pxdy, entao a diregao tangente a y = 0 ¢é forte se p # 0. Se o valor préprio

correspondente ¢é nulo, dizemos que a diregao é fraca.

Proposigao 2.2 (Briot-Bouquet). Seja F um germe de folheagdo sobre C?
com uma unica singularidade simples na origem. Suponha que exista uma
separatriz convergente nao singular I'y. Entao F tem uma unica curva inte-
gral formal Uy diferente de I'y. Além disso, a curva I's € suave, transversal

a I'y e seu espaco tangente TyI's € uma direcao propria para F. Se Tol'y é

uma direcao forte entdo a curva I's € convergente.

Demonstrag¢ao. Fixemos um sistema de coordenadas (x, y) de modo que I'y =
{r=0}ew= ()\y + G(:U,y))dx — a:(u + H(z, y))dy seja a 1-forma que gera

a folheacao F, onde G(0,0) = 0. Procuramos a separatriz I's da forma
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t—y(t) = (¢, Y o Ant ™). Pelo Lema 1.1
Z()\ — np)a,t" + G( Z ant") (t, Z ant”> Z na,t" =0
n>2 n>2 n>2 n>2

Portanto

()‘ - nlu’)an - Pn(a27a37 ”'7an—1)7 n=>2

onde os P, sao polinémios nas variaveis as, as, ..., a,_1, que dependem uni-
camente dos coeficientes de w. Como A — nu # 0 para todo n, entao existe
para o coeficiente a,, uma solucao tnica. Ao efetuarmos a mudanca de coor-

denadas

(z,y) — (x,y - ianx">

n>2

podemos supor que {y = 0} é também uma curva integral. Assim, w é escrita

em coordenadas formais como
w = yA+a(z,y))de — o(p + bz, y))dy

onde a(0,0) = /b\(O, 0) = 0. Suponhamos que exista uma outra curva integral

T diferente de I'; e T'y, com parametrizaciao de Puiseux
F(t) = (1, agt? + ag it + ), a, # 0.
Como ¥*w = 0 entao
T'w= (pA = pg)agt" " +171(.) = 0

o que é uma contradicdo ja que (pA—pq)a, # 0, pois a, # 0 e a singularidade
é simples. Portanto I'y é tinica.

A prova da convergéncia quando p # 0 pode ser encontrada em [11]. [

Corolario 2.1. Seja F uma folheag¢ao com singularidade simples na origem.

Entdo F tem exatamente duas curvas integrais formais I'1, 'y, Essas curvas
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sao lisas, se interceptam transversalmente e seus espagos tangentes sao as
direcoes proprias de F. Além disso, se a curva I'; corresponde a uma dire¢ao

forte, entao € convergente.

Demonstracdo. Ao efetuarmos uma explosao centrada na origem, teremos,
pela Proposicao 2.1, que o divisor excepcional D é uma curva integral de
F = 7*F com singularidades simples pi, po em D. Pela Proposigao 2.2 existe
uma Unica curva integral formal de F , fl = {7; = 0}, diferente de D, suave e
transversal a D em p;. Pelo Lema 2.1 teremos duas curvas integrais formais

de F, I, = {7 = 0}, onde mo7; = 7;, que sdo suaves e transversais na

origem. Da Proposicao 2.2 segue-se que se Tyl'; é uma direcao forte entao a

curva I'; é convergente. 0
N I
2
B € " C2
1
0\‘---"
FQ

2.3 Reducao de singularidades

Nessa secao, demonstraremos o teorema de Seidenberg de reducao de sin-
gularidades de folheacoes holomorfas em C?. Reduziremos, mediante uma
sequéncia finita de explosoes de pontos, as singularidades de qualquer fo-
lheacao a singularidades simples que sao, pela Proposicao 2.1, estaveis por

explosoes.
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Teorema 2.1 (Seidenberg). Seja F uma folhea¢io holomorfa em C? com
singularidade na origem. Fxiste uma sequéncia finita de explosoes m tal que

a folheagcao ™ F tem apenas singularidades simples.

A prova sera dividida em duas etapas. Primeiro reduziremos todas as
singularidades de F a singularidades pré-simples. Em segundo lugar estu-
daremos o passo de singularidades pré-simples a simples. Denotaremos por

w=73;_,a;dr +bjdy e v =vy(w). Precisaremos dos seguintes invariantes.

Definigao 2.1. O nidmero de Milnor de w na origem € po(w) = ip(a,b), onde

io(a,b) denota a multiplicidade de intersecao de a e b em 0, isto é
'i()(CL, b) = dlm(C{;E, y}/(a’a b)

Lembremos que a multiplicidade de intersecao satisfaz as seguintes pro-

priedades:

a. ig(a,b) = 0 se, e somente se, as curvas a e b nao se interceptam em

0 € C2
b. ig(a,b) = oo se, e somente se, a e b tém um fator comum.

c. ip(a,b) = 1 se, e somente se, a intersecdo de a e b é transversal em

0eC.
d. ig(a,b) = ig(b,a).
e. io(a+ be, c) =ig(a,c).
f. ig(ca, db) = ig(a,b) se ¢, d sdo unidades no anel de germes em 0.
g. ig(a,b) = vy(aoT) se b é irredutivel e 7 é uma parametrizacao de b.

h. ig(a,b) = > myig(a,b;) se b = [, b é a representagao de b em

fatores irredutiveis.
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A folheagao é nao singular na origem se, e s6 se, po(w) = 0. Se pg(w) =
1, entdo 0 é uma singularidade pré-simples e portanto vy(w) = 1. Porém,
existem singularidades com ordem 1 que nao sao pré-simples (por exemplo
a origem em w = z2dr + ydy) e singularidades pré-simples cujo niimero de
Milnor é maior que 1 (por exemplo a origem em w = xdy + y*dx).

Seja 7 : M — M a explosao centrada em p. Seja a uma funcao holomorfa
e ¢ um ponto de 77 *(p). Seja {f = 0} uma equacao local de 7—!(p) em
¢. O transformado estrito de a em g ¢ o ideal str(a) de O(M) em g gerado
por 7% (qon). A férmula de Noether d4 uma relacdo entre o niimero de

intersegao de duas curvas e o numero de intersecao de seus transformados

estritos por explosao:

Proposicao 2.3 (Férmula de Noether). Sejam a,b duas fun¢des holomorfas
sem fator comum. Entao
in(a,0) = v (@)vp(b) + Y iglstr(a)g, str(b),).
qen—1(p)
Lema 2.2. Seja 7 : C2 = C?a explosao centrada na origem, F=mnFe
D =7"10). Se a explosio é naio dicritica, entdo

Ho(w) = 2 v =1+ 3 1,(@).

qeD

Se a explosao € dicritica, entao

po(w) =17+ v =14 py(@).

qeD

Demonstracdo. Apds uma mudanca linear de coordenadas, podemos supor
que o ponto do infinito da primeira carta da explosao nao é um ponto singular
de F e que v = 1p(a) = vy(b). Além disso, no caso dicritico, podemos supor

que z2 nao divide b,(x,y). Seja

d(x,t) =xVa(z,xt), b(x,t)=27"b(zx,zt).
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Caso nao dicritico: Seja ¢ € D uma singularidade determinada por algum
to € C tal que P,1(1,t9) = 0, onde P,y = ya, + zb,. Na carta (Uy, 1), a
folheacio F é gerada por & = a(z,t)dx —i—g(x, t)dt onde

a(x,t) =d (z,t) + 0 (z,t) = P,o1(1,8) + 2(...),

b(z,t) = b (x,t).

Pela féormula de Noether e as propriedades da multiplicidade de intersecao,

segue-se que:

ZMq(UJ) = Z 1q(@)

qeD ge€D\{+oo}
= ) dg(ala.t),b(x,1))
g€D\{+o0}
= > dg(d @), V(@) + > ig(Pea(lt),x)
q€D\{+o0} q€D\{+o0}

= dg(a,b) —v* + Z Vio (Pys1(1,1))

to

= po(w) =+ (v +1).

Caso dicritico: Escrevemos —zxa, = yb, = xyh(z,y), onde h(1,y) é um
polinémio de grau v — 1. Ao considerarmos a carta (U, 1), a folheagao Fé

gerada pela 1-forma & = a(z, t)dz + b(z, t)dt, onde

za(z,t) = d(z,t) + yb'(z,t), blx,t) =V (z,t) =h(1,t)+ x(...).
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Entao

Zﬂq(‘:’) = Z i (a(x,t), b(x>t))

qeD g€ D\ {40}
= ) [ig(wa,b) —iy(z,b)]

g€ D\ {40}
= —(w+D)+ Y i)

q€D\{+o0}
=+ )+ plw) — v

2
= po(w)— (v +1)2?+v+2.

O

Seja [' uma curva nao singular que passa por p definida localmente por I' =

{y = 0} e seja F uma folheagao gerada pela 1-forma w = a(z, y)dz+b(z, y)dy.
O ntumero

t(F,T,p) = vy(a(z,0))
é chamado de ordem restrita de F sobre I' em p. Segue-se que t(F,I',p) = oo

se, e s0 se, ' é uma separatriz de F.

Proposicao 2.4. Sejam Lo transformado estrito de I pela explosao m cen-

trada em p, {q¢} =71 (p) N I, F=n'F,v= vp(w) et =t(F,T',p). Entdo
1. t(F.T,q) =t —v, sew énao-dicritica.
2. t(]?,f,q) =t—v—1, sen € dicritica.
Demonstracao. Seja w = a(x,y)dr + b(z,y)dy a 1-forma que determina a
folheagao F. Consideremos a carta (Uy, ¢1) da explosdo, segue-se que Fé
definida em ¢ por & = a(x, t)dz + b(x, t)dt onde

z7V(a(z, xt) + tb(z, xt)) se 7 é nao dicritica.

" YNa(z, xt) + th(z, zt)) se m ¢é dicritica.



CAPITULO 2. TEOREMAS DE SEIDENBERG E CAMACHO-SAD 28

E como t = v,(a(x,0)), entao:

t—v no caso nao dicritico.
t(j-: , f, q) =

t—v—1 no caso dicritico.

2.3.1 Reducao a singularidades pré-simples

Lema 2.3. Sejam F = Fy um germe de folheacio em C?, ' = T'y uma curva

reqular formal em 0 e consideremos uma sequéncia infinita de explosoes:
My = (C*0) & My ¢ - ¢ My & My, ¢ -
definida da sequinte forma:
1. m € a explosao de C* centrada em py = 0.
2. miy1 € a explosdo de C? centrada em p; = Ty N H(pi_1) de M;, i > 0.
3. Ty € o transformado estrita de I';_1 por ;.

Entao, se F; € o transformado estrito de F;_1 por m;, e p; € Sing(F;), seque-
se que I é uma separatriz para F.
Se além disso, cada explosao m; € nao-dicritica entdo existe um indice k tal

que pr € uma singularidade pré-simples de Fy.

Demonstragao. Se I' ndo é uma separatriz de F, segue-se que t(F,[',0) <

+00. Logo, pela Proposicao 2.4,
t(Fi, Lo, pi) < t(Fiey, Tic1,pic1), Vi1

o que é uma contradicao. Para a segunda afirmacao, como 7; é nao-dicritica

entao pela secao 2.1, teremos que I'; e 771(0) sdao separatrizes transversais
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de Fi. Assim, em alguma carta, a 1-forma w; que determina a folheacao JF;

pode Se€ escrever Ccoimo:

wi = y1a1 (21, y1)dxr + 2101 (21, y1)dy

onde 771(0) = {z; = 0}, Ty = {y1 = 0}, e y; nao divide by, pois m; ¢é
nao-dicritica.

Se v =1, (w1) = 1, entdo a singularidade p; é pré-simples. Suponhamos
agora que v > 1, entao ao efetuarmos a explosao my, que é nao dicritica,

obtemos que a folheagao F3 esta gerada por :

Wo = Yoo(Ta, Ya)dxs + x2bo (X2, Yo )dys.

Onde wy gera a folheagao F; e tal que
1
ba(x2,y2) = ﬁb(xzaxz?h)
Lo
Agora, repetiremos o mesmo argumento para Fs.

Como y; nao divide by, iteramos esse processo e teremos que, em algum

passo, v, (wg) = 1 e portanto p; é uma singularidade pré-simples. O
Consideremos:
1 My &My -+ < My & M, + --- uma sequéncia de explosoes

com centro p; € M;, onde py = 0 e m;(p;) = pi_1.

2. Seja F = Fp uma folheagdo em M, com Sing(Fy) = {0} e F; é o

transformado estrito de F;_; por m;, com p; € Sing(F;) para todo i.

3. Denotemos por D; = (w0 --om;) 1(0) C M; o divisor total e por D

a uniao de todas as componentes nao-dicriticas de D;.
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Ao ponto singular p;, associamos o nimero
I; = pip, (wi) — e(Dj, pi).-

onde (D}, p;) denota o ntiimero de componentes nao-dicriticas do divisor D

que passa por p;.
Proposicao 2.5. Para cada i > 0 temos:

1. Se e(D},p;) = 2 e vy, (w;) = 1, 0 ponto p; € uma singularidade pré-

simples de F;.

2. Se vy, (w;) =1 e miyq € dicritica entao o ponto p; é uma singularidade

pré-simples de F;.

3. Se p; nao € pré-simples, temos I;11 < I;. Além disso, a desigualdade é

estrita se vy, (w;) > 2 ou se miyq € dicritica.

Demonstracao. Para a primeira afirmacdo, observemos que se D) = {zy =

0}, entao a folheacao F; é gerada pela 1-forma
w = ya(z,y)dr + zb(z,y)dy.

Como v, (w;) = 1, entdo p; é uma singularidade pré-simples.

Para a segunda afirmacao, como m;, ¢é dicritica, podemos considerar duas
separatrizes 'y, 'y da folheacao JF;,, lisas e transversais a 7r2-’+11 (p;) em dois
pontos distintos do divisor excepcional. Se m;41(I'y UT'9) = {xy = 0} entdo
pelo caso anterior, segue-se que p; ¢ uma singularidade pré-simples de F;.

Para a terceira afirmacao, denotemos por p; = pp, (w;) e e; = e(D}, p;).

Suponhamos que v, (w;) = 1 e m;41 é nao dicritica. Pelo Lema 2.2 segue-se

que

fp; (wi) = =1+ Z pi(Wit1)- (2.1)

~ 1
PET,; (pi)
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Temos os seguintes casos:

See; =0eeq; =1entdo I; = p; e I;11 = pir1 — 1. Da equagao (2.1)
segue-se que ft; > —1 + 1, portanto I; > ;.

See; =1ee; 1 =1 entao existe pelo menos um ponto g # p; 1 no divisor
T2 (pi) tal que pig(wit1) > 1. Logo, pela equagdo (2.1) p1; > pii41. Portanto
Li=pi =12 pipr — 1= Iy

Se e; =1 e e 41 = 2 entdo da equagao (2.1) segue-se que p; > —1 + p;11,
dai I; = py — 1 > piq — 2 = Iigy.

Se e; =2 e e;y1 = 1 entao existem dois pontos qi, go tais que fi4, (wir1) =1
j = 1,2. Daidentidade (2.1) segue-se que p; > 1+ ;1. Assim, [; = p; —2 >
fiv1 — 1= Iy,

Se e; = 2 e e;y1 = 2 entdo existe ¢ # p;+1 tal que pg(wip1) > 1. Pela
identidade (2.1) p; > pir1. Portanto I; = pu; — 2 > piyq — 2 = L.

Um argumento andlogo mostra que a desigualdade ¢é estrita no caso
Vp,(w;) > 2 (observemos que se w41 é dicritica, entao pela afirmacao 2.

Uy, (w;) > 2). O

Proposicao 2.6. Ezxiste um indice k tal que p, € uma singularidade pré-

simples de Fj.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que py nao é uma
singularidade pré-simples de F, para nenhum k. Se um ntmero infinito
das explosoes m; sao dicriticas, entao pela Proposicao 2.5 o invariante I;
decresce estritamente um numero infinito de vezes, o que é uma contradicao.
Assim, podemos supor que todas as explosoes m; sao nao dicriticas. Como
Iy < 00, depois de um nimero finito de explosoes, o invariante I; deve se
estabilizar, isto é, I; = I, para todo ¢ > k; podemos esquecer das primeiras k
explosoes e supor que I; = I para todo . Isto implica pela Proposigao 2.5 que

e(Dj,p;) = 1 para todo i, e como as explosoes m; sdo nao dicriticas, entao a
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sequéncia de explosoes dé origem a uma separatriz nao singular I'. Portanto,

pelo Lema 2.3 existe ¢ tal que p; é pré-simples, o que é uma contradi¢cao. [J

2.3.2 Reducao a singularidades simples

Estudamos o passo de singularidades pré-simples a singularidades simples,

concluindo assim a demonstragao do Teorema 2.1.

Proposicao 2.7. Seja F um germe de folheacao sobre C* com uma singula-
ridade pré-simples na origem. Existe um morfismo w : M — C2%, composicaio
de uma sequéncia finita de explosoes de pontos, tal que toda singularidade de

m*F € simples.

Demonstracao. Seja F gerada localmente pela 1-forma w = adx + bdy em p,
e seja a o quociente dos valores préoprios da parte linear de w. A diferencia
entre singularidades pré-simples e simples ¢ medida pelo seguinte invariante

de ressonancia:

0 se a¢ Qs
Res(F,p) =

M+ se a= ’A\—; €Q, md.c(r, ) =1

Entao, para singularidades pré-simples p € Sing(F), segue-se que p é
simples se, e s6 se, Res(F,p) = 0.

Nao é dificil verificamos que o invariante de ressonancia diminui estrita-
mente apos de cada explosao sobre singularidades pré-simples que nao sejam
simples. Portanto, depois de um nimero finito de explosoes, todas as singu-

laridades de 7m*F sao simples. O
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2.4 Teorema de Camacho-Sad

C. Camacho e P. Sad provaram a existéncia de curvas analiticas invariantes
(separatrizes) para germes de folheagoes holomorfas singulares F sobre um
conjunto analitico M de dimensao dois [8]. A prova é apenas de natureza
existencial. Aqui fornecemos uma prova construtiva simples de J. Cano [14],
que fornece critérios para escolhermos um ponto singular em cada explosao

e assim obtemos uma curva invariante analitica.

Teorema 2.2 (Camacho-Sad). Seja F uma folheagio holomorfa com sin-
gularidade isolada em 0 € C2%. Existe uma separatriz de F passando por

0.

Para a demonstracao, precisaremos da definicao de um indice adaptado
em cada singularidade. Seja I' uma separatriz lisa de uma folheacao F.
Podemos supor I' definida localmente por I' = {y = 0}. Entao F é dada pela
1-forma

w = ya(z,y)dz + b(z,y)dy,
onde a,b € C{z,y} com a(0,0) = b(0,0) = 0.

Definicao 2.2. O indice de F relativo a I' na origem, é o numero chamado

de Camacho-Sad

O indice nao depende do sistema de coordenadas (z,y) escolhido, nem do

gerador w de F.

Proposicao 2.8. Sejam 7w : M — C? a explosio de C? centrada na ori-
gem, D C M o divisor excepcional, Fo transformado estrito de F e T o

transformado estrito de I'. Se a explosao € nao-dicritica, entao
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1. ZﬁGDiﬁ<‘F7D) =-1
2. ig(F,T) =io(F,T) — 1, onde {g} =T N D.
Demonstragao. Se p € D\ Sing(F), entao iﬁ(f, D) = 0. Escolhamos um

sistema de coordenadas, tal que o ponto do infinito da carta (U, ¢;) da

explosao nao seja um ponto singular de F. Se

w = (a,(2,y) + a1 (2,y) + )z + (6, (2,y) + b (2,y) +..)dy,

entdo P(x,y) = za,(z,y) + yb,(z,y) ndo é divisivel por z, isto é, P(1,y) =
a,(1,y) + yb,(1,y) é um polinomio de grau v + 1. Ao considerarmos a carta

(U1, ¢1) da explosao, segue-se que D = {x =0} e F é dado por:
w=[P(1,t)+z(...)]dx + z[b,(1,t) + z(...)]dt.

Seja v C C um circulo que contém todas as raizes de P(1,¢). Pelo teorema

dos residuos, segue-se que
L~ —b,(1,1) 1 —b,(1,1)
5(F, D) = Res | ——+ | =— | ————=dt =—1.
Siro)=Sre (5557) <5 [ Fig
peD t
Mostremos agora a segunda afirmagao. Como I = {t =0} e ¢ é a origem

da carta (U, 1), entdo F estd gerada por

w = x [t(xa(z,xt) + b(x, xt))dr + xb(z, xt)dt].

Logo

i7(F.T) = Resio (_m(:;’b(él;)f @:,o)) —io(F.T) — 1.
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A primeira afirmacao pode ser generalizada da seguinte forma: sejam S
uma superficie complexa compacta, F uma folheagao singularem SeY C S
uma separatriz nao singular de F, entao

D i(FY) =YY, (2.2)
peEY
onde Y -Y denota a auto-intersecao de Y. Prova-se que Y -Y coincide com a
classe de Chern do fibrado normal de Y em M (o leitor pode consultar [20]).

Suponhamos que a origem de C? é uma singularidade simples da folheacao

F. Ao escolhermos um sistema adequado de coordenadas (x,y), um gerador

w de F pode-se escrever como
w = (Azdy — pydzx) + w;

onde os coeficientes de w; s@o de ordem pelo menos 2, (A, u) # (0,0); além
disso se pu # 0 entdo N/ € Q. Existem, pela Proposigao 2.2, exatamente
duas separatrizes I', e Iy, que sdo tangentes a {z = 0} e {y = 0} respecti-
vamente. Sejam L, e L, as tangentes respectivas; lembremos que L, ¢ uma
direcao forte se p # 0, e fraca se p = 0. Sabemos também que se L, é forte,

entao I[', é convergente.

Lema 2.4. Na situagcao acima, temos:
1. Se L, € uma diregdo fraca, entdo io(F,I'y) = 0.
2. Se \u# 0, entao io(F,I'y) - ig(F,Iy) = 1.

Demonstracao. Para a primeira afirmacao, suponhamos que L, é uma diregao
fraca, isto é 4 = 0. Entao, L, é necessariamente uma direcao forte e I’
é convergente. Escolheremos coordenadas adequadas (x,y) de modo que

I'y = {y = 0} e seja a 1-forma

W= ya(x,y)d:z: + b(.’lj‘,y)dy



CAPITULO 2. TEOREMAS DE SEIDENBERG E CAMACHO-SAD 36

um gerador de F, onde a(0,0) =0 ¢ b(z,0) = zu(x),u(0) # 0. Entao

io(F,T,) = Res,—q (%) = Res,—o (%) = 0.

Para a segunda afirmagao, suponhamos que Ap # 0. Nesse caso as duas

direcoes L, L, sao fortes. A 1-forma w é escrita como:
w=y(—p+a(z,y))dr + x(A + bi(z, y))dy

onde a;(0,0) = b,(0,0) = 0. Entao

io(F.T.) = Res,_q (_(A Jr_i’jy(o’y))) _ 2

io(F.T,) = Res,_q (w)

H
AT A

O

Um divisor com cruzamentos normais sobre uma superficie complexa M
¢ um subconjunto analitico D de M tal que, para qualquer p € M, dai
D C {xy = 0}, onde (z,y) ¢ um sistema de coordenadas em p. Se F é uma
folheacao em M e D um divisor com cruzamentos normais, dizemos que uma
componente irredutivel F' de D ¢é dicritica se F' nao é uma separatriz de F.

Apresentamos agora a demonstracao do Teorema de Camacho-Sad, que
se baseia na estabilidade por explosao da propriedade (%) introduzida na

seguinte definicao.

Definigao 2.3. Considere F uma folheacao holomorfa sobre uma superficie
complexa M, um divisor D com cruzamentos normais sobre M e um ponto
p € D. Dizemos que a terna (F,D,p) tem a propriedade (%) se, e somente

se, uma das sequintes propriedades € satisfeita:
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(x1) O ponto p estd em exatamente uma componente nao-dicritica S de D,

[&

Z'p("t-> S) ¢ QZO'

(x2) O ponto p esta em duas componentes nao-dicriticas Sy e S_ de D e

existe um numero real a > 0 tal que:

ip(F,S4) € Qeay p(F,5-) € Qo140

s

(x3) O ponto p estd em exatamente uma componente irredutivel S de D, é

um ponto nao-singular de F e S € transversal a F em p.
Observemos que,
e A propriedade (%), implica que p ndo é uma singularidade simples.

e Se p é uma singularidade simples de F que satisfaz (x3) ou (%1), entao
existe uma separatriz I' que passa por p, nao singular e transversal a

D.

Teorema 2.3. Suponha que (F, D, p) satisfaz (x1) ou (x2). Consideremos a
explosao T : M — M centrada no ponto p, e seja Fo transformado estrito
de F porw. Sejam E = 7(p) e D = 7~Y(D). Entio existe um ponto p € E
tal que (.7::, 5,@ satisfaz a propriedade ().

Demonstracdo. Se m é uma explosao dicritica, existe um ponto p € E tal
que (j—v" D, p) satisfaz a propriedade (x3). Suponhamos que 7 é nao dicritica.
Entdo E é uma curva invariante de F. Consideremos os seguintes casos:
Suponha que (F,D,p) satisfaz (x). Seja S o transformado estrito de
Spormep=FEnN S. Sejam pq, ..., ps as singularidades de Fem E \ {p}
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Suponha que (]?,13,@) nao satisfaz (x;) para nenhum i = 1,...;s. Entao
iz, (j-:, E) € Q>0, logo pela Proposicao 2.8, segue-se que
~1 = iZ(F.E)+Y iz (F E).
i=1
Portanto,

S

i F,E) = —1-> iz(F,E) € Q.

i=1
E como

i5(F,S) = ip(F,8) =1 ¢ Qs

entdo (F, D, ) satisfaz (xy).

Agora, suponha que (F, D, p) satisfaz (x3). Sejam §+ e S_ as transfor-
madas estritas, via explosao 7, das curvas S, e S_, respectivamente. Se-
jam Py, ..., ps as singularidades de F em E \ {p+,p-}, onde p; = EN §+
ep. = ENS_. Se (.7?,5,@) nao satisfaz (x;) para i = 1,...,s, entao

i, (F, E) € Qs0, segue da Proposicao 2.8 que:
iz, (F,E) +i5 (F,E) + Zzp (F,E) = -1

dai

s

i5.(F,E)+i5 (F,E) = —1=Y i5(F,E) € Qe 1.

i=1
Como (F, D, p) satisfaz a propriedade (x3), entao:

iﬁ+(f7 §+) - ip(fa S—i—) 1 €Q< (a+1)

i (F.50) = ip(F.S)~1¢ Qs un.

Se (F, D, p,) nao satisfaz (x;) entao

iﬁ+(ﬁ7 E) € szﬁ
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E como
iz, (F, E) + iy (F,E) € Qc_y
segue-se que

iﬁ—(fa E) € @S* <

a+1

¢ assim (F, D, p_) satisfaz (x2).
0

Para obter uma separatriz I' de F em p, procedemos da seguinte maneira.
Comecamos com uma singularidade p € M = M, denotemos por F = Fy,
Dy = 0. Seja m : Mj — My a explosao centrada em p e sejam E; = 7 (p)

e J1 o transformado estrito de F por 7.

1. Se m; é dicritica, entao tomaremos um ponto p; € E7, com a proprie-
dade (*3), e assim obteremos uma separatriz para F; em p; que d4, via

1, Uma separatriz para J em p.

2. Se m ¢ nao dicritica, pela Proposicao 2.8 existe um ponto p; € E; tal

que (*1) é satisfeita.

(a) Se p; é uma singularidade simples, existe uma separatriz por py,

que se projeta numa separatriz por p.

(b) Se p; nao é uma singularidade simples, seja m : My — M; a
explosio centrada em pi, e sejam Ey = 7 }(E)) e Fy o transfor-
mado estrito de F; por my. Tomemos um ponto py € Es com a
propriedade (x), se (x3) é satisfeito ou se ps é uma singularidade
simples, terminamos o processo, caso contrario continuamos ex-
plodindo. Pelo Teorema 2.1, encontramos, logo de um nimero

finito de passos, um ponto py que é uma singularidade simples de
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Fi. e que verifica a propriedade (%), e portanto existe uma separa-
triz 'y, transversal a um divisor em py, que se projeta sobre uma

separatriz I' de F.



Capitulo 3

Grupo de holonomia de uma

folheacao

Nesse capitulo serd estudado o conceito de grupo de holonomia de uma fo-
lheacao holomorfa. O leitor interessado nesse assunto pode consultar as re-
feréncias [4], [6], [11] e [16].

Seja M e N superficies complexas e considere um ponto p € M. Introdu-
ziremos, no conjunto de aplicagoes f : U C M — N onde U é uma vizinhanca
de p, a seguinte definicao. Duas fungoes f e g definidas sobre abertos U e
V' sao equivalentes num ponto p se existe uma vizinhanca W de p tal que
W cUnV e flw = glw. Esta relagdo é uma relacao de equivaléncia e a
classe de f é chamada de germe de f em p e denotada por [f],.

Denotaremos por Diff(C,0) o conjunto dos germes de biholomorfismos
locais em (C, 0) que fixam 0 € C. Esse conjunto é um grupo com a operagao
€OMpOosicao.

Quando a folheacao é definida por uma 1-forma holomorfa w num entorno
de 0 € C2, veremos que os elementos do grupo de holonomia da folheacao

esta relacionado com a parte linear de w.

41
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Definigao 3.1. Seja F uma folheacao holomorfa reqular sobre um conjunto
aberto U C M e L uma folha de F que passa por p. Uma segao transversal
parametrizada da folha L em p € uma aplica¢ao holomorfa T : (C,0) — (U, p)
transversal a L, isto €, tal que T,U = dr(0)(ToC) P T,L. A imagem de T é

chamada uma segao transversal de L em p.

Denotaremos por 7, (7,p) ou 7, a segao transversal associada a secao
transversal parametrizada por 7 em p. Consideremos uma carta (U, ) da
folheacao F. Nessas coordenadas locais, as placas sdo da forma L. = ¢~ 1(V x
{c}), onde c € C e V é um aberto em C.

Seja 7, a se¢ao transversal no ponto p = ¢~ (g, c) com zo € V. Entao

pomy(w) = (hy(w), gp(w)),

com det(g;)(0) # 0 e (h,(0), g,(0)) = (20, ¢). Segue-se do Teorema da fungao
inversa que g, ¢ invertivel.

Suponha agora que temos dois pontos p = ¢ (zg,¢), ¢ = ¢ *(yo,¢)
sobre a mesma placa L., e duas segoes transversais 7, = ¢ ' o (h,,g,) e
7, = ¢ ‘o (hyg,) em p e q respectivamente. J& que g, e g, sdo invertiveis,

a aplicacao f : 7, — 7, dada por

flw) =140(95) " 0 gpo7, () (3.1)
¢ um biholomorfismo bem definido. Temos as seguintes observagcoes:

1. O germe da secao transversal nao depende da parametrizagao escolhida.
De fato, se existe outra segao transversal 7, tal que 7, = 7, 0 ¢, onde

Y, € Diff(C,0). Entao, ao efetuarmos

o, = (hy,Gp),
teremos que ¢ o 7, = p 0 7, 0, logo

(hp, 9p) = (hp, Gp) 0 Py = (ﬁp 01, Gp © Up),
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assim g, = g, 0 1, € portanto

-1 _ o~ -1
gpoT, = gpo¢pOTp

~ o~

= ngTp

~ o~

= ngTp

2. Afirmamos que f nao depende da carta escolhida. De fato, sejam
(U1, 1), (Us,p2) duas cartas de F e p, ¢ dois pontos na mesma fo-
lha de F, e na mesma componente conexa da intersecao dos dominios

Uy NU,. Nas coordenadas locais (Uj, ¢;) temos que:

wj o p(w) = (hpj, gpj(w)), @j0T(w) = (hy;(w), gq.;(w)).

Seja m; e my as projegdes usuais. Entao da equagao (1.1) segue-se que

w0y (z,y) = (h(z,y),9())

= (h(l’,y),g © 7T2(I7y))

assim
T2 0 a0 1 (2,y) = goma(z,y) = g(y).

Logo

gp2 = T20¢20T),
_ -1
= T20@20P 0PY10O0Ty
= 907'('20(10107—1)

= g°9p1

e o mesmo para o ponto ¢. Sejam duas aplicacoes f : 7, = T, €

f 71, = 7, entre as se¢oes transversais 7, e 7,, entao da equagao (3.1)
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segue-se que

o —1 1

_ 1 1 1
= 749(9g1) ©9 ©gogpioT,
= o o or 1

= Tg©9q1°9p1°T,

= f

3. Dados p,q,r € Lee f : 7 = Ty, 1 T = T, € 1 T, — T4 as
respectivas secoes transversais, entao f = a o a. De fato, escrevemos 7,
em coordenadas locais: ¢ o 7, = (h,, g,), € pela equacao (3.1) segue-se

que:

aod = (ro(g) 'ogror)o(ro(g) ogom, )
= 7'¢;[o(gq)_1ogpo7'p_1

= f.

Definigao 3.2. Seja F uma folheagio holomorfa reqular em M, (U, ) uma
carta da folheacao F e L uma placa. Dados p e q em L e secoes transversais
T, e T, em p e q respectivamente, a aplicagao f : (7,,p) — (74,q) definida

como em (3.1) é chamada aplicagao correspondéncia entre 7, e T,.

A aplicacao correspondéncia pode ser definida para um ntimero finito de
secoes transversais: fixemos uma folha L de F, dois pontos p,q € L e um
caminho v : [0,1] — L com y(0) = p e (1) = ¢. Como ~¥([0,1]) C L é
compacto, podemos encontrar uma cobertura finita {U;}_; de ([0, 1]) por
cartas de F.

Escolhemos a partigao 0 =ty < t; < ... < t; = 1 tal que y([t;, t;ix1]) C U;

para algum ¢ e um ponto p; = y(;).
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Seja 7; a secao transversal em p; para cada ¢ =0, ..., — 1. Como p; e p; 11
pertence a U, e a aplicagao correspondéncia nao depende da carta escolhida,
entao as aplicagdes correspondéncias f; : 7, — 7,41 estdo bem definidas. A

composicao delas
fyi=fimi0..0fi (3.2)

¢ um biholomorfismo bem definido entre (79, p) e (7, ¢), e nao depende da

cobertura {U;}!_, nem dos pontos p;.

Definigao 3.3. Seja L uma folha de F e~ : [0,1] — L um caminho. Consi-
dere segoes transversais 7, e 7, em p = v(0) e ¢ = (1) respectivamente. A
aplicagao f, definida pela equacdo (3.2) € chamada aplicagdo de holonomia

de L associada a 7.

Mostraremos que f, independe das segoes transversais nos pontos p e q.
De fato, sejam o, e 0, duas secoes transversais em p e ¢ distintas de 7, e
T, Sabemos que existem biholomorfismos 0, : 7, = o0, € 0, : 7, — 0.
Denotaremos por f7 a holonomia de v com respeito as segoes transversais 7,

g : : ’
e 7y, € por f7 a holonomia com respeito a o, e oy, dai

T -1 o
f,y :0q of,y o 0,.
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Figura 3.1: Holonomia de um caminho entre duas se¢oes transversais

Teorema 3.1. Seja F uma folheagao holomorfa em M e L uma folha de
F. Considere p,q € L e duas se¢oes transversais 7, e T, em p e q respecti-

vamente. Se vy e 1 sao dois caminhos homotopicos de p a q em L, entdo

f'yo = qu-

Demonstracao. De fato, como vy e ; s@o homotdpicos existe uma homotopia
H :IxI — L,entrevye~,tal que H(s,.) = s paras = 0,1, onde I = [0, 1].
Denotamos ~,(t) = H(s,t), entdo vs(0) = p e 7s(1) = ¢ para todo s € I.
Seja {U;}¥_, uma cobertura finita de H(I x I) pelas cartas da folheacio.
Consideramos as seguintes partigoes 0 = sp < 51 < ... < §,_1 < s, = l e
0=ty <t <..<tyq <t,=1tal que H([s;, si41] X [tj,t;+1]) C U; para
algum 1, VO0<[I<u—1eV0<j<wv-—1.

Fixemos as secOes transversais 7,; em p;; = H(s;,t;) tal que 79 =
T, € Ty = T4- A holonomia ao longo da curva 7, com respeito as secoes

transversais 7;; com j = 0, ...,v, é dada por

fvsl = 51,1;—1 © 5l,u—2 ©...0 5571 o 5l,0



CAPITULO 3. GRUPO DE HOLONOMIA DE UMA FOLHEACAO 47

onde (5[7]' =T 7 TLj+1-
Por outro lado, a aplicacao correspondéncia 60, : 7,; — 7i41,; estd bem

definidaVO0<I<u—-1eVO0<j<v-—1,comb:=1d, 0;,:=ide

-1
Ory15 = 014410015 00,5

Portanto
f%m = 5l+1,v—1 B 5l+1,v—2 ©...0 5z+1,1 o 5l+1,0
-1 -1 -1
= (0o dip-100,, 1) 0 (Op-100,200, y)0..0(010d0006)
-1
= 91,u © 51,1;71 © 51,1172 ©...0 51,1 © 51,0 © 9570
= Ido 5171)_1 9] (5[71)_2 o...0 (5171 o (5170 o Id_l
= 5l,v—1 o 5l,v—2 6...0 51,1 o 55,0
- f"fsl
0 que queriamos mostrar. ]

Segue-se, do Teorema 3.1, a seguinte definigao.

Defini¢ao 3.4. Seja F uma folheagao holomorfa em M, L uma folha de
F, p um ponto em L e~ :[0,1] — L um caminho fechado em p. Entdo o
grupo gerado pelas aplicagoes de holonomia de f, : 7, — 7, onde 7, € secao

transversal em p, é denotado por

HOI(Fa Lanap) = {f’w [7] € WI(L7p)}
e chamado o grupo de holonomia de F em L com base em p.

Sejam 7, 3, po, 1, P2 como antes e fixemos segoes transversais 7y, 71, To €m

Do, P1, P2 respectivamente. Entao

f'y*ﬁ = fﬁ o f'y-
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fr

Figura 3.2: Holonomia associada ao caminho fechado 7.

Ja que (1,p) = (C,0), o grupo de holonomia pode ser considerado como

um subgrupo de Diff(C,0). A aplicacao

Hol,(F) : m(L,p) — Hol(F,L,7,,p) C Diff(C)
] = Hol,(F)(W) = /-

¢ um antihomomorfismo de grupos. Isto é Hol,(F)([y % 8]) = Hol,(F)([A]) o
Hol,(F)([y]). Dizemos que Hol,(F) é a representacao de holonomia de L
com respeito a p.

Para nao recarregar a notagao, denotaremos Hol(L, p) por Hol(F, L, 7, p)

o grupo de holonomia da folha L em F que passa por p.

Corolario 3.1. Seja F uma folheagao holomorfa em M e L uma folha de F.
Entao para quaisquer p,q € L, os grupos de holonomia Hol(L,p) e Hol(L, q)

sao conjugados.

Demonstragao. Seja vy um caminho que liga p a ¢ em L, e seja f, a aplicagao

holonomia. Consideremos o isomorfismo v* : m(L,p) — m(L,q) induzido
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por ~ sobre os grupos fundamentais, isto ¢, dado por

v im(L,p) — m(L,q)
o] — v ([o]) =[y*oxy7'].
Daf
Jrrio) = frsoe—1 = f5 10 fo 0 [y
assim
Srto) = 5 0 fao fr

Por conseguinte, f., define uma conjugagao entre Hol(L,p) e Hol(L,q). O

Pelo Corolério 3.1, Hol(L, p) nao depende do ponto base p entao podemos
escrever Hol(L) = Hol(L, p).

3.1 Conjugacao de grupos de Holonomia

Lema 3.1. Seja F uma folheag¢ao holomorfa em M, L uma folha de F e
K um conjunto compacto em L. Entao existe uma vizinhan¢a aberta U de
K em M, uma vizinhanca aberta W de K em L, e uma retracao holomorfa

P:U— W tal que Vx € W, a fibra P~'(z) € transversal a F em U.

Demonstracao. Como K é compacto en L, escolhemos uma cobertura W =
U;W; de K por placas W; de F. Como F nao tem singularidades em W,
segue do Teorema do fluxo tubular, que existe P : W c M — W uma
aplicagao holomorfa propria, sobrejetiva. Desde que W é uma caixa de fluxo
para F, podemos aplicar o Teorema de transversalidade de Thom, para obter
um conjunto aberto U C W tal que todas as fibras de Ply:U—PU)CW

sejam transversais as folhas de F. O]
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Definicao 3.5. Sejam F e F' duas folheagdes holomorfas nas superficies
complexas M, M’ respectivamente. Sejam L e L' folhas de F e F' respec-
tivamente, e p € L, p' € L'. Dizemos que 0s grupos de holonomia Hol(L)
e Hol(L') sao holomorficamente conjugados se existem se¢oes transversais
(1.p), (7',9") e um homeomorfismo ¢ : LUT — L' U1’ tal que ¢(p) =1, ¢,

e ¢. sao biholomorfismos e para cada [y] € m (L, py) tem se que
$o [y 0 (s') = faon(s)

para cada s € ' em uma vizinhanca de p'.

T Ti+1 7! q-—;; ;
; 94 :
. S U ! SR ) 1
e i1 | -T-----x:__:----l'l U {I Iil—_;_ — = LE'_'J
| T il | P 0 b 1 r__ | 2 Y _,-// gl
TN S g e 7 7~
R e o) e A
f—— i /—'— —t W\, !
| | e { £ g St
e L ] JI,: — Mg *'f\f 1 ,:L-i—t\—-—«.% JLL
— e —-L__::':'-L,__\“' el | —__—_fj\. / i "M—;le\ |__",__ J/II -—Y——- S
T — g M G i,
e e ) Ciropos e | o s

Figura 3.3: Holonomias conjugadas

Da defini¢ao anterior, segue-se:

Teorema 3.2. Sejam F e F' duas folheagoes em M e M', e sejam L e L'
folhas compactas de F, F' respectivamente. Os grupos de holonomia de L e
L' sao conjugados se, e somente se, existem vizinhancas V de L, V' de L' e
um biholomorfismo ® : V. — V' com ®(L) = L' que leva folhas de F|y, em
folhas de F'|y.

Demonstra¢ao. Suponhamos que os grupos de holonomia Hol(L) e Hol(L')

sejam conjugados, entao pela Definicao 3.5 existem um biholomorfismo ) :
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L — L', um ponto py € L, duas segOes transversais 7, em py e 7, em pj =

¥ (po), e um biholomorfismo ¢ : (79, po) — (7, pp) tal que

$0fr 007" = flos (3-3)

para todo caminho fechado v em L com base em py; onde f, denota a holo-
nomia de F com respeito a curva vy e fz/po¢> a holonomia de F’ com respeito
a curva ¥ o ¢. Como L e L' sao compactos entao, pelo Lema 3.1, existem
vizinhangas abertas V. C M de L e V' C M’ de L’ tais que as retragoes
P:V — LeP :V'— L tem fibras transversais a F e F' respectivamente.
Denotamos por 79 = P~!(pg) e 75 = (P')"(p}) as duas segoes transversais.
Seja p € L, p # po, escolhemos um caminho v que liga pp a p em L. Seja 7, a
seqao transversal em p definido por P~'(p), entdo f,-1(z) estd bem definida

para todo x em uma vizinhanca de p. Assim, definiremos

O(2) = fyon 0 P 0 f (2).

Suponhamos agora que temos um outro caminho u que liga pg a p, como
px~y~! é um lago com base em py entao [ux~vy~1] € m (L, py). Pela equagao
(3.3), segue-se que

¢ 0 frw—1 = f{po(uﬂ—l) °¢.
Agora, como a aplicacao, que associa a um caminho sua aplicagao holonomia,

¢ um antihomomorfismo de grupos, entao
¢pofrlofu=(fue) ™ 0 flopod
e por conseguinte
foy 0 @0 frm1(2) = flou0 @0 fumi(x) = &(2)

assim a definicao de ® nao depende do caminho escolhido. Falta mostrar

que ® é um biholomorfismo. De fato, ® é invertivel pois ¢ é um homeomor-
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fismo. Além disso, ® é holomorfa, isto segue-se do fato que ® é composta de
biholomorfismos. Portanto ® é um biholomorfismo.

Agora, reciprocamente sejam p um ponto em L e p’ = ®(p). Consideramos
um caminho fechado v C L com base em p, e 7 uma secao transversal em
p contida em V. Entdo como ® leva folhas em folhas, ®(y) é um caminho
em L' e ® o7 é uma secao transversal em p’ para as folhas de F’. Sejam
Doy -y P €M Y € secoes transversais 7y, ..., Tp, COM Pg =P, =P € Tog =Ty =T
e as aplicagoes de correspondéncia f; : 7, — 7Tip1 e ¢ € 7;. Como P leva
folhas em folhas e como f;(q) é o ponto de intersegdo da unica folha que
passa através de ¢ com 7,41, e como P oT; e P o7, Sa0 segoes transversais a
L, entao fi,, (®(q)) = ®(fi(q)), onde fi,,. : ®(7;) = ®(7i41). Da construcao

da aplicacao holonomia para ®(), obteremos que
dlofiod=Ff,.

E ja que v é arbitrario, entao os grupos de holonomia de L e L’ sdo conjuga-

dos. ]

Definicao 3.6. Um subconjunto B C M ¢€ dito estdavel para a folheacao F
se para toda vizinhanca W de B em M existe uma vizinhanca W' C W de

B em M tal que toda folha de F que intercepta W' estda contida em W.

O seguinte teorema mostra a relagao que existe entre a estabilidade e a
finitude do grupo de holonomia. O leitor pode consultar a demonstragao com

mais detalhes em [4].

Teorema 3.3. Uma folha compacta de F com grupo de holonomia finito é

estdvel.

Teorema 3.4 (Teorema da estabilidade local de Reeb). Seja L uma folha

compacta de F em M com grupo de holonomia finito. Entdo para toda vi-



CAPITULO 3. GRUPO DE HOLONOMIA DE UMA FOLHEACAO 53

zinhanga W de L existe wma vizinhancga tubular F-invariante de L e uma

aplicagio P : W' C W — L com as sequintes propriedades:

1. Toda folha L' C W' € compacta com grupo de holonomia finito.

2. Se L' C W' é uma folha entdo a restrigao Pl : L' — L € uma aplicagdo

de recobrimento.

3. Sex € L entio P~*(z) e transversal a F.

Demonstracao. Fixemos uma vizinhanca W de L. Consideremos a vizi-
nhanga tubular Py : W — L. Como L é compacto podemos assumir que
a fibra Py(x) é transversal a F, para todo x € L. Pelo Teorema 3.3, existe
W' C W. Segue-se da prova do Teorema 3.3 que todas as folhas L' em W’
sao compactas. Definamos P = PFy|y», entdao P : W/ — L é uma vizinhanga
tubular que satisfaz (3). Reduzindo W’ se é necessario, podemos supor que
L' é transversal & fibra P~!(z), Vo € L. E como a folha L' C W’ é compacta
entao teremos que L' intercepta cada fibra um nimero finito de vezes. O
mesmo argumento mostra que cada folha L' C W’ tem grupo de holonomia

finito. Isto prova (1) e (2). O

3.2 O grupo de holonomia de uma folha trans-
versal a uma fibracao

A holonomia de uma folha L pode também ser descrita por meio de uma
fibracao transversal a L. Seja F uma folheagao transversal a uma fibracao
(M, P,L,F), onde L é uma folha de F e F' é uma variedade complexa de
dimensao 1.

Se L' é outra folha de F, entdo P|y : L’ — L é uma aplicagdo de

recobrimento. Se pg € L e v :[0,1] — L é um lago com base em py entao
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Po

Figura 3.4: Folheagao transversal a fibragao .

dado p € P (py), existe um caminho 7, : [0,1] — L' C M tal que 7,(0) = p
e Po7y =+. O caminho 7, sera chamado levantamento do caminho v e é o

unico caminho que passa por p tal que o seguinte diagrama comuta:

L/
To l -
0,1] —= L
Agora, ao efetuarmos f,(z) = 7(1), definiremos assim uma aplicacao

Iy PY(q0) = P7'(qo) que é um biholomorfismo e serd a holonomia de ~y
respeito a fibracao P. Como o levantamento apenas depende da classe de

homotopia de v, entao podemos definir a seguinte aplicacao:

Holy, (F) : mi(L,q0) — Diff(P~"(go))

] — f
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onde Diff(P~(q)) é o grupo de biholomorfismos da fibra em P~!(go) que
fixam ¢o. Naturalmente, a imagem de 7 (L, go) via Hol,, (F) é chamado grupo
de holonomia da folha L. Esse grupo pode ser interpretado como grupo de

holonomia de uma folha em F com respeito a uma segao transversal (7, qp).

3.3 Grupo de holonomia associados a singu-
laridades de folheacoes

Seja F uma folheagao holomorfa sobre uma superficie complexa M e I' uma
separatriz de F. Segue-se que I" = I' \ Sing(F) é uma curva lisa. Para
determinar o grupo de holonomia de I'"” fixemos um ponto yy € IV e tomamos
aidéia da secao 3.1. Seja 7 C M uma secao transversal num ponto py ey C I
um caminho fechado em py. Construimos um difeomorfismo f, definido sobre
uma vizinhanca V., de py em 7. Nao é correto afirmamos que f, independa
da classe de homotopia de v porque o dominio de defini¢ao V,, de f, depende
em geral da escolha de v, no entanto o germe fj, depende unicamente da

classe de homotopia de 7. Assim, obteremos um morfismo de grupos

Hol,, (F) : m(I",po) — Diff(C,0)
] — f

Esse morfismo da uma representagao de m (I, pg) em Diff(C,0) que pelo
Corolério 3.1, a classe de conjugacao nao depende de py e 7. Esta classe de
conjugacao é chamada representacao do grupo de holonomia da separatriz I,
denotada por Hol(T'").

A seguir, estudaremos o grupo de holonomia de uma superficie complexa
invariante pela folheacao: Seja w um germe de uma 1-forma holomorfa em

0 € C?, e denote por F,, a folheacao holomorfa induzida por w. Suponha que
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w pode ser escrita da seguinte maneira:
w=axdy — \y(1l + A(z,y))dx.

Seja
U={(z,y) € C* x| <1,]y| <1}

e escolhemos um representante de w em int(U) tal que A é holomorfa em U
e 0 € C? a tnica singularidade de w em U. Segue-se que Ly = (U \ {0}) N
{y = 0} é uma folha. Nosso objetivo é descrever o grupo de holonomia
da folha Ly entorno da origem, mais precisamente, veremos que o grupo de
holonomia associado a Ly possui um gerador f., € Diff(C, 0), com parte linear
f1(0)y = exp(2imA0)y.
Consideremos a segao transversal (7,(1,0)) = {z = 1} que passa por

p = (1,0). Com y suficientemente pequeno, 7 possui um levantamento fy
na folha de F, que passa pelo ponto (1,y), tal que Pj o IN“y = =, onde P,
¢ a projecao na primeira coordenada. Pela definicao de f, segue-se que
r,(1)=(1, f+(y)). Por outro lado, como a folha F,, é holomorfa, escrevemos
fy da forma:

Ly(0) = (+(0),T(0.9))

I'0,y) = Zk21 i (0)y"
onde I' é uma serie convergente em y tal que I'(6,0) = 0 e I'(0,y) = y. Ao

efetuarmos que f(&, y) siga uma folha de w, isto é
w(I'(0.y)) = wlexp(2inh), L(6,y)) = 0.

Portanto

or

—A[(0,y)[1 + A(exp(2im0),T'(0,y))].2im exp(2im0) + exp(2i7l). 50

(97 y) = 0.
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Entao
. or : : ,
exp(2z7r9)%(9, y) = A'(0,y)[1 + A(exp(2in0),I'(0,y))].2im exp(2i7)
or

og(0:y) = 2mAL(0,y)[1 + Alexp(2imd, T(0, 9))]

Ja que I'(0,y) = > 15, cr(0)y* entdo, da tltima expressdo, temos a seguinte
equagao diferencial com valor inicial que permitirda a determinacao do pri-

meiro coeficiente da serie de Taylor da holonomia f,
1 (0) = 2imAe1(0), ¢1(0) =1,

cuja solucao é ¢;(0) = exp(2imA0).

O grupo de holonomia de F, em Lg é gerado pelo seguinte biholomorfismo:

fHy) = T(Ly) =c(Dy+y°(.)+ ...

= exp(2im\)y +y°(...) + ...

3.4 Grupo de holonomia projetivo

Consideremos uma 1-forma w que gera a folheagdo F no disco U = {(z,y) €

C%|z| < 1,]ly| < 1} com uma singularidade isolada em 0 € C% Seja a
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explosio nao-dicritica 7 : U — U centrada na origem e D = 71(0) o divisor
excepcional invariante pela folheacao F =nF , onde F é o transformado
estrito de F. Suponha que todas as singularidades de F estao contidas na
carta (Uy, 1) da explosdo. O conjunto D \ Sing(F) ¢ uma folha de F,
portanto podemos considerar seu grupo de holonomia.

Seja P : U — D, P(x,t) = t, o fibrado linear obtido apds da explosao, e
seja ¢ € D\ Sing(F). Entdo Hol(D \ Sing(F), q) ¢ o grupo de holonomia da
folha D \ Sing(F) em ¢ da folheacio F restrita a P~1(D \ Sing(F)).

Para definir esse grupo, usamos o mesmo argumento como na segao an-
terior. Consideremos um caminho ~ : [0,1] — D\ Sing(F) com ~(0) = ¢ =
(0,19), entdo o seu levantamento com origem em (z,ty) € P7'(¢) é um cami-
nho 7,(0) : [0,1] = U com 7,(0) = (z,%,), contido em uma folha de F que
passa por (x,tp) e tal que P(y(s)) = 7(s), Vs € [0, 1].

Assim, definiremos a holonomia da curva v, f, : P7*(¢) = P~!(¢'), onde
¢ =~(1), e fy(z,ty) =7,(1) para x suficientemente proximo de g.

Agora suponha que ¢’ = ¢, isto induz o homomorfismo de grupos
Hol,(F) : m (D \ Sing(F)) — Diff(C, 0).

O subgrupo Holq(D\Sing(JE)) sera chamado grupo de holonomia projetivo
da folha D \ Sing(F) associada a folheacdo F.



Capitulo 4

Folheacoes com grupo de

holonomia prescrito

4.1 Introducao

Dado G C Diff(C,0) um subgrupo do grupo de difeomorfismos holomorfos,
seja X um germe em 0 € C? de um campo de vetores holomorfo com uma,
singularidade isolada em 0 € C?, e seja Fx a folheacdo holomorfa induzida
por X. Entao sobre quais condic¢oes o grupo de holonomia projetivo associado
a Fx ¢é conjugado ao grupo G?.

Na direcao desse problema, teremos os resultados de Alcides Lins Neto
[2] e Pérez Marco-Yoccoz [24].

O objetivo da dissertacao é provar o seguinte resultado de Lins Neto,

dado em [2].

Teorema 4.1. Seja G = {g, ..., g,} C Diff (C,0). Suponha que para qualquer
j €11,..,v}, g; € conjugado com sua parte linear em 0, z + g3(0).z, e a
composicao gy = g, o...o gt € também linearizdvel (ndo necessariamente

no mesmo sistema de coordenadas). Sejam I'y,...,I', 1 curvas complezas que

99
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passam por 0 € C?. Entdo existe um germe em 0 € C? de campo de vetores

holomorfo X que satisfaz as sequintes propriedades:

1. O campo X tem exatamente v + 1 separatrizes, que estao contidas nas

T

g

2. X € resolvida apos uma explosao nao dicritica, e o grupo de holonomia

projetivo de ]::X ¢ conjugado ao grupo de germes G.
3. A multiplicidade da folheagdo Fx em 0 é v.
4. A folheagao Fx temv+1 singularidades no divisor.

A fim de provar o Teorema 4.1, construiremos uma superficie complexa
M via colagem local de superficies complexas e dentro de cada superficie
local, definiremos folheagoes locais, que vao gerar uma folheacao global em
M. Além disso, um divisor compacto D de dimensao 1 isomorfo a P!, tal
que a classe de Chern do fibrado normal de D em M é —1. Ao aplicarmos
um Teorema de Grauert [25], a folheagao obtida em M serd equivalente via
um biholomorfismo a uma folheacao que provem da explosao de 0 € C2, com
divisor D = P'. A folheagio F em C2, numa vizinhanca de D, tem um
numero finito de singularidades em D, mais ainda D serda invariante por F.
Assim, existirda um campo de vetores holomorfo X definido num entorno da
origem cuja explosao é a folheagao F. Veremos, por construgao, que o grupo
G seré conjugado ao grupo de holonomia projetiva de F com respeito a folha
D\ Sing(j-: ). Finalmente, via blow-down, obteremos uma folheagdo F num

entorno de 0 € C?, que satisfaz as propriedades requeridas.
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4.2 Prova do Teorema 4.1

Primeiro construiremos a superficie M via colagem. Consideremos z) = 0
e os v pontos 2V, ..., 20 em C. Para cada j € {0,1,...,v} definamos o disco

aberto I; de radio r e centro z?, onde r é tal que |ZZQ—Z§-)| > 2r para todo ¢ # j

e0<i,j <wv. Paracadaj € {1,..., v}, escolhamos os pontos zj; € Ej; \ {z?}
e 27 € Fy\ {0} tal que

r 2im(g — 1 r
Z;-I = —exp <¥)7 Z;- = z? + 5 (4.1)

2. 0;([0,1)NE; =0se0#1#7.
3. 0:([0,1]) N o;([0,1]) = 0 se i # .

4. 0;([0,1]) N Ey e 0;(]0,1]) N E; sao segmentos de retas contidas nos

diametros de Ey e E; respectivamente, para todo j € {1,...,v}.

Sejam Ay, ..., A, faixas entorno de oy, ..., 0, respectivamente tal que:
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3. A;N Ey e A;j N E; estao contidos em setores de Ey e E;, 1 < j < v,

respectivamente.

Seja U = (Ui_; Ai) U (U, E:) e ¥ = OU uma curva simples em C. Seja T
uma vizinhanca tubular de y e V = (C\ U) UT um conjunto aberto. Entdo
segue-se que {A, ..., A,, Ey, ..., E,, V} é uma cobertura de C.

Consideremos as seguintes coordenadas locais:

e Para cada j = 1,...,v definiremos, em A; x C, as coordenadas (z,v;)

com z € Aj, v; € C.

e Para cada ¢ = 0,...,v definiremos as coordenadas (z,u;) em E; x C,

z € FE;, u; € C.
e Em V x C tomaremos coordenadas (w,y), onde w = % eVeyeC.

Agora, em cada aberto da forma V x C, E; x C, A; x C e ap6s colagem desses
abertos, obteremos uma superficie complexa M e uma folheacao singular F
em M.

De fato, em A; x C consideramos a folheacao horizontal ,7}] tal que as

folhas sao da forma v; constante, j = 1,...,v. Analogamente, para V x C
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VxC

A; xC E; xC

Figura 4.2: Tipos de folheagoes em coordenadas locais.

tomamos a folheagao horizontal F, cujas folhas sao da forma y constante. As
folheacoes ]?] em E; x C, j = 0,...,v serao folheacoes singulares induzidas
pelo campo de vetores em F; x C definidos por

0
X;=(z—-2))z—+q

- (4.2)

uja—u]
Onde os ntimeros o serao escolhidos de acordo aos geradores do grupo G =
{91, .., g, }. Como cada g; € Diff(C, 0) ¢ linearizavel entao g;(x) = Nz + ...,
onde \; = ¢*™ e \; = ¢}(0), Vj = 1,...,v, e como a aplicacdo go = g, ©

1

--0g; ¢ linearizdvel, entdao escolhendo as coordenadas (z,ug) em Ey x C

segue-se que

Dai

= exp(—2imay) - - - exp(—2ima,)

= exp(—2im Z ;)
i=1
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e como
Ao = exp(2imayp)
= exp(2imay) - exp(2imn)
= exp(2im(ag + n))

onde n € Z, portanto exp(—2im Y, | ;) = exp(2im(ag + n)), segue-se que
=y i =ap+n,istoé ag=—n—73 ., . Ao considerarmos o caso em

que n = 1 teremos
v
g = -1 - E Q5.
i=1

Agora calcularemos o grupo de holonomia num entorno de cada ponto
29, Sejam v;(0) = ;e + 27, 0 < 6 < 2w, onde r; < r, a se¢ao transversal

7; = {p;} x C, onde p; € v;([0, 27]) e consideremos a folha

L={{u; =0} \{j}}

da folheacao gerada pelo campo de vetores holomorfo X;. Calcularemos o
grupo de holonomia Hol(L, p;, 7;). Consideremos a fibracao P, : C*xC — C*
dada por Pi(z,u;) = z. Consideremos a separatriz L = {u; = 0} C C* e
fixemos um ponto py = (2,0) € L\ {z?} ~ C* entao o grupo fundamental
T (L\{2)},po) = Z portanto ele é gerado pela classe de homotopia da curva
v;(0) = r;exp(if), onde 6 € [0,27]. Consideremos o cilindro C; = {(z,u;) €
C?% |z| = r;} parametrizado pela aplicagao

p:RxC— C?

(0,u;) — (r;e”, u;),

tal que ¢(0,C) = ¢(27,C) = 7;. A folheacao .7?] induz uma equagao diferen-
cial em C? obtida do campo de vetores X (veja a equagao (4.2)). Denotemos

por f,, o elemento de Hol(L, p;, 7;) associado a 7;. De (4.2) teremos:

de QUj
—_— = 4.3
dz 2z —z; (4:3)
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Figura 4.3: Calculo da holonomia associado ao caminho +;.

Ao fixarmos um ponto g; = (p;,uj,) € 75, seja Y, (0) = (2(0),u;(0)) € C;
o levantamento da curva 7;, que passa pelo ponto g;, tal que v; = P 0 7,;,

entdo 7, = Py 07, logo /(8) = Pi(=/(6), u,(8)) = Pi(, (0)) = irye™®.

U
Ao compararmos a linha tangente —f do vetor (uf;,2") com 4.3, segue-se
z

que:
! /
j Ui Qyuy

o il 40
z irje r;e

. . ~ . . U .
da aqui u; = iajuj. Ao resolvermos a equagao diferencial: —2 = iaydt,
u.
j
obteremos que

du, ,
— = todt
u .
j
log [u;| = it +e¢, c=cte
_ o tagt
uj = wuje".

assim u;(t) = uj,e™", onde u;(0) = uj, e uj(0) = u;,e’. Logo

fry (wje) = u(2m) = ujoe™ ™ = uj ;.
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Portanto a holonomia da curva 7, na secao 7;, com respeito a folheacao J'Ej, é
o difeomorfismo f,, : P;'(z0) = Py ' (20) tal que u; — Aju;. Isto ¢, o grupo
de holonomia é gerado por f,,, entao Hol(L;, 7;,p;) = {u; = exp(2ima)u,}.

A seguir, definiremos um difeomorfismo de colagem u; com o fim de colar
os conjuntos A; x C e E; x C, j =1,...,v na interseccao (4; x C)N(E; x C).
De fato, como A;N E; é simplesmente conexo e z? ¢ A;NE;, estabelecemos o

sistema de coordenadas (z, ;) em (A; N E;) x C. Vejamos, como 2} = 294§

Figura 4.4: Intersecao de abertos para estender as folheagoes locais.

entao

log(z —2)) = logl|z— 27| —if

i0 = logl|z—z)| —log(z — 27)
z— 20
- 1 J
(57)
. z— 2z
Wa; = —ajlog 72

e como u;(f) = u,, exp(ic;0) entao

. z— 2y
G = u;exp | — o log 72 )) (4.4)
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onde (2}, u;) = u; e @;(2,0) = 0. Aqui log é o ramo de logaritmo definido
em C\ {x +iy;z < 0} tal que log(l) = 0, essa fun¢do é holomorfa em
A; N E; pois ¢ um subconjunto simplesmente conexo. Além disso, as folhas
da folheacao .7?]-, restritas a (A; N E;) x C, sao as superficies de nivel u;

constante. A seguir, colaremos os conjuntos A; x C e E; x C por meio de

(z,u;) (z,u;)

Figura 4.5: Coordenadas locais para o colagem de folhas.

um difeomorfismo de colagem da seguinte maneira: identificamos os pontos
(Z, Uj) S (AJQEJ> xC C AjX(C com os pontos (Z, Uj) S (AJOEJ) xC C Ej xC,

por meio do difeomorfismo

= vexp (alog (%)) (45)

De fato, da equagao (4.4) segue-se que

3 z— 2

U; = U; exXp <C¥j10g (W))
z—z?

= vjexp (ajlog( /2 ))

A equacgao (4.5) acima identifica as coordenadas (z,v;) com (z,1;), co-

lando em conjunto as placas da folheacao .7/5] em (A;NE;) x C com as placas
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da folheacao fj, que associa as fibras {z = ¢} C A; x C, onde ¢ € A; N £},
com as fibras {z = ¢} C E; x C, que resulta em uma nova superficie com-
plexa. Por outro lado, afirmamos que a holonomia da curva 3; = o;%7; *Jj_l
na segao transversal 7} = {27} x C C A; x C, com respeito a folheagao obtida

pelo colagem em conjunto de F; com ]:'j, ¢ linear da forma v; — Ajv;. De

"

7j

Figura 4.6: Colagem das folhas de £ x C com as folhas de A; x C.

. 1 ~ . ’
fato, como a curva ; = 0; xy; % 0; " entao a holonomia fg; é dada por

fo;(vj) = ;0 fy, 0u; (v))
= U0 fy,(2,05)
= w;(Ajv;)
= Ajv;.
Denotaremos por ]T"J a folheacao dessa colagem.
Agora, colaremos a nova folheagao ]?] com Fo em (A; N Ep) x C via

um difeomorfismo de colagem ug, a partir de um difeomorfismo h; definido

da seguinte maneira: seja Bj,C; abertos em C e h; : B; — Cj, tal que
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/

Figura 4.7: Colagem das folhas de A; x C com as folhas de £, x C.

h;(0) =0 € B; N C;. Identificamos os pontos (z,v;) € (A; N Ey) x B; com
(z,up) € (A; N Ey) x C pela relacao

wo = h(v;) exp <ao log (%)) (4.6)

Esse difeomorfismo permitira a colagem das placas de fj com as placas de
.7?0, de modo que obteremos uma nova folheagao em uma superficie complexa
que contém EyU A; U E; como uma folha dessa nova folheacao. Afirmamos

que a holonomia da curva f3;, na segao {z}’ } x C C Ey x C é dada por

o — hy(Ajhy (uo)). (4.7)

J

De fato, como ug(z, hj(v;)) = h;(v;) exp (ao log (ZL,,') ), segue-se que se
7j 3 uo(25, hy(v;)) = hi(v;) = ug

77

entdao v; = h;*(up).
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E_’? % C ".1_,? o C EU x C

Figura 4.8: Colagem de folheacoes locais.

Denotaremos por Iz = hjo fgo hj_l a holonomia da folha em Ey x C, da

aqui:

Fs(ug) = hjo fgohy (up)
= hjo fs(v))
= hi(Nv;)
hy (A0 (uo)).

Assim, a holonomia da curva 8; na segao {27} x C C Ej x C é dada por
Ug > hj()\]h]_l(uO))

Seja Yo(0) = geie, 0 < 60 < 2r. Consideremos p; o segmento reta de

Yo entre § e 2} (no sentido positivo), para cada j = 1,...,v. Denotemos

1

— % BT ' 3 _(r
por 0; = jij x [3; % ;- e consideremos a se¢do transversal 7o = {5} x C. A

holonomia da curva 9, sobre 7 é da forma

w i hi(\h;H(w)) (4.8)
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Figura 4.9: Holonomia associada ao caminho fechado ¢;.

onde h; = aj_lhj e tal que a; = exp (inao(j%l)) ¢ uma rotacao. Por
hipéteses, g; € linearizdvel o que resulta que ¢ conjugado com sua parte
linear, isto ¢, escolhemos o difeomorfismo h; tal que ﬁj_l 0g;0 Bj (u;) = A\ju;.
Portanto, a holonomia da curva d;, na se¢do transversal 7o, € g;(ug) = Ajug+
agug + -

Finalmente, colaremos as folheagoes JEI, e JE,, obtidas nesse processo. As-
sim, obteremos uma superficie complexa M. Denotaremos por Fa folheacao
em M obtida dessa maneira. Da construcao acima, F satisfaz as seguintes

propriedades:
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1. O aberto U = (Ui, 4;) U (U7, E;) é uma folha de F.

2. A holonomia de U em 7y é gerada por gi,...,g,. De fato, pois gy, a
holonomia de U em 7y, é da forma gy = g, 'o---0g; " que é linearizavel,

com parte linear A\g = A1 AL

3. A holonomia da curva d; x - - - x d, x Yo é a identidade. Isto segue do
fato que gy = g; ' o - -0 g; '. Pelo item acima, a holonomia em 7, é go,
portanto a holonomia dessa curva juxtapuesta d; x - - - x 0, * 7o sera a

composicio H = g 0 ... 0 g, 0 gy, mas como gy = g, o...0 g; ' entdo

H=go..0og,0g, 0..0g;" = 1Id.

4. A superficie M possui uma outra folheacao G transversal a U , sem
singularidades. Essa folheacao é obtida apds colagem das folheagoes
verticais, z constante, de A; x C, E; x C e Ey x C. Qualquer folha de G
corta U em exatamente um ponto, portanto definiremos uma projecao

D: M — U tal que a fibra p~!(z) é uma folha de G que passa por (z,0).

p(2)

()
¢
G ()

Figura 4.10: Folhas da folheacao G transversal ao aberto U.



CAPITULO 4. FOLHEACOES COM GRUPO DE HOLONOMIA PRESCRITOT3

5. Sejam fo, ...,I', as separatrizes das singularidades de F as quais sao
transversais a U, onde cada fj ={z = z?} em E; x C. Segue-se que

Ty, ..., T, sdo folhas de G. Além disso G é transversal a F em M\szzofj.

].—‘1 TO

2

(@l

Figura 4.11: Separatrizes I'; transversais a folheacao F.

Para continuarmos com a construgao da superficie complexa M, consi-
deremos A = T N U, onde T é a vizinhanga tubular de v = OU definida
anteriormente, portanto segue-se que A é um anel. Além disso, se § é uma
curva fechada em A que gera o grupo de homotopia de A, entao a holonomia
de & com respeito a F (em alguma segao transversal) é trivial. De fato, como
0 =~ 0y % ... x 0, x 0 em U\ U_o{20} e como f5,.. «5,050 = Id entdo pelo
Teorema 3.1, teremos que fs = Id. Seja A= p(A), entao do Teorema 3.4
de estabilidade de Reeb [12], a folheacao restrita F| 7 ¢ difeomorfa a uma
folheagao produto, isto é, existe um difeomorfismo ¢ : W — A x E, de al-
guma vizinhanca W de A em A sobre A x E, onde F C C é um aberto, tal

que ¢ leva folhas de Fj,, sobre folhas da folheagao trivial A x {c}, ¢ € E.

w

Essa aplicacao ¢ é tal que o(p~!(z) N W) = {2} x E. A fim de completar
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Figura 4.12: Caminho fechado ¢ contido no anel A=TNU.

Ax E

A x {c}

Figura 4.13: Difeomorfismo ¢ levando folhas de F|,, sobre folhas da folheacao
trivial A x {c}, c € E.

nossa construcao de M e obtermos nossa folheacao final F, basta colarmos
em conjunto as folheagoes FemMeFemVxE por meio do difeomorfismo
p, isto é, identificamos um ponto ¢ € W com ¢(q) € V' x E, e assim obtere-
mos uma superficie M; o qual contém o espaco projetivo U UV = C = D.
Como o difeomorfismo ¢ leva folhas de F lw sobre as folhas da folheagao
horizontal em A x F, segue-se que a folheacao F estende-se a uma folheacao
Fi1 em M, onde D é invariante por F;. Além disso, a folheacao G pode
também ser estendida a M, pois p(p~1(z) N W) = {z} x D. Chamaremos

essa extensao como G;. As folhas de G; sao transversais a D e cada folha
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intercepta D em exatamente um ponto, assim, p pode ser estendido a uma
projecao p : My — D tal que a fibra p~1(2) é uma folha de G para qualquer
z € D. Algumas das folhas de G; sao difeomorfas a C, enquanto que outras
sao difeomorfas a discos abertos. No entanto, tomaremos uma pequena vizi-
nhanca tubular M de D em M, (veja [19]), e assim o fibrado py,, : M — D
tém fibras difeomorfas a discos. Para concluirmos a construgao, tomaremos
F = Fi|m como nossa folheagao final, e G = G|y como a folheacao trans-

versal a F. Como tltimo passo, provaremos que a classe de Chern do fibrado

-p|M M )

Figura 4.14: Vizinhanca tubular M de D.

normal de D em M é —1 (veja [21]). Para esse fim, determinamos em cada

ponto z? € D N Sing(F), o indice de Camacho-Sad a partir da férmula 2.8

. N , . . . _ 0 Q ) i
com respeito a superficie invariante D. Desde que X; = (z— Z; )52 T Bu;

entao segue-se que

Qju;

0)(,2,0) = a,.

Z'(ij) (f, D) = ReSZ:Z? <
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E como

Classe de Chern de TD+ =D -D = Zi(zm) (F,D)

Jj=0
entao

Classe de Chern de TD*t = Zaj = —1.
j=0

A seguir, enunciamos um teorema de lineariza¢ao devido a Poincaré (o

leitor pode consultar [7]).

Teorema 4.2 (Linearizacao de Poincaré). Sejam X campo de vetores holo-
morfo definido num aberto de 0 € C?, com inica singularidade na origem, e

seja Xo = Alulaiul + )\gugaiw a parte linear de X. Se
1. M/ A ER™ e A=A #0.
2. Nao existen € N, n > 2, tal que A\ = nhy ou Ao = nA;.
entdo podemos encontrar um inico difeomorfismo holomorfo local & de C? de

modo que &'(0) = Id e & X = X,.

e C?

Figura 4.15: Linearizagao de folhas.

Para concluirmos com nossa demonstracao do Teorema 4.1, precisamos

do seguinte resultado e suas consequéncias devido a Grauert [25].
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Teorema 4.3 (Grauert). Seja M uma superficie compleza e S C M uma
superficie de riemann compacta. Suponha que a classe de Chern do fibrado
normal de S seja negativa. Seja (T'S)* o fibrado normal de S em M e Sy a
secio nula de (T'S)*. Entdo existem vizinhangas V de S em M e W de Sp
em (T'S)t que sao difeomorfas por um difeomorfismo holomorfo o : V. — W

tal que p(S) = Sp.

Segue-se que se S C M ¢é uma superficie de Riemann de género 0 com
classe de Chern —1 entdo, ja que o fibrado (T'S)* tem classe de Chern —1,
entdo (T'S)* é equivalente ao fibrado C? sobre P!, obtida pela explosao em
0 € C%. A equivaléncia é um difeomorfismo holomorfo ¢ : (T'S)* — C? que
leva fibras em fibras, linearmente.

Como consequéncias do Teorema de Grauert, temos:

Corolario 4.1. Seja S C M mergulhado em M com classe de Chern —1.
Consideremos o fibrado C? sobre P! de posto 1, obtido pela explosao em
0 € C2. Entdo existem vizinhancas V de S em M e W de P* em C2 que sao

difeomorfas, por um difeomorfismo holomorfo o : V. — W tal que p(S) = P

Para nosso objetivo, precisamos de um pequeno refinamento do corolario
4.1. Consideremos S C M como no corolario 4.1 e seja G uma folheacao
holomorfa nao singular de dimensao complexa 1, definida numa vizinhanca

V de S e é transversal a S.

Corolario 4.2. Seja S C M e sejam G.G e P! como acima. Entio existe
um difeomorfismo ¢ : V. — W, como no corolario acima, tal que a imagem

de qualquer folha de G|y via ¢ estd contida na fibra de C2 sobre P'.

Demonstracao. Pelo Corolario 4.1 existe um biholomorfismo ¢ entre vizi-

nhancas V de S em M e W de P! em C2, tal que 3(S) = P. Consideremos
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em W a folheacao G = ©+(G9) induzida por G e seja 7 : C? — C2 a explosao
centrada em 0 € C?, entao W(é) ¢ uma folheacao definida num entorno de
0 € C?. Logo pela Proposicao 1.2, existe um campo de vetores X, que define
a folheagao 7r(§), num entorno W(W) C C? da origem. Como a folheacao G

é transversal a P!, consideramos a parte linear do campo X em 0 como

0 0

Logo, pelo Teorema 4.2, existe um difeomorfismo £ definido entre vizinhangas
da origem U; e Us; tal que &(X) = X,. As curvas integrais de Xj sao linhas
que passam pela origem. Consideremos a explosao 5 : (71 — 172 de &, onde
U, = 7 Y(Uy) e Uy = n='(U,). Portanto, a aplicacio ¢ = € o & satisfaz as

propriedades requeridas. O

Finalmente, segue-se do Teorema 4.3 que existe uma equivaléncia entre o
fibrado p : M — D e o fibrado obtido apds de uma explosao 7 : C? > P,
isto é, existe um difeomorfismo ¢ entre M e C2 que leva fibras em fibras e
que, pelo Corolario 4.1, podemos considerar vizinhancas V' de D em M e 1%
de P! em C2, difeomorfas via ¢ de modo que ¢(D) = P, A folheacio Fly
¢ equivalente por esse biholomorfismo a folheacao F definida na vizinhanga

V de P! em C2. Logo, pelo Corolério 4.2, segue-se que as imagens das folhas
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transversais a D pela vizinhanga V' estao contidas nas fibras do fibrado C2
sobre P!, portanto as separatrizes de F estardo contidas nas fibras desse
fibrado. A explosao 7 induz uma folheacao Fx via blow-down em C2. Pela
Proposicao 1.2, para esta folheacao, existe um campo de vetores X definido
numa vizinhanca da origem, tal que o transformado estrito da folheagao Fx
coincide com a folheacao F que provém por meio de ¢. Além disso, como
a explosao 7 é nao dicritica, a folheacao F possui v + 1 singularidades, e
como elas sao simples entao a folheagao F possui exatamente v + 2 curvas
integrais, uma de elas é o divisor 771(0), e por cada ponto singular passa
uma separatriz fj Vj =1,...,,v, lisa e transversal a 7—1(0). Logo, via blow-
down, pelo Lema 2.1 tem-se que pela origem passam v + 1 separatrizes I';.
As separatrizes da folheacao Fx estarao contidas em v + 1 linhas complexas

que passam por 0 € C2. Isso conclui a prova do teorema 4.1.

CQ
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4.3 Generalizacao do teorema para varias ex-

plosoes

Na construcao feita na secao acima, poderiamos tomar «,...,q, tal que
Yoo =mn, n € Z. Isto implicaria, pela Proposi¢do 2.8 que a classe de
Chern do fibrado normal a P! seria n. Nessa secao estudaremos o Teorema

4.1 para o caso de varias explosoes.

Teorema 4.4. Seja (U,, 7", D)) a sequéncia de v explosoes centrada em
0 € C?, onde 7™ (U,) = U. Sejam Dy, ...,D, os divisores excepcionais
contidos em D!, e S um subconjunto finito de D!, que contém propriamente
todas as esquinas de D.,. Para cada j = 1,...,v seja H; o grupo de germes
em 0 € C de difeomorfismos holomorfos que deixam fixo 0 e satisfazem as

propriedades:

1. Para cada p € SN D; existe um germe g, € H; que € linearizdvel e tal

que o congunto A; = {g,;p € SN D;} gera H;.

2. Se SND; ={p1,....pr}, entdo g, 0 ---0g, = Id. Além disso, para

cada pj, existe a; € C tal que g, (0) = exp(2ima;) e 35 oy = c(D;).

3. Se D;N Dj = p € uma esquina e f, € H;, g, € H;, onde f}(0) =
exp(2ima), g,(0) = exp(2imf) (o e B como no item acima), entdo

a-pf=1.

Entao existe um campo de vetores holomorfo X em U, tal que se F, € uma

folheagao singular de U, associado a X entao,
(a) D) € invariante por F,.

(b) O conjunto de singularidades de F, é S.
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(c) O grupo de holonomia de D; \ S com respeito a F, é H;.

(d) A multiplicidade de X em 0 € C? é v = #S — #(esquinas) — 1.

Para a prova de esse teorema, consideramos a superficie complexa U,
obtida logo de v explosdes. Seja D! = (7*))~(0) a unido dos divisores, e
7 . U,\ D!, = U\ {0} é um difeomorfismo. Como D! = U’_,D,, onde
Dy, ..., D, sao divisores, entao D; N D, ¢ vazio ou consiste de exatamente um
ponto, chamado de ponto esquina de D;,. Além disso, se D;,, ..., D;, é uma
cadeia de divisores tal que D; ND; ., #0,r =1,...,l—1, entdo D, ND;, = 0.

Consideremos en cada divisor D; o conjunto S; = {pj, ..., pﬁ,J} que consiste
de todas as intersecoes de D; com os outros divisores D;. Também conside-
ramos para cada j um grupo de germes de difeomorfismos finitamente gerado
H; = {q, ...,gﬁj} tal que g7, ...,g{j e gg =(glo.. ogf«'j)*1 sejam linearizdveis,
nao necessariamente no mesmo sistema de coordenadas. Entao pela secao
anterior, obteremos uma superficie complexa M; e uma folheacao F; em M;

com as seguintes propriedades:

1. D; C M; e a classe de Chern de TDjL em M, ¢ igual a classe de Chern
do fibrado TDjL em U,.

2. O conjunto de singularidades de F; ¢ S; e cada uma de essa singulari-

dades pode ser definida numa vizinhanca de F; como em (4.2).

Suponhamos que D; N D; = {p} # 0 e que F; ¢ definida, em uma vizinhanca

W; € M; de p, como
dr dy

ar -~ " dr
onde (z,y) é um sistema de coordenadas tal que p = (0,0) e ,NW; = {y =

= ay, (4.9)

0}. Analogamente, suponha que F; pode ser escrita em uma vizinhanga

W; C M; de p como
du dv
d_T = u, d_T = 51), (410)
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onde W; N D; = {v=0}. Se ¢\ € Hi={gi,...¢". } e g/, € H; = {g], e G}
sao as holonomias de F; e F; com respeito ap € D; e p € D; respectivamente,

entao como elas sao linearizaveis, segue-se que

(¢2)(0) = exp(2iTa) e (gg,)'(()) = exp(2imf).

Agora suponhamos que a seguinte equacao de compatibilidade - 3 =1 é
satisfeita. Afirmamos que as folheagoes geradas pelas equagdes (4.9) e (4.10)
podem ser coladas em conjunto pelo difeomorfismo ¢ (z,y) = (y,z). De
fato, da equagao (4.9) segue-se que y = c1z® e da equagao (4.10) temos que
v = cou’. Logo da equacdo de compatibilidade a - 3 = 1 obteremos que
u = c30P ) isto é, (v,u) € L(z,y). Logo ¥(z,y) = (u(x,y),v(z,y)) = (y,z).
Assim, apés de colagem de todas as folhas L; da superficie complexa M; e
L; da superficie M;, estaremos colando as superficies M; e M;, para assim
obtermos uma nova superficie M; U M; = M,;; esta superficie contém D;UD);
e uma folheacao F;; em M;; de modo que D; U D; ¢ invariante por Fj, € 0s
grupos de holonomia de D; \ S; e D; \ S; sdo H; e H,.

Se a equacao de compatibilidade é satisfeita em todos os pontos esquina
de D), entdo colaremos em conjunto todas as superficies complexas M; e
folheagbes F; com o fim de obtermos uma superficie M, D D;, de tal forma
que o grupo de holonomia de cada D; \ S; é exatamente H; e, pelo Teorema
4.3, a classe de Chern do fibrado normal TDjl em M, e em U, sao as mesmas.

Notaremos que a classe de Chern do ultimo divisor obtido pelo processo
de explosao é —1. Logo pelo Teorema de Grauert, a superficie M, pode
ser projetada via blow-down a superficie M,_1 D Dy U...U D,_;. A classe
de Chern de cada TDJ-L em M, _; coincide com a classe de Chern de T Djl
em U,_;. Para concluir com a demonstra¢ao do teorema, enunciamos um

corolario da Proposicao 1.2:
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Corolério 4.3. Seja (U,, 7", D)) uma sequéncia de v explosées centrada em
0 € C?, onde 7" (U,) = U é uma vizinhanca de 0 e 7 (D’) = {0}. Suponha
que F € uma folheagao holomorfa em U,, cujas singularidades estao em D.,.

Entao existe um campo de vetores X em U tal que W(V)*(.Fx) = F.

Demonstragio. Como 7 : U, \ D!, — U \ {0} é um difeomorfismo, entdo
Fx é a folheacao via blow down de F), definida em de U \ {0}. Segue-se, da

Proposicao 1.2 para F, o resultado. O]

Logo, pelo Corolério 4.3, temos que a folheacao F, pode ser projetada via
blow down a folheagao F,_; em M, _;. Continuando esse processo indutiva-
mente, obteremos finalmente uma folheacao Fy numa vizinhanca de 0 € C2,
e pela Proposicao 1.2, esta folheacao é definida por um campo de vetores X
em U \ {0}.

Para concluir a prova do Teorema 4.4, o item (3), segue do Teorema 1 de

[5].
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