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Resumo

Seja C' uma curva integral e projetiva cujo modelo canénico C’ esta contido em um
scroll racional normal S de dimensao n. Estudamos, principalmente, propriedades de C, tais
como gonalidade e o tipo de singularidade, no caso em que n = 2 e C' é nao Gorenstein, e no
caso em que n = 3, o scroll S é suave, e C’ é intersecao completa contida em S. Provamos
também que uma curva racional monomial com um unico ponto singular estda contida em

um scroll bidimensional se e somente se sua gonalidade é no maximo 3, e esta contida em

um scroll de dimensao 3 se e somente se sua gonalidade é no maximo 4.

Palavras-chave: modelo canonico, scroll, curva nao Gorenstein, curvas monomiais.



Abstract

Let C be an integral and projective curve whose canonical model C’ lies on a rational
normal scroll S of dimension n. We mainly study some properties on C, such as gonality and
the kind of singularities, in the case where n = 2 and C' is non-Gorenstein, and in the case
where n = 3, the scroll S is smooth, and C” is a set theoretic complete intersection inside S.
We also prove that a rational monomial curve with just one singular point lies on a surface
scroll iff its gonality is at most 3, and that it lies on a threefold scroll iff its gonality is at

most 4.

Keywords: canonical model, scroll, non-Gorenstein curve, monomials curves.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar curvas com modelos candnicos em scrolls
racionais normais. Aqui vale ressaltar o que entendemos por modelo candnico. Seguimos
o conceito dado por Rosenlicht em seu artigo Equivalence Relations on Algebraic Curves
de 1952 [R]. Seja C curva irredutivel, reduzida, projetiva sobre um corpo algebricamente
fechado, de género aritmético g. Seu sistema linear canonico induz em seu modelo nao
singular C' um morfismo C' — P9~ A imagem de tal morfismo é a curva C’, denominada
modelo canonico de C.

Em 1939, Babbage mostrou que uma curva suave C' é trigonal se e somente se C’ esta
contida em um scroll suave de dimensao 2, [B]. O resultado foi entao generalizado para curvas
singulares Gorenstein de véarios modos e por diferentes autores. Anos mais tarde, Stohr e
Rosa em [RS] ampliaram a afirmagao para scrolls bidimensionais singulares, ou seja, cones, a
partir de um conceito mais geral de gonalidade, onde o g} podia eventualmente admitir pontos
de base nao-removiveis. A maneira de formalizar este fato foi apresentada por Coppens [Cp] e
em [S], Stohr estabeleceu uma forma de lidar com esta condi¢ao, ainda mantendo a linguagem
de divisores. Essencialmente troca-se na definicao usual de gonalidade, feixe inversivel por
feixe livre de torcao de posto 1 ou, equivalentemente, morfismo por pincel de retas.

Martins em [M1] e [M2] estudou o caso em que a curva nao precisa ser, necessariamente,
Gorenstein. Analogamente, verificou que os modelos canonicos de curvas trigonais também
estao contidos em scrolls bidimensionais (possivelmente singulares). A partir do estudo
de propriedades de C’, deduziu propriedades sobre C', tais como nimero de pontos nao-
Gorenstein, grau de singularidades destes, unicidade e pontos de base do g3.

Neste trabalho nos perguntamos exatamente sobre a reciproca deste fato. O que se
pode dizer sobre C' caso C’ esteja contida em um scroll? Comegamos com scrolls bidimensi-
onais (como aqueles estudados pelos autores acima) e derivamos propriedades sobre C', que

pudemos verificar no Teorema 2.2.1. Além disso mostramos que vale a reciproca no caso



racional monomial, Teorema 2.2.4.

As propriedades que derivamos sobre C' ja levam em conta conceitos introduzidos por
Kleiman e Martins em [KM], publicado alguns anos depois. Neste artigo, os autores caracte-
rizaram curvas cujo modelo canonico é projetivamente normal e curvas cujo modelo canonio
é aritmeticamene normal. Tais curvas foram ditas, respectivamente, nearly Gorenstein e
nearly normal.

Na sequencia, provamos que duas curvas nao hipereliticas com apenas um ponto sin-
gular que ¢é uniramificado sao isomorfas se e somente se os seus modelos candnicos sao os
mesmos, Teorema 2.2.5.

Por fim, estudamos o caso de curvas com modelos canonicos em scrolls tridimensionais.
No Teorema 3.2.1 fazemos uma anélise andloga de propriedades de C' a partir de C’ quando
C' é intersegao de duas superficies no scroll.

E, em seguida, provamos que uma curva racional monomial é tetragonal se e somente
se seu modelo canonico estd contido em um scroll tridimensional, Teorema 3.2.2.

O primeiro capitulo contém conceitos preliminares de grande importancia para a tese.
Discutimos mais sobre sistema lineares com ponto de base nao removiveis, além de apresen-
tarmos a definicao formal de modelo canonico de uma curva.

Ainda no Capitulo 1, na Se¢ao 2, trazemos uma abordagem sobre semigrupo de va-
lores de um ponto singular de uma curva, conceito que sera usado nos Capitulos 2 e 3 na
demonstracao de teoremas.

O Capitulo 2 é, todo ele, dedicado a curvas com modelo canonico em scrolls bidimen-
sionais. Apresentamos na primeira se¢ao a geometria do scroll, que no caso bidimensional
pode ser mais detalhada como foi em [RS].

A segunda se¢ao ja é devotada a prova dos Teoremas 2.2.1, 2.2.4 e 2.2.5.

Além disso fazemos uma andlise sobre curvas racionais no scroll, apresentando uma
maneira bem simples de encontrar o modelo canonico de curvas racionais monomiais uni-
ramificadas que possuem uma singularidade, Proposicao 2.2.2. Apresentamos também uma
férmula que nos ajuda a verificar quando uma curva monomial racional esta contida em um
scroll de dimensao d, Lema 2.2.3.

O Capitulo 3 é dedicado ao caso de curvas com modelos canonicos no scroll tridimen-
sional e provamos os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2.

Apresentamos também algumas tabelas com exemplos de curvas racionais monomiais

de género baixo cujo modelo canonico esta contido em scrolls de dimengao 2 e/ou 3.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Modelo Canonico

Nesta se¢ao introduzimos conceitos importantes que utilizamos em todo trabalho. Ini-
cialmente, seja C' um esquema unidimensional integral e completo, definido sobre um corpo
algebricamente fechado k.

Seja g o género aritmético da curva C' com feixe estrutural Og, ou simplesmente O.
Se 7 : C — C é a normalizacio, seja O := 7,(Oz) e C := Hom(O, 0), o condutor de O em

0. Denotaremos por w¢, ou simplesmente w, o feixe dualizante de C'.

Definicao 1.1.1. Dizemos que uma curva C' de género g é Gorenstein se satisfaz as seguintes

condicoes equivalentes:
(i) dim Op/Op = dim Op/Cp para todo P € C.
(ii) w é inversivel, isto é, wp = Op para todo P € C.
(iii) g = 0 ou existe o morfismo ¢, : C — P97L.

As curvas que nao forem Gorenstein nos referimos simplesmente por nao Gorenstein,

o mesmo valendo para os pontos que nao satisfazem as igualdades dos itens (i) e (ii).

Definicao 1.1.2. Uma curva C' é dita hiperelitica se satisfaz as seguintes condicoes equiva-

lentes:
(i) Existe um morfismo de grau 2 de C' — P'.

(ii) Existe um feixe inversivel F tal que deg F = h(F) = 2.



Podemos verificar as equivaléncias das defini¢oes acima em [KM, Teo 4.3].

Curvas hipereliticas sao Gorenstein, como verificado em [R, Teo 17].

Definicao 1.1.3. Um sistema linear de dimensao r em C é um conjunto da forma
L=LFV)={z'F|lzecV\0}

em que F é um feixe coerente de ideais fracionarios em C' e V é um subespaco vetorial de

H°(F) de dimensao r + 1. O grau de um sistema linear é o inteiro
d = deg F := x(F) — x(O)
Note, em particular, que se O C F entao

deg F =) dim(Fp/Op).
pPeC

Usaremos a notagao g¢); para representar um “sistema linear de grau d e dimensao
r”. O sistema linear é dito completo se V.= H°(F), neste caso escrevemos simplesmente
L = |F|. Finalmente, a gonalidade de C' é o menor d para o qual existe um g} em C, ou
equivalentemente, um feixe livre de torgao F de posto 1 em C' com grau d e h°(F) > 2. Um
ponto P € C' é dito um ponto de base de L se :Op C Fp para todo z € V. O segundo

sistema linear associado a £ é um conjunto da forma
L= ' FlzeV\o}

onde F' < F é o menor divisor que satisfaz a relagao V' C H°(F'). Este sistema linear
depende somente de £, mas nao depende da escolha do feixe . Um ponto de base de L é
dito removivel se nao é um ponto de base de L. Entao, P é um ponto de base nao removivel

de L se Fp nao é um Op-module livre; em particular, P é singular no caso afirmativo.

Esta definigao difere da definicao usual de sistema linear ja que se troca feixe inversivel
por feixe livre de torcao de posto 1. Esta alteracao é necessaria por trabalharmos com curvas
singulares que podem admitir ponto de base nao-removiveis (para maiores detalhes ver M.
Coppens [Cp]). Isto foi feito com sucesso por R. Rosa and K.-O. Stéhr em [RS] obtendo
resultados geométricos para curvas trigonais Gorenstein que se encaixariam perfeitamente

com os resultados conhecidos no caso de curvas suaves.

Exemplo 1.1.4. Considere a curva C := (t3, ¢4, %) C P3.
C esté contida no cone S :={(z:y:z:w) € P?|zz = y*}.
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(tt)

Considere os pontos P:=(0:0:0:1)eoco:=(0:0:1:0) e as retas L, := {(1: ¢:
?:u)|uek}U{P}eLyw:={(0:0:1:u)|uek}U{P}. Temos que L; encontra C' em P
e P, = (t3,t*,1°) e Ly, encontra C' em P e oo.

Geometricamente, temos é um gi com ponto de base nao-removivel.

Escreva k(C) = k(t), considere F := O¢(1,t), temos:

1 se@Q=P 1 se@Q@=P
dego((t—c) ' F)=q1 se@Q="PF.  dego(F)=q1 seQ =00
0 c.c. 0 c.c

Logo L(F,(1,t)) descreve este sistema linear.
Mas Op = k@ t30Op e Fp = Op +tOp = k & kt ® t3°Op, que nao é um Op-mébdulo
livre.

Logo F nao ¢é inversivel, mas apenas livre de torsao de posto 1.

Dados um esquema integral A, uma aplicacao ¢ : A — C' e um feixe G em C seja
004G := ¢"G/Torsion(¢*G).

Dado um feixe coerente F em C'seja F" := Sym"F /Torsion(Sym"F). Se F é inversivel,
entao F" = FO.

Definigdo 1.1.5. Definimos C' := Proj(éw") o blowup de C' ao longo de w. Se 7 : C — C
é 0 morfismo natural, sejam O = 7.(Op) e Ow = 7(Opw). Em [R, p188top] Rosenlicht
mostrou que o sistema linear £(Ogw, H°(w)) é livre de ponto base. Ele considerou entdo o

morfismo x : C' — P9~! definido por £ e chamou C" := k(C) de modelo canénico de C. Ele

8



também provou em [R, Teo 17] que se C' é ndo hiperelitica, o mapa 7 : C — C' se fatora por
7' C" — C. Neste caso, tome O := 7, (O¢s). Em [KM, Dfn4.9] encontramos uma outra

caracterizacao de C’. Ele é a imagem do morfismo
R:C — P!

definido pelo sistema linear
L(Opzw, HO(w)).

De acordo com o Teorema de Rosenlicht, como w é gerado pelas secoes globais, nés temos
que
k:C—(C

¢ um isomorfismo se C' é nao hiperelitica.

Seja Ow := 7, (Ozw) e tome A € H%(w) tal que (Ow)p = Op para todo ponto singular
P € C. Tal diferencial existe pois H°(w) gera Ow como foi provado em [R, p 188 top], e
também porque C' possui finitos pontos singulares e k é infinito ja que é algebricamente
fechado. Seja
W=W, =w/A

Assim, temos

CPCOPCWPC@\]D:O%C@}D

para todo ponto singular P € (', e a igualdade acontece se C' nao hiperelitica.

Defini¢ao 1.1.6. Seja P € C. De acordo com [BF, p433] dizemos que P é Kunz se
dim(Op/Op) = dim(Op/Cp) + 1
e, de acordo com [BF, p418] dizemos que P é quase Gorenstein se
dim(Op/Op) = dim(Op/Cp) + dim(Ext' (k, Op)) — 1.
Uma outra caracterizac¢ao é dada por [BF, Prp 21], um ponto P € C' é Kunz se
np = dim(Wp/Op) =1

e qualquer tal ponto é nao Gorenstein e também quase Gorenstein. Finalmente, dizemos que

C ¢é Kunz se todos seus pontos nao Gorenstein o forem. Por outro lado, pontos Gorenstein



sao sempre quase Gorenstein, e para qualquer ponto ndao Gorenstein P de uma curva (nao

hiperelitica) temos que é quase Gorenstein se
pp = dim(Op/Wp) =1

devido a [BF, Prp 28]. Isso nos leva a definir dois invariantes
ni=_1np pi= Y pp
PeC PeC

que nos dao a seguinte, importante, relagao

g=9+n+u

onde ¢’ ¢ o género de C’. E provado em [BF, Prp. 21] que pontos Kunz sao quase Gorenstein,
isto é,

np=1 = pp=1
Finalmente, seguindo [KM, Dfn 5.7], dizemos que C' é nearly Gorenstein se C' tem um dnico
ponto nao Gorenstein P que também é quase Gorenstein; e dizemos que C' é nearly normal
se h?(O/C) = 1, isto é, C possui um tinico ponto nao Gorenstein P e o feixe Mypy associado

ao seu ideal maximal é igual ao condutor C.
Observacao 1.1.7. A importancia dos conceitos acima descritos ¢ explicada no que se segue:

i) C é nearly Gorenstein se e somente se é nao Gorenstein e C’ é projetivamente normal,
Yy J
segundo [KM, Teo. 6.5].

(ii) C ¢é nearly normal se somente se é nao Gorenstein e C’ é aritmeticamente normal,
devido [KM, Teo. 5.10].

(iii) P é Gorenstein se e somente se np = up = 0, e P é ndo Gorenstein se e somente se
np, pp > 0, mostrado em [BF, p. 438 top]. Além disso, se np = 1 entdo up = 1, o que
pode ser verificado em [BF, Prp. 21]. Em particular, uma curva Kunz com um tnico

ponto nao Gorenstein é o mais perto de Gorenstein que temos.

(iv) O grau em P9~! de C’ ¢ dado pela equagao deg(C’') = 2g — 2 — 1, onde g é o género
aritmético de C', segundo [M1].

10



1.2 Semigrupo de Valores

Dado um ponto uniramificado P € C' e uma fungao = € k(C)*, seja

em que P representa o ponto de C sobre P, e v ¢ a valorizaciodo D.V.R. Op. O semigrupo

de valores de P é
S = Sp = UP(OP).

Como Op é um anel, S satisfaz as propriedades de semigrupo de valores, a saber:

(i) se a,b € Sentaoa+beS
(ii)) 0 €S
(iii) N\ S é finito.
Apresentamos também dois elementos de S, a saber:
a=ap:=min(S\ {0}) e [ =0Fp:=min(vp(Cp)).

O nimero « é dito a multiplicidade de S e o niimero 3 é o codutor de S.

Para uso posterior vamos definir

S*=Sp:={ae Sla<p}

§=06p:=N\S

que coincide com o grau de singularidade P, isto é, § = dim(Op/Op).

O wvetor Frobenius de S é v := 3 — 1 e um conjunto

K=Kp:={a€Z|vy—a¢S}

cuja importancia ird aparecer mais tarde. Definimos também, o seguinte conjunto

K=Ky :={a€ K|a< g}

11
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Definicao 1.2.1. Seja P € C'. Definimos a multiplicidade de P por
mc(P) = dim(@p/mp@p),

entao P é singular se sua multiplicidade é pelo menos 2. Dizemos que um ponto P unirami-

ficado ¢ monomial se Op = E[[t™, ... t™]], onde t é o parametro local em P.

Exemplo 1.2.2. Seja £ um corpo de caracteristica zero e

o: P — P!
(X:Y) = (X'Y0 XTY3: X% X0 y10)
e C = p(PY). C é uma curva algébrica integral e completa, possui uma tnica singularidade
em P=(0:0:0:0:1) e tem género aritmético 5. Tome P = (0 : 1) a pré imagem de P.

Considerando z = X/Y, temos k(P') = k(z) e Opp = k[z]) € como ¢ = (z* : 27 : 2? :
z'%: 1) e, vendo k(C) em k(P') segue que

4 .7 .9 .10
OP,C = kJ[ZE , L' ,r ,T ]($4’$77I97x10)

e que

Op =k + ka* + ka” + ka® + ka® + ko' + kg™ +

Temos g = §p = dim(Op/Op) = dim(k[[z]]/Op) = 5. E,
S = Sp = UP(OP) = Up(@p) = {0,4, 7, —>}

onde a seta — significa que a partir do elemento anterior, todos os naturais pertencem ao
subconjunto. Temos a =4, y=6e K=Kp =1{0,1,3,4,5,7,—}.

12
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Capitulo 2

Modelos Canonicos em Scrolls

Bidimensionais

Stohr e Rosa em [RS] mostraram que curvas Gorenstein sao trigonais se e somente
se vivem em um scroll (possivelmente singular). Para simplificar, neste capitulo scroll serd
sempre bidimensional. Nesse sentido nos perguntamos se podemos estender tal resultado
para curvas nao Gorenstein. Martins em [M1] mostrou que se a curva C' ndo Gorenstein for
trigonal, entao seu modelo canénico C” estd contido em um scroll. Mas nao hé conhecimento
se a volta de tal teorema ¢ vélida. Neste capitulo estudaremos caracteristicas que deter-
minadas curvas devem assumir caso seu modelo canonico viva em um scroll, em particular
mostraremos que se o modelo candnico de uma curva monomial racional nao Gorenstein C'
esta contido em um scroll, entao C' é trigonal.

Comecaremos por apresentar resultados sobre curvas no scroll. Para maiores detalhes

veja [SV] e [RS].

2.1 Geometria do Scroll

O scroll S,,, C P¥ ¢ uma superficie que, depois de uma escolha de coordenadas proje-

tivas, é dado pelas equacoes

Xo ... Xy X, oo XN
Smn::{(XO:...:XN)EIP’N|Tank ‘ ' i N <2}
X, .. Xo Xprs ... Xn

onde 0 <m<nem-+n=N —1. Entao 5,,, é a uniao disjunta de retas

Lgpy:=(a":amb:...:bm:0:...:0),(0:...:0:am:a™th:...: ™),



com (a : b) € P!, ligando pontos de duas curvas racionais nao singulares

D:={(a":a"""b:...:0":0:...:0)|(a:b) € P'}
E:={0:...:0:a™:a™"%:...:0™)|(a:b) € P'}.
Temos 0 := (1 :0) e oo := (0 : 1), o scroll S, é a superficie algébrica projetiva racional

nao singular se m > 0 e um cone caso contrario. Neste tltimo, £ é um ponto. O scroll
pode ser coberto por quatro cartas afins obtidas removendo de S,,,, o par de retas Ly U D,
LoUE, L, UDe L, UE.

Para representar curvas contidas no scroll, escolhemos a ultima carta. Assim,

U .= {($0,...,1’N)Gsmn|$07é0}25mn\(LooUE)
={(@®:...:a":a%:...:a"b)|(a,b) € K*} = A?

Fixada a carta, toda curva projetiva irredutivel C' contida em S,,,, diferente de L, e F,

pode ser unicamente determinada pela curva plana irredutivel
cl@)y' + ...+ ce(@)y+co(r) =0 cfw) #0 (2.1)

onde z e y podem ser naturalmente vistos como funcgoes racionais em C'.

Stohr e Viana em [SV] mostraram que o grau de C' é dado por
deg(C) =d+(m (2.2)
onde d é o menor inteiro tal que
degei(x) <d—i(N —1—2m) ie{0,1,...,0} (2.3)

E, se p,(C) é seu o género aritmético, de acordo com [S1], temos as seguintes férmulas para
uma curva irredutivel contida em S,,,,:

se m > 0 entao

2pa(C) — 2 = (20 — 2) deg(C) — (N — 1)¢* + (N — 3)L. (2.4)
se m = 0 entao .
Pa(C) = (g = 1)(deg(C) — 1) = q(g = 1)(N — 1) (2.5)

onde ¢ = [deg(C)/(N —1)].

14



2.2 Modelo Canonico no Scroll

Como ja foi dito, pode-se ver em [M1, M2, RS, SV] que o modelo canénico de uma
curva trigonal vive em um scroll (possivelmente degenerado). E, para curvas Gorenstein,
isto caracteriza trigonalidade. Nesta secao faremos o contrario, isto é, iremos supor que C’
vive em um scroll e estabeleceremos condigoes para C, curva nao Gorenstein. Assumiremos
que todas as curvas tem género maior ou igual a 4, caso contrario o modelo canonico viveria
em um plano, que é certamente um scroll. Se a dimensao do espaco ¢ fixa, como no caso do
modelo canodnico, entao podemos escrever S,,, como .S,,, pois n esta determinado por m e a

dimensao do espago.

Teorema 2.2.1. Seja C' uma curva nao Gorenstein com g > 4 tal que seu modelo canonico
C" estd contido no scroll S,,, e seja £ o niumero genérico de pontos na intersecio de C' e
uma reta de S,,.

Seja g' o género de C'. Entao:
(i) t<3sem>0el<2sem=0;

(ii) se £ = 1 entao C' € racional, e se m > 0 entao C' = P, em particular, os pontos

singulares de C' sao nao Gorenstein;
(i11) se { =2 entao
(a) se m >0, entio C € nearly Gorenstein,
(b) se m =0, entao g — g < 3; em particular, C' € nearly Gorenstein;,

(iv) se { =3 entdo:

(a) C é quase Gorenstein se e somente se é Kunz;

(b) m > (g —3)/3 e a igualdade acontece se e somente se g — g = 2;
(v) sem=0eg—g =3 entio:

(a) C' nao encontra o vértice se e somente se € hiperelitica;

(b) C" encontra o vértice se e somente se é nearly normal;
(vi) gon(C) < gon(C') +g = ¢';
(vii) se m > 0 entao gon(C’) < ¢
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(viii) sem =0 e g— g =3, entdo gon(C) <5

Demonstragao. De acordo com [M1, Lem. 3.3] temos que o grau de C' em P971 é 2g —2 — 1.

Suponha que m > 0. Aplicando (2.4) a C” temos

9’2(5—1)((1—3)5 n (29—7]—3)) (2.6)

Note que o segundo fator do lado direito da igualdade é uma funcao linear decrescente de ¢
com raiz (4g—2n—6)/(9—2) < (49—8)/(9—2) = 4. Como ¢’ > 0, segue que £ < 4. Se { =4
nés temos n =1 e ¢ =0, mas 7 = 1 implica que C' tem um tnico ponto nao Gorenstein P
com np = 1 o que implica em pup = 1. Portanto g =¢ +n+pu=0+1+1=2 0 que nao
pode acontecer ja que g > 4.

Agora, assuma que m = 0. De (2.2) e (2.3) temos 2g —2 —n — {(g — 2) > 0, entao

<1+ ZT;’ (2.7)

logo ¢ < 3 e a igualdade acontece se n = 1 e g = 3, que nao pode ocorrer por causa da nossa
suposicao sobre o género. Entao (i) estd provada.

Agora, suponha que ¢ = 1. Entao, claramente, C’ é racional e entao também serd
C. Sem > 0, por (2.6) temos ¢ = 0, i.e., ' = P, Em particular, C’ é nao singular e
consequentemente os pontos singulares de C' devem ser nao Gorenstein, pois o blowup que
nos fornece o modelo canonico C” leva pontos Gorenstein e pontos Gorenstein. Entao (ii)
esta provada.

Para provar (iii), suponha que ¢ = 2. Se m > 0 temos por (2.6) que g — ¢’ = n+ 1,
entdo p = 1 e, por defini¢ao, C' é nearly Gorenstein, entao (a) segue. Se m = 0, por (2.7),

temos 1 < 2. Se aplicarmos (2.5) a C’ teremos

¢ = (g~ 1)(2g—n—3) ~ yala— (g ~2) 28)
g= 1+ (= n)/g~2)]. (2.9

Como 1 =1 ou 2, entdo ¢ = 2 ou 3. Se ¢ = 2 nds temos por (2.8) que ¢ — g = n+ 1 entao
g — ¢ < 3. Enquanto se ¢ = 3 temos por (2.9) que ¢ =3 e n = 1. Em particular, g — ¢’ <3
e (b) segue.

Agora, com o objetivo de provar (iv), suponha que £ = 3 e m > 0. Temos por (2.6) que
g — ¢ = 2n, entao claramente C é quase Gorenstein se e somente se é Kunz. E combinando

(2.2) e (2.3) para ¢ = 3, chegamos a

20—2—-n—-3m—3(g—2—2m) >0

16



o que nos da

g—3 n—1
>J =7 -
mZ Tty

entdo m > (g — 3)/3 e a igualdade ocorre se e sé se n =1, isto é, g — ¢’ = 2.
Continuando, suponha que m =0 e g — ¢’ = 3 para provar (v). Entdog—1=¢'+2e¢

assim C' C PY+2. Além disso, ¢ — ¢’ = 3 implica em n = 2. Dessa forma

deg(C') =29 -2 -1
—2g—2-2
=2(¢'+3)—4
=2¢'"+2

Entao C’ é a curva de género ¢’ contida no cone de P9 *2 com grau 2¢’ + 2. Portanto C’ nao
passa pelo vértice do cone se e somente se é hiperelitica, devido a [S2, Teo. 2.1], e C’ passa
pelo vértice se e somente se é nearly normal, por causa de [M1, Teo. 2.4].

Para provar (vi), seja F' := O/ (1, x) o feixe livre de torgao de posto 1 que computa a
gonalidade de C’, para z € k(C") = k(C). Seja F := Oc(1,z). Como 7' : C" — C ¢ birraci-
onal, preserva cohomologia por imagens diretas e, em particular, temos que H°(C, 7. (F")) =

(1,z), entdo O C F C 7, (F') e também
dege m(F') = degen F' + g — ¢

mas gon(C) < degq(F) < dege 7l (F') e gon(C’) = degq (F'), assim o item segue. Se m > 0
entao a regra de S,,, corta um g} em C’, dessa forma (vii) segue também. Agora se m = 0
e g — ¢ = 3, entdo por (v), gon(C’) = 2 em qualquer caso, de modo que gon(C') < 5. Isto

prova (viii) e concluimos a prova. O

2.2.1 Curvas Racionais no Scroll

Considere o morfismo

P — P
(s:t) = (8% 1 tMgin=0 L 0n-lgnT0no1 ; f0n)

A imagem C' deste mapa é também chamada de curva racional monomial, que, por simpli-

cidade, denotamos por
C=(1:t":. . gttt
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A propriedade chave de nosso interesse é o que segue abaixo. Para provar este fato, basta

lembrar das defini¢oes de semigrupos do Capitulo 1, Secao 2.

Proposicao 2.2.2. Seja C' = (1 :¢™ ;... : %1 : %) uma curva racional monomial tal que
apn=a,-1+1, sejaP=(1:0:...:0) € C. Entao

W = Oc(1,t™, ... th1)
onde {O,bl, cey bgfl} = K*P

Demonstracao. Primeiro devemos mostrar que K* possui g elementos. De fato, como a, =
an,—1 + 1, temos que P é o tinico ponto singular de C, entdao g = § = #(K*) pela construgao
de K. Seja P := (1:0) € P! e seja A\ € Q¢ uma diferencial. Temos que (w/A)p é 0 maior
entre os Op-ideais fracionarios F' em k(C), satisfazendo a propriedade que Resp(fA) = 0

para todof € F. Tomando \ := dt/t’ concluimos que
(W/Np=kDkt" ©...0kt" 1 ©Cp

e por isso A é a diferencial previamente definida, e w/A = W. Seja F 1= Og (1, ... tbs-1).

E suficiente provar que deg(F) = 2¢g — 2. Claramente
deg F = dim(Fp/Op) + dim(Fo/Ox)

e como 0o ¢ nao singular temos que dim(F, /Oy ) = by—1 = f —2. Em outras palavras, pela
dualidade local, dim(OQp/Cp) = dim(Op/Wp) = dim(Op/Fp). Assim § = 2g—dim(Fp/Op)

e o resultado segue. O]

O resultado acima ¢é de suma importancia, uma vez que nos dd uma forma de en-
contrar o modelo canonico de curvas racionais monomiais uniramificadas que possuem uma
singularidade.

O proximo resultado é mais geral, valido para scrolls de qualquer dimensao, e serd

muito util para as proximas segoes.

Lema 2.2.3. A curva monomial racional (1 : t% : ... : t%) C PN estd contida em um
d-fold scroll Sy, m,..m, S€ € somente se existe uma parti¢io do conjunto {0 = ag, aq,...,an}
em d subconjuntos, com, respectivamente, my +1,mo+1,... ,mg+1 elementos, tal que tais

elementos de todos subconjuntos podem ser reordenados formando uma progressao aritmética

de mesma razao.
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Demonstragao. O d-fold scroll Sy, m,..m, € 0 conjunto de pontos (xg : ... : xy) C PV tal que

o posto da matriz

< Ty ..o Tmy—1 Tmi+1 - Tmq+me oo Tmy+..4+myg_q14+d—1 - -+ TN-1 )

.:1:1 . e xml l'ml_;’_g . e $m1+m2+1 . e $m1+._.+md_1+d . e .:CN

¢ menor que 2.

Mais explicitamente, a matriz acima é composta por submatrizes menores da forma

Tmit.dmi+i Tmytodmi+itl oo Tmgd+mi+mip+Hi—1

Tma+.4+mi+itl  Tmy+o+mi+i+2 - - Ty +.+mip1+i

Como temos x; = t%, as submatrizes acima nos dao a particao do conjunto de inteiros
)

a;s, que, distribuidos convenientemente, é

{Clo, s 7am1}7 {am1+17 v 7am1+m2+1}7 ) {am1+...+md71+d717 cee 7aN}'

Os elementos de cada subconjunto da particao formam uma progressao aritmética ja
que como as submatrizes se relacionam, eles também se relacionarao. A razao deve ser a

mesma por causa da relagao das matrizes. O

A partir deste lema temos uma “férmula”que nos garante quando uma curva C' esta
contida em um d-fold scroll. Dai a sua importancia.

Com estes resultados em maos, analisamos todas curvas nao Gorenstein deste formato
com género até 7 cujo modelo canonico estd contido em um scroll. Podemos verificar a

aplicabilidade do Teorema 2.2.1 para esta curva. Esta analise se encontra na Tabela 1.
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TA
BELA 1

(1:t°: g
(1: t4 A
6 .
(1 ' t4 t t7 t9) gn
(1:1°: o . |
. o NN
(1: . ) 3 |
. | ) . K (1 ’
: 1t
(1 ' t7 . NN ( . t4 ) eq
( Ay 3 E |
: | : : ( : 12 ) y — l
’ o : tll) gn 1:¢: : %3) 3 x 1 m | S
( tS .41 (]. | tz | y | 0 CrOI
(1 1t5 g twt . 2 | N 41 %) 3y L1 g 1
| e . tll) 3 NN Ot/3 7%2) Y __ 111 0 5'02
: t6 . t7 t7 tg t9) 3 G ((1 t: t2 {E3 CL’Q 1 0 02
: : ! 42 y — S,
; t3 e tm) 3 NG S42 . t4' 4 111 1 502
(1 3't8,9 <11 3 G (1:75. - ¢6 ) eq 1 11
(1 37 49 . 10 ) K (1: 1 28 t5) - E Sl
‘s . tl) . (1'2:L 7%2) y2_ 1 m Scl
(1:¢4: T o) 3 N t t2 t% .1 x? g 0 :
(1: ‘ N 'tg 2
/5. /5 £10) 3 G (1:¢2 . 43 ) ., O SO
(1 t7 tS tlo tl K (1 St t4 | t%) Y | S 3
§ . 1) 3 <13 t 26 0 03
| ‘ts | . (1 - 6 t3) zty 1 S,
( :t4:t6:“ = 0. 411 3 G 4346 210 yz_l 1 0 03
1:t7't8:t11 'tl .tlg)) 3 Nﬁ (1t t2 :t4 t7) y3 -7 9 0 SO3
. N 2 ‘ S
(1:¢6%:¢ : : $13) 2 G (1:1 tz.tis:i) : : 1 |
(1: t12 . NN (1: o1 t2) - 3 S
| : : 3 » Iz 1 3 x 1 12
(1:¢°: 1819 A3 ) NG (1:¢: R ARE = %) . i Sl
g tn ) ik o 2.3 £5) 2y 1|1 g 2
| : o 3 : ( 2t M Y2 —1 1 12
45 £ - 1 K 1:¢ ;- t5) - 1 S
(1 7 16 . ¢7 £13) 3 (1 2 8 47 : i | Sm
: t7 . t8t9 tll ) 3 - (1 ’ t3 t6' t3 t4 tt5 ) y2_ ZE5 1 1 512
: t12 _ : ' |
. | . 3 (1 R /5 ) |y 19 0 12
(1 . tlo '1 ) | : b : t8) —zt 0 So
. t4 t 3) 3 ( t2 = . yS 4
: tll “ 1: 3 FEN 1 _ 1 S
. , S b | ANE o
<1l t3 :_' :
) 3 N | (1: (1:¢%: t% : i) xty b 1 Slg
3 _ (e tg) t4) —1 1 13
_ (1:1%: | 8 1 |
(1 t6 1 P y2 | | Slg
t: 2 - 12 ) - | 13
t .t4 . - 2 S
: ) . 3 1 13
%) L ¥ :
y — 3 S
X 04
) S.
: 22
Sao
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(1:¢3 ¢t 12 ¢19) 31— | (3t 2t | P —a? | 32
(1:¢3 0410 413 . ¢14) 3| — | (13t tO T 9 10) | P —at | 3] 2
(1:¢h g0 13 0 ¢1d o ¢15) SING | (T:#2:tt:t0:48:¢10:4%) |y =2 |20

7 (1:5 400 ¢13 0 ¢14) 3| = | (Lt 5:47 ) | y—a® |12
(1:8° 2 ¢t o ¢d2 o ¢19) 3| — | (Lt ttt5:t5:47) | y—at |12
(LogC ™o glO gt g gds)y 130 — | (Lot ett e t5 84718 | y—2at | 1]1
(1:#5 g7 48 ¢10 ;¢ 3| = | (et :t5 T8t | y—a® |11
(1:t5 4748 :19) S| = | (LatetS 789 410) | y—ab |11
(LogC g0t gt2:¢13) 13 ) — | (Lot :ttt5:18:47) | y—a® | 1]1
(LogC g8 gl0 gt g3 ¢ 15 | 3 ING | (12t tb 885 :47) |2 —2b |21
(LotTot? g0t g3 g ) |3 ING | (L:t:82: 8"t 5) |a?y—1]1]0

S23
523
SOE)
Sa3
S23
514

514
Sl4
514
SO5

onde convenientemente adotamos

g := género
gn := gonalidade
K := Kunz
NG := nearly Gorenstein

NN := nearly normal

Alguns comentérios sobre a Tabela 1. Primeiramente, note que a parametrizacao local
da origem pode afetar o comportamento no infinito. Por exemplo, poderiamos nao ter
considerado o “t5”quando descrevemos a C' = (1 : 3 : > : t5 : ¢7) que é irrelevante para
propésitos locais. Mas, se isso ocorresse, C, estaria contido agora em P3, com singularidade
no infinito (0:0:0: 1) de grau 1.

Podemos também verificar os resultados do teorema anterior. Os casos em que ¢ = 2
sao todos curvas Kunz, nearly normal ou nearly Gorenstein. Por outro lado, se { = 3 e
m > 0, a curva ou ¢ Kunz ou de nenhum tipo especial.

Note também que, pelo menos para género até 7, nao hé curvas racionais monomiais
contidas no scroll com gonalidade maior que 3. Este nao é um fato particular, como veremos

a seguir.

Teorema 2.2.4. O modelo candonico de uma curva monomial racional C', com um unico

ponto singular, estd contida em um scroll se, e somente se, gon(C') < 3.
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Demonstracao. A volta ja é conhecida. Para a ida, seja
C'=(1: oL tbg‘l) c Pyt

e tome

A={b,by,.... 041}
Seja S o semigrupo do ponto singular P € C' e K = Kp. Nos temos
A=K"
eby_1 =p—-2=v—1. Além disso,
{yv—a+1l,....vy=1} CA e vy—agA

pela prépria definicao de K. Nods temos v — a < 0 se e somente se a = 3, isto é, Cp = mp,
que é equivalente a dizer que C' é nearly normal, e entao gon(C') = 2, como podemos ver em
[KM, Teo 3.4] e [M1, Teo 2.1]. Por outro lado, v — @ = 0 nunca acontece pela definicao de
5. Entao devemos assumir v — a > 0.

Agora, para termos C’ contida em um scroll, pelo Lema 2.2.3, existe uma particao de
A em dois subconjuntos, digamos A; e A, onde o primeiro tem o zero como um de seus
elementos, e os dois formam uma progressao aritmética de mesma razao. Chamemos de r
esta razao.

Se r = 1, entao necessariamente

A =1{0,1,2, ... a}
AQI{")/—OC+1,’}/—OK+2,’7—06+3,7"}/—1}

e pode-se verificar que
S ={0,,a+1l,a+2,....,y—a—1,5}

Agora seja
F = Oc<1,t>

Nés temos que F tem grau 1 no oo e 0 em todos outros pontos exceto em P. Além disso,
Fp=kt®kt" *® Op
por isso dim(Fp/Op) = 2 e deg(F) = 3. Logo C ¢ trigonal.
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Para provarmos o resultado para r = 2, assumiremos o > 3, pois se « = 1, C = P! ¢
gon(C') = 1; se @ = 2 entao C é hiperelitica, em particular, gon(C') = 2. De fato, se a = 2,
tome F = Oc(1,t%). Entdao F tem grau 0 em todo ponto menos no oo, onde seu grau é 2.
Entao deg(F) = gon(C) = 2.

Mas se a > 3, entao v — 1,7 — 2 € K. Agora um dos dois ntiimeros é par, e deve estar
em A; jd que r = 2. Segue que todos os niimeros pares menores que y estao em K. Seja b o
primeiro ntmero impar em K.

Se v é par, entao todos os pares positivos menores que 7 nao estao em S. O que

concluimos que
S*={0,y—b+2,y—b+4,7v—b+6,...,5—2,8} (2.10)

e se v é impar, todos niimeros fmpares menores que y nao estao em S e teremos que S* deve
ser como (2.10) novamente.
Seja F := O¢(1,t?). Entao F tem grau 0 em todo ponto menos em P e no co, que
possui grau 2. Como
Fp=kt*® Op

temos que F tem grau 1 em P e deg(C) = gon(C') = 3.

Para provar o resultado para r > 3, assumimos que a > 4, pois se a = 3, entao
Oc(1,3), tem grau 0 em todo ponto exceto no infinito co, onde seu grau é 3. Assim teremos
gon(C) < deg(F) = 3.

Mas se a > 4, entao vy — 1, v —2, y—3 € K. Como r > 3, ha trés nimeros em
diferentes conjuntos da particao que define o scroll. Isto é impossivel, a menos que dimensao

fosse pelo menos 3, o que nao é o caso. O

Encerramos esta secao com um simples, porém possivelmente importante, resultado
sobre curvas monomiais. Isto porque talvez possa ajudar na classificacao futura de curvas

nao Gorenstein a partir de seu modelo canonico.

Teorema 2.2.5. Duas curvas nao hipereliticas com apenas um ponto singular que € uni-
ramificado e monomial sao isomorfas se e somente se 0s seus modelos canonicos sao 0s

mesmos.

Demonstracao. A implicacao é imediata. Para provar a reciproca, tome C4 e (5 tais curvas.
Assuma que Cf = CY, i.e., elas tem o mesmo modelo canonico. Por [R, Teo. 17], toda

curva nao hiperelitica é birracionalmente equivalente ao seu modelo canonico. Entao seus
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modelos nao singulares C; e Cs sdo isomorfos. Portanto basta provar que Oc,.p, = Ocy,p,
em que P, e P, sao pontos singulares de (' e (s, respectivamente. Mas o anel local de dois
pontos monomiais com o mesmo nimero de ramificagoes sao isomorfos se e somente se seus
semigrupos de valores coincidem. Assim, provaremos que Sp, = Sp,. Temos que C] = CY, se
e s6 se H(we,) = H%(we,) que é equivalente a dizer que H*(We,) = H'(Wg,). Agora, para
i = 1,2, podemos escrever H*(We,) = (x1,..., %5, Y1, ... ,ygpi), onde g; é o género de Cj, e
dp, é o grau de singularidade de P,. Como g, = g, segue que dp, = dp,. Usando o fato dos
pontos serem uniramificados, temos que vp, ({yi, ... ,ygpi}) = Kp, para i = 1,2. Portanto
P = Kb,
Dessa maneira é sufuciente provar que o semigrupo de valores tem o mesmo condutor.
De fato, em caso afirmativo, Kp, = Kp,. Mas se a ultima igualdade acontece, tome s € Sp,.
Entdo v—s ¢ Kp, = Kp,. Assim s = —(y—s) € Sp,. Analogamente temos que Sp, C Sp, .
Entao Sp, = Sp, como queriamos.
Vamos entao provar que os semigrupos possuem o mesmo condutor, i.e., Sp, = p,.
Afirmacao: yp, < Bp,. De fato, assuma que vp, = fp,, entao yp, = vp,—1 € K} = Kp,,
logo vp, € K}, que nao pode acontecer. Agora, se yp, > [J2, n6s temos que vp, — 1 € Kp, =
P, mas yp, — 1 > fBp, e, portanto, nao podem estar em K%, que é uma outra contradigao.
Portanto, a afirmacao segue e, de forma andloga, vp, < fp,. Logo vp, < Bp, € 7p, ¢ Kp,
implica vp, ¢ Kp, e, semelhantemente, vp, ¢ Kp,. Entdo, por defini¢ao, vp, — yp, € Sp, €
Yp, — VP, € Sp,. Mas Sp,,Sp, C N. Entao yp, — yp, > 0 € vp, —yp, > 0. Entao vp, = vp, €

Bp, = Bp,, como desejavamos. O]

Até aqui analisamos curvas com apenas um ponto singular. Consideremos agora a lista
de curvas racionais monomiais com género, no maximo, 7, com dois pontos singulares, cujo
modelo canonico esta contido em um scroll.

Ao contrario da Tabela 1, esta tabela foi computada sem a ajuda de um algoritmo, o
qual estamos ainda a procura.

O método foi encontar, curva a curva, um candidato a feixe dualizante, o que nao nos

pareceu imediato.

TABELA 2
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Género 4 - com gy =2 € g, =2

C C gon | Scroll
C=(1:8:t":1:18) C'=(1:t:83:th 3 S
C=(1:8:":4°:48:119) C'=(1:t:85:1) 3 Soz
Género 5 -com gy =2 € goo =3
C=(1:8:t":¢°:¢5:¢19) C'=0:t:83:¢4:15) | 3 S1a
C=1:8:t: 71241 | C"=0:t:83:85:47) | 3 Sos
C=(1:8:t*:¢:1%) C'=0:t:3:¢4:47) | 3 Sta
C=0:83 48547492 | C"=(1:t:83:t1:4% | 3 S1a
C=(1:t":1°:45:¢7: 1) C'=Q:t:t*:t4:15) | 3 S1a
C=01:t4: 4547410 412) | O'=(1:t:3:¢*:45) | 3 Sos
C=1:8:00:47:3:2: %) | C"=1:2:3:t1:1°) | 3 | Sp3; 502
C=1:8::47:¢10:¢12) | C"=0::¢3:¢:1")| 3 Sia
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Género 6 -

com go=2¢€ g, o =4

C C’ gon | Scroll
C=(1:8:t":4°:45: 47112 C'=1:t:83: 1115 :15) 3 | S
C=(1:83:t1:°: 41211 :(1:t:t3:t5:t7:t9) 3 | S
C=1:83:t4:45:17:¢10) = (1:t:83:t4:45:19) 3 | S
C=1:8:t4:45:1°:¢12) O:(l totd ot t0 47 3 | Sy

Género 6 - com gy =3 e g, =3
C=1:tt:t0:45:¢7: 1) C'=(1:t:t2:t4:15:19) 3 Sog
C=(1:th:tP: 4547 412 419 C'=(1:t:¢*:t1:45:1%) 3 | Su
C=(1:83:10 4712 ¢1) C'=0:t:t2:83:1°:¢7) 3 | S
C=1:8: 474811 C'=(1:t:8:1°:15:19) 3 | S
C=(1:1:1:¢":10) C'=(1:t2:83:1°:15:19) 3 Sog
Género 6 - com gy =4 € goo =2
C=(1:10 10474849 : 112 C'=(1:t:¢*:3:¢°:19) 3 | S
C=(1:85 10471849 12 41 C'=(1:t:¢*:83:¢°:17) 3 | S
C=1:83:17:48:1°:¢12) C'=(1:t:83:t4:45:¢7) 3 | Sy
C= (1110479 413 1) C'=0:82:83: 4415 1%) 3 | S
Género 7-com gy =2 € goo =5
C=1:83:t*: 4547t | C"=0Q:t:2:83:t4:4%:¢") | 3 | Su
C=(1:8:t": t5 14 . ¢16) C'=(1:t:¢3:¢: t7:t9:t11) 3 | Sos
C:(l t3 t4 DT 12 ¢15) C'=1:t:t3: 410 :47:4%) | 3 | Sy
C=(1: Sutd 1) | O =1ttt T #10) | 3 | Sas
Género 7 - com gy =3 € g, =4
C=(1:t4 15454718 :113) C'=0Q:t:2:t4:5:45:47) | 3 So3
C=Q:tt 045474410 | C'=(1:¢: t2 thot® 819 | 3 | Sps
C=(1:8:1: t7 14 ¢16) C'=0:2:83:655:47:2:4") | 3 | Su
C=(1:8:1:4:¢19) C'=1::3:°:45:%:¢M) | 3 | So3
C=(1:8:10:47:48: 112 :¢1) C'=0Q:2:83:0:45:48:1%) | 3 So3
Género 7 -com gy =4 e g, =3
C=(1:10 10474849 ¢13) C'=0:t:t2:83:0:45:¢7) | 3 | Sy
C=1:85 07 3%t 1) | "= :t:2:83:85:t7:4%) | 3 | Su
C=(1:83:1":¢%:¢M) C'=Q:t:83: 41047 :¢10) | 3 | So3
C=01:83 7841041245 | C'=(1:t:83:¢:15:47:4%) | 3 | Sos
C= 1t 0Tt ¢ 16) | O/ = (12834 :45:48:¢19) | 3 Sos
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Note que o Teorema 2.2.4 continua vélido para curvas C' monomiais racionais nao

Gorenstein com dois pontos singulares de género até 7.
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Capitulo 3

Modelos Canonicos em Scrolls

Tridimensionais

Neste capitulo, estudaremos curvas nao Gorenstein cujo modelo canonico esta contido
no scroll racional normal tridimensional. Nosso objetivo é obter resultados similares aos que
tivemos no capitulo anterior. Para isto, precisamos colocar o problema dentro de um quadro

mais intrinseco, fazendo uso da caracterizacao de scrolls como projetivizacao de um fibrado.

3.1 Descricao do 5,,,,

De uma forma muito construtiva, prova-se em [Rd, Teo 2.5 p. 17] a existéncia do

isomorfismo
P(Op1(m) ® Op1(n) © Opi (1)) = Sppy C PHHH2 (3.1)

Na verdade o resultado é valido para scrolls de qualquer dimensao.

Seja S := Spnr € € := Op1(m) @ Op1(n) & Op1(r). De acordo com [EH, p. 5 mid], o
scroll S é também a imagem do morfismo racional induzido pelo fibrado tautolégico Opg)(1).
Por definicao, S é a uniao disjunta de planos determinados por um parametro comum de
trés curvas racionais normais de grau m, n, r contidas em espagos projetivos complementares.
O isomorfismo em (3.1) é tal que toda fibra de P(£) — P! é levada a um plano, que nds

chamamos de a fibra sobre S. Portanto, de acordo com [Rd, Lem. 2.7 p. 18], nds temos que
Pic(P(£)) = ZH & ZF

em que F' é a classe da fibra, e, se S é suave, H ¢ a classe de hiperplanos.



Agora, definimos o bigrau de uma superficie M C S como
bideg(M) := (a,b)

se é escrita como
M = aH + bF € Pic(95).

3.2 Modelo canénico em S,,,,

Tendo em mente o que foi feito na se¢ao anterior, nés provamos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1. Seja C' curva ndo Gorenstein de género g > 6, cujo modelo candnico C'
estd contido em um scroll de dimensao trés S, visto como intersecao de duas superficies
de S de bigraus (a,b) e (¢,d), com a,b,c e d > 0. Seja ¢ o nimero genérico de pontos de

intersecao de C' e um plano em S, entdao
(i) € <2.

(ii) Se { =1 entio C' =P e, em particular, C € racional e 0s pontos singulares de C' sdo

nao Gorenstein. Mais ainda, C € nearly Gorenstein se e somente se b=d = 1.

(111) Se ¢ = 2 entao C € nearly Gorenstein. C é também Kunz se e somente se (a,b) ou
(c,d) € da forma (2,1).

Demonstracdao. Seja S := Sy, um scroll tridimensional e tome X C S a curva dada pela
intersegao de duas superficies de S de bigraus (a,b) e (¢, d). Entao, no anel de Chow A(S),

noés podemos escrever

X = (aH +bF) - (cH + dF)

Agora vamos calcular o grau de X C P™™ 2 Ele corresponde & intersecao de X
com a classe de hiperplanos H em A(S). Como as fibras nao se cruzam, entao F?> = 0. Além
disso, a partir da descri¢ao (extrinsica) geométrica do scroll, deduzimos, [EH, p. 7 mid], que

deg S = H?® = m + n +r. Consequentemente
deg X = (aH + bF)(cH +dF)H
= acH® + (ad + bc)H*F + bdH F?
= acH® + (ad + bc) H*F
= ac(m +n+r)+ (ad + bc)H*F
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Assim basta saber o valor de H*F. A partir de [Rd, Ch. A.4, Claim p. 28] nés temos que
H?F =1, entao
deg X = ac(m+n+r)+ad+ b (3.2)

Para calcular o género aritmético de X, escreva a resolugao de Ox como
0— Os(—(a+c)H—(b+d)F) = Ogs(—aH — bF) ® Os(—cH — dF) - Og = Ox — 0
Entao

po(X) = 1—x(0Ox) (3.3)
= 1=x(0s) + x(Os(—al —bF)) + x(Os(—cH — dF))
—X(Os(=(a+c)H — (b+d)F))

Vamos, agora, calcular a caracteristia de Euler. Seja Tg o fibrado tangente e Kg o
feixe canonico. Para simplificar, escreva ¢; := ¢;(Ts) para as classes de Chern. Tome um

D € Pic(S) arbitrario. Pelo Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch nés temos que
X(Os(D)) = deg(ch(Os(D)) - td(Ts))s

1 1 1 1 1
=d 1+D+=-D*+=D|(1+= — (3 —
eg<< +D+5 D%+ 2 )( +2c1+12(c1+c2)+24c1c2>)3
1

1 1 1
:ﬂclc2+ED<C%+02)+1D201+6D3

1 1 1
:1—pa(S)+ED(C%—FCQ)—FZ_DQCI—FBD?)
1

1 1
=14+ — D((Kg)* — - D’Kg+ - D?
g PUEs) o) = 3 DK+
Agora Kg = —3H + (e — 2)F onde e := m + n + k. Portanto
1 1 1
x(0s(D)) =1+ 5 D(9H? +6(2 — e)HF + c3) + 1 D*(3H + (2—e)F) + G D?  (3.4)
Para calcular a segunda classe de Chern do fibrado tangente, escreva

Co :pH2+QHF

Por um lado, note que

1 1
L=1-pul8) = gy aer = o BH + (2= )F)pH + gHF)
1
= o7 (BpH® + (3¢ + (2 — e)p) H*F)
1
= 5; (Bpe 3¢+ (2 - e)p)
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entao temos

2e+1)p+3¢g=24 (3.5)
Por outro lado, note que x(Og(H)) = e + 3 jd que H*(Os(H)) = e+ 3 e H(Og(H)) = 0
para i > 0. Fazendo D = H em (3.4) obtemos

20+p 3 18 —9e+ ¢ 9
=1 H —— |H°F
e+3 +( B ) +( B

logo
ep+qg=e+6 (3.6)

Combinando (3.5) e (3.6) chegamos a
co=3H?+ (6 —2e)HF

Agora, escrevendo D = hH + fF e substituindo ¢y em (3.4) temos
(hH + fF)(12H* + (18 — 8¢)HF))

x(Os(D)) =1+ 12 +
(hW*H? +2hfHF)(3H + (2—¢)F) (h*H®+ 3h*fH*F)
+ +
4 6
que nos da
2 —9 1 3 1
X(OS(HH + fF) =1+ =—h+ [+ W4 ShE SRR (3)

Combinando (3.3) e (3.7) temos

Pa(X) = ac(b+ d—1+ ela +26 — 2>) + ad(a = 3) ;_ befe = 3) +1 (3.8)
Aplicando (3.2) ao modelo candnico C’ C P91, temos que
deg(C") = eac + ad + be. (3.9)
Seja ¢’ o género de C’. Segue que
deg(C'Y=2g9g—2—n (3.10)

=2(g'+n+p)—2-n
=2¢" +n+2u—2

Agora, suponha que C' C S e que é dada pela intersecao se superficies de bigraus (a,b) e
(c,d). Nesse caso, combinando (3.8), (3.9) e (3.10), somos levados a

eac+ad+bc=(2(b+d—1)+e(a+c—2))ac+ (a—3)ad + (¢ — 3)bc +n + 24
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mas como e = g — 3 teremos
(g—3)B3—a—c)+2(1 —b—d))ac+ (4 —a)ad + (4 — c)bc —n — 241 = 0. (3.11)

Computemos agora o valor de ¢. Por definicao, ¢ é o nimero genérico de pontos de

intersecao de C’ e um plano em S. Mas os planos em S sao as fibras. Entao

(= (aH +bF)(cH +dF)F
= acH?F + (ad + be)HF? + bdF?

Lembrando que H?F =1 e F? = 0, nés temos
(= ac (3.12)

Considere agora ¢ = 1. Primeiramente, os planos de S cortam um g} de C’, entao C' = P! e,
em particular, C' é racional, e seus pontos singulares sao nao Gorenstein. Além disso, como
¢ = 0 podemos escrever g =1+ p, e considerando ¢ = 1 encontramos a = ¢ = 1 por (3.12).

Substituindo esses valores em (3.11), chegamos a
b+d—pu—1=0

e o item (ii) segue.
Sel =2teremosa=2ec=1oua=1ec=2por (3.12). Sem perda de generalidade,

assuma que o primeiro caso ocorre. Substituindo esses valores em (3.11), temos
4—b—n—-2u=0

mas como b > 0 e n,u > 1, segue que pu = 1, isto é, C' é nearly Gorenstein. A curva sera
também Kunz se e somente se b = 1 e o item (iii) segue. Pode-se verificar que ¢ ndo pode
ser maior ou igual a 3, e o item (i) segue como querfamos.

]

A fim de exemplificarmos o teorema acima, segue a Tabela 3, que contém a lista de
todas as curvas nao Gorenstein de género no maximo 8, com um unico ponto singular, cujo

modelo canonico esta contido em um scroll de dimensao 3, mas nao em um scroll de dimensao
2.
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TA
BELA 3

( (1: ¢ C
Lt t7.t7't8
(1: (1:¢°: 10 %) g
5 /6. 112 . on
T8 NER t13) 4
(1:t4 ty £14) A 0
( (1 4 72 j12 . 413 4 . 50/
1:th: A #13 ) (1 5T
(1 e ¢ ) 4 . 4‘15 ;
T £ 1) (1 t2~t:t6 ¢
(1 5. 410 . 411 11 4 ( o L4546 ne t8) S
1 t15 . . . c
( oo e, . N L N o
( (1: t51 5T H2 . ttlg) 4 (1:43 A5 /7 t8) 3012
1: 3 st 7 : 0
A A *) ) ! (L t5 ST 5 t)g 5111-12
1: Al 114 . 4 (1: 2't :tG't 48 ) - Soo
5 412 . 13 4 243 48 849 S, 3
(1:4° 519 3 ) (11t.t‘t4 :t9.t1) S11 -
3 A 10 2
(1:1°: RN it t*) ) (1:¢ .t 0 AR ) So02 S22
(1: .7 410 . ) 4 (1: 45 .16 . ) 2. S
0218 5 11 A v 7 Suo e
(L: ' 9. ) 4 (1: 2 2 %) S 2 S
: t6 . 19 410 - 2 . t? . t9 . 022; IS 112
e ) W A 1) Stz
<1.t4't Sk t* 8! 4 (1't4:t5:t53t6.t9:t10 So ; Sooa
(L:t: RS t A :ts'tfﬁ:t?'ts:t?'ts) 513
1 : : :
(L:th: t10 419 B t14)t D4 El X t()‘: 5 t? 2 tlg) 5112
(1 .‘ 10 ¢! 4 1:¢ . - 410 . ) S, 013
S . 416 t15) 4 (1 ' . 46 . 48 411 13:S
(1: A 1 /3. 4T 9 ) g 022
2 Lt 2 4 (1: 5 8 ; $10 -
(1 -9 . - 415 ) £ - 16 . <49 . ) g
(1:65: AT 410 . 41 ) 4 (1:42: e 47 t8. £10) 013
: A '
(L:t°: t7 12 A t17) 4 (L:tt: 24 5 ot 1 17) St1g
19 - 413 ) 4 (1: 4647 46 48 /5. 49 Sous
(1 tll ) . t15 ( t: t4 t8 : t ) S
- <13 . 416 4 144 . 10 - o
(1 5 t9 : t16 ) - t X t 0> 3
t t8 tll <417 4 (1 . t3 i t8 - 46 .48 : tll ) 5’12
s 12 ) 44 . : ;12 2
e ) 4 (1 t t £ ) S
13 41 ( 3 t4 4T S tlz' £10) 8005
t*) 4 1:th: e . 410 . .13 13
4 (1 t5 t6 t7 : tll ) ) Sl
18- . 12 13
(1 tﬁ 8 : L9 ) S
42 7 9. - ¢10 g 113
. oy - 410 . ) 09 S
e $10 . 1 : Soa
7 ¢t ) So 3
849  $12) S 23
: tIO 023
) Sy
S ”
122
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g C gon C’ Scroll

(1:5 48 ¢4 416 . 417) 4 (L3548 48490 4100 ¢l Soas

(1: 85 247 2 13 2 415 1 ¢19) 4 (L:t? 3085 47 048 19 - 10) S113

(1854748 :19) 4 (Lot t5 o7 1 410 41 1 412) Sii3

(1: 45 45 ¢13 : ¢1) 4| (Lath o tP 89 10 gt 12 So23

8 (1:¢° 80 ¢12: ¢13) 4| (L ot? b7 10 g1l 120 413) Soas
(12049 ¢l ¢4 415 416) 4 (12283045048 47 48 1 1) So23; S113
(1:6 249410 13 414 416 41Ty 1 4 (Lot ot 47 04849 0 #10) | Sp145S003

(1:¢6 249 410 41l o 13 o 414 4| (Lot0 a0 g8 10t 12 So14

(120049 0 410 4112 ¢12 0 413) 4| (L og0 T o9 10 g1l 120 413) So14

(1062 ¢8 gl 13 ¢l o 415) 4 (Lot t3:85 4047180 49) So14

(1:¢8 048 10 g g4 15) 4| (Lot t® B 10t 1) So14

(146248049 412 1 413) 4 (Lot th a0 g7 48049 ¢10) So14

Para um scroll bidimensional, temos, como provado no capitulo anterior, que o modelo
canonico ¢’ de uma curva racional monomial C' estd contida no scroll se e somente se C'
for trigonal. Analisando a tabela acima notamos que a gonalidade de toda curva monomial
racional que estd contida em um scroll de dimensao 3 mas nao em um scroll bidimensional
é 4. Isto nos leva a pensar que, provavelmente, um resultado similar exista para scrolls

tridimensionais.

Teorema 3.2.2. O modelo candonico de uma curva racional monomial C', com um nico
ponto singular, estd contido em um scroll tridimensional mas nao em um scroll bidimensional

se e somente se gon(C) = 4.

Demonstracao. Seja C', S, K e A como na prova do Teorema 2.2.4. Suponha, primeiramente,
que C’ estd contida em um scroll tridimensional mas nao em um scroll bidimensional. Pelo
Lema 2.2.3, existe uma particao de A em trés subconjuntos, digamos A;, A; e A3 em que
o primeiro tem o zero como elemento e o terceiro tem v — 1, e todos os trés formam uma

progressao aritmética de mesma razao. Seja r esta razao. Se r = 1, entao necessariamente

Ay :{0,1,2,...,a}
Ay ={b,b+1,0+2,...,¢}
A3:{’7_a+177_a+277_a+3777_1}
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e pode-se verificar que
S={0,c,a+1,a+2....y—b—1,y—b+1,vy—b+2,v—b+3,....vy—a—1,8—}
Agora seja
F o= Oc<1,t>

Temos que F tem grau 1 no oo e 0 em todo ponto exceto em P. Além disso,
Fp=kt@okt" D kt" " Op

dessa forma dim(Fp/Op) = 3 e deg(F) = 4. Assim gon(C) < 4. Ela tem que ser 4, pois
caso contrario C” estaria contida em um scroll bidimensional pelo Teorema 2.2.4.

Se r = 2, escreva

A =1{0,2,4,...,a}
Ay ={b,b+2,b+4,...,c}
As={d,d+2,d+4... ¢}

com b < d. Podemos assumir o > 3. Mas se a« > 3, entao v — 1,7 — 2 € K. Devemos
considerar dois casos.

Caso 1. v é par.

Dessa forma, e = v — 1. Se a = v — 2, entao todos os nimeros pares estao em K. Temos b e
d nimeros impares, e, também, todos os pares positivos menores que v nao estao em S pois
o elemento simétrico v — i é par para todo par i. Entao o é impar. Além disso @ > /2 ja
que 2« é par, e nenhum nimero positivo par pertence a S*, logo 2o > . Temos também

que v — « é impar e nao pertence a K. Entao d =v — a+ 2 e ¢ < v — a. Conclui-se que
S*={0,,a+2,a+4,....y—c—2,y—b+2,y—b+4,7v—-b+6,...,6—-2,5} (3.13)

Agora seja

F = O0c(1,%) (3.14)
Nos temos que F tem grau 2 no oo e 0 em todo ponto exceto em P. Além disso,
Fp=kt? Dkt @ Op

assim dim(Fp/Op) = 2 e deg(F) = 4. Logo gon(C') < 4 que, como visto acima, é suficiente

para nossos propositos.
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Se a # v — 2, todos os nimeros impares estao em K, b é par e d é impar, e, igualmente,
todos impares positivos menores que v nao estao em S. Entao « é par.

Afirmacgao: o > /2. De fato, caso contrério, como 7y — «, que nao pertence a K, é par,
implica o € Ay; além disso, v — a < na < v — 1 para um inteiro n, entao v — na < « nao

pertence a K, que contradiz o fato de @ € Ay e prova o que afirmamos. Por isso
S*={0,a,a+2,a+4,...,y—a—2,5}. (3.15)

Tomando F como em (3.14), temos que F tem grau 2 no oo e 0 em todo ponto menos em
P. Além disso,
Fp=kt’? @kt ® Op

assim dim(Fp/Op) =2 e deg(F) = 4.

Caso 2. v ¢ impar.

Se a = v — 1, entao todos nimeros pares estao em K. Temos b e d nimeros fmpares, e,
também, todos inteiros impares positivos menores que v nao pertencem a S. Entao « é par.
Neste caso nao h4 restrigdo a o comparado a /2 e pode-se verificar que S* pode ser escrito
exatamente como em (3.13).

Se a # v —1, todos ntimeros impares pertencem a K, b é par e d é impar, e, igualmente,
todos inteiros pares menores que 7 nao pertencem a S. Entao « é impar. Além disso o > /2
ja que 2a > v, e S* pode ser escrito exatamente como em (3.15). Assim, podemos usar (3.14)
para calcular que a gonalidade é 4.

Para provar a suficiéncia para r = 3, podemos assumir o > 4. De fato, se « = 1 temos
C = P! cuja gonalidade é 1, se a = 2, C é hiperelitica, e se a = 3, entao O(1,1*) computa
gonalidade 3 para C. Em todo caso, C’ esté contida em um scroll bidimensional devido ao
Teorema 2.2.4. Portanto, v—1,v—2,v—3 estao em K e pertencem a diferentes subconjuntos
da particao de A. Em particular, todos os multiplos de 3 menores que v pertencem a K.
Temos entao trés opgoes: v =3n, vy =3n+1ou~y =3n+2paran € N. Se vy = 3k, o
simétrico de um multiplo de 3 é um multiplo de 3 também, entao nenhum miltiplo de 3 esta
em S*. Se b (resp. d) é o primeiro inteiro positivo em S congruente a 1 (resp. 2) mod 3, é

facil ver que
S*={0,b,b+3,b+6,...,vy—=2}yU{d,d+3,d+6,...,y—1} U{p}

Seja F := O¢(1,t?). Entao F tem grau 0 em todo ponto exceto em P e no oo, onde tem
grau 3. Além disso Fp = kt® ® Op, entao F tem grau 1 em P e deg(F) = gon(C) = 4.
Sey=3n+1ou~vy=23n+2paran € N, a prova é anédloga.
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Agora, se 7 > 3, podemos assumir « > 5, pois se @ = 4, entao F := O¢(1,t*) tem
grau 4 e é o que precisamos. Assim se a > 5, entao vy — 1,7 —2,7v—3,7—4 € K e estao em

diferentes subconjuntos da particao de A. Mas isto nao pode ocorrer.

Reciprocamente, suponha que gon(C') = 4 e vamos provar que C” estd contida em um
scroll tridimensional mas nado em um scroll de dimensao 2. Por [AM, p. 10], a gonalidade

de C é computada pelo feixe
F = 0O(1,t")

para algum n € Z diferente de zero. Note que

n sen >0
deg,, F = (3.16)
0 sen<0

além disso,

degp(F) = #(v(Fp)\S)=#{s€S|s+n¢gS} (3.17)
e o grau de F é zero em todo ponto. Em particular, se n é positivo, entao 1 < n < 4 ja que
C tem gonalidade 4.

Para o restante, vamos analisar as possibilidades de S de acordo com cada n. Para

isto, vamos dividir o semigrupo em blocos de inteiros consecutivos, isto €, escreva
onde
Bi = {Si,Si—f—l,...,Si—f—li}

com s; +1; +1 ¢ S e também s, < s; se i < j. Isso é, B; é o i-ésimo bloco de inteiros
consecutivos de S, e b é o nimero de blocos de inteiros positivos em S menores que o
condutor f.

Caso 1. n=1.

Se assim for, F = O(1,t) e deg. (F) = 1. Entao degp(F) = 3. A partir de (3.17) é facil ver
que degp(F) = b+ 1, entdo b = 2, isto é, S tem dois blocos.

Para calcular K* por meio de S* nés fazemos uma figura da seguinte maneira:
(a) cada inteiro de 0 a 7 corresponde a um circulo;
(b) na primeira linha, temos de 0 a |v/2] ordenados da esquerda para direita;
(¢) a segunda linha, vai de [7/2] a v orderenados da direita para a esquerda;
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(d) os elementos de S sao pretos, os de K\ S séo circulados duplamente, e os nimeros

restantes sao brancos.

Em outras palavras, a figura é esbocada de maneira que a e v — a estao na mesma coluna,
para todo a, assim K* pode ser facilmente calculado. Basta notar também que a e v — a nao
podem estar ambos em S, caso contréario v deveria pertencer a S, o que nao ocorre.

H& duas possibilidades para S* (e K*). A primeira é

@ © -+ c® O+ o0 @+ - @-°°: - @ O+ 06
0 s1 s1+10

o © o e e © @ o -0 @ - @
¥ s2 412 S2

Portanto podemos dividir K* em trés subconjuntos de mesma razao 1, a saber:

A =A{0,1,...,y—=(sa+ 1+ 1)}
Ay={y—so+1,y—s9+2,...,7—(s1+ 1+ 1)}
As={v—s1+1,7y—s1+2,...,7—1}

logo C' esté contida em um scroll de dimensao 3.

A segunda possibilidade é

[ ] © © O - O © « - - 0O O O © ©
0

O © © [ ] - @ © © [ ] [ ] © ©
0 Sso + o 82 s1+0 S1

e novamente podemos dividir K* em trés subconjuntos de razao 1, que coincidem com

A1, A, Az acima, entao C’ estd contida, também, em um scroll tridimensional.

Caso 2. n = 2.
Se assim for, F = O(1,t?) e deg._(F) = 2. Entao degp(F) = 2. Para o conjunto restante

E:={s+2¢S|seS}

e relembremos, de (3.17), que
2 =degp(F) = #(E)

Note que 2 € E. Além disso, se existe um bloco B; = {s;,s;+1,...,s;+1;} C S*com [; > 1,
entdo s; +[; +1 € E. Portanto, existe, no maximo, um tal bloco, e devemos ter s; > [v/2]

caso contrario, existiria um outro bloco B,, com [, = 2[;. Além disso, s; +[; +2 € S para
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todo i. Finalmente, s; > [v/2], caso contrario v € S, o que nao pode acontecer, e s;+2i € S

para todo 7 € N. Entao, se existe um bloco com mais que um elemento, a figura genérica é

® O ©® O ©®- -« >0 ©®© 0O°°=0¢°°==2©®©@ O ©® O-°--° -0
0

O e o e 0 - ® © e - - - @ - - -0 e © e- - -0
¥ Sj-l—lj Sj S1

Assim podemos dividir K* em trés subconjuntos com razao 2, a saber:

A ={0,2,....7=(s; +; + 1)}
Ay={yv—sj+1,vy—s;+3,...,y—1lory—2}
As={y—s1+2,v—s1+4,...,y—1lory—2}

entao C’ estd contida em um scroll tridimensional.

Se todos os blocos tem apenas um elemento, entao existe um tnico s; tal que s;+2 & S,

e a figura genérica é

[} O © @] © - O © ) @] © @] © @] ©
0

O [} © [} © [} © © [ © [ © [ ©
Y Sj+1 Sj s1

A ={0,2,...... ,Y—8;—2ory—1lory—2}
Ay ={yv—sjp1+2,v—sj1+4,...... ,Yy—8;j—2ory—1lory—2}
As={v—s1+2,y—s1+4,...... ,7—Llorvy—2}

entao C' estd contida em um scroll tridimensional.
Caso 3. n=3.
Se assim for, F = O(1,¢*) e deg. (F) = 3. Entao

l=degp(F)=#F :={s+3&S|seS})

Podemos assumir o > 4, caso contrario deg(F) = 3 e C' ¢ trigonal. Portanto 3 € E. Este
fato nos fornece que s + 3 € S para todo s € S\ {0}, assim os blocos B; tem no maximo
2 elementos. Seja B; o primeiro bloco com 2 elementos. Claramente, s; > [v/2] caso

contrario, existiria um outro bloco com 3 elementos. A figura genérica para este caso é

e O O o 0 o0 ©® e O ® © O ® © O
0 S1

O e e 0 e & © o e O © e O © e
v S5 Sj—1
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e podemos divir K* em trés subconjuntos com razao 3, a saber:

A ={0,3,...,y—1lory—2or~vy—3}
Ay ={yv—sj+2,vy—s;+4,...,y—lory—2orvy—3}
As={syorsj_1+1,...,y—lory—2orvy—3}

logo C" esta contida em um scroll tridimensional. O caso em que nao ha blocos com 2

elementos é similar.

Caso 4. n =4.
Neste caso, F = O(1,t*) e deg, (F) = 4. Entéao

0=degp(F)=#(F ={s+4¢S|seS})

Note novamente que a > 4 pois caso contrario C' deverd ser trigonal. Assim efetivamente
«a = 4 desde que E = (). Entao todo multiplo de 4 estd em S. Seja a tal que v = a (mod 4).
Claramente, v nao é multiplo de 4, portanto podemos escrever {1,2,3} = {a,b,c}. Nés
temos que S* admite no méximo dois elementos, digamos ¥’ e ¢, para os quais b’ = b (mod 4)
e ¢ = ¢ (mod 4). Vamos considerar trés casos. O primeiro deles é o que tanto b’ quanto ¢

nao existem. Assim, podemos dividir K* em trés subconjuntos de razao 4, a saber:

A =1{0,4,8,...,7 —a}
Ay ={b,b+4,b+8,....,v—c}
As={c,c+4,c+8,...,7—b}

entao C’ estd contida em um scroll tridimensional.
Se existir tal ', mas nao ¢ em S*, entdo podemos dividir K* em trés subconjuntos de

razao 4, a saber:

A1:{0,4,8,...,7—a}
Ay ={c,e+4,c+8,...,7—b}
Az={y—b+4,7v-V+8,....,v—c}

assim C’ vive em um scroll tridimensional.

Finalmente, se exite tanto b’ quanto ¢ em S*, entao podemos dividir K* em trés sub-
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conjuntos de mesma diferenca 4, a saber:

A =1{0,4,8,...,v—a)
Ay={y-V+4,7v-b+8,....,7v—c}
Az={y—c+4,v—+8,...,7—1b}

entao C’ estd contida em um scroll tridimensional.
Agora, se n < 0, por uma questao de conveniéncia, escreva n = —m. Como deg. F =
0, temos que

4=degp(F)=#F:={s€S|s—m¢gS})

Além disso, —m e y pertencem em E, entao

2=4#(E\{-m,"}) (3.18)
Agora considere o conjunto B :={b € N|y—m+ 1< b <~ — 1}. Primeiro vemos que
#(BNS)>m—3 (3.19)

De fato, os inteiros de v+ 1 a 7+ m — 1 pertencem a S ja que v+ 1 é o condutor de S. Por
isso, qualquer elemento de B pode ser escrito como s —m para s € S; como #(B) =m — 1,
podemos usar (3.18) para concluir que #(BNS) > (m —1) — 2.

Por outro lado, se b € BN S é tal que m 1 b, entéo claramente b —rm € E \ {—m, v}

para um certo r. Portanto podemos refinar (3.19) como
#(BNS)>m—-3+#({be BNS|mtb}) (3.20)

mas isto implica claramente em m < 4. De fato, se m > 5 entdo, por (3.19), temos que
#(BNS) > 2, entao existe um nao multiplo de m em B NS. Mas por (3.20), na realidade,
#(BNS) > 3, e podemos encontrar pelo menos dois nao multiplos de m em B NS, logo
#(BNS) > 4. Isto nos d4, pelo menos, trés nao multiplos de m em B NS e usando (3.20)
mais uma vez temos que #(B NS) > m > #(B), que é uma contradigao.

Entao n > —4, e deixamos para o leitor verificar que os possiveis semigrupos para
os casos em que n é —1, —2, —3 e —4 sao, respectivamente, os mesmos que aqueles que

correspondem aos casos em que n é 1, 2, 3 e 4, que ja foram analisados. O

A teoria apresentada acima é referente a curvas racionais monomiais nao Gorenstein

com um unico ponto singular.
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Consideremos, agora, a lista de todas as curvas racionais monomiais nao Gorenstein
de género no maximo 7 com dois pontos singulares cujo modelo candnico esta contido em

um scroll tridimensional.

TABELA 4
Genus 6 - com gy =2 e g,o =4
C C’ gon Scroll
C=(1:8:t":¢°:45: 1% 112 C'=0:t:t3: 1415 ¢7) So12
C=1:8 454718 112 = (L:t: 34" 45 19) So12
C=(1:8:t4:4:19) C'=0Q:t:t3:t4:15:19) S111; Soi2
Genus 6 - com gy =3 € g, = 3
C=(1:t":15:45:¢7:¢19) C'=1:t:t2: 1115 :18) So12
= (Lot td o079t M) | O = (Lot 85 017 So12
=135 78?10 O = (12385 1047 So12
Genus 6 - com gy =4 € goo =2
C=(1:83 1748 11413 C'=(1:t:¢3:t1:45:4%) | 4 So12
C = (1 . t4 . t6 . t7 . t9 . th . tll . t14) ' = (1 t2 t3 t4 t6 . t7> 4 5003;3012;5111
C=1:t":8:47 4819 112 C'=1:8:t":¢°:4":1%) | 4 S111; So12
C=(1:t" 747 10112 C'=1:8:t":t5:47: 19 | 4 Sii1
Genus 7-com gy =2¢€ goo =5
(1: t5 thoth T 10 1) (Lot 32 %47 2 48) 4 S112
(13 45 47 o 410 ;412 1 416) (Lot t3 2547 49) 4 S1i2
(1:¢3: t4 (RN U AL AR ALY (Lot :t3:th 7481 19) 4 S112; S22
(Lot 5 47 o 1)) (Lot ott P t7 ) | 4 S112
(13445 10 0 1Y) (Let:t3: 254041 | 4 So13
(143 0445 100 1Y) (Lot t3 14545 :48) 4 S112; So13
(L3 th o5 12 412 413 1 ¢18) (Lot :t3:oth %45 :19) 4 So13
(L3t o478 1 1) (Lot :t3th 1545 ¢19) 4 So13
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Genus 7-com gy =3 € g, =4
C C gn Scroll
(L:otd P #5479 112 (Lot t? 547 :410) | 4 So13
AR ARE AR LR AL (Lot:t?2:tt 0 :45:4%) | 4 So22; S112
(Lot td oS g7 o 10 1204 10) | (Lot o2 t2 045 1% :48) | 4 | Soo; Soos; Siio
(Lotd P o647 9 10 414 (Lot:t? 0t t5:40:410) | 4 So22; S112
(1:th 54647 o 1Y) (Lot:t?2:tt 045419 | 4 S112; So22
(Lot tP o™ B o 10t e f10) | (L2835 04547 #%) | 4 | Sois; Sozo; Sii2
(L:t3 85 07 18 0 410 0 1) (L:t? 345104719 | 4 So13
(1831547 180 #12) (L:ot2 3051047 19) | 4 Si19
Genus 7-com gy =4 € goo = 3
C C gn Scroll
(LoD 107 18 192 112 (L:t:t2:83:8°:¢5:1%) | 4 So13
(Lot® oS ot™ B o gt g3 16) | (Lot 8315 t6 t8) 4 | So22; So13; S112
(Lot a7 o8 12 0 410 0 1) (Lot:t2:tt 1047 1%) | 4 S112; S22
(18347 48 2 13 1 115) (Lot oth 1048419 | 4 So13
(1 A6 4T g9 410 L 411 12 t16) (1:t2.t3.t4.t6.t7:t8) 4 5112;5022;5004
(1't4't6't7't9't10't13) (1:82: 83 4. 6. 710y | 4 S119: Soas
R ARRARE LR AR AL (L:t? 3¢t 104719 | 4 So13

Uma caracteristica importante analisada para curvas monomiais racionais nao Gorens-
tein C' com um unico ponto singular é que seu modelo canonico C’ esta contido em um scroll
tridimensional e ndo em um scroll bidimensional, se e somente se gon(C') = 4. Note que esta
caracterizacao para os exemplos listados na tabela acima continua sendo verdade, mesmo
C tendo dois pontos singulares. Nossa intuicao nos leva a acreditar que esta afirmacao seja
valida para toda curva nao Gorenstein C' de género g com dois pontos singulares, o que foi
verificado para género até 7.

Outra consideracao é a respeito da generalizacao do Teorema 3.2.2. Poderiamos gene-
raliza-lo para scroll de dimensao d? Novamente nossa intuicao nos leva a acreditar que sim,

e diversos exemplos nos confirmam. Porém sua demonstracao é bastante trabalhosa.
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