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Resumo

Neste trabalho, provamos a existência de uma solução não negativa e não

trivial para variações do seguinte problema eĺıptico do tipo (p, q)-Laplaciano:

−∆pu−∆qu = h(x, u)

x ∈ RN ,

em que 1 < q ≤ p < N, ∆mu := div(|∇u|m−2∇u) é o operador m-Laplaciano

e h : RN ×R→ R é uma função não linear satisfazendo hipóteses descritas ao

longo do trabalho.

Palavras-chave: Condição de Ambrosetti-Rabinowitz, condição de Cerami,

expoente cŕıtico, solução fraca não negativa, (p, q)-Laplaciano.
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Abstract

In this work we prove the existence of nonnegative solution for variations the

following nonlinear elliptic problem of (p, q)-laplacian type

−∆pu−∆qu = h(x, u)

x ∈ RN ,

where 1 < q ≤ p < N, ∆mu := div(|∇u|m−2∇u) is the m-Laplacian operator

and and the nonlinearity h : RN × R → R is a function satisfying some

hypotheses.

Keywords: Ambrosetti-Rabinowitz condition, Cerami condition, critical ex-

ponent, nonnegative weak solution, (p, q)-Laplacian.
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Introdução

Neste trabalho estudamos a existência de solução não trivial para problemas da forma

(1) −∆pu−∆qu = h(x, u), x ∈ RN ,

em que 1 < q ≤ p < N, ∆mu := div(|∇u|m−2∇u) é o operador m-Laplaciano e h é uma

função não linear satisfazendo hipóteses descritas ao longo do trabalho.

Este tipo de problema surge naturalmente como modelo de equiĺıbrio em processos de

difusão descritos por uma equação da forma

ut = div[D(u)∇u] + h(x, u),

em que u descreve uma concentração, D(u) := (|∇u|p−2 + |∇u|q−2) é o coeficiente de

difusão e h(x, u) é o termo de reação que incorpora mecanismos de produção e consumo

(ou perda). Normalmente, em aplicações relacionadas a processos qúımicos e biológicos,

o termo de reação é um polinômio na variável u com coeficientes variáveis (veja [18, 24,

27, 39]).

O operador diferencial ∆p + ∆q é chamado de (p, q)-Laplaciano, se p 6= q. É fácil

ver que este operador não é homogêneo, o que gera algumas dificuldades na aplicação

de técnicas e métodos usuais da teoria de equações eĺıpticas. Problemas envolvendo o

operador p-Laplaciano (p = q) têm sido muito estudados nas últimas décadas (veja [3, 7,

9, 13, 14, 26, 30, 33, 34]), enquanto problemas envolvendo o operador (p, q)-Laplaciano

têm aparecido na literatura com mais frequência apenas nos últimos anos.

Muitos autores trabalharam com variações do problema (1) em domı́nios limitados

(veja [37, 20, 28, 35]). O espaço natural para encontrar soluções para problemas do tipo

(p, q)-Laplaciano em um domı́nio limitado Ω é o espaço W 1,p
0 (Ω), onde podemos usar as

imersões compactas W 1,p
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) para 1 ≤ s < p?.

11



Introdução geral

Por outro lado, quando o domı́nio é ilimitado, por exemplo, RN , as imersões de Sobolev

não são compactas. Este fato dificulta a obtenção de soluções para o problema (1) por

métodos variacionais, do modo convencional. Para superar essa dificuldade e provar

resultados de existência de soluções fracas em W 1,p(RN) ∩W 1,q(RN), alguns autores têm

utilizado o prinćıpio de concentração e compacidade ou métodos de minimização com

v́ınculos (veja [18, 23, 27] e [39], respectivamente).

Para variações do problema (1) encontramos, neste trabalho, uma solução não negativa

e não trivial como ponto cŕıtico do funcional energia associado ao problema, contornando

as dificuldades de se trabalhar em um domı́nio ilimitado e com um operador não ho-

mogêneo.

A seguir apresentaremos um panorâma geral dos resultados deste trabalho. Como

eles são independentes, preferimos organizá-los em caṕıtulos separados e, para facilitar

a leitura, vamos repetir os problemas e os enunciados dos teoremas no ińıcio de cada

caṕıtulo.

0.1 O problema sem a condição de Ambrosetti e Rabinowitz

No Caṕıtulo 1 estudamos a existência de solução fraca não negativa para o problema (1)

quando

h(x, u) = f(x, u)− a(x)|u|p−2u− b(x)|u|q−2u.

Neste caso, temos

(2) −∆pu−∆qu+ a(x)|u|p−2u+ b(x)|u|q−2u = f(x, u), x ∈ RN ,

em que 1 < q < p < q? := Nq
N−q , p < N, os coeficientes a e b são funções cont́ınuas

e coercivas e f : RN × R → R é uma função de Carathéodory satisfazendo algumas

hipóteses apresentadas na sequência do texto.

No caso em que a e b são constantes, a abordagem variacional via teoremas do tipo

mini-max é bastante utilizada para provar a existência de soluções, como em [18, 27, 39].

Em tal abordagem variacional, é normal supor a condição de Ambrosetti-Rabinowitz

12



0.1 O problema sem a condição de Ambrosetti e Rabinowitz

(condição (A-R))

(A-R) 0 < F (x, u) :=

∫ u

0

f(x, s)ds ≤ 1

p+ θ
f(x, u)u, (x, u) ∈ RN × R,

para uma constante positiva θ. Em geral, a condição (A-R) não só garante que o funcional

de Euler-Lagrange associado ao problema (2) tem a geometria do passo da montanha, mas

também garante a limitação da sequência de Palais-Smale correspondente ao funcional

(veja [18], [27]).

Embora a condição (A-R) seja muito importante e amplamente utilizada para se provar

existência de soluções fracas em problemas eĺıptico, via métodos variacionais, existem

funções não lineares que não satisfazem essa condição, como

f1(t) := |t|p−2 t(log |t|+ 1) e f2(t) :=


|t|p−2 t− (p−1

p
) |t|r−2 t, |t| ≤ 1

|t|p−2 t(log |t|+ 1
p
), |t| > 1

p < r < p? := Np
N−p

(veja [33, 35]). De fato, essas funções não satisfazem a seguinte consequência da condição

(A-R):

(3) F (x, s) ≥ d1|s|µ − d2, x ∈ RN , s ∈ R, em que d1, d2 > 0 e µ > p.

Resultados de existência de soluções fracas não triviais para problemas da forma (2),

sem a condição (A-R) como hipótese, podem ser encontrados em [23] e também em [39].

No primeiro trabalho, os autores consideraram o caso 1 < q < p < N , com a e b constantes

positivas. Já em [39] os autores trataram do caso 2 ≤ q ≤ p < N com a ∈ LN/p+ (RN) e

b ∈ LN/q+ (RN). Em ambos os artigos, a não-linearidade f(x, t) foi controlada na variável

t, quando |t| → ∞ e t → 0, uniformemente em relação à variável x. Além disso, f foi

controlado na variável x com f(t) := lim|x|→∞ f(x, t). Então, os principais resultados

foram obtidos através do estudo do problema da forma (2) com a não-linearidade f(x, t)

substitúıda por f(t).

Em outros trabalhos que consideram domı́nios limitados, resultados de existência de

soluções fracas não triviais para problemas eĺıpticos não-lineares também foram obtidos

sem a condição (A-R) como hipótese: em [34] para o Laplaciano (p = q = 2), em [33] para

p-Laplaciano, p > 1, e em [35] para o (p, q)-Laplaciano, com 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p e a = b = 0.

13



Introdução geral

Neste trabalho, propomos uma abordagem alternativa considerando o espaço de Ba-

nach reflexivo

W :=

{
u ∈ D1,p(RN) ∩ D1,q(RN) :

∫
RN
a|u|pdx ,

∫
RN
b|u|qdx <∞

}
,

em que D1,m(RN) denota o completamento de C∞0 (RN) com a norma de W 1,m(RN). Como

veremos, a coercividade dos coeficientes de a e b implica que as imersões W ↪→ Ls(RN)

são cont́ınuas se q ≤ s ≤ p?, e compactas se q ≤ s < p?.

Tirando proveito desse fato e adaptando argumentos de [33] e [35] provamos, sem

exigir a condição (A-R) para f , que o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema

(2) em W satisfaz tanto a condição de Cerami (veja [11]) como a geometria do passo da

montanha. Como conseqüência direta deste fato, obtemos uma solução fraca não trivial

e não negativa para (2) em W.

As condições impostas sobre f(x, t) são:

(f 0) f(x, t) é uma função de Carathéodory tal que f(x, 0) = 0 e F (x, t) > 0 se t > 0,

onde

F (x, t) :=

∫ t

0

f(x, s)ds, (x, t) ∈ RN × R;

(f 1) Existem k ∈ L∞(RN)+ ∩ L
s−1
s (RN), c > 0 e s ∈ (q, p?) tais que

|f(x, t)| ≤ k(x) + c|t|r−1,

onde r ∈ (p, p?) e p? := Np
N−p ;

(f 2) lim
|t|→∞

F (x, t)

|t|p
=∞, uniformemente em x ∈ RN ;

(f 3) Existe β∗ ∈ L1(RN)+ tal que

σ(x, t) ≤ σ(x, s) + β∗(x)

para todo 0 ≤ t ≤ s ou s ≤ t ≤ 0, em que

σ(x, t) := f(x, t)t− pF (x, t);

14



0.2 O problema com expoente cŕıtico

(f 4) Existe l ∈ L∞(RN)+ tal que

lim sup
t→0

pF (x, t)

|t|p
≤ l(x),

uniformemente em x ∈ RN .

(Observe que (3) implica a condição mais fraca (f 2). Observe também que as não-

linearidades f1 e f2, dadas antes satisfazem as condições (f 0)-(f 4).)

Assumimos que a, b : RN → R são funções coercivas no seguinte sentido:

(4) a(x), b(x)→∞ quando |x| → ∞.

O principal resultado do caṕıtulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.1.1. Sejam 1 < q < p < q? := Nq
N−q , p < N . Suponha que f satisfaz (f 0)-(f 4)

e que a, b são funções cont́ınuas e positivas satisfazendo (4). Então, o problema
−∆pu−∆qu+ a(x)|u|p−2u+ b(x)|u|q−2u = f(x, u), x ∈ RN

u ∈ D1,p(RN) ∩ D1,q(RN)

tem uma solução fraca não trivial e não negativa.

0.2 O problema com expoente cŕıtico

No Caṕıtulo 2, estudamos a existência de solução fraca não negativa para o problema (1)

quando

h(x, u) = λg(x)|u|r−1u+ |u|p?−2u,

Neste caso, temos

(5) −∆pu−∆qu = λg(x)|u|r−1u+ |u|p?−2u.

u(x) ≥ 0, x ∈ RN ,

15



Introdução geral

em que 1 < q ≤ p < r + 1 < p? := Np
N−p é o expoente cŕıtico de Sobolev, p < N, λ > 0 é

um parâmetro e g : RN → R uma função integrável satisfazendo

(6) g ∈ Lγ(RN),

em que γ = p?

p?−r−1
e existe um conjunto aberto Ω em RN tal que

(7) g(x) > 0 ∀x ∈ Ω.

Quando p = q temos simplesmente o operador p-Laplaciano. Neste caso, o problema

(5) pode ser reduzido a

(8) −∆pu = λg(x)|u|r−1u+ f(x)|u|p?−2u, x ∈ RN ,

com f(x) = 1.

O problema (8), no caso em que λ = f(x) = 1, p ≥ 2 e g ≥ 0, foi estudado por

Gonçalves e Alves em [19]. Nesse artigo, os autores mostram a existência de solução fraca

não negativa para o problema. Drabek e Huang em [15] mostraram que o problema (8)

tem pelo menos duas soluções positivas no caso em que r = p− 1, g e f trocam de sinal,

g+ 6= 0, f+ 6= 0 (e mais algumas condições).

Quando p 6= q, Figueiredo provou, em [18], a existência de solução fraca para

(9) − div(a(|∇u|q) |∇u|q−2∇u) + b(|u|q) |u|q−2 u = λf(u) + |u|µ?−2u,

u(x) ≥ 0, x ∈ RN ,

onde a : R→ R é uma função de classe C1 e b, f : R→ R são funções cont́ınuas.

O interessante desse problema é quando consideramos a(t) = b(t) = 1 + t
p−q
q . Nesse

caso, o problema (9) se escreve como

−∆pu−∆qu+ |u|p−2 u+ |u|q−2 u = λf(u) + |u|p?−2u,

u(x) ≥ 0, x ∈ RN ,
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0.2 O problema com expoente cŕıtico

onde f é uma função satisfazendo a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, ou seja,

(A-R) 0 < F (t) :=

∫ t

0

f(s)ds ≤ 1

p+ θ
f(t)t, t > 0,

para alguma constante positiva θ.

Observação 0.2.1. É conveniente enfatizar, nesse momento, que a função f(x, t) = g(x)tr

pode ser negativa em grande parte de RN × R+. Logo pode não satisfazer a condição

(A-R).

Quando Ω é um domı́nio limitado de RN , o seguinte problema com expoente cŕıtico

foi bem estudado{
−∆pu−∆qu = λg(x)|u|r−2u+ |u|p?−2u+ θf(x, u) em Ω

u = 0 em ∂Ω.
(10)

Honghui e Zuodong, em [20], e Li e Zhang, em [28], provaram resultados de multipli-

cidade de soluções para o problema acima quando p 6= q, θ = 0 e g = 1. Em [28] quando

1 < r < q < p < N e, em [20] quando 1 < q < p < r < p?.

Em [37], Yin e Yang estabeleceram a existência de solução fraca para o problema (10)

envolvendo não-linearidades do tipo côncavo-convexa. Neste caso, λ, θ > 0, g ∈ L∞(Ω)+,

f(x, t) satisfaz algumas condições de crescimento e 1 < r < q < p < N . Também

obtiveram alguns resultados para o caso em que 1 < q < N(p−1)
N−1

< p ≤ max{p, p?− q
p−1
} <

r < p?.

Para estudar a existência de soluções para o problema (5), definimos o seguinte espaço

de Banach:

W := D1,p(RN) ∩ D1,q(RN).

O principal resultado do caṕıtulo 2 é o seguinte:

Teorema 0.2.2. Suponha que g satisfaz (6) e (7). Então, existe λ∗ > 0 tal que o problema

(5) tem pelo menos uma solução fraca não negativa uλ ∈W, para qualquer λ > λ∗.

17



Introdução geral

Para mostrar o nosso resultado principal, provamos que o funcional de Euler-Lagrange

associado ao problema (5) possui um ponto cŕıtico em W, utilizando uma versão do

Teorema do Passo da Montanha devida a Aubin e Ekeland (veja [4, 17]). Para mostrar

que o funcional satisfaz a geometria do passo da montanha tivemos que contornar algumas

dificuldades geradas pela falta de homogeneidade do operador.

Outra dificuldade que contornamos foi mostrar a existência de minimizador não trivial

para o funcional. Para isso, mostramos a limitação da sequência de Palais Smale1, fazendo

adaptações adequadas de argumentos usuais. Uma vez que nosso domı́nio é ilimitado, as

imersões de Rellich Kondrachov não valem, assim como a imersão W 1,p(RN) ↪→ Lp
?
(RN)

também não é compacta. Por isso, o funcional energia associado ao problema não sa-

tisfaz, em geral, a condição de Palais-Smale 2. Contornamos essa dificuldade utilizando

uma versão do Teorema de Concentração e Compacidade de Lions (veja [31, 32]) e uma

adaptação das ideias de [19] para mostrar que ∇un → ∇u q.t.p em RN . O ponto chave

nesta demonstração foi a definição de uma medida limitada adequada ao nosso problema.

Para verificar que o minimizador não é trivial, usamos as ideias de [20] para mostrar

que o ńıvel da sequência de Palais Smale é estritamente menor do que uma constante

conveniente.

1Dizemos que {un} é uma sequência de Palais-Smale para o funcional I : X → R se

I(un)→ c

e
‖I ′(un)‖X∗ → 0.

2Se toda sequência de Palais-Smale de I possui subsequência fortemente convergente, dizemos que I
satisfaz a condição de Palais-Smale (ou, simplesmente, condição (PS)c).

18



Caṕıtulo

1
Existência de solução para um problema

do tipo (p, q)-Laplaciano em RN sem a

condição de Ambrosetti-Rabinowitz

1.1 O problema

Neste caṕıtulo, estudamos a existência de solução fraca para o problema

(1.1) −∆pu−∆qu+ a(x)|u|p−2u+ b(x)|u|q−2u = f(x, u), x ∈ RN ,

onde 1 < q < p < q? := Nq
N−q , p < N, ∆mu := div(|∇u|m−2∇u) é o operador m-

Laplaciano, os coeficientes a e b são funções cont́ınuas e coercivas e f : RN × R → R é

uma função de Carathéodory satisfazendo:

(f 0) f(x, 0) = 0 e F (x, t) > 0 se t > 0, onde

F (x, t) :=

∫ t

0

f(x, s)ds, (x, t) ∈ RN × R;

(f 1) |f(x, t)| ≤ k(x) + c|t|r−1, em que k ∈ L∞(RN)+ ∩ L
s−1
s (RN), s ∈ (q, p?), c > 0,

r ∈ (p, p?) e p? := Np
N−p ;

(f 2) lim
|t|→∞

F (x, t)

|t|p
=∞, uniformemente em x ∈ RN ;

(f 3) Existe β∗ ∈ L1(RN)+ tal que

σ(x, t) ≤ σ(x, s) + β∗(x)

19



Existência de solução para um problema do tipo (p, q)-Laplaciano em RN sem
a condição de Ambrosetti-Rabinowitz

para todo 0 ≤ t ≤ s ou s ≤ t ≤ 0, onde

σ(x, t) := f(x, t)t− pF (x, t);

(f 4) lim supt→0
pF (x,t)
|t|p ≤ l(x), uniformemente em x ∈ RN , em que l ∈ L∞(RN)+.

Assumimos que a e b são funções coercivas, isto é

(1.2) a(x), b(x)→∞, quando |x| → ∞.

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 1.1.1. Sejam 1 < q < p < q? := Nq
N−q , p < N . Suponha que f satisfaz (f 0)-(f 4)

e que a, b são funções cont́ınuas e positivas satisfazendo (1.2). Então, o problema
−∆pu−∆qu+ a(x)|u|p−2u+ b(x)|u|q−2u = f(x, u), x ∈ RN

u ∈ D1,p(RN) ∩ D1,q(RN)

tem uma solução fraca não negativa e não trivial.

1.2 Preliminares

Sejam 1 < m < N e m? := Nm
N−m . O espaço D1,m(RN) pode ser caracterizado por (veja

[6])

D1,m(RN) =

{
u ∈ Lm?(RN) :

∂u

∂xi
∈ Lm(RN)

}
,

com a norma ‖∇·‖Lm(RN ) . Além disso,

W 1,m(RN) $ D1,m(RN) ↪→ Lm
?

(RN).

Seja h : RN → R uma função cont́ınua, positiva e coerciva, ou seja

lim
|x|→∞

h(x) =∞.

Defina o seguinte espaço normado
(
Em,h, ‖·‖Em,h

)
Em,h :=

{
u ∈ D1,m(RN) :

∫
RN
h|u|mdx <∞

}
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1.2 Preliminares

com a norma

‖u‖Em,h :=

(∫
RN

(|∇u|m + h|u|m)dx

) 1
m

.

Como estamos trabalhando com um domı́nio ilimitado, perdemos as imersões compac-

tas de Rellich Kondrachov. Apresentaremos em seguida um resultado que resgata estas

imersões.

Proposição 1.2.1. Em,h é um espaço de Banach reflexivo. Além disso, a imersão Em.h ↪→
Ls(RN) é cont́ınua se m ≤ s ≤ m? e compacta se m ≤ s < m?.

Este resultado foi obtido em [1] por adaptação de argumentos desenvolvidos em [12, 36],

onde o resultado é demonstrado para o caso p = 2 e h extritamente positiva. Para a

conveniência do leitor esboçamos a prova dada em [1].

Demonstração: Para verificar que Em,h é um espaço de Banach, seja {un} ⊂ Em,h
uma sequência de Cauchy. Então, {un} é uma sequência de Cauchy em D1,m(RN) e

{h 1
mun} é uma sequência de Cauchy em Lm(RN). Seja u ∈ D1,m(RN) e v ∈ Lm(RN) tais

que

un → u em D1,m(RN)

e

h
1
mun → v em Lm(RN).

A continuidade da imersão D1,m(RN) ↪→ Lm
?
(RN) implica que v = h

1
mu. Portanto,

un → u em Em,h.
O espaço Em,h é reflexivo, pois fixado a norma

||u||m∗ =
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥m
m

+ ||u||mm,

usando a primeira identidade de Clarckson temos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥m
∗

+

∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥m
∗
≤ 1

2
[‖u‖m∗ + ‖v‖m∗ ].

Portanto o espaço Em,h é uniformemente convexo com a norma ||.||∗. Como a norma ||.||∗
é equivalente à norma ‖.‖Em,h , segue que o espaço Em,h é reflexivo.

Seja R > 0 uma constante tal que h(x) > 1 para todo x ∈ Bc
R :=

{
y ∈ RN : |y| ≥ R

}
.

Então, ∫
BcR

|u|mdx ≤
∫
BcR

h|u|mdx ≤ ||u||mEm,h
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Existência de solução para um problema do tipo (p, q)-Laplaciano em RN sem
a condição de Ambrosetti-Rabinowitz

e da imersão cont́ınua Em,h ↪→ D1,m(RN) ↪→ Lm
?
(RN), temos

(∫
BR

|u|mdx
) 1

m

≤ |BR|
m?−m
mm?

(∫
RN
|u|m?dx

) 1
m?

≤ c1||u||Em,h

para alguma constante positiva c1. Logo

||u||mLm(RN ) ≤ (1 + cm1 )||u||mEm,h .

Conclúımos que a imersão Em,h ↪→ Lm(RN) é cont́ınua. Assim, por um argumento de

interpolação segue que a imersão Em,h ↪→ Ls(RN) é cont́ınua para cada m ≤ s ≤ m?.

Agora, vamos supor que {un} ⊂ Em,h é uma sequência limitada tal que ||un||Em,h ≤ C.

Então, a menos de subsequência, un ⇀ u em Em,h. Para provar a convergência forte

un → u em Lm(RN) podemos supor, sem perda de generalidade, que u ≡ 0. Seja ε > 0 e

tome R > 0 tal que h(x) ≥ 2Cm

ε
para todo x ∈ Bc

R. Como {un} também é limitada em

W 1,m(BR), segue da imersão de Rellich-Kondrachov que un → 0 em Lm(BR), implicando

que existe n0 > 0 tal que ∫
BR

|un|m <
ε

2
para todo n > n0.

Mas,
2Cm

ε

∫
BcR

|un|m ≤
∫
RN
h|un|m ≤ Cm,

ou seja, ∫
BcR

|un|m ≤
ε

2
.

Conclúımos que ||u||mLm(RN ) ≤ ε para todo n > n0, o que significa que un → 0 em Lm(RN).

Novamente usando interpolação obtemos que Em,h está imerso compactamente em Ls(RN)

para m ≤ s < m?.

Definimos o espaço

W = Ep,a ∩ Eq,b

munido da norma

‖u‖W := ‖u‖Ep,a + ‖u‖Eq,b .

O corolário seguinte é uma consequência imediata da Proposição 1.2.1 e da definição

de W.
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Corolário 1.2.1. W é um espaço de Banach reflexivo e a imersão W ↪→ Ls(RN) é

cont́ınua se q ≤ s ≤ p? e compacta se q ≤ s < p?.

Dizemos que {un} ⊆W é uma sequência de Cerami associada ao funcional J : W→ R
de classe C1 se:

(C1) |J(un)| ≤ K para todo n ∈ N e para alguma constante positiva K;

(C2) (1 + ||un||W)J ′(un)→ 0.

Dizemos que o funcional J : W → R de classe C1 satisfaz a condição de Cerami (C)

se

(C) qualquer sequência de Cerami associada a J possui uma subsequência fortemente

convergente em W.

É um fato conhecido (veja [5, 22]) que o Lema da Deformação pode ser provado a

partir da condição (C), em vez da condição (PS) mais forte. Além disso, o Teorema do

Passo da Montanha continua válido sob a condição (C).

Teorema 1.2.1. Suponhamos que Φ ∈ C1(X) satisfaz a condição (C) e

• existem x0, x1 ∈ X e ρ > 0 com ||x0 − x1|| > ρ,

• max{Φ(x0),Φ(x1)} < inf{Φ(x) : ||x0 − x1|| = ρ} = ηρ,

• c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)),

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = x0, γ(1) = x1}. Então, c ≥ ηρ e c é um valor cŕıtico

para Φ.

Demonstração: Veja [21, Thm. 6]

1.3 A condição de Cerami

O functional I : W→ R de Euler-Lagrange associado ao problema (1.1) é o seguinte:

I(u) :=
1

p

∫
RN

(|∇u|p + a(x)|u|p)dx+
1

q

∫
RN

(|∇u|q + b(x)|u|q)dx−
∫
RN
F (x, u)dx.
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Também definimos

I+(u) :=
1

p

∫
RN

(|∇u|p + a(x)|u|p) dx+
1

q

∫
RN

(|∇u|q + b(x)|u|q) dx−
∫
RN
F+(x, u)dx

onde F+(x, u) :=
∫ u

0
f+(x, t)dt, f+(x, u) := f(x, u+) e u+ := max {0, u} .

Ambos os funcionais estão bem definidos em W e como consequência das hipóteses

(f 0)-(f 4), são de classe C1.

Temos que a derivada de I+ é dada por

〈
I ′+(u), φ

〉
=

∫
RN

(
|∇u|p−2∇u∇φ+ aΨp(u)φ

)
dx

+

∫
RN

(
|∇u|q−2∇u∇φ+ bΨq(u)φ

)
dx−

∫
RN
f+(x, u)φdx, φ ∈W,

onde

Ψm(t) := |t|m−2 t.

Para simplificar, vamos denotar a norma ‖·‖W de W por ‖·‖ .

Lema 1.3.1. Se un ⇀ u em W, então

lim
n→∞
〈∆qu− aΨpu− bΨqu, un − u〉 = 0.

Demonstração: Basta observar que para cada u ∈W os funcionais I1
u, I

2
u, I

3
u : W→

R, definidos, respectivamente, por

I1
u(v) = 〈−∆qu, v〉 =

∫
RN
|∇u|q−2∇u∇vdx.

Além disso,

I2
u(v) = 〈bΨqu, v〉 =

∫
RN
b|u|q−2uvdx e

I3
u(v) = 〈aΨpu, v〉 =

∫
RN
a|u|p−2uvdx,

são lineares e limitados. Com efeito,

|I1
u(v)| ≤

∫
RN
|∇u|q−1|∇v|dx ≤

(∫
RN
|∇u|(q−1)q′dx

) 1
q′
(∫

RN
|∇v|qdx

) 1
q

≤ c||v||,
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|I2
u(v)| ≤

∫
RN
b|u|q−1|v|dx =

∫
RN
b
q−1
q b

1
q |u|q−1|v|dx =

∫
RN
b
q−1
q |u|q−1b

1
q |v|dx

≤
(∫

RN
b|u|qdx

) q−1
q
(∫

RN
b|v|qdx

) 1
q

≤
(∫

RN
b|u|qdx

) q−1
q
(∫

RN
|∇v|q + b|v|qdx

) 1
q

≤
(∫

RN
b|u|qdx

) q−1
q

[(∫
RN
|∇v|q + b|v|qdx

) 1
q

+

(∫
RN
|∇v|p + b|v|pdx

) 1
p

]
≤ c1||v||.

Analogamente,

|I3
u(v)| ≤ c2||v||.

Lema 1.3.2. Existem η, ρ > 0 tais que I+(u) ≥ η > 0 para ‖u‖ = ρ. Além disso, existe

v0 ∈W tal que ‖v0‖ > ρ e I+(v0) < 0.

Demonstração: Sejam γ = 1
p

e r ∈ (p, p?). Combinando as hipóteses (f 1) e (f 4)

temos que dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que

F (x, t) ≤ γ (l(x) + ε) |t|p + Cε |t|r .

Então,

I+(u) =
1

p

∫
RN

(|∇u|p + a(x)|u|p) dx+
1

q

∫
RN

(|∇u|q + b(x)|u|q) dx−
∫
RN
F+(x, u)dx

≥ γ
(
‖u‖pEp,a + ‖u‖qEq,b

)
− γ(l + ε)

∫
RN
|u|pdx− Cε

∫
RN
|u|rdx

onde l := ‖l‖L∞(RN ). Do Corolário 1.2.1, existem C1 > 0 e C2 > 0 tais que

I+(u) ≥ γ ‖u‖pEp,a − CεC
r
1 ‖u‖

r
Ep,a + γ ‖u‖qEq,b − (l + ε)Cp

2 ‖u‖
p
Eq,b .

Tomemos

0 < ρ < min

{(
γ

CεCr1

) 1
r−p

,
(

γ
(l+ε)Cp2

) 1
p−q
}
.

25
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Observe que η := min
0≤ξ≤ρ

P (ξ) > 0, em que

P (ξ) := γξp − CεCr
1ξ

r + γ(ρ− ξ)q − (l + ε)Cp
2 (ρ− ξ)p

= ξp
(
γ − CεCr

1ξ
r−p)+ (ρ− ξ)q

(
γ − (l + ε)Cp

2 (ρ− ξ)p−q
)

; 0 ≤ ξ ≤ ρ.

Então, se u ∈W é tal que ‖u‖ = ρ, temos que

0 ≤ ‖u‖Ep,a ≤ ρ.

Logo,

I+(u) ≥ P (‖u‖Ep,a) ≥ η.

De (f 1) temos que −F+(x, t) ≤ k(x)t + c|t|r, e de (f 2) temos que dado uma constante

positiva M, para |t| ≥ δ temos que F (x, t) ≥ M
p
|t|p para todo x ∈ RN . Além disso, para

|t| ≤ δ temos −F (x, t) ≤ kδ + c|δ|r = CM . Logo,

F (x, t) ≥ M

p
|t|p − CM .

Seja B a bola unitária em RN e v ∈ C1
0(B) uma função positiva. Denote por v0 a seguinte

extensão de v

v0 =

{
v, se x ∈ B

0 ∈ RN \B.
(1.3)

Então,

I+(τv0) =
τ p

p

∫
RN

(|∇v0|p + a(x)|v0|p) dx+
τ q

q

∫
RN

(|∇v0|q + b(x)|v0|q) dx−
∫
B

F (x, τv0)dx

≤ τ p

p

(
‖v0‖pEp,a −M ‖v0‖pLp(B)

)
+
τ q

q
‖v0‖qEq,b + CM

∫
B

dx.

Escolhendo M adequado, segue que I+(τv0) → −∞ quando τ → ∞. Concluimos que

existe v0 := τ0v0 ∈W tal que ‖v0‖ > ρ e I+(v0) < 0.

Lema 1.3.3. I+ satisfaz a condição (C).

Demonstração: Seja {un} ⊂W uma Cerami-sequência associada a I+. Então,

(1.4) |I+(un)| ≤ K
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para alguma constante positiva K não dependente de n, e

(1.5) (1 + ‖un‖W)I ′+(un)→ 0.

(Vamos usar Ck para denotar uma constante positiva que não depende de n.)

Como consequência de (1.5), existe εn → 0 tal que

(1.6)
∣∣〈I ′+(un), φ

〉∣∣ ≤ εn ‖φ‖
1 + ||un||

, para todo φ ∈W e todo n ∈ N.

Ou seja,

|
∫
RN
|∇un|p−2∇un∇φ+ a(x)|un|p−2unφdx+

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇φ+ b(x)|un|q−2unφdx

−
∫
RN
f+(x, un)φdx| ≤ εn ‖φ‖

1 + ‖un‖
.

Em particular, tomando φ = u−n := min {0, un} , obtemos

(1.7) u−n → 0 in W,

pois f+(x, un)u−n = 0 e

〈
I ′+(un), u−n

〉
=

∫
RN

(
|∇u−n |p + a(x)

∣∣u−n ∣∣p) dx+

∫
RN

(
|∇u−n |q + b(x)

∣∣u−n ∣∣q) dx =
∥∥u−n∥∥pEp,a+∥∥u−n∥∥qEq,b .

Agora, tomando φ = u+
n em (1.6) obtemos

(1.8)

−
∥∥u+

n

∥∥p
Ep,a
−
∥∥u+

n

∥∥q
Eq,b

+

∫
RN
f(x, u+

n )u+
n dx = −

〈
I ′+(un), u+

n

〉
≤ εn ‖u+

n ‖
1 + ||un||

≤ εn ≤ C1.

Como

I+(un) = I+(u+
n ) +

1

p

∥∥u−n∥∥pEp,a +
1

q

∥∥u−n∥∥qEq,b ,
de (1.4) e (1.7) temos que

(1.9) −pC2 ≤
∥∥u+

n

∥∥p
Ep,a

+
p

q

∥∥u+
n

∥∥q
Eq,b
−
∫
RN
pF+(x, u+

n )dx ≤ pC2.

Agora vamos provar, por contradição, que {u+
n } é limitada em W. Para isso suponha
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que ‖u+
n ‖ → ∞ quando n→∞ e defina

wn :=
u+
n

‖u+
n ‖
.

Logo, a sequência {wn} é limitada e, pelo Corolário 1.2.1, podemos supor que, a menos

de subsequência,

wn ⇀ w em W

e

wn → w em Ls(RN),

com s ∈ [q, p?) e w ≥ 0. Se w não é a função nula, o conjunto Ω+ := {x ∈ RN : w(x) > 0}
tem medida de Lebesgue positiva e, além disso,

u+
n (x)→∞ para todo x ∈ Ω+.

(Lembramos que estamos supondo ‖u+
n ‖ → ∞).

Escrevendo
F (x, u+

n )

‖u+
n ‖

p =
F (x, u+

n )wpn
(u+

n )p
,

segue da hipótese (f 2) que

lim sup
n→∞

F (x, u+
n )

‖u+
n ‖

p = lim sup
n→∞

F (x, u+
n )wpn

(u+
n )p

=∞

em Ω+. Segue do Lema de Fatou que

(1.10) lim sup
n→∞

∫
RN

F (x, u+
n )

‖u+
n ‖

p dx = lim sup
n→∞

∫
RN

F (x, u+
n )wpn

(u+
n )p

dx =∞.

Da desigualdade (1.9) segue que∫
RN

F+(x, u+
n )

‖u+
n ‖

p dx ≤ 1

p

‖u+
n ‖

p
Ep,a

‖u+
n ‖

p +
1

q

‖u+
n ‖

q
Eq,b

‖u+
n ‖

p +
C2

‖u+
n ‖

p

≤ 1

p
+

1

q ‖u+
n ‖

p−q +
C2

‖u+
n ‖

p .

Logo,

lim sup
n→∞

∫
RN

F+(x, u+
n )

‖u+
n ‖

p dx ≤ 1

p

o que é uma contradição com (1.10).
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Agora, suponha w = 0 e considere

γn : [0, 1] −→ R
t 7−→ I(tu+

n ).

Pela continuidade da função γn definimos a sequência (tn) ∈ [0, 1] tal que

γn(tn) = max{γn(t), t ∈ [0, 1]},

isto é,

I(tnu
+
n ) = max

0≤t≤1
I(tu+

n ).

Seja vn := (2λ)
1
qwn = (2λ)

1
q

||u+
n ||
u+
n ∈ W onde λ é uma constante arbitrária tal que λ >

1
2

(
p
q

) q
p−q

. Então,

vn → 0 em Ls(RN) com s ∈ [q, p?).

Vamos mostrar que

(1.11) lim
n→∞

∫
RN
F (x, vn)dx = 0.

Para isso, dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que

F (x, t) ≤ γ (l + ε) |t|p + Cε |t|r .

Assim∣∣∣∣∫
RN
F (x, vn)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN
|F (x, vn)| dx ≤ γl

∫
RN
|vn|p dx+ γε

∫
RN
|vn|p dx+ Cε

∫
RN
|vn|r dx.

Seja n1 > 0 tal que para todo n > n1∫
RN
|vn|p dx ≤

ε

3lγ
,

∫
RN
|vn|p dx ≤

1

3γ
e

∫
RN
|vn|r dx ≤

ε

3Cε
.

Logo ∣∣∣∣∫
RN
F (x, vn)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

mostrando que vale (1.11).
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Como ||u+
n || → ∞, existe n0 grande tal que

(2λ)
1
q

||u+
n ||
∈ (0, 1) para todo n ≥ n0.

Logo, para todo n ≥ n0 temos

γn(tn) ≥ γn

(
(2λ)

1
q

||u+
n ||

)
,

ou seja,

I(tnu
+
n ) ≥ I

(
(2λ)

1
q

||u+
n ||

u+
n

)
= I(vn)

=
(2λ)

p
q

p
||wn||pEp,a +

2λ

q
||wn||qEq,b −

∫
RN
F (x, vn)dx

≥ 2λ

q
(||wn||pEp,a + ||wn||qEq,b)−

∫
RN
F (x, vn)dx

≥ 2λ

q
(||wn||pEp,a + ||wn||pEq,b)−

∫
RN
F (x, vn)dx

≥ 2λ

q2p−1
(||wn||Ep,a + ||wn||Eq,b)p −

∫
RN
F (x, vn)dx

=
2λ

q2p−1
−
∫
RN
F (x, vn)dx,

onde, nas últimas passagens, usamos o fato de que ‖wn‖Eq,b +‖wn‖Ep,a = ‖wn‖ = 1 (assim,

‖wn‖Eq,b ≤ 1 e, como p > q, temos ‖wn‖pEq,b ≤ ‖wn‖
q
Eq,b). Também usamos a desigualdade

(α + β)p ≤ 2p−1(αp + βp) para α e β positivos.

De (1.11) escolha n1 ≥ n0 tal que∫
RN
F (x, vn)dx <

λ

q2p−1
, para todo n ≥ n1.

Então,

I(tnu
+
n ) >

2λ

q2p−1
− λ

q2p−1
=

λ

q2p−1
, para todo n ≥ n1

e como λ > 1
2

(
p
q

) q
p−q

é arbitrário conclúımos que

(1.12) lim
n→∞

I(tnu
+
n ) =∞.
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Como 0 ≤ tnu
+
n ≤ u+

n , segue de (f 3) que

(1.13)

∫
RN
σ(x, tnu

+
n )dx ≤

∫
RN
σ(x, u+

n ) +

∫
RN
β∗(x)dx =

∫
RN
σ(x, u+

n ) + ‖β∗‖L1(RN )

para todo n ≥ n1.

Além disso, segue de (1.4) e (1.7) que existe uma constante C6 > 0 tal que

I(0) = 0 e I(u+
n ) ≤ I+(un) ≤ C6

para todo n ≥ 1. Estes fatos combinados com (1.12) implicam que tn ∈ (0, 1) para todo

n ≥ n2 ≥ n1. Então,

0 = tn
d

dt
I(tu+

n )|t=tn = 〈I ′(tnu+
n ), tnu

+
n 〉

(1.14) =
∥∥tnu+

n

∥∥p
Ep,a

+
∥∥tnu+

n

∥∥q
Eq,b
−
∫
RN
f(x, tnu

+
n )tnu

+
n dx

para todo n ≥ n2. De (f 3), (1.13) e (1.14) obtemos

∥∥tnu+
n

∥∥p
Ep,a

+
∥∥tnu+

n

∥∥q
Eq,b

=

∫
RN
f(x, tnu

+
n )tnu

+
n dx

=

∫
RN
pF (x, tnu

+
n )dx+

∫
RN
σ(x, tnu

+
n )dx

≤
∫
RN
pF (x, tnu

+
n )dx+

∫
RN
σ(x, u+

n ) + ‖β∗‖L1(RN )

para todo n ≥ n2. Logo,

pI(tnu
+
n ) =

∥∥tnu+
n

∥∥p
Ep,a

+
p

q

∥∥tnu+
n

∥∥q
Eq,b
−
∫
RN
pF (x, tnu

+
n )dx+

∥∥tnu+
n

∥∥q
Eq,b
−
∥∥tnu+

n

∥∥q
Eq,b

=

(
p

q
− 1

)∥∥tnu+
n

∥∥q
Eq,b

+
∥∥tnu+

n

∥∥p
Ep,a

+
∥∥tnu+

n

∥∥q
Eq,b
−
∫
RN
pF (x, tnu

+
n )dx

≤
(
p

q
− 1

)∥∥tnu+
n

∥∥q
Eq,b

+

∫
RN
σ(x, u+

n ) + ‖β∗‖L1(RN )

≤
(
p

q
− 1

)∥∥u+
n

∥∥q
Eq,b

+

∫
RN
σ(x, u+

n ) + ‖β∗‖L1(RN ) .

Usando (1.12) obtemos

(1.15)

(
p

q
− 1

)∥∥u+
n

∥∥q
Eq,b

+

∫
RN
σ(x, u+

n )→∞.
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Por outro lado, de (1.8) e (1.9) temos que

(
p

q
− 1

)∥∥u+
n

∥∥q
Eq,b

+

∫
RN
f(x, u+

n )u+
n dx−

∫
RN
pF (x, u+

n )dx ≤ C3

e, de (f 3),

(
p

q
− 1

)∥∥u+
n

∥∥q
Eq,b

+

∫
RN
σ(x, u+

n )dx ≤ C3,

o que é uma contradição com (1.15).

Conclúımos que {u+
n } é uma sequência limitada em W. Este fato e (1.7) implicam que

a sequência {un} é limitada em W.

Podemos supor que

un ⇀ u em W

e, pelo Coroláio 1.2.1, temos que

un → u em Lθ(RN), para todo θ ∈ [q, p?).

Para mostrar que (un) converge para u fortemente em W, escolha φ = un−u em (1.5)

e obtenha

|
∫
RN
|∇un|p−2∇un∇(un − u) + a(x)|un|p−2un(un − u)dx+

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇(un − u)dx

+

∫
RN
b(x)|un|q−2un(un − u)dx−

∫
RN
f+(x, un)(un − u)dx| ≤ εn||un − u||

1 + ||un||
≤ Cεn.

Da hipótese (f 1) e da desigualdade de Hölder segue que∣∣∣∣∫
RN
f+(x, un)(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN
k(x) |un − u| dx+ c

∫
RN
|un|r−1 |un − u|dx

≤ ‖k‖Ls′ (RN ) ‖un − u‖Ls(RN ) + c ‖un‖r−1
Lr(RN ) ‖un − u‖Lr(RN ) ,

onde s ∈ (q, p?), r ∈ (p, p?) e s′ = s/(s− 1).

Do Corolário 1.2.1, temos ∫
RN
f+(x, un)(un − u)dx→ 0,
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ou seja,

|
∫
RN
|∇un|p−2∇un∇(un − u) + a(x)|un|p−2un(un − u)dx+

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇(un − u)dx

+

∫
RN
b(x)|un|q−2un(un − u)dx |→ 0, quando n→∞.

Podemos denotar a convergência acima na forma

(1.16) lim sup
n
〈−∆pun −∆qun + aΨp(un) + bΨq(un), un − u〉 = 0.

Do Lema 1.3.1 segue que

(1.17) lim
n
〈−∆qu+ aΨp(u) + bΨq(u), un − u〉 = 0.

Agora, observe que do Lema 1.3.1 temos que −∆q, aΨp e bΨq são monótonos. Logo

〈−∆pun, un − u〉 = 〈−∆pun −∆qun + aΨp(un) + bΨq(un), un − u〉

− 〈−∆qun + aΨp(un) + bΨq(un), un − u〉

≤ 〈−∆pun −∆qun + aΨp(un) + bΨq(un), un − u〉

− 〈−∆qu+ aΨp(u) + bΨq(u), un − u〉 .

Passando o limite superior em ambos os lados, obtemos de (1.16) e (1.17) que

(1.18) lim sup
n
〈−∆pun, un − u〉 ≤ 0.

Analogamente, podemos deduzir que

lim sup
n
〈−∆qun, un − u〉 ≤ 0,

lim sup
n
〈aΨpun, un − u〉 ≤ 0

e

lim sup
n
〈bΨqun, un − u〉 ≤ 0.

Segue do Lema A.0.4 que un → u em W.

Agora estamos em condições de provar o Teorema 1.1.1.
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1.4 Demonstração do Teorema 1.1.1

Demonstração:

Segue do Lema 1.3.2 que I+ satisfaz a geometria do Passo da Montanha. A combinação

deste fato com o Lema 1.3.3 e o Teorema 1.2.1 garante que existe 0 6≡ u0 ∈W satisfazendo∫
RN
|∇u0|p−2∇u0∇φ+ aψp(u0)φdx

+

∫
RN
|∇u0|q−2∇u0∇φ+ bψq(u0)φdx =

∫
RN
f+(x, u0)φdx, φ ∈W.

Tomando φ = u−0 , temos que u−0 ≡ 0, implicando que u0 ≥ 0. Assim, f+(x, u0) = f(x, u0)

e u0 é uma solução fraca não negativa e não trivial para o problema (1.1).
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Caṕıtulo

2
Existência de solução para um problema

do tipo (p, q)-Laplaciano em RN com

expoente p-cŕıtico

2.1 O problema

Neste caṕıtulo, provamos existência de solução fraca não trivial para o seguinte problema

do tipo (p, q)-Laplaciano com expoente p-cŕıtico:

(2.1) −∆pu−∆qu = λg(x)|u|r−1u+ |u|p?−2u, u(x) ≥ 0, x ∈ RN ,

em que 1 < q ≤ p < r + 1 < p? := Np
N−p é o expoente cŕıtico de Sobolev, p < N, λ > 0 é

um parâmetro, ∆mu := div(|∇u|m−2∇u) é o operador m-Laplaciano e g : RN → R uma

função integrável satisfazendo:

(2.2) g ∈ Lγ(RN),

em que γ = p?

p?−r−1
, e

(2.3) g(x) > 0 ∀x ∈ Ω

para algum conjunto aberto Ω em RN .

O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 2.1.1. Suponha que g satisfaz (2.2) e (2.3). Então, existe λ∗ > 0 tal que o

problema (5) tem pelo menos uma solução fraca não negativa e não-trivial uλ ∈ D1,p(RN)∩
D1,q(RN) para cada λ > λ∗.
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2.2 Preliminares

Nesta seção, apresentamos alguns resultados preliminares que serão utilizados para provar

o principal resultado deste caṕıtulo.

Apresentamos a seguir uma versão do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 2.2.1. Sejam X um espaço de Banach e Φ ∈ C1(X,R). Suponha que existem

α, ρ > 0 tal que

• Φ(u) ≥ α, para todo u ∈ X, com ‖u‖X = ρ.

• Φ(0) = 0 e Φ(x1) < α para algum x1 ∈ X \Bρ(0).

Suponha que Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = x1} e

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)).

Então existe uma sequência {un} ⊂ X satisfazendo

Φ(un)→ c e Φ′(un)→ 0.

Demonstração: Veja [17] ou [4].

Seja 1 < m < N . O espaço D1,m(RN) pode ser caracterizado por (veja [6])

D1,m(RN) =

{
u ∈ Lm?(RN) :

∂u

∂xi
∈ Lm(RN)

}
,

onde m? := Nm
N−m , com a norma ‖∇·‖Lm(RN ) . Além disso,

W 1,m(RN) $ D1,m(RN) ↪→ Lm
?

(RN).

Denotaremos por S a melhor constante de Sobolev no caso m = p, ou seja,

(2.4) S = inf

{
‖∇u‖pp
‖u‖pp?

: u ∈ W 1,p(RN) \ {0}

}
.
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Definimos o espaço de Banach

W := D1,p(RN) ∩ D1,q(RN),

com a norma

‖u‖W := ‖u‖Ep + ‖u‖Eq ,

onde

‖u‖Em :=

(∫
RN
|∇u|mdx

) 1
m

.

O próximo resultado é uma versão do prinćıpio de concentração e compacidade de

P-L.Lions.

Lema 2.2.2. Seja {vn} ⊂ D1,p(RN) uma sequência limitada tal que vn ⇀ v em Lp
∗
(RN)

e |vn|p
∗
dx ⇀ ν, para alguma medida ν. Então existem sequências {xi} ⊂ RN e {νi} ⊂ R

com νi > 0 tais que
∞∑
i=1

ν
p
p∗
i <∞

e

|vn|p
∗
⇀ |v|p∗ +

∞∑
i=1

νiδxi ≡ ν

onde δxi é a medida de Dirac concentrada em xi.

Demonstração: Veja [31] e [32].

O próximo resultado segue do Teorema 1 de [10] combinado com o Teorema de Banach-

Alaoglu (ver Nota (iii) de [10]).

Lema 2.2.3. Suponha que un(x)→ u(x) q.t.p. e ‖un‖p limitada para todo n e para algum

1 < p <∞. Então, un ⇀ u em Lp(RN).

Lema 2.2.4. Suponha s > 1, Ω ⊆ RN um aberto, a(x, ξ) ∈ C0(Ω × RN ,RN) e α, β > 0

tais que

• α|ξ|s ≤ a(x, ξ)ξ,

• |a(x, ξ)| ≤ β|ξ|s−1,

• [a(x, ξ)− a(x, η)][ξ − η] > 0,
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para quaisquer ξ, η ∈ RN com ξ 6= η. Suponha, ainda, que un, u ∈ W 1,s(Ω), n = 1, 2, 3, ....

Então,

lim
n→∞

∫
Ω

[a(x,∇un(x))− a(x,∇u(x))][∇un(x)−∇u(x)]dx = 0

se, e somente se, ∇un → ∇u em Ls(Ω).

Demonstração: Veja Lema 2.7 em [29].

2.3 Geometria do Passo da Montanha

O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (2.1) é o seguinte

(2.5) Iλ(u) =
1

p

∫
RN
|∇u|pdx+

1

q

∫
RN
|∇u|qdx− λ

r + 1

∫
RN
gur+1

+ dx− 1

p∗

∫
RN
up
∗

+ dx

onde u+ := max{0, u}.

O funcional (2.5) está bem definido em W e é de classe C1.

Para encontrar pontos cŕıticos para o funcional Iλ primeira temos que verificar a

existência de uma sequência de Palais-Smale para o funcional Iλ.

Dizemos que {un} é uma sequência de Palais-Smale para o funcional Iλ se

Iλ(un)→ c

e

‖I ′λ(un)‖W∗ → 0.

onde c é o ńıvel definido no lema 2.2.1.

Se toda sequência de Palais-Smale de Iλ possui subsequência fortemente convergente,

dizemos que Iλ satisfaz a condição de Palais-Smale (ou, simplesmente, condição (PS)c).

Para simplificar a notação denotaremos a norma em W por ‖·‖.

Lema 2.3.1. Existem η, ρ > 0 tais que Iλ(u) ≥ η, para qualquer u ∈ W, com ‖u‖ = ρ.

Além disso, existe u0 ∈W tal que ‖u0‖ > ρ e Iλ(u0) < 0.
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Demonstração: Da desigualdade de Hölder temos

λ

r + 1

∫
RN
gur+1

+ dx ≤ λ

S
r+1
p (r + 1)

‖g‖γ ‖u‖
r+1
Ep

≤ λ

S
r+1
p (r + 1)

‖g‖γ [‖u‖Ep + ‖u‖Eq ]
r+1 =: C1 ‖u‖r+1 .

E da desigualdade (2.4) segue que

1

p?

∫
RN
up

?

+ dx ≤
‖u‖p

?

Ep

S
p?

p p?
≤

(
‖u‖Ep + ‖u‖Eq

)p?
S
p?

p p?
=: C2 ‖u‖p

?

.

Para ‖u‖ ≤ 1 temos ‖u‖Eq ≤ ‖u‖ ≤ 1. Assim, ‖u‖qEq ≥ ‖u‖
p
Eq e, então,

Iλ(u) =
1

p
‖u‖pEp +

1

q
‖u‖qEq −

λ

r + 1

∫
RN
gur+1

+ dx− 1

p?

∫
RN
up

?

+ dx

≥ 1

p

(
‖u‖pEp + ‖u‖qEq

)
− C1 ‖u‖r+1 − C2 ‖u‖p

?

≥ 1

p

(
‖u‖pEp + ‖u‖pEq

)
− C1 ‖u‖r+1 − C2 ‖u‖p

?

≥ 1

p2p−1

(
‖u‖Ep + ‖u‖Eq

)p
− C1 ‖u‖r+1 − C2 ‖u‖p

?

=
‖u‖p

p2p−1
− C1 ‖u‖r+1 − C2 ‖u‖p

?

.

Conclúımos que

(2.6) Iλ(u) ≥ ‖u‖p
(

1

p2p−1
− C1 ‖u‖r+1−p − C2 ‖u‖p

?−p
)
, sempre que ‖u‖ ≤ 1.

Defina φ(t) := tp
(

1
p2p−1 − C1t

r+1−p − C2t
p?−p

)
, t ≥ 0. É fácil ver que existe 0 < t1 < 1

tal que φ(t) > 0 para todo t ∈ (0, t1). Logo, existe η > 0 e 0 < ρ < 1 tal que Iλ(u) ≥ η > 0

sempre que ‖u‖ = ρ.

Seja v0 ∈W \ {0} tal que v0 ≥ 0. Então, para qualquer t > 0 temos

Iλ(tv0) =
tp

p
‖v0‖pEp +

tq

q
‖v0‖qEq −

tr+1λ

r + 1

∫
RN
gvr+1

0 dx− tp
?

p?

∫
RN
vp

?

0 dx.

Segue que Iλ(tv0)→ −∞ quando t→∞. Logo, existe u0 = t0v0 ∈W tal que ‖u0‖ > ρ e

Iλ(u0) < 0.

Lema 2.3.2. Seja {un} uma sequência de W tal que Iλ(un) → c e I ′λ(un) → 0 quando

n→∞. Então {un} é limitada em W.
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Demonstração: Segue das hipóteses que existem constantes positivas k0 e k1 tais

que

Iλ(un) ≤ k0 e ‖I ′λ(un)‖W∗ ≤ k1,

para todo n suficientemente grande. Então,

k0 + k1 ‖un‖ ≥ Iλ(un)− 1

r + 1
〈I ′λ(un), un〉

=

(
1

p
− 1

r + 1

)
‖un‖pEp +

(
1

q
− 1

r + 1

)
‖un‖qEq +

(
1

r + 1
− 1

p?

)∫
RN
up

?

n+
dx

≥
(

1

p
− 1

r + 1

)
‖un‖pEp +

(
1

q
− 1

r + 1

)
‖un‖qEq .

Em geral, para todo n suficientemente grande temos

c0(1 + ‖un‖) ≥ c1 ‖un‖pEp + c2 ‖un‖qEq ,

onde c0, c1 e c2 são constantes positivas que não dependem de n.

Suponha que ‖un‖ → ∞. Então, temos três casos a considerar:

1. ‖un‖Ep →∞ e ‖un‖Eq →∞;

2. ‖un‖Ep →∞ e ‖un‖Eq é limitada;

3. ‖un‖Ep é limitada e ‖un‖Eq →∞.

O primeiro caso não ocorre pois, para n grande, temos ‖un‖pEp > ‖un‖
q
Ep . Logo,

c0(1 + ‖un‖) ≥ c1 ‖un‖qEp + c2 ‖un‖qEq
≥ c3(‖un‖qEp + ‖un‖qEq)

≥ c3

2q−1
(‖un‖Ep + ‖un‖Eq)

q = c4 ‖un‖q ,

contradizendo o fato de ‖un‖ → ∞.

Se o segundo caso ocorre, para n grande temos

c0(1 + ‖un‖Ep + ‖un‖Eq) ≥ c1 ‖un‖pEp + c2 ‖un‖qEq ≥ c1 ‖un‖pEp
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o que é uma contradição, pois

0 <
c1

c0

≤ lim
n

(
1

‖un‖pEp
+

1

‖un‖p−1
Ep

+
‖un‖Eq
‖un‖pEp

)
= 0.

Procedendo como no segundo caso, pode-se verificar que o terceiro caso não ocorre.

Lema 2.3.3. Seja {un} ⊂ W uma sequência tal que Iλ(un) → c e I ′λ(un) → 0, quando

n→∞. Existe uma função não negativa em u ∈W tal que, a menos de subsequência,

∂un
∂xj
→ ∂u

∂xj
q.t.p. RN , j ∈ {1, 2, . . . , N} .

Demonstração: De (2.4) temos

(∫
RN
|ϕu|p∗dx

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
RN
|∇ϕu|pdx

) 1
p

para toda ϕ ∈ C∞0 (RN) e u ∈ D1,p(RN). Assim,

(2.7)

(∫
RN
|ϕ|p∗|u|p∗dx

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
RN
|∇ϕ|p|u|pdx

) 1
p

+

(∫
RN
|ϕ|p|∇u|pdx

) 1
p

≤
(∫

RN
|∇ϕ|p|u|pdx

) 1
p

+

(∫
RN
|ϕ|p[|∇u|p + |∇u|q]dx

) 1
p

para toda ϕ ∈ C∞0 (RN) e u ∈ D1,p(RN) ∩ D1,q(RN).

Segue do Lema 2.3.2 que {un} é limitada. Portanto, existe u ∈W tal que, a menos de

subsequência, un ⇀ u in W. Do fato de I ′λ(un)un− → 0 segue que un− → 0 em W. Assim,

un+ → u q.t.p. em RN .

Seja Φ ∈ C∞0 satisfazendo 0 ≤ Φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN , e

Φ(x) =

{
1 se x ∈ B 1

2

0 se x ∈ RN \B1,

onde Bτ denota a bola em RN centrada na origem e raio τ.
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Aplicando o Lema 2.2.2 com vn = un+ e v = u, temos

up
∗

n+
⇀ up

∗
+
∞∑
i=1

νiδxi ≡ ν.

Defina a seguinte medida

[|∇un+|p + |∇un+ |q]dx.

Como essa medida é limitada, do Teorema C.0.10 seque que

[|∇un+|p + |∇un+|q]dx ⇀ µ

para alguma medida µ. Para cada ı́ndice i e cada ε > 0, defina

ϕε(x) = Φ

(
x− xi
ε

)
.

Da desigualdade (2.7) temos

(∫
RN
|ϕε|p

∗
up
∗

n+
dx

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
RN
|∇ϕε|pupn+

dx

) 1
p

+

(∫
RN
|ϕε|p[|∇un+|p + |∇un+ |q]dx

) 1
p

.

Fazendo n→∞ temos

(∫
RN
|ϕε|p

∗
dν

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
RN
|∇ϕε|pupdx

) 1
p

+

(∫
RN
|ϕε|pdµ

) 1
p

,

e fazendo ε→ 0 temos (∫
{xi}

dν

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
{xi}

dµ

) 1
p

.

Assim,

(ν({xi}))
1
p∗ S

1
p ≤ (µ({xi}))

1
p .

Denotando ν({xi}) e µ({xi}) por νi e µi, respectivamente, podemos escrever

(2.8) Sν
p
p∗
i ≤ µi.

Por outro lado, do fato que I ′λ(un)ϕεun+ → 0 temos que∫
RN
|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx+

∫
RN
|∇un|q−2un+∇ϕε∇undx

=

∫
RN
λgur+1

n+
ϕεdx+

∫
RN
up
∗

n+
ϕεdx−

∫
RN

[|∇un+|p + |∇un+ |q]ϕεdx+ o(1).
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Logo,

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx+ lim

n→∞

∫
RN
|∇un|q−2un+∇ϕε∇undx

(2.9) =

∫
RN
λgur+1

+ ϕεdx+

∫
RN
ϕεdν −

∫
RN
ϕεdµ.

Do Lema B.0.5 encontramos

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx = o(ε)

e

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|q−2un+∇ϕε∇undx = o(ε).

Fazendo ε→ 0 em (2.9), temos ∫
{xi}

dν =

∫
{xi}

dµ.

Ou seja, νi = µi. Dessa igualdade, em combinação com a desigualdade (2.8), temos

νi ≥ S
N
p .

Mas,
∞∑
i=1

ν
p
p∗
i <∞

implicando que existem finitos ı́ndices i com νi > 0.

Se νi > 0 para alguns ı́ndices i, tome ε0 > 0 e defina

B 1
2ε0

(0) ⊃ {x1, ..., xs} e Bε0(xi) ∩Bε0(xj) = ∅ para i 6= j,

onde s é a quantidade de ı́ndices i para os quais νi > 0.

Definimos também

Ψε(x) = Φ(εx)−
s∑
i=1

Φ

(
x− xi
ε

)
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onde 0 < ε < ε0. Logo,

Ψε(x) =


0 se x ∈

s⋃
i=1

B ε
2
(xi)

1 se x ∈ Aε = B 1
2ε

(0)\
s⋃
i=1

Bε(xi)

(2.10)

Seja

Pn =
(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u+ |∇un|q−2∇un − |∇u|q−2∇u

)
(∇un −∇u)

Segue do Lema A.0.2 que Pn(x) ≥ 0 para todo x ∈ RN . Fixados ρ, ε > 0 com 0 < ε <

ρ < ε0, temos

∫
Aρ

Pndx ≤
∫
Aρ

PnΨεdx ≤
∫
RN
PnΨεdx.

Então, ∫
Aρ

Pndx

≤
∫
RN
|∇un|pΨε(x)− |∇un|p−2Ψε(x)∇un∇u− |∇u|p−2Ψε(x)∇u∇un + |∇u|pΨε(x)dx

+

∫
RN
|∇un|qΨε(x)− |∇un|q−2Ψε(x)∇un∇u− |∇u|q−2Ψε(x)∇u∇un + |∇u|qΨε(x)dx

= I ′λ(un)(Ψε(x)un)−
∫
RN
|∇un|p−2∇un∇Ψε(x)undx−

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇Ψε(x)undx

−I ′λ(un)(Ψε(x)u) +

∫
RN
|∇un|p−2∇un∇Ψε(x)udx+

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇Ψε(x)udx

−
∫
RN
λgurn+

uΨε(x)dx−
∫
RN
up
∗−1
n+

uΨε(x)dx+

∫
RN
|∇u|pΨε(x)dx

+

∫
RN
|∇u|qΨε(x)dx−

∫
RN
|∇u|p−2Ψε(x)∇un∇udx−

∫
RN
|∇u|q−2Ψε(x)∇un∇udx

+

∫
RN
λgur+1

n+
Ψε(x)dx+

∫
RN
up
∗

n+
Ψε(x)dx−

∫
RN
λgurn+

uΨε(x)dx−
∫
RN
up
∗−1
n+

uΨε(x)dx.

Como {Ψε(x)u} e {Ψε(x)un} são limitadas em W, temos

(2.11) I ′λ(un)(Ψε(x)u)→ 0
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e

(2.12) I ′λ(un)(Ψε(x)un)→ 0.

Além disso, do Lema B.0.6, temos que

(2.13) lim
n→∞

∫
RN
|∇un|p−2∇un∇Ψε(x)undx = o(ε)

e

(2.14) lim
n→∞

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇Ψε(x)undx = o(ε).

Analogamente,

(2.15) lim
n→∞

∫
RN
|∇un|p−2∇un∇Ψε(x)udx = lim

n→∞

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇Ψε(x)udx = o(ε).

Como os funcionais

h(v) =

∫
RN
|∇u|p−2∇uΨε(x)∇vdx

e

h0(v) =

∫
RN
|∇u|q−2∇uΨε(x)∇vdx

são limitados em W, temos

lim
n→∞

[∫
RN
|∇u|p−2∇uΨε(x)∇undx+

∫
RN
|∇u|q−2∇uΨε(x)∇undx

]

(2.16) =

∫
RN
|∇u|p−2∇uΨε(x)∇udx+

∫
RN
|∇u|q−2∇uΨε(x)∇udx.

Do Lema 2.2.3 segue que
up
∗−1
n+

⇀ up
∗−1

+ em L
p∗
p∗−1 (RN),

urn+
⇀ ur+ em L

p∗
r (RN)

ur+1
n+

⇀ ur+1
+ em L

p∗
r+1 (RN).

Como u ≥ 0, temos

(2.17)

∫
RN
gur+1

n+
Ψεdx→

∫
RN
gur+1

+ Ψεdx,
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(2.18)

∫
RN
gurn+

uΨεdx→
∫
RN
gur+1

+ Ψεdx

e

(2.19)

∫
RN
up
∗−1
n+

uΨεdx→
∫
RN
up
∗

+ Ψεdx.

Do Lema (2.2.2) segue que

(2.20)

∫
RN
up
∗

n+
Ψεdx→

∫
RN
up
∗

+ Ψεdx.

De (2.11)-(2.20) temos

lim
n→∞

∫
Aρ

Pndx = 0.

Note que

Pn =
(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u

)
(∇un −∇u)+

(
|∇un|q−2∇un − |∇u|q−2∇u

)
(∇un −∇u)

e do Lema (A.0.2) segue que cada parcela acima é não negativa. Logo,

lim
n→∞

∫
Aρ

(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u

)
(∇un −∇u) dx = 0.

Segue do Lema (2.2.4) com a(x, ξ) = |ξ|p−2ξ, que ∇un → ∇u em Lp(Aρ). Logo

∂un
∂xi

(x)→ ∂u

∂xi
(x) q.t.p. em Aρ.

Como ρ < ε0, temos

∂un
∂xi

(x)→ ∂u

∂xi
(x) q.t.p. em RN .

Agora, se νi = 0 para todo ı́ndice i, basta tomar

Ψε(x) = Φ(εx) em RN e Aρ = B 1
2ρ

e repetir o mesmo argumento anterior para obter

∂un
∂xi

(x)→ ∂u

∂xi
(x) q.t.p. em RN .
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Lema 2.3.4. Para cada λ > 0, seja

(2.21) cλ := inf
u∈W\{0}

max
t≥0

Iλ(tu).

Então, existe λ∗ > 0 tal que

0 < cλ <
S
N
p

N
, para todo λ > λ∗.

Demonstração: Para ver que cλ > 0, observe que

max
t≥0

Iλ(tu) ≥ Iλ(t0u) ≥ η > 0,

com ||t0u|| = ρ, pois Iλ satisfaz a geometria do passo da montanha. Logo, existe η ∈ R
positivo tal que cλ ≥ η > 0 (Observe que η pode depender λ, mas é sempre positivo.)

Seja u0 ∈W \ {0} uma função com suporte em Ω tal que u0 ≥ 0 e ‖u0‖p? = 1. Logo,

Iλ(tu0) =
tp

p
‖u0‖pEp +

tq

q
‖u0‖qEq −

tr+1λ

r + 1

∫
RN
gur+1

0 dx− tp
?

p?
, t ≥ 0.

Podemos ver que Iλ(tu0)→ −∞ quando t→∞ e que Iλ(tu0)→ 0+ quando t→ 0+.

Estes fatos implicam que existe tλ > 0 tal que

max
t≥0

Iλ(tu0) = Iλ(tλu0).

Assim,

0 =
d

dt
[Iλ(tu0)]t=tλ = tp−1

λ ‖u0‖pEp + tq−1
λ ‖u0‖qEq − λt

r
λ

∫
RN
gur+1

0+
dx− tp

?−1
λ ,

ou seja,

(2.22) λ

∫
RN
gur+1

0+
dx =

‖u0‖pEp
t1+r−p
λ

+
‖u0‖qEq
t1+r−q
λ

− tp
?−1−r
λ , para todo λ > 0,

onde o termo do lado esquerdo é positivo, uma vez que o suporte de u0+ está contido em

Ω (onde g é positiva). Podemos ver de (2.22) que tλ → 0, quando λ→∞. Logo,

Iλ(tλu0)→ 0+,
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quando tλ → 0+. Portanto, existe λ∗ > 0 tal que

max
t≥0

Iλ(tu0) = Iλ(tλu0) <
S
N
p

N
para todo λ > λ∗.

Como cλ ≤ maxt≥0 Iλ(tu0), conclúımos que

cλ <
S
N
p

N
para todo λ > λ∗.

Agora podemos provar o Teorema 2.1.1.

2.4 Demonstração do Teorema 2.1.1

Demonstração: Segue dos Lemas 2.2.1 e 2.3.1 que existe uma sequência {un} ⊂W tal

que

Iλ(un)→ cλ e I ′λ(un)→ 0,

onde cλ é o ńıvel minimax do Teorema do Passo da Montanha associado a Iλ.

Argumentando como no Lema 2.2 de [2], é fácil ver que cλ verifica a igualdade abaixo

cλ = inf
u∈W/{0}

max
t≥0

Iλ(tu) := cλ.

Logo do Lema 2.3.4 existe λ∗ > 0 tal que 0 < cλ <
S
N
p

N
para todo λ > λ∗. Além disso,

dos Lemas 2.3.2 e 2.3.3, existe uma função não-negativa u ∈W tal que
un ⇀ u em W,

un+ → u q.t.p RN ,
∂un
∂xi

(x)→ ∂u
∂xi

(x) q.t.p RN .

Segue do Lema 2.2.3 que{
|∇un|p−2 ∂un

∂xi
⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi
(x) em L

p
p−1 (RN),

|∇un|q−2 ∂un
∂xi

⇀ |∇u|q−2 ∂u
∂xi

(x) em L
q
q−1 (RN)

e {
up

?−1
n+

⇀ up
?−1

+ em L
p?

p?−1 (RN),

urn+
⇀ ur+ em L

p?

r (RN).
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Logo, para cada φ ∈W temos∫
RN
|∇un|p−2∇un∇φdx→

∫
RN
|∇u|p−2∇u∇φdx,

∫
RN
|∇un|q−2∇un∇φdx→

∫
RN
|∇u|q−2∇u∇φdx,∫

RN
up

?−1
n+

φdx→
∫
RN
up

?−1
+ φdx

e ∫
RN
gurn+

φdx→
∫
RN
gur+φdx.

Então, I ′λ(u)φ = 0 e conclúımos que u é uma solução de (2.1).

Sabemos que u ≥ 0. Vamos verificar que u 6≡ 0. Sejam

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|pdx =: a ≥ 0 e lim

n→∞

∫
RN
|∇un|qdx =: b ≥ 0

e suponha que u ≡ 0.

Como I ′λ(un)un → 0, temos

‖un‖pEp + ‖un‖qEq =

∫
RN
λgur+1

n+
dx+

∫
RN
up

?

n+
dx+ o(1).

E como
∫
RN λgu

r+1
n+

dx→ 0, segue que

‖un‖pEp = a+ o(1), ‖un‖qEp = b+ o(1) e
∥∥un+

∥∥p?
p?

= a+ b+ o(1).

Do fato de Iλ(un)→ cλ temos

a

p
+
b

q
− a+ b

p?
= cλ > 0.

Assim,

(2.23) cλ =
a

N
+ b

(
1

q
− 1

p?

)
≥ a

N
,

e chegamos a

(2.24) cλN ≥ a.
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Mas, a igualdade em (2.23) mostra que a+ b 6= 0. De (2.4) e fazendo n→∞ temos

(2.25) S(a+ b)
p
p? ≤ a,

resultando que a > 0. Logo,

Sa
p
p? ≤ S(a+ b)

p
p? ≤ a,

que é o mesmo que

a ≥ S
N
p .

De (2.24) segue que

cλN ≥ S
N
p ,

contradizendo o fato de que cλ <
S
N
p

N
. Logo u 6≡ 0.

Observação 2.4.1. Seja g uma função mensurável satisfazendo g ∈ Lγ(RN) ∩ L∞(RN) e

1 < q < p < r+ 1 < p?. Pelos Teoremas 1 e 2 de [24] é fácil ver que toda solução fraca de

(2.1) é localmente C1,α.
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Apêndice

A
Apêndice 1

Neste primeiro apêndice, destacamos resultados auxiliares para demonstração do re-

sultado principal do caṕıtulo 1.

Denotaremos por Ψm(t) := |t|m−2 t, t ∈ RN .

Lema A.0.2. Sejam x, y ∈ Rn.Então existe uma constante C(s) tal que

(Ψs(x)−Ψs(y))(x− y) ≥ C(s)

{
|x−y|2

(|x|+|y|)2−s , se 1 ≤ s < 2

|x− y|s , se s ≥ 2
(A.1)

Demonstração: veja [25].

Lema A.0.3. Existe uma constante cp, que depende apenas de p, tal que

|〈∆pv −∆pu, φ〉| ≤ cp

{
||u− v||p−1||φ|| , se 1 < p < 2[

(||φ||p + ||u||p)
1
p′ + (||φ||p + ||v||p)

1
p′
]
||u− v|| , se p ≥ 2

(A.2)

e

|〈Ψpv −Ψpu, φ〉| ≤ cp

{
||u− v||p−1

p ||φ||p , se 1 < p < 2[(
||φ||pp + ||u||pp

) 1
p′ +

(
||φ||pp + ||v||pp

) 1
p′
]
||u− v||p , se p ≥ 2

(A.3)

Demonstração: veja [25].

Definição A.0.1. Dizemos que um operador T : X → X∗ é monótono se:

〈Tu− Tv, u− v〉 ≥ 0.
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Apêndice 1

Definição A.0.2. Um operador T : X → X∗ tem a propriedade S+ se e só se un ⇀ u, em X

lim sup
n
〈Tun, un − u〉 ≤ 0

(A.4)

implicar que un → u em X.

Proposição A.0.1. Seja E um espaço de Banach uniformemente convexo. Seja (xn)

uma sequência em E tal que xn ⇀ x e

lim sup
n
||xn|| ≤ ||x||.

Então xn → x.

Demonstração: veja proposição III.30 em [8].

A.0.1 Resultados utilizados na demosntração do Lema 1.3.3

Lema A.0.4. Seja h : RN → R uma função cont́ınua, positiva e coerciva ou seja

lim
|x|→∞

h(x) =∞,

e

E :=

{
u ∈ Lm(RN)\

∫
RN
h|u|mdx <∞

}
com a norma ||u||mE =

∫
RN h|u|

mdx. Então os operadores

−∆m : W 1,m(RN)→ W−1,m′(RN)

e

hΨm : E→ E′.

são monótonos e satisfazem S+.

Demonstração: Seja un ⇀ u em E tal que

(A.5) lim sup
n
〈hΨm(un), un − u〉 ≤ 0.

Temos

〈hΨm(un), un − u〉
||un||m−1

E
= ||un||1−mE

[∫
RN
h|un|mdx−

∫
RN
h|un|m−2unudx

]
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≥ ||un||E − ||un||1−mE

∫
RN
h
m−1
m |un|m−1h

1
m |u|dx

≥ ||un||E − ||un||1−mE

(∫
RN
h|un|mdx

)m−1
m
(∫

RN
h|u|mdx

) 1
m

= ||un||E − ||u||E.

Como ||un||m−1
E ≥ 0, obtemos da condição (A.5) que

0 ≤
(

lim sup
n
||un||E

)
− ||u||E = lim sup

n
(||un||E − ||u||E)

≤ lim sup
n

〈hΨm(un), un − u〉
||un||m−1

E
≤ 0.

Segue da Proposição (A.0.1) que hΨm satisfaz S+. Analogamente podemos mostrar que

−∆m satisfaz S+.

Agora observe que

〈hΨmu− hΨmv, u− v〉 =

∫
RN
h(|u|m−2u− |v|m−2v)(u− v)dx.

Segue do Lema (A.0.2) que 〈hΨmu−hΨmv, u− v〉 ≥ 0, mostrando que hΨm é monótono.

Analogamente −∆m também é monótono.
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Apêndice

B
Apêndice 2

Neste segundo apêndice, destacamos alguns resultados e argumentos que utilizamos

na demonstração do resultado principal do Caṕıtulo 2.

Vamos denotar ∫
RN
g(x)dx por

∫
g(x)dx.

B.0.2 Resultados utilizados na demonstração do Lema 2.3.3

Lema B.0.5. Seja {un} limitada em W := D1,p(RN)∩D1,q(RN) e tal que un+ → u q.t.p.

em RN . Defina Φ ∈ C∞0 uma função tal que 0 ≤ Φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN ,

Φ(x) =

{
1, se x ∈ B 1

2

0 ∈ RN \B1

(B.1)

e

ϕε(x) = Φ

(
x− xi
ε

)
,

onde xi ∈ RN . Então,

lim
n→∞

∫
|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx = o(ε)

e

lim
n→∞

∫
|∇un|q−2un+∇ϕε∇undx = o(ε).

Demonstração: Como {un} é limitada em W, temos

(∫
Bε(xi)

|∇un|pdx
) p−1

p

≤ C1.
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Usando a seguinte sequência de Teoremas C.0.7, C.0.8 e C.0.9, com Ω = Bε(xi), temos

lim
n→∞

∫
Bε(xi)

upn+
|∇ϕε|pdx =

∫
Bε(xi)

up|∇ϕε|pdx.

Agora vamos fazer a seguinte mudança de variável z = x−xi
ε

. Assim,

(∫
Bε(xi)

|∇ϕε|Ndx
) 1

N

=

(∫
B1(0)

|∇Φ(z)|Ndz
) 1

N

= C2.

Como ∫
|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx =

∫
Bε(xi)

|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx,

pela desigualdade de Hölder, com os coeficientes
(

p
p−1

, 1
p

)
, e
(

N
N−p ,

N
p

)
temos

∣∣∣∣∫ |∇un|p−2un+∇ϕε∇undx
∣∣∣∣

≤
∫
Bε(xi)

|∇un|p−1un+|∇ϕε|dx ≤
(∫

Bε(xi)

|∇un|pdx
) p−1

p
(∫

Bε(xi)

upn+
|∇ϕε|pdx

) 1
p

.

Passando ao limite em n temos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|p−2un+∇ϕε∇undx
∣∣∣∣ ≤ C1

(∫
Bε(xi)

up|∇ϕε|pdx
) 1

p

≤ C1

(∫
Bε(xi)

up
∗
dx

) 1
p∗
(∫

Bε(xi)

|∇ϕε|Ndx
) 1

N

≤ C1C2

(∫
Bε(xi)

up
∗
dx

) 1
p∗

.

Logo,

lim
n→∞

∫
|∇un|p−2un+∇ϕε∇undx = o(ε).

Para provar o último limite do lema basta trocar p por q e repetir a demonstração.

Lema B.0.6. Seja {un} limitada em W := D1,p(RN) ∩ D1,q(RN) tal que un− → 0 e

un+ → u q.t.p em RN . Defina {x1, ..., xs} ⊂ RN e 0 < ε0 tal que Bε0(xi) ∩ Bε0(xj) = ∅.
Seja Φ ∈ C∞0 uma função tal que 0 ≤ Φ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN e

Φ(x) =

{
1, se x ∈ B 1

2

0 ∈ RN \B1.
(B.2)

Defina também

Ψε(x) = Φ(εx)−
s∑
i=1

Φ

(
x− xi
ε

)
,
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onde 0 < ε < ε0. Então,

lim
n→∞

∫
|∇un|p−2un∇Ψε∇undx = o(ε)

e

lim
n→∞

∫
|∇un|q−2un∇Ψε∇undx = o(ε).

Demonstração: Como {un} é limitada em W, temos

(∫
|∇un|pdx

) p−1
p

≤ C.

Além disso,

∇Ψε(x) = ∇[Φ(εx)]−
s∑
i=1

∇
[
Φ

(
x− xi
ε

)]
.

Da desigualdade (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp), para a e b positivos, temos, para algum C0 > 0,

|∇Ψε(x)|p ≤ Cp
0

{
|∇[Φ(εx)]|p +

s∑
i=1

∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣p
}
.

Fazendo as seguintes mudanças de variáveis z = x−xi
ε

e y = εx, temos

(∫
Bε(xi)

∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣N dx
) 1

N

=

(∫
B1(0)

|∇Φ(z)|Ndx
) 1

N

= C1

e (∫
B 1
ε

(0)

|∇[Φ(εx)]|Ndx

) 1
N

=

(∫
B1(0)

|∇Φ(y)|Ndy
) 1

N

= C2.

Pela desigualdade de Hölder com os coeficientes
(

p
p−1

, 1
p

)
temos

∣∣∣∣∫ |∇un|p−2un+∇Ψε∇undx
∣∣∣∣ ≤ ∫ |∇un|p−1un+|∇Ψε|dx

≤
(∫
|∇un|pdx

) p−1
p
(∫

upn+
|∇Ψε|pdx

) 1
p

≤ C

(∫
upn+
|∇Ψε|pdx

) 1
p

≤ CC0

(∫
upn+
|∇[Φ(εx)]|pdx

) 1
p

+ CC0

s∑
i=1

(∫
upn+

∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣p dx) 1
p

.

Vamos tratar cada parcela do lado direito em separado.

Passando ao limite em n e usando a desigualdade de Hölder com os coeficientes
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(
N
N−p ,

N
p

)
temos

lim
n→∞

(∫
upn+

∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣p dx) 1
p

=

(∫
Bε(xi)

up
∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣p dx) 1
p

≤
(∫

Bε(xi)

up
∗
) 1

p∗
(∫

Bε(xi)

∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣N dx
) 1

N

≤ C1

(∫
Bε(xi)

up
∗
) 1

p∗

,

mostrando que

lim
n→∞

(∫
upn+

∣∣∣∣∇ [Φ(x− xiε

)]∣∣∣∣p dx) 1
p

= o(ε).

Defina Ω ≡ B 1
ε
(0) \B 1

2ε
(0).

Passando ao limite em n e usando a desigualdade de Hölder com os coeficientes(
N
N−p ,

N
p

)
temos

lim
n→∞

(∫
upn+
|∇[Φ(εx)]|pdx

) 1
p

=

(∫
Ω

up|∇[Φ(εx)]|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω

up
∗
) 1

p∗
(∫

B 1
ε

(0)

|∇[Φ(εx)]|Ndx

) 1
N

≤ C2

(∫
Ω

up
∗
) 1

p∗

,

mostrando que

lim
n→∞

(∫
upn+
|∇[Φ(εx)]|pdx

) 1
p

= o(ε).

Logo,

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|p−2un+∇Ψε∇undx
∣∣∣∣ = o(ε).

Argumentando da mesma maneira e usando o fato de que un− → 0 q.t.p, segue que

lim
n→∞

∣∣∣∣∫ |∇un|p−2un−∇Ψε∇undx
∣∣∣∣ = 0.

Conclúımos que

lim
n→∞

∫
|∇un|p−2un∇Ψε∇undx = o(ε).

Para provar o último limite do lema basta trocar p por q e repetir a demonstração.
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Teorema C.0.7. (Imersão de Rellich-Kondrachov)

Seja Ω limitado de classe C1.Temos

i) se p < n então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗[ onde 1
p∗

= 1
p
− 1

n
,

(ii) se p = n então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [1,+∞[,

(iii) se p > n então W 1,p(Ω) ⊂ C1(Ω).

todas as continências são no sentido de imersões compactas

Demonstração: Veja [8].

Teorema C.0.8. Sejam (fn) ⊂ Lp(Ω) uma sequência e f ∈ Lp(Ω), tais que ‖fn−f‖Lp →
0. Então existe uma subsequência (fnk) ⊂ Lp(Ω) tal que

a)fnk(x)→ f(x) q.t.p em Ω,

b)|fnk(x)| ≤ h(x) q.t.p em Ω ∀k ∈ N e h ∈ Lp(Ω).

Demonstração: Veja [8].

Teorema C.0.9. (Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam Ω ⊂ RN e un :

Ω → R uma sequência de funções mensuráveis tais que un → u q.t.p. em Ω. Suponha

que exista ν : Ω→ R integrável tal que para todo n

|un(x)| ≤ ν(x)

Então ∫
Ω

udx = lim
n→∞

∫
Ω

undx
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Demonstração: Veja [16].

Definição C.0.3. Seja Ω um subconjunto aberto de RN , definimos

K(Ω) = {u ∈ C(Ω); supp u ⊂⊂ Ω},

BC(Ω) = {u ∈ C(Ω); ‖u‖∞ = sup
x∈Ω
|u(x)| <∞}.

Definição C.0.4. O espaço C0(Ω) é o fecho de K(Ω) em BC(Ω), com a norma uniforme.

Uma medida finita em Ω é um funcional linear cont́ınuo em C0(Ω).

A norma de uma medida µ finita é dada por

‖µ‖ = sup
u∈C0(Ω)
‖u‖∞=1

|〈µ, u〉|.

Denotamos por M(Ω) o espaço de medidas finitas em Ω e por M+(Ω) o espaço de

medidas finitas positivas, ou seja, µ ∈M+(Ω) se 〈µ, u〉 ≥ 0 ∀u ∈ C0(Ω) tal que u ≥ 0.

Uma sequência (µn) converge fracamente para µ em M(Ω), denotado por,

µn ⇀ µ

se

〈µn, u〉 → 〈µ, u〉 ∀u ∈ C0(Ω),

ou seja

∫
Ω

udµn →
∫

Ω

udµ ∀u ∈ C0(Ω).

Teorema C.0.10. a) Toda sequência limitada de medidas finitas em Ω admite sub-

sequência fracamente convergente.
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b) Se µn ⇀ µ em M(Ω), então (µn) é limitada e

‖µ‖ ≤ lim inf
n→∞

‖µn‖

c) Se µ ∈M+(Ω), então

‖µ‖ = 〈µ, 1〉 = sup
u∈BC(Ω)
‖u‖∞=1

〈µ, u〉.

Demonstração: Veja [38].
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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