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Resumo

Nesta tese, classificamos as folheações holomorfas não-singulares de dimensão e co-

dimensão um em variedades de Hopf clássicas, genéricas e intermediárias de dimensão

n ≥ 3.

Também fizemos um estudo do conjunto singular de distribuições holomorfas singulares

em variedades de Hopf arbitrárias.

Na última parte, demonstramos que uma versão da Conjectura de Brunella é verda-

deira para folheações de codimensão um em variedades do Hopf clássicas.



Abstract

In this thesis, we classify nonsingular holomorphic foliations of dimension and codi-

mension one on classical, generic and intermediate Hopf manifolds of dimension n ≥ 3.

We also did a study of singular set of singular holomorphic distributions in arbitrary

Hopf manifolds.

Finally, we demonstrated that is true a version of the Brunella’s Conjecture for codi-

mension one foliations on classical Hopf manifolds.

Keywords: Foliations, Hopf manifolds, Brunella’s Conjecture.



Sumário

Introdução geral 9

1 Preliminares 11

1.1 Folheações Holomorfas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Variedades de Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Superf́ıcies de Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.2 Cohomologia de fibrados vetoriais em variedades de Hopf . . . . . . 18

2 Distribuições de codimensão um 21

3 Folheações de dimensão um 35

4 Distribuições singulares 47
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4.1.2 Reśıduos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1.3 O Teorema de Baum-Bott . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Singularidade de distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Introdução

Nesta tese investigamos distribuições holomorfas de dimensão um e codimensão um

em variedades de Hopf.

Uma variedade de Hopf é o quociente de Cn \ {0} pela ação de um grupo G, ćıclico

e infinito, gerado por uma contração f : Cn → Cn, tal que f(0) = 0, e os autovalores

µ1, . . . , µn da Jacobiana Jf(0) têm módulo menor que um.

O trabalho está dividido em duas partes. A primeira parte, composta pelos Caṕıtulos

2 e 3, consiste no estudo das distribuições holomorfas regulares em variedades de Hopf,

e a segunda parte, composta pelo Caṕıtulo 4, foca o estudo das distribuições holomorfas

singulares em variedades de Hopf.

Em [27] D. Mall utilizando uma classificação das superf́ıcies de Hopf obtida por Ko-

daira em [24], classificou as folheações holomorfas regulares em superf́ıcies de Hopf. Mall

mostrou também que qualquer folheação regular em uma superf́ıcie de Hopf possui pelo

menos uma folha compacta. Em [13] E. Ghys estudou as folheações holomorfas de codi-

mensão um em espaços homogêneos complexos, e como uma consequência, obteve uma

caracterização das folheações holomorfas regulares de codimensão um em variedades de

Hopf clássicas de dimensão n ≥ 2.

Afim de obter uma classificação completa das distribuições holomorfas regulares em

variedades de Hopf arbitrárias de dimensão n ≥ 3 é necessário uma classificação completa

de tais variedades, no entanto tal classificação é um problema ainda não resolvido. No

caso de distribuições regulares, focamos em três tipos de variedades de Hopf: clássicas,

genéricas e intermediárias. Nesses casos, demonstramos no Caṕıtulo 2 uma classificação

das distribuições holomorfas regulares de codimensão um, e no Caṕıtulo 3 uma classi-

ficação das distribuições holomorfas regulares de dimensão um.
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Introdução geral

Como consequência dos teoremas de classificação obtidos nos Caṕıtulos 2 e 3, mostra-

mos que no caso de variedades de Hopf genéricas ou intermediárias, qualquer distribuição

holomorfa regular de codimensão um é necessáriamente integrável. Já para folheações

holomorfas regulares de dimensão um em variedades de Hopf clássicas, genéricas ou in-

termediárias, demonstramos que sempre existe folha compacta, generalizando o resultado

de Mall [27].

No Caṕıtulo 4, focamos no estudo de distribuições holomorfas singulares. Demons-

tramos que o conjunto singular de uma distribuição holomorfa singular de dimensão um,

ou de codimensão um em uma variedade de Hopf de dimensão n ≥ 3 possui pelo menos

um componente de dimensão positiva. No caso de superf́ıcies de Hopf, mostramos que

não existem folheações singulares, e que portanto a classificação obtida por Mall [27] é

completa. Mostramos também que no caso de variedades de Hopf clássicas uma versão da

alternativa de Brunella se verifica. Mais precisamente, mostramos que toda folheação ho-

lomorfa (possivelmente) singular, de codimensão um, em uma variedade de Hopf clássica,

satisfaz uma das alternativas: possui hipersuperf́ıcie anaĺıtica invariante ou é subfolheada

por uma folheação por curvas algébricas.
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Caṕıtulo

1

Preliminares

1.1 Folheações Holomorfas

Seja X uma variedade complexa de dimensão n. Uma distribuição holomorfa F de

dimensão k em X é determinada por um subfeixe coerente TF , de posto genérico k, do

feixe tangente TX, tal que TX/TF = NF é livre de torção. Temos a seguinte sequência

exata de feixes

(1.1) 0→ TF → TX → NF → 0.

O conjunto singular da distribuição F é o conjunto

Sing(F) := {x ∈ X : (NF)x não é um OX −módulo livre de posto n− k}.

Definição 1.1. Uma distribuição F é dita regular, se Sing(F) = ∅.

Definição 1.2. Dizemos que uma distribuição holomorfa F de dimensão k é uma fo-

lheação holomorfa singular de dimensão k, se F for involutiva, isto é, se [TF , TF ] ⊂ TF ,

onde [ , ] denota o colchete de Lie.

O dual de TF é o feixe cotangente de F , e será denotado por T ∗F . Seu determinante,

isto é, det(T ∗F) = (∧kT ∗F)∗∗, é o fibrado canônico da folheação, e será denotado por KF .
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Preliminares

Sobre X \ Sing(F), os feixes da sequência 1.1 são localmente livres. Como o conjunto

singular tem codimensão pelo menos dois, temos a fórmula de adjunção

KX = KF ⊗ detN∗F .

Note que dualizando a sequência (1.1), dá origem à sequência

(1.2) 0→ N ∗F → T ∗X = Ω1
X → TF∗ → 0

e assim temos naturalmente definido um morfismo injetivo de feixes

∧n−kN ∗F → ∧n−kΩ1
X ,

que induz uma seção global ω ∈ H0(X,Ωn−k
X ⊗ det(NF)), onde det(NF) = (∧n−kN ∗F)∗. A

condição que TX/TF = NF é livre de torção, é equivalente a dizer que Ω1
X/N ∗F é livre

de torção. A condição de involutibilidade é equivalente a dN ∗F ⊂ N ∗F ∧ Ω1
X ao ńıvel de

seções locais, aqui d denota a derivada exterior.

Por definição, temos que ω é decompońıvel e integrável, isto é, ∀ p ∈ X \ Sing(F)

existem 1-formas ωj, j = 1, . . . , n− k, definidas em uma vizinhança de p tais que

 ω = ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ ωn−k

ω ∧ dωj = 0, ∀j = 1, . . . , n− k

Reciprocamente, dado ω ∈ H0(X,∧n−kΩ1
X⊗L), localmente decompońıvel fora do conjunto

singular e integrável, então o núcleo do morfismo

φ : TX −→ ∧n−k−1Ω1
X ⊗ L

φ(v) 7−→ iv(ω)

é um subfeixe coerente TF involutivo em TX.

Do ponto de vista de fibrados vetoriais, definimos o fibrado normal de F como sendo

o dual de N ∗F , então em X \ SingF a folheação F induz a seguinte sequência exata de
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1.1 Folheações Holomorfas

fibrados vetoriais

(1.3) 0→ TF → TX → NF → 0.

No caso especial, em que X = CPn, o espaço projetivo complexo, uma folheação

holomorfa F , de codimensão q é dada por seção holomorfa global ω ∈ H0(Pn,Ωq
Pn ⊗ L).

Como L = OPn(m) para algum m ∈ Z, temos pela sequência de Euler que ω pode ser

escrita como uma q−forma em Cn+1 com coeficientes polinômios homogêneos de grau

m − q ≥ 1, satisfazendo iRω = 0, onde R = z0
∂

∂z1

+ · · ·+ zn
∂

∂zn
é o campo radial. O

número m−q−1 é chamado de o grau da folheação F . Esse invariante numérico pode ser

interpretado como o número de tangências, contadas com multiplicidade, de um q−plano

contido em Pn, não invariante por F , com as folhas da folheação.

O leitor interessado no estudo de folheações de codimensão arbitrária em espaços

projetivos pode consultar [30] e [6].

Seja X uma variedade complexa compacta e conexa, denotemos porMX (resp. M∗
X)

o feixe de funções meromorfas (resp. meromorfas invert́ıveis) de X. Seja Fω uma folheação

holomorfa de codimensão um emX definida por uma seção holomorfa ω ∈ H0(X,Ω1
X ⊗N).

Nessas condições temos a seguinte definição:

Definição 1.3. Um divisor de Cartier D ∈ Γ(X,M∗
X/O∗X) é invariante pela folheação

Fω se, e somente se, pode ser representado localmente por uma função meromorfa f tal

que a 2-forma meromorfa

(1.4) w ∧ df
f

é holomorfa.

Observamos que a condição acima independe do representante f escolhido e é equiva-

lente a D − Sing(D) ser uma união de folhas da folheação.

Seja n ≥ 1 um inteiro fixo. Denotemos por O (respectivamente Ω1) o anel de ger-

mes de funções holomorfas (respectivamente o espaço de germes de 1-formas diferenciais
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Preliminares

holomorfas) em 0 ∈ Cn.

Sejam ω1, . . . , ωp ∈ Ω1. Dizemos que ω = (ω1, . . . , ωp) possui integral primeira holo-

morfa, se existem f1, . . . , fp ∈ O e gij ∈ O (1 ≤ i, j ≤ p) tais que:

a) ωi =
∑
j

gijdfj

b) det(gij(0)) 6= 0

Por outro lado, denotamos por Ô (respectivamente por Ω̂1) os complementos formais

de O (respectivamente Ω1). Dizemos que ω possui integral primeira formal se existem fi

e gij ∈ Ô satisfazendo a) e b). Denotaremos por q a codimensão do conjunto singular de

ω1 ∧ · · · ∧ ωp.

Nessas condições temos

Teorema 1.1 (Malgrange-Frobenius[25]). Sejam ω1, . . . , ωp ∈ Ω1 e ω = (ω1, . . . , ωp).

Segue-se que:

a) Se q ≥ 3 e dωi ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωp = 0 (1 ≤ i ≤ p) então ω possui integral primeira

holomorfa.

b) Se q ≥ 2, então ω possui integral primeira formal.

1.2 Variedades de Hopf

As variedades de Hopf foram estudadas por H. Hopf[21] em 1948. Hopf mostrou que

as variedades S1 × S2n−1, n ≥ 2, tem uma estrutura complexa que não é Kähler.

Seja W = Cn \{0}, n ≥ 2. Vamos chamar de contração de (Cn, 0) a um automorfismo

f : Cn → Cn, tal que f(0) = 0 e os autovalores µ1, . . . , µn da matriz Jacobiana Jf(0) tem

módulo menor que 1.

A ação do grupo ćıclico e infinito gerado por f , é livre e propriamente descont́ınua em

W . A variedade quociente X = Xf , é uma variedade complexa e compacta de dimensão

n chamada de variedade de Hopf. Quando G é gerado por uma contração diagonal, isto
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1.2 Variedades de Hopf

é, da forma f(z1, . . . , zn) = (µ1z1, . . . , µnzn), dizemos que a variedade quociente Xf é

uma variedade de Hopf diagonal. Toda variedade de Hopf de dimensão n é difeomorfa ao

produto S1 × S2n−1 de esferas ı́mpares (cf [15] pg. 304).

Para um espaço topológico X, seja Hi(X,R) o i-ésimo grupo de homologia de X com

coeficientes em R. Se X é uma variedade real compacta de dimensão 2n, então

Bi(X) := dimRHi(X,R) =


<∞, para i = 0, . . . , 2n;

0, para i > 2n.

Chamamos Bi(X) de o i-ésimo número de Betti de X e associamos a X o polinômio de

Betti

P (X) =
2n∑
i=0

Bi(X)ti.

Para um produto cartesiano vale a fórmula

P (X × Y ) = P (X)P (Y ).

em particular para esferas temos que P (Sk) = 1 + tk. Portanto segue que

P (S1 × S2n−1) = (1 + t)(1 + t2n−1) = 1 + t+ t2n−1 + t2n,

em particular os números de Betti

(1.5) B2(S1 × S2n−1) = B3(S1 × S2n−1) = · · · = B2n−2(S1 × S2n−1) = 0.

Teorema 1.2 (cf [17], pg.110 ). Se X é uma variedade compacta e Kähler, então os

números de Betti pares, B2i(X), i = 1, . . . , n, são positivos.

Portanto, segue da equação (1.5) e do Teorema 1.2 que as variedades de Hopf não são

variedades Kählerianas.

Dentre as variedades de Hopf diagonais destacamos as clássicas, as genéricas e as

intermediárias.

Definição 1.4 (Variedade de Hopf clássica). Uma variedade de Hopf Xf é chamada de

clássica, quando f(z1, . . . , zn) = (µz1, . . . , µzn), em que µ ∈ C e 0 < |µ| < 1.
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Preliminares

Observação 1.1. Seja Xf uma variedade de Hopf clássica. Denotamos por [z1, . . . , zn]

o ponto de Xf correspondente ao ponto z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn \ {0}. Claramente podemos

definir um morfismo sobrejetivo

α : Xf → Pn−1, α([z1, . . . , zn]) = (z1 : . . . : zn).

Veja que as fibras de α são isomorfas as curvas elipticas C∗
µ
⊂ Xf .

Definição 1.5 (Variedade de Hopf genérica). Uma variedade de Hopf Xf é genérica,

quando f é da forma f(z1, . . . , zn) = (µ1z1, . . . , µnzn), em que 0 < |µ1| ≤ |µ2| ≤ · · · ≤ |µn| < 1

e não existe relação não trivial entre os µi’s do tipo

∏
i∈A

µrii =
∏
j∈B

µ
rj
j , ri, rj ∈ N, A ∩B = ∅, A ∪B = {1, 2, . . . , n}.

Definição 1.6 (Variedade de Hopf intermediária). Dizemos que uma variedade de Hopf

Xf é intermediária, se a contração f é da forma f(z1, . . . , zn) = (µ1z1, . . . , µnzn), tais que

µ1, . . . , µn são números complexos não nulos satisfazendo

• µ1 = µ2 = µ3 = · · · = µr, 0 < |µ1| ≤ |µr+1| ≤ · · · ≤ |µn| < 1, onde 2 ≤ r ≤ n− 1.

• Não existe relação não trivial entre os µ′is da forma
∏
i∈A

µrii =
∏
j∈B

µ
rj
j , ri, rj ∈ N,

A ∩B = ∅, A ∪B = {1, r + 1, . . . , n}.

Dadas duas contrações f1 e f2 de (Cn, 0), as variedades de Hopf Xf1 e Xf2 são isomorfas

se, e somente se, existe g, automorfismo de (Cn, 0) tal que f2 = g ◦ f1 ◦ g−1. Portanto o

problema de classificar as variedades de Hopf (a menos de isomorfismos), corresponde ao

problema de classificar as contrações de (Cn, 0) (a menos de conjugação por automorfismos

de (Cn, 0) ). Tal problema não foi completamente resolvido, mas um resultado parcial foi

dado por Reich em [32]. Para enunciar esse resultado de Reich precisamos da seguinte

definição

Definição 1.7. Uma contração f̃ de (Cn, 0), é uma forma normal de Poincaré-Dulac se

satisfaz as seguintes condições:

A parte linear de f̃ está na forma canônica de Jordan. Mais especificamente, assuma

que tenha k + 1 blocos, e que o i−ésimo bloco tenha si linhas. Definindo t0 := 0 e
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1.2 Variedades de Hopf

ti := s1 + · · ·+si, i ≥ 1. Temos que, existem polinômios Pti−1+j(zti+1, . . . , zn), 1 ≤ j ≤ si,

tais que f̃(z1, . . . , zn) = (z̃1, . . . , z̃n) em que:

z̃1 = µ1z1 + z2 + P1(zt1+1, . . . , zn)

z̃2 = µ2z2 + z3 + P2(zt1+1, . . . , zn)
.
.
.

z̃t1 = µt1zt1 + Pt1(zt1+1, . . . , zn)

z̃t1+1 = µt1+1zt1+1 + zt1+2 + Pt1+1(zt2+1, . . . , zn)
.
.
.

z̃t2 = µt2zt2 + Pt2(zt2+1, . . . , z2)
.
.
.

z̃tk = µtkztk + Ptk(ztk+1, . . . , zn)
z̃tk+1 = µtk+1ztk+1 + ztk+2

.

.

.
z̃n = µnzn

Os polinômios Pti−1+j(zti+1, . . . , zn), 1 ≤ j ≤ si, são soma de monômios cz
αti+1

ti+1 z
αti+2

ti+2 . . . zαnn ,

c ∈ C, com αti+1, αti+2, . . . , αn tais que

µ
αti+1

ti+1 µ
αti+2

ti+2 . . . µαnn = µti−1+1.

L. Reich em [32] mostrou que qualquer variedade de Hopf Xf , é isomorfa a alguma

variedade de Hopf Xf̃ , onde f̃ é uma forma normal de Poincaré-Dulac .

Teorema 1.3 (Reich). Seja f uma contração de (Cn, 0). Existe g um automorfismo de

(Cn, 0) tal que f = g ◦ f̃ ◦ g−1, onde f̃ é uma forma normal de Poincaré-Dulac.

1.2.1 Superf́ıcies de Hopf

No caso de superf́ıcies de Hopf, Kodaira obteve em [24] a seguinte classificação:
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Teorema 1.4 (Kodaira). Se X é uma superf́ıcie de Hopf, então X é isomorfa a Xf onde:

1 Caso genérico

f =

 µ1 0

0 µ2


sem relações do tipo µr11 = µr22 , r1, r2 ∈ N \ {0}.

2 Caso clássico

f =

 µ 0

0 µ



3 Caso ressonante

f =

 µ1 0

0 µ2


com µ1 = µr2 com r > 1 e r ∈ N.

4 Caso hiper-ressonante

f =

 µ1 0

0 µ2


com µr11 = µr22 com 1 < r1 ≤ r2 e r1, r2 ∈ N.

5 Caso excepcional

f(z1, z2) = (µ1z1 + zr2, µ2z2) com µ1 = µr2, r ∈ N, r ≥ 1.

1.2.2 Cohomologia de fibrados vetoriais em variedades de Hopf

Seja L um fibrado em retas holomorfo sobre uma variedade de Hopf Xf . D. Mall em

[26] mostrou que L é um fibrado flat e o grupo de Picard H1(Xf ,O∗) é isomorfo a C∗.

Portanto o fibrado L tem associado um número complexo não nulo b tendo a seguinte

18



1.2 Variedades de Hopf

relação:

Considere a representação

ρL : π1(Xf ) = Z −→ C∗

γ 7−→ ρL(γ)

onde b = ρL(1), então L é isomorfo ao quociente de W × C o fibrado em retas trivial no

recobrimento universal de Xf , pelo mapa

W × C −→ W × C

(z, v) 7−→ (f(z), bv)

Nesse caso vamos denotar L = Lb.

Seja Ωp
Xf

o feixe de germes de p-formas holomorfas em Xf , vamos denotar Ωp
Xf
⊗ Lb

simplesmente por Ωp
Xf

(Lb).

Seja Xf uma variedade de Hopf, e π : W → Xf , W = Cn \ {0}, o mapa de projeção

natural. Considere uma cobertura aberta {Ui} de Xf tal que todos os Ui são subconjuntos

de Stein, abertos e contráteis e Ũi = π−1(Ui) é a união disjunta de subconjuntos Stein

abertos {U ′ij} de W . Como π é sobrejetora, temos que Ã = {Ũi} é uma cobertura aberta

de W .

Por definição, temos que:

Ũi =
⋃
r∈Z

f r(Ui0).

Se ϕ ∈ Γ(Ui,Ω
p
Xf
⊗Lb) então ϕ̃ = π∗(ϕ) está em Γ(Ũi, π

∗(Ωp
Xf
⊗Lb)) ∼= Γ(Ũi,Ω

p
W ). Temos

portanto a sequência exata de complexos de Cěch[26]

(1.6) 0→ C.(A,Ωp
Xf

(Lb))
π∗−→ C.(Ã,Ωp

W )
bId−f∗−→ C.(Ã,Ωp

W ) −→ 0

A partir dáı derivamos a sequência exata longa de cohomologia

0 −→ H0(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb)) −→ H0(W,Ωp
W )

p0−→ H0(W,Ωp
W ) −→ H1(Xf ,Ω

p
Xf

(Lb))

−→ H1(W,Ωp
W )

p1−→ H1(W,Ωp
W ) −→ H2(Xf ,Ω

p
Xf

(Lb)) −→ . . .
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Como Hq(W,Ωp
W ) ∼= Hq(W,O(np)) e Hq(W,O) 6= 0 apenas para q = 0, n − 1 a sequência

acima se decompõe, para n > 2, nas seguintes sequências

0→ H0(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb))→ H0(W,O(np))
p0−→ H0(W,O(np))→ H1(Xf ,Ω

p
Xf

(Lb))→ 0

0→ Hn−1(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb))→ Hn−1(W,O(np))
pn−1−→ Hn−1(W,O(np))→

Hn(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb))→ 0.

Das sequências exatas acima conclui-se que:

Teorema 1.5 (Mall [26]). Se Xf uma variedade de Hopf de dimensão n ≥ 3 e Lb um

fibrado em retas holomorfo sobre Xf . Então

dimH0(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb)) = dimKer(p0)

dimH1(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb)) = dimCoker(p0)

dimHn−1(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb)) = dimKer(pn−1)

dimHn(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb)) = dimCoker(pn−1)

e dimHq(Xf ,Ω
p
Xf

(Lb)) = 0 se q 6= 0, n− 1, n.
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Caṕıtulo

2

Distribuições de codimensão um

Neste caṕıtulo, abordaremos o problema de classificar as distribuições holomorfas re-

gulares de codimensão um em variedades de Hopf . No caso bidimensional, D. Mall em [27]

resolveu completamente o problema, obtendo uma classificação completa das folheações

holomorfas em superf́ıcies de Hopf. E. Ghys em [13] estudou as folheações holomorfas

de codimensão um em espaços homogêneos complexos, e como uma consequência, ob-

teve uma caracterização das folheações holomorfas regulares de codimensão um, em uma

variedade de Hopf clássica, de dimensão n ≥ 2.

Mais precisamente Ghys obteve o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Ghys). Seja X uma variedade de Hopf clássica de dimensão n ≥ 2, F

uma folheação holomorfa regular de codimensão um em X e F̃ o pull-back de F para

Cn \ {0}, o recobrimento universal de X. Então F̃ é induzida por uma 1-forma holomorfa

ω de Cn, que é homogênea de um certo grau k, possui apenas a origem como singularidade

e ω ∧ dω = 0. Além disso, para n ≥ 3, F̃ possui integral primeira holomorfa que é um

polinômio homogêneo de grau k + 1 em Cn.

Usando a classificação de Kodaira, D. Mall em [26] mostrou que as superf́ıcies de

Hopf não admitem folheações holomorfas singulares, e classificou as folheações holomorfas

regulares em superf́ıcies de Hopf.

Teorema 2.2 (Mall). Seja X uma superf́ıcie de Hopf e F uma folheação holomorfa

regular em X induzida por um mergulho i : L → TX. Então o fibrado em retas L é

isomorfo ao fibrado em retas Lb em que b ∈ C∗ e :

21



Distribuições de codimensão um

a) Se X é genérica então b = 1, µ1 ou µ2.

b) Se X é clássica então b = µ1−l, para algum l ≥ 0, l ∈ N.

c) Se X é ressonante então b = 1, µ1, µ2 ou b = µ−l2 em que l = sr, s ≥ 1 ou l = sr − 1,

s ≥ 1.

d) Se X é Hiper-ressonante então b = 1, µ1, µ2; µ−l11 µ−l22 em que l1 = 0 e l2 = sr2 ou

l2 = sr2− 1 com s ≥ 1, ou l1 = r1− 1 e l2 = sr2 com r ≥ 0 ou l2 = sr2− 1 com s ≥ 1.

e) Se X é excepcional então b = 1 ou b = µ1.

A partir da classificação enunciada no Teorema 2.2, Mall demonstrou que toda fo-

lheação em uma superf́ıcie de Hopf possui pelo menos uma folha compacta.

Aplicaremos os métodos introduzidos por Mall em [26] e [27], para encontrar uma

classificação das distribuições holomorfas regulares em variedades de Hopf de dimensão

arbitrária. Como não existe uma classificação das variedades de Hopf de dimensão ar-

bitrária, vamos restringir nosso estudo às variedades clássicas, genéricas e intermediárias.

Seja X uma variedade de Hopf de dimensão n ≥ 3, e F uma distribuição holomorfa

de codimensão um em X, induzida por um morfismo de feixes

(2.1) 0→ Lb → Ω1
X , onde N ∗F = Lb.

Tensorizando a equação(2.1) por NF = Lb−1 , obtemos

(2.2) 0→ OX → Ω1
X ⊗ Lb−1

Um morfismo do fibrado OX em Ω1
X ⊗ Lb−1 corresponde a uma seção global

s ∈ H0(X,Ω1
X ⊗Lb−1). Portanto, se existir uma distribuição holomorfa F de codimensão

um sobre X com fibrado normal NF = Lb−1 então dimH0(M,Ω1
X ⊗ Lb−1) > 0.

O objetivo agora é obter uma condição sobre a ∈ C∗ tal que dimH0(X,Ω1
X ⊗La) > 0.
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Lema 2.3. Seja X uma variedade de Hopf clássica, genérica ou intermediária de di-

mensão n ≥ 3, e La um fibrado em retas holomorfo sobre X, com a ∈ C∗. Segue-se

que:

a) Se X é clássica então dimH0(X,Ω1
X ⊗ La) > 0 se, e somente se, a = µm, onde

m ∈ N, m ≥ 1.

b) Se X é genérica então dimH0(X,Ω1
X ⊗La) > 0 se, e somente se, a = µm1

1 µm2
2 . . . µmnn

onde mi ∈ N e existe j0 ∈ {1, . . . , n}, tal que mj0 ≥ 1.

c) Se X é intermediária então dimH0(X,Ω1
X⊗La) > 0 se, e somente se, a = µm1

1 µm2
2 . . . µmnn

com µj ∈ N para todo j = 1, . . . , n, e m1 +m2 + · · ·+mr ≥ 1 e mj ≥ 0 para j ≥ r+ 1

ou m1 +m2 + · · ·+mr ≥ 0, mj ≥ 0 para j ≥ r + 1, e existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 1.

Demonstração. De acordo com o Teorema (1.5) temos que

dim H0(X,Ω1
X(La)) = dimker(p0),

onde (p0 = aId− f ∗) : H0(W,Ω1
W )→ H0(W,Ω1

W ) e W = Cn \ {0}.

Seja ω ∈ Γ(W,Ω1
W ), então ω =

n∑
i=1

gidzi, aplicando o Teorema de Extensão de Hartogs

(cf [19], pg 48) podemos representar cada gi, 1 ≤ i ≤ n, em série de Taylor

gi(z1, z2, . . . , zn) =
∑
α∈Nn

ciαz
α1
1 zα2

2 . . . zαnn .

Então

(2.3) p0(ω) =
n∑
i=1

∑
α∈Nn

ciα(a− µα1
1 . . . µαnn µi)z

α1
1 zα2

2 . . . zαnn dzi .

Segue que

p0(ω) = 0⇔ ∀α ∈ Nn, i ∈ {1, . . . , n} temos que ciα = 0 ou a = µα1
1 . . . µαnn µi .

Se X é uma variedade de Hopf clássica, isto é, µ1 = · · · = µn = µ então

p0(ω) = 0⇔ ∀α ∈ Nn e i ∈ {1, . . . , n} temos que ciα = 0 ou a = µα1+···+αn+1.

Portanto,
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Distribuições de codimensão um

dim(kerp0) > 0⇔ a = µm com m ∈ N, m ≥ 1.

Se X é genérica, então não existe relação não trivial entre os µi’s, logo

dim(kerp0) > 0 ⇔ a = µm1
1 . . . µmnn em que µi ∈ N, mi ≥ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n} e

existe i0 ∈ {1, . . . , n} tal que mi0 ≥ 1.

Se X é uma variedade de Hopf intermediária, então µ1 = · · · = µr assim

p0(ω) = 0⇔ ∀α ∈ Nn, i ∈ {1, . . . , n} temos que ciα = 0 ou a = µα1+···+αr
1 µ

αr+1

r+1 . . . µαnn µi.

Como não existe relação entre µ1, µr+1, . . . , µn segue que

dim(ker p0) > 0 ⇔ a = µm1+···+mr
1 µ

mr+1

r+1 . . . µmnn , com m1 + · · · + mr ≥ 1 e mj ≥ 0 ∀j ≥

r + 1, ou m1 + · · ·+mr ≥ 0, mj ≥ 0 ∀ j ≥ r + 1 e existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 1.

Como consequência do Lema 2.3, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.4. Seja X uma variedade de Hopf clássica, genérica ou intermediária de

dimensão n ≥ 3, F uma distribuição holomorfa de codimensão um em X com fibrado

normal NF = Lb−1. Segue-se que:

a) Se X é clássica então b−1 = µm, com m ∈ N e m ≥ 1.

b) Se X é genérica então b−1 = µm1
1 µm2

2 . . . µmnn em que µj ∈ N para todo j = 1, . . . , n, e

µ1 + · · ·+ µn ≥ 1.

c) Se X é intermediária então b−1 = µm1
1 µm2

2 . . . µmnn em que µj ∈ N para todo

j = 1, . . . , n, e m1+m2+· · ·+mr ≥ 1, mj ≥ 0 para j ≥ r+1 ou m1+m2+· · ·+mr ≥ 0

e mj ≥ 0 para todo j ≥ r + 1 e existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 1.

Agora, usamos o resultado anterior para classificar as distribuições de codimensão um

em variedades de Hopf.

Teorema 2.5. Seja X uma variedade de Hopf clássica, genérica ou intermediária de

dimensão n ≥ 3, F uma distribuição holomorfa regular de codimensão um em X de-

terminada por um mergulho i : Lb → Ω1
X , em que N ∗F = Lb e F̃ o pull-back de F para

Cn \ {0}. Segue-se que:
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a) Se X é clássica então b = µ−m com m ∈ N e m ≥ 1.

Nesse caso, F̃ é induzida por uma 1-forma ω = g1dz1 + · · · + gndzn onde g′is são

polinômios homogêneos de mesmo grau m− 1, sem zeros em comum em Cn \ {0}.

b) Se X é genérica então b = µ−1
j para algum j = 1, 2, . . . , n.

Nesse caso, F̃ é induzida por uma 1-forma ω = dzj.

c) Se X é intermediária então b = µ−1
j para algum j = 1, r + 1, r + 2, . . . , n.

Nesse caso, F̃ é induzida por uma 1-forma ω = c1dz1 + · · ·+ crdzr com algum ci 6= 0,

quando j = 1, e ω = dzj se j ≥ r + 1.

Demonstração. O mergulho i : Lb → Ω1
X , fornece uma seção s ∈ H0(X,Ω1

X ⊗ Lb−1),

sem zeros em X. Por outro lado, sabemos também que

Ω1
X ⊗ Lb−1

∼=
W × Cn

f × A−1b−1
,

onde

W = Cn \ {0} e A−1b−1 =


µ−1

1 b−1 0 . . . 0

0 µ−1
2 b−1 0 . . .

. . . . . . . . . 0

0 0 . . . µ−1
n b−1


.

Temos então uma seção que não se anula s ∈ H0(X,Ω1
X ⊗ Lb−1) que corresponde a

uma seção que não se anula s̃ ∈ H0(W,OnW ), digamos s̃ = (g1, . . . , gn), onde gi ∈ OW e

(2.4) gk(µ1z1, . . . , µnzn) = µ−1
k b−1gk(z1, . . . , zn) para todo k = 1, . . . , n.

O Teorema de Extensão de Hartog implica que cada gk pode ser estendida para uma

função holomorfa em Cn e que portanto pode ser representada por uma série de Taylor

gk(z1, . . . , zn) =
∑
α∈Nn

ckαz
α1
1 . . . zαnn em que α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn .
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Distribuições de codimensão um

Assim a equação (2.4) implica que para cada k = 1, . . . , n temos

(2.5) ckαµ
α1
1 µ

α2
2 . . . µαnn = ckαµ

−1
k b−1, em que α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.

A partir de agora vamos considerar separadamente cada caso, clássico, genérico e

intermediário.

Caso Clássico:

Quando X é uma variedade de Hopf clássica, temos pelo Teorema 2.4 que b−1 = µm

com m ≥ 1. Fazendo µ1 = · · · = µn = µ na equação (2.5) temos que para cada k =

1, . . . , n

(2.6) ckαµ
|α| = ckαµ

−1µm em que |α| = α1 + · · ·+ αn.

Então para cada α ∈ Nn em que ckα 6= 0 temos

µ|α| = µm−1 ⇒ |α| = m− 1.

Então para cada k = 1, . . . , n, a função gk é da forma

gk(z1, . . . , zn) =
∑

α1+···+αr=m−1

ckαz
α1
1 . . . zαnr .

Portanto os g′is devem ser polinômios homogêneos de mesmo grau m− 1 ≥ 0, sem zeros

em comum em W .

Caso Genérico:

Se X é uma variedade de Hopf genérica, pelo Teorema 2.4 temos que

b−1 = µm1
1 µm2

2 . . . µmnn em que µj ∈ N, µj ≥ 0 para todo j ∈ {1, . . . , n}(2.7)

e existe j0 ∈ {1, . . . , n} tal que mj0 ≥ 1.

Substituindo a igualdade (2.7) na equação (2.5) obtemos

ckαµ
α1
1 µ

α2
2 . . . µαnn = ckαµ

−1
k µm1

1 µm2
2 . . . µmnn , onde α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.
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Como estamos tratando do caso genérico, temos que para cada k e α ∈ Nn com ckα 6= 0,

necessariamente αj = mj, se j 6= k, e αk = mk − 1.

Assim, para cada k = 1, . . . , n

(2.8) gk(z1, . . . , zn) = ckzm1
1 zm2

2 . . . zmk−1
k . . . zmnn .

Sabemos que mj0 ≥ 1 para algum j0 = 1, . . . , n, e que mj ≥ 0 para todo j = 1, . . . , n. Sem

perda de generalidade podemos supor que m1 ≥ 1. Agora analisaremos as possibilidades

que temos para os g′is, tais que eles não se anulem simultaneamente em W .

Suponhamos que algum µj ≥ 2, nesse caso todos os g′is seriam nulos em

(z1, . . . , zj−1, 0, zj+1, . . . , zn). Como estamos considerando distribuições regulares temos

que mj ∈ {0, 1} para todo j = 1, . . . , n. Suponhamos que mj1 = 1 para algum j1 6= 1.

Então teŕıamos que em (0, z2, . . . , zj1−1, 0, zj1+1, . . . , zn) as g′is seriam todas nulas, portanto

mj = 0 para j 6= 1. Assim g1(z1, . . . , zn) = c1 e gj(z1, . . . , zn) = 0 para todo 2 ≤ j ≤ n,

onde c1 é um número complexo não nulo.

No caso geral, temos que se ml = 1 então gl = cl e gj = 0 para j 6= l, onde cl é um

número complexo não nulo. Portanto b−1 = µl para algum l = 1, . . . , n e a distribuição é

induzida por uma 1-forma constante do tipo ω = dzl.

Caso intermediário:

Nesse caso, temos que

• µ1 = µ2 = µ3 = · · · = µr, 0 < |µ1| ≤ |µr+1| ≤ · · · ≤ |µn| < 1 em que 2 ≤ r ≤ n− 1.

• Não existe relação não trivial entre os µ′is da forma
∏
i∈A

µrii =
∏
j∈B

µ
rj
j , ri, rj ∈ N,

A ∩B = ∅, A ∪B = {1, r + 1, . . . , n}.

Consideraremos inicialmente 2 ≤ r ≤ n− 2.

Nesse caso, de acordo com o Teorema 2.4 temos que b−1 = µm1
1 µm2

2 . . . µmnn com

m1 +m2 + · · ·+mr ≥ 1 e mj ≥ 0 para j ≥ r + 1 ou m1 +m2 + · · ·+mr ≥ 0 e mj ≥ 0

para todo j ≥ r + 1 e existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 1.

Primeiro suponhamos que b−1 = µm1
1 µm2

2 . . . µmnn com m1 +m2 + · · ·+mr ≥ 1 e mj ≥ 0
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Distribuições de codimensão um

para j ≥ r + 1, substituindo na equação (2.5) obtemos

ckαµ
α1+···+αr
1 µ

αr+1

r+1 . . . µαnn = ckαµ
−1
k µm1+···+mr

1 µ
mr+1

r+1 . . . µmnn , onde α = (α1, α2, . . . , αn).

Portanto, para k = 1, . . . , r,

gk(z1, . . . , zn) =
∑
α

ckαz
α1
1 . . . zαrr z

mr+1

r+1 . . . zmnn em que α1 + · · ·+αr = m1 + · · ·+mr−1 ≥ 0

e para k = r + 1, . . . , n,

gk(z1, . . . , zn) =
∑
α

ckαz
α1
1 . . . zαrr z

mr+1

r+1 . . . zmk−1
k . . . zmnn em que α1+· · ·+αr = m1+· · ·+mr ≥ 1.

Para que todos os g′is não sejam nulos em (0, . . . , 0, zr+1, . . . , zn), devemos ter que

m1 +m2 + · · ·+mr = 1. Então para k = 1, . . . , r,

gk(z1, . . . , zn) = ckz
mr+1

r+1 . . . zmnn

e para k = r + 1, . . . , n,

gk(z1, . . . , zn) = z
mr+1

r+1 . . . zmk−1
k . . . zmnn

r∑
i=1

cki zi,

não podemos ter mj > 1 para j > r, pois os g′is seriam todos nulos nos pontos da forma

(z1, . . . , zj−1, 0, zj+1, . . . , zn). Assim mj ∈ {0, 1} para todo j = r + 1, . . . , n.

Novamente, para que os g′is não sejam identicamente nulos em

(0, . . . , 0, zr+1, . . . , zj−1, 0, zj+1, . . . , zn) devemos ter que mj = 0 para j = r + 1, . . . , n.

Temos portanto que

gk(z1, . . . , zn) = ck para k = 1, . . . , r e (c1, . . . , ck) 6= (0, 0, . . . , 0) e gk(z1, . . . , zn) = 0

para k = r + 1, . . . , n.

Nesse caso a distribuição é induzida por uma 1-forma ω = c1dz1 + · · ·+ crdzr, e

b−1 = µ1 = · · · = µr.

Suponha agora a outra possibilidade, ou seja, m1 +m2 + · · ·+mr ≥ 0 e mj ≥ 0 para
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j ≥ r + 1, e existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 1.

Como no caso anterior, devemos ter que mj ∈ {0, 1} para todo j = r + 1, . . . , n.

Sabemos então que mj0 = 1 com j0 ≥ r+ 1, suponha que exista um outro j1 ≥ r+ 1 com

mj1 = 1, nesse caso teŕıamos que g′is seriam todos nulos quando zj0 = zj1 = 0, portanto

para evitar isso devemos ter mj0 = 1 e mj = 0 para j ≥ r + 1 e j 6= j0 .

Assim, para k = 1, . . . , r, temos que gk é da forma:

gk(z1, . . . , zn) = zj0
∑
α

ckαz
α1
1 . . . zαrr em que α1 + · · ·+ αr = m1 + · · ·+mr − 1 ≥ −1,

e para k = r + 1, . . . , n temos que

gk(z1, . . . , zn) = zj0z
−1
k

∑
α

ckαz
α1
1 . . . zαrr em que α1 + · · ·+ αr = m1 + · · ·+mr ≥ 0.

Se m1 + · · · + mr > 1 então todos g′is serão nulos em z1 = · · · = zr = 0. Assim

m1 + · · ·+mr ∈ {0, 1}.

Se m1 +· · ·+mr = 0 então gj = 0 para todo j 6= j0 e gj0 = cj0 onde cj0 é uma constante

não nula. Nesse caso a distribuição é dada por uma 1-forma ω = dzj0 e b−1 = µj0 .

Se m1 + · · ·+mr = 1 então gk = zj0c
k para k = 1, . . . , r, gj = 0 para j ≥ r + 1,

j 6= j0 e gj0 =
r∑
i=0

cj0i zi, nesse caso as funções g′is se anulam simultaneamente em

z1 = · · · = zr = zj0 = 0, e nesse caso não temos distribuição não singular.

Temos portanto, que no caso em que X é uma variedade de Hopf intermediária, com

2 ≤ r ≤ n − 2, a distribuição é induzida por uma 1-forma ω = c1dz1 + · · · + crdzr com

algum ci 6= 0∀ i = 1, . . . , r, e b−1 = µ1 = · · · = µr ou ω = dzj0 com b−1 = µj0 , para algum

j0 > r.

Vamos analisar agora o caso intermediário com r = n− 1.

Nesse caso, para cada k = 1, . . . , n− 1, gk é da forma:

gk(z1, . . . , zn) = zmnn
∑
α

ckαz
α1
1 . . . z

αn−1

n−1 em que α1 + · · ·+ αn−1 = m1 + · · ·+mn−1 − 1,

e para k = n temos

gn(z1, . . . , zn) = zmn−1
n

∑
α

cnαz
α1
1 . . . z

αn−1

n−1 . em que α1 + · · ·+ αn−1 = m1 + · · ·+mn−1.
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Distribuições de codimensão um

Temos duas possibilidades, m1 + · · · + mn−1 ≥ 1 e mn ≥ 0 ou m1 + · · · + mn−1 ≥ 0 e

mn ≥ 1.

Na primeira possibilidade, para que todos os g′is não se anulem em (0, . . . , 0, zn) deve-

mos ter m1 + · · ·+mn−1 = 1, assim

gk(z1, . . . , zn) = ckzmnn para k = 1, . . . , n− 1,

e para k = n temos

gn(z1, . . . , zn) = zmn−1
n

n−1∑
i=1

cni zi

Para que todos os g′is não sejam nulos em zn = 0 devemos ter mn ∈ {0, 1}.

Se mn = 0 então

gk(z1, . . . , zn) = ck para k = 1, . . . , n− 1, e gn(z1, . . . , zn) = 0.

Nesse caso a distribuição é induzida por uma 1-forma ω = c1dz1 + · · · + cn−1dzn−1 com

algum cj 6= 0, e b−1 = µ1 = · · · = µn−1.

Se mn = 1 então

gk(z1, . . . , zn) = ckzn para k = 1, . . . , n− 1, e gn(z1, . . . , zn) =
n−1∑
i=1

cni zi.(2.9)

Como o hiperplano {zn = 0} sempre intercepta o hiperplano {gn(z1, . . . zn) =
n−1∑
i=1

cni zi = 0}

em W , temos que os g′is da equação (2.9) não são coeficientes de uma 1-forma que define

uma distribuição regular.

Vamos agora a outra possibilidade, m1 + · · ·+mn−1 ≥ 0 e mn ≥ 1.

De forma análoga aos casos anteriores, não podemos ter mn > 1 nem m1 + · · ·+mn−1 > 1.

Assim mn = 1 e m1 + · · ·+mn−1 ∈ {0, 1}.

Sem1+· · ·+mn−1 = 0 então gk(z1, . . . , zn) = 0 para = 1, . . . , n−1 e gn(z1, . . . , zn) = cn,

assim a distribuição é induzida por ω = dzn e b−1 = µn.

Se m1 + · · ·+mn−1 = 1 então gk(z1, . . . , zn) = ckzn para = 1, . . . , n− 1 e

gn(z1, . . . , zn) =
n−1∑
i=1

cni zi, nesse caso não temos distribuição não singular pois zn sempre

tem zeros em comum com gn(z1, . . . zn) =
n−1∑
i=1

cni zi em W .
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Portanto, se X é intermediária com r = n−1 então a distribuição é induzida por uma

1-forma ω = c1dz1 + · · · + cn−1dzn−1 com algum cj 6= 0, e temos b−1 = µ1 = · · · = µn−1,

ou a distribuição é induzida por ω = dzn e b−1 = µn.

O Teorema 2.5 classifica todas as distribuições holomorfas regulares de codimensão

um em variedades de Hopf clássicas, genéricas e intermediárias de dimensão pelo menos

três. Observamos que no caso das variedades de Hopf genéricas ou intermediárias, toda

distribuição é induzida por uma 1-forma ω de Cn \ {0} que é fechada, isto é, dω = 0.

Em particular ω satisfaz a condição de integrabilidade ω ∧ dω = 0 trivialmente. Temos

portanto o seguinte corolário:

Corolário 2.1. Toda distribuição holomorfa regular, de codimensão um, em uma varie-

dade de Hopf genérica ou intermediária, de dimensão n ≥ 2 é integrável.

Quando X é uma variedade de Hopf clássica, o Corolário 2.1 não se verifica.

Exemplo 2.1. Seja X = C3−{0}
<µ>

uma variedade de Hopf clássica de dimensão 3, onde

µ ∈ C∗, |µ| < 1. Considere a 1-forma ω = ypdx + xpdy + zpdz de C3, em que p ∈ N∗.

Pelo Teorema 2.5, ω induz uma distribuição holomorfa regular de codimensão um em X,

mas uma conta direta mostra que ω ∧ dω 6= 0, e que portanto ω não induz uma folheação

holomorfa de codimensão um em X.

Quando exigimos a integrabilidade da distribuição, isto é, que ela defina uma folheação

holomorfa, teremos que tal distribuição tem integral primeira holomorfa.

Proposição 2.1. Seja X uma variedade de Hopf genérica, clássica ou intermediária, de

dimensão n ≥ 3, e F uma folheação holomorfa regular de codimensão um em X, induzida

por uma 1-forma holomorfa ω de Cn. Então F tem integral primeira holomorfa.

Demonstração. Se X for genérica ou intermediária, então pelo Teorema 2.5 ω = dg

onde g é um polinômio linear. No caso clássico, como F é uma folheação holomorfa,

temos que ω satisfaz a condição de integrabilidade ω ∧ dω = 0. Além disso, como n ≥ 3
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e F não possui singularidades, podemos aplicar o Teorema de Malgrange-Frobenius 1.1 e

concluir que existem g e h polinômios homogêneos em Cn tais que g(0) 6= 0 e ω = gdh.

Observamos que no caso em que X é uma variedade de Hopf clássica de dimensão

n ≥ 3, o Teorema 2.5 junto com o item b) do Corolário 2.1 recuperam o Teorema 2.1 de

E. Ghys[13].

O próximo resultado caracteriza as distribuições holomorfas (singulares ou não) de

codimensão um em variedades de Hopf genéricas de dimensão n ≥ 3.

Teorema 2.6. Toda distribuição holomorfa (possivelmente singular) de codimensão um

em uma variedade de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3, é definida por uma 1-forma

monomial integrável.

Demonstração. De fato, a equação (2.8) mostra que toda distribuição holomorfa de

codimensão um em uma variedade de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3 é definida por

uma 1-forma

ω =
n∑
i=1

gidzi em que gi(z1, . . . , zn) = cizm1
1 zm2

2 . . . zmi−1
i . . . zmnn , com mj ≥ 0,

mj ∈ N para todo j ∈ {1, . . . , n} e existe j0 ∈ {1, . . . , n} tal que mj0 ≥ 1.

Então

dω =
n∑

i,j=1

cimjz
m1
1 zm2

2 . . . zmi−1
i . . . z

mj−1
j . . . zmnn dzj ∧ dzi

Denotando

νijk = cimjck = ckmjci = νkji e zijk = z2m1
1 z2m2

2 . . . z2mk−1
k . . . z

2mj−1
j . . . z2mi−1

i . . . z2mn
n

temos que

w ∧ dw =
n∑

i,j,k=1

νijkzijkdzk ∧ dzj ∧ dzi =∑
k<j<i

(νkji − νkij − νjki + νjik − νijk + νikj)zijkdzk ∧ dzj ∧ dzi = 0

32



Aplicaremos o Teorema 2.6 para obtermos uma descrição do conjunto singular de uma

distribuição holomorfa de codimensão um em uma variedade de Hopf genérica.

Corolário 2.2. Seja X uma variedade de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3 e F é uma

folheação holomorfa de codimensão um em X. Então Sing(F) = ∅ ou Sing(F) é uma

união de subvariedades de Hopf.

O Corolário 2.2 mostra o conjunto singular de uma folheação holomorfa singular de

codimensão um em uma variedade de Hopf genérica tem dimensão positiva e é uma

variedade de Hopf. No Caṕıtulo 3, veremos que um resultado análogo é válido para

folheações holomorfas de dimensão um em variedades de Hopf genéricas. No caṕıtulo 4,

mostramos que toda distribuição holomorfa singular de dimensão um ou de codimensão

um em uma variedade de Hopf arbitrária tem conjunto singular de dimensão positiva.
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Caṕıtulo

3

Folheações de dimensão um

No Caṕıtulo 2, classificamos as distribuições holomorfas regulares de codimensão um

em uma variedade de Hopf. Agora, abordaremos o mesmo problema para as folheações

holomorfas regulares de dimensão um. No caso de uma variedade de Hopf de dimensão

dois, como vimos no Capitulo 2, Mall em [27] classificou todas as folheações holomorfas

regulares posśıveis em uma superf́ıcie de Hopf arbitrária. Neste caṕıtulo, focaremos nosso

estudo nas folheações regulares de dimensão um, em variedades de Hopf de dimensão

n ≥ 3, do tipo clássica, genérica e intermediária.

Uma folheação holomorfa regular F de dimensão um, em uma variedade complexa X

é definida por um fibrado em retas holomorfo L = TF sobre X e um mergulho holomorfo

i : TF → TX, em que TX denota o fibrado tangente de X.

No caso de uma variedade de Hopf, temos que todo fibrado em retas L é isomorfo

a um fibrado L = Lb onde b ∈ C∗. Assim um mergulho Lb → TX fornece uma seção

que não se anula s ∈ H0(X,TX ⊗ Lb−1). Portanto, para que exista uma folheação F de

dimensão um com TF = Lb é necessário que dimH0(X,TX ⊗ Lb−1) > 0.

Seja X uma variedade de Hopf diagonal de dimensão n ≥ 3, associada a uma contração

f(z1, . . . , zn) = (µ1z1, . . . , µnzn) de Cn \{0}. Nesse caso temos que o fibrado tangente TX

é isomorfo a Lµ1 ⊕ · · · ⊕ Lµn . Assim temos que o fibrado canônico

KX
∼= (Lµ1 ⊗ Lµ2 ⊗ · · · ⊗ Lµn)∗ ∼= (Lµ1µ2...µn)∗ ∼= Lµ−1

1 µ−1
2 ...µ−1

n
.

Seja La um fibrado em retas holomorfo sobre X, e a ∈ C∗. O objetivo é encontrarmos
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Folheações de dimensão um

uma condição sobre a tal que dimH0(X,TX ⊗ La) > 0.

Aplicando a Dualidade de Serre(cf [16], pg 277) temos que:

Hq(X,TX ⊗ La) ∼= Hn−q(X,KX ⊗ (TX ⊗ La)∗)∗ ∼=

Hn−q(X,Ω1
X ⊗ Lµ−1

1 µ−1
2 ...µ−1

n a−1)∗ ∼= Hq(X,Ωn−1
X ⊗ Lµ1µ2...µna).

Sendo assim, se q = 0 então

(3.1) dimH0(X,TX ⊗ La) > 0 se, e somente se, dimH0(X,Ωn−1
X ⊗ Lµ1µ2...µna) > 0

Precisamos então do seguinte lema:

Lema 3.1. Seja X uma variedade de Hopf clássica, genérica ou intermediária de di-

mensão n ≥ 3, e Lu um fibrado em retas holomorfo sobre X, com u ∈ C∗. Segue que:

a) Se X é clássica então dimH0(X,Ωn−1
X ⊗ Lu) > 0 se, e somente se, u = µm, com

m ∈ N, m ≥ n− 1.

b) Se X é genérica então dimH0(X,Ωn−1
X ⊗Lu) > 0 se, e somente se, u = µm1

1 µm2
2 . . . µmnn

em que µj ∈ N, existe j0 ∈ {1, . . . , n}, tal que µj0 ≥ 0, e µj ≥ 1 para todo j ∈

{1, . . . , n} \ {j0}.

c) Se X é intermediária então dimH0(X,Ωn−1
X ⊗Lu) > 0 se, e somente se, u = µm1 µ

mr+1

r+1 . . . µmnn ,

com m ≥ r − 1 e mj ≥ 1 pra todo j ≥ r + 1 ou m ≥ r, existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 0

e mj ≥ 1 para todo j ∈ {r + 1, r + 2, . . . , n} \ {j0}.

Demonstração. Pela Teorema 1.5 temos que dimH0(X,Ωn−1
X ⊗ Lu) = dim(ker p0),

onde:

p0 : H0(W,Ωn−1
W ) −→ H0(W,Ωn−1

W ), p0 = uId− f ∗ e W = Cn \ {0}.

Seja ω ∈ Γ(W,Ωn−1
W ), então ω =

n∑
i=1

gidz1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn, onde pelo Teorema de

Extensão de Hartogs cada gi pode ser representada por uma série de Taylor

gi(z1, z2, . . . , zn) =
∑
α∈Nn

ciαz
α1
1 zα2

2 . . . zαnn , para todo i = 1, . . . , n.
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Assim

(3.2)

p0(ω) =
n∑
i=1

∑
α∈Nn

ciα(u− µα1+1
1 µα2+1

2 . . . µαn+1
n µ−1

i )zα1
1 zα2

2 . . . zαnn dz1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn.

Consideraremos primeiro o caso clássico.

Nesse caso, µ1 = · · · = µn = µ e

p0(ω) =
n∑
i=1

∑
α∈Nn

ciα(u− µα1+···+αn+n−1)zα1
1 zα2

2 . . . zαnn dz1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn.

Assim dim(ker p0) > 0 se, e somente se, u = µm, para algum m ∈ N, m ≥ n− 1.

No caso genérico, como os µ′is não admitem relação não trivial, temos pela equação

(3.2) que dim(ker p0) > 0 se, e somente se, u = µm1
1 µm2

2 . . . µmnn em que µj ∈ N, existe j0

tal que µj0 ≥ 0 e µj ≥ 1∀j ∈ {1, . . . , n} \ {j0}.

No caso intermediário, temos que µ1 = · · · = µr = µ, assim

p0(ω) =
n∑
i=1

∑
α∈Nn

ciα(u−µα1+···+αr+rµαr+1
r+1 . . . µαn+1

n µ−1
i )zα1

1 zα2
2 . . . zαnn dz1∧· · ·∧d̂zi∧· · ·∧dzn.

Como µ, µr+1, . . . , µn não admitem relação não trivial, temos que dim(ker p0) > 0 se,

e somente se, u = µmµ
mr+1

r+1 . . . µmnn , com m ≥ r − 1 e mj ≥ 1 pra todo j ≥ r + 1, ou

u = µm1 µ
mr+1

r+1 . . . µmnn , com m ≥ r, existe j0 ≥ r + 1 com mj0 ≥ 0 e mj ≥ 1 pra todo

j ∈ {r + 1, r + 2, . . . , n} \ {j0}

Como consequência do Lema 3.1 temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja X como no Lema 3.1 e La um fibrado em retas holomorfo sobre X.

Segue que:

a) Se X é clássica então dimH0(X,TX ⊗ La) > 0 se, e somente se, a = µd, em que

d ≥ −1, d ∈ N.

b) Se X é genérica então dimH0(X,TX⊗La) > 0 se, e somente se, a = µd11 µ
d2
2 . . . µdnn em

que existe j0 ∈ {1, 2, . . . , n} com dj0 ≥ −1, e dj ≥ 0 para todo j ∈ {1, 2, . . . , n} \ {j0}.
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c) Se X é intermediária então dimH0(X,TX⊗La) > 0 se, e somente se, a = µdµ
dr+1

r+1 . . . µ
dn
n

em que d ≥ −1 e dj ≥ 0 para j ≥ r + 1 ou d ≥ 0, existe j0 ≥ r + 1 com dj0 ≥ −1 e

dj ≥ 0 para todo j ∈ {r + 1, r + 2, . . . , n} \ {j0}.

Demonstração. Pela equação (3.1) temos que dimH0(X,TX⊗La) > 0 se, e somente se,

dimH0(X,Ωn−1
X ⊗ Lµ1µ2...µna) > 0. Portanto para obtermos o resultado basta aplicarmos

o Lema 3.1 a u = µ1µ2 . . . µna.

Aplicaremos o resultado anterior para obtermos uma classificação das folheações de

dimensão um em variedades de Hopf clássicas, genéricas e intermediárias.

Teorema 3.3. Seja X uma variedade de Hopf clássica, genérica ou intermediária de

dimensão n ≥ 3, F uma folheação holomorfa regular de dimensão um em X, determinada

por um mergulho Lb → TX, e F̃ o pull-back de F para o recobrimento universal Cn \{0}.

Segue que:

a) Se X é clássica então b = µ−d com d ≥ −1, d ∈ N.

Nesse caso, a folheação F̃ é induzida por um campo polinomial da forma g1
∂
∂z1

+ · · ·+ gn
∂
∂zn

,

onde os g′is são polinômios homogêneos de grau d + 1, tendo 0 ∈ Cn como única sin-

gularidade.

b) Se X é genérica então b = 1, µ1, µ2, . . . , µn.

Nesse caso, a folheação F̃ é induzida por um campo da forma

v = c1z1
∂
∂z1

+ · · ·+ cnzn
∂
∂zn

com cj 6= 0 ∀ j = 1, . . . , n quando b = 1,

ou v = ∂
∂zj0

quando b = µj0.

c) Se X é intermediária então b = 1, µ1, µr+1, µr+2, . . . , µn.

Nesse caso, quando b = µ1 a folheação F̃ é induzida por v = c1 ∂
∂z1

+ · · ·+ cr ∂
∂zr

com

algum cj 6= 0, quando b = 1 então

v =
r∑
j=1

gj
∂
∂zj

+
n∑

k=r+1

ckzk
∂
∂zk

onde gj =
r∑
i=1

cjizi para 1 ≤ j ≤ r, det(cji ) 6= 0 e

cr+1cr+2 . . . cn 6= 0, e quando b = µj0 com j0 ≥ r + 1 então v = ∂
∂zj0

.
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Demonstração. A folheação F é definida por um fibrado em retas TF = Lb e um

mergulho i de Lb em TX, o fibrado tangente de X. O mergulho i : Lb → TX, fornece

uma seção que não se anula s ∈ H0(X,TX ⊗ L∗b) = H0(X,TX ⊗ Lb−1).

Por outro lado, sabemos também que TX ⊗ Lb−1
∼=

W × Cn

f × Ab−1
, em que

W = Cn \ {0} e Ab−1 =


µ1b
−1 0 . . . 0

0 µ2b
−1 0 . . .

. . . . . . . . . 0

0 0 . . . µnb
−1


.

Temos então que uma seção que não se anula s ∈ H0(X,TX ⊗ Lb−1) corresponde a

uma seção que não se anula s̃ ∈ H0(W,OnW ), digamos s̃ = (g1, . . . , gn), onde gi ∈ OW

satisfazendo:

gk(µ1z1, . . . , µnzn) = µkb
−1gk(z1, . . . , zn) para todo k = 1, . . . , n.

O Teorema de Extensão de Hartogs implica que podemos representar s̃ por n séries

de Taylor

gk(z1, . . . , zn) =
∑
ckαz

α , α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn, k = 1, 2, . . . , n.

Assim para todo k = 1, . . . , n

(3.3) ckαµ
α1
1 µ

α2
2 . . . µαnn = ckαµkb

−1, onde α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.

Consideraremos separadamente os casos clássico, genérico e intermediário.

Caso Clássico:.

QuandoX é uma variedade de Hopf clássica, temos por definição que µ1 = · · · = µn = µ

e pelo Teorema 3.2 b−1 = µd com d ≥ −1. Então a equação (3.3) fica

ckαµ
α1+···+αn = ckαµ

d+1, onde α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.
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Assim, para cada k, se α ∈ Nn é tal que ckα 6= 0 temos

µα1+α2+···+αn = µd+1 com d ≥ −1.

Portanto α1 + α2 + · · ·+ αn = d+ 1 ≥ 0.

Isso mostra que cada gk é um polinônio homogêneo de grau d + 1 ≥ 0. Assim a

folheação F̃ é induzida por um campo polinomial g1
∂
∂z1

+ · · · + gn
∂
∂zn

onde os g′is são

polinômios homogêneos de um certo grau d + 1 ≥ 0, sem zeros em comum em W , e

b = µ−d com d ∈ N, d ≥ −1.

Caso Genérico:

QuandoX é uma variedade de Hopf genérica, temos pelo Teorema 3.2 que b−1 = µd11 µ
d2
2 . . . µdnn

tais que existe dj0 ≥ −1 e dj ≥ 0 para j ∈ {1, 2, . . . , n} \ {j0}.

Substituindo na equação (3.3) temos que

(3.4) ckαµ
α1
1 µ

α2
2 . . . µαnn = ckαµkµ

d1
1 µ

d2
2 . . . µdnn , onde α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.

Como estamos no caso genérico, temos que se α ∈ Nn é tal que ckα 6= 0, então αj = dj

para j 6= k e αk = dk + 1. Logo para cada k = 1, . . . , n temos que:

(3.5) gk(z1, . . . , zn) = ckzd11 . . . zdk+1
k . . . zdnn .

Observe que se algum dj > 0, então todos os g′is seriam nulos em zj = 0, assim dj = 0

para todo j 6= j0 e dj0 ∈ {−1, 0}. Assim para cada k = 1, . . . , n

gk(z1, . . . , zn) = ckzkz
dj0
j0
.

Se dj0 = −1 então gj = 0 para todo j 6= j0, gj0 = cj0 , com cj0 uma constante não nula,

e b = µj0 . Nesse caso a folheação F̃ é induzida por um campo da forma v = ∂
∂zj0

.

Se dj0 = 0 então gj = cjzj onde os cj’s são constantes não nulas, para todo j = 1, . . . , n,

b = 1 e F̃ é induzida por um campo da forma v = c1z1
∂
∂z1

+ · · ·+ cnzn
∂
∂zn

com cj 6= 0

∀ j = 1, . . . , n.

Caso Intermediário:
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No caso intermediário, denotando µ1 = · · · = µr por µ, deduzimos pelo Teorema 3.2

que

b−1 = µdµ
dr+1

r+1 . . . µ
dn
n em que d ≥ −1 e dj ≥ 0 para j ≥ r + 1 ou d ≥ 0,(3.6)

existe j0 ≥ r + 1 com dj0 ≥ −1 e dj ≥ 0 para todo j ∈ {r + 1, r + 2, . . . , n} \ {j0}.

Pela equação (3.3), para cada k = 1, . . . , n e α ∈ Nn tal que ckα 6= 0 temos que

µα1+α2+···+αrµ
αr+1

r+1 . . . µαnn = µkµ
dµ

dr+1

r+1 . . . µ
dn
n .

Como µ, µr+1, . . . , µn não tem relação, exceto a trivial, podemos escrever

gk = z
dr+1

r+1 z
dr+2

r+2 . . . zdnn
∑
α∈Nr

ckαz
α1
1 . . . zαrr com |α| = d+ 1 para 1 ≤ k ≤ r,(3.7)

gk = z
dr+1

r+1 z
dr+2

r+2 . . . zdk+1
k . . . zdnn

∑
α∈Nr

ckαz
α1
1 . . . zαrr com |α| = d para r + 1 ≤ k ≤ n.(3.8)

De acordo com a equação (3.6) temos dois casos a considerar:

1o) d ≥ −1 e dj ≥ 0 para todo j ≥ r + 1.

Como queremos folheação sem singularidades, de acordo com as equações (3.7) e (3.8)

devemor ter dj = 0 para todo j ≥ r + 1.

Portanto para 1 ≤ k ≤ r

gk =
∑
α∈Nr

ckαz
α1
1 . . . zαrr com |α| = d+ 1

e para r + 1 ≤ k ≤ n temos

gk = zk
∑
α∈Nr

ckαz
α1
1 . . . zαrr com |α| = d.

Se d = −1, então gk = ck para k = 1, . . . , r, onde ck = ck(0,...,0), e gk = 0 para

k = r + 1, . . . , n. Assim a folheação F̃ é induzida por um campo v = c1 ∂
∂z1

+ · · · + cr ∂
∂zr

com algum cj 6= 0.

Se d = 0 então nós temos

gk =
n∑
i=1

cki zi para 1 ≤ k ≤ r, onde cki = ckα com αi = 1 e αj = 0 para j 6= i
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gk = ck0zk para r + 1 ≤ k ≤ n.

Para que a folheação seja regular é necessário que det(cki ) 6= 0 e cr+1cr+2 . . . cn 6= 0.

Nesse caso, a folheação F̃ é induzida por um campo da forma

v = g1
∂
∂z1

+ · · ·+ gr
∂
∂zr

+ cr+1zr+1
∂

∂zr+1
+ · · ·+ cnzn

∂
∂zn

.

Agora, se d ≥ 1, então todos os gk’s seriam nulos em z1 = · · · = zr = 0 e não teŕıamos

folheação regular.

Vamos considerar agora a segunda possibilidade

2o) d ≥ 0 e dj ≥ 0 e existe dj0 ≥ −1.

Novamente pelas equações (3.7) e (3.8) para que a folheação seja regular, devemos

ter d = 0 e não existe j ≥ r + 1 com dj ≥ 1 ou seja, dj = 0 para j ≥ r + 1, j 6= j0 e

dj0 ∈ {−1, 0}. Então

gk = z
dj0
j0

n∑
i=1

cki zi para 1 ≤ k ≤ r

e

gk = ckzkz
dj0
j0

para r + 1 ≤ k ≤ n.

Se dj0 = −1 então gk = 0 para todo k 6= j0 e gj0 = cj0 com cj0 6= 0. Nesse caso, a folheação

F̃ é induzida por um campo v = ∂
∂zj0

.

Se dj0 = 0 então temos:

gk =
n∑
i=1

cki zi para 1 ≤ k ≤ r

e

gk = ckzk para r + 1 ≤ k ≤ n.

Afim de que não tenhamos singularidades devemos ter que det(cki ) 6= 0 e

cr+1cr+2 . . . cn 6= 0. Nesse caso a folheação F̃ é induzida por um campo da forma

v = g1
∂

∂z1

+ · · ·+ gr
∂

∂zr
+ cr+1zr+1

∂

∂zr+1

+ · · ·+ cnzn
∂

∂zn
.
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O próximo resultado caracteriza as folheações holomorfas(singulares ou não) de di-

mensão um em uma variedade de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3.

Teorema 3.4. Toda folheação holomorfa (possivelmente singular) de dimensão um em

uma variedade de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3 é definida por um campo de vetores

monomial.

Demonstração. De fato, a equação (3.5) mostra que os coeficientes de um campo

v = g1
∂
∂z1

+· · ·+gn ∂
∂zn

em Cn induzindo uma folheação de dimensão um em uma variedade

de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3 é da forma

(3.9) gk(z1, . . . , zn) = ckzd11 . . . zdk+1
k . . . zdnn

tais que existe dj0 ≥ −1 e dj ≥ 0 para j ∈ {1, 2, . . . , n} \ {j0}

Como consequência do Teorema 3.4 obtemos uma caracterização do conjunto singular

de uma folheação de dimensão um em uma variedade de Hopf genérica.

Corolário 3.1. Seja X uma variedade de Hopf genérica de dimensão n ≥ 3 e F uma

folheação holomorfa de dimensão um em X. Então Sing(F) = ∅ ou Sing(F) é uma

união de subvariedades de Hopf.

Observamos que o Corolário 3.1 mostra que quando a folheação holomorfa de di-

mensão um em uma variedade de Hopf genérica é singular, então seu conjunto singular

tem dimensão positiva, e é uma variedade de Hopf. No Caṕıtulo 4, veremos que toda

distribuição holomorfa singular de dimensão um ou de codimensão um em uma variedade

de Hopf arbitrária tem conjunto singular de dimensão positiva.

Definição 3.1. Seja Xf uma variedade de Hopf diagonal associada a uma contração

f(z1, . . . , zn) = (µ1z1, . . . , µnzn) de Cn, e F uma folheação holomorfa regular de dimensão

um em X, associada ao fibrado em retas Lb e ao mergulho i de Lb em TX. Dizemos que

a folheação F é constante, se b = µi para algum i = 1, . . . , n, que é linear, se b = 1, e
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Folheações de dimensão um

polinomial, caso contrário.

D. Mall em [27] mostrou que toda folheação holomorfa em uma superf́ıcie de Hopf

possui pelo menos uma folha compacta. O próximo teorema generaliza parcialmente o

resultado de Mall: A dimensão da variedade de Hopf é arbitrária, mas nos restringimos

as variedades de Hopf clássicas, genéricas e intermediárias.

Teorema 3.5. Seja Xf uma variedade de Hopf clássica, genérica ou intermediária, e F

uma folheação holomorfa regular de dimensão um em X. Então F tem pelo menos uma

folha compacta.

Demonstração. Dividiremos a prova em três partes.

1a) folheações polinomiais:

Pelo Teorema 3.3, só existe folheação polinomial quando r = n, ou seja, quando X é

Hopf clássica. Nesse caso a folheação é induzida por um campo v = g1
∂
∂z1

+ · · · + gn
∂
∂zn

,

onde g′is são polinômios homogêneos de mesmo grau d, sem zeros comuns emW = Cn\{0}.

Seja π : X → Pn−1, e z = [z1, . . . , zn] ∈ X. A fibra de π contendo z está contida numa

folha da folheação, se, e somente se, zigj − zjgi = 0, ∀i, j.

Considere agora o mapa algébrico ϕ : Pn−1 → Pn−1, dado por

ϕ(z1 : . . . : zn) = (g1(z1, . . . , zn); . . . : gn(z1, . . . , zn)). Este mapa sempre tem pontos

fixos(cf [1], pg 459), ou seja, existe z = (z1 : · · · : zn) ∈ Pn−1, tal que

(z1 : . . . : zn) = (g1(z1 . . . , zn) : . . . : gn(z1, . . . , zn)).

Portanto a fibra α−1(z) em X é uma folha compacta da folheação.

2) folheações constantes:

Qualquer folheação constante é induzida por um campo de vetores da forma ∂
∂zj

para

algum j = 1, . . . , n. As folhas da folheação induzida em W são os eixos menos a origem,

ou planos paralelos aos eixos. Portanto qualquer folheação constante em X tem folhas

compactas.

3) folheações lineares:

44



Qualquer folheação linear, é induzida por um campo linear, isto é, um campo da

forma v =
n∑
i=1

gi
∂
∂zj

, onde gi é um polinônio homogêneo de grau 1. O campo v é um

campo completo em Cn, e a órbita de um ponto z ∈ Cn \ {0} é difeomorfa a C∗ (cf [30],

pg 23) assim o campo correspondente a v em X tem folhas compactas difeomorfas a uma

variedade de Hopf de dimensão um.
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Caṕıtulo

4

Distribuições singulares

Neste caṕıtulo estudaremos distribuições holomorfas singulares em variedades de Hopf.

Demonstramos que o conjunto singular de uma distribuição holomorfa singular de di-

mensão um, ou de codimensão um, em uma variedade de Hopf de dimensão n ≥ 3, possui

pelo menos uma componente de dimensão positiva. No caso de superf́ıcies de Hopf de-

monstramos que toda folheação holomorfa é regular. Mostramos também que no caso de

variedades de Hopf clássicas uma versão da alternativa de Brunella se verifica. Mais preci-

samente, mostramos que toda folheação holomorfa (possivelmente) singular de codimensão

em uma variedade de Hopf clássica satisfaz uma das alternativas: Admite hipersuperf́ıcie

anaĺıtica invariante ou é subfolheada por uma folheação por curvas algébricas.

Para demonstrar esses resultados vamos fazer algumas definições e enunciar alguns

resultados sobre a teoria dos reśıduos de Grothendieck e o Teorema de Baum-Bott.

4.1 Reśıduos de Grothendieck

4.1.1 Número de Milnor

Seja p ∈ Cn e Op o anel local de germes de funções holomorfas em p. Seja também

f : (Cn, p) → Cn um germe em p de um mapa holomorfo. Se f = (f1, . . . , fn) então
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Distribuições singulares

denotamos por If o ideal de Op gerado por f1, . . . , fn, e por Qf o anel quociente

(4.1) Qf =
Op
If
.

Definição 4.1. Seja f : (Cn, p)→ Cn um germe em p de um mapa holomorfo. O número

de Milnor de f em p, µp(f) é definido como a dimensão do C−espaço linear Qf .

As provas dos seguintes teoremas podem ser encontradas em [33].

Teorema 4.1. µp(f) = 0 se, e somente se, f(p) 6= 0.

Teorema 4.2. 1 ≤ µp(f) <∞ se, e somente se, p é um zero isolado de f .

4.1.2 Reśıduos

Seja f : U ⊂ Cn → Cn um mapa holomorfo, dado por f = (f1, . . . , fn), tal que

f(0) = 0 e µ0(f) < ∞. De acordo com [33], existe uma vizinhança conexa V de 0, tal

que, para todo ζ ∈ V valor regular de f , o conjunto f−1(ζ) tem exatamente µ0(f) pontos,

digamos f−1(ζ) = {ξ1, . . . , ξµ0(f)}.

Definição 4.2. Seja g ∈ O(U), o reśıduo de g em 0 relativo a f é definido por

Res0(g, f) = lim
ζ→0

µ0(f)∑
i=1

g(ξi)

detJf(ξi)
, onde Jf(ξi) =

(
∂fk(ξi)

∂zj

)
1≤k,j≤n

.

O limite acima sempre existe (cf [33]), e vale o seguinte resultado

Teorema 4.3 (Abel-Grothendieck). Seja Γε o n-ciclo real definido por Γε = {z ∈ U ; |fi(z)| =

εi, 1 ≤ i ≤ n}, com orientação definida por d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fn) ≥ 0. Então para ε

suficientemente próximo de 0 temos que:

Res0(g, f) =

(
1

2πi

)n ∫
Γε

gdz1∧···∧dzn
f1...fn

.

Proposição 4.1. Res0(detJf, f) = µ0(f).
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4.1 Reśıduos de Grothendieck

Demonstração. De fato, quando g = detJf na Definição (4.2) temos que

Res0(detJf, f) = lim
ζ→0

µ0(f)∑
i=1

detJf(ξi)

detJf(ξi)
= µ0(f).

4.1.3 O Teorema de Baum-Bott

Sejam C1, . . . , Cn os polinômios simétricos elementares dos autovalores de uma matriz

A ∈ GL(n) definidos por

Ci(A) = tr(∧iA)

Em particular, temos que C1(A) = Tr(A) (traço de A), e Cn(A) = detA (determinante

de A).

Dado ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Nn tais que ν1 + 2ν2 + · · ·+ nνn = n defini-se

Cν(A) = Cν1
1 (A) . . . Cνn

n (A)

Teorema 4.4 (Baum-Bott[2]). Seja X uma variedade complexa compacta de dimensão

n, L um fibrado holomorfo de posto 1 sobre X e ξ uma seção holomorfa de TX ⊗L cujos

zeros são todos isolados. Considere as classes de Chern do fibrado virtual TX − L∗

cν(TX − L∗) = cν11 (TX − L∗)cν22 (TX − L∗) . . . cνnn (TX − L∗),

onde ν = (ν1, . . . , νn) e n = ν1 + 2ν2 + · · ·+ nνn.

Então ∫
X

cν(TX − L∗) =
∑

{p:ξ(p)=0}

Resp(C
ν(Jξ), ξ).

Corolário 4.1. Nas condições do Teorema 4.4 temos que

∫
X

cn(TX − L∗) =
∑

{p:ξ(p)=0}

µp(ξ).
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Demonstração. Tomando ν = (0, . . . , 0, 1), e aplicando o Teorema 4.4 temos que

∫
X

cn(TX − L∗) =
∑

{p:ξ(p)=0}
Resp(det(Jξ), ξ).

Como pela Proposição 4.1 Resp(det(Jξ), ξ) = µp(ξ), temos o resultado.

Existe uma versão do Teorema de Baum-Bott dada por T. Izawa [23] para seções do

feixe Ω1
X ⊗N∗ com singularidades isoladas.

Teorema 4.5 (Izawa). Seja X uma variedade complexa e compacta de dimensão n, N

um fibrado holomorfo de posto um sobre X, e ω uma seção holomorfa global de Ω1
X ⊗N

cujos zeros são todos isolados, e fpi = (f
(i)
1 , . . . , f

(i)
n ) os coeficientes de ω numa vizinhança

de um ponto singular pi. Então

∫
X

cn(Ω1
X ⊗N∗) =

∑
{pi:ω(pi)=0}

Respi(Jfpi , fpi).

Corolário 4.2. Nas condições do Teorema 4.5 temos que

∫
X

cn(Ω1
X ⊗N∗) =

∑
{pi:ω(pi)=0}

µpi(µ).

Demonstração.

Segue diretamente do Teorema 4.5 e da Proposição 4.1.

4.2 Singularidade de distribuições

Seja X uma variedade complexa e compacta. Definimos os números de Hodge de X

por

hp,q = hp,q(X) = dimHq(X,Ωp)
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4.2 Singularidade de distribuições

e o r-ésimo número de Betti de X por

br(X) = dimHr(X,C).

Nessas condições vale o seguinte teorema [12]

Teorema 4.6 (Frölicher). Seja X uma variedade complexa e compacta. Então

(4.2) χ(X) =
∑
r

(−1)rbr =
∑
p,q

(−1)p+qhp,q.

Por outro lado, Mall [26] mostrou que:

Teorema 4.7 (Mall). Os números de Hodge de uma variedade de Hopf arbitrária de

dimensão n são:

(4.3) h0,0 = h0,1 = hn,n = hn,n−1 = 1 e hp,q = 0 em todos os outros casos.

Como consequência dos Teoremas 4.6 e 4.7 e da fórmula de Gauss-Bonnet([17],pg 416)

cn(TX) = χ(X) segue que:

Corolário 4.3. Se X é uma variedade de Hopf arbitrária de dimensão n ≥ 2 então

cn(TX) = 0.

Proposição 4.2. Seja X uma variedade de Hopf de dimensão n ≥ 2 e L ∈ H1(X,O∗)

um fibrado em retas holomorfo. Então a primeira classe de Chern c1(L) = 0 ∈ H2(X,Z).

Demonstração. Como X é difeomorfa a S1× S2n−1, aplicando a Fórmula de Künneth

(veja [3], pg 47) temos

H2(S1 × S2n−1,Z) = ⊕p+q=2H
p(S1,Z)⊗Hq(S2n−1,Z) = 0

Portanto, H2(X,Z) = 0.
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Distribuições singulares

Lema 4.8. Seja X uma variedade de Hopf arbitrária de dimensão n ≥ 2, L um fibrado

em retas holomorfo sobre X e ξ uma seção holomorfa do fibrado TX ⊗ L com conjunto

singular Sing(ξ) 6= ∅. Então Sing(ξ) tem pelo menos uma componente de dimensão

positiva.

Demonstração. Vamos proceder a prova por contradição. Suponha que todos os zeros

de ξ sejam isolados. Podemos então aplicar o Corolário 4.1 para obter∫
X

cn(TX − L∗) =
∑

{p:ξ(p)=0}
µp(ξ)

Agora, como Sing(ξ) 6= ∅ e os zeros de ξ são todos isolados, podemos aplicar a Proposição

4.1 e o Teorema 4.2 para concluir que

(4.4)

∫
X

cn(TX − L∗) =
∑

{p:ξ(p)=0}

µp(ξ) > 0

Por outro lado, temos que pela Proposição 4.2 e pelo Corolário 4.3 que c1(L) = 0 e

cn(TX) = 0, assim

cn(TX − L∗) = cn(TX ⊗ L) =
n∑
j=0

cj(TX)c1(L)n−j = cn(TX) = 0.(4.5)

A equação 4.5 contradiz a equação 4.4. Segue então que Sing(ξ) tem pelo menos uma

componente de dimensão positiva.

Lema 4.9. Seja X uma variedade de Hopf arbitrária de dimensão n ≥ 2, N um fibrado

em retas holomorfo sobre X e ω uma seção holomorfa do fibrado Ω1
X ⊗N com conjunto

singular Sing(ω) 6= ∅. Então Sing(ω) tem pelo menos uma componente de dimensão

positiva.

Demonstração. Suponha por contradição que os zeros de ω sejam todos isolados.

Então pelo Corolário 4.2 e pelo Teorema 4.2 temos que

(4.6)

∫
X

cn(Ω1
X ⊗N∗) =

∑
{pi:ω(pi)=0}

µpi(µ) > 0.
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4.3 Folheações Holomorfas em espaços projetivos

Por outro lado, pelo Corolário 4.3 temos que cn(Ω1
X) = 0, e pela Proposição 4.2

c1(N∗) = 0, assim

cn(Ω1
X ⊗N∗) =

n∑
j=0

cj(Ω
1
X)c1(N∗)n−j = cn(Ω1

X) = 0

O que contradiz a equação 4.6.

Como consequência direta dos Lemas 4.8 e 4.9 temos os seguinte resultado

Teorema 4.10. Seja X uma variedade de Hopf arbitrária de dimensão n ≥ 2, F uma

distribuição holomorfa(possivelmente singular) de dimensão um ou de codimensão um em

X, com conjunto singular Sing(F), tal que cod(Sing(F)) ≥ 2. Segue que:

a) Se n = 2 então Sing(F) = ∅.

b) Se n ≥ 3 então Sing(F) = ∅ ou Sing(F) tem pelo menos uma componente de dimensão

positiva.

Observamos que no caso de variedades de Hopf genéricas, já tinhamos demonstrado

nos Corolários 2.2 e 3.1, que o Teorema 4.10 é verdadeiro, e que além disso, quando a

folheação é singular, o conjunto singular é uma variedade de Hopf de dimensão r ≥ 1.

4.3 Folheações Holomorfas em espaços projetivos

Seja CPn o espaço projetivo complexo. Uma folheação holomorfa F de codimensão um

e grau d em CPn é definida em coordenadas homogêneas (z0 : . . . : zn) por uma 1-forma

ω =
n∑
i=0

gidzi

em que os gi’s são polinômios homogêneos de grau d+ 1 em Cn+1 satisfazendo:

a) ω ∧ dω = 0. (Integrabilidade)
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b)
n∑
i=0

zigi = 0. (Condição de Euller)

c) cod(Sing(ω)) ≥ 2, em que Sing(ω) = {z ∈ Cn+1; g0(z) = · · · = gn(z) = 0}.

O conjunto singular da folheação Sing(F) é o projetivizado de Sing(ω).

As folhas de F são subvariedades complexas L de dimensão n − 1, imersas biunivo-

camente, tais que o plano tangente TzL de L em z ∈ CPn \ Sing(F), é o núcleo da 1−

forma ω em z.

O espaço das folheações holomorfas de codimensão um e grau d em CPn, denotado por

F(n, d), se identifica com um aberto de Zariski de uma subvariedade algébrica F(n, d)

de algum espaço projetivo CPN . De fato, F(n, d) se indentifica com o projetivizado do

seguinte espaço de 1−formas de Cn+1

{ω : ω =
n∑
i=0

gidzi, gi’s são polinômios homogêneos de grau d+ 1, ω ∧ dω = 0,
n∑
i=0

zigi = 0,

cod(Sing(ω)) ≥ 2}

Definição 4.3. Sejam ω1, ω2 1-formas holomorfas integráveis de C4, satisfazendo a condição

ω1 ∧ ω2 6≡ 0. O feixe linear de folheações de grau d em CP3, Fωt, t ∈ CP1, definido por

ω1 e ω2 é a famı́lia de folheações associadas as 1-formas integráveis

ωt = αω1 + βω2, t = (α : β) ∈ CP1

Exigimos que as ωt sejam do mesmo grau d + 1 e que satisfaçam a condição de Euler b)

para todo t e a condição c) para t genérico.

As folheações que não satisfazem a condição c) são elementos degenerados do feixe.

As outras são folheações genéricas do feixe, e pertencem a F(3, d).

4.4 Alternativa de Brunella para variedades de Hopf

M. Brunella conjecturou

Conjectura 4.1 (Brunella). Se F é uma folheação holomorfa de codimensão um no

espaço projetivo complexo CP3 então uma das alternativas é verdadeira:
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a) F possui uma superf́ıcie algébrica invariante.

b) F é subfolheada por uma folheação por curvas algébricas.

Cerveau[7] mostrou que a alternativa de Brunella é verdadeira para o caso especial de

folheações genéricas em um feixe linear.

Teorema 4.11 (Cerveau). A Conjectura de Brunella é verdadeira para toda folheação

F ∈ F(3, d), que é um elemento genérico de um feixe linear.

Observação 4.1. Suponha que Xf seja uma variedade de Hopf clássica de dimensão

n ≥ 2, isto é, X é o quociente
Cn \ {0}

G
, onde G é o grupo ćıclico infinito gerado por

uma contração f(z1, . . . , zn) = (µz1, . . . , µzn) de Cn. Denotamos por [z1, . . . , zn] o ponto

de Xf correspondente ao ponto z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn \ {0}. Claramente podemos definir

um morfismo sobrejetivo

α : Xf → Pn−1, α([z1, . . . , zn]) = (z1 : . . . : zn).

Veja que as fibras de α são isomorfas às curvas eĺıpticas C∗
µ
⊂ Xf .

Em variedades de Hopf clássicas, um análogo à Conjectura de Brunella se verifica.

Teorema 4.12. Seja X uma variedade de Hopf clássica de dimensão n ≥ 2. Se F é uma

folheação holomorfa de codimensão um em X, então uma das alternativas é verdadeira:

a) F possui uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica invariante.

b) F é subfolheada por uma folheação G por curvas eĺıpticas.

Demonstração. Seja ω =
n∑
i=1

gidzi, onde os g′is são polinômios homogêneos de mesmo

grau k, nas variáveis z1, . . . , zn, uma 1− forma holomorfa integrável definindo a folheação

F , e α : X → CPn−1 o morfismo definido na Observação 4.1.

Temos duas possibilidades:

1a) F é tangente às fibras de α, nesse caso a alternativa b) do teorema é verdadeira pois

as fibras de α são curvas algébricas.
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2a) F é genéricamente transversal a fibração definida por α. Nesse caso, temos que a

contração de ω pelo campo radial R =
n∑
i=1

zi
∂
∂zi

não é identicamente nula.

Seja f = iRω =
n∑
i=1

zigi. Como f não é identicamente nula, o conjunto {f = 0} define

uma hipersuperf́ıcie algébrica em X, que veremos ser invariante por F .

De fato, a condição de integrabilidade, ω ∧ dω = 0 implica que

(4.7) iRω ∧ dω + ω ∧ iRdω = 0

Por outro lado, temos que

iRdω + d(iRω) =
n∑
i=1

iR(dgi ∧ dzi) + d(
n∑
i=1

zigi)

=
n∑
i=1

[iR(dgi)dzi − zidgi] + ω +
n∑
i=1

zidgi

=
n∑

i,j=1

zj
∂gi
∂zj

dzi + ω (Relação de Euller)

=
n∑
i=1

kgidzi + ω = (k + 1)ω.

Tomando o produto exterior com ω temos que

(4.8) ω ∧ iRdω + ω ∧ d(iRw) = (k + 1)ω ∧ ω = 0

A partir das relações 4.7 e 4.8 obtemos

ω ∧ d(iRw) = iRω ∧ dω, ou seja

ω ∧ df = fdω(4.9)

Portanto {f = 0} é invariante pelo folheação (cf 1.4).
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