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Resumo

Este trabalho introduz dois temas de grande importancia na teoria de probabilidade, a
saber: i) cadeias de Markov e ii) Martingais e no fim, utiliza como exemplo ilustrativo o
modelo da urna de Pdlya como ilustragdo desses temas.

Mostramos o Teorema da existéncia e unicidade de distribuicdes estacionarias, o Teo-
rema de convergéncia de martingais e alguns resultados para o modelo da urna de Pélya
com configuragdo inicial W, > 1 bolas brancas e B, > 1 bolas pretas, e retorna-se a > 1
bolas adicionais da mesma cor da bola sorteada. Verificamos que i) a quantidade de bolas
pretas no k-ésimo sorteio segue uma distribui¢do Beta (ou Uniforme) e, ii) a probabilidade

de sortearmos uma bola preta em um instante £ qualquer segue uma distribui¢do Bernoulli.
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Abstract

In this work we introduce two subjects of great importance the Probability theory: i)
Markov Chains and ii) Martingales and in the end, we ilustrate both subjects with the Pélya
urn model.

We’ve shown the Theorem of existence and uniqueness of stationary distribution, the
Martingale convergency theorem and some results of the Pélya urn model with the inicial
configuration of W, > 1 white balls and B, > 1 black balls, and returns of a > 1 additional
balls of the same collor of that one drawn. We’ve seen that i) the ammount of black balls in
the k-th draw follows a Betha (or Uniform) distribution and, ii) the probability of drawing a

black ball in at any instant £ follows a Bernoulli distribution.
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Introducao

Este trabalho introduz dois temas de grande importancia na teoria de probabilidade, a saber:
i) cadeias de Markov e ii) Martingais e no fim, utiliza como exemplo ilustrativo o modelo
da urna de Pé6lya como ilustracdo desses temas. Passemos agora a contextualizagdo deste
trabalho por meio da apresentagdo de trés conceitos: i) processo estocdstico, ii) cadeia de
Markov e iii) martingal.

i) Processos estocdsticos sio modelos de probabilidade para processos que evoluem no
tempo de maneira probabilistica. Um Processo Estocéstico é definido como uma colegao
de varidveis aleatérias (X;) indexadas por um parametro ¢ pertencente a um conjunto 7.
Freqiientemente 7" é tomado para ser o conjunto dos inteiros ndo-negativos (porém, outros
conjuntos sdo perfeitamente possiveis) e (X;) representa uma caracteristica mensurével de
interesse no tempo ¢. Por exemplo, X; pode representar o nivel de estoque de um produto
no fim da semana t¢. O conjunto de valores que a varidvel X pode assumir é conhecido como
espaco de estados.

ii) Uma cadeia de Markov é um caso particular de processo estocdstico com estados dis-
cretos, embora o parametro ¢ possa assumir valores em conjuntos discretos ou continuos.
Esse tipo de cadeia é de interesse especial pelo fato de gozar a propriedade Markoviana,
chamada assim em homenagem ao matematico Andrei Andreyevich Markov. Essa proprie-
dade afirma que os estados anteriores sdo irrelevantes para a predi¢do dos estados seguintes,

desde que o estado atual seja conhecido. Deste modo,
P(Xt+1\X0, X, --'7Xn> = P(Xt+1|Xn>‘

Como exemplo de cadeias de Markov, podemos pensar em jogos de tabuleiro os quais a
posicao do jogador depende apenas do sorteio de um dado. Neste caso, a posi¢do resultante
dojogador na jogada seguinte, dependerd apenas de sua posic¢do atual e do niimero sorteado
no dado, e ndo dependerd de como o jogo correu até a presente posi¢do do jogador. Em
contraste, jogos de baralho em que é possivel saber quais cartas ja foram sorteadas nado sao
exemplos de cadeias de Markov, uma vez que a memoria das cartas ja retiradas influencia
nas possiveis cartas a serem sorteadas.

iii) Na teoria da probabilidade, um martingal pode ser considerado como um modelo
de jogo "honesto", no sentido de que o conhecimento dos eventos passados nado influencia
o valor esperado dos eventos futuros. Assim, um martingal é um processo estocastico para

0 qual, em certo instante de tempo ¢, o valor esperado do sorteio no préximo instante de
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tempo, ¢t + 1, é 0 mesmo observado no instante atual ¢, ainda que se tenha o conhecimento
de todos os resultados anteriores do sorteio. Assim, pode-se dizer que martingais excluem
a possibilidade de estratégias de jogo baseadas no histérico do jogo em questdo. Como
exemplo de martingal, podemos citar um jogo de cara ou coroa com uma moeda simétrica.
Estamos interessados na quantia acumulada por uma pessoa que aposta a quantia de R$1,00
a cada rodada. Se o resultado for cara, essa pessoa recebe e se for coroa, ela paga R$1,00.
Assim, o capital acumulado por essa pessoa no instante ¢t + 1 depende apenas do capital

acumulado até o instante imediatamente anterior, ou seja, .

Conforme ja foi dito, utilizamos o modelo da urna de Pélya para ilustrar tanto uma
cadeia de Markov quanto um martingal. Este modelo serd apresentado em duas versodes, a
primeira mais simples e a segunda uma generaliza¢do da primeira e a aplicagdo de martingal

serd utilizada para obtermos os resultados da segunda versdo da urna de Pélya.

No primeiro caso, considere uma urna contendo uma bola branca e uma bola preta.
Sorteia-se aleatoriamente uma bola da urna. Esta bola é retornada a urna juntamente com
outra bola adicional da mesma cor da bola sorteada. Se existem j bola pretas na urna apo6s k
bolas terem sido adicionadas, ou seja, apds k sorteios, teremos k + 2 bolas dentro da urna e

a probabilidade de se sortear outra bola preta serd de ;1. A sequéncia de pares ordenados
que representa o numero de bolas pretas e brancas é uma cadeia de Markov com espaco de
estados {1,2,...}%

No segundo caso da urna de Pélya, a configuracao inicial da urna pode conter mais de
uma bola de cada cor e sdo colocadas na urna uma quantidade a > 1 de bolas ap6s o sorteio,
ao invés de apenas uma. Assim, considere uma urna contendo certa quantidade inicial fixa
de bolas brancas, (W) > 1, e de bolas pretas, (B;) > 1. Sorteia-se uma bola aleatoriamente
e, posteriormente, retorna-se a bola sorteada juntamente com a € N bolas adicionais da
mesma cor da bola sorteada. Repita o experimento n vezes e denote por B,, o nimero de

bolas pretas na urna apds o n-ésimo sorteio e reposi¢do na urna.

Para o problema da urna de Pdlya estamos interessados em descobrir i) a distribui¢do de
bolas pretas (ou brancas) no k-ésimo sorteio e, ii) a probabilidade de sortearmos uma bola

preta (ou branca) em um instante k qualquer.

A urna de Pélya pode ser considerada um modelo "contrario"aos sorteios sem reposicéo,
no sentido de que na urna de Pélya a probabilidade de se sortear bolas pretas (ou brancas)
aumenta a cada vez que o resultado do experimento apresenta uma bola dessa cor, enquanto
no sorteio sem reposicdo, cada vez que uma bola é sorteada, a probabilidade de uma bola
da mesma cor aparecer no futuro torna-se menor. Outro resultado interessante da urna de
Polya é que os resultados do processo estocdstico { X, Xs, ..., X, } da urna sdo permutaveis,
mas ndo independentes. Ou seja, a sequéncia de varidveis aleatérias (X,,) ndo possui in-
dependéncia entre seus termos, entretando a probabilidade de se retirar k bolas pretas nos
n primeiros sorteios ndo depende da sequéncia de cores sorteadas, mas apenas do ntimero

acumulado de cada cor.

Ap6s esta breve introdugdo sobre os assuntos desenvolvidos, o restante desta monogra-
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tia segue organizado da seguinte forma: o primeiro capitulo trata das cadeias de Markov,
alguns exemplos e apresenta o Teorema de existéncia e unicidade de uma distribuigdo limite
de uma cadeia; o segundo capitulo apresenta alguns teoremas bésicos de medida para apre-
sentar a definicdo de martingal e apresentar o Teorema da convergéncia de martingal, sendo
este ultimo o principal objetivo do capitulo. No terceiro capitulo, apresentamos o modelo da
urna de Pélya em sua versdo mais simples e uma pequena generalizagdo, como um exemplo
dos assuntos tratados nos dois primeiros capitulos.
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Capitulo 1

Introducao as Cadeias de Markov Finitas

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢des bésicas sobre processos Markovianos. A
atencgdo é concentrada nos processos Markovianos com parametro de tempo discreto e es-
paco de estados finito, que chamaremos de cadeia de Markov. Nossas referéncias basicas
sao: [6] e [7].

1.1 Cadeias de Markov Finitas

A teoria de processos estocdsticos preocupa-se com a investgacdo de estruturas de familias
de varidveis aleatérias X;, onde ¢t é um pardmetro relacionado a um conjunto de indices
T. A realizacdo de um processo estocastico {X;,t € T’} refere-se a atribui¢do de um valor
possivel de X; para cada t € T. O conjunto de indices ¢ representa unidades discretas
de tempo 7' = {0,1,2,3,...} e {X;} representa os resultados dos sucessivos experimentos.
Como exemplo de processo estocdstico podemos citar o nivel de estoque de pecas em uma
loja ao fim da semana. Neste caso X, refere-se ao niimero de pecas no estoque e o parametro
t refere-se a cada semana percorrida. Outro exemplo seria o nimero de chamadas por hora
recebida em uma central telefonica.

Um processo de Markov é um processo que goza a propriedade de que, dado o valor
de X, os valores para X, s > t, ndo dependem dos valores de X, u < t. Isso quer dizer
que, a probabilidade de qualquer comportamento futuro do processo ndo depende do co-
nhecimento sobre seu comportamento passado quando seu estado atual é conhecido. Como
exemplo, tomemos o capital acumulado por uma pessoa que aposta em um jogo de cara ou
coroa a quantia de R$1,00 a cada rodada. Se o resultado for cara, essa pessoa recebe e se for
coroa, ela paga R$1,00. Assim, o capital acumulado por essa pessoa no instante ¢t depende
apenas do capital acumulado até o instante imediatamente anterior, ou seja, t — 1. Como
nossa atencao esta centrada na probabilidade do experimento mudar de um estado x para
um outro estado qualquer, é comum organizar essas probabilidades de transi¢do em uma
matriz P, chamada de matriz de transi¢cdo do processo. Nessa matriz, cada elemento a;;,
refere-se a probabilidade de passarmos do estado i para o estado j. Um processo de Markov
com espaco de estados enumeravel é chamado de cadeia de Markov. Uma cadeia de Mar-

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO AS CADEIAS DE MARKOV FINITAS

kov finita é uma cadeia com espago de estados finito. Em cadeias finitas, podemos definir a
probabilidade de transi¢do de um estado x para um estado y, P(z,y). Formalmente:

Defini¢do 1.1.1. Uma sequéncia de varidveis aleatérias (Xo, X1, ...) é uma cadeia de Markov com
espagos de estados finitos () e matriz de transicio P se Vx,y € Q et > 1 e todos eventos H,_y =
N0 X, = .} satisfazendo P(X, , N {X; = z}) > 0, temos

P{Xi1 = ylHo 0N {Xy = 2} } = P{Xi1 = y| Xy = 2} = P(x,y). (1.1)

A Equagdo (1.1), conhecida como Propriedade de Markov, afirma que a probabilidade
condicional do experimento sair do estado x e chegar no estado y é a mesma, independen-
temente da sequéncia z, z1, ..., :—1 de estados precedentes ao estado atual z. Desta forma,
a matriz P o € suficiente para descrever as probabilidades de transi¢do entre os estados.

Ao considerar cadeias de Markov finitas, o espago de estados {2 é composto por, digamos,
n € N elementos. Assim, cada linha 7 da matriz de transi¢do P representa a distribuicdo de 7,
P(i,-), onde i € Q. Como cada linha refere-se a distribui¢ao de probabilidade de um estado

da cadeia, dizemos que a matriz P é estocastica, ou seja, suas entradas sdo ndo negativas e
> e Plx,y) =1,z € Q.

Exemplo 1.1.1. Uma pessoa supersticiosa possui duas moedas A e B que sio utilizadas para decidir
qual pé do sapato deve calgar primeiro ao levantar de manhd. Assim, se no dia anterior a pessoa calgou
primeiro o pé direito, ela joga a moeda A, caso contrdrio, ela joga a moeda B. Se o resultado do sorteio
for cara, ela calga o mesmo pé do dia anterior, se ndo, ela muda o primeiro pé a ser calgado.

Seja 2 = {e, d}, e seja (X, X1, ...) a sequéncia do primeiro pé a ser calgado a cada manha.
A moeda ndo precisa, necessariamente, ser simétrica, assim, o individuo tendo cal¢gado ante-
riormente o pé direito, troca o pé a ser calcado com probabilidade p e, vindo anteriormente
do pé esquerdo, troca o pé a ser calcado com probabilidade g.

Apresentamos entdo a matriz de probabilidades dessa pessoa calcar primeiro o pé direito

ou esquerdo nesta manhd, em relacdo ao pé que ela calgou primeiro na manha anterior.

P:(P(d,d) P(d,e)) _ (1—p p> 12
P(e,d) Ple,e) g 1—gq

Conclui-se assim que (X, Xj,...) ¢ uma cadeia de Markov com matriz de transi¢do P.
Note que a primeira linha de P é a distribui¢do condicional de X, ; dado que X; = d, ao
passo que a segunda linha ¢ a distribui¢do condicional de X;,; dado que X; = e.

Assumindo que num domingo, nosso individuo calgou primeiro o pé direito. Estamos
interessados em descobrir o que ocorre na segunda feira. Assim, ele tem probabilidade p
de calgar o pé esquerdo e probabilidade 1 — p de manter o pé direito como o primeiro a ser
calcado. Ou seja,
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Para terga feira, temos que considerar duas possibilidades para X;
P{Xy = d|Xo =d} = (1 =p)(1 = p) + g (14)

ou entao
P{Xy=¢|Xo=d} =(1—p)p+p(l—p) (1.5)

Desenvolvemos agora uma abordagem mais sistemdtica para encontrar as probabilida-
des de se calgar primeiro o pé direito ou esquerdo ao longo dos dias dado que o individuo

comegou este processo no instante de tempo inicial com o pé direito. Assim,

pe = (P{X; = d|Xo = d}, P{X; = e[ Xy = d}) (1.6)

é o vetor linha que armazena a informacgéo da distribuicéo.

Como partimos do pressuposto que a pessoa cal¢a no instante inicial o sapato direito,
dizemos que o = (1,0), e a Equagdo (1.3) pode ser escrita como y; = poP. Isso quer dizer
que a atualizagdo da distribuicdo se da pela multiplicacdo do vetor no instante anterior pela

matriz P a direita, ou seja,

pe = pe1 P VE> 1 (1.7)

Assim, pode-se afirmar que
e = po Pt Wt > 0. (1.8)

A partir desta forma de atualizagdo da distribuicdo, é natural perguntarmos como a cadeia
se comporta no longo prazo, ou seja, existe um limite para 1;? Se o limite da distribuicdo
existir, ele deve satisfazer

m=uP.

O que implica que

q p
m(d) = ——, w(e)=—
(d) P (e) s

Defina

q
A = d) — ——, Vt>0.
t Mt() ptq

Entdo, pela definicdo de 1441, temos que



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO AS CADEIAS DE MARKOV FINITAS

Bt = (@1 =p)+ (1= () g =
_ A __7
= | ueld)(1—p) + el s pe(d) | q s
B a N/ -
= ut(d)—erq ph(d) P qh:(d) I
_ 4 Y,
= (#t(d) - p+q> (1 p Q)
= A(l=p—q) (19)

Como Ay = (ut(d) - Iﬁ) (1 — p — q), podemos concluir que, para todo p € (0,1) e
€ (0,1), temos que

. IERT 9 o _
Hm Ay = lim (,Ut(d) Y q> (1-p—¢q¢)=0
logo,
lim g (d) = 9 e lim pe(e) = P (1.10)
t—00 p+q t—o00 p+q

para qualquer distribuigdo inicial . Isso implica que y; se aproxima de = quando ¢t — oo.

E importante salientar que a distribui¢do no instante ¢ pode ser obtida por meio de mul-
tiplicagdo matricial. Sejam (Xy, X7, ...) uma cadeia de Markov finita com espago de estados
() e matriz de transicdo P e o vetor linha y; a distribui¢do de X;:

() = P{X; =z} VYaeQ.
Condicionando nos estados anteriores a (¢ + 1), temos

pea(y ZP{Xt—ﬁ}PSUZJ Zﬂt P(z,y) VyeQ.

zEQ e

Na forma vetorial obtemos:
pr1 = P >0

assim,

e = Pt t>0. (1.11)

Neste trabalho, consideraremos cadeias de Markov com a mesma matriz de transicdo,
porém com distribui¢des iniciais distintas. Assim, introduzimos a notacdo P, e E, para

probabilidade e esperanca, respectivamente, quando jy = .

Deste modo, P,{X: = y} = P'(z,y), ou seja, a probabilidade de mover-se em ¢ passos do
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estado x para o y é dada pela (x,y)-ésima entrada de P'. Essas entradas sdo chamadas de
probabilidades de transi¢ao em ¢ passos.

Notagdo: Para x € (2, a linha da matriz P indexada por z serd denotada por P(z,-).

A forma como a matriz P foi construida, resultou na representacdo das distribuicdes
de cada estado como um vetor linha. Se a cadeia tem distribui¢do p no instante ¢, entdo a
distribuigdo no instante (¢ 4+ 1) é dada por pP. A multiplicagdo de um vetor linha por P a
direita atualiza a distribuicdo em um instante de tempo. Surge entdo a seguinte questdo: O
que ocorre se multiplicarmos um vetor culuna f pela matriz P a esquerda? Onde f pode
ser interpretado como uma funcdo do espago de estados (2. Considere a z-ésima entrada do

vetor resultante:
Pf(x) =Y Pz, y)fly) =Y fW)PAX1 =y} = E,(f(X1)).

Assim, a z-ésima entrada de Pf mostra o valor da funcido f no estado do instante se-
guinte, dado que estamos no estado x no presente instante. Multiplicar um vetor coluna
por P a esquerda partimos de uma fung¢do no espaco de estado atual para o valor esperado

daquela fun¢do no instante seguinte.

1.2 Classificacao dos estados de uma cadeia de Markov

Apresenta-se nesta se¢do os conceitos de irredutibilidade e aperiodicidade. Trata-se de
duas propriedades importantes, presentes em um ntimero significativo de cadeias de Mar-
kov, e necessarias para a demonstragdo do Teorema da existéncia de distribui¢des estaciona-

rias.

Defini¢ao 1.2.1. Dados dois estados x,y € €, dizemos que o estado y é acessivel desde o estado x,
denota-se x — vy, se existe uma trejetoria que parte do estado x em direcdo ao estado y, ou seja, se
existe um inteiro ndo negativo (possivelmente dependente de x e y) ny, tal que P™v(z,y) > 0.

Note que vale a transitividade para a defini¢do acima, ou seja, se v — y e y — z, entdo
T — Z.

Definic¢ao 1.2.2. Diremos que dois estados, x e y se comunicam, denota-se x <+ y, se x é acessivel
desde y e se y é acessivel desde x, ou seja, existem dois inteiros n,, e n,, tais que P"(x,y) > 0 e
P (y,x) > 0.

Definigao 1.2.3. Um estado = € ) é chamado essencial se, para todo y tal que x — y ocorre que
r—y.

Lema 1.2.1. Se x é um estado essencial e = — 1y, entdo y é essencial.



6 CAPITULO 1. INTRODUCAO AS CADEIAS DE MARKOV FINITAS

Demonstragio. Se y — z, entdo x — 2. Entdo, como z é essencial, z — z, logo z — . O

Pelo lema acima, estados em uma tnica classe de comunicacdo sdo todos essenciais ou
todos ndo essenciais. As classes de comunicacdo podem ser classificadas como essenciais ou
nao essenciais. Se [z] = {z} e x ndo é essencial, entdo quando a cadeixa deixar o estado z,
ela ndo retorna mais. Se [z] = {z} e x é essencial, entdo a cadeia nunca deixa o estado = a

partir de sua primeira visita a ele. Estados como esse sdo chamados de absorventes.
Lema 1.2.2. Toda cadeia finita possui pelo menos uma classe essencial.

Demonstragio. Construiremos intuitivamente a sequéncia (o, ¥1, -..). Fixemos um estado ini-
cial yo. Para k > 1, dado (yo, ..., yx—1) 0 processo termina se y;,_; for essencial. Caso contrério,
encontre y, tal que Yx—1 — Yi, Mas que yp - Yr_1.

Esta sequéncia ndo admite estados repetidos, pois se ;7 < k e y, — y;, entdo teriamos
Yk — Y; — Yr—1, uma contradi¢do com o fato de y, - yx_;. Como o espaco de estados é
tinito e a sequéncia ndo admite repeticdo de elementos, ela deve terminar em algum estado

essencial. n
Definic¢ao 1.2.4. Uma cadeia P é chamada irredutivel se todos os estados comunicam entre si.

Defini¢do 1.2.5. Seja T (z) = {t > 1 : P'(x,x) > 0} o conjunto de tempos nos quais é possivel para
a cadeia retornar a sua posicdo inicial x. O periodo do estado x é definido como o mdximo divisor
comum (mdc) de T ().

Lema 1.2.3. Se P é irredutivel, entio mdc[T (x)] = mdc[T (y)], Vz,y € Q.

Demonstragio. Sejam dois estados = e y. Como P é irredutivel, existem inteiros r e [ tais que
Pr(x,y) > 0e P(y,z) > 0. Seja m = r + [. Entdo podemos afirmar que m € T(z) N T (y) e
T (z) C T (y) —m, deste modo, mdc[T (y)] divide todos os elementos de 7 (x). Conclui-se que
mdc[T (y)] < mde[T (x)]. Analogamente, mdc|[T (x)] < mdc[T (y)], o que implica a igualdade
desejada. O

Defini¢ao 1.2.6. Para uma cadeia irredutivel, o periodo da cadeia é definido como o periodo comum
a todos os estados. A cadeia é chamada de aperiédica se todos os estados possuem periodo 1. Uma
cadeia que nio é aperiédica é chamada de periddica.

Proposicdo 1.2.1. Se P é aperiddica e irredutivel, entdo existe um inteiro r tal que P"(z,y) > 0
Vo, y € Q.

Demonstragio. Utiliza-se o seguinte resultado: todo subconjunto dos nimeros naturais que
é fechado para soma e contém mdc = 1 deve conter todos, exceto uma quantidade finita de
nuameros inteiros.

Para z € (, lembre-se que 7 (x) = {t > 1 : P*(z,xz) > 0}. Como a cadeia é aperitdica,
o mdc[T (xz)] = 1. O conjunto 7 (z) é fechado para soma, sou seja, se s,t € T (z), entdo
Pz, x) > P*(x,z)P'(x,z) > 0, assim, s + ¢t € T (z). Entdo, existe um ¢(z) tal que ¢ > t(x)
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que implica que ¢t € T (x). Por irredutibilidade, sabe-se que para qualquer y € €, existe um
r =r(z,y) tal que P"(x,y) > 0. Entdo, parat > t(z) +r,

P'(z,y) > P""(x,2)P"(z,y) > 0.

Set > t'(x) = t(z) + maxyeq r(x,y), temos P'(z,y) > 0Vy € . Se t > max,eq t'(x), entdo
Pi(z,y) > 0Vz,y € Q. O

O O

Figura 1.1: O passeio aleatério em Z,, é periddico e passeio aleatério em Zgy é aperiddico.

Exemplo 1.2.1. (Passeio aleatério no n-ciclo) Seja Q2 = Z,, = {0, 1, ...,n — 1}, o conjundo de restos

mddulo n. Considere a seguinte matriz de transigdo:

1/2 sek=j+1 mod n,
P(j,k) =< 1/2 sek=j—1 mod n, (1.12)

0 caso contrdrio.

A cadeia de Markov (X) associada a matriz P é denominada passeio aleatério simétrico no n-
ciclo. Os estados desta cadeia podem ser pensados como pontos igualmente espagados em um circulo,
como na Figura (1.1).

A cadeia descrita por (1.12) pode ser interpretada da sequinte maneira: a cada passo, uma moeda
é langada. Se o resultado for cara, move-se um passo no sentido hordrio. Se o resultado for coroa,
move-se um passo no sentido anti-hordrio.

Mais especificamente, suponha que Z é uma varidvel aleatéria que assume com a mesma probabi-
lidade os valores —1 e 1. Caso o estado atual da cadeia seja j € 7Z,, entdo o proximo estado serd j + Z
modn. Assim, para todo k € Z,,

P{(j + Z) mod n =k} = P(j,k).

Em outras palavras, a distribuicdo de (j + Z) mod n = P(j, k).

Exemplo 1.2.2. Seja um passeio aleatério simples em um ciclo de comprimento impar (veja Figura
(1.1)). A cadeia é irredutivel com periodo 2. O conjunto de espago de estados 2 pode ser particionado
em duas classes, impar e par, de modo que a cadeia so realiza transigdes entre estados de classes
complementares.

Supondo xy um etado par, a distribuicdo de probabilidade da cadeia depois de 2t passos é dada
por P%(xy,-) e possui suporte nos estados pares, enquanto a distribuigio da cadeia depois de 2t + 1
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passos possui suporte nos estados impares. Assim, ndo se pode esperar que a distribuicio de P*(x, -)

convirja a medida que t — oo.

Problemas de periodicidade podem ser solucionados por meio de uma modificagdo na

matriz de transicdo.

Definic¢ao 1.2.7. Dada uma matriz de transicdo arbitrdria P, seja () = #, onde I é a matriz
identidade de mesma dimensio que a matriz P. A matriz () é denominada versdo preguicosa de P.

A matriz () pode ser interpretada da seguinte maneira: a cada passo, joga-se uma moeda

simétrica. Se o resultado for cara, dd-se um passo na matriz P, se o resultado for coroa, ndo
se altera o presente estado. Como Q(z,z) > 0, para todo z,y € €, a matriz de transi¢ao () é
aperiddica.
Exemplo 1.2.3. (O n-ciclo revisitado) Tome o passeio aleatério no n-ciclo definido no Exemplo (1.2.1).
Qualquer passeio aleatério no n-ciclo, onde n > 1 é irredutivel. Além disso, todo passeio aleatdrio em
qualquer ciclo de comprimento par é periédico, uma vez que mdc{t : P'(x,z) > 0} = 2 (veja Figura
(1.1)), enquanto todo passeio aleatério em um ciclo de comprimento impar é aperiddico.

A matriz de transi¢do () para o passeio aleatdrio preguicoso no n-ciclo é

1/4 sek=j5+1 (mod n),

1/2 sek=j (mod n),

1/4 sek=j—1 (mod n),
0 caso contrdrio.

QU k) = (1.13)

O passeio aleatdrio preguicoso no n-ciclo é irredutivel e aperiédico para todo n.

1.3 Passeios aleatdorios em grafos

Definicao 1.3.1. Um grafo G = (V, E) consiste em um conjunto de vértices V, e um conjunto de

elos E, onde os elementos de E sio pares nio ordenados de vértices: E C {{z,y} : z,y € V,x # y}.

Pode-se pensar nos elementos de £ como um conjunto de pontos, onde dois pontos z e y
sdo unidos por um alinha se e somente se {z, y} é um elemento do conjunto de elos. Quando
{z,y} € E, diz-se que y é um vizinho de z, denota-se y ~ z (e também que = é vizinho de
y). O grau deg(z) de um vértice = é definido como o ntimero de vizinhos de x.

Dado um grafo G = (V, E), pode-se definir o passeio aleatério simples em G como a

cadeia de Markov com espaco de estados V' e matriz de transi¢do

P(z,y) = { 0@ , (1.14)
0 caso contrario.

Deste modo, se a cadeia encontra-se no vértice x, examina-se entdo todos os vizinhos
de z, escolhe-se um aleatoriamente com probabilidade uniforme e a cadeia move-se para o

vértice escolhido.
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Figura 1.2: Um exemplo de grafo com conjunto de vértices {A,B,C,D,E} e com 5 elos.

Exemplo 1.3.1. Considere o grafo G da Figura (1.2). A matriz de transigdo do passeio aleatdrio
simples é dada por

s

I
S O O w= O
V= O Nk O =
O NI O wi= O
= O vk O O
O NiE O w= O

Observacgdo: algumas vezes é conveniente permitir que uma extremidade possua um
vértice que a conecta com ela mesma, ou seja, um loop. Também pode ser interessante per-
mitir multiplas extremidades conectando um tnico par de vértices. Loops e extremidades
multiplas afetam o grau de um vértice e sdo considerados como opg¢des quando um passeio

aleatério simples escolhe uma diregdo.

1.4 Distribui¢Oes estacionarias

Nesta se¢do estamos interessados em estudar o comportamento de longo prazo das proba-
bilidades de transi¢do. Assim, o objetivo desta segdo é provar que, sob certas restri¢des,
cadeias de Markov finitas convergem para uma distribui¢do de equilibrio, chamada distri-

buicdo estaciondria. Como vimos no Exemplo (1.1.1), a distribui¢do 7 em (2 satisfaz
™ =mnP. (1.15)

Definicdo 1.4.1. Uma distribuigdo que satisfaga (1.15) é chamada de distribui¢do estaciondria da

cadeia de Markov.

Deste modo, um processo estocastico X, para t € T é chamado estaciondrio se 3n €
N tal que ¢ > n implica que a distribui¢do conjunta das familias de varidveis aleatdrias
(Xtyth, Xtgthy oo Xtrtn) € (X, Xty oo, Xy, ) 530 @ mesma para todo h € Net; € T. Isso quer
dizer que o processo estd em equilibrio e independe dos instantes de tempo ¢;. Assim, a
distribuicdo de X; é a mesma para todo t.

Note que (1.15) pode ser escrita para cada elemento, ou seja,



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO AS CADEIAS DE MARKOV FINITAS

7(y) = Zﬁ(x)P(x,y) Yy € Q (1.16)

e

Exemplo 1.4.1. Considere um passeio aleatério simples em um grafo G = (V, E). Para qualquer

vértice y € V, segue que

Zdeg Z deg(x) ealy).

zeV T~y d@g y

Para obtermos uma medida de probabilidade, devemos normalizar por 3, deg(y) = 2|E|. Assim,
obtemos a medida de probabilidade

deg(y)
m(y) = 2IE|

Yy € Q,

que é proporcional aos graus, é sempre uma distribuicdo estaciondria para o passeio. Para o grafo da

Figura (1.2), temos ™ = (55, =, <=, 76+ 16 )

107 107 107 10’ 10

Nesta segdo, assumimos que qualquer cadeia de Markov (X,, Xj, ...) possui espago de

estados (2 finito e matriz de transicao P.

Definicao 1.4.2. Para x € (), chama-se hitting time para x ao
7, = min{t > 0: X; =z},

primeiro instante de tempo o qual a cadeia visita o estado x. Definimos também
- =min{t > 1: X, = z}.

Quando X, = x, 7,7 é chamado de primeiro tempo de retorno.
Lema 1.4.1. Para quaisquer estados x e y de uma cadeia irredutivel, E,(7,]) < oc.

Demonstragio. A definicdo de irredutibilidade implica que existe um inteiro » > 0 e um ¢ real
positivo tal que, para quaisquer dois estados z,w € , existe um j < r com P’(z,w) > e.
Entdo, para qualquer valor de X, a probabilidade de atingir o estado y em um instante de

tempo entre t e t 4 r é pelo menos ¢. Entdo, para k£ > 0, temos

PAr, >kr} = > PuX, =271 >krlr) > 1) Po(r) > 1) P(X, =2)  (117)
N’

< (1-e)> Pt/ > (k= 1)r)P(X, = 2)
z€Q
< (1—5)maXP(T > ( ZP = z)

zeQ)

(1.18)
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Aplicando a Equacdo (1.17) k vezes obtemos

PAr, > kry < (1—-¢)". (1.19)
Como Y é uma varidvel aleatéria que assume valores inteiros ndo negativos, temos que

=> Py >t}.

t>0

Deste modo, P,{7,” > t} é uma funcdo decrescente de t e (1.19) é suficiente para limitar
todos os termos da expressao para E,(7,):

= ZPx{T; >t} < ZTPJ;{T; > kr}y < rZ(l —e)F < 0. (1.20)

t>0 k>0 k>0

Estamos usando o fato de que na primeira desigualdade de (1.20),

oo r—1 e
ZP (1> 1) :ZZP T > kr+1) SZTP(T>I<:T)
>0 k=0i=0 o0 k=0

O

Para construir uma candidata a distribuicdo estaciondria, considere um passeio da cadeia
de um estado arbitrdrio z de volta a z. Como as visitas a z fracionam a trajetéria da cadeia
em segmentos identicamente distribuidos, é de se esperar que a fragdo média de tempo por
segmento gasta em cada estado y coincida com a fragdo de longo prazo do tempo gasto em

y.

Proposicao 1.4.1. Seja P a matriz de transigdo de uma cadeia de Markov irredutivel. Entdo:
(i) existe uma distribuicdo de probabilidade 7 em ) tal que 7 = wP e 7(x) > 0 para todo x € €,
além disso,

(i) 7(z) = —

Eo ()"

Demonstragio. Seja z € 2 um estado arbitrario de uma cadeia de Markov. Examinaresmo o

tempo que a cadeia passa, em média, em cada estado entre suas visitas a z. Definimos:

7(y) = numero de visitas a y antes de retornar a z, comec¢ando em z.

t=0

Ou seja, a Equagdo (1.21) diz que o ntimero esperados de visitas ao estado y antes de se
retornar ao estado z é dado pela soma das probabilidades em todos os instantes de tempo
da cadeia retornar ao estado z em mais de ¢ passos e estar no estado y no instante de tempo
t.
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Segue que, para qualquer estado y,

7y) =Y PAX =y >t} <> PAX,=x,7 > t}P(x,y) = E.(r) < 0.
t=0 >0
Em que a dltima desigualdade se deve ao Lema (1.4.1).

Partimos entdo da defini¢do de estacionariedade para cada elemento dada pela Equagao
(1.16).

> #@)Px,y) =) (Z PAX, =z, 7 > t}) P(z,y). (1.22)

x T

Mas {7 >t} = {7} >t + 1} é um evendo determinado apenas por Xy, ..., X;, assim,

P{X;=z,7f >t+1}P(z,y) = PAX; =2, X; 1y =y, 7.0 >t + 1} (1.23)
Entao,
> F (@) Play) =) (Z PAX, =z,7F > t}) Plz,y) =YY PAX, =2, Xppy =y, 75 > t+1}.
x T t=0 zeQ t=0

Trocando a ordem das somas na equagdo (1.22) e usando a equagdo (1.23), obtemos

N w@)Pa,y) =Y PAXe =y, 75 >t+1)
t=0

zeN

t=1

Assim, temos que

) (Z PAX, =@, 7} > t}> P(z,y) = > (PAX, =y, 7 > 1})

x t=1
= #(y) = PAXo =y, 7" >0} + > PAX =y, 7} =1}
t=1

= 7(y) - PAXo =y} + PAX » =y}

J/

-~

A B

Casol:sey = z,segueque A =1e B=1.Casoll: se y # z, segue que A =0e B = 0.
Assim, em ambos os casos, > 7(x)P(z,y) = 7(y) e assim, 7 = 7P. Para concluir a

prova, normaliza-se ) 7(z) = E,(7;") para obtermos uma medida de probabilidade:

m(z) = Eﬁgfi) satisfaz 7 = 7 P. (1.25)

Como a Equagédo (1.25) é valida para qualquer z € (2, podemos tomar v = z. Assim,
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obtemos B
w(r) 1

") = B T B

Até o presente momento obtemos o resultado do item ii deste teorema para a situagao
em que r = z. Entretanto, o préximo Teorema (1.4.3) nos mostrard que esta medida serd

Unica para todo = € (2. O

Ao multiplicagdo de uma matriz de transi¢do P por um vetor coluna a direita resulta no

valor esperado de uma funcdo nos estados em um instante de tempo adiante.

Definicao 1.4.3. Fungoes que sdo invariantes pela multiplicacdo por P a esquerda sdo chamadas

harménicas, ou seja, h : {2 — R é harmonica em x se

h(z) = Plx,y)h(y). (1.26)

yeN

Uma funcdo é harmonica em D C ) se for harmonica em todo estado x € D. Se h for um

vetor coluna, entdo uma fun¢do harmonica em todo (2 satisfaz a equagdo matricial Ph = P.

Lema 1.4.2. Suponha que P é irredutivel, entdo uma fungdo h harmonica em todo ponto de ) é
constante.

Demonstragido. Uma vez que (2 é finito, existe um estado x, tal que h(z;) = M é maximal. Se

para algum estado z tal que P(zy, z) > 0 temos que h(z) < M, entdo

h(we) = Plwo, 2)h(2) + > Plxo, y)h(y) < M.
y#2

Segue que h(z) = M para todo estado = tal que P(zg, z) > 0.

Por irredutibilidade, para qualquer estado y € (2, existe uma sequéncia z¢, 21, ..., T, =
y com P(z;,z;41) > 0. Repetigdes sucessivas do argumento acima resultam que h(y) =
h(zn—1) = ... = h(xy) = M. Logo, h é constante. O]

Teorema 1.4.3. Seja P a matriz de transigio de uma cadeia de Markov irredutivel. Existe uma iinica
distribuicdo de probabilidade m que satisfaz = = 7w P.

Demonstragio. Pela Proposi¢do (1.4.1) , existe pelo menos uma medida que satisfaz 7 = 7P.
Entdo, pelo Lema (1.4.2) , dimKer{P — I} = 1, entdo o posto das colunas de P — I é || —
1. Como o posto das linhas possui 0 mesmo valor do posto das colunas de uma matriz
quadrada, segue que a equagdo de vetores linhas v = vP também possui um espago de
solugdes unidimensional. Este espago contém apenas um tinico vetor cujas entradas somam
1. O

Proposicdo 1.4.2. Se 7 é estaciondria para a matriz de transicdo P, entdo w(yy) = 0, para todo
estado ndo essencial .
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Demonstragio. Seja C uma classe de comunicacdo essencial. Entéo,

TP(C) =) (7P)(z) =) | > wy)Ply,2) + Y m(y)Py, 2)

zeC zeC | yeC y¢C

Trocamos entdo a ordem dos somatoérios da primeira soma da expressdo acima e obtemos

TP(C)=> w(y)> Ply,2)+ > Y w(y)P(y,2).

yeC zeC 2€C y¢C

Paray € C temos que ), . P(y,2) = 1, entdo

TP(C)=7(C)+ > > 7(y)P(y,2). (1.27)

2€C ygC

Como 7 é invariante, entdo 7P(C) = 7(C). Assim, na Equagao (2.4) temos que 7 (y) P(y, z) =
Oparatodoy ¢ Cez €C.

Suponha que y, ndo seja essencial. A prova do Lema (1.2.2) mostra que existe uma
sequéncia de estados yo, Y1, Y2, ..., Y- satisfazendo P(y;_1, y;) > 0 tal que os estados yo, y1, Y2, -, Yr—1
ndo sdo essenciais e y, pertence a classe de comunicagdo essencial C. Como P(y,_1,y,) > 0e

T(Yr—1)P(yr—1,y,) = 0, segue que 7(y,—1) = 0. Se 7(yx) = 0, entdo

0=m(ye) = D> 7(y)Ply, vs).

yeQ

Segue que 7(y)P(y,yr) = 0 para todo y. Em particular, 7(yx—;) = 0. Segue de forma

indutiva reversa ao longo da sequéncia que 7(y,) = 0. O

Proposicdo 1.4.3. A distribuigdo estaciondria w para uma matriz de transigdo P e iinica se, e somente
se existe uma tinica classe de comunicagdo essencial.

Demonstragio. (<) Suponha que exista uma tnica classe de comunicagdo essencial C. Deno-
tamos P a restricdo da matriz P a classe dos estados em C. Suponha que z € Ce P(z,y) > 0.
Entdo como z é essencial e z — ¥, temos que y — x, logo y € C. Isso implica que P é matriz
de transicdo irredutivel em C. Logo, existe uma unica distribui¢do estaciondria 7¢ para P.
Seja m uma probabilidade em 2, com © = 7P. Pela Proposicao (1.4.2), 7(y) = O paray ¢ C,
assim, 7 estd definida em C. Consequentemente, para x € C,

w(x) =Y _w)Py,x) =Y 7y)Ply,x) = > _ w(y)Pely, ),

yeQ yel yel

e 7 restrita a C, segue que 7(x) = 7°, para todo = € C. Entéo,

m(x) =

¢, se z€C,
0, se x>0.
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e a solugdo para m = 7P é tnica.

(=) Suponha que existam distintas classes de comunicac¢do essenciais para P, digamos
Cy e Cy. A restricdo de P a cada uma dessas classes é irredutivel. Entdo, para i = 1, 2, existe
uma medida 7 em C;, a qual é estaciondria para Fr,. Além disso, cada 7; é estaciondria para

P,logo P tem mais de uma distribuicdo estacionaria. O

1.5 Reversibilidade e Inversao de tempo

Defini¢ao 1.5.1. Dizemos que uma medida de probabilidade m definida em () satisfaz as equagdes
de balanco detalhado se

m(x)P(z,y) = n(y)P(y,x), Yo,y € Q

Proposicao 1.5.1. Seja P a matriz de transi¢do de uma cadeia de Markov com espago de estados ).

Entdo toda distribuicdo 7 satisfazendo as equacdes de balango detalhado é estaciondria para P.
Demonstragio. Basta somar em y ambos os lados das equagdes de balanco detalhado. Assim,
Y w1 Py,x) =Y w(x)P(x,y) = n(z) Y Plr,y) = n(x),

ye yeQ yeQ

—_——
1

pois P ¢é estocastica. O

Se as equagdes de balanco equilibrado valem, entdo
m(zo) Pz, x1)... P(Tp—1, Ty) = 7(xn) P(Tp, Tp_1)...P(x1, x0). (1.28)
E a Equagdo (1.28) pode ser reescrita da seguinte forma:
PAXo=20,.... X =2} = P{Xo =20, X1 = Tp_1, .., X;y = 2}

Ou seja, se uma cadeia (X;) satisfaz as equagdes de balanco detalhado e possui distri-
buicdo inicial estaciondria, entdo a distribuicao de (Xj, X1, ..., X,,) € a mesma distribui¢do de
(Xn, Xn-1, ..., Xo). Por isso, uma distribuigdo que satisfaz as equag¢des de balanco detalhado

é chamada de reversivel.

Exemplo 1.5.1. Considere um passeio aleatério simples em um grafo G. Vimos no Exemplo (1.4.1)

__ deg(s)

ue a distribuicio w(z) = é estaciondria. Como
2|E|

_deg(z) Loy  deg(y) Lo
TP =308 Gegla) ~ 2] degly) ")

Segque que a cadeia é reversivel.
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Definic¢ao 1.5.2. Seja uma cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicdo P e distribuicdo

T(y) Py
(

estaciondria 7. A cadeia de Markov com matriz de transicio P(x,y) = @ 2) ¢ chamada de tempo

de reversdo de uma cadeia de Markov.

Proposicao 1.5.2. Seja (X;) uma cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicdo P e distri-
buicdo estaciondria m. Denota-se (X,) a cadeia de tempo revertido com matriz de transicdo P. Entdo
T € estaciondria para Pe para qualquer xy, ..., z; € 2, temos

PW{XO = Xy, ...,Xt = It} = PTI'{XO = Ty, ...,Xt = $0}.

Demonstragdo.
> e m(y)P(y,z) = > e ﬂ(g)% — 7(z), mostra a estacionariedade de 7 para P.
Para mostrar a igualdade das probabilidades das duas trajetérias, usamos o fato que,
para cada i, A
Pz, ;1)
P(x;_1,x;) = W(l’l>m
Entdo, observa-se que

PAXy=x0,.... X, =z} = m(x0)P(x0,21)P(x1,22)...P(x1_1,2y)

= m(xn)P(xp, Tp_1)...P(x, x1) P(x1, x0)
 PXy= o K= 1)

Assim, se uma cadeia com matriz de transicdo P é reversivel, entdao P = P.



Capitulo 2

Esperanca Condicional e Martingais

Outra classe importante de processos estocdsticos sdo martingais, que passaremos a estudar
nesta parte do texto. Todavia, alguns contetidos técnicos precisam ser trabalhados previa-
mente. Entdo este capitulo segue organizado da seguinte forma: na priemeira segdo, apre-
sentamos alguns resultados de teoria da medida e de probabilidade, que serdo utilizados
no restante do capitulo. Por ndo serem objeto central desta monografia ndo serdo demons-
trados, mas as referéncias serdo indicadas. Ap0s essa primeira se¢do mais técnica, apresen-
taremos conceitos basicos de probabilidade condicional e esperanca condicional, para que
possamos discutir o elemento central deste capitulo: o conceito de Martingal e o Teorema de
convergéncia de martingais.

Neste capitulo, nossas referéncias bésicas sdo: [1], [2], [3], [4], [5] e [6].

2.1 Lei fraca dos grandes niimeros, Lema de Fatou e Teore-
mas: da convergéncia dominada e da continuidade de

Paul Lévy

Teorema 2.1.1 (Lei fraca dos grandes niimeros). Sejam X, Xs, ... varidveis aleatorias indepen-

dentes e identicamente distribuidas com

zP(|x;| > z) — 0quandox — oo.
Seja S, = X1 + ... + Xy e seja p, = E(X11(|x,|<n)). Entdo, 5= — p,, — 0 em probabilidade.
Demonstragio. disponivel em [2], p. 60. [

Lema 2.1.2 (Lema de Fatou). Sea sequéncia de fungoes ( f,,) pertence ao espago mensurdvel M (X, F),

entdo

/(lim inf f,)dp < lim inf/fndu.
Demonstragdo. disponivel em [1], p. 33. O

17
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Teorema 2.1.3 (Teorema da convergéncia dominada). Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes inte-
grdveis que converge q.t.p. a uma uma fungido mensurdvel real f. Se existe uma fungdo integrdvel g
tal que | f,| < g, para todo n, entdo f é integrdvel e

lim / Fudp = / fdy.

Demonstragio. disponivel em [1], p. 44. H

Teorema 2.1.4 (Teorema da continuidade de Paul Lévy). Sejam Fy, F>, ... fungdes de distribuigdo
e 1, P2, ... suas respectivas fungoes caracteristicas. Se ,, converge pontualmente para um limite ¢
e se o é continua no ponto zero, entio

1. existe uma fungdo de distribuicio F tal que F,, — F fracamente e,
2. @ éa fungdo caracteristica de F.

Demonstragdo. disponivel em [5], p. 237. H

2.2 Probabilidade Condicional

Definigao 2.2.1. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e B, A € F eventos tais que P(B) >
0e P(A) > 0. A medida de probabilidade P(A|B) em (Q,F) é chamada probabilidade de A

condicional ao evento B:
P(AN B)

P(AIB) = ~5r

(2.1)
Se (B,,) for uma particdo de (2 e se conhecermos cada probabilidade P(A|B,) e P(B,), a
probabilidade de A pode ser construida pela férmula da probabilidade todal:

P(A) =Y P(A|B,)P(B,).

n>1

Estamos assumindo que P(B,,) > 0, para todo n.
Essas probabilidades podem ser explicadas por meio da fungdo simples f : Q@ — [0, 1],
que é constante em cada B,,:

f(w) =) P(A[By)lg, (w).

n>1

A variavel aleatéria f(w) é uma boa estimagdo para P(A), quando w é escolhido ale-
atoriamente de acordo com a medida de probabilidade P, quando w € B,, temos que
f(w) = P(A|B,). Se o experimento for repetido um ntmero suficientemente grande de ve-

zes, a Lei dos Grandes Nuimeros garante que a média de f converge para
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Temos entdo para qualquer conjunto B = UB,,, temos

P(AmB):/fdP.

A variavel aleatéria f é chamada de probabilidade condicional de A com relacdo a
particdo {Bn}nzl.

2.3 [Esperanca condicional relativa a uma particao

Trataremos agora do conceito de esperanca condicional para uma particio enumeravel do
espaco de probabilidade.

Suponha que P(B) > 0. Se X for integravel, podemos considerar a esperanca de X com
relacdo a medida P(-|B), chamada esperanga condicional com relag¢do a B,

E(X|B) = / X (w)P(dw|B) = / XdP. (2.2)

a { B, }»>1 uma particdo de €2, ou seja, uma familia de conjuntos B, € F com U, B,, =
Q, e B, N B, =0, quando n # m. Tal particdo gera uma sub o-dlgebra B C F, contendo
todas as unides dos conjuntos B,. Se P(B,,) > 0, definimos E(X|B,,) como em (2.2). Caso
P(B,) = 0, definimos E(X|B,) = 0. Assim, para qualquer varidvel aleatdria integravel X,

definimos uma nova varidvel aleatéria F(X|B) : Q@ — R como

E(X|B)(w) =Y E(X|B,)I,(w), (2.3)

n>1

chamada, versao de esperanca condicional de X com relagao a B.
De fato, w — E(X|B)(w) é B-mensurdvel. Além disso, para qualquer conjunto mensura-
vel B,

/ (X|B)dP = Z/ E(X|B,)dP = P(BNB,)E(X|B,). (2.4)

n>1 Y BNBn n>1

Se assumirmos que B € B, entdo, B é uma unido dos elementos By, k € S, o que implica
que P(B € B,) = P(B,)ls(n), onde Is(n) = 1,sen € S e 0, caso contrdrio. Usando a
defini¢do de E[X|B,], o dltimo termo em (2.4) é igual a

Z]IS XdP: / XdP.
B

n>1

Entdo a variavel aleatéria /(X |B) satisfaz
/ E(X|B)dP = / XdP, VBeB. (2.5)
B B

Lema 2.3.1. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e B C F uma sub o-dlgebra. Sejam Y1,Y5
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duas varidveis aleatorias integrdveis B-mensurdveis. Entdo Y, = Y5 em quase todo ponto se e somente
se

/ YidP = / YodP VB € B. (2.6)
B B

Demonstragdo.

(=)Seja D = {w € ;Y1(w) # Ya(w)} tal que D é B-mensuravel. Por hipétese, P(D) = 0.

Entdo,

[ iwir - /D Yi(w)dP + / | Yawap = /D Va(w)dP + / RCUE [ vawiir

=0 =0

(<) Defina B = {w : Yi(w) > Y3(w)}. Como B € B (2.6) implica que P(B) = 0, isto §,
P(Y; < Y;) = 1. Fazendo o raciocinio andlogo para B = {w : Yi(w) < Y3(w)} temos que
P(Y; > Y;) = 1. Conclui-se que P(Y; =Y3) = 1. O

2.4 Esperanca condicional relativa a uma o-dlgebra

Na secdo anterior tratamos da esperanca condicional com rela¢do a uma parti¢do enumera-
vel do espaco de probabilidade que foi definida como E(X|B)(w) = >_ -, E(X|B,)lp, (w).
Chegamos a conclusdo que:

1. E(X|B) é B-mensuréavel,
2. arelagdo [, E(X|B)dP = [, XdP, VB € B ésatisfeita e,

3. qualquer varidvel satisfazendo as duas propriedades acima é, em quase todo ponto,
igual a E(X|B).

Todavia, a auséncia de enumerabilidade ndo permite a extensdo da definicdo de espe-
ranca condicional a uma sub o-dlgebra G C F geralcomoem E(X|B)(w) =, -, E(X|B,)lg, (w).
Problemas surgem ao considerar conjuntos mensuraveis B € G com probalgilidade nula.
Nestes casos, a relagdo E(X|B)(w) = -, E(X|B,)ls,(w) ndo pode ser usada para definir
E(X|G).

Definiremos entdo a esperanca condicional com respeito a uma sub o-algebra, verifica-
remos sua existéncia, unicidade em quase todo ponto e a compatibilidade com o caso de

particdo enumeravel de 2.

Definicdo 2.4.1. Seja G C F uma sub o-dlgebra e X : Q0 — R uma varidvel aleatéria positiva e

integrdvel. Qualquer varidvel aleatéria Y : Q2 — R que satisfaga:
1. Y € G, ouseja, Y é G mensurdvel, e

2. VA€G, [, XdP = [,YdP.
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é chamada de uma versdo da esperanga condicional de X com relacdo a G. Denota-se por
E(X|G), segue que Y = E(X|G) e [, E(X|G)dP = [,YdP = [, XdP, VBe€g.

Segue da defini¢do que, se B = (),
E[E(X|G)] = /E(X|g)dP = /XdP = E(X). (2.7)

Lema 2.4.1. Se Y satisfaz (1) e (2) da definigdo de esperanga condicional, entdo Y é integrdvel.

Demonstragio. Seja A ={Y > 0} € G.

/YdP:/XdP§/|X|dP
A A A

/ ~YdP = [ —XdP< / | X|dP.

c Ac c

Segue que E|Y| < E|X|. O
Mostraremos agora a unicidade da esperanga condicional e posteriormente a existéncia.

Teorema 2.4.2. Se Y' tambem satisfaz (1) e (2), entdo

/YdP:/Y'dP VA e F.
A A

Demonstracio. Seja A ={Y —Y’ > ¢ > 0}. Segue que
O:/X—XdP:/Y—Y’szgP(A),
A A

logo P(A) =0e P(Y —Y'>¢)=0.Tome A={Y =Y’ >0} = Upen {Y = Y' > 1}
Como a equacdo vale para todo ¢, segue que Y < Y’ quase certamente. Com o raciocinio

analogo, trocando os papéis de Y e de Y’, segue que Y = Y’ quase certamente. O

Mostraremos a existéncia da esperanca condicional, mas primeiramente precisamos do
conceito de medida absolutamente continua e do Teorema de Radon-Nikodym, cuja de-
monstracao nado sera feita neste trabalho.

Definig¢ao 2.4.2. Uma medida v é chamada de absolutamente continua em relagdo a i, denota-se
v, seu(A)=0=v(A)=0.

Teorema 2.4.3. (Radon-Nikodym) Sejam 1 e v medidas o-finitas em (2, G). Se v < p, entdo existe
uma fungdo f € G tal que VA € G,

/ fdu=v(A).
A
[ é denotada por g—l’; e é chamada de derivada de Radon-Nikodym.

Para uma demonstragdo deste teorema, o leitor interessado poderar consultar [1] e [2].
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Teorema 2.4.4. Suponha que X > 0e v(A) = [, XdP VA € G. Entdo % é uma versio de
E(X]G).

Demonstragio. Pelo Teorema da convergéncia dominada, v é uma medida finita em (2, G)e
a definig¢do de integral implica que v < P. O Teorema de Radon-Nikodym garante a exis-

téncia de uma fungdo positiva G-mensuravel Y tal que
V(A) = / YdP, VAE€G.
A

Entdo, Y é a densidade de Radon-Nikodym 57”, e é determinada unicamente, a menos de

conjuntos de medida zero. O]

Verificaremos agora, que esta tltima defini¢do de esperanca condicional, coincide com

aquela para uma particdo enumeravel de 2.

Exemplo 2.4.1. Seja D a o-dlgebra gerada por uma particio enumerdvel mensurdvel { D, },>1. Como
E(X|D) é D-mensurdvel, ela é constante em cada D,,, ou seja, E(X|D)(w) = by, para todo (w) €
D,,. Entdo, para todo n, temos

by P(By) = by / P = / E(X|D)dP = [ XdP.
n n BTL

Entdo, quando P(B,,) > 0, temos

1
b, = / XdP,
P(B,) Js,

que coincide com (2.3) para todo B,, de medida positiva. Como os outros conjuntos possuem medida
zero e aparecem em um niimero enumerdvel de vezes, temos entdo uma versio da esperanga condicio-
nal.

Exemplo 2.4.2. Suponha que G = F, ou seja, G é a maior sub o-dlgebra de F. Segue que:
E(X|G) = / XdP =X, VBEeF.
B

Exemplo 2.4.3. Suponha que G seja a menor sub o-dlgebra de G, ou seja, G = {0, Q2}. Entdo, teremos
que E(X|G) = E(X)q.t.p.. Este fato ocorre porque E(X|G) deve ser constante em ). Assim,

E(X|G) = /E(Xlg)dP _ /XdP _ B(X).

Os dois dltimos exemplos, mostram que £(X |G) nos dd uma aproximagdo de X, e quanto

mais fina G, melhor a aproximagdo obtida.
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2.5 Propriedades da esperanca condicional

Mostraremos nesta se¢do, algumas propriedades basicas da esperanca condicional.
Lema 2.5.1. A esperanca condicional é linear, ou seja, E(aX +Y|G) = aE(X|G) + E(Y|G)

Demonstragio. Seja A € G. Entdo [,{aE(X|G)+E(Y|G)}dP =a [, E(X|G)dP+[, E(Y|G)dP =
af,XdP+ [,YdP = [,aX +YdP. O

Lema 2.5.2. Se X <Y entio E(X|G) < E(Y|G).

Demonstracdo.

/ E(X|G)dP = / XdP < / YdP = / E(Y|G)dP.
A A A A
Seja A ={E(X|G) — E(Y|G) > ¢ > 0}. Segue que P(A) =0, para todo ¢ > 0. O

Lema 2.5.3. (Teorema da convergéncia monénota - versdo condicional) Se X,, > 0e X,, /* X com
E(X) < oo, entio E(X,|G) / E(X|G).

Demonstragio. Seja Y,, = X — X,,. Queremos mostrar que E(Y,|G) ~\, 0. Como Y, é uma
sequéncia decrescente, (2.5.2) implica que Z, = E(Y,|G) decresce para um limite Z.,. Se

A € G, entdo
/ ZndP = / Y, dP.
A A

Quanto n — 00, ¥, \, 0. Pelo Teorema da convergéncia dominada, [ 4 ZsodP = 0, para todo
A€ G, entdo Z, = 0. O

Coroldrio 2.5.4. Se'Y,, é uma sequéncia de varidveis aleatorias positivas e integrdveis, entio
E <Z Yn|g> =Y E(Y,|G) qt.p.
n>1 n>1

Lema 2.5.5. Seja X integrdvel e G, H duas sub o-dlgebras, tais que G C ‘H. Entio
EIE(X|9)[H] = BE(X|G) = E[E(XH)|G] q.t.p..

Demonstragio. E[E(X|G)|H] e E[E(X|H)|G] estdo bewm definidas, pois E(X|H) e E(X|G)
sdo integraveis.
Para a primeira igualdade, pela defini¢do de E(-|H),
/ E[E(X|G)[H]dP — / B(X|G)dP VH e H.
H

H

Em particular, como G C H,

/GE[E(X|Q)]7-L]dP:/E(X]g)dP VG € G.

G
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Pela definicdo de E(X|G),
/ E(X|G)dP = / XdP, VG eGg.
G G

Para a segunda igualdade, como G C H,VG € G,

/GE[E(X|’H,)|Q]dP:/HE(X|7-L)dP:/GXdP.

]

Lema 2.5.6. (Desigualdade de Jensen - versio condicional) Se ¢ é uma fungio convexae E| X |, E|p(X)| <
00, entdo
p(E(X]9)) < E(p(X)|G) (2.8)

Demonstragio. Seja S = {(a,b);a,b € Q,ax +b < p(z)Vz}. Entdo ¢(x) = sup{ax + b; (a,b) €
S}. Se p(x) > ax + b, entdo os Lemas (2.5.1) e (2.5.2) implicam que

E(p(X)|F) > aE(X|F)+b q.t.p.
Tomando o sup em (a,b) € S resulta em:

E(p(X)|F) > o(E(X)|F) q.t.p.

2.6 Martingais

Uma vez apresentado o conceito de esperanca condicional, podemos trabalhar com a defi-
nicdo de martingal e seu teorema de convergéncia.

Defini¢do 2.6.1. Uma filtracdo é uma sequéncia crescente (F,),>1 de sub o-dlgebras Fy C Fo C
... C F. Uma sequéncia de varidveis aleatorias (X,,),>1 em (0, F) é adaptada a (F,),>1 se X,, €
F,¥n. Uma sequéncia dupla (X,,, F,)n>1, onde (F,,)n>1 € uma filtracio e (X,),>1 € adaptada a

(Fpn)n>1 € chamada de sequéncia estocdstica.
Definigdo 2.6.2. Uma sequéncia estocdstica (X,,, F,)n>1, na qual X,, € L' é chamada

1. um martingal se, para todon > 1,

E(Xpi|Fn) = Xn

2. um submartingal se, para todon > 1,

E(Xn|Fn) =2 X
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3. um supermartingal se, para todon > 1,

Passemos agora a alguns exemplos de martingais.

Exemplo 2.6.1. Seja (a,),>1 uma sequéncia nio decrescente. Se X, = a,, para todo n, entdo
(X3 )n>1 € um submartingal.

Exemplo 2.6.2. Considere o passeio aleatdrio simplesem Z : S,, = Y1 +...+Y,, onde P(Y}, = +1) =
1— P, = —-1) =p,comp € (0,1). Como |S,| < n, entdo S, € L', Vn > 1. Além disso, ao
tomarmos (F,,),>1 como uma filtragdo natural,

S, € um martingal quando p = 3, submartingal quando p > 5 e supermartingal quando p < 3.

Definigao 2.6.3. Quando a filtragdo é associada a uma sequéncia de varidveis aleatdrias como F,, =

o(Y1, ..., Y,), nés a chamamos de filtra¢do natural associada a (Y,,),>1.

Suponha que X,, seja um martingal com relacdo a G, e seja F,, a filtracdo natural. Entdo

i) F, C G, eii) X,, ¢ um martingal com relagdo a F,.

Para verificar (i), note que F,, é a menor o-dlgebra para a qual X,, é adaptada. Como X,

é um G, martingal, entdo F,, C G,.
Para verificar (ii), veja que

E(Xn1|Fn) = ElE(Xn11|Gn) | Fn] = EIE(X,|Gn)|Fn] = E(X,|Fp) = X
Teorema 2.6.1. Se X,, é um supermartingal, entdo, paran > m, E(X,,|F,) < X,,.

Demonstragio. Por defini¢do, o resultado é valido paran = m + 1. Sejan = m + k. k > 2.

Entdo, o Lema (2.5.2) e a defini¢do nos permite concluir que
E(Xm | Fm) = E[E(Xom ik Fonr-1)[Fin] < E(Xongra]Fin)-
Por indugédo, segue que E(X,|F.,) < X O
Teorema 2.6.2.
1. Se X,, é um submartingal, entdo paran > m, E(X,|Fn) > X,.

2. Se X,, é um martingal, entdo para n > m, E(X,|F,,) = X,.
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Demonstragdo.
1. Basta ver que (—X) é um supermartingal. A demonstracdo segue do Teorema (2.6.1).
2. Como X, é super e submartingal, segue que, para n > m, E(X,|F,,) = X,,. O

Teorema 2.6.3. Se X,, é um martingal com relagio a F,, e v é uma fungio convexa com E|p(X,,)| <
oo Vn, entio ¢(X,,) é um submartingal com relagdo a F,.

Demonstragio. Pela desigualdade de Jensen e pela definicdo de martingal,

E(p(Xn1)[Fn) = @(E(Xn1]Fn)) = ¢(Xa).

Corolario 2.6.4. Sep > 1e E|X,|? < oo Vn, entdo | X,,|? é submartingal relagdo a F,.

Teorema 2.6.5. Se X,, é um submartingal com relaciio a F,, e ¢ é uma fungio convexa e crescente

com E|p(X,,)| < oo Vn, entdo p(X,,) é um submartingal com relagio a F,,. Consequentemente,
1. Se X,, é um submartingal, entio (X,, — a)* é um submartingal.
2. Se X,, é um supermartingal, entdo min{X,,, a} é um supermartingal.

Demonstragio. A demonstracdo segue diretamente da desigualdade de Jensen, pois

E(p(Xng1)|Fn) > o(BE(Xnp]Fn)) > @(Xn).

]

Nossa meta é provar o Teorema de convergéncia de martingais, entretanto, antes de atin-
girmos esse ponto, precisamos primeiro introduzir o conceito de upcrossing, e logo em se-
guida, enunciar e demonstrar o Teorema de upcrossings. Feito isso, podemos passar para o
nosso objetivo central deste capitulo.

Suponha que y = {y,;n > 0} seja uma sequéncia de ntmeros reais e [a,b] € R um
intervalo. Um upcrossing de [a,b] é definido pelo cruzamento realizado por y em [a, b] na

direcdo ascendente. Veja a Figura (2.1). De maneira mais precisa:

Defini¢do 2.6.4. Seja 11 = min{n;y, < a}, o primeiro instante de tempo em que y atinge o intervalo
(—00,al, e Ty = min{n > T;y, > b}, o primeiro instante de tempo subsequente quando y atinge o
intervalo [b, 00). Chamamos o intervalo [T}, 15| de um upcrossing de [a,b]. Além disso, sejam

Top—q = min{n > Top_2;y, < a}, Top = min{n > To,_1;y, > b},

para k > 2, entdo os upcrossings de [a, b] sdo os intervalos [Toy_1, Tox), para k > 1.

Chamaremos os U, (a, b; y) de nimero de upcrossings de [a, b] pela subsequéncia yo, y1, .-, Yn,

e U(a,b;y) = lim,_,o(a, b;y) de nimero total de tais upcrossings por y. Para provar o Teo-

rema da desigualdade upcrossing, enunciaremos primeiramente os seguintes lemas:
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, ? .
‘ ‘N

Figura 2.1: Upcrossings de (a,b). As linhas ascendentes indicam os incrementos que sdo
incluidos na sequéncia de y.

Lema 2.6.6. Se (Y,,) é uma F,, submartingal e p é uma fungio convexa crescente com E|p(Y,,)| <
ooVn € N, entio p(X,,) é um F,, submartingal.

Demonstragio. Pela desigualdade de Jensen, temos que:

E(p(Yni1)Fn) 2 ¢(E(Yaiz,)) 2 ¢(E(YalFa)) = ¢(Ya)

Corolario 2.6.7. Se Y, é um F,, submartingal, entdo (Y, — a)* também é submartingal.

Demonstragio. Como (Y,, —a)™ é convexa e crescente. Entdo usando (2.6.5), obtemos o resul-
tado desejado. [

Lema 2.6.8. Se U(a,b;y) < oo para todos racionais a e b tais que a < b, entdo lim,,_,~ y,, existe,
embora possa ser infinito.

Demonstragio. Suponha que lim,,_,, ¥, ndo exista e sejam liminf y,, = A e limsup y,, = p, com
A< f.

Entdo, existem a,b € Q; A < a < b < p. Logo y,, < a ey, > b para infinitos n. Segue que
lim,,_, U,, = 00, uma contradi¢do com a hipétese de U(a, b; y) < co. Assim, A = p. O

Teorema 2.6.9. (Desiqualdade upcrossing) Suponha que (Y, F) seja um submartingal e U,(a, b;Y)
o niimero de upcrossings de [a, b] por Y até o instante n. Se a < bentdo EU,(a,b;Y") < E((Yb+_a“)+)

Demonstragio. Seja Z, = (Y, — a)™. Pelo Teorema (2.6.5), (Z, F) é um submartingal nédo
negativo. Upcrossings por Y de [a,b] equivalem a upcrossings por Z de [0,b — a], entdo
Un(a,b;Y) =U,(0,b—a; Z).

[Tok—1,Tok], k > 1 sdo os upcrossings por Z de [0, b — a]. Defina a funcado indicadora:

I — ]-a se 1€ (TQk—laTQk]u
' 0, caso contrario.

Como {I; = 1} = Up{Tok—1 < i — 1}\{T2 <i— 1}, éum evendo que depende apenas de
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Y0,Y1, ..., Y1, segue que [; é F;_; mensurdvel. Entdo podemos afirmar que
(b—a)U,(0,b—a;2) < E (Z(Zi - ZML) , (2.9)
i=1

uma vez que cada upcrossing de [0, b — a| contribui com uma quantia de pelo menos b —a a

soma. Entretanto,

E((Zi = Zi)h) = E(E[(Zi — Zi1)Li|Fioa]) =
= E([E(Zi|Fi1) — Zia]L) <

([E(Zi| Fie1) = E(Zia| Fim1)]L)
(E(Zi|Fi1) = Ziea) = E(Z) — E(Zi-1).
(2.10)

Na primeira igualdade usamos que E(E(X|F)) = E(X) e a desigualdade se da por tratar-
mos de um submartingal.
Usando a Equagédo (2.9),

(b—a)U,(0,b—a; Z) < E(Z,) — E(Zy-1)+ E(Zy-1) — E(Zy—2)+...— E(Z1)+ E(Z1) — E(Zy)
= E(Z,) — E(Zy) < E(Z,).

Deste modo,
(b—a)U,(0,b—a;2) < E(Z,) — E(Zy) < E(Z,) = E(Y, —a)*,

o que implica que

Passamos agora para o Teorema da convergéncia de martingais.

Teorema 2.6.10. (Teorema da convergéncia de martingais) Seja (Y, F) um submartingal e suponha
que 3M;¥n, E(Y;}) < M. Entio existe uma varidvel aleatéria Yy, tal que Y, 5 Y.

Demonstragio. Pelo Teorema da desigualdade upcrossing,

B(Y,—a)* _ E(Y;")+1d]

EU,(a,b;y) < <
Un(a,b;y) b—a b—a

Como U(a, b;y) = lim,,_,o, Uy (a, b; y), segue que

<M—|—|a|

EU(a,b;y) = E lim U,(a,byy) <
(a,byy) = E lim Un(a,biy) < ——>

t.p.
nesta ultima desigualdade, usamos que Vn, E(Y,") < M. Segue entdo que Ul(a, b;y) <o,
pois EU (a,b;y) < oo = Ula,b;y) "2 50. Como os racionais sio um conjunto enumerével,

Ula,biy) "< oo = P(U(a,biy)) = 1,¥a,b € Q. Entdo, pelo Lema (2.6.8), Y, "3 V...
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Queremos mostrar entdo que P(|Y| < c0) = 1.
Como |Y,,| =2Y,F — Y, e E(Y,|Fo) > Y, segue que

E (]Yn||]-"0) = 2B(Y."|Fy) — E(Y,|Fo) < 2B(Y.F|Fy) — Yo

Nesta dltima desigualdade usamos o fato de E(Y,|Fy) > E(Yy|Fo), uma vez que (Y,) é
submartingal.

Pelo Lema de Fatou,
E (Ve[ Fo) = E (liminf [Y,|F) < liminf B (|Y,]|F) < 2liminf B(Y;"|F) — Yy
Definamos Z = liminf E(Y,|F). Entao,

E(Z) = E(liminf E(Y|F) < liminf(E(E(Y.|F))) < M = E(Z) < M.
—— ——

EY;H)<M
Segue entdo que Z o= B (1Yal| Fo) o= P (JYao| < 00| Fo) = 1. Entdo,

P([Ye| < 00) = E(Iyjyj<oo}) = E(E(Ifjyvicj<o0}[Fo)) = E(P([Yoo| < 00| Fp)) =1
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Capitulo 3

Urna de Pdlya

Apresentamos neste tltimo capitulo o problema da urna de Pdlya que é um exemplo tanto
de cadeias de Markov, apresentadas no Capitulo 1, quanto de convergéncia de martingais,
apresentada no Capitulo 2. Entretanto, antes de entrarmos no modelo da urna de Pdlya,
precisamos apresentar na primeira se¢do deste capitulo a distribuicdo beta, para a qual a
distribuicdo dos sorteios das bolas pretas deverd convergir. Posteriormente, passaremos
aversdo mais simples da urna de Pélya, considerando uma urna com apenas duas bolas
e acrescentando uma bola a cada sorteio. Posteriormente, faremos o caso um pouco mais
geral, no qual a urna comeca com mais de duas bolas e adiciona-se a bolas a cada sorteio.

Neste capitulo nossas referéncias bdsicas sdo: [2], [6] e [7].

3.1 Distribuicao Beta

Nesta se¢do apresentaremos a distribuicdo beta, sua densidade e fung¢do caracteristica para

que possamos apresentar os dois casos da urna de Pélya nas duas se¢des subsequéntes.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam a,b € R*. Uma varidvel aleatéria possui uma distribui¢do beta se sua

densidade é dada por
Logo=1(1 —2)b"! se 0<2<1,
fay= 7m0 - (3.1)
0, caso contrdrio
onde [3(a, b) refere-se a fungdo Beta, dada por:
1
B(a,b) = / (1 —2)" tdx (3.2)
0

A distribuigdo beta é utilizada para modelar fendmenos aleatérios cujos valores possiveis
encontram-se em um intervalo [c, d]. Ao tomar ¢ como a origem e d — ¢ como a unidade de
medida, o intervalo [c, d] pode ser transformado no intervalo [0, 1].

Quanto a = b, a densidade da beta é simétrica em % Paraocasoem quea = b = 1,
temos a distribui¢do uniforme. Se b > a, a densidade é assimétrica a esquerda (no sentido

31
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que valores menores tornam-se mais provaveis) como pode ser visto na figura (3.1).

Beta(1, 1) Beta(5, 5) Betal(0.1, 0.1)

1.4

1.2
1
1

10

0g
1

02 03 04 05 06 OF 08

00 05 10 15 20 25

oG

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 08 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 o0 02 04 08 08 1.0

Beta(3, 1) Beta(1, 3) Beta(2, 0.1)

| | 1 | |
1.0 5

oo 05 10 15 20 25 30

00 05 1.0 15 20 25 30

1
an
1

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 0B 08 10 00 02 04 08 08 1.0 00 02 04 06 08 10

Figura 3.1: Densidade da distribuicdo beta para vérios valores dos parametros a e b.

Por fim, a fungdo caracteristica da distribui¢do Beta(a, b) é data por:

X (t) = E (e"¥) = /0 1 ) fy (x)dx = 3 ((17 ) /O 1 "1 — ) dw

3.2 Urna de Pdlya: caso mais simples

Considere uma urna contendo uma bola branca e uma bola preta. Sorteia-se aleatoriamente
uma bola da urna. Esta bola é retornada a urna juntamente com outra bola adicional da
mesma cor da bola sorteada. Se existem j bolas pretas na urna apés k bolas terem sido
adicionadas, ou seja, ap6s k sorteios, teremos k + 2 bolas dentro da urna e a probabilidade

de se sortear outra bola preta serd de ;1;. A sequéncia de pares ordenados que representa o
namero de bolas pretas e brancas é uma cadeia de Markov com espago de estados {1, 2, ...}%.
Um resultado surpreendente sobre este modelo da urna de Pélya é que a distribuigdo do

namero de bolas pretas ap6s k sorteios é uniforme, como veremos a sequir.

Lema 3.2.1. Seja By, o niimero de bolas pretas na urna de Pélya apds k bolas terem sido adicionadas.
A distribuigdo de By, é uniforme em {1,2, ...,k + 1}.

Demonstragdo. Sejam Uy, Uy, ..., U, varidveis aleatdrias independentes e uniformemente dis-
tribuidas no intervalo [0,1] e Ly = |{l € {0, 1, ..., k}; U, < Up}| o namero de Uy, Uy, ..., Uy que

sdo menores ou iguais a U.
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O evento {L; = j,Lyy1 = j + 1} ocorre se e somente se U, é o (j + 1)-ésimo menor
elemento e Uy, 1 é um dos (j + 1) menores dentre {Uy, Uy, ..., Ug11}. Existem j - (k!) ordena-
¢oes de {Uy, Uy, ..., U1} satisfazendo esse evento. Uma vez que as U, sdo uniformemente
distribuidos, todas as (k + 2)! ordenagdes sdao equiprovaveis, e

D) j

Como cada ordenagéo de {Uy, Uy, ..., Uy} é equiprovavel, segue que P{L; = j} = . Entdo

k+1°
temos:
‘ . P{Lys1=35+1,Ly=j} J k+1 J
P{Lyyw=7+1Ly=3} = : = = . (34
theer =+ 1L = 5 P{L, = j} (k+2)(k+1) 1 k+2 G4
Como Ly € {j,j + 1}, dado que L, = j, segue que
, , , : 1 k—j+2
P{Liys = jlLx = j} = 1= P{Ly = j+ 1L = j} = 1 T2 @35

T E+2  k+2

Como L; e By possuem a mesma distribuicdo, pelas equagdes (3.4) e (3.5), as sequén-
cias (Lg)7_; e (Bg)r_, possuem as mesmas probabilidades de transi¢do, entdo as sequéncias
(Lk)i_, e (By)}_, possuem a mesma distribuigdo.

Uma vez que, ap6s o conjunto ter sido ordenado, a posi¢ao de Uy em {Uy, Uy, ..., Uy} é
uniforme entre as k£ + 1 posi¢des possiveis, temos que L;, é uniformemente distribuido em

{1, ...,k + 1}. Concluimos entdao que By, é uniforme em {1,2,.... k + 1}. H

3.3 Urna de Pdlya caso geral

Passaremos agora ao segundo caso da urna de Pélya. A diferenca do primeiro, neste caso
a configuragdo inicial da urna pode conter mais de uma bola de cada cor e sdo colocadas
na urna uma quantidade ¢ > 1 de bolas ap6s o sorteio, ao invés de apenas uma. Portanto,
pode-se dizer que este caso constitui uma generaliza¢do do primeiro.

Considere uma urna contendo certa quantidade inicial fixa de bolas brancas, W, > 1, e
de bolas pretas, B, > 1. Sorteia-se uma bola aleatoriamente e, posteriormente, retorna-se a
bola sorteada juntamente com a € N bolas adicionais da mesma cor da bola sorteada. Repita
o experimento n vezes e denote por B, o nimero de bolas pretas na urna apds o n-ésimo
sorteio e reposi¢do na urna.

Vale a pena ressaltar que se a = 1, temos o caso mais simples da urna de Pélya e, embora
estamos tratando de @ € N, cabe uma observacdo para os casos particulares com a assu-
mindo valores fora dos naturais. O primeiro deles seria o caso em que a = 0, no qual temos
sorteios com reposicdo. O segundo seria o caso em que a = —1, assim, temos sorteios sem
reposigao.

Ap0s essa observagao, damos sequéncia com o lema que mostra qual a distribuicao limite
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da proporgao de bolas pretas sobre o total de bolas.

Bp
BTL +W7L

Teorema 3.3.1. A sequéncia (py,)n>0, COM p, =
By Wo )

a’ a

converge q.t.p. para uma varidvel aleatéria
poo Cuja distribuicio é uma Beta (

Demonstragdo. Seja

x { 1, seuma bola preta foi escolhida no n-ésimo sorteio,
n p—

0, caso contrario.

Defina F,, = 0(X;;1 <i < n) como a filtracdo natural desta sequéncia e note que, (X, +1|F,)

:

1 1 B,

s By,
segue uma distribui¢do Ber ( B )

Mostraremos que (p,,)n>0 € um F-martingal.

Bn+1
Bn+1 + Wn+1

E(pn+1|fn) =F (

Bn—i—l
Fo| =E
> (BO+W0+(n+1)a

= E| B+ aXpi|Fn | = Bn+a ———
By +Wo+ (n+1)a %C,L_ﬂ| By + W+ (n+ 1)a “ B, + W,
Bni1 S——
OB (Xns11Fn)
B B,(B, + W, +a) BB, +W,+a) B, )

(Bo + Wo + (n+ 1)a)(Bp + W) (Bp+ W+ a)(Bu+ Wy)  Bn+ W,

Onde em ™) usamos o fato de que (X,,1|F,) segue uma distribuicdo Ber < Bﬁ”wn )

Como E(py+1|Fn) = pn, Segue que a sequéncia (p,) € um martingal e, por definicdo, um
submartingal. Note que p, < 1,Vn € N. Entdo o Teorema da convergéncia de martingais
garante que existe uma variavel aleatoria p., tal que p, =3 poo,n — 0.

Agora que verificamos que a sequencia p, converge para uma varidvel aleatéria p,, po-
demos estudar a distribuicdo desta variavel.

Denotemos o conjunto {k bolas pretas nos primeiros n sorteios} por B}. Segue entdo que

n> Bo(Bo+ a)...(By + (k — 1)a)Wo(Wy + a)(Wy + (n — k — 1)a) (3.6)

P(Bi) = (k- (Bo + Wo)(Bo + Wo + a)...(By + W + (n — 1)a)

Um resultado interessante que obtemos com a Equagédo (3.6) é que a sequéncia de X,

ndo possui independéncia entre seus termos, entretanto, a probabilidade de retirar % bolas

pretas nos primeiros n sorteios, (0 < k < n) ndo depende da sequéncia de cores sorteadas,

mas apenas do nimero acumulado de cada cor. Assim, as varidveis X, X», ..., X,, da urna
de Pélya sdo permutaveis, mas ndo independentes.

Dividindo todos os termos do numerador e o denominador de (3.6) por a, e chamando £

e o de B e W, respectivamente e usando os fatos': i) I'(B) = (B—1)! eii) BI'(B) = T'(B+1),

!Neste texto usamos a Fungdo Gama (denota-se I') defenida por: I'(z) = fooo e '*~1dt, onde z > 0,

e posteriormente usaremos a Funcdo Beta (denota-se ) definida por uma composicdo de Fun¢des Gama:
T'(a)T'(b
Bla.b) = Tz
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obtemos
T'(B+k) r(W4n—k)
T(B) T(W)
BB+1)..(B+k—1)WW +1)..(W+(n-k-1) T(B+kTW+n—k [(B+W)
(B+W)(B+W +1)(B+W +(n—1)) ~ T(B) (W) T(B+W +n)
I‘(B-;‘;/-Fn)
T(B+W)
BBARW n—k) _A(E kB0 k)
B(B,W) BB
isto é: (B W )
n\ B (B +k,Wo g —
P = (1)
B ()

Tomando a fungao caracteristica, obtemos:

' n n i Botka 1 3 7kpB_1(]- o p)W—l
b, (1) = E(e"r) = ( )e Bo+Wotna / p°(1—p)" dp
P ( ) ( ) prd k 0 ( ) B(B, W)

. B 1 rr . a k
- 5 (2) et et
) 0 kIO

pelo teorema binomial,

n

__Bo 1 /1 ( t———a B_1 W1
s [ (pe T 1 (1-p)) P (1 - )
FB) Jy

it
=€

Tomando <peit Bo+Wotna (1-— p)) e dividindo o numerador e o denominador do expo-

. a
ente Ztm por a, obtemos

(pereite + (1-p))" = :p (1+%+0<%)) +(1—p)r

- -p+it—p+0<£>+1—p}n

B+W+n n?
[ th P nnaoo it
_ |y (_) itp 3.7
_+B+W—|—n+0 nQ} e (3.7)

Entéo, pelo Teorema da convergéncia dominada, e tomando o limite quando n — oo,

itBg 1 1 Bg Wo 1 o By Wo
lim eBo+Wo+m—/ epe N1 —p)e tdp= —/ epe N1 —p) 'dp
nree B (& %) 0 B (%7 %) 0

que é a funcdo caracteristica da distribuigdo Beta (22, 1)

a’ a

Entdo, pelo Teorema da continuidade de Paul Levy, temos que p., converge para uma
distribuicdo Beta (£2, 12). O

a’ a
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