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Resumo

Este trabalho é dividido em duas partes.

Na primeira parte do trabalho, no teorema 2.1, daremos uma primeira versido das féormulas de
Bott para um orbifold complexo compacto e com singularidades isoladas. No teorema 2.4, usando
uma boa resolucdo e a classe de Chern local "top" do orbifold, daremos uma segunda versao do

teorema 2.1.

Uma consequéncia interessante do teorema 2.1 é sua aplicacdo nos espagos projetivos ponderados
P? = P(wo, ..., wy,). Por exemplo, uma vez garantida a existéncia de folheagdes holomorfas nao
triviais em P} (proposicao 2.12), deduziremos uma férmula para a soma dos nimeros de Milnor
de um orbifold de uma folheagédo holomorfa com singularidades isoladas em P (corolario 2.13);
em particular tal férmula é uma obstrugao para ter uma folhacao nao singular em P (corolario
2.14). No corolério 2.15, apresentaremos algumas relagoes entre o conjunto singular da folhagéo e

o conjunto singular de P2. Finalizamos com alguns exemplos.

Como outra aplicacdo do teorema 2.1, similarmente ao caso suave, introduziremos os niimeros de
Baum-Bott orbifold associados as singularidades de uma folhacdo com singularidades isoladas
em uma superficie orbifold compacta e com singularidades isoladas. Entdo, no teorema 2.19,
deduziremos uma, férmula para a soma dos niimeros de Baum-Bott orbifold para uma folhacao
com singularidades isoladas em P2. Consequentemente, nos coroldrios 2.22 e 2.24, daremos uma
caracterizagdo das folhacdes com singularidades radiais em P2. Finalizamos esta parte com alguns

exemplos.

Como uma aplicacao final do teorema 2.1, temos o teorema 2.25. Este teorema, junto com o

corolario 2.13, nos permite dar uma cota para o grau de uma curva quase suave irredutivel e
2.

~; isto é dado no coroldrio

invariante por uma folhea¢do, em funcado do grau da folheacdo em P
2.28, que é o Problema de Poincaré em P2, foi dado primeiro em [12] (nés generalizamos este
resultado: A hipétese Sing(F) N Sing(P2) = @ nio é necessdria). De maneira mais geral, no

teorema 2.29, daremos uma cota para o grau de uma hipersuperficie quase suave irredutivel



invariante por uma folheacao, em funcao do grau da folheacao em P/}. Este tltimo teorema é um

trabalho em colaboragdo com Fabio E. Brochero e Mauricio Corréa Jr. (Veja [7]).

No teorema 2.4, com algumas hipoéteses, daremos uma segunda versao da féormula de Bott em
um orbifold compacto com singularidades isoladas, em funciao de uma boa resolucdo do orbifold
e da classe de Chern local "top", que é definida localmente entorno de cada singularidade do
orbifold. Daremos uma interpretacdo geométrica da classe de Chern local "top" para folheagoes
no coroldrio 2.5. E bem conhecido que a k—ésima superficie de Hirzebruch My, para k > 1, é

uma boa resolugao de P(1: 1: k) e a partir disso derivamos o teorema 2.17.

Na sequnda parte do trabalho, seguindo W. Ding e G. Tian [15], no teorema 3.5 daremos uma
demonstracao da formula de localizagao do invariante de Calabi-Futaki para um orbifold complexo
compacto e com singularidades isoladas (o anulamento do invariante é uma condigdo necesséaria
para a existéncia de métricas Kahler-Einstein no orbifold). Como aplicagdo dessa teoria, no
teorema 3.8 nés estudaremos a nao existéncia de métricas Kahler-Einstein nos espagos projetivos

ponderados singulares bem formados. Finalizamos esta parte com alguns exemplos.

Palavras-chaves: Orbifolds, V-fibrados, classes de Chern orbifold (globais e locais), boa reso-
lugdo, espaco projetivo ponderado, folheacdo holomorfa, superficie de Hirzebruch, nimero de
Baum-Bott orbifold, problema de Poincaré, orbifold Kéhler, orbifold Kéhler-Einstein, invariante

de Futaki orbifold.



Abstract

This work is divided int two parts.

In the first part of the work, in Theorem 2.1, we give a first version of Bott’s formula for a
compact complex orbifold with isolated singularities. In Theorem 2.4, using a good resolution

and the local Chern class "top" of the orbifold, we give a second version ot theorem 2.1.

An interesting consequence of theorem 2.1 is its application to weighted projective spaces
P2 = P(wy, ..., wy). For example, since we guarantee the existence of nontrivial holomorphic
foliations in P}} (proposition 2.12), we deduce a formula for the sum of the Milnor numbers of an
orbifold of a holomorphic foliation with isolated singularities in P (corollary 2.13); in particular
such a formula is an obstruction to a non-singular foliation in P! (corollary 2.14). In corollary
2.15, we present some relations between the singular set of the foliation and the singular set of

P2. We end with some examples.

As another application of theorem 2.1, similar to the smooth case, we introduce the Baum-Bott
numbers associated with the singularities of a foliation with isolated singularities in a compact
orbifold surface with isolated singularities. Then, in the Theorem 2.19, we deduce a formula
for the sum of the Baum-Bott numbers orbifold for a foliation with isolated singularities in P2.
Consequently, in the corollaries 2.22 and 2.24, we give a characterization of the foliations with

radial singularities in P2. We end this part with some examples.

As a final application of the theorem 2.1, we have theorem 2.25. This theorem, thogether with
corollary 2.13, allows us to give a limit to the degree of an almost smooth curve irreducible
invariant by a foliation, as a function of the degree of the foliation in P2; this is done in corollary
2.28, which is Poincaré Problem in P2, was given for the first time in [12] (we generalize this
result: The hypothesis Sing(F) N Sing(P2) = @ is not necessary). More generally, in theorem
2.29, we give a limit to the degree of an almost smooth hypersurface irreducible invariant by
a foliation, as a function of the degree of the foliation in P]}. This last theorem is a work in

collaboration with Fabio E. Brochero and Mauricio Corréa Jr. (see [7]).



In the theorem 2.4, under certain hypotheses, we give a second version of Bott’s formula in a
compact orbifold with isolated singularities, as a function of a good resolution of the orbifold
and the local Chern class "top", which is defined locally around each singularity of the orbifold.
We give a geometric interpretation of the local Chern class "top" for foliations in corollary 2.5. It
is well known that the k—th surface Hirzebruch My, for k£ > 1, is a good resolution of P(1 : 1 : k)

and from this we derive theorem 2.17.

In the second part of the work, following W. Ding and G. Tian [15], we give in Theorem 3.5 a
demonstration of the location formula for the Calabi-Futaki invariant for a compact complex
orbifold with isolated singularities (the annulment of the invariant is a necessary condition for the
existence of Kdhler-Einstein metrics on the orbifold). As an application of this theory, we study
in theorem 3.8 the non-existence of Kahler-Einstein metrics in well-formed singular weighted

projective spaces. We end is part with some examples.

Key-words: Orbifolds, V-bundles, Chern classes orbifold (global and local), good resolution,
weighted projective spaces, holomorphic foliation, Hirzebruch surface, number of Baum-Bott

orbifold, Poincaré problem, Kéhler orbifold, Kéhler-Einstein orbifold, Futaki invariant orbifold.
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Introducao

Neste trabalho, seguindo Satake [32], exploraremos as férmulas de localizagao de
Bott para orbifolds complexos com singularidades isoladas. Este trabalho é dividido em
duas partes. Na primeira parte daremos uma versao das férmulas de Bott para um orbifold
compacto com singularidades isoladas e suas diversas aplicagdes nas folhecoes holomorfas
1-dimencionais nos espagos projetivos ponderados. Na segunda parte provaremos a férmula
de localizacao do invariante de Calabi-Futaki para um orbifold Kéhler compacto com
singularidades isoladas (enunciado sem prova por W. Ding e G. Tian em 1992-[15]), o
anulamento do invariante é uma condigdo necessaria para a existéncia de métricas Kahler-
Einstein no orbifold. Como aplicagdo mostraremos que os espagos projetivos ponderados
singulares nao admitem métricas Kahler-Einstein. Nas duas partes deste trabalho, e nas

suas aplicagoes, exibimos diversos exemplos.

Orbifolds, ou V-variedades, foram introduzidos por I. Satake nos anos 50 (veja[32])
e foram redescobertos por W. Thurston nos anos 70 no contexto de geometria das 3-
variedades (veja [35]). Tais objetos podem apresentar singularidades, mas elas sao de
tipo quociente. Mais formalmente, um orbifold M é um espago complexo com a seguinte
propriedade: cada ponto p € M possui uma vizinhanca que é da forma U/G), onde U
¢ um espago complexo de dimensao n e GG, ¢ um grupo finito de automorfismos de U.
Entéo, se denotarmos o conjunto singular de M por Sing(M ), uma vez que o grupo agindo
localmente em torno de um ponto nao singular (ou regular) é trivial G, = {e}, temos que

Reg(M) :== M — Sing(M) é uma variedade suave.

Entre os objetos mais importantes associados aos orbifolds, temos os V-fibrados e
as classes de Chern. Podemos pensar nos V-fibrados como fibrados no sentido usual na
parte regular do orbifold Reg(M) que se estendem naturalmente a todo M, localmente é
um quociente de um fibrado no sentido usual pela acao do grupo G, que age localmente no
fibrado. O seja, localmente na vizinhanca U de um ponto p € M, dois pontos na mesma

orbita do grupo G, tem fibras na mesma orbita pela acao do grupo G, no fibrado. As
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classes de Chern podem ser pensadas como as clases de Chern usuais na parte regular
Reg(M) de M e que estendem naturalmente a todo o orbifold M, localmente sdo dadas
como formas invariantes pela acdo local do grupo que age localmente. Analogamente sao

definidas formas e campos em um orbifold.

Trabalharemos com singularidades abelianas, ou seja os grupos agindo localmente

sao abelianos.

Féormulas de Bott para orbifolds complexos

Um dos resultados mais importantes nesta parte é o seguinte:

Teorema 0.1 Seja M um orbifold compacto de dimensao n e com singularidades isoladas.
Seja L um V —fibrado vetorial de posto 1 sobre M e & uma segcao holomorfa de TM ® L,
cujos zeros sao isolados. Se P é um polinomio homogéneo invariante de grau n, entdo

Res~{P(J§)d~21 A A dzn} |
&...&

/MP(TM—LV): 3 Fr:

p/&(p)=0 p

onde JE = (gi) e R635{P(‘]é)§1§+/\d£"} ¢ o residuo de Grothendieck.

Seja M um orbifold, £ um campo com singularidades isoladas. Dado p € M, seja

([7 ,Gp, p) uma carta de uma vizinhanga U de p, o indice de £ em p ¢é definido por

1
#G

onde I,;(é ) é o indice de Poincaré Hopf de & em p.

I,(€&) = 5~ Ta(€),

Com esta defini¢ao, outro dos resultados mais importantes de nosso trabalho é o seguinte

Teorema 0.2 Nas hipoteses do teorema 0.1, seja o : M — M uma boa resolugao com

o(D) = Sing(M). Suponha que (c*L)VV é localmente livre em M, entdo:

RIS /cn p (" (TML) )+ Y T

p €Sing(M p/&(p)=0
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Em particular suponha que o*(TM @ L) é reflexivo. Sejam & € H*(M,TM @ L) e 0*¢ €
HO(M,o*(TM ® L)), entdo
Y [apoauen)= ¥ Le9- X L)
pESing(M) pPED/*{(p)=0 p €Sing(M)/&(p)=0

Aqui, ¢,(p, -) denota a n-ésima classe de Chern local na singularidade p, ela é definida

localmente em torno de cada singularidade do orbifold (capitulo 1.5).

Todas as aplicagoes e os diversos exemplos da primeira parte da tese sao consequén-
cia (mas nao direta) destos dois teoremas. Nas aplicagoes desta segao vale a pena mencionar
uma (ela ¢ um trabalho em colaboragiao de Fabio E. Brochero e Mauricio Corréa Jr. [7]),
ela consiste em limitar o grau de uma hipersuperficie quase suave que ¢ um invariante,
em funcao do grau de uma folheacao holomorfa 1-dimensional em um espaco projetivo
ponderado. Este problema é conhecido como o Problema de Poincaré e foi tratado por
primeira vez por H. Poincaré em 1981-[29]. Este problema bem como suas generalizagoes
foram tratados por diversos autores, entre eles: D. Cerveau e A. Lins Neto em 1991-[10],
M. M. Carnicer em 1994-[9], M. G. Soares em 1997-[33], M. Brunella e L. G. Mendes em
2000-[8], J. V. Pereira em 2002-[28], E. Esteves e S. Kleiman em 2003-[17] ¢ M. Corréa
Jr e M. G. Soares em 2012-[12]. Em [33], M. G. Soares da uma primeira generalizagao
do problema de Poincaré em P™ e em [12], M. Corréa Jr e M. G. Soares dao a primeira
generalizagdo do problema de Poincaré em P2(wy, wy,ws), o espago projetivo ponderado
2-dimensional nos pesos wy, wy, wy. Entao a generalizagdo que daremos é para P"(w), o

espago projetivo ponderado n-dimensional nos pesos w = (wy, ..., wy,), ela é

Teorema 0.3 [7] Seja F uma folheagio holomorfa de dimensdo um e com singularidades

isoladas em P™

w?’

n > 3. Seja V.= {P = 0} — P wma hipersuperficie quase suave,

irredutivel e invariante por F. Suponha que deg(F) > |w|+ 1. Entao
deg(V) < deg(F) + anle] - 1,

raiz positiva de x(x +1)" —2 sen € impar
onde o, =

Oy sen € par
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Formula de localizagado do invariante de Calabi-Futaki para orbifolds Kahler

compactos e aplicagoes

Sejam M um n-orbifold Kéhler compacto com singularidades isoladas e X um campo
de vetores holomorfo com singularidades isoladas nao degeneradas em M. Denotemos
Sing(X) = {p1,...,px}. Para cada p, € Sing(X), definimos um endomorfismo nao
singular L, (X) : T,M — T,M, dado por L,(X)(Y) = Dy X. Denotemos por K, a forma

curvatura da métrica induzida em T,/ . Nos demonstraremos o seguinte

Teorema 0.4 Denotemos por fr(X) o invariante de Calabi-Futaki em M (capitulo 3.1).

Com as notagoes feitas acima, temos

1 1 Trot(Ly(X))
n+1 #G, Det(L,(X))

fM(X) =
p/X(p)=0

Como aplicacao deste teorema, demonstraremos que os espacos projetivos pondera-

dos singulares bem formados nao admitem métricas Kéahler-Einstein.
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1 Preliminares

1.1 Orbifolds

Um orbifold pode ser visto localmente como um espago quociente de um espaco
euclidiano baixo uma agao linear de um grupo finito. A nocao de orbifold (ou V-variedade)
foi introduzido por Satake [31] no contexto de automorfismos de formas nos anos 50, com
o nome de V-variedade; por Thurston [35] no contexto da geometria das 3-variedades
nos anos 70, foi entdo quando ganhou o nome de orbifold depois de uma votacao de seus
alunos. N6s trabalharemos com orbifolds complexos e comutativos (ou seja, todos os grupos

considerados serao comutativos). Veja também [25], [1].

Definicao 1.1 Seja U um espaco topologico conexo. Uma carta orbifold ([7, G, ) de
U consiste de um aberto conezo U C C", G um grupo finito que age de maneira holomorfa
sobre U e m wma aplicacio de U sobre U tal que 7 induz wm homeomorfismo de ﬁ/G sobre

U.

Defini¢ao 1.2 Seja Uy C U, aberto e conexo. Uma injegdo de cartas (p,0) : ((71, G1,m) <
((72, Glo, m2) consiste de um mergulho ¢ : UN} — (72 e um homomorfismo injetivo o : G1 —
G tal que

1. myop =m,

2. ¢ € o-equivariante : p(g-x) = o(g) - () para todo g € Gy,

3. Ker(Gy) = Ker(Gy) (via o), onde Ker(Gy) ={g € G;|g-z = x, Va € U;}.
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Defini¢ao 1.3 (Atlas orbifold) Seja X um espaco topoldgico. Um atlas orbifold de

X € dado por um recobrimento de X por abertos conexos (U;) tal que

1. Cada U; tem uma carta (ﬁz, Gi,m),
2. para todo x € U; N U;, existe U, C U; NU; vizinhanga de x e duas injegoes ﬁk — ﬁi,

b O,

Defini¢ao 1.4 (Orbifold) Um orbifold ou V-variedade é um espago topoldgico conexo

paracompacto com uma classe de equivaléncia de atlas orbifold *.

(5
gt
\\.__//

Exemplo 1.5

1. Toda variedade complexa (X,{U;},{¢:}) € trivialmente um orbifold. As cartas sao

da forma (,Uvz, Gi,m;), onde U, = 0i(U;), Gy age trivialmente sobre Uen; = 07t

L Sempre é possivel refinar um atlas orbifold, ver [25].
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2. Sejam X =D ={2€C/|z| <1} CC, D= D, u, o grupo das raizes n—ésimas da

unidade agindo de forma < - z := sz para todo (s,z) € pi, X Der=2z":D— D.

Entao X € um orbifold com uma unica carta orbifold (5, L, T0).

. Seja G C GL(n,C) um subgrupo comutativo finito, entao C"/G é um orbifold. Vale

a pena mencionar que se o grupo G nao é comutativo entio C"/G é ainda um
orbifold, mas isso é no sentido geral em que os grupos agindo localmente nao sao

necessariamente comutativos (veja [13]-lema 11.4.6).

. Um fato bem conhecido € que toda variedade torica X, onde A € um fan simplicial,

¢ um orbifold (veja [13]-teorema 11.4.8). Como um exemplo muito importante desse
tipo de orbifold temos os espagos projetivos ponderados P"(w), na secgio 2.2 falamos
sobre tais espacos e algumas das suas propriedades;, muitos dos resultados obtidos

neste trabalho serdo aplicados nestes espacos.

1.2 V-Feixes e V-Fibrados

Nesta se¢ao definiremos e falaremos dos feixes e fibrados vetoriais orbifold. Uma

boa referéncia pode ser vista em [4], [13] e [25].

Defini¢ao 1.6 Sejam X um orbifold. Considere j : Xgeqg — X a inclusdo. Definimos Ox

(resp. CF) o feize de fungoes holomorfas (respectivamente feize das fungoes C™) por

Ox((U) = {f € jxOxp,,(U) | f € localmente lz’mz’tada},

CE(W) ={f € 4.C%,,(U)|Vx € Using 3 (Us, Gz, 72)

carta de um aberto U, C U contendox e

E|f € (<7Tx>*05z>GI(Ux>2 tal quef = f © ﬂ-x}v

para todo aberto U C X.

2

f é G —invariante sobre U,
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Proposicao 1.7 [25] Sejam X um orbifold, U C X aberto e f € Ox(U). Entio Yz €
Using 3 ((NJI,GE,W:B) carta de um aberto U, C U contendo x e I f € ((72)« UJ)GI(UQC) tal

que f = fom,.

Definicao 1.8 Sejam X um espago complexo, G um grupo e G — AutX um homomor-
fismo de grupos. Seja F um feize coerente em X. Dizemos que G age em F (sobre X),

Se

1. Para todo aberto U C X tal que gU = U,V g € G, G age no C-espaco vetorial
U, F),

2. a agao de 1. é compativel com todas as restricoes (induzidas pelas inclusoes abertas

U —U),

3. nocaso 1., g(f-n)=g"f-gn para todon € (U, F), fe (U Op), g €qG.
Diremos que F é um G-feixe coerente em X.

Observacao 1.9 Suponhamos que G age propriamente descontinuamente em X. Seja F
um G- feize coerente em X . Entdo, Vx € X, Vg € G, a acio em X induz uma identificacdo
Ox ¢ = Ox gz, € a agio em F induz uma identificacio compativel F, = Fyy.

Se além disso gxr = x Vg € G, entao G age em F,.

Definig¢do 1.10 Na definicdo anterior, denotaremos por Coh®(X) a categoria dos G-feives

coerentes em X.

Definicdo 1.11 Seja G um grupo finito, seja G — AutX um homomorfismo de grupos. E
bem conhecido que X :=Y /G também é um espago complezo. Seja 7 :Y — X a projegio.
Denotaremos ©& : Coh®(Y) — Coh(X) dado por 7%(F) = (m.(F))¢ o subfeize mazimal

de m.(F) no qual G age trivialmente ((-)¢ funtor : subfeize G-invariante).

Lema 1.12 7€ é um funtor exato (veja [4], 2.3).
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Recordemos que um feixe reflexivo F em um espaco complexo é um feixe coerente
F tal que o homomorfismo natural F — F¥¥ é um isomorfismo, onde F"" denota o duplo

dual de F.

Defini¢ao 1.13 Sejam (X, xz) um germe quociente, © : (Y,y) — (X,x) o recobrimento
local suave (projec¢io) e G = G,. Um feize coerente F em (X, x) é V-livre se alguma das

duas condigoes (equivalentes) é satisfeita
1. F é reflexivo e (7*F)VY é um feize livre.
2. Euxiste um feize livre F em (Y,y) tal que G age em F e tal que F = Wf(f)

Na verdade F = (7*F)¥V. Além disso, note que no caso em que (X, z) é suave,

V-livre é o mesmo que livre.

Definicao 1.14 Sejam X um orbifold e F um feize coerente em X. F é chamado local-
mente V-livre se F|x ;) ¢ V-livre para todo v € X.
Observacao 1.15 1. Em dimensao dois:

a. Em variedades: reflexivo € equivalente a localmente livre.

b. Em orbifolds: reflexivo € equivalente a localmente V -livre.

2. Em dimensao maior ou igual a trés, essas nogoes nao coincidem. Observe que, em

espacos complexos, um feixe localmente livre é reflexivo.

Exemplo 1.16 Sejam X um orbifold, dimX =n e j : Xy — X a inclusao. Entao os

sequintes feizes sao localmente V -livres
1. QL = j*<Q.1XR€g) o feize de 1-formas holomorfas (reflexivo).
2. wx = (A" Q%)VV.

3. Ox (D) para qualquer divisor de Weil D em X.
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4. Denotemos por Tx o feixe tangente de X. Tx € o inico feize reflexivo tal que

Tx|xp., € 0 feize tangente holomorfo de Xpey. Tx = ()Y,

5. Para n = 1,2 feizes localmente V -livres sio equivalente a Cohen-Macaulay (em

orbifolds de dimensao arbitraria, feize localmente V -livre é Cohen Macaulay)

(veja [4], 2.7).

Definig¢ao 1.17 Seja p : E — X wma aplicacao holomorfa sobrejetiva entre orbifolds.
Seja F' uma variedade complexa. Dizemos que p é um V-fibrado com V-fibra F se,
para todo x € X, existe um recobrimento local suave 7 : U — U = (7/G para alguma
vizinhanga aberta U de x (com G = G,) tal que existe uma G-agao de U x F sobre U com

Ely = (U x F)/G sobre U.

Av A8V UxF
14 ~
(Nj( 7 gy \
o~
\ o/
~L

Observe que para todo z € X, p~!(z) = F/G, é um orbifold. Em particular
p~H(x) = F para todo © € Xpeg.
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Definicao 1.18 Seja X um orbifold. Um V-fibrado vetorial E em X ¢ um fibrado
vetorial holomorfo Ere, em Xpey tal que jExy,, € um feive localmente V-livre, onde

J i Xpeg = X € ainclusao e Exp,, € o feize das secoes de Ereg.

Observacao 1.19 1. Um fibrado vetorial holomorfo Er., em Xpey € um V-fibrado
vetorial em X se, e somente se, para todo recobrimento local suave (Y,y) — (X, x) =
(Y,y)/G, de X, existe um fibrado vetorial holomorfo Ey junto com wma agio de
grupos G, tal que (EY|(Y7y)_FZ‘$GI)/Gm 2 ERegl(x,2) - Além disso, Ey e a G,-acio

em Ey sao entao determinados unicamente por Epe,.

2. Seja F um feixe localmente V -livre em X . Entdo existe um V -fibrado vetorial E em

X tal que F é isomorfo ao feixe das se¢oes de E. E é inico a menos de isomorfismo.

Exemplo 1.20 Voltando das notagoes do exemplo 1.5-2. Considere o fibrado trivial orbifold

dado pelo diagrama comutativo

onde a agio de ji,, sobre D x C é dada por g - (z,v) := (g2, gv).

Na segao 2.2 daremos um exemplo nao trivial de um fibrado vetorial orbifold em P"(w).

Agora vamos definir alguns feixes importantes associados aos fibrados orbifold.

Definicao 1.21 Sejam X um orbifold e p : E — X um fibrado orbifold. Denotemos
por Exp,, (resp. ?Reg) o feizes de segoes holomorfas (resp. feize das segoes C™) sobre
PlEpey © ERreg = Xpeg. Considere j : Xpeg — X a inclusio. Definimos & (resp. £7) o feire

de segoes holomorfas (respectivamente feize das secoes C*) por
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Ex(U) = {3 € JxExpe, (U) |V € Using 3 (Ux, Gy, ) carta de um aberto U, C U
contendoze 3 (id, §) : U, — U, x C* G,-equivariante
tal que w5 o (id,§) = s o 7TI}

EXWU) = {s € Ji€30.,(U) | Va € Using 3 (Uy, Gy, mp) carta de um aberto U, C U
contendoxe 3 (id, §) : U, = U, x C* G,-equivariante

tal que ¥ o (id, §) = s o ﬂz}

para todo aberto U C X.

Vamos explicar o que quer dizer G -equivariante. Seja (U x CF, G, 7F) uma carta de E. A
acdo de G sobre U x C* ¢é dada por g (#,v) = (¢9&, A(%, g)v), onde A : U x G — GL(n,C)
é holomorfa e tal que A(%, gh) = A(hZ, g)A(z, h). Entdo 5 : U — CF é G-equivariante se
5(97) = A(Z, g)8(2). Para mais detalhes desta tltima parte veja [25].

Definicao 1.22 Sejam X um orbifold, F um feize localmente V -livre em X e E o V-
fibrado em X correspondente a F. Uma V-métrica h em F é uma métrica hermitiana
h em Epgey tal que m*h estende a uma métrica hermitiana h em todo Ey, para todo

recobrimento local suave 7 = (Y,y) = (X, x) de X (projecio), onde Ey é como na observagio

1.19.

Observagao 1.23 Usando parti¢oes da unidade orbifold (veja [25]), dados X e F é sempre

possivel construir wma V-métrica h em F.
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1.3 Integracdo em orbifolds

Definicao 1.24 Seja X um n—orbifold complexo e compacto, com um atlas orbifold

{(U;,G;,m)} e w € Q% wma n—forma. A integral orbifold de w sobre X é definida por
1

Jow= e | o)

onde #G; € a ordem do grupo G; é (p;) é uma particao da unidade orbifold subordinada

ao recobrimento (U;) de X, veja [1].

Seja X um orbifold, z € X e ((7, G, ) uma carta de uma vizinhanga U de z. Seja
i € U (na fibra de ), se verifica que os grupos G* = {g € G|g-& = &} (o grupo de

isotropia) e Ker(G®) nao dependem de Z. Denotaremos o tltimo por Ker(X), veja [25].
Observagao 1.25 [25] Denotemos por Xp., = X — Sing(X). Entdo

f = e Jou

1.4 Bons Representantes e Boa Resolucao

Nosso préoximo objetivo é definir as classes de Chern globais e locais para V-fibrados
vetoriais em um orbifold e ver como elas estao relacionadas, mas para este fim precisamos
primeiro definir alguns conceitos que serao fundamentais. Entao nesta secao vamos definir
o que é um bom representante de um conjunto analitico compacto conexo W C X com
Sing(X) C W, quando X é um espago complexo irredutivel e normal. Nos também
daremos algumas propriedades de bons representantes e finalmente vamos definir o que é
uma boa resolucgao. Vale ressaltar que um orbifold é um espaco normal. Para mais detalhes

veja [4].

Definicao 1.26 Seja X um espaco complexo irredutivel e normal, seja W C X subcon-

junto analitico compacto conexo com Sing(X) C W e com W # X . Consideremos o germe
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(analitico) (X, W) de X ao longo de W. Diremos que um subconjunto aberto e conexo

V C X é um bom representante de (X,W) se

1. WcCV,
2. 0V € uma variedade real C°,

3. Eziste uma contracao C* de V' sobre W.
Observacgao 1.27 Sempre existem bons representantes (veja [4], 1.16).

Lema 1.28 Seja (X, W) como antes, suponha além disso que X € um orbifold. Sejam Vi,
Vs qualquer dois bons representantes de (X, W'). Entao

1. Existe um isomorfismo canonico Hjp(Vy) = Hjp(Va) = HE(W).
2. Eziste um isomorfismo canonico Hjip (V1) = Hip.(Va) (veja [4], 1.17).

Defini¢ao 1.29 Pelo lema anterior, podemos definir Hjp. (X, W)) := Hjp (V), onde V

¢ um bom representante do germe (X, W).

Observagao 1.30 Seja (X, W) como no lema 1.28, e suponha n = dimX. Entao

. HYp (X, W) = 0.

2. HéRc((X? W)) =0.

8. HZ (X, W)) = C canonicamente, via [u] — [i, 1, onde [u] € H3p (V) = H3 (X, W)).
4. Hjp ((X,W)) € um anel.

Corolario 1.31 Se X e W sdo duas variedades com codimW = 1, entao H5p (X, W)) :=
HY22(W) para todo k> 2



Capitulo 1. Preliminares 24

Definicao 1.32 Uma boa resolucdo de um orbifold X ¢ uma resolucdo o : X 5 X
tal que o divisor excepcional D de o é um divisor com cruzamentos normais. Para uma
boa resolugio de um orbifold com singularidades isoladas, vamos exigir que o(D) consista

apenas de pontos isolados.

1.5 Classes de Chern e Classes de Chern locais

Nesta se¢ao definiremos as classes de Chern globais e locais para V-fibrados vetoriais
em um orbifold e finalmente mostraremos como elas se relacionam via uma resolucao. A
principal referéncia para esta se¢ao é [4]. Para uma construgio das classes de Chern globais
mais rigorosa seguindo a ideia da construgao feita por Milnor e Stasheff em variedades

suaves, veja [25].

Sejam X um orbifold, F um feixe localmente V-livre em X e A uma V-métrica em
F. Seja n = dimX, r=Posto F. Associaremos a tripla (X, F, h) elementos ¢;(X, F,h) €
H%.(X,C), para i = 0, ...,n da seguinte maneira:
Em Xpg., : Associamos a h a Unica conexao métrica V em JF, agora associamos a V o
operador curvatura V2 em F; seja © a correspondente r x r matriz de 2-formas (que existe
em qualquer trivializa¢ao local de F). Entdo definimos C;(h) := P;(5=0) € I'(Xge,, £%),
onde P; é a i-ésima fungdo polinomial elementar invariante C"™" — C.
Como no caso suave, se verifica que C;(h) € T'(X, &%), d(C;(h)) = 0 para todo i e que
ci(F) == [Ci(h)] € H34(X,C) ndo depende da escolha da métrica h; co(F) = 1.

Definicao 1.33 1. Para toda orbifold X e todo feize localmente V -livre F em X,
definimos as classes de Chern como c¢;(F) € H3%(X,C) (i =0,...,n).
o(F)=co(F)+- -+ cu(F) € Hip(X,C) € a classe de Chern total de F.

2. Definimos as classes de Chern de X por ¢;(X) := ¢;(Tx), onde Tx € o feize
tangente a X.
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Definicao 1.34 Seja X um orbifold compacto, n = dimX. Seja F um feixe localmente
V-livre em X. Seja k = Q ou C. Identificaremos H**(X, k) = k por meio da integracdo
nas classes sobre X. Para qualquer monémio P = Z' --- ZM € k[Zy, ..., Z1] de graun (ou
5€ja Y 1<i<n - A = 1), definimos o nimero de Chern de F com respeito a (i, ..., \p)
por P(c(F)) :==cy(F)M -+ cp(F)* € H*™(X, k) 2 k.

Mais geralmente, para qualquer polinémio homogéneo P € k[Z,...,Z;1| de grau n (ou
seja, P € gerado sobre k pelos mondmios de grau n) temos definido o nimero P(c(F)) €

H™(X, k) = k.

Lema 1.35 Sejam (X, x) uma singularidade quociente isolada e F um feize localmente
V-livre em (X, z). Entio existe uma resolucio o : (X, D) — (X,z) e um feize localmente

livre F em (X, D) tal que J”}|(§ p)y-p = Fl(x2)—{=} (veja [4], 3.7)

Proposicao 1.36 Seja o : ()?,D) — (X, z) uma boa resolugao de uma singularidade

quociente isolada (X, x). Suponha que F € um feize localmente livre em X tal que F =

(0. F)VY € um feize V-livre em X.

1. Sejam U C V wvizinhancgas abertas de x em X tal que U é relativamente compacta
em V e tal que U,V sao bons representantes de (X, ) no sentido da defini¢ao 1.26.
Entio existem métricas h em F e h em F tais que iNL|‘~/_[7 = hly_u

2. Seja Ci(h) € T(V,E%), respectivamente Cy(h) € T(V,E%) as formas de Chern
associadas a (V, F,h), respectivamente (V,F,h). Entio ¢;(X,D),F) = ¢;(h) —
o*ci(h) € H%, ((X, D), C) ndo depende da escolha de U, V, h e h (veja [4], 3.10).

Observacao 1.37 Em dimensao dois, a condicio de ser feixe V -livre é automaticamente
satisfeita. Isto seque da observacao 1.15. Em dimensao k > 3, isto em geral nao € certo;
entretanto, na pratica podemos comegar com um feize localmente V -livre F em X e tomar

uma resolugao o tal que (c*F)VV seja localmente livre.
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Definicao 1.38 Na situacdo da proposicio anterior, definimos a i-ésima classe de

Chern local de F ao longo de D por

¢i(x, F) := ¢;((X, D), F) := ¢;(h) — o*c;(h) € H%, ((X, D), C).

Lema 1.39 Seja X um orbifold compacto com singularidades isoladas e o : X — X uma

boa resolucio. Seja F um feize localmente livre em X. Suponhamos que F := (a*f)vv é

um feize V-livre em X. Entao 0*c(F) = c(F) — Xreq(n) (X, D,), F) (em Hip(X,C))
(veja [4], 3.11).

Definigdo 1.40 Sejo o : (X, D) — (X,z) wma boa resolucio de uma singularidade
quociente isolada. Seja F um feive localmente livre em X tal que F = (0, F)VY é V-
livre em X. Seja n = dimX. Seja P € C[Zy, ..., Z,] um polinémio homogéneo de grau n
(Xi<i<ni - Ai = n). Definimos o niimero de Chern local de F em x com respeito a P

como P(c(z, F)) (lembremos que Hip.((X, D), C) é um anel com um isomorfismo natural

H7. (X, D),C) = C, dado por integracio).

Um resultado importante relacionando os niimeros de Chern globais e locais é o

seguinte (veja [4], 3.14):

Proposicao 1.41 Seja o : X — X uma boa resolucdo de um orbifold compacto com
singularidades isoladas e de dimensdo n. Seja F um feize localmente livre em X tal que

F = (0. F)Y € localmente V -livre em X. Seja P € C[Zy, ..., Z,] um polinémio homogéneo

de grau n. Entao
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1.6 Orbifold Kahler

Nesta secao introduziremos rapidamente algumas defini¢oes referentes a orbifolds
Kahler, tais defini¢coes serdao necessarias no capitulo 3. Para maiores detalhes ver por

exemplo [2], [27], [22], [15].

Seja M um orbifold complexo de dimensao n. Seja g uma V-métrica Hermitiana
(ela ¢ Riemanniana) em M. Em coordenadas locais (z1,...z,), considere a (1, 1)-forma

associada a g definida por

n
Wy = Z gijdzi N dz;,
Q=1

Definig¢ao 1.42 Diremos que (M,w,) € um orbifold Kdhler se dw, = 0. Neste caso

diremos que wy € a forma Kdhler associada a g.

Definigao 1.43 Seja (M,w,) um orbifold Kihler. Diremos que g é Kéahler-Einstein se
X € R tal que Ricy = My, onde Ric, é a Ricei form, que em coordenadas locais é

definida por ,

RZCQ - 822-8%-

LogDet(g,;)dz; N dz;.

(Observe que Ricy € real e fechada). Diremos que um orbifold Kihler (M,w,) é um orbifold

Kdhler-Finstein se g € uma métrica Kdihler-FEinstein.

Definicao 1.44 Seja (M, w,) um orbifold Kdihler. Definimos a curvatura escalar asso-

citada a g por ,
,L‘i' 8
s =975~ 5 LogDet(g)-

A seguinte proposi¢ao serd importante para nos (proposigao 3.2)

Proposigao 1.45 Seja (M,w,) um orbifold Kihler. Toda métrica Kihler-Einstein tem

curvatura escalar constante.
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Demonstracao.

Uma vez que g é uma métrica Kéhler-Einstein, temos que 3\ € R tal que

Ricg Awp ™t = dwl! (1-1)

g’

onde n é a dimengao de M. Por outro lado, dado z € M nés podemos escolher coordenadas

locais (21, ...2,) tal que em z temos

Wy = ZdZZ A diz

2

. 0 B
Ric, = Z " 9505 LogDet(g,i)dz; N dz;.

Entao
2

82102@-

) 1
Ric, N\w" ! = L n—1)! LogDet(g,;) dzy Ndzy A ... Ndzy N dz, = —Ss,w!.
g g 2 kl n 9*~g

Levando esta equagao em 1-1, temos que

Assim s, = nA.
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2 Formulas residuais de tipo Bott para orbi-

folds complexos e aplicacoes

2.1 Férmulas residuais de tipo Bott

Agora daremos uma primeira versao da forma residual de tipo Bott para um
orbifold compacto e com singularidades isoladas. No teorema 2.4 daremos uma segunda
versao. Finalmente veremos algumas consequéncias importantes, aplicacoes e exemplos

nos espagos projetivos ponderados. Seguindo [3], [11] e [34], temos o seguinte teorema

Seja M um orbifold compacto, de dimensdo n e com singularidades isoladas. Seja

L um V —fibrado vetorial de posto 1. Considere as classes de Chern
ci(TM — L) := cp(TM) + cj_1(TM)ey (L) + - + e (L), 1<k <n.
A(TM—LY)=c"(TM — L) ... & (TM — L), v=(v1,...,0),
n=uv+ 23+ -+ nv,.

Em particular:

1. Cl(TM — Lv) = Cl(TM) —f-Cl(L)

2. cu(TM = LY) = co(TM & L).

Denotemos C¥ = C{*...C*" onde C; é a i-ésima func¢ao elementar. Observe que

n

qualquer polindmio homogéneo invariante P de grau n é uma combinacao linear P =

Yopa,Cv, a, € C.
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Teorema 2.1 Seja M um orbifold compacto de dimensao n e com singularidades isoladas.
Seja L um V —fibrado vetorial de posto 1 sobre M e & uma se¢ao holomorfa de TM ® L,

cujos zeros sao isolados. Se P é um polinomio homogéneo invariante de grau n, entao

l@P@MFLWZ z:l&%{PUQ@UM;Ad%}

p/épr—0 TG SR
onde JE = (g—g’) e Res;{lj(‘]é)gfl%d%} € o residuo de Grothendieck.
2 &n
Demonstracao.
Sejam py, ..., pg os zeros de £. Escolha vizinhangas coordenadas disjuntas U, (@, : U, —

U, carta orbifold, p, € U, ) tal que U, N Sing(M) = @ ou U, N Sing(M) = {pa}.
Suponha {U,} é uma cobertura trivializadora de ambos TM e L. Sobre cada U, tomamos

coordenadas locais 2% = (Z,...,2%) e o referencial holomorfo {2, ..., 5%} de TM.
1

A " 9z
Nessas coordenadas temos
~ -0
=3¢
7 ~a !
0%

onde & é uma segao holomorfa de L|y,, 1 <i < n.

Seja hg a métrica hermitiana em U, definida por (9/0z%,0/ 0z§) = 6. Considere
também U/, C U, e U/, = ,(U’) para cada . Tome uma métrica hermitiana hy qualquer
em M\U{pa.} e {po, po} uma parti¢ao da unidade subordinada a cobertura { M\U,U’, , Uy } o
(existem parti¢oes da unidade em um orbifold, veja [25], proposi¢do I11.1.19). Defina uma
métrica hermitiana em M por h = pohgy + > pahe. Temos entdo que para cada «, a
curvatura métrica K, = 0 em U),. Faca o mesmo para o fibrado L escolhendo a métrica

dada por H, =1 em U, e Hy qualquer em M\ U {p,}, temos entido que Ky = 0 em U’

Seguindo Chern, associamos a cada K, e Ky (localmente) uma n x n matriz Q¢ com
entradas (1,1)—formas C'* tal que, se P é um polin6mio homogéneo invariante de grau n,
entdo P(Q%) = P(Q7). Assim, a cole¢do {P(Q%)} define uma (n,n)—forma global em M
denotada por P(Q2). A (n,n)—forma P(2) se localiza nos zeros de &, ou seja P(Q2) = dW¥
em M\{p/&(p) = 0}, onde ¥ é uma (n,n — 1)-forma em M\{p/&{(p) = 0}. Além disso,

R;y@mﬂ:p@M—LweH%mmm.
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A forma explicita para W em Bc(p,) é localmente dada por:

T = (=1)"P(JEY) w A (dw)" 1, (2-1)

onde B

(a2, &)

w = ~ ~ ’

(&o, &)

e consequentemente
_ (=152 (n - 1)! n S — _
WA(Ow)" ™ = <§ : >n (dZ A - -NdE) /\< (=D)L dEF N - ANAEFN--- N dgg) :
Ol, « i=1

Usando a versao orbifold de Stokes (veja [31], [1] o [25]) temos

| w "0) = lim P(--0) = lim (- p(Q)

27 0 M\UB.(pa) 2T =0 JANUB. (pa) 2
— lim () dw = lim (5, / () (2-2)
=0 M\UBE(pa) 27T =0 8Bs(pa) 27T

Calculemos

7 1 7 ~
—(—)"U* = —(— )", 2-3
/QBe(pa) (27r) #G)p, Jst (27r) (2-3)
Considere a aplicagdo ¢ : C* — C** dada por ¢(Z) = (Z + 5(2),2) Considere
também o nicleo de Bochner Martinelli em C**\{0} dado por
L, n o _ —
Bu(2,0) = = > (1) 7HE — @) ( N(dZ —dT) Adig A--- A dﬂn) ,
’ J#i

onde [,, = (—1)n(n2_1) ((’2‘;57)1' Se verifica que

¢ B = (5=)"wA (Qw)" (2-4)

Levando (2-1) e (2-4) em (2-3) temos

ina_ 1 _in_nl ~o N
/636@&)_(27) V= g o~ Q) (DRI 2mi)" 6 B
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1 o e 1 _[P(JEN)dE A - NdE,
TN s?”*lp((]g )¢ Bn—#GpaRespa{ & }

Finalmente, levando esta tltima equagao em (2-2) temos

i 1 _[P(JE)dE A - NdE,
R S o

Definicao 2.2 [32] Sejam M um orbifold, & um campo com singularidades isoladas. Dado
pe M, (U,G,, ) carta de uma vizinhanca U de p, o indice de & em p é definido por

1

= #7%1'13(5)»

Z,(€)

onde T5(€) ¢ o indice de Poincaré Hopf de € em p.

Corolario 2.3 No teorema 2.1, das propriedades dos residuos seque que

|ammoLn = ¥ L.

p/&(p)=0

b. Se o0s zeros de & sdo ndo degenerados (ou seja, JE(P) #0 Vp € Sing(€)), temos

()
()

; o 1 Cv(JE
/MC(TM L= 2 #G, det(JE

p/&(p)=0
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Teorema 2.4 Nas hipoteses do teorema 2.1, seja o : M — M uma boa resolucao com

o(D) = Sing(M). Suponha que

a. "M ® L é localmente V-livre em M.

b. TM® L := (0*(TM ® L))VV é localmente livre.

Entao:
JatMen - ¥ [ a@IMeL+ ¥ L)
)

peSing(M p/&(p)=0

Demonstracao.
Tendo em conta a observacao 1.37, o resultado segue do corolario 2.3 e da proposi¢ao 1.41.

|

No seguinte corolario daremos uma aplicagao do teorema anterior 2.4. A grosso

modo ele diz que coisa mede a classe de Chern local "top".

Corolario 2.5 Nas hipdteses do teorema 2.4, suponha que o*(T'M ® L) é reflexivo. Sejam
£€e HY (M, TM ® L) e 0*¢ € H'(M,0*(TM ® L)). Entio

> |apo@ien) = ¥ Leo- ¥ L

p €Sing(M pED/o*¢(p)=0 p €Sing(M)/§(p)=0

Demonstracao.

A demostragao segue diretamente do fato que o : M—DX~M-— Sing(M), uma vez que

Z;(0*¢) = I,(€) sempre que p ¢ Sing(M). O
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Analogamente ao caso suave, nés definiremos o indice de Baum-Bott para uma
superficie orbifold. Seja F uma folheagao holomorfa com singularidades isoladas em uma
superficie orbifold M. Seja p € M uma singularidade de F; perto do ponto p a folheacao é
localmente dada por um campo de vetores holomorfo & = 51% +§2% ou por uma 1—forma
holomorfa w = & dw — &dz, onde (z,w) sdo as coordenadas locais centradas no ponto
(0,0) é &, & sdo fungdes holomorfas com & (0) N &;1(0) = {(0,0)}. Nés definimos
Tr2(J¢)

1
BB(.F, p) = #TRGS(O’O) (
p
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2.2 Aplicacdes: folheacdes em P"(w)

Nesta secao daremos algumas aplicagoes dos resultados anteriores nas folheacoes
holomorfas nos espacos projetivos ponderados. Primeiro definiremos em forma rapida
0s espagos projetivos ponderados, para mais detalhes veja [25], [16], depois definiremos
os fibrados em linha orbifold nos espacos projetivos ponderados, com isso na mao nos
definiremos o que é uma folheagao holomorfa de dimensao um em um espago projetivo

ponderado (seguimos a definicio dada em [12]) e finalmente daremos as aplicagoes.

2.2.1 Espaco projetivo ponderado P"(w)

Considere a acdo em C""'\{0}, dada por
N (Zos ooy Zn) = (A0 Zg, s X" Z,) A € CF
Denotaremos w = (wy, ..., Wy), |w| = wp + ... + wy,.

Definicao 2.6 Definimos o espago projetivo ponderado nos pesos wy, ..., w, por

P = P"(w) =: P(w, ..., wy) := (C**\{0})/ ~ .

A partir de agora nés suporemos sempre que os espagos projetivos ponderados sao bem

formados, o seja wo, ..., w, € Z" co primos 2 — 2.

Se verifica

1. Sewy = ... =w, =1, P! =P¢.

2. Sing(P") ={(1:0:...:0),...,(0:...:0:1),}.

Além disso temos as seguintes aplica¢oes canonicas
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1. 7 : C""\{0} — P" projegao canonica.

2. ¢ :Pg — P dadapor p(Zy:...: Z,) = (Z° oo 0 21,

Observe que deg(y) = wy...w,.

Vejamos a mudanga de coordenadas das cartas orbifold. Consideremos
U ={2, ..., Zn]w € P}, | Z; # 0} C P, p1, = {2z € C*| 2" =1}.
Temos que p,, induz uma acao em U; = C", dada por

N (Zoy s Ziy ooy Zn) = (N Zo, o, Ziy o N7 2.

(U; = ﬁz/ﬂw) A mudanca de cartas vem dada por

i U= U; (j <),

_ |z Z 1 Z,
Spij ((ZQ, '-7Zi7 --;Zn)) = (Z@O/wj g ooy Z, oy sz/wg g eoy an/wj) .

J J J

Temos assim que (]P’Z, [{Ul}]) ¢ um orbifold.

Observagao 2.7 [25]
Ker(n) = {1}

2.2.2 Fibrados de linhas em P}

Seja d € Z. Considere a acao
C* x (C"™\{0} x C) — C"*\{0} x C

(t,(Zo, s Zn), Z) = (1™ Zy, ..., " Z,), 19 7)



Capitulo 2. Formulas residuais de tipo Bott para orbifolds complexos e aplicacoes 37

Definicao 2.8 Definimos o V -fibrado vectorial linear em P, por

O.(d) = (C"\{0} x C)/ ~
A seguinte proposigao descreve as se¢oes holomorfas globais de O, (d) para d > 0.

Proposicao 2.9 Sed > 0, temos

H(P" O, (d)) = P C-(Zf..ZM).

woko+...+wnkn=d

Se verifica Pic(P?) = Z - O, (1), com O, (1)%? = O,(d). Além disso, se ¢ : PL — P" ¢
como antes, entdo ¢*(0,(1)) = O(1) (¢ é funtorial), veja [25].

Proposigao 2.10 [25] Seja O, (1) o fibrado hiperplano em P". Entdio

1

wo-..wn

| (0. =

w

Demonstracao.

Pela observacao 1.25 temos que

Uma vez que #Ker(P) =1, ¢*(0,(1)) = O(1) e deg(p) = wp...w,, temos que
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2.2.3 Folheagdes de dimensao um em P!

Analogamente ao caso projetivo temos a seqiiéncia de Euler, veja [25]

0= C— PO, w;)— TP =0
=0

1. 1— (UJ()Z(), ,’l,UnZn)

2. (Po,..., Pp) =m0, Pl-a%i), onde 7 : C"™\ {0} — P" ¢ a projecido canonica.

Tensorizando com O, (d — 1), obtemos a seguinte seqiiéncia exata

0= 0u,(d-1) > PO,(w+d—1) 5 TP @ Oy(d—1) = 0

=0

Definicao 2.11 [12] Uma folheag¢do holomorfa de dimensdo um e grau d em P"

¢ induzida por um elemento de H°(P" , TP" ® O,(d — 1)).
Proposigao 2.12 Sed > 1 — Maz{w; +w;/i # j}, entio H*(P",TP" ® O, (d — 1)) # 0.

Demonstracao.

O par Q. x Qp," — Qp. induz Qp, = Home(Qp, ", Q. ). Por outro lado temos
Koy = Ou(= S0 w,). Entdo TP = (O,)" = Q21 @ () = Q05 (S0 w).

Uma vez que H*(P", TP" ® O, (d—1)) = H°(P", Qﬁil(Z?zo w; +d—1)), o resultado segue
de [16], corolério 2.3.4. O

Assim, uma folheagao holomorfa de dimensao um e grau d em P é induzida por
um campo de vetores em C"™\{0} da forma X = ¥, Pi(Z)aizi’ onde cada P; é um
polinémio quase-homogéneo de tipo (wo, ..., w,) e grau de quase-homogeneidade d 4 w; — 1.
Isso é

P(A Zy, ., N Z,) = NPz, . Z,), i =0, ..., n.
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Observe que QR,,+X define a mesma folheacao que X, onde R, = wOZOaizﬂ'“- +wnZn%

é o campo radial e () é um polindémio quase homogéneo de tipo (wy, ..., w,) e grau de

quase-homogeneidade d — 1.

2.2.4 Aplicagoes em P,

Agora passaremos as aplicagoes e exemplos nos espacos projetivos ponderados. O

seguinte corolario ¢ uma aplicacao do corolario 2.3 do teorema 2.1.

Corolario 2.13 Seja £ uma se¢ao holomorfa de TP" @ O, (d — 1) com singularidades

isoladas, entdo
1 " ,
——— > (d—1)"7Pj(w),

wo...wnjzo

Z Zp(f) =

p/&(p)=0
onde
Pj(w) = Z Wiy - wy,_, Vi >0,
i< <ij_1

Py(w) = 1. Em particular temos

a. Se & tem singularidades nao degeneradas, entao

1 1 - n—jp.
Z #Gp = Z(d - 1) P](w)

p/E(p)=0 Wo =+ *Wn =g

b. Se £ tem singularidades ndo degeneradas e Sing(§) N Sing(P") = &, entao

#Sing(€) = ———— 3 (d— 1" IP;(w) (€N)

wo...wnj:(]

Demonstracao.

Do corolario 2.3, basta com demonstrar que
n

| eaT®r 00, —1)) = L Su-yipw).

Z wo...wnjzo

Vejamos isso. Considerando a sequéncia de FEuler



Capitulo 2. Formulas residuais de tipo Bott para orbifolds complexos e aplicacoes 40

0—-C— PO, w;) = TP -0,
i=0
temos que ¢(TP") = ¢(C)c(TP") = (P, O, (w;)). Entao

(TBL© 0u(d 1)) = 3 o(TP)er(Ould — 1))

=0
= 2 (D Ou(wi)er(Ou(d = 1)) (2-5)
7=0 =0
Consideremos a aplicacdo (que é funtorial) ¢ : P* — P dada por ¢([z : -+ @ z,]) = ([26°

-+ 1 z%]). Tendo em conta que p*O, (k) = ¢*(O,(1)%%) = (p*O,(1))®% = O(1)®* = O(k)

n

e a propriedade funtorial de ¢, temos em (2-5)

FeTBL 0 0d-1) = 3 (@ O0w))a(0d - 1)

- é(d )i @Omz))cl(om)w (2:6)

Calculemos ¢; (B, O(w;)). Denotemos ¢;(O(1)) = h, temos entao

(@B Ow)) = T[e(0w)) =TI+ (Ow))
i=0 i=0 i=0
n n+1
= JJ(14+wh) =1+ Pj(w)h’
=0 j=1
onde Pj(w) = Yjjcuci;_, Wig =~ Wi, Vj > 0 e Py(w) = 1 (as fungdes simétricas

elementares). Assim em (2-6) temos
e, (TP @ O,(d—1)) = —1)"h" + Z —1)"e; (P O(w;))h
=0

= —1”h”+z d—1)""7Pj(w)hh"I

n

- # 3= 1)B

n

= D= TIR @)

Jj=0
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Finalmente temos

1
TP © O, (d—1)) = 7/ (TP @ O, (d — 1
Le@Peod-10) = g [ alPeo,d-1)
1
= 0 e, (TP @ O, (d — 1))
graw @ Jer

n
w

= S )R) 27

wo...wnj:O

No seguinte corolario daremos algumas condi¢oes para ter uma folhacao nao singular

n
em P/

Corolario 2.14 Seja F uma folheacao holomorfa de grau d e com singularidades isoladas

em P”. Temos

a. Sed > 0 oud—11 P,(w), entao Sing(F) # &. Paran = 2, se d > 0 entdo
Sing(F) # 2.

b. Suponha F é induzida por uma seciao holomorfa & de TP ® O,(d —1). Se para algum
i temos que w; =1 e deg(&;) > 0, entdo Sing(F) # &.

Demonstracao.

Na parte a. se Sing(§) = @, entdo pelo coroldrio 2.13 temos 37 _o(d—1)""7 P;(w) = 0, entao
d—1]P,ed <0 (sed>0,entdao X7_o(d — 1)"7P;(w) > 0). Na segunda parte é suficiente
analisar o caso d = 0. Suponha d = 0 e Sing(§) = &, entdo pelo corolario 2.13 temos que
1 = P(w) — Py(w) < 0. Na parte b. das hip6teses temos que 0 < deg(§;) =d+w; — 1 =d,

entao pelo item anterior temos que Sing(§) # &. O

No seguinte corolario apresentaremos algumas relagoes entre o conjunto singular

de uma folhagdo e o conjunto singular do espago P2.
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Corolario 2.15 Seja F uma folheacao holomorfa de grau d e com singularidades isoladas

em P2. Temos

1. Paraw = (1,1,k), k > 1. Se k 1 d?, entio F admite uma singularidade em (0: 0 : 1),,.

2. Para w = (1,1,k), k > 1, comd > 0. Se (0:0 : 1), éuma singularidade ndo

degenerada de F, entao F admite pelo menos uma singularidade a mais.

3. Paraw = (wo, wy, ws), comd # 1. Se Sing(F) sao nao degeneradas, entao Sing(F) #
{(1:0:0)4,(0:1:0)y,(0:0:1),}.

Demonstracao.

Na parte 1. suponha que F nao admite uma singularidade em (0 : 0 : 1),,, entdao pelo
(d—1)2+(d—1)P1(w)+P2(w
k

) € 7, em particular k|d?. Na
2ykdik
k

corolario 2.13 temos que d—,: +d+1=
parte 2. suponha o contrario, entao pelo corolario 2.13, % = o que é impossivel
uma vez que k > 1 e d > 0. Na parte 3. suponha o contrario, entao pelo corolario 2.13,

wio + w% 41— @D Fptao d = 1 oud = 1 — Py (w). Pela hipotese

w2 wWow1 W2

d # 1, entdo d = 1 — Pi(w). Mas isso é uma contradi¢do pois pela proposi¢ao 2.12,

d>1— Mar{w, +w;/i # j} >1— P (w).
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Exemplo 2.16

1. Seja ¢ =Y?* %+ Z2 + X35 onded=2 ew = (1,1,2).

Vamos calcular Sing(F). Sabemos que Sing(F) = m ({p € C* — {0}/ R, A&, = 0}).

De
i gk
Y2 7 X3 |=(022°-YX322Y? - X' Y? - XZ)=0,
X Y 22

temos o sequinte sistema (em C* — {0}) :

272 —YX3=0
27Y? — Xt =0
Y3 - XZ=0,

que tem como solugio a (v/2aY,Y, %‘EYQ), onde Y € C—{0} e a® = 1. Passando ao

quociente (via ), temos que Sing(F) = {( V/8a*: V2a?: 1),,/a® = 1}. Observamos

que as singularidades de F podem ser estudadas na carta Us.

Agora estudaremos o campo £ localmente. Considere o campo radial

0 0 0
R =wyX—=—= Y— Z—.
Wdex T gy Tz
Em Uy = {Z # 0}, de R = 0 temos que -, = —5- (X% + Y 2). Levando esta
expressao de a% em & com Z =1, temos a expressio local € de & em Us

. 1,0 9,
— P S 1— = 3 .
E=l — v g, +—gv)5
Suponha € = (2y* —a*) 2 + (2 — y:t:3)8%, vamos calcular det(JE).
— 43 4y

det(JE) = = 42*(2* + 3y%).

—3yz? —28
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Uma vez que Sing(F) = Sing(F)|v, = {( V8B, V25%)/8° = 1}, concluimos que
Sing(F) sdo ndo degeneradas, Sing(F) N Sing(P2) = @ e #Sing(F) = 5. Temos

entao que o coroldrio 2.13—b é satisfeito.

2. Seja £ =Y? % + 78 + XY?.2 onded=2ecw=(1,1,2).

Vamos calcular Sing(F). De

ik
Y2 7 XY?|=(22°-XY?22Y? - X?Y?Y?® - XZ)=0,
X Y 27

temos o sequinte sistema (em C* —{0}) :

272 - XY3 =0
(27 — X?)Y? =0
Y3 XZ =0,
que tem como solugao a (X,0,0), (X, X 1X?%), onde X € C— {0} e a® = 1.

Passando ao quociente, temos que Sing(F) = {(1:0:0),, (1 : 5 /o’ =1}

Observamos que as singularidades de F podem ser estudadas na carta Uy.

Agora estudaremos o campo & localmente.

Em Uy = {X # 0}, de R = 0 temos que 2% = —+(Y 2 +2Z2). Levando esta

expressao de 8% em & com X =1, temos a expressio local & de & em U

~ 0 0
— (2 — )= + %1 — 22)—.
£=(z y)8y+y( Z>8z

Vamos calcular det(J€).

- —3y? 1

det(JE) = , | =203y’ +22 - 1).
2y(1 —22) —2y



Capitulo 2. Formulas residuais de tipo Bott para orbifolds complexos e aplicacoes 45

Uma vez que Sing(F) = Sing(F)|y, = {(0,0), (\[ $)/a® = 1}, concluimos que
(0,0) € degenerada e (\/5, 1), com o =1, sdo nao degeneradas, sendo L) (§) = 2
e L %)(5) = 1. Uma vez que 3, /¢py=0Lp(§) = 5, o coroldrio 2.13 ¢ satisfeito.

Sk

3. Seja & =Y3 % + 778 + X508 onded=6ew=(1,2,1).

Vamos calcular Sing(F). De

ik
Y3 77 X6 |= (28 —-2vX® Zy? - X" 2v* - XZ") =0,
X 2y Z

temos o sequinte sistema (em C* — {0}) :

78 = 2y X
ZY3 = X7
2Vt = X7,

que tem como solugio a (X, g‘isz V8aX), onde X € C—{0} e a® = 1. Passando
. ¥/8a),/a® = 1}. Observa-

mos que as singularidades de F podem ser estudadas na carta Uy.

ao quociente (via ), temos que Sing(F) = {(1 :

Agora estudaremos o campo & localmente.

Em Uy = {X # 0}, de R = 0 temos que ;% = —+(2Y 2 + Z2). Levando esta
ao

X
- s
expressao de 55 em & com X =1, temos a erpressao local € de & em Uy

- 0 3
—(_oh 39 _
Vamos calcular det(J€).
~ —8y® 322
det(J§)=| 077 (8y* + 92%)

—3y*z —y
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Uma vez que Sing(F) = Sing(F)|y, = {(%, V8a)/a® = 1}, concluimos que
Sing(F) sdo ndao degeneradas, Sing(F) N Sing(P2) = @ e #Sing(F) = 25. Temos

entao que o coroldrio 2.13—b é satisfeito.

4. Seja £ =Y 5 + X° 2 +YZ% 5 onded=5ew=(1,1,3).

Vamos calcular Sing(F). De

i gk
Y5 X5 vyz2 |=(3ZX° -Y?Z%32Y° - XYZ*YS - X% =0,
X Y 37

temos o sequinte sistema (em C* — {0}) :

3ZX° =Y?2
32V = XY 72
Y6 = X6

que tem como solugcdo em Uy a (X,aX,0), (X,aX,3a*X?), onde X € C— {0} ¢
a® =1, e tem como solugdo em U, a (0,0, Z), onde Z € C — {0}.

Passando ao quociente, temos que Sing(F) = Sing(F)|y, U Sing(F)|v,, onde
Sing(F)lv, ={(1:a:0),,(1:a:3a),/a® =1} e Sing(F)|ly, ={(0:0:1),}.

Agora estudaremos o campo & localmente.

Em Uy = {X # 0}, de R = 0 temos que % = —+(Y 2 +3Z2). Levando esta

expressao de 8% em & com X =1, temos a expressio local & de & em U

0 0
— (1 -5 2 _ 5 <
§=( y)ay+(yz 323/)32

Vamos calcular det(J€).
—67°

. 0
det(JE) = = —6y°(2yz — 3y°).
22— 152y 2yz — 3P
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Observamos que Sing(F)|v, = {(a,0), (o, 3a*)/a® = 1} consiste de singularida-
des ndo degeneradas. Assim La0)(&) = Liagan(§) = 1, sendo a soma dos indices

das singularidades de & no aberto Uy igual a 12 (observe que temos 12 singularidades).

Em Us = {Z # 0}, de R = 0 temos que 2 = —1(X% +Y2). Levando esta

expressao de 8% em & com Z =1, temos a expressio local & de & em U,

1 0 1, 0
R 5_ L o2y 9
$= W =35, + (@ =3v)5.
Vamos calcular det(J€).
1 4_1
- -3y Syt — s 2 1
det(JE) = 34 i = §y2 — 5t (5y* — gx)
oT -3y

Observamos que Sing(F)|u, = {(0,0)} € uma singularidade degenerada e Loy (&) =

I. Uma vez que > p/emy=0 Lp(§) = 2. 0 coroldrio 2.13 € satisfeito.

5. Sejam wy, ... w, € Z* coprimos 2 — 2. Suponha w; # w; ¥i # j. Considere o campo

n 0
X =322 e Ho(P, TP"),
lg) oz (P, TP;)

onde d = 1.

Na carta afim Z; # 0 (suponha Z; = 1), de

n 9 9 " w9
R= a— N Wy 9
kz:%w’“ Yoz, " oz, ,;w "9Z,
k£i

temos a expressao local de X em Uj
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onde observamos que Sing(X;) = {0} e ela € nao degenerada, logo

Sing(F) ={(1:0:++:0)u, (0: L1+ :0)y, - (0:0: -5 1), }.
Temos entao que
| P,(w)
>, LX) =) =,
p/ X (p)=0 i—o Wi Wo, - -+, Wn

e assim o coroldario 2.13 € satisfeito. Observe também o coroldrio 2.15-3.
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A seguinte proposicao é uma aplicagdo do corolario 2.5, mas antes de enunciar a
proposigao daremos alguns fatos que serdo importantes para nés (veja [6],[18], [21], [26]).
Denotaremos por = (zg : 1 : 3) € P* é y = (yo : y1) € P! as coordenadas projetivas

correspondentes. A superficie de Hirzebruch, £ >0 é

Hy = {(z,y) € P* x P'| xoyg = xlyf}

Sejam

A ={yo =0} C Hy,

B = {y1 =0} C Hy,
C:{IQIO}CHk,
D:{ZEO:[E1:0}CHk.

Temos que H;. é coberta por quatro abertos U; = C?, i = 1,2, 3,4, que sao definidos por

<
(=)

Uy=H,—BUD: (z,w) =

bl

)= (55 32)
U2:Hk—AUDI(Z7w):(ZT1)’%)7
U3:%k—AUC:(z,w):(%7%>7
U4:/Hk_BUCZ(Z,w):(ZfT,%)_

Como veremos a seguir, a k—ésima superficie de Hirzebruch pode ser definida

também como Fy, = P(O ¢ O(—k)) — PL.

Denotemos por P7 = P(1,1,k) e por z = (20 : 21 : 22)x as correspondentes coordenadas.
Seja a subvariedade V;, = {(z,y) € P} x P'|zy0 = 2191}, temos que V; = F;. O
isomorfismo é dado por ¢ : Vi, — P(O & O(—k)), o(z,9) = (22 : \y®F), onde \ ¢é
um ntimero complexo determinado por 2§ = AyF e zF = A\yf. A inversa é dada por

0 (2 s W) = (AFyr s Afyo : 22)k, ).
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O morfismo P2 x P! — P? x P!, dado por (z,y) — ((zo = 25 : 11 = 2F : 19 = 29),y) d4

um biholomorfismo V;, = H,.

Para k > 1, D C H;, = F}, é a tinica secio com D? = —k, C é uma secdo com
C? = k e A, B sdo duas fibras. Além disso se verifica que Pic(Fy) = ZD @ ZL, com
D? = —k, DL =1e¢ L?=0, onde L é uma fibra.

Denotemos por pg = (0 : 0 : 1), € P? o ponto singular e 0 = |y, : Vi, — P2,
Temos entdo que o({po} x P') = {po} e o : V, — {po} x P* = P2 — {p,}. Entdio a k—ésima
superficie de Hirzebruch Vj, é o blow up de P? no ponto singular py, assim V, é uma

resolugao de P3.

Hy

D

P(1,1,k)

by
Teorema 2.17 Considere o : Hy — P? a resolugio dada anteriormente. Seja
¢ € H' (P2, TP; @ O(d — 1)), entdo

S B0 - Tl€) = (@ R Kk - 1),
peED/o*E(p)=0
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onde o~ (py) = D.

Demonstracao.

Do corolario 2.5, basta com calcular [, ca(po, 0" (TP ® Ok(d — 1))). Do teorema 2.4 e do

corolario 2.13 temos que

[, oo’ B @ Od=1))) = [ exlo" (TP} ® O4(d - 1))

onde w = (1, 1, k). Calculemos

(0" (TP2 @ Or(d — 1)) = co(0™TPE) + ¢ (TP )i (0" Ox(d — 1))
+e1(0*Ok(d — 1))% (2-9)

Da sequéncia de Euler

0—=C— O0L(1) ®Ok(1) ® Og(k) — TP — 0,

temos que co(0*TP2) = (1 + 2k)c1(0*Ox(1))? € c1(0*TPZ) = (2 + k)c1(0*Ok(1)). Levando
isso na equagao 2-9, temos que c(0* (TP} @ Ok(d — 1))) = (d* + kd + k)c1(0*Ox(1))%

Calculemos entao o*Oy(1).

Seja S = (29 = 0) em P%, uma vez que Ok(1) = Op2(S), basta com conhecer o*(5).

De o ({20 = 0}y = {(2 2+ 1)1 2)[ 2 = 0U{(2 21,0 ) [ (2)° = 0},
encontramos que 0*O(1) = kL + D, com D? = —k, [ =0e¢ LD = 0.

Temos entdo que [, co(0*(TP@0(d—1))) = (d*+kd+k)(kL+D)* = (d*+kd+Fk)k.
Finalmente, levando isto na equagao 2-8, o resultado segue uma vez que Py(w) =2+ k e

Py(w) = 1+ 2k.
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Observacao 2.18 Observe que esta proposicio da outra demostracao do coroldrio 2.15-1.
Vejamos isso. Suponha F € induzida por uma se¢io holomorfa § de TP" @ O,(d — 1), se

F ndo admite uma singularidade em py, entao

1
T, (&) =0 e (d® + kd + k)(k — E) = Y Ii0%¢) e Z,
PED/o*E(p)=0

o que implica que k|d>.

Teorema 2.19 Seja & uma segio holomorfa de TP? @ O,(d — 1) com singularidades

isoladas, entdo

> BB(F.p) = (ol +d — 1)2,

p/&(p)=0

WoW1Ws

Demonstracao.

De acordo com o teorema 2.1, basta com demostrar

[, HTBE = 0 =) = (el - 12

WoW1 W2

w

Vejamos isso.

/PQ A(TP? — O,(1—d)) = /P (r(TB2) + e1(Ou(d — 1))

w

= %/(Pa)m (|wler (0.(1)) + (d — Der(0.(1))°
= gmlw /P 2" ((w] + d = 1)1 (0u(1))?)

= w0£1w2(|w| +d— 1)2/@ e (O(1))2

- (el -1
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Exemplo 2.20 No exemplo 2.17-5 para n = 2, localmente na carta Uy, k = 0,1, 2, temos

que 0 € uma singularidade nao degenerada de X, temos entao que

1 A A
BB(F,0) = Jk(2+ Nt AT)’

onde A1, A2 sio os autovalores de JX(0). Assim

1 — w; — w;
BB(F,0) = — (24 ==ty BT,
W Wr — Wy Wi — W;
Vk=0,1,2. Un cdlculo mostra que
Z BB(]:,p) = (wO + wy + IUQ)Q.

p/X (p)=0 Wot w2

Assim, uma vez que d = 1, o teorema anterior 2.19 é satisfeito.

Definigao 2.21 Seja & uma secio holomorfa de TP? @ O, (d — 1) com singularidades
isoladas. Seja F a folheagao induzida por . Dado p € Sing(F), diremos que p é uma

singularidade radial se localmente (via uma carta orbifold) & é da forma

Se todas a singularidades de £ sdo radiais, entdao BB(F,p) = 4Z,(§) Vp € Sing(F).

Entao

(lwl+d=1)* = > BB(F,p)
p/&(p)=0
= 4 T,
(d—1)2+(d—1)P(w) + Py(w)

= 4 ,
WoW1 W2

WoW1W2

entdo 3(d — 1) + 2P (w)(d — 1) + 4P(w) — Pi(w)? = 0 e assim

d— ; (3 — Py(w) + 2/Pi(w)? — 3P2(w)) .

Temos entao os seguintes corolarios
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Corolario 2.22 Seja F uma folheagao holomorfa de grau d e com singularidades isoladas

em P(1,1, k). Suponha que todas as singularidades sao radiais, entio d = % oud=1-—k.

Em particular, se k =1, entdao d = 0.

Demonstracao.

Uma vez que Pi(w) = 2+ k e Py(w) = 1+ 2k, temos que P (w)? — 3P (w) = (k — 1),

assim d = 5 (1 —k+2(k — 1)) e o resultado segue diretamente.

Exemplo 2.23 O campo X = —ka%z em P(1,1,k), k > 1 tem graud =1 —k € tem
uma unica singularidade que € de tipo radial na carta Uy : Zy = 1. Observe que d >

1 — Max{w; +w;/i # j} = —k.

Corolario 2.24 Seja F uma folheacao holomorfa de grau d e com singularidades isoladas
em P(a® — b + ¢,a® — 2ab + ¢, c). Suponha que todas as singularidades sio radiais. Se

312a—b, entdod=1+b*—c.

Demonstracao.

Na expressao

d=3 (3= Rlw) £ 2/ AP —3P) ).

uma vez que wy = a® — b*> + ¢, w; = a* — 2ab+ ¢ e wy = ¢, temos que P;(w)? — 3P (w) =

(a* 4+ b* — ab)?, entdo d =1 — c+b? oud =1 — ¢ — (2a — b)? e se tem o resultado.
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2.3 Problema de Poincaré em espacos projetivos ponderados

Nesta se¢ao primeiro provaremos uma férmula que nos da a soma dos indices
das singularidades de um campo de vetores holomorfo sobre uma hipersuperficie quase
homogénea e quase suave (veja a definicao abaixo), invariante pela folheagdo holomorfa de
dimensao um em P induzida pelo campo. Depois como uma aplicacao do resultado anterior
daremos uma cota para o grau de tal hipersuperficie em P2. Finalmente enunciaremos
uma generalizacao deste ultimo resultado para espagos projetivos ponderados de dimensao
arbitraria. Este tltimo resultado é uma solucao para uma versao do problema de Poincaré
em espacos projetivos ponderados e um trabalho em colaboracao com F. Enrique Brochero

e Mauricio Corréa Jr. (Veja [7]).

Uma hipersuperficie quase homogénea V em P, de grau de quase homoge-
neidade dy, é dado por V = {f = 0}, onde f € H°(P", O,(dy)). Diremos que V = {f = 0}

é quase suave se seu cone tangente V = {f = 0} em C"*! — {0} ¢ suave.

Seja F uma folheacao holomorfa de grau d e com singularidades isoladas em P7.
Suponha que F ¢ induzida por uma se¢ao £ de TP" @ O, (d —1). Seja V = {P =0} — P"
uma hipersuperficie quase suave, irredutivel e invariante por F e com grau de quase

homogeneidade 0P = dy. Temos entao

Teorema 2.25

2 Bt = wlwi [i(—l)km<w>dg+1] (d— 1)1,

pEV/Elv (p)=0 k=0

Em particular, se VN Sing(P) = & e £|v tem singularidades nao degeneradas, entdio

4(Sing(F) V)= — L5 [i(—l)'f&_wdéﬂ (d—1)""' (e N)

wo...wn

Demonstracao.

Do corolario 2.3—a, temos que
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¥ L) = [ an@Veo.d-1).

p€V/Elv(p)=0

Entao, basta com calcular i, ¢,,—1(TV ® O, (d — 1)|y). Considere a sequéncia de Euler

0 — TV — TPy — Ny — 0,

onde Ny é o fibrado normal. Segue entao

c(Py) = c(V)e(Ny).
Entao

;(V)=¢P) —ci1(V)a(Ny), 1 <j<n-—1. (2-10)

Na prova do coroléario 2.13, temos que

¢j(Py) = Pi(w)er (O (1)) (2-11)

Por outro lado, uma vez que
Ny = Opn(V)]y = Ou(do)lv,
segue que
a(Nv) = docr (Ou(1)]v) (2-12)

Levando 2-11 e 2-12 em 2-10, temos

Entdo
a1 (TV @ O,y(d —1)|y)
= o1 (V) + na(V)er(Ou(d — 1) + - + (O (d — 1))
= ot (V) =+ oo (V)er(Ou(1))(d = 1) + -+ + 1 (O (1))} (d — 1)

-3 [(i(—l)kpj—k(@dé“ Cl(Ow(l))"_ll (d—1)" . (2-13)
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Calculemos [, ¢1(0,(1))" . Usando dualidade de Poincaré (veja [32], [25]), podemos ver
aV ={f =0} como o dual de Poincaré de ¢,(0,(dp)), assim usando a proposi¢ao 2.10
temos

/vcl(ow(l))n*l = /n c1(O0u(1)" ™ A er(O,(do))

w

= do [ e1(0.(1)"

w

do

wo.--wn.

Finalmente o resultado segue levando esta ultima equacao em 2-13 e integrando sobre V.

O

Vejamos uma consequéncia importante desta proposicao. Uma generalizagao do

problema de Poincaré para P2 é a seguinte

Teorema 2.26 [12/ Seja F uma folhagiao holomorfa de dimensao um e com singularidades
isoladas em P2. Seja S = {P =0} — P2 uma curva quase suave, irredutivel e invariante

por F tal que Sing(F) N Sing(P2) = @. Entdo

deg(S) < deg(F) + |w| — 2.
Uma generalizagdo do problema de Poincaré para P" é a seguinte

Teorema 2.27 [33] Seja F uma folheagio holomorfa de dimensao um e com singularidades
isoladas em P™. Seja V= {P = 0} < P™ uma hipersuperficie suave, irredutivel e invariante
por F. Entao

deg(V) < deg(F) + 1.

No teorema 2.29 enunciaremos uma generaliza¢ao do problema de Poincaré para
P2, n >3 (ver [7]). O seguinte corolario é uma generalizacao do teorema 2.26 (a hipétese

Sing(F) N Sing(P?) = & nao é necessaria).



Capitulo 2. Formulas residuais de tipo Bott para orbifolds complexos e aplicacoes 58

Corolario 2.28 Seja F uma folheacao holomorfa de dimensdo um e com singularidades
isoladas em P2. Seja S = {P = 0} — P2 uma curva quase suave, irredutivel e invariante
por F. Entao

deg(S) < deg(F) + |w| — 2.

Demonstracao.

Seja OP = dy. No teorema 2.25 temos
1

WoW1wWs

(B + (Pw)+d—1do) = > L) >0
p€V/E&v(p)=0

Entdao 0 < dy < Py(w) +d — 1. Agora dy # Py(w) +d — 1, pois V N Sing(F) # @ (veja
[12]). De fato, suponha que V N Sing(F) = &, em esse caso V' é uma folha da folheagao e
temos um isomorfismo dos fibrados normais orbifold Nz|y = Ny = Opn (V)|v = O, (do)|v.
Desde que V' é um orbifold e V N Sing(F) = &, temos que deg(Nx|y) = 0. Mais isso é
absurdo desde que

dg

WoW1Wa2

deg(Nzlv) = deg(Ou(do)|v) = [Ou(do)] - V = [Ou(do)] - [Ou(do)] = # 0.

Assim dy < Py(w) + d — 2, o que implica o resultado.

Agora daremos uma generalizacao do corolario anterior para espacos projetivos

ponderados de dimensao n > 3.

Teorema 2.29 [7] Seja F uma folheag¢ao holomorfa de dimensdo um e com singularidades

isoladas em P, n > 3. Seja V. = {P = 0} — P} uma hipersuperficie quase suave,

w?

irredutivel e invariante por F. Suponha que deg(F) > |w|+ 1. Entdo
deg(V) < deg(F) + o |w| — 1,
raiz positiva de z(x + 1)" — 2  sen € impar

onde o, =
1 sen € par
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x(x+1)-2

Demonstracao.

Sejam dy = deg(V') e d = deg(F). Segue do teorema 2.25 que
j .
D Z(—l)kz%_uw)dsf“] (d=1)"" = (wo-wa) Y L(Ehy) 20 (2-14)

n—1
=0 | k=0 pEV/Elv(p)=0

Também, pelo corolario 2.13, temos

I(wO“'wn)( > LEO- X Ip(€|v))20- (2-15)

p P,/ &(p)=0 p€EV/Elv(p)=0

Demonstraremos que

do S d— 1+04nP1(w).

Considere o polinomio V(t) € Z[t| definido por

v(t) = s (i(—l)kﬂ—k(w tk“) (d—1)" ",
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e definimos §2,,(t) como

% (2) , sen épar
Qn(t) =
4P(t), sen éimpar.

Afirmamos que Q,(t) # 0 para todo t > 0 e d > 0. Vejamos isso, para cada m entero

positivo, definimos

Ro(t) = > (=1(m+1=j)t"7 e Qu(t) = Rin(t) — Ru1(t),

Jj=0

onde Ry(t) := 1.

Lema 2.30 Seja m um entero positivo. Se m € par, entdo o polindmio @Q,,(t) é positivo

para todo t > 0.

Demonstracao.

O resultado é equivalente a demonstrar que o polinémio
F(t) = (t+1)°Qum(t) = (m+ 1)#™2 4 2¢™H — (m 4+ 1)t™ + 2

¢ positivo para todo t > 0. Observe que F(0) = 2 e F(t) > 4 para todo t > 1, entdo é

suficiente demonstrar que F(t) é positivo em [0, 1]. Desde que
F'(t) = (m+ Dt™ ((m +2)t* + 2t —m),

os pontos criticos de Q(t) saiot = —1,t=0et = % Além disso
m

()= ) (o0 ) 2 () - ) +2

N (mri 2>m <_nz;_+4g;2_ 4) s

—m? —4m — 4 _ 4(m+1)
(o) 2= G
4(m +1)

Portanto @,,(t) > > 0 para todo t > 0.

(m -+ 272+ 1)?
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Prpi(w)  Pi(w)

Lema 2.31 Para todo k > 1, temos () 1

Demonstracao.

Seja Wy a n-upla (wy,...,w,) omitindo as coordenadas w; com i € I. Observe que

Pk(w)Pl(w) = éwlpk(w) = Zn:wi (wiPk,l(JJi) + Pk((z)l))

i=1

= zn:w?Pk,l(d)i) + znzwzpk((bl))

i=1 i=1

_ iwgpk_l(m + (k + 1) P (w)).

Assim, temos que

Poa(w) P Z90@) py)

Puw) k+l  (k+DPw) k1l

Proposigao 2.32 Suponha que d > P;(w)+ 1, entdo o polinomio (—1)""'Q,,(t) € positivo
para todo t > 0.

Demonstracao.

Primeiro, consideremos o caso em que n é impar. Entao
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i
L

1Pk + 1) ) (@ -1y

(&

7=0 =0
n—1 n—1-I
=Y Pw ( Z (=1)*(k + D)t"(d — 1)"“”)
=0
n—1 n—1-1

I
N

Pew)(d — 1)1 ( S St w)

k=0

S =~
|l
)

Py(w)(d = 1)" 7 (=1)"T T Ryaa(s),

~
Il
=)

_ ¢
onde s = -.

Podemos escrever €2,,(t) — P,_1(w) como
”VLT73
> (d=1)"27 (Pyj(w)(d — 1) Rum1-2j(8) = Pojir Rua—2;(5)) -
=0

Por outro lado, pelo lema 2.31 e pela hipotese, sabemos que

PQZ(W)(d — 1) Z Pgl(w)Pl(w) Z PQH_l(W).

Temos entao

Paj(w)(d — 1) Rno1-9j(s) — PajraiRn2-2;(s) >

2j(W)(d = 1) Rp1-2(s) — Paj1 [Rn—2-2;(s)]
2j(W)(d — 1) (Rp-1-2;(s) — [Rn—2-2;(s)])
2j(w)(d — 1) min { (n — 2§)5" 7%, Qu_1_;(s)}

> 0.

A {ltima equagao segue do lema 2.30. Assim €2, (t) > P,_1(w) para todo t > 0.
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No caso em que n é par, similarmente obtemos que

Q,(t) = 7;_ Pw)(d — 1) (=1 R, y(s)
- '20(d = )" (= Py (w)(d = D) Ryz-2(5) + Pojia Ruos-2i(9))

e pelo argumento prévio, temos que cada término dessa suma é negativo, assim ,(t) < 0

para todo t > 0.

Agora, para finalizar a demostracao do teorema, consideraremos dois casos :

Se n impar :

Segue da proposi¢ao 2.32 que V'(t) = Q,(t) > 0 para todo t € RT. Entao, ¥ é uma
fungao crescente e pela equagao (2-15), W(dy) < i (d — 1)""'Py(w). Demonstraremos que
1=0

U(d—14 a,P(w)) > % (d — 1)""'P(w). De fato, uma vez que
=0

- l_o Pw)(d—1)" nk_zl:;l(—l)k (di1>k+1
g ()
T d- i +t j_: Pw)((d = 1)t = (=)™ ),

entdo, colocando t = d — 1+ a,, Pi(w) e usando que Payy1(w) < 5 - Pog(w) P (w) para cada

k > 1, temos que
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n

—U(t)+ ) P(w)(d—1)"" =

=0

~ )+ gy & A= ) )
= P) + Puae)
L’ Z (Pan(w)(d — 1y - gr-2i)
Py (@)((d— 17 1 )

+(d — )" — " Pr(w)(d — 1) + Pr(w)t™.
Entao, para concluir a prova, é suficiente mostrar que cada término dessa suma é menor ou

igual a zero, ou equivalentemente, colocando s =d — 1, P = P;(w), temos que demonstrar

que

t\" 2k s+ LpP
i. (> Ziﬁkparacadak‘:l,...,%?’e
S t—%P

ii. t"(t — P) > s"(s+ P).

Para o item i., o caso n = 3 é vazio, entao podemos supor que n > 5. Pela desigualdade

de Bernoulli, temos

I

(t)“‘”“ 3 (1 N anP)”‘Z’“ oy (2K

S S S

assim, € suficiente demonstrar que o lado direito desta desigualdade é maior que

% an)P

S—{—LP _
T _1+3+((0z P’
n 2k

— =
5P
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De fato, se n > 7, entdo «,, > % e

(n —2k)a, (s—l— (an — 21k> P) — (]1€ —an) S

> (n —2k)ay, (5— 2ll<:P> - (li —an> s

e quando n = 5, temos que k =1 e

1 1
(n —2k)a, (s—|— (an — 21{:) P) — (k; —an) 5> (;a5+30¢§> s > 0.

Finalmente, vamos a provar o item ii. Fazendo U := 3 > 1, observamos que

"(t—P) — s"(s + P)
= (s 4+ a,P)"(s + (a, — 1)P) — s"*t — Ps"
=P (U + a)"(U + 0 — 1) = U™ = U™)

= pr (((n =20 3 (()oe () )od o) U”j“)
_pr (((n + 1w — 20" +Z (“Ha-1) () 1)az;1w+1>

Agora, o polindémio

nt! 1 , ,
F(X)=(n+1)a,—2)X"+ > (n—i— Qo — 1) < " 1)@%1X”]+1
j=0 J J—

e sua derivada F'(X) satisfazem que
e O coeficiente principal é positivo,

e A lista dos outros coeficientes formam uma sequéncia decrescente, e entao esta sé

tem uma mudanca do sinal,
e F(0)<0e F'(0) <O,

o F(1) = (1+ )", —2 =0,
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Entao, pela regra de sinais de Descartes, F'(X) s6 tem uma raiz positiva e ela esta no

intervalo (0, 1), assim F'(X) é uma fungao crescente em (1, 00). Portanto
t"(t— P)—s"(s+ P)=P""F(U) > P"™F(1) =0,

e assim o caso impar esta provado.

Se n par :

Pela equacao (2-14) sabemos que W(dy) > 0. Portanto, se definimos ®(¢) = (t) , entao

®(dy) > 0 e da proposicao 2.32 temos que ®(t) é uma fungao decrescente.

Afirmamos que ®(d— 1+, P (w)) < 0, e portanto dy < d— 1+ «a,, P, (w). De fato, seguindo
o mesmo procedimento usado previamente, temos que

1 n—1

ﬂwzgiq;;E:awxw—1w4—vwww

n—2k+1 n—2k+1
d—1+t z_: (Pa)(d =) ! )
+&Hmm«w—n“%+w*%)

Daqui, o mesmo argumento no caso impar funciona.

Observagao 2.33 [7/

Por calculo direto, podemos calcular os primeiros valores de «, com 3 decimais:

n 3 ) 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Q. | 0.543 | 0.388 | 0.306 | 0.256 | 0.221 | 0.195 | 0.175 | 0.160 | 0.147 | 0.136 | 0.127 | 0.119

Denotemos R, = x(xz + 1)" — 2. Além disso, desde que

exp(lnn —Inlnn) —2= ———— —2< -1

n Inn

(lnn—lnlnn> Inn—Inlnn Inn—Inlnn
R, <
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e para qualquer constante € > 0, e todo n > 0

R (hln— (1—¢) lnlnn) _Inn—(1-¢€Inlnn
n n ~

exp(lnn — (1 —¢)Inlnn) — 2
n

Inn—Inlnn
Inn

= (Inn) <1— )—2>> 0.

Usando que R, (x) é uma fungdo crescente em RT, seque que

Inn—Inlnn Inn—(1—¢lnlnn
— < < para todo n > 0.
n n
Em geral, do fato que niﬂ < n=lnlan o0 todo n > 27, temos que

{ 2 Inn—Inlnn
max

In 2n
, < ap, < —— para todo n > 3.
n+1 n n

0.8 In 22

T
0.74 2

sy =
J2 x+1
Inz —Inlnz

0.6+ hn

0.5 Ys =
Yo

T

Y3

(=]

Agora daremos uma familia de exemplos de folha¢des holomorfas satisfazendo as

condicoes do teorema 2.29 :
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Exemplo 2.34 [7]

Sejam ag, by, ai, ..., a,,b, enteros positivos, co primos 2 — 2 e tal que
Ei=ap+by="=a,+ by,

e considere o espago projetivo ponderado bem formado P2 (ag, by, . . ., apn, by).

Seja F uma folhagio holomorfa em P*"*(ag, by, ..., an,by), induzida por o campo de

vetores quase-homogéneo

" 0 0
Z — Yﬁk_li _ Xakl)
g(ﬁk Eoox, MR oy

onde 0s oy, B € N satisfazem a sequinte relacao

¢ = apay = by para todo k =0,...,n.

A hipersuperficie quase suave em P> (ag, by, ..., an,b,) de grau ¢ dada por
V= {Z (X +v) = o}
k=0

¢ invariante por F e deg(F) = ( — & + 1. Além disso, desde que a; e b; dividem a ¢, seque
que ¢ > apbo - - - apby, > (n+ 2)€ e

deg(]-“)=<‘—§+1z(n+1)5+1:1+§:aj+bj.
7=0

Assim, a hipdtese do teorema 2.29 € satisfeita.

Finalmente, temos

1 n n
deg(V) —deg(F)=¢—1= o] <Zaj —l—bj) —1< aan(Zaj —l—bj) —1.
)

§=0

De maneira similar podemos construir uma folhagcio em espagos projetivos ponderados de

dimensdo par P?""2(ag, by, . . ., an, by, Ant1), onde € = ag + by paratodo k =0, ..., n.

Suponha que

( =aray, = by = ani1ap1  paratodo k=0,...,n,
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e considere o campo de vetores Z no exemplo anterior. Asim, a hipersuperficie quase suave
em P22 (ag, by, . . ., Gn, by, anyq) de grau ¢ dada por
=3 (a5 o)+ 3 o)
k=0

¢ invariante por Z e nos obtemos a mesma conclusdo.

Consideremos o caso impar (o caso par é similar). Em particular suponha que
n = 1. Entao em P3(ao, by, a1, b1), temos a seguinte quadro para infinitos valores de .

Observe que ¢ = agbpab;.
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ao b() aq bl
1|73 1|5
121 |11 |5 |7
1411 |13] 3 |11
1 13| 5 |9
16| 3 | 13| 5 | 11
5 (11| 7 |9
18 1 | 17| 5 |13
1|17 ] 7 |11
5 | 13| 7 |11
20 1 | 19| 7 |13
1 |19] 9 |11
7113 9 |11
22 |1 | 21| 5 | 17
3 1195 |17
5 17| 9 |13
241 1 [ 23| 5 | 19
1 |23] 7 |17
1 |23 11|13
5 (19| 7 | 17
5 (19| 11 | 13
7 |17 | 11 | 13
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3 Invariante de Futaki para orbifolds comple-

XO0S

3.1 Invariante de Futaki em orbifolds

Neste capitulo nés definiremos o invariante de Futaki fy; ' para orbifolds compactos
e com singularidades isoladas (o anulamento do invariante é uma condigao necessaria para
a existéncia de métricas Kahler com curvatura seccional constante, em particular métricas
Kéhler-Einstein como veremos abaixo). Seguindo a G. Tian [36], [14], no teorema 3.5 dare-
mos uma demonstracao da féormula de localizacdo do invariante de Futaki ? para orbifolds
compactos e com singularidades isoladas (em [15], W. Ding e G. Tian enunciam sem prova).
Depois exibiremos alguns exemplos e finalmente como uma aplicagdo mostraremos que os
espagos projetivos singulares (bem formados) e com singularidades isoladas, ndo admitem
métricas Kahler-Einstein. Uma demonstracao deste ultimo fato pode ser vista também em

137, [30].

Seja (M, w,) um n-orbifold Kahler compacto com singularidades isoladas e com

Q = ¢1(M), onde Q2 denota a Kéhler classe em M, ou seja 2 = {iwg]. Denotemos por n(M)

a algebra de Lie de campos de vetores holomorfos em M (cada X € n(M) é localmente
i

escrito como X = X’2~ onde as X" sdo fungoes holomorfas).

Seja h, a unica fungdo, determinada por *
n
. fM Sgwg
n
fM wg

onde s, € a curvatura escalar de g.

S

9 g

= Aghy, /M(ehg —1w! =0,

Introduzido por Futaki para variedades Kéhler com primeira classe de Chern positiva em 1983-[19], e
por W. Ding e G. Tian para orbifolds em 1992-[15].

A férmula residual foi obtida primeiro por Futaki para variedades Kéhler em 1988-[20].

Em uma variedade Kéhler compacta, o seguinte fato é conhecido: Se p : M — R é uma func¢ido C*
com fM pdV =0, entdo existe uma funcdo C* f: M — R, tal que p = A f.
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Entao para qualquer X € n(M) definimos
T \" n
fM(X) = (27T) /MX(hg)wg‘

Desde que w, é fechada e X holomorfa, temos que ixw, é O-fechada (pois d(ixw,) =
(09;;)X'dz; = (Owy)(X) = 0). Entdo, pelo teorema de descomposicio de Hodge (veja [22]),

podemos escrever

ing = a— a<9X(g))a
onde « é uma 1-forma harmonica e fx(g) é uma funcdo C*°. Salvo constante aditiva, Ox(g)

¢ unicamente determinada por g.

Proposicao 3.1 .
T \" "
fM(X>_<27T) /M hyyOx (g)

Demonstracao.

De ixw, = o — 9(0x(g)), nos temos que

fulX) = (2;>H/Mx(hg>“g
= (%)n/MXizgwg

_ (b i 0 0hg  500x(g)Ohg\

Finalmente o resultado segue de [, giia(%)%wg = <a,5hg> = <5*a,hg> = 0 (pois

0*a = 0, uma vez que M é uma variedade Kéhler compacto e a é harmonica) e de
(= Jur 9792 52 ) wi = — (00x(g), Ohy) = (~0"00x(g), Ohg) = (Agx(9), hy).

Portanto, sem perda de generalidade podemos assumir que o = 0. E possivel mostrar que
far é independente da métrica g (ver [20], [36]). De fato isso segue também do teorema 3.5

abaixo. Temos entao a seguinte proposicao
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Proposicao 3.2 Se M admite uma métrica com curvatura escalar constante, em particular
se g € Kdhler-Finstein, entao

Ju=0

Demonstracao.

Tendo em conta a proposicao 1.45, suponha que a curvatura escalar s, ¢ constante, entao

na definicao de hy, temos que Ajh, = 0, entao h, é constante e assim fy; = 0.

O seguinte lema serd importante para nés, uma demonstracao deste lema pode ser

vista em [14], [36].

Lema 3.3

(n+1)2" i (X)

= Wy () (- A0+ iy =20 0x(0) )™

(Ag0x(9) = Ricy + (n — 2))(0x(9) +w,)) " }

(=D (1 =25 T il
n’u;} j!(n+1—j)j! (27r> /M<9X(g)+wg) ’

onde

a(M)-Qvt [y Ricg Awp™!

IL[/:
Qn Jar wy
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3.2 Foérmula de localizacao do invariante de Calabi-Futaki para or-
bifolds complexos

Sejam M um n-orbifold Kéhler compacto com singularidades isoladas e X € n(M)
com singularidades isoladas ndo degeneradas. Denotemos Sing(X) = {p,. ..
cada p, € Sing(X), definimos um endomorfismo nao singular L, (X) : T, M — T, M,

dado por L,(X)(Y) = Dy X. Denotemos por K, a forma curvatura da métrica induzida

em 71, M.

Lema 3.4

a. OA,0x(g) = ixRic, (/36]).

b. AgOx(9)|(pay = —Tr(La(X)).

c. SeQQ=c1(M), entdao Ox(g) = —A,0x(9g).

Demonstracao.

Vejamos a.

ixRng

2
82182]

LOgDet(ng))

- X*

LogDet(g,;)dz;

QKQQJ

,Pr}- Para
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Vejamos b. Seja w, = g;3dz;dz;. Desde que ixw, = —00x(g), temos que g5 X" = —%Qx(g),
entdo Aylx(g) = gﬁa%a%j(‘)x(g) = —gija%(gini)a assim Agfx(9)|(pay = — 2 82¢Xi|{pa} =

~Tr(La(X)). Para a parte c. usaremos a identidade a. Temos entdo 9A,0x(g) = ix Ric, =

ixZe (M) = ixw, = —00x(g), entdo Ay0x(g) + Ox(g) é holomorfa sobre M que é
compacto, assim A 0x(g) = —0x(g) + c para algum ¢ € C, o resultado segue tomando
c=0.

Teorema 3.5 Para qualquer X € n(M) com singularidades isoladas e nao degenerados,
temos
1 1 Trt(Ly(X))

nol p/;(:p):o 4G, Det(Ly(X))

fM(X) =

Demonstracao.

Seja ¢ qualquer polinémio simétrico G L—invariante de grau n+1. Seja E' um fibrado vetorial
sobre M e h uma métrica hermitiana. Suponha que 0x(h) é uma funcdo End(FE)—avaliada
que satisfaz:

00x(h) = —ix Ry,
donde R;, denota a forma curvatura de h, além disso, suponha que R, = 0. Por simplici-

dade, escrevemos ¢(0x(h) + Ry,) por

o(Ox(h) + Rp,- -+ ,0x(h) + Rp).

n+1l—vezes

Dali,
06(0x(h) + Ry) = (n+1)¢(00x(h),0x(h) + Ry, ,0x(h) + Ry)
= —(TL + 1)¢(ZXR}Z, Hx(h) + Rh, s ,ex(h) + Rh>

= —ixp(0x(h) + Ry) (ix0x(h) = 0).

Agora definimos a forma n em M\Z(X) por n(Y) = ¢g(Y, X)/g(X, X). Além disso,

definimos uma série formal de formas por
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o= ¢(x (k) + Bi) A fé .

Desde que X é holomorfo, temos iy -0 = 0 - ix e assim,

ix(0n) = 0(ixn) = 0(n(X)) = 0.

Temos entao que

ixa = ixp(Ox(h)+ Rp) A f_ + ¢(Ox(h) + Rp) A

= —00(Ox (k) + Ru) A < f + ¢(0x (h) + Ru) A ——

= —Oa+ ¢(Ox(h) + Rp) A

= —0a+ ¢(0x(h) + Ry).

Denotemos por [5]x o termo de grau k em /3. Tendo em conta que [a]2,+1 = 0 (dime M = n),

temos

[6(0x (h) + Rn)lan = 921,

Sejam py, ..., pg os zeros de X. Escolha vizinhangas coordenadas disjuntas B.(pa) (@a :
U, — B.ps) © U, , carta orbifold) tal que B.(ps) N Sing(M) = @ ou B(ps) N
Sing(M) = {p.}. Entao

Ox(h)+ Ry) = li Ox(h) + Rp))on
[ o+ R = dim [ [0+ R
= i O] 2n—
eg% M\UBe (pa) 8[05]2 '

= — th a  (Stokes orbifold, veja [31], [1] o [25])

=0 8Be pa)

= —Zl_)O #G . pa)¢(6X(h)+Rh)/\

n—1

S (=1)Fn A (9n)*. (3-1)

k=0
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Usaremos a seguinte férmula (veja [5]),

i (3" [ o6 () + Ra) 1

e—0 21

n—1 _ 0x h
kz:%(_l)kn A (On)F = — /pa Dg@jg(;f;()a)’

(3-2)

onde K, ¢é a forma de curvatura da métrica g. Consideremos os seguintes fibrados

E, =K}, ® L"% com
Rp, = Ric, + (n — 25)w,,
Op, = —Ag0x(g) + (n — 25)0x(9).

Ey = Ky ® L% com
Rp, = —Ricy + (n — 2j)w,,
O, = Dg0x(g) + (n — 27)0x(g)-

E3 = L""17% com
RES = (n +1-— 2j)w97
Op, = (n+1—2j)0x(g).

Pela equacao (3-1) no lema 3.3 (em relagao aos fibrados Fy, Es e Ej3), temos

(n+ 12" fur(X)

(
(=1) L im( oy n+1 = k A,k
( 2 e i (5, /aBe(pa)(eEl + R, )" A (Z(—l) n A (9n) )

0]'n_j)' a k=0

1 n—1

b St [ 6 R A (S0 @)

j:()]!(n_j>! « k=0

ntl (Z1)i(n + 1 — 24)nH 1 i Op, + R, \"
li o n/ B3 T3 A
Fom g 2 F G %) s <n+1—2ﬂ'>

«
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Agora, usando a equagao (3-2) temos

(n+1)2" i (X)

n+1

= ¥ #Clipa{jz;j'<_1)J. '/ (= Abx(9) + Ricy + (n = 2))(0x(g) +w,)) " A

l(n— j)! Jpa

n+1

_ zn: , = )J. / (AQQX(Q) — Ricyg+ (n—25)(0x(9) —|—wg)) A

n+1 (=1)7(n 41 —25)"* natl 1
- n“ygﬂ gl n+1—j)! /pa(ex(g) wg)" A (Det(La(X) +Ka)> }

(n+ 1)271 fuy(X)

- s e () LE (e

(—A0x(g) + Ricy)" ™ A (0x(g) +wy)"
Det(Lo(X) + K,)

- am LR e

(Ag9x( ) — Ricy)" "' F A (0x(g) + w,)"
Det(La(X) + K.)

n+1

ny j n+1 NnAt1 (QX(9)+wg)n+1
N (n+1)!j§<_1)< j )(”H_ZJ) /p Det(La(X)JrKa)}'
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(n+1)2" L f,(X)

S
/ ~Afx(g) + Ricy)"™ ' — (Afx(g) — Ricy)" ) A (Hx(g)+wg)k)
Pa Det(La(X) 4 Ka)

npy n+1 j n+1 N1 (QX(9)+W9)H+1
- zjgio(_l)( J )ml_zj) b Det(La<X>+Ka>}'

Seja 0 < k <n + 1. Usando a seguinte identidade

temos

(n+1)2" f,(X)

_ L {1 (”“)2" '/,, ((=2,0x(9) + Ric,) — (A,6x(g) — Ric,)) A

+ #G,, n
(6x(9) + i [ <0 g >}

Det(La(X) +

(n+1)2" fyr (X)

(—=Ay0x(g) + Ricy) A (Ox(9) +wy)" — 345 (0x (9) +wy)" ™! .

n+1
= (n+1)2" Z #Gpa /p Det(La(X) + Ko)

Temos entao

1 (—Ay0x(g) + Ricg) A (0x(g) +wy)™ — 75 (0x(g) + wy)™*!
Fu(X) = Za: #G,. /p Det(Lo(X) + K.) - ‘

Dado que dimc{p,} = 0, na integral anterior tomaremos s6 os termos de grau 0. Tomando

os termos de grau 0 na série formal de formas temos

1
Det(La(X)+EKa)’
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1 —0x(9)"Ag0x(g) — 0x(g)"
i) =2 5, DetlLa(X) o

Por hipétese em M temos Q2 = ¢;(M). Entao p = 1, e usando b. e c. no lema 3.4 temos

finalmente
1 1 Tr”“(La(X))

fu(X) = ——— za: #G,. Det(Lo(X))
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Vejamos alguns exemplos. O exemplo 3.6 é devido a Ding e Tian [15] (ver também

[24], [23])

Exemplo 3.6

1. Seja V. ={F =0} CP3, onde F = ZyZ? + ZyZ3(Zy — Z3). Entdo V ndo admite
uma métrica Kihler-Binstein. Vejamos isso. E facil ver que (1:0:0:0) ¢ a tnica
singularidade de V' e ela é de tipo Dy, pois no aberto Uy, considerando a mudanga
de coordenadas (21, z9, 23) — (221, 29 — 223, 29 + 223), podemos supor que F é da
forma Dy : f = 22 — z3(25 — 422)*. Agora considere o campo de vetores holomorfo
X = _Zoaizo + 221% + Zgaizz + ZgaiZS. Uma vez que dF(X) = 3F, temos que V ¢

invariante por X. Entao considerando X|y, temos que
Sing(X|y)={(1:0:0:0),(0:1:0:0),(0:0:1:0),(0:0:0:1),(0:0:1:1)}.

Calculemos a contribuicao da formula de localizacao do invariante Futaki em cada

aberto U; NV de V.

No aberto Uy NV, temos que X|y = 3216%1 + 2228%2 + 2z38%3. E conhecido que o
aberto UyN'V admite a sequinte parametrizagio local ¢ : (u,v) € C* — UyNV, dada
por

21 = uv(ut —v?)

22:u4+v4

Entao, ¢ facil ver que ¢*(X|v) = 2(ul +v2). Assim a contribuigio da férmula de

localizag¢io de Futaki em (1:0:0:0) ¢é

1 13 1
8 1/4 2
No aberto Uy NV, temos que X|y = —3208%0 — 228%2 — 238%3 e F' é da forma

4 Localmente a singularidade é da forma C?/G, onde G C SU(2) ¢é o subgrupo diedral bindrio de ordem

8.
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f = 20+ z223(22 — 2z3). Uma vez que %{)(O) = 1 # 0, considerando a projecao
(20, 22, 23) = (22, 23) = (u,v), temos que localmente X |y = —(ul +vZ). Assim a

contribui¢io da férmula de localizagio de Futaki em (0:1:0:0) é

= —8.
1
No aberto Uy NV, temos que X|y = —2206 + Zlaz + 023— e F' € da forma
[ = 202 + 23(1 — z3). Uma vez que g—zj;(()) = 1 # 0, considerando a projecdo
(20, 21, 23) = (20, 21) = (u,v), temos que localmente X |, = —2u8 + Ua Assim a

contribuicao de formula da localiza¢io de Futaki em (0:0:1:0) é

No aberto Us NV, temos que X|y —22’0% + zlé + 022% e F ¢ da forma

[ = 2022 + 29(20 — 1). Uma vez que ng # 0 para (0,0,0) e (0,0,1), considerando a

projecio 7 (20, 21, 22) = (20, 21) = (u,v), temos que localmente X|y = —2u2 + vZ.

Assim a soma das contribuicoes da formula de localizagio de Futaki em (0:0:0: 1)

e(0:0:1:1) ¢é
—1)3
2< ):1
-2
Finalmente temos que
1.1 1
Xly)==(=—-84+=4+1)=-2#£0
fv(Xlv) =3(5 =8+ 5+1) # 0,

portanto, V nao admite métricas Kahler-Finstein.



Capitulo 3. Invariante de Futaki para orbifolds complexos 83

2. Seja V.= {F =0} C P3, onde F = ZyZ} + Z,Z3 + Z3. Entdo V ndo admite
uma métrica Kihler-Binstein. Vejamos isso. E facil ver que (1 : 0 : 0 :0) ¢ a
unica singularidade de V e ela é de tipo Fg, pois mo aberto Uy, F é da forma
Es : f = 2} + 2122 + 23°. Agora considere o campo de vetores holomorfo X =
—520%20 + Zla%l — 2228%2 — Zgaizg. Uma vez que dF(X) = —3F, temos que V é

invariante por X. Entdo considerando X|y, temos que
Sing(X|y)={(1:0:0:0),(0:1:0:0),(0:0:1:0)}.

Calculemos a contribuicdo da formula de localizagao do invariante de Futaki em cada

aberto U;NV de V.

No aberto Uy NV, temos que X|y = 6Z1% + 3Z28%2 + 4238%3. E conhecido que o
aberto Uy NV admite a sequinte parametrizagio local o : (u,v) € C* — UyNV, dada
por

21 = (ut + 2v/=3uv? + vt)?

2y = 2v/—=3uv(ut — v*)

23 = —(u® + 1duv* +0®)

Entao, é facil ver que o*(X|v) = %(u% + v%). Assim a contribuicao da formula de
localizagao de Futaki em (1:0:0:0) €

111

24 1/4 6
No aberto Uy NV, temos que X|y = —620% — 3228%2 — 2238%3 e ' ¢ da forma
[ =z20+25+25. Uma vez que %(0) =1#0, considerando a projeciao m(zq, 22, 23) =

(22,23) = (u,v), temos que localmente X |y = —3u2- — 2v2 . Assim a contribuigio

de formula da localiza¢io de Futaki em (0:1:0:0) €

(-5 _ 125
6 6
No aberto Uy NV, temos que X |y = —32’08%0 + 3z1% + 238%3 e F' ¢ da forma

5

Localmente a singularidade é da forma C?/G, onde G C SL(2,C) é o subgrupo tetraédrico binério de
ordem 24.
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[ = z02i+21425. Uma vez que 5 af (O) =140, considerando a projecio m(zg, 21, 23) =
(20,23) = (u,v), temos que localmente X |y = —3u2 +v2. Assim a contribuicio da

formula de localizagio de Futaki em (0:0:1:0) é

(-2)° _8
-3 3
Finalmente temos que
1 1 125 8
v(X — +-)=—-6+#0

portanto, V nao admite métricas Kdhler-FEinstein.

Exemplo 3.7 Sejam wo, ..., w, € Z* coprimos 2 — 2. Suponha w; # w; ¥i # j. Considere
o campo (veja o exemplo 2.17-5)

X = Z— HO(P", TP"
Z vz € H( L)

Sabemos que Sing(F) sdo ndo degeneradas e
Sing(F) = {(1:0:++:0)u, (0: 1110+, (05012 1)},

Temos entao

L7 DXy 1 (Sl =2)" 1 (Sl — )"

1
w; Det(DyX;) wi  lz(1— 25) - w? [Tk i (Wi — wy)

w;

Assim

1o 1 (Sl —w)"
sz(X)ZMZQ( ei(w; — w))

i—0 Wi Hk;éi(wi — wy,)

Observamos que o nao anulamento de fpn(X) implica a nao existéncia de uma métrica

Kahler-Einstein em tal P! (ou seja P?' bem formado e com w; # w; Vi # j).
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E bem conhecido que espacos projetivos complexos admitem uma métrica Kahler-Einstein.
Menos simples é o fato que os espacos projetivos ponderados singulares nao admitem

métricas Kahler-Einstein, veja [37] [30]. Temos uma demonstrac¢ao usando o teorema 3.5.

Teorema 3.8 Os espagos projetivos ponderados singulares PI' (bem formados) nao admi-

tem métrica Kahler-Einstein

Demonstracao.
Generalizando o exemplo anterior 3.7, suponha a,w; # a;w; Vi # j. Considere o campo

X = Zakai S HO(PZ,TPZ>
k=0 02y,

A expressao local de X em U; é

n Wi 0
X, => <ak - ai) Ik
=0 W; 8Zk

ki

onde observamos que Sing(X;) = {0} e ela é ndo degenerada, logo

Sing(]:):{(1:0:---:O)M,(Ozl:---:O)M,...,(O:O:~~~:l)w}.

Entao, analogamente ao exemplo anterior 3.7, temos

n+1
fon (X) = 1 Z": 1 (Zk;ﬁi(akwi _aiwk))
F o+l w? o es(@ew; — awy)

Observe que escolher ay, ..., a,, em C tal a;w; # a;w; Vi # j é uma condicdo aberta
(ou seja, tais pontos representam um aberto proprio de P™). E possivel escolher os a; tal

que fpn(X) # 0. Observe que

I (aw; —ajw;) fen(X)

0<i<j<n

, e A s A~ 1 2 ., .
¢ um polindmio homogéneo de grau % + (n+ 1) — n = "2 nag varidveis ag, ..., a,.

Assim P” (bem formado) nao admite uma métrica Kahler-Einstein.



[10]

[11]

86

Referencias

Adem, A., Leida, J. e Ruan, Y. Orbifolds and stringy topology. Cambridge University
Press, 2007.

Ballmann, W. Lectures on Kahler manifolds. ESI Lectures in Mathematics and

Physics, 2006.

Baum, P. e Bott, R. Essays on Topology and Related Topics, Memoires dedies a
Georges de Rham. Springer-Verlag, New York, 1970.

Blache, R. Chern classes and Hirzebruch-Riemann-Roch theorem for coherent sheaves
on complex-projective orbifolds with isolated singularities. Mathematische Zeitschrift,

vol. 222, paginas 7-57, 1996.

Bott, R. A residue formula for holomorphic vector — fields. Journal of Differential

Geometry, vol. 1(3-4), paginas 311-330, 1967.
Brasselet, J.-P. Introduction to Toric Varieties. IMPA, 2008.

Brochero, F. E.,; Corréa, M. e Rodriguez, A. M. Poincaré problem for weighted
projective foliations. Preprint, 2014. http://arxiv.org/abs/1406.4160.

Brunella, M. e Mendes, L. G. Bounding the degree of solutions to pfaff equations.
Publicacions Mathematiques, vol. 41, paginas 527-544, 1997.

Carnicer, M. M. The poincaré problem in the nondicritical case. Annals of Mathema-

tics, vol. 140(2), paginas 289 — 294, 1994.

Cerveau, D. e Neto, A. L. Holomorphic foliations in P? having an invariant algebraic

curve. Ann. Inst. Fourier, vol. 41(4), paginas 883 — 903, 1991.

Chern, S. S. Meromorphic vector fields and characteristic numbers. Selected Papers,

Springer-Verag, New York, paginas 435-433, 1978.


http://arxiv.org/abs/1406.4160

Referéncias 87

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

22]
[23]

[24]

[25]

Corréa, M. B. e Soares, M. G. A note on Poincaré problem for quasi-homogeneous

foliations. American Mathematical Society, vol. 140, paginas 3145 — 3150, 2012.

Cox, D., Little, J. e Schenck, H. Toric Varieties, vol. 124. Graduate Studies in
Mathematics, 2010.

Demailly, J., Peternell, T., Tian, G. e Tyurin, A. Transcendental Methods in
Algebraic Geometry. Springer, 1994.

Ding, W. e Tian, G. Kéhler-Einstein metrics and the generalized Futaki invariant.

Inventiones mathematicae, vol. 110, paginas 315-335, 1992.

Dolgachev, I. Weighted Projective Varieties, vol. 956 de Lecture Notes in Mathematics.
Springer Verlag, 1982.

Esteves, E. e Kleiman, S. Bounding solutions of pfaff equations. Comm. Algebra, vol.

31, paginas 3771 — 3793, 2003.
Fulton, W. Introduction to Toric Varieties. Princeton University Press, 1993.

Futaki, A. An obstruction to the existence of Kéhler—Einstein metrics. Inventiones

mathematicae, vol. 73, paginas 437-443, 1983.

Futaki, A. Kdhler—FEinstein Metrics and integral Invariabts, vol. 1314. Springer Verlag,
1988.

Gauduchon, P. Hirzebruch surfaces and weighted projective planes. Riemannian

Topology and Geometric Structures on Manifolds, vol. 271, paginas 25-48, 2009.
Huybrechts, D. Complex Geometry An Introduction. Springer, 2004.
Li, C. Some notes on Futaki invariant. 2007.

Lu, Z. On the Futaki invarians of complete intersections. Duke Mathematical Journal,

vol. 100(2), 1999.

Mann, E. Cohomologie quantique orbifolde des espaces projectifs a poids. Tesis

Doctoral, 2005. http://arxiv.org/abs/math/0510331v1.


http://arxiv.org/abs/math/0510331v1

Referéncias 88

[20]

[27]

[28]

[29]

[31]

[32]

[33]

[36]

[37]

Matsuzawa, J.-I. Root systems and periods on Hirzebruch surfaces. Publ. RIMS,
Kyoto Univ., vol. 29, paginas 411-438, 1993.

Moroianu, A. Lectures on Kahler Geometry. Cambridge University Press, 2007.

Pereira, J. V. On the poincaré problem for foliations of general type. Mathematische

Annalen, vol. 323, paginas 217 — 226, 2002.

Poincaré, H. Sur I'integration algébrique des equations différentielles du premier ordre

et du premier degré. Rend. Circ. Mat., vol. 5, paginas 161 — 191, 1891.

Ross, J. e Thomas, R. Weighted projective embeddings, stability of orbifolds and
constant scalar curvature kéhler metrics. 2009. http://arxiv.org/abs/0907.5214.

Satake, I. On a generalisation of the notion of manifolds. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A,
vol. 42, paginas 359-363, 1956.

Satake, I. The Gauss-Bonnet theorem for V-manifolds. J. Mat. Soc. Japan, vol. 9,
paginas 464-492, 1957.

Soares, M. G. The Poincaré problem for hypersurfaces invariant by one-dimensional

foliations. Inventiones mathematicae, vol. 128, paginas 495-500, 1997.

Soares, M. G. On Chern’s proof of Baum-Bott’s theorem. C. R. Acad. Sci. Paris, vol.
333, paginas 757-761, 2001.

Thurston, W. P. The geometry and topology of three-manifolds. Princeton University
Press, 1997.

Tian, G. Canonical Metrics in Kahler Geometry. Birkhauser Verlag, Basel-Boston—-
Berlin, 2000.

Viaclovsky, J. A. Eistein metrics and Yamabe invariabts of weighted projective spaces.

2013. http://arxiv.org/abs/1206.1285v2.


http://arxiv.org/abs/0907.5214
http://arxiv.org/abs/1206.1285v2

	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Orbifolds
	V-Feixes e V-Fibrados
	Integração em orbifolds
	Bons Representantes e Boa Resolução
	Classes de Chern e Classes de Chern locais
	Orbifold Kähler

	Fórmulas residuais de tipo Bott para orbifolds complexos e aplicações
	Fórmulas residuais de tipo Bott
	Aplicações: folheações em Pn()
	Espaço projetivo ponderado Pn() 
	Fibrados de linhas em Pn
	Folheações de dimensão um em Pn
	Aplicações em Pn

	Problema de Poincaré em espaços projetivos ponderados

	Invariante de Futaki para orbifolds complexos
	Invariante de Futaki em orbifolds
	Fórmula de localização do invariante de Calabi-Futaki para orbifolds complexos

	Referências

